VIGAS CONTINUAS EM HASTES DE PAREDES
DELGADAS - ESTUDO DA TORCAO

Ingrid Ilg

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO DOS PROGRAMAS DE
POS-GRADUACAC DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIQ DE
JANETRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA OBTENCAO DO

GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS (M.Sc.)

Aprovado por:
Sydi;%/Martl omes dos Santos

e e

Adolpho Polillo

~r
e

Fernando Luiz Lobo Barbosa Carneiro

RTIO DE JANEIRO, RJ. - BRASIL
OUTUBRO DE 1983



ii

ILG, INGRID

Vigas Continuas em Hastes de Paredes Delgadas - Estudo da
Torcao (Rio de Janeiro)}, 1983,

Xv , 224 p. 29,7 cm (COPPE-UFRJ, M. Sc., Engenharia Civil,
1983)

Tese - Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE.

1. Linhas de Influéncia para Bimomentos em vigas continuas:

I. COPPE/UFRJ IT. T{tulo (Série)



i1l

Meus sinceros agradecimentos a:

Adolpho Polillo, professor, chefe e amigo, cujo
incentivo me levou a lecionar na UFRJ e posteriormente ao cur

so de mestrado.

Sidney Santos, professor, orientador e in-

centivador.

Lobe Carneiro, professor e consultor.

Kollbrunner e Hajdin, pela atengao dispensada.



iv

RESUMO

Trata-se de um trabalho dividido em VI Capitulos

que estuda a torcdo em hastes de paredes delgadas. «

No Capitulo I foram conceituados os elementos ne
cessarios ao desenvolvimento do trabalho: Bimomento e Torcgdo

de Empenamento, Propriedades Setoriais de uma Secao.

No Capitulo II foi feito o estudo analitico do
Bimomento: o empenamento da Secao, tensoes normais e tangen-

ciais, a equagao diferencial do Bimomento.

O Capitulo TII apresenta a resolucado de vigas
continuas em hastes de.paredes delgadas, através dos métodos
usuais da Hiperestatica: método das forgas ¢ método dos deslo-

camentos.

0 Capitulo IV estuda o tracado das Linhas de In

fluencia em vigas continuas sujeitas a carga de momento torcgor

sendo os hiperestaticos, os Bimomentos.

No Capitulo V ha um exemplo de determinacdo numé

rica das tensoes em hastes de paredes delgadas.
0 Capitulo VI relaciona as conlusces do estudo.

Em todos os Capitulos foram desenvolvidos viarios

exemplos esclarecedores da matéria exposta.



ABSTRACT

This is a thesis, divided in six Chapters, that

studies torsion in thin walled beams.

In Chapter I, the necessary concepts to the de-
velopment of the thesis are exposed: Bimoment and warping -torsion,

sectorial properties of a sectlon.

In Chapter II, an - analytical study of bimoment
is presented: the warping of a section, normal and shear stres

ses, the bimoment differential equation.

Chapter III shows the resolution of a thin walled
continuous beam through the -usual hyperstatics methods: force

method and displacement method.

Chapter IV studies the construction of bimoment
influence lines of continuous beams subjected to torsional mo-

ment.

In Chapter V there is an example of numerical

determination of tensions in thin walled beams.

Chapter VI relates the conclusions found in this

study.

In all Chapters, various examples were developed

in order to clarify the exposed subjects.
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" NOTACOES

area da secao transversal ] L2]
bimomento concentrado | FL ?]
coeficiente de transmissido JL°]

cosseno hiperbolico

modulo de elasticidade ou de deformacdo longitudinal
=

1- w2

-2 :
|F L7 E, =

médulo de deformagdo transversal | FL 7|
G = _.__.—E_.
2 (1+v)
momento de inercia a torgao |L* |

momento de inércia da segao transversal em relacao ao

eixo z | L* |

momento de inércia da sec¢ao transversal em relacio ao

eixo y [ LY |

momento de inércia setorial ] L®]

produto de inércia setorial em relagdo ao eixo y |L%]
produto de inércia setorial em relagao ao eixo z | LS|
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- comprimento caracteristico |L |
vao da haste |L
bimomento distribuide JFL|
momento torgor total por unidade de comprimento | F |
momento torgor de Saint Venant por unidade de compri-
mento | F]
momento fletor distribuido | F ]
momento fletor distribuido | F
momento torgor de empenamento por unidade de comprimen
to | F ]
momento fletor cujo vetor representativo € paralelo ao
eixo vy | FL|
momento fletor cujo vetor representativo & paralelo ao
eixo z | FL|
esforco normal | F |
carga distribuida paralela ao eixo z | FL_I[
carga distribuida paralelo ao eixo vy [EL™']
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carga coﬁcentrada‘paralela ao elxo X | F
carga concentrada paralela ao eixo vy P'F |
carga concentrada paralela ao eixo =z | F |
coordenada curvilinea [ 1|

seno hiperbolico
momento estatico setorial | L* |

momento estatico da secdo transversal em relagao

eixo y |L¥|

momento estatico da secao transveral em relagao

eixo z |[L*]
espessura da segdo | L |

tangente hiperbdlica

momento torcor total | FL |

momento torcor de Saint Venant |F L]
momento torgor de empenamento |F L]
empenamento | L |

esforgo cortante paralelo ao eixo vy | F

ao

ao
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esforco cortante paralelo ao eixo

trabalho | FL ]

-

| F |



xiii

deformagdo, deslocamento | L |

alongamento unitdrio | LO ]

rotacao da haste | L |

rotacio especifica |L7'|

distorcao | L® ]

coeficiente de distribuicao [ LY ]
coeficiente de Poisson | L |

coortdenada setorial L2 .

tensio tangencial =~ |FL7?|

tensao normal devida ao bimomento ]IZL“ZI

rigidez ac empenamento | FL? |
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- APRESENTACAO E JUSTIFICATIVA

A IMPORTANCIA DO’ ESTUDO

"Ha uma grande tendéncia em se adotar hastes de
paredes délgadas para.se obter a relagao peso/resisténcia ideal

em termos economicos.

Sob as mesmas condicbes de carregamento, hastes
de paredes délgadas: comportam-se de maneira muito diferente- das
hastes de paredes espessas. Uma haste de}xURdGSCEngﬁs sujeita
a torgdo tende a empenar. Geralmente adotam-se apoios, liga-
¢Oes e enrigecedores para restringir o empenamento, resultando
dai deslocamentos e tensdes longitudinais, que por sua vez nfo
tem efeito somente local, isto &, transferem-se a vios adjacen

tes mesmo descarregados.

Com o desenvolvimento ocorrido nos perfis estru-
turais, com a diminuicao dos coeficientes de segurancga, conseqiien
cia do aprofundamento dos conhecimentos do comportamento estru
tural e das propriedades dos materiais, a importincia da torgao
nos projetos estruturais vem crescendo substancialmente nos Gl-
timos anos, pols as tensOes e deformacles produzidas pela tor

cao sdo geralmente decis$ivas no .dimensionamento.

O OBJETIVO DO ESTUDO

Procuramos dar um carater pratico ao estudo, is
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to ‘&, além do desenvolvimento tedrico puramente académico, indi
camos métodos praticos de calculo para atender aos objetivos
dos engenheiros projetistas; talvez nor este motivo tenhamos si

do as vezes um pouco minucioses.



CAPITULO 1

CONCEITOS INICIAIS

I.1 - DEFINICAO DE UMA HASTE DE PAREDES DELGADAS

De acordo com Zbirohowski-Koscia:

Qualquer haste cujo momento de inércia principal

setorial seja diferente de zerocl).
De acordo com Vlassov:

Hastes que apresentam

ot
’_I
ol
o

A

A
-
o
=

10

sendo

t > espessura da parede

d - dimensao caracteristica da segio

(altura ou largura)

L - comprimento da pega

(1) Definicdo de momento de inércia principal setorial (veja pdg. 9).



De acordo com Kollbrunner:

Hastes com eixo reto ou curvo cuja secao trans
versal contem elementos de espessura pequena em relagao as

suas dimensoes caracteristicas (altura e largura)

De acordo com sugestao de Zbirohowski-Koscia:

Quando k > 1,0 pol™' = 2,54 cm ', a haste pode

ser considerada de paredes espessas.

Quando k < 0,5 pol_i = 1,27 cm_l, a haste tera

de ser considerada de paredes delgadas.

Quando 1,0 > k > 0,5 ou 2,54 an  >k>1.27 cm ',

a haste podera ser de parede espessa ou delgada.

sendo

o 'comprimento caracteristico'’da haste.

De acordo com T. H. G. Megson:

- max 0.1

IA



sendo:
t axi ao.
max espessura maxima da segao
Os valores de b estdo indicados nas figuras
abaixo:
b b

FIG I.i

I.2 - O CONCEITO DE BIMOMENTO E DA TORCAC DE EMPENAMENTO

Examinemos um perfil I sujeito aos carregamentos

indicados nas figuras:
2P - b M

)

P _ o
/i PSP

—~4
\ f
1.

1

FIG I2 : FIG I3



-Analisadas pela teoria das hastes de paredes ‘es
pessas os perfis ndo apresentariam nem empenamentos nem tensoes
internas (pois a resultante do carregamento, num e noutro caso,

é nula).

0 aparecimento de distorgOes e tensCes internas
nao se explica pelo efeito de tensdes locais na vizinhanca dos
pontos de aplicacao. das forcas externas poils, se assim fosse,
elas desapareceriam numa pequena distancia deste ponto de apli

cacao.

Para explicagdo do fenomeno Vilasov introduziu
dois novos tipos de "esforgos' denominados ”torgﬁo de empenamen
to Tw'" e "Bimomento B, alem de novas propriedades geometri
cas da secgao transversal denominadas: coordenada setorial w,
momento estatico setorial Sw,nmmdﬁn de inercia setorial I . predutos
de inercia setorial Iwy' e IQZ, que serao definidas adiante.

Apalisemos um perfil T com uma extremidade livre

e outra engastada sujeito a um momento torcor T:

FIG I4



A
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|

FIG TI.5

A secao I submetida a acao do momento torcor T

ficara distorcida. Esta distorcdo & a soma de dois efeitos:

1° Efeito: Tanto as mesas quanto a alma sofreram uma rotacao
P em relacao a seus centros de gravidade. E a defor-

.macao causada pela torcao de Saint Venant TV;

2° Efeito: Cada mesa sofreu um deslocamento A. E a deformacdo
causada por uma torcao associada a uma 'flexao', que

V lasov denominou torcgao de empenamento Tw

A torcao total T sofrida pela secdo seria entdo a soma dessas
torcoes parciais T, e T

Esta torcao de empenamento provoca o efeito equi



valente ao da agao de um par de momentos de flexao iguais  mas
de sentidos opostos atuando em dois planos paralelos. E o cha-
mado Bimomento B. Seu valor numérico & dado pelo produto da

distancia entre esses dois plano pelo momento em um dos planos.

-

Sua dimensdo & pois |FL?

Sua representacdo fisica seria a da figura:

FIG I.6

No Capltulo II desenvolveremos matematicamente

esses conceitos.

Convém salientar que os efeitos de bimomento, tor
gao de empenamento e da torcac de Saint Venant podem estar pre-
sentes numa haste de paredes delgadas mesmo quando nao houver
a solicitagao externa de um momento torgor (como nos exemplos

das Figuras 1.2 e TI.3).



I.3 - PROPRIEDADES SETORIATS DE UMA SECAO - DEFINICOES

I.3.1 - Coordenada Setorial w

tangente @ curva media

curva media
FIG 17 |

A coordenada setorial do ponto S medida a partir

do polo P e com raio inicial PO sera:

sendo:

h ... a distancia entre o polo P e a tangente a curva média

no ponto S

ds... elemento da curva média
Observemos que:

a) POS abrange uma area de valor 0 e a coordenada setorial w



e numericamente igual ao dobro desta area
b) w tem pois a dimensdo de uma drea
(0] = 1

Sinal de w:

quando o angulo OPS & medido a partir de PO no sentido

horario, w sera positivo,

Seja a secdo transversal de uma haste de paredes

delgadas:

- g

FIG I.8



I.3.2 - Momento EstétiCO'Sétorial' Sm

A partir de um polo P e de um raio inicial

e definido pela expressio:

Sw = J w dA
PO A

sendo A a area da secao transversal,

1.3.3 - Produtos de Inércia Setoriais I e I
Wz wy
I.3.3.1 - Em Relacao ac Eixo z
= vy wdA
WZpg JA

I.3.3.2 -~ Em Relacao ao Fixo y

PO
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I.3.5 - Coordenadas Basicas

Coordenadas basicas de uma segdo transversal sao

aquelas para:

eixos quaisquer,
polo P qualquer e

raio inicial qualquer.

Neste caso teremos, além das grandezas § I,

w’ Twz
Iwy’ Iw’ aquelas ja conhecidas da geometria das massas - que
$30:
Sy e S (momentos estaticos em relag3o aos eixos y e z
respectivamente);
IY e IZ (momentos de inércia em relacao aos eixos y e z
respectivamente};
Iyz (produto de inércia em relacdo aos eixos y e z).

perfazendo um total de 9(nove) grandezas que caracterizam a se

cao.
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I1.3.6 - Coordenadas Normalizadas de Uma Secao Transversal

Sao obtidas quando os eixos y e z sao eixos

baricéntricos, o polo: P & qualquer e o raio PO & tal que

Neste caso teremos 6 grandezas a caracterizar a

segao, que sdo:

pois as outras serao iguais a zero.

I.3.7 - Coordenadas Principais de Uma Secdo Transversal

Sao obtidas quando os eixos y e z sao eixos
baricéntricos principais de inércia, o polo P & o centro de

cisalhamento e o raio PO @& tal que Sw = 0.

Neste caso teremos 3 grandezas a caracterizar a

segdo, que S30:



I.3.8 - C(Centro de Cisalhamento

Para determinarmos o centro de gravidade da se-

¢ao, anulamos os momentos estaticos, isto é:

Para determinarmos a direcao dos eixos princi-

pais de inércia anulamos o produto de inércia, isto &:

De maneira anfloga, para determinarmos o centro
de cisalhamento, anulamos os produtos de inércia.setoriais, ou

seja:
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I
wy

Wz

0 ralo inicial principal serid determinado anulando-se o momento

estatico setorial, isto &:

2. .= - Wz y = W
o}

0 -tentro de cisalhamento sera o ponto em torno do qual

girara a secao quando sujeita a um momento torgor.

I.4 - DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES SETORIALS DE UM PERFTL
LI 6" x 20 x 25,1 kgf/m
44138
r/)
<
R
2 ) |la2
FIG 1.9 B
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 Dados fornecidos pela tabela da Companhia Side-

rurgica Nacional:

Area = 29,4 cm?

—
]

—
1]

8§15 cm®

52,4 cm*

Largura das mesas

152,4 x 14,2 = 2164 mm?

(57,9 - 14,2) t. x 2 =

£

2940

Perfil Simplificado

8,9

143,5

FIG T.10

776

50,8

tff 8,9 mm
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I.4.1 - Obtencao do Diagrama dos W (auxiliar)

Para polo tomaremos o centro de gravidade e 0

- rajo inicial sera PI.

Calculando as coordenadas setoriais nos pontos

1, 2, 3, 4 e 5 da secao obtemos:

13,8 - 7,1

w, = 2 (: ) = 480,7 mm?* = - W,
2 2
wy = w, + 50,8 _143.5 - 480.7 + 3644.9 = 41256 m’ = o,
, ,
wy = 0
4 _ Li:#’#’#’#;f
— 2
xP=CG
- +
5 3
FIG I.1
1.4.2 - Coordenadas do Centro de Cisalhamento

Conforme ja sabemos as expressoes das coordena-
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das sao as seguintes:

- WGz
ZO = e
I
z
sendo
I = j y w. ds
mGZ A G
e
Iy - < J z w~ ds
GY S G

Obtencao das Integrais-

Diagrama dos vy:

FIG T.12
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Yy =Y, = Y, = - (13,8 -7,1) = -6,7 mm

+ (50,8 - 6,7) = + 44,1 mm

o
i
i
-
o
i

Diagrama dos Z:

n ! 2
4 \\
Z e -
+.
. 5 3
y
FIG I.13
i7.= 0
25'= 24.= +_..1.,JI§,L§_ = 4 71,25572m=_22=_23
2

Cilculo de J y w. ds
s

Conforme podemos observar o valor desta integral
sera nulo resultando dai Z, =0 o que ja era previsivel, vis

to ser y eixo de simetria.



w t w. ds
b4 G JSY G
6,7 __
+44,1 4 -480,7 8,9 -A
4125
Z 7l 480,7
" 1 M/Jz 2 ’
1 2
480 7
6,7 LN 480,7 Q 4125,6 8,9 A
2 2 3
44,1
Calculo de J A W ds:
S
A w t J 72 'w, ds
G S G
5 4
;S 7.8 | 4125, 6]7 480,7 | 8,9 -8,9)(%)(50,8X71,8(4125,6+480,?]_
S 50,8 4
= -747,65 cm®
1,8 1435 47.1&]480,7 14 2 |-14,2x 1 x71,8x480,7x143,57
41 71,8 3
_ 480,7
= 234.4 cm®
- 71,8 | 4807 4125,6{ 8,9|-747,7 cm®
2 50,8 3 2 3

- 1729,8 cm®
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Achamos para o valor da integral -1729,8 cm® resultando dai
5
v, - -1729,8 en® ., 15 o
815 cm”
I.4.3 - Diagrama dos u:

Neste caso o polo € o centro de cisalhamento.

Distancia entre o polo e o ponto inicial 1 (raio

inicial P1)

21,2 - 13,8 + 7,1 = 14,5 mm
P _
4 X
;t/‘? ! 2;;//,
FIG T.14
- +
S 3

Calculando as coordenadas setoriais nos pontos 1, 2, 3, 4 e 5

achamos:

S 1455 y4s = - 1040,4 mmi- - 0,
2 .



wy = w, + 50,8 x 18323~ 1040,4 + 3644,9 - +2604,5 m? - -ug
2
Calculo de I, = J w? t ds
. 5
w t ' Iw
11040
(2%) —] 14,2 |= 2xEx1040x1080x 12325 314,22 734.7 e
1435 5 2
2
(2x)

1040

8,9 |= 2xL 10407+ 26042-1040x2604]50,8 x8 9=1553 cnf
3

I, = 12288,2 cm®

NOTA: Na Bibliografia |[10| estdao indicados os valores dessas

propriedades geométricas para os perfis correntes.

I.4.4 - Determinacao de 'S = J w dA
v A

Vide Figura I.15.
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P Y'ie
h ! h
/2 —p /2
B a C
T |noo oo +T—1- .t
_ I
' 1 S2 S
b ! Cle ke
| ! ' z!
—+A D

FIG I.15

Na secao em estudo temos:

a = 14,5 mm
b = 50,8 mm
h = 143,55 mm

t. = 8,9 mnm

A expressao da coordenada setorial para a secao

S1 sera:
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B, = —a P 4 b-ozy) o Py -

2 2 2

' =———-—-—-—l43,5 (5038_1435—Z')=2604’35i_

2

0 elemento de area seri:

' = '
tf dzZ 8,9 dz

a expressao do momento estatico setorial para a secdo Sq

b b b
Sw = j w dA = J (2604,5 - 71,75 z') 8,9 diz."=I 23180 d'z'—J 638,6
1 A (o ' 0 0
' z|2
= 23180 x Z' - 638,6 —
2
Nas secoes A e D teremos Z' = 0, como
seqiiéncia
SwA B SwD =0

Nas secoes B e C teremos z' =Db = 50,8



I~
&3]

S = 5 = 23180 x 50,8 - 319,3 x 50,8%

L
WB wC 353545,6 mm

n

35,4 cm®

A expressdo da coordenada setorial para a  segdo

S, sera:
wy, = - (B - yya = -ra,s @252y o J104004 4145
2 2
Sendo o elemento de area
dA =t dy' = 14,2 dy'

A expressio do momento estatico setorial para " a

secao S, sera:

h/2
Sw =5 +.J w dA = 3535456 + J (14,5 y' -1040,4) 14,2 dy' =
2 wG A ' 0

h/z _ h/?2 g2
= f 205,9 y' dy' - J 14773,7 dy* = 353545,6+205 9 £ -14773,7 "
(8] 0 :
2

- Obtengdo dos pontos maximos da curva S,



Derivando Sm e 1igualando a zero vem:

1
23180 - 638.6 z' = 0 L. z' = 36,30 mm
S ., = 23180 x 36,3 - 238,68 36 32 = 420695 mm* = 42 .1 cm®
U)A‘ = X 2 “ ——— X ,3 = - mm - . CI
2
S,pr = 353545,6 + 103 (71,75)% - 14773,7 x 71,75 = ~176217 mn"
=-17,6 cm"

FIG T.I6
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CAPITULO I1I

ESTUDO ANALITICO DO BIMOMENTO

IT.1 - HIPOTESES SIMPLIFICADORAS

A teoria de Vlasov baseia-se em tres hipoteses
simplificadoras:
1% Hipdtese:

A forma do perfil da segao transversal permanece

inalterada sob a acao do carregamento externo. Isto &, o per-

fil pode sofrer uma rotacdo ou uma translagao em relac@o a posi
¢ao inicial sob a agao de um carregamento externo, porém a po
sigao relativa de seus pontos permanecera inalterada mo  plano
yz (mas ndao ao longo do eixo longitudinal x) (Veja Figura II.3),

- Esta hipbtese justifica-se desde que as deforma-

¢bes nao sejam exageradas, isto &, desde que a seclo  transver

sal seja suficientemente rigida
sais sem apresentar deformacoes
te o caso das hastes de paredes
tudadas por outro método em que

deformacao da secao transversal.

para absorver tensoes transver-

substanciais. Nem sempre € ‘es
delgadas; deverdo entao ser ‘es
seja levada em consideracio a

Os perfis laminados em geral

apresentam uma grande rigidez transversal, satisfazendo vportan

to esta hipdtese.
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2% HipOtese:

A distorgao na superficie média da haste & despre

zivel.

Trata-se de uma generalizagao da hipotese de
Bernouilli (as secoes se mantém planas apos as deformacgoes)
sobre a qual estd desenvolvida a teoria clissica de flexdo de

vigas (a deformabilidade por cortante &€ desprezada).

Isto significa dizer que as tensoes de cisalha-
mento oriundas da torgao de Saint Venant distribuém-se anti

metricamente em relagao a linha média da haste.

= = = =
A t T T

| - = ?

T

i N I R A A
l Dles oo 4
T

Fipura 1I.1 Figura TI.2

Conforme se sabe da Resistencia dos Materiais,

na linha média, como vy = 0, .= 0,



32 Hipdtese:

Um elemento linear perpendicular @ suverficie mé

dia da haste, apos a deformacdo da mesma, permanece reto e er
» ap L

pendicular 3 superficie média deformada, nao apresentando alte

ragaoc de comprimento.

Esta & a hipGtese de Kirchhoff usual na Teoria de
Placas, e & justificada pelo fato de as espessuras das hastes
de paredes delgadas serem pequenas, tanto em relagao as dimensdes

da segcao transversal, quanto ao comprimento da haste.

~IT1.2 - - 0 EMPENAMENTO DA ‘SECAO

ds>

V.
y

Figura II.3

Eixos considerados:

y e z eixos baricéntricos principais de inércia
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X eixo longitudinal da haste

Estudemos o elemento dx ds apds a segdo  trans

versal sofrer um empenamento provocado por um momento torgor T

Figura II.4



Sejam:

M!

de

du

dy

Temos

que:

tangente a4 secdo transversal no ponto M

centro de cisalhamento da secao transversal

distancia de

ponto correspondente a M na secao empenada

0 & tangente

deslocamento linear na direcho da tangente

deslocamento

deslocamento angular elementar da secao

linear na direcdo x

cdo 4 secldo infinitamente prbxima A’

linha media da secdo transversal da haste antes de 'so

frer um empenamento

A

em rela

- linha média da secio transversal da haste apds -sofrer

um empenamento

angulo que I

M"  forma com a tangente.



MM' = rdy
de = MM' cos a = rdy cos o
mas,
r cos a = h
entao
de = hdvy
a distorcgao Y,g Sera:
- Ju e
Txs *
95 3x

porém, por hipdtese, a distorcdo na superficie média & despre-

zada.,
entao
Yys =0
ou
3u . o de = - h Y = - hy

3s ax X



ou
u o= - J h ' ds = - y° J h ds

mas, a expressio J hds = u , € por definicdo a coorde-

nada setorial.

Entao,
= . - it
u g v ow
ou
- ' = - '
u He vow
O empenamento & portanto proporcional & rotacdo
especifica %' (conseqiientemente, ao momento torgor que a ori
ginou) e a fungdo w (coordenada setorial) que caracteriza a

forma do empenamento.

Note-se que o empenamento & funcdo de s e de x.

I11.3 - TENSOES NORMAIS

Da Teoria da Elasticidade temos que os alongamen

tos unitarios sdo definidos pelas expressdes:



e = U
X
Ix
I _ %
X “x
E El

Visto serem nulas as tensoes gy e o na tor-

¢ao pura.
Mas,

ou

3X

Portanto, na segao transversal da haste verifica-se uma tensio

normal o cuja expressdo sera

Quando nao existirem na secdo outros esforcos que
deem lugar a tensoes normais (momentos fletores e esforgos nor-

mais) as tensdes acima definidas devem estar em equilibrio, ‘is

=

to e:

J o, dA .= 0 ou J-Elqj”wdA=O
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J y o, dA = ¢ ou J -E v"w y dA =0

j z Oy dA = 0 ou J—EIIW'u)sz=O
como E; y" & constante dentro da secdo, vem:

J w dA = 0

j y w dA = 0

J z w dA = 0

Expressoes essas que constituem propriedades ca

racteristicas da funfdo 'w, anteriormente definidas como  mo-
mento estatico setorial Sw .,  produto de infrcia setorial em
relagio ao eixo Z, Iwz e produto de inércia setorial em Tre

lacao ao eixo vy, I , respectivamente.

wy

Diz-se que na secao age um bimomento de flexo-tor

cao ou simplesmente bimomento B cuja expressio &:



(observe-se a analogia com a expressao do momento fletor

M = J O Y dA).

A expressao do bimomento pode ser escrita na for

ma:

a tensao normal provocada pelo bimomento tera por expressao:

"B - 1
. = Elgb
I
[\
" B " B
—=— = -E V" w =0
I



Bu

O Bimomento pode portanto ser considerado como um
novo esfor¢o solicitante independente que da lugar a tensoes que
se equilibram entre si. Nio terd pois influéncia no deslocamen

to do eixo da haste nem na rotacdo da secao transversal.

Quando houver a acao simultanea de forgca  normal
e, de momentos fletores além do bimomento, pelo principio da
superposicao de efeitos, acharemos a tensdoc normal .resultante

pela soma das tensoes provocadas por cada uma dessas grandezas.

CONVENCAO DE SINAIS:

Por convengao as tensoes de tragdo Serao positi-

vas e as de compressao negativas.

Temos as seguintes igualdades:



Podemos formar

seguinte

quadro de sinais:

u,,gx w P Ox B
+ + - + +
+ - + + -
- + + - -
- - - - +
Seja a pega da Figura II.S§

Figura 1I1.5




[
~1

0 diagrama dos coeficientes de empenamento w te

rdo a forma da Figura II.6. Este diagrama indica a forma da

secao apds sofrer o empenamento.

e

Figura I11.6

Se a pega sofrer uma rotacao ¢ convencionada co

mo positiva conforme indica a Figura 7, poderemos montar o qua

dro de sinais a partir dos sinais dos alongamentos

€ =

eg . = -

€c . T -
*t:m\// D ey . =+
V=

W o=+

Figura II.7



PONTO R £, U cr‘B B
A - + + + -
B + - + - -
C + - + - -
3] - + + + -

O diagrama de tensoes esta representado na Figu-

ra 11.8.

Figura II.8

A agio do Bimomento poderia ser representada por
dois pares de forga atuando conforme indica a Figura I1.9. Esta

seria.a representacio do Bimomento negativo.



P

A7
~__ "

Figura II.9

[1.4 - TENSOES TANGENCIAIS

Estudemos o equilibrio de um elemento dxds da has"

te:

otds+ 2% tds dx

9x
\\\\i at

Tt dx + t dx ds
3s

Figura II.10
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Nestas duas segoes afastadas de dx temos para

a(j-

resultantes das tensdecs normais ot ds e ot ds + tds dx

ax
respectivamente.

So havera equilibrio se existirem tensdes tangen

ciais 1 paralelas ao eixo x tais que:

39 tdsdx + 2L tdx ds = 0
X 3s

ou
9X R

Integrando, tiramos o valor de 7:

supondo-se que nao exista nenhum esforco cisalhante num bordo

livre da haste,
Derivando ¢ em relagao a x teremos:

3o 8 (Bwy . 9B i

- 3x X I dx I
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Substituindo a expressao encontrada na equacgio
acima, vem:
e am S
T = - G L J w ds
X I °
W
introduzindo a expressdo do elemento de drea dA = tds, vem;:
s s
= - o8B 1 J w tds = - 38 L J w daA
3x 1t ° 3x 1t °
w W

€ o momento estatico setorial do trecho 0 -s;

Teremos entao:

Provaremos que a derivada do bimomento em relacao

a2 x nada mais & do que a torgdo de empenamento que designare



mos por Tw . Sendo assim,

S,
i
' = = -
B Tw e T Tw
t I
0
Tm é o momento das tensdes de cisalhamento em relacac ao cen
tro de cisalhamento da secao.
= ! = - AN
Demonstraremos que Tm B El Iw Y

Para que haja equilibrio, a tensao de cisalhamen
to 1 existente ao longo de dx deveri ser igual 3 tensio de

cisalhamento existente ao longo de ds.

Figura II.11

o momento elementar das tensbGes de cisalhamento -em relacgio ao

centro de cisalhamento da secao sera:



(t tds} h sendo h a distdncia do ponto considerado ao cen-

tro de cisalhamento.

o momento resultante Tm serd a integral dos momentos elemen

tares, isto &:

T =Irthds

W
mas
h ds = duo pela definicao de coordenada setorial
entao,

substituindo o valor de T vem,

.5 ..
T = J L P I L R

como
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Sm = 0 para s = 0 e s = L e <iSm'= w dA, vem:
T o= - 1 B'[-Iwz dA} - 1 s 1 = B
W w
T Ty
c.q.d
OBSERVACDES:
~1°) E interessante notar a analogia com a expressao das ‘ten-
soes cisalhantes orjundas da forca cortante em pecas fle
v S -
tidas (1= —L —Z%) com a expressao encontrada  para
b I,
as tensoes cisalhantes oriundas da torcido de empenamento.
T, S,
(r = )
t I
w
2?) Sendo T o momento de torgao total que age na secdao e que
equilibra os esforgos externos, TV parte correspondente
d torgdo de Saint Venant e T, Dparte correspondente a tor
cao de empenamento, teremos:
= = H - e
T T, *+ T, y' G I, ot By T
32) O deslocamento angular da haste o' , POor nao ser influen

ciado pelo bimomento, também n3o o serd pela torcao de em-

penamento, s6 se verificando ¥' como efeito da torcio de



45

Saint Venant sendo sua expressio ja conhecida da Resisten

¢ia dos Materiais

4°) Quando além da tor¢do houver a acao simultinea de esforgos
cortantes, a tensio cisalhante resultante sera a soma das
tensoes provocadas por cada uma dessas grandezas pelo prin

cipio da superposicido de efeitos.

59) As tensdes cisalhantes maximas ocorrem no bordo da - sécio
onde a tensao, provocada pela torgio de Saint Venant & ma-

xima. Sua expressio é:

II.5 - RELACAO ENTRE O ANGULO DE ROTACAO DA HASTE ‘¥  E O CARRE

- GAMENTO EXTERNO m. (momento torgor por unidade de com

primento)

(Vide Figu;a 11.12)



46

Figura I11.12

Estudemos um elemento dx de uma haste:

Figura II.13

Na Figura acima estao indicados o carregamento ex

terno m e as forcas internas T.
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Das condigoes de equilibrio temos:

w v t w W v v
m, dx = dT + dT = (T
t w
ou
. d T 7 .4darT L g
V- . " . i i) ‘ = dT ‘ = mt (1)
dx dx dx

Do paragrafo II.4 temos que a torgao de empenamen

to T, € igual 3 derivada do Bimomento em relagao a x.

Do paragrafo II.3 temos a expressao do bimomento

em relagdo ao angulo de rotagdo da haste

Derivando o Bimomento em relacio a x obtemos:

.H&B.

dx dx?®
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Subs tituindo vem:

d3y

d x?3

Derivando em Trelagao:a x vem:

1 Lo -2

Da Resisténcia de Materiais conhecemos a relagio

entre o angulo de rotagio e a torcHo de Saint Venant:

dy _ Ny
dx GIt

Derivando TV em relagdo a x vem:

4T
v

. (3)

G It : 1 "w : t
d x? dx"



49

Dividindo todos os membros 'da equag8o por E. 1

1
vem:
2 4
E; I, dx d x B, I,
G I, |
Fazendo ———— = k% | vem:
E1 Iw
y. 2 m
dw - k2 dd) = - t (4)
dx* d x? Ell
w
que € a expressao procurada.
I1.6 - A EQUACAO DO BIMOMENTO
Como
2 2
B = -p, 1 -4V ou 'y .. _ B
1w , .
d x d x E1 Iw
9 1l 3 T 7 P, L2
dBS_Eldew- ou d'y . 1 d? B
d x2 dx* dx" E, I d x2
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Substituindo estas expressoes na equacgao (4) vem:

2 2 m
_ 1 d< B + k B = - t
2
El Iw d x E1 Iw El Im
ou
d°B - k2 B = mt = _dT (5)
d x? dx

A solucdo desta equaciao diferencial & da forma:

sh k x + C,chkx + m

sendo m; uma solugdo particular da equacido.

Para a determinagao das constantes de integracdo

usam-se as condi¢oes de extremidade da haste, notando-se que:

Nas extremidades engastadas:

nao ha rotacgdo, entdo ¥y o= 0

nao ha empenamento, entdo u <= =~ Y'w= 0 ..°, YP' =0 . .T.=0
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. Nas extremidades livres de se deformarem:

B e conhecido B = -El Iw P
T e conhecido T = TV + Tm = yP' G It - P El Im

Nas extremidades em engaste permitindo empenamento (chamadas

por Kollbrunner de 'apoios em garfo'):

nao ha bimomento: B = 0 . p = 0
nao ha rotagao: Py = 0
OBSERVACAO:

A solugao da equagao (5) simplifica-se grandemen

te quando os valores de k? s3o despreziveis.

Admitindo-se que k? praticamente nulo, a  equa

cao fica:

z .
2B _ dr  _ (6)

equagao analoga 4 da linha elastica de uma viga carregada trans

versalmente
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d®y Mz
d x? EI
z
onde sabemos que
3. 1
LS A '
d x?® E I

Quando k = 0 temos a chamada torcao de empena-

mento pura, isto é:

T = 0
v
m, = 0
entao
T = T
A
m, = m
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a equacao (1) fica:

w 1 “w
dx d x*
Temos ainda que:
3
T = -, 1 9
w 1 "w
dx?
2
B = -p, 1 9
1 "w
d x?

Tendo em vista a semelhancga entre este conjunto
de trés equacdes com as equagdes da flexdo simples, podemos

aplicar as solugoes do segundo conjunto para o primeiro.

Por exemplo: wuma viga simplesmente apoiada com vdo & sujeita

a um carregamento uniformemente diétribuido’-qyﬁ-tem:'

o q, &°
para momento fletor maximo: Mmax = X
' 8
e
- 5 Uy L

ara f1 axima:
P echa m a Y max
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De forma analoga, uma viga simplesmente apoiada
(isto &, sem restricdo ao empenamento nos extremos) uniformemen
te carregada com o momento torgor m, tera:

t

para bimomento maximo: B =
max

‘ 5 t

para angulo de rotagao maximo: Yoy

Infelizmente, esta analogia com a flexao simples

s0 € valida para valores realmente muito pequenos de k. Nio &

este o caso dos perfis laminados.

" Por outro lado, para valores de k muito grandes

teriamos a torcao de Saint Venant pura, isto &

T = 0

[{§]
m = 0

18]

e

T = T
v
mo= m,

a equacao (1) fica:
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.dT 2
- v 3 d=y
m, = = @ It
dx d x?
T = G 1 dy
v t

0 coeficiente k , que tomou o

1 "w

nome de 'comprimento caracteristico’, tem uma grande importancia

de ordem pratica, € um indice do comportamento a torgao.

Zbirohowski-Késcia sugere, a partir de sua expe-
riencia pessoal, que as hastes deverao ser obrigatoriamente tra
tadas como hastes de paredes delgadas quando o valor de k for
inferior a 0,5 in”' ou 1,27 cm . Quando o valor de k for
superior a 1,0 in~' ou 2,54 cm” ' as hastes poderao ser tra
tadas como de paredes espessas. Para valores intermediarios de

k as hastes podem pertencer a uma ou outra categoria.

Kollbrunner e Basler analisam o produto k2

(sendo £ o vao da haste) concluindo que:

a) quando k& = 0 isto e IS teremos torgao de empe
namento pura tornando-se o estudo analogo ao da teoria da

flexao;
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b} quando k& <2 a torgao de empenamento domina;

c) quando 2 < k& < 5 a torgdo e mista, isto &, tanto a
torgdao de empenamento quanto a torcao de Saint Venant  sao

relevantes;

d) quando k& > 5§ domina a torgao de Saint Venant;

e} Finalmente, quando k¢ = «» isto e I - 0 teremos a

torcao de Saint Venant pura,

II.7 - EXEMPLO RESOLVIDO

Resolver a haste indicada

i CT=T* +T
-1 o

Figura II.14

apolio A : engaste a torcao

apoio B : extremidade livre

Equagao diferencial do angulo de rotagio:



se T & constante, o segundo membro da equagao se anula,

entao,

S dt K2 42

a solucgao desta equacdo & da forma:

Y = C1 + CZ-X + C3 ch kx + C4 sh kx
Derivando, obtemos:

p'oo= C2 + k C3 sh kx + k Cy ch kx

P o= k7 C; ch kx + k* €, sh kx

prro= kB C. sh kx + k3 C, ch kx

Para determinarmos os valores das constantes de

integracao, lancamos mao das condigoes de extremidade da haste:



extremidade A:

extremidade B:

x =0 0
0
x = & B
0
T
mas
T
entao

para x =0 p.= 0
g' = 0
para x = & T = T*
B= 0
C, * Cq4 ¢, =
C, + k C, Cy =
0 mas B = —El Iw P
k? C; ch ko+ k? C, sh kf.
T:\r
Tv + Tw = G It Pt -
‘ .G T
T*
= L

s (1)

2 (2)

sh k1

(3)
ch k2

= k2 wl _ I,UH|
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w(£J=C2+kC35hk2+ kc4chk£
(L) o= k3 C; sh ko + k3 C, ch kg
T* 2 3 ' . 1-4d -~ =13 - i =
- k C2 + k C3 sh ki + K’ C4 chhk2-k CBSh k& 15,C4chk9,
E1 Iw
E. I
_ 5 . _ T* _ T* 1 "W - T*
k C2 . C2 : = -
2
kE1 Iw GIt 1Im Glt
. a _T*
. C4 -
X G It
c, = T* sh k £
kG It ch k¢
Cl . T* sh k&
kG It ch k&

Substituindo os valores encontrados na equacgao do
angulo de rotagdo, vem:

GIthT*{4i'shkz ey s 1 shke

k chk? k ch ke k
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Para achar a expressao da torc¢ao de Saint Venant

basta fazer:

A expressao do Bimomento sera encontrada atraves

da relagdo:

B = -El Iw AN
B = -E; I T K Sh kL pyx - Xk shkx| =
GIt ch k&
= T k sh kx - _sh k& ch k x
k? ch k&
W % [Shkx __sgk_zchkx}
k ch k&

Finalmente a torgao de empenamento sera:

I {kch kx - kSR

k ch k&



OBSERVAGRO:

61

Tw = T* ch kx _sh k2 sh k x
L ch k2
As expressoes de P, Tv’ B e Tw para hastes

com diferentes tipos de apoios encontram-se nas Ta

belas 1 da Bibliografia |°
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CAPTTULO TII

RESOLUCAO DE VIGAS CONTINUAS

III.1 - INTRODUCAO

Sao sete os tipos de carregamentos que podem

atuar numa haste:

D.
/I‘X‘

Pz

Figura III.1

v Y

¢

by
R
y
1) P carga concentrada paralela ao eixo x - esforg¢o normal

2) P carga concentrada paralela ao eixo y - carga concentra

y
da vertical
p, carga vertical distribuida
3) P carga concentrada paralela ao eixo z - esforgo hori-

zontal

carga horizontal distribuida
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4 M carga momento - momento fletor

z
m, carga momento distribuida

5) My carga momento - momento fletor transverso
my carga momento distribuida

6) T momento torgor (em relagdao ao centro de Cisalhamento)
m momento torcor distribuido (em relacdo ao centro de

cisalhamento)

7) B bimomento concentrado

m bimomento distribuido

Os carregamentos que nao provocam torgdo podem

ser estudados pela hiperestatica corrente.

S3ao estes:

Px’ Py’ py’ Pz’ P, Mz’ m, y? my

Serao objeto de nosso estudo os carregamentos
que provocam torgao. A saber:

T, m, B, mB

Desenvolveremps a solugao das vigas continuas

pelos dois métodos usuais da hiperestatica, quais sejam, o méto

do das forgas e¢ o método dos deslocamentos.
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ITII.2 - METODO DAS FORCAS

A hiperestatica corrente nos fornece o seguinte

roteiro para a resolugao de estruturas pelo método das forgas:

1} Escolha do Sistema Principal - Sistema Principal nada mais
& do que a estrutura dada.cem uma quanti
dade de vinculos rompidos tal que = a

transforme numa estrutura isostatica:

2) Tragado dos diagramas no Sistema Principal - 'Sdo tracgados
os diagramas para os esforcgos X3 introdu
zidos existentes nos vinculos  rompidos

e para as solicitagoes externas;

3) Obtengao dos coeficientes § - os coeficientes sdo as defor
magoes que surgem com o rompimento  dos

vinculos;

4) TFormulacao do sistema de equacOes de compatibilidade elas-
tica - ao romper vinculos, liberamos de
formacoes que nao existem - devemos en-
tao impor & estrutura do sistema princi
pal a condicao de serem nulos os desloca

mentos na dire¢do dos hiperestaticos;

5) Obtencao dos hiperestaticos através da solugio da  equacao

matricial
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X} = - | 8| {8}
sendo
{X} > vetor dos hiperestaticos

-1
| 8] = | 8]  matriz de rigidez da es-
trutura (matriz inversa da matriz de fle

xibilidade)
{60} +~ vetor dos termos de carga (onde
a influéncia do carregamento se faz sen

tir)

6) Obtencdo dos efeitos finais através da equagio:

E = E, + LE Xl
sendo
EO: esforgo no sistema principal provo-

cado pelas solicitagdes externas;

E.: esforgo no sistema principal provo
cado pelas solicitagdoes do hiperes
tatico X; com o valor inicialmen

te arbitrado.

Procliraremos generalizar o estudo da hiperesta
tica usual para sistemas de hastes de paredes delgadas com per-

£fil aberto.
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Facamos o estudo de uma viga continua conforme

indica a Figura III.Z2.

1 2 i n

X y. i X --- y.8 ntl
no|l % L 25 |- %, $ Sl L

A # |

1)

Figura III.Z

Examinemos o roteiro acima descrito.
Escolha do Sistema Principal

0 apoio simbolizado por ;gm'ahﬁte.totgéq. E cha

mado por Kollbrunner de "apoio em garfo'" (Gabellagerung).

Deveremos escolher um Sistema Principal para o
qual os diagramas de Bimomento das barras isoladas sejam co
nhecidos e estaticamente determinados para o momento tor~

gor.

Transformaremos entao os apoios em garfo em ar

ticulacoes de bimomentos cujo simbolo &

T

Os pares de bimomentos passam a ser os hiperes

taticos X
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O Sistema Principal esta indicado na Figu-

ra III.3.

X X X. X

2 1 n

RN L]

R A R

Figura III.53

Observemos que para n +1 vdos teremos n in-
cognitas. Para apoios extremos, no entanto, os angulos de
rotagao sao nulos; neste caso, para n vdos, teremos n -1
incognitas.

Tracado dos Diagramas no Sistema Principal

Estes diagramas sao facilmente obtidos atraves

das Tabelas 1 [ ° |.

- -— - - -
examinando os vaos 1 e 1+1 teriamos

(Vide Figura I1I=4)
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Xi-1 Xy X+l

Figura III.4

3) Calculo das Deformacdes

A deformagao provocada pelo bimomento € o empe

namento u = - wp'.

Pelo principio dos Trabalhos Virtuais temos que
o trabalho virtual realizado pelas forgas externas sera igual

ao trabalho virtual realizado pelas forcgas internas.

- Trabalho virtual das forcas externas

ext
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onde

P representa a carga virtual, que neste caso & o bimomen-

to B unitario.

d representa o deslocamento virtual que neste caso & ex-
presso pela rotagdo especifica ' que caracteriza o em

penamento da secdao transversal

Trabalho virtual das forcas internas

Como estamos no regime linear onde e vialide o
principio da superposicdo de efeitds, o trabalho virtual rea
lizado pelas forgas internas sera a soma dos trabalhos vir-
tuais de deformacgao devidos a cada um dos esforcos simples

atuantes na estrutura;

Trabalho armazenado pelo bimomento:

ax

Figura IIT.5

se houver um deslocamento virtual U, o trabalho virtual rea
lizado d Wy sera:

@+ 2% gx) - op U = oy dx = d W
ax oX

a

B



teremos:

sendo 0p

Integrando ao longo da area da secao

sal A e do comprimento da pecga L,

Sl
o dx
JA JL B

3x
mas sabemos que u = - wy'
entao
ou - _ UJIIJ”
oX
Sabemos também que B = -E I, v
entao
pro= - B e au
EI 9X
w

teremos:
dA = W
_ B
ET
w

Substituindo estas expressoes na equacgao

a tensac normal provocada pelo bimomento.

transvez



E I 2
w
porém, por definicdo J w? dA = I -
A
simplificando, vem
WB = J BB dx
L
E I
w

expressao analoga a do trabalho virtual realizado pelo

fletor.

- Trabalho armazenado pelo momento torgor

Conforme ja vimos, o momento torgor se
de em torcao de Saint Venant e torgao de empenamento.
sao do trabalho realizado pela primeira & amplamente

pelas formulas de Resisténcia dos Materiais, isto e:

momento

subdivi
A expres

conhecida



0 trabalho realizado pela 2% serd nulo tendo em
vista a hipotese simplificadora exposta no item II.1 (& nula

a distorgado no plano médio da secdo).

Igualando o trabalho realizado pelas forgas ex-

ternas ao trabalho realizado pelas forgas internas, teriamos:

que € a expressdo da deformacdo.

Estas grandezas podem ser calculadas pela Tabe

OBSERVACAO: quando se despreza a torgao de Saint Venant (para
hastes com k& % 0) os diagramas de Bimomento se
tornam triangulares e ha uma perfeita analogia com

a tecria da flexao.

4) Equacoes de Compatibilidade

Examinando os vaos 1 e 1 +1 teremos:

t 1 1
S Vol t X wty g v X "

i, i i+l i, is1 T Vo 70

i=1,2, ... n



~
(@]

sendo

¥: .y .-+ @ rotacao especifica da barra i no nd i devida ao
v .

carregamento Xi-l =1

O primeiro indice indica a secdo para a qual se deseja

conhecer ¢'; o segundo Indice indica o nd onde o ....bimomento
. =1 age,
Xl—l 8¢
' _ re + vd
wl, i wi, 1 IJ)i, i
re rd
! = . + .
Yio wlO Yig
sendo
'e ~ .. . - . .
Vig +-- @ rotagao especifica da barra i no no i devida ao

carregamento dado.

rd

$:, +++ @ rotagao especifica da barra i+1 no nd i devida

a0 carregamento dado.

Os itens 5 e 6 sao resolvidos de maneira identi

ca a da hiperestatica usual.

ITI.3 - EXEMPLO RESOLVIDO

Calculo de uma viga continua constituida por
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hastes de paredes delgadas sobre trés apoios pelo método das

forgas.

OBSERVACAO: os apoios oferecem resisténcia 3 rotagcio mas nio

oferecem resistencia ao empenamento.

Trata-se de um perfil 6" x 2" x 0,231 KN/m
sujeito a agdo de um momento torgor igual a 1 mKN na secao do

meio do primeiro vio.

Z =
\' X T i']f;b
| > < yax ya\
% b0 )
Y L .50 L 1,50 }
7 1

Figura III.6

Sabemos que:

_ - 5,08 x 0,893 14,35x1,42° _ .
It Zn Sn tn = 2 x + =16,1 cm
3 3
G = E
2 (1+ v)
o E
El =
1 - v?
I = 2288,2 cm® {calculado no Capitulo I)



-l - 1
I I g _ . i

k _\/__(;’__ _t_ =\/L1_'\Q t Sk TA3 16,1 -=0,0496cm"1=4,96m1

E I 2 I 2. 22882

1 w
numero de barras: 2
numero de incognitas: 1
1) Sistema Principal

T
PaN J’ZQ A

Figura III.7

2) Diagramas Auxiliares

Figura III.S8

pela Tabela 1, numero 9 |°'|, temos:

shk & sh (4,96 x'1,50) 851,37
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29 vao: B1 = -|ch k& sh kx - ch kx | X =

sh k&

ch (4,96 x 1,50)

sh 4,96x + ch 4,%6x =
sh (4,96 x 1,50)

ch 4,96x - sh 4,96x

'

Figura III1.9

pela Tabela 1, n® 2 | ° | temos:

1 sh (k ¢') sh kx

B, - para 0 <x <& - ¢'
k sh kg
e
B, - 1 sh (kc') shkx 1 o x{) para - gxg%

k sh k2 K

Substituindo os valores dados, encontramos:



B = 1 - sh (4,96 x 0,75) sh (4,96x) _ sh (4,96x)
o _
4,96 sh (4,96 x 1,50) 204,79
para 0 ¢x £ 8 - ¢
e
Bo _ 1 sh (4,96 x 0,75) sh (4,96x%) 1 sh (4,96 X1i=
4,96 sh (4,96 x1,50) 4.96
sh (4,96 x.)
sh (4,96 X) . 1 para 2 - E‘ £ x £ &
204,79 4,96
3} Coeficientes
Pela Tabela 3, n°® 14 | ° [, vem:
E IUJ 611 = (X" BB f)2
sendo
Yt = 1 ( i o 1 )
kg th[kg) kg
Substituindo os valores dados encontramos;
E Iu> 511 = 2 ( 1 - 1 } 1x 1x 150 =03490
4,96 x 1,50 th (4,96 x1,50) 4 96x 1,50
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pela Tabela 3, n? 1

= 1 2

E Im 610 xa T B &

sendo
' '
yr o= 1 |z sh (ke
(k2)* ] & sh (k&)

Substituindo os valores numéricos, encontramos:

E I 6= 1 (0,75 _ sh (4,96 x0,75) )l 1x1x1,502 = 0,0193

(4,96 x1,50)* | 1,50 sh (4,96 x1,50)

4) Equacgao de compatibilidade

5) Obtencgao do Hiperestatico

X, = - 10 _ _ _0.0193 _ 4 0553 KN m?

0,3490Q



6) Diagramas Finais

6.1) Diagrama de Bimomentos

B = B0 + B1 Xl
1° vao:
B = sh 4,96 x _ sh 4,9 x . 0,0553 = sh 4,96 x
204,79 851, 37 207,55
para 0 ¢x <8-¢' =0,75
sh 4,96 x
B = sh 4,96 x - 7"1 sh 4,96 x 0.0553 =
204,79 4,96 851,37
sh 4,96 x
- sh4,96x L para 0,75 ¢ x ¢ %
207,55 4,96

Substituindo os valores de x e x; na equacgao

acima, formamos o seguinte quadre para o 19 vdo da viga:
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Secao. X X - B

0 0,00 - 0
1 0,15 - 0,0039
2 0,30 - 0,0101
3 0,45 - 0,0222
4 0,60 - 0,0471
5 0,75 0,00 0,0993
6 0,90 0,15 0,0449
7 1,05 0,30 0,0166
8 1,20 0,45 -0,0022
9 1,35 0,60 -0,0223
10 1,50 0,75 -0,0553

29 vao:

B=0Q - (ch 4,96 x

)

sh 4,96 x) 0,0553 =

0,0553 (sh 4,96 x - ch 4,96 x)

Quadro de valores do Bimomento para o 29 vao da

viga:
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Secao . X B ( KNn?)
10 0 -0,0553
11 0,15 -0,0263
12 0,30 -0,0125
13 0,45 -0,0059
14 0,60 -0,0028
15 0,75 -0,0013
16 0,90 -0,0006
17 1,05 -0,0003
18 1,20 -0,0001
19 1,35 -0,0001
20 1,50 0

Diagrama dos Bimomentos
o
=
0 5 =l10 20
AN AN

Lt}

(@]

2+

e

Figura III.10



DIAGRAMAS DE TORCAO

1°} Diagrama de Torgao Total

Obtido a partir do diagrama de Bimomentos.

B
To= T oo 10y o o (L _ 0.0553 4. | 4 4631 mKN
2 2 2 1,50
Tg = T - T, = -0,4631 + 1 = +0,5369 mKN
e T B1o 1 0,0553
TlO = - + ) = —( + 2 ) = -0,5369 mKN
2 % 2 1,50
d Byg -0,0553
0o =% - = T332 = _0,0369 mKN
% 1,50
B

- 10 _

T,p = = 0,0369 mKN
%
Diagrama de torgao total:

— =31

hg] O

O — M3

=t fan}

Sy 0 5 = _ ,

N10 4 20

0,5369
.|_

Figura III.11
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Este diagrama & determinado de forma aniloga ao

diagrama de esforgos cortantes a partir do diagrama. de momentos

fletores.

2?) Diagrama de Torgao de Saint Venant

T = T + T Xl
v vy vy
1° vao: pela Tabela.l, n?2| ® | temos:
T
—b
AN AN
*——b X C' $
> X1
T = L sh k g’ ch kx =
v
0 2 sh k&
_ 0,75 sh 4,96 x 075 44 g6 x -
1,50 sh 4,96 x 1,50
= 0:5 ch 4,96 x para 0 £ x g 0,75
41,29
1 1
TV = & sh k & ch kx - 1 + <chk X, =
0 L sh k¢
= 0,5 - -SBI0X 4 L o496 x, -
41,29
= ch 4,96 x ch 4,96 x 0,5 para 0,75 <x<1,50
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pela Tabela 1, n® 9 | ® | temos:

para

para

T, - 1 kchkit' o,
1 % sh k&
_ 1 _ 4,96 _Ch 4,96 x 0
1,50 sh 4,96 x 1,50
= 0.67 ch 4,96 x
171,65

ch 4,96 x

Substituindo os valores encontrados para

Xl, temos:

0 <x< 0,75

a

0.5 ch 4,96 x - 0,0553 (0,67 - ch 4,96 x )
41,29 171,65

0. 46 ch 4,96 x
41,85

0,75 ¢ x g 1,50

2
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T, = ch 4,96 x, - -RLIOX g5 g,q0553 (0,67~ S 4:90.x,
41,29 171,65
= ch 4,96 x, - —RAICX g gy
41,85
Quadro de valores do 1°¢ vyao para a torgéo de Saint
Venant:
Secao X Xy Ty, (mKN)
0 0 - -0,4361
1 0,15 - -0,4292
2 0,30 - -0,4044
3 0,45 - -0,3474
4 0,60 - -0,2251
5 0,75 0 +0,0333
6 0,90 0,15 +(,2878
7 1,05 0,30 +0,3962
8 1,20 0,45 +0,4212
g 1,35 0,60 +0,3773
10 1,50 0,75 +0,2392
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2° vao:
T = 0
Vo
Ty ~ sera obtido através da Tabela 1, n® 9 | ° |
1
{; ‘ A
TV = _,(_l_ - k _ch kzg' ch kx + k sh kx) sendo ¢' = 2.
1 2 sh kg
= o (2 4,06 SR AI6XL50 oy 96w + 4,96 sh 4,96 x) =
1,50 sh 4,96 x1,50
=- (0,67 - 4,96 ch 4,96 x + 4,96 sh 4,96 x)
T = 0,0553 (0,67 - 4,96 ch 4,96 x + 4,96 sh 4,96 x) =

= L _ 0,27 ch 4,96 x + 0,27 sh 4,96 x

27

Quadro de valores do 2° vao para a torgao de

Saint Venant
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Secdao X Ty (mKN)
10 0 +0,2330
11 0,15 +0,0913
12 0,30 +0,0239
13 0,45 -0,0081
14 0,60 -0,0233
15 0,75 -0,0305
16 0,90 -0,0339
17 1,05 -0,0356
18 1,20 -0,0363
19 1,35 -0,0367
20 1,50 -0,0369
Diagrama da Torgao de Saint Venant
0 10 P
Zs

Figura III.12

20
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Tm - Tm * X1 Tm
0 1
Da Tabela 1, n? 2 | *® | retiramos a expressao de Tm para o
0
1¢ vao:
T
Ea—
S AN
g L
g
X _—D'Xl
T - shkol opkk
“0
sh k&
. sh 4,96 x 0,75 4 4 g6 x -
sh 4,96 x 1,50
= ch 4,96 x para 0 <x 50,75
41,29
T, = sh k ¢! ch kx - <ch k x; =
0 sh k&
= ch 4,96 x - 4,96 x, para 0,75 ¢ x £ 1,50
41,29
Da Tabela 1, -n® 9, Bibliografia | ° | retiramos a expressdo de
Tw para o 1% vao:

1
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=k -DEE hkx=4,06 PO g gex o 496K
sh kg sh'4,96 x1,50 171,65

_ch 4,96 x 0,0553 “ch 4,96 x . _ch 4,96 x
41,29 171,65 41,85
0,75 £x g 1,50
- B A.90X  ch4,96 x, - 0,0553 S 496 x
41,29 171,65
- ch 4,96 x ch 4,96 x,
41,85

Quadro de valores de T, para o 1¢ vao:
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Obtemos a expressao de T,

Bibliografia | 5 |:

1

Secao X Xq T,
0 0,00 - -0,0239
1 0,15 - -0,0308
2 0,30 - -0,0556
3 0,45 - -0,1126
4 0,60 - -0,2349
e
5 0,75 - -0,4933
d ‘
5 0,75 0 +0,5067
6 0,90 0,15 +0,2522
7 1,05 ¢,30 +(,1438
8 1,20 0,45 +0,1188
9 1,35 0,60 +0,1627
10° 1,50 0,75 +0,3008
29 vao:
T =
w

pela Tabela 1, n*®

9,



]

¢h k ¢ oh

sh k&

ch (4,96

91

1,50)

k sh k x

sh (4,96

(4,96 ch 4,96 x

0,27 (ch 4,96 x

X

1,50)

ch 4,96 x -~

4,96 sh 4,96 x)

0,0553 (4,96 ch 4,96 x

4,96 sh 4,96 x

4,96 sh 4,96 x) =

sh 4,96 x)

para o 2° vao:

Quadro de valores de T,

Segao X T,
109 0 ~0,2743
11 0,15 -0,1303
12 0,30 -0,00619
13 0,45 -0,0294
14 0,60 -0,0140
15 0,75 -0,0066
16 0,90 -0,0032
17 1,05 -0,0015
18 1,20 -0,0007
19 1,35 -0,0003
20 1,50 -0,0002




Diagrama de Tm
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S

+ AN
Figura III.13
T = TV + Tw

Secao TV Tw T
0 -0,4361 -0,0239 -0,4600
1 -0,4292 -0,0308 -0,4600
2 -0,4044 ~0,0556 ~0,4600
3 -0,3474 -0,1126 -0,4600
4 -0,2251 -0,2349 -0,4600
5¢ +0,0333 -0,4933 ~0,4600.
5d £0,0333 +0,5067 +0,5400
6 +0,2878 +0,2522 +0,5400
7 +0,3962 +0,1438 +0,5400
8 +0,4212 +0,1188 +0,5400
9 +0,3773 +0,1627 +0,5400
10° +0,2392 +0,3008 +0,5400
104 © 40,2330 ~0,2743 20,0413
11 +0,0913 -0,1303 -0,0390
12 +0,0239 -0,0619 -0,0380
13 -0,0081 -0,0294 . -0,0375
14 -0,0233 -0,0140 -0,0373
15 -0,0305 -0,0066 -0,0371
16 -0,0339 -0,0032 -0,0371
17 -0,0356 -0,0015 -0,0371
18 -0,0363 -0,0007 ~0,0370
19 -0,0367 -0,0003 -0,0370
20 -0,0369 -0,0002 -0,0371
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I1I.4 - METODO DOS DESLOCAMENTOS

Faremos uma analogia com o Processo de Cross para
determinacao dos momentos fletores nos nos de uma estrutura hi-

perestatica.

Da Hiperestatica corrente temos o scguinte rotei

ro para o calculo de estruturas pelo Processo de Cross.

1) Calculam-se os coeficientes de distribuigiao de momentos em

torno de cada n6 rigido interno da estrutura.

O coeficiente de distribuigao di ¢ calculado pe

la expressao

Lk

sendo ki a rigidez da barra i no no em questdo.

e

z k; a soma dos valores das rigidezas das -barras

concorrentes no né em questao

2) Calculam-se os momentos de engastamento perfeito no Sistema

Principal

O Sistema Principal € obtido bloqueando-se as ro

tacoes de todos os nds internos rigidos da estrutura.



3)

4)
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Libera-se, uma de cada vez, a rotacao de cada nd interno,
equilibrando-se a carga-momento, que nele passa entdo a
atuar, por momentos de sinais opostos ao desta carga - momen

to cujos modulos sao dados por:

Os momentos -equilibrantes surgidos serao propaga
dos aos nos opostos de cada barra, multiplicados pelos coe-

ficientes de transmissao de momentos.

0 no equilibrado torna a ser bloqueado e passa-se

ao equilibrio dos outros nos.

Quanto os momentos equilibrantes propagarem momen
tos de valor desprezivel a estrutura pode ser considerada e

quilibrada.

Obtém-se os momentos finais de cada nd pela soma dos momen
tos de engastamento perfeito com aqueles surgidos pelo equil

1ibrio dos nods.

Baseando-se nesta teoria, teremos as seguintes de

finicoes:
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1%) Rigidez ao empenamento ¥ :

E o valor do bimomento que, aplicado em um no da
barra suposto.livre para girar, provoca uma rotacdo especi
fica unitaria neste no estando o outro né totalmente engas

tado

Figura III.14

A seécao transversal em A apresenta rotacdo espe

cifica unitaria.

O empenamento u tem para exXpressao

sendo
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rotagdo especifica ou deslocamento angular da barra,

entao u = -w

Portanto, uma rotagac especifica unitaria signifi
ca que a secao transversal esta sujeita a deslocamentos
longitudinais (empenamento) que podem ser representados pe-

lo diagrama das coordenadas setoriais com o sinal trocado.

neste caso: BA =X

2?) Bimomento Propagado BB

E o bimomento que surge no engaste B devido a ro

tacao especifica unitdria aplicada no né A.

33) Coeficiente de Transmissao

E o quociente entre o bimomento propagado e a ri

gidez ao empenamento

0 sinal negativo indica que o bimomento propagado tem si-

nal oposto ao do bimomento introduzido no né A.
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4%) Coeficiente de Distribuicic A num mé

E 0 quociente entre a rigidez de cada barra e a

soma das rigidezas das barras concorrentes neste no.

-t

J
Figura [IT.15

—Q .

X
A= 21 A

ij jk
+ - R
Xi5 T X4k

CONVENCAO DE SINAIS

=b

0 sinal dos esforcos internos (bimomentos) do la

do direito de cada barra devera ser trocado, para que a equagio

de equilibrio no né seja satisfeita, isto &:

+

ext dir
By By

= 0

ROTEIRC DO PROCESSO

1} Calculam-se a rigidez ao empenamento
forme veremos a seguir), o fator de

barra e o fator de distribuicao 2 de

~

¥ de cada barra, (con
propagacao c¢ de cada

cada no da estrutura.



2)

3)

4)

5)

6)

7)
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Os apoios intermediérios da estrutura sao considerados en-
gastes perfeitos. Calculam-se para cada vao os bimomentos
nos engastes devidos ao carregamento aplicado observando-se
a convengdo de sinais. Para o calculo dos bimomentos  nos
engastes podem ser utilizadas as Tabelas N° 1 da Bibliogra

fia | ® |;
Cada no e liberado entdo para empenar-se. Faz-se o equill

brio dos nds através dos coeficientes de distribuigdo A pe

la expressao

0 empenamento dos nds ocasiona a propagagao de bimomentos

através do coeficiente de transmissdo C.
Os nos desequilibrados sio novamente equilibrados.
Torna~se a propagar os bimomentos

Repetem-se os estagios 5 e 6 até que os bimomen

tos a serem propagados sejam despreziveis.

Faz-se a soma dos bimomentos em cada no.
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DETERMINACAO DO RIGIDEZ AO EMPENAMENTO

x E DO COEFICIENTE DE TRANSMISSAO C

1) Barra Bi-engastada

X
LARRANAY

Figura III.16

As condigdes de bordo sao:

No ‘apoio A a rotagdo ¢ nula e a rotagao especifi

ca € unitaria pela propria definicao de .

No apoio B tanto a rotagao como o empenamento

sao nulos.

Entao,

quando x =0, ¢0) =0 e P'(0) =1
x =L, p(&) =0 e P'(2) =0
A solucao da equagao tem a forma:
y = C1 + C2 X + C3 ch_kx + C4 sh kx

conforme vimos no Capitulo IT item II.7.
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A derivada primeira do angulo sera:

vy = C + k C, sh kx + k C, ch kx

Substituindo os valores dados pelas condigoes

bordo, teremos 4 equacgoes com 4 incégnitaszr

2 + C_ ch kg + C

1 2 3 g Sh kg

0 = C2 + k C3 sh k& + k C4 ch k¢

Substituindo (1) e (2) em (3) e (4) vem:

o
]

—C3 + (1 -k C4)2 + C, ch kg + C4 sh k&

3

[e=]
Il

1 -%kC + k C3 sh k& + k C

1 ch k&

4

reagrupando vem:

0 = £ + C; (ch k& -1} + C, {sh k& - k&)

3 4

o
]

1 + C3 k sh k& + Ca k (ch k& - 1)

Destas duas equacoes tiramos os valores de

de

(1)

(2)

(3)

(4)
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1 k& (ch k2 - 1) - (sh k2 - k&)

C =
3
X 2 (ch k& - 1) - k& sh k2
c . 1 Chk% - 1) - k& sh k&
=
k 2 (ch k& - 1) - ke sh k&

Nosso objetivo & saber o valor do bimomento

apoio A porque

v = k* C, ch kx + k? (, sh kx

Substituindo os valores de C3 e C4

kg

L

k% sh k& - 2(ch k& - 1)

+ (ch k& -1 - k sh k&) sh kx

no apoio A teremos:

no

chegaremos a:

(k& ch k2 - sh k&) ch kx +



“w k2 (k& ch k& - sh k&)

% k& sh k& - 2(ch k& - 1)

0 Bimomento no apoioc B sera:

w k% (k& - sh k&)

2 k& sh k& - 2(ch k& - 1)

0 coeficiente de transmissdo C por definigdo, &

Substituindo, vem:

sh k& - kg

AB
k2 ch k2 - sh k&

2) Barra Monoengastada

Figura I1I1.17



No apoio A,

No apoio B,
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Para esta estrutura as condigoes de bordo sao:

Entao,

coes:

coes

rotagao e bimomento nulos.

quando x = Q , v(@) =0 e v'(0)

quando x =2 |, () =0 e w(e)

Ja sabemos que sio vélidas as seguintes
C, +Cx + Cq ch kx + C4 sh kx

C, + k,Cj sh kx.+ k €, ch kx

k? Cr ch kx + k? C, sh kx

Substituindo os valores fornecidos pelas
de bordo, teremos:

1 3 1
C2 + k C4 v C2
C + C, 2 + C., ch kg

"

-~ ~ -~ - - - .
rotacao nula e rotagao especifica unitaria.

Il
=

Il
L

equa-

condi

(1

(2)

(3)
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0 = k*Cychke + kPC,shkt .. cg=-c, SREE (g

4
ch k&

Substituindo (1), (2) e (4) em (3) obteremos

o valor de C

& ch k&~

k& c¢h kg2 - sh kg

Substituindo o valor de C4 na equacao (4) te

TEmos :
c, = - 2 sh k&
k& ¢ch k& - sh kg
A derivada segunda do angulo sera:
S k* 3
v = (- sh k@ ch kx + ch k& sh kx)
(k& ch k& - sh k&)
A expressao do bimomento torna-se:
E I 2
B = = (k%) (sh k% ch kx - ch k& sh kx)
2 k& ch k& - sh kg

Os bimomentos nos apoios serio:
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Tw T (k2)% sh k& .

L k% ch k& - sh k&

BB'= 0
CAB = 0
3) Barra em balancgo
V/
A7 B
7 .
7
N X
) 2 L
1 !

Figura III.18

As condigoes de bordo sio:

No apoio A, rotagao nula e rotacdaoc expecifica unitaria;

Na extremidade B, bimomento e momento torgor total nulos.

Entao,
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quande x = 0 , v (0) =0 e pr(o) =1
quando x = £ , (L) =0 e T(2) =0
mas,
T = E Iw (k2 p' - ")
entao,
k2 9t (e) - () = 0
Temos as seguintes equagoes:
P = Cl + CZ X o+ C3 ch kx + C4 sh kx
g o= C2 + k C3 sh kx + k C4 ch kx
P o= k? C; ch kx + k2 C, sh kx
TR k3 CB sh kx + k? C4 ch kx
Substituindo os valores fornecidos pelas condi-
coes de bordo, teremos:

0 = C1 + C3 Cl = - C3 (1)
1 = CZ + k C4 . C2 = 1 -k C4 (2)
_ o ‘ . A h kg
0 = k2 Cychke+ k*C,shki .°. Cg=-0C == (3)
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k? (Cz + k Cq shkt +k Cy chka) = k? C3 sh kg + k3 Cy ch k& (4)
- da equacgao (4) tiramos C2 = 0,
Substituindo C, na equacao (2) temos C, -1
k
Substituindo em (3) TCS = - A sh k&
k ch k&

Os valores de C, e C, nos dao a eXpressao
de .lp!t

o= -k (SRR p e 4 shokx)

ch k&
B = E Iw k (eéﬁ—kiw ch kx + sh kx)
ch kg

0 Bimomento em A sera:

B _ - E L kf sh k&
A XAB
L ch k2
0 coeficiente de transmissdao sera nulo porque



IIT.5 - EXEMPLO RESOLVIDO

Calculo de uma viga continua sobre trés  apoios

pelo método -dos deslocamentos (Processo de Cross).

Perfil L1 6" x 2 x 0,231 KN/m sujeito i
acdo de um momento torgor igual a 1m KN aplicado na secao do

meio do 1°¢ viao.

OBSERVACAO:
Trata-se da mesma estrutura do item III.3,
7 T=1mKN
A o C
AN FaN FaN
L 0,75
7 7
) 1,50 | 150 ]
T 7 g

Figura II1I1.19

1) Calculo das rigidezas ao empenamento:

Barra AB: (monoengastada)
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) (KR shik ‘_.E.Iw )
XAB
. k& ch k& - sh k& L
» L .EI
) (4,96 x 1,50)2 sh 4,96 x 1,50 W _ s 73BT
. ? w
4,96 x 1,50 ch 4,96 x 1,50 —~sh 4,96 x 1,50 1.50
Barra BC:
XRC T XaB
2) Calculo dos coeficientes de transmissdo
Barra AB:
c = 0
Barra BC:
c =0
3) Calculo dos coeficientes de distribuicgio
X
\ _ AB ) 5,73 - 0.5
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4) Calculo dos Bimomentos para barras perfeitamente engastadas

Barra AB
T=1
A —t kB
L 0.75 L Figura II1.20
1 7
| 1,50 L
1 7

pela Tabela 1, N° 4, | 3 |.

By = 0
.BB - B - 1 ke' sh ke - ke shke' y oo
K sh k& - k& ch k&
1l 4.986x0,75 sh 4,96 x1,50 -4,96 x1,50 sh 496x0,75 ) _ o110
4,96 sh 4,96 xL,50-4,96 x1,50 ch 4,96 x 1,50

5) Equilibrio do No

. .
, < 0,5] 0,5 Q
S yal
+0,1108
0 «  -0,0554| -0,0554 - 0
+0,0554 | -0.0554

+0,1108 x A

0,1108 x 0,5 = 10,0554, O mesmo va-



111

lor encontrado pelo método das forgas.

Tendo-se encontrado o valor do hiperestitico:
-0,0554 mKn, para se tragar o diagrama de bimomentos proce

de-se de forma analoga a do método das forgas.
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CAPITULO IV

LINHAS DE INFLUENCIA PARA BIMOMENTOQS

Estudaremos o tracado das linhas de influéncia

nas vigas continuas sujeitas a carga de momento torgor.

0 processo € analogo ao tracgado das linhas de in

fluencia nas vigas continuas sujeitas a uma carga vertical
que os hiperestaticos sao os momentos fletores. No nosso

os hiperestaticos sac os bimomentos.

IV.1 - LINHAS DE INFLUENCIA DOS HIPERESTATICOS

0 primeiro passo & a determinacdo das linhas

o . i .. n-1 .
influencia dos hiperestaticos X3 (bimomentos) .
1=

1

0 processo basela-se na matriz inversa, que
prime as incognitas hiperestaticas em funciao dos termos de

gas.

sendo, conforme ja vimos neo Capitulo III,

| 8} ... matriz de rigidez da estrutura

cm

caso

de

exX-

car
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| 6§ | ... matriz de flexibilidade da estrutura
-1
81 = | 8]
{ Q)} ... Vvetor dos termos de carga.
Os coeficientes dkO terao de ser calculades pa

ra um determinado numero de posigdes do momento torcor  unita-

rio.

Roteiro para Determinacao da L.I. para Bimomento para Viga Con-

tinua sobre n Apoios

Conforme ja dissemos, o roteiro € perfeitamente
analogo ao da determinacao das linhas de influéncia para momen

tos fletores.

1. Determinagao do Sistema Principal;

2. Determinacao dos Diagramas Auxiliares.

Tracam-se os diagramas para os hiperestaticos
P n-1 :
unitarios X; = 1 e os diagramas para as cargas atuando do
i=1 :
- . - - - nk
primeiro ate o enesimo vao M .

0
k=1
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3. Determinacao. dos coeficientes dik que formam a matriz | § |

que pode ser feita através das Tabelas 3 | ° |.

4. Determinacdo da matriz inversa | 8 | = | & |

5. Equagoes de compatibilidade

Em seguida calcularemos as linhas de influencia
para vigas continuas com 2, 3, 4 ¢ 5 vidos.
LINHAS DE INFLUENCIA PARA BIMOMENTO
Carga atuante: momento torgor.
1. Viga Continua sobre 3{trés) apoios:
AN AN N
2 L
| z [ 1 |
’[‘ | ]

Figura IV.I

1.1 - Sistema Principal:

Ll

A J Z&l

Figura IV.Z



115

1.2 - Diagramas Auxiliares:
X1: 1
Figura IV.3
a carga atuando no 1° vao:
T=1
—
M
_ . ]
ZaN ' A
! )

Figura IV.4

a carga atuando no 2° vao:

Figura 1IV.5

1.3 - Coeoeficientes:

Da Tabela 3, N° 14, | ® | temos que:
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_ 1 - _ T o2
E Iw 510 = J Tv TV dx + J B B dx = xé T B 2
k?_
1 ' h kg’
Xy = (= > E
(k2)? 2 sh k2

EI 89 = x, Ei para o 1% vao

E I, 80 = X l% para o 29 vio

1.4 - Equacao de compatibilidade:

Teremos uma expressao de Kl para o 1° vao

outra para o 2° vao.
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2) Viga Continua sobre 4 apoios:

—r-——
=
)
S
=
(%]
I
=
L
I

Figura IV.6

2.1 - Sistema Principal

Figura IV.7
2.2 - Diagramas Auxiliares
X1= 1
—t e
Figura IV.8§

X2=1
[ ]

.y AW’Z

Figura IV.9

carga atuando no 1°? vao:

T=1
&= Ml
0 .
7 8 -
1 o 1 z; i

Figura IV.10
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carga atuando no 2° vao:

T=1
2 i
M0
PaN PaN PaN AN
L] e
& g
7 K T i .
I z (X, Figura IV.11
carga atuando no 3% vao:
T=1
MS ,
» .
PaN A A PaN
| ¢ ‘ g L
( g 7
Figura IV.12
2.3 - Coeficientes
Da Tabela 3, n® 14, | ° | temos que:
= iy = [] v}
E Iw 611 J B B dx x' BB 2
G I
1 1 1
Xl = ( - ____-) k= t
k& th k& kg E Im
= 1 !
El, %1 X1 b oY X
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Da Tabela 3, n® 15, | * | temos que:
= = t
E Iw 612 J B B dx x' B
1 "1 1
x' = ( - )
k2 k& sh kg
El,812 = x2 %
Da Tabela 3, n® 1, | > | temos:
EI1 5, = X T T- dx+{ B
w 10 v oV
kz
1 ! sh kz'
Xy = (—= =)
(k)2 % sh k%
= ' 2 L=}
E Iuj 610 Xal 21 no 1¢ vao
- 1. 2 . =
E Iw 610 xaz L5 no 2% vao.
= Q a
E Im 610 Q no 3¢ vao.
= 8 vy
E Iw 620 ‘ Q no 1¢ vao.
= ] 2 9’ -~
E Im 620 , X lz no 2¢ vao.



EI & = x! 125 no 3¢ vio.

Observe-se que os valores de x| sao

com z'.

2.4 - Equacgoes de compatibilidade:

11 X1 812 X2 %10

21 %1 822 X2 T "%
ou, em linguagem matricial:

6| (X3 =-18,1

também podemos escrever que:
{X} =-|8| {8

0}

o vetor das incOgnitas sera:

a matriz de flexibilidade | § | sera:

variaveis
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X1 At X A Xy %)
X3 *3 Xz #2 * X3 43
a matriz de rigidez | 8 | serd o inverso da matriz acima.

Finalmente, os vetores dos termos de carga serao

diférentes para cada vao da estrutura.

Atuando a carga no 1° v3o o vetor sera:

no 29 vao teremos:

no 3¢ viao:
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3} Viga Continua sobre 5{cinco) apoios:

aw AN AN 7
l, % %5 L 24 | 9
| | il Kl

Figura 1IV.13

3.1 - Sistema Principal

Figura IV.14

3.2 - Diagramas Auxiliares:
X1:1
k] . L]
N/ﬂ A
X, =1
yaN A A
X3=1

Figuras_. IV.15, 1IV.16 e 1IV.17

carga atuando no 1°? vao:

2 : : £

?c‘kc% | =

Flgura IV.18
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Carga atuando no 29 vao:

—e
T=1
A A A pN
| R
| A '
4 4 (X,)
Figura IV.19
Carga atuando no 39 vao:
T=1
N —
[ ] * 4
A A A
R A
4 g
i d T (X,)
z' 4 3
~Figura 1V.2Z0
Carga atuando no 49 vao:
——>
T=1
] ] 2
A A PaN A
oo |
i 7
Eigura 1IV.Z1
3.3 - Coeficientes
Da Tabela 3, n® 14, | * | ja vimos que:
EI 6,.= x' BBy
sendo
1 1 1
x' = i § - ) - k=




Entdao teremos:

Da Tabela 3, n® 15, | ° |

Xxp A Y X2 Iy
= ! !

X2 27t Xz %3

X323 T Xg %4

ja vimos que:

E Im 512 = x BB
sendo
1 1 1
x' = ( - )
kg kg sh k¢
entaoc teremos:
= Tt
B I, d12 : X2 %2
EI 85 = 0
- T
E Im 523 . Xs-gs

Da Tabela 3, n® 1, | ° |

ja vimos que:



sendo

para

para

para

para

para

29

39

49

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

w 010 = Xa T B &7
(v" . 1~
- . 1 (= sh k¢ )
(kg)? 2 sh kg
= ! 2
w %107 Xao Y
1
: - ' 2
w 810 Xa, %2
0 510 = 0
w %10 = O
§.0 = 0



para

para

para

para

para

para

para

29

39

49

1¢

29

3¢

40

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

20

30

30

30

20 -

2Q -

30 -

%, %
X, 4
0
Q
0
T,
X, 4



3.4 -

Equacoes de Compatibilidade

Para o 1°

Para o 2°¢

Para o 3°

vao:

vao:

vao:

_ -1
X5 2, 0
L} 1 gl |
X2 %2 T X3 %3 Xz &3
X3 %3 Xshz * Xg Yy
X5 Ly 0
1 1 o1
Xy %y * Xz Rz X3 A
ot 1 ]
Xz 3 X3 23t X 4y
Xy %g 0
] r s |
Xy &y * X3 43 Xz %3
T r ]
Xz kg X3 %3 X Xy
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Para o 4° vao:

Figura 1V.24

Xy X1 4tk X2 *2 0 0
— kv 1 ' =
X201+ X3 %2 Xz %72 * X3 *3 X3 3 =l 0
X 4] ) A ! Ez

'3 X3 *3 X3 *3 7 X4 Xa, "
]
4. Viga ContInua Sobre 6(seis) Apoios:

AN AN AN VAN AN VAN
| N ) 23 g L5 L
7 1 | | i

Figura IV.22
4.1 - Sistema Principal
S A O sl 0
] b 2 [ ]
R SN -
Figura IV.23
4.2 - Diagramas Auxiliares
X1=1
B ] L] L3
A



X,=1
5 ‘é:h‘HH\\\\\\\\¥ii/////////ii . 25
X, =1
: , . !

"Figuras IV.25, IV.26 e 1IV.27

Carga atuando no 1° vao:

T=1_

A X ay A N
e ]z |

T 7

Figura IV.28

Carga atuando no 29 vao:

——
T=1
X X x N A
(X))
T
%))

Figura 1IV.Z9



Carga atuando no 39 vao:
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sendo

A A A A A
(X,)
L e | e )
AN ¢
Figura IV.30
Carga atuando no 4° vao:
_T
ZS X X X X0
I A
’ICIC’l(X)
' g 4
Figura 1V.31
Carga atuando no 5% vao:
—er
T=1
[ [] [] ]
&S A A A PN
| ¢ g
| 1
Figura IV.32
4.3 - Coeficientes
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1 1 1
x' = ( - )
k2 th k¢ kg
entao teremos:
- t 9 r ¢
El,on S e B s
= A1 4 t g
E I, 6, X "2 F X3 %y
El,0%33 = X33 v X4 &y
-— L] 1
ElySgqs = X% * X5 %
Da Tabela 3, n® 15, | * | ja vimos que:
_ ’—
E 15, x' BB %
éendo
' 1 1
x' = (—— -
k2 k2L sh k&
entao teremos:
=y
E L1, %102 X &
E T @&. = 0




Da Tabela 3, n® 1, | ° |

-

ja

= T g2
E I 6859 x!' T B ¢
sendo
R g
Xa
(k2)? 9
entao teremos:
para o 1° vao:
- 2
E I, 910 Xa. M1
1
para o 2% vao:
- _ ] 2
EL,%0 = Xaz 22

_ _sh.kt'

sh k&



para

para

para

para

para

para

49

5¢

1°

29

39

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

I

10

19

20

2Q

[
3}
[#3]



para

para

para

para

para

para

para

40

5¢

1¢

z2e

3¢

49

5%

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

vao;

20

3Q

30

30

30 -

30
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para o

para o

para o

para o

para o

1°

29

39

49

g9

vao:

vao:

vao:

vao:

vao:

I

I

40

40

40

40

40

0
0
0
%, Y
G,
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4.4~ Equagoes de Compatibilidade

para o 1% vao:

1 ' ] . -

X 14t Xt Xk 0 0 Hor g2
a. 1

1

! ' -1
% X %, Xo* Xz k3 Xzl 0 0
t =
ot 1 iyt ]
X3 Y X3 %3 X3hat gty Xg Ny 0
% 0 0 Xg %y xRyt xghst | O

para o 2% vao:

[ ) -1 r
t + ' ] 2
X TRt o 0 0 Xa, *2
ot 1 ] Y| -t 2
X2 X3 %, Xk *ézhs Xz &g 0 X, %
L {
ﬁ -
] ] 1
Xg 0 X3 %3 X3y TNty X Yy 0
A t i
Xy 0 0 Xg by Xghy tXshs 0
1N 4




para o 3% vao:

S
0 X1 % v x4
X, X3 %2
-
X, B
X, 0
para o 4° vao:
r bt
t [}
X X1tk
X Xy ¥y
< b =
X, 0
X, 0

]
Xy %y

-1




para o 59 vao:

Iv.

19)

k =

l_ ; -1 r 1

Mttty %Yy 0 0 0
_'r ' ' ot

Xg %y Xp byt Xz by X3 ig 0 0

> = 4 [

! gl ' 1
0 X3 %3 Xt Xly Xg My 0
oy t 1 2
| 0 0 Xg 2g 0 Xfg * Xghs Xa 5 |
L

- Exemplos Numéricos

Calculo da Linha de Influéncia do Hiperestatico do Exemplo

da Pagina 74.

ANE ZAN AN
l !;1 =1,50 m %, =:1,50 m |

1 | |

Figura 1IV.33

Trata-se de um perfil w~¥J 6" x 2" x 23;1 com

4,96 m !
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a) Calculo dos coeficientes:
k¢ = 4,96 x 1,50 = 7,44
x' = 1 ( 1 - L ) = 0,1163
7,44 th 7,44 7,44
E Iw 611 = 2 ¥ L = 2 x 0,1163 x 1,5 = 10,3490
Carga atuando no 1°? vao:
A
h =
o 1 r 5 ) 7,44
Xo = G - )
L (7,44 sh 7,44
fazendo 5 - n, teremos:
L
x, = 0,018l n - 2,1219 x 1077 sh (7,44n)
1
E I, 69 = xél 23 = 0,0407 n - 4,7743x107° sh (7,44 n)
Carga atuando no 2° vao
fazendo n' = n-1 (Veja Figura IV.5).
, 5 o , . -5 ,
B I, 8 = X, %3 = 0,0407n" -4,7743 x 10 sh (7,44 n")
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b) Equacao de Compatibilidade:

o .—-ﬁ,lo

611

Substituindo os valores encontrados na  equacgao

acima, teremos:

X, = - ! 09,1165 n - 0,1368 x 107 sh (7,44 n) | para o 19 vio
e
Xy, = - {0,1165n' -0,1368 x 1077 sh (7,44 n") { pdra o 29 vao

c) Quadro de valores

Secao . n n Xl

0 0. 0

1 0,10 -0,0115
2 0,20 -0,0230
3 0,30 -0,0343
4 0,40 -0,0453
5 0,50 -0,0554
6 0,60 -0,0640
7 0,70 -0,0691
8 0,80 -0,0669
9 0,90 -0,0495
10 1,00 ~1,00 0
11 0,90 -0,0495
12 0,80 -0,0669
13 0,70 -0,0691
14 0,60 -0,0640
15 0,50 -0,0554
16 0,40 -0,0453
17 0,30 -0,0343
18 0,20. -0,0230
19 0,10 -0,0115
20 0 o .
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L. I - Bimomento Segao 10

FAN Py AN
0 10 20

‘Figura IvV. 34

Quando o momento torgor T =1 esta aplicado na Se
cao 5 (meio do vao) o bimomento na Secdo 10 sera igual a 0,0554
conforme haviamos anteriormente encontrado no exemplo da  pagi

na 74.

2°) Calculo das Linhas de Influéncia dos Hiperestaticos de um

Perfil I 10" x 4 5/8" x 59,6 kg/m.
Caracteristicas do perfil:
Da Tabela 15.3, |?%! tiramos que:

I, = 82,3 cm"

—
ll

)
w 52500 cm

O"comprimento caracteristico'tera ent3o por va-

lor:
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1 . g '
= JAzv) et =—// 0.7 82,3 = 70,0234 em ' = 2,34

y/ I 2 52500
0

19 caso: Viga continua com 2 vaos iguais a 3,00 m
2. L4530 g 1g

0 10 20
AN Z VAN
% | %2
1 = P f

Figura IV.35

Teremos L = 22 = 3,00 m.

a) Calculo dos coeficientes:

ke = 2,34 x 3,00 = 7,02
x' = 1 ( 1 - 1 ) = 0,1222
7,02 th 7,02 7,02

EI ¢ = 2 ' = 2 x 00,1222 x 3,00 = 0,7329
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Fazendo —ji—-_= n, teremos:
)
X, =0,0203n - 3,6275 x 107° sh (7,02 n)
1
ET, 6], = xi &* = 0,1827n - 3,2648 x 107" sh (7,02 n)

Carga atuando no 29 vao:

Este calculo € dispensavel visto ser a viga simé

trica em relagao a segao 10.

b) Equacao de compatibilidade

'610 -4
X10 = "= - (D,2493 n - 4,4546 x 10 sh (7,02 n)
§

11

¢) Quadro de valores de Xig°

Secao n XlO

Q Q 0
1 0,10 -0.,0246
2 Q0,20 -0,0507
3 0,30 - -0,0730.
4 0,40 -0,0960
5 2,50 -0,1172
6 0,60 -0,1346
7 0,70 -0,1442
8 Q,80 -0,1382
9 0,90 -0,1Q09

1Q 1,00 Q.
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~Linha de Influencia de Bimomento para a secao 10.

Pang z~ AN
0 10 20
Figura IV.36
29 caso: Viga continua com 3 vdos iguais a 3,00 m.
0 10 20 30
L AN VAN PA. NG
3 £ 2
! T ] 2 1 3 !
Figura IV.37
teremos &; = &, = &7 = 3,00 m,
a) Calculo dos coeficientes:
E Iw 611 = E Im 622 = 2 x'" & = 10,7329
(ja calculado para o 19 caso).
g S AU S 1 0,0200
7,02 7,02 sh 7,02
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EI G = ¥' & = 10,0200 x 3,00 = 10,0601
Carga atuando no 1° vao:

E I 6], = 0,1827 n - 3,2648 x 10~ sh (7,02 n)

(j& calculado para o 19 caso).

1 ' [
Xa. = L -
2 (7,02)? } ) sh 7,02

2 = " =4 1
E Iw 610. 0,1827 n 3,2648 x 10 sh (7,02 n")
sendo n' =1 -n

2 - 1 - - -
E Iw 620 E IM'GIO 0,1827 n 33,2648 x 10 sh (7,02 n)

Carga atuando no 3° viao:



146

‘ -4
E T, 530 = EI, "S'io = 00,1827 n' - 3,2648 x 10 sh (7,02 n)

b) Matriz de Rigidez

0,7329 00,0601

0,0601 0,7329

c) Matriz de flexihilidade:

r

1,3737 -0,1126

-0,1126 1,3737

d) Equacoes de compatibilidade:

b
[

-1,3737 E 1 & + 0,1126 EI &
w 10 w

10 20

T
Il

0,1126 E 1 6 - 1,3737 E1 &
w w

20 10 20



e)

Quadro de'valores para
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X

e

X

10 20

Secao n n' E_IQ_Sidr_ Ei@ﬁZO. XlD XZO

0 0 0 0 0 0
1 0,10 0,0180 0. ~0,0247 | 0,0020
2 0,20 0,0359 0 -0,0493 | 0,0040
3 0,30 0,0535 0 -0,0735 | 0,0060
4 0,40 0,0704 0 -0,0967 | 0,0079
5 0,50 0,0859 0 -0,1180 | 0,0097
6 0,60 0,0986 0 -0,1354 | 0,0111
7 0,70 0,1057 0 -0,1452 | 0,0119
8 0,80 0,1013 0 -0,1392 | 0,0114
9 0,90 0,0739 0 -0,1015 | 0,0083

10 1,00 1,00 0 0 0 0
11 0,90 0,0739 '0,0180  1-0,0995 |-0,0164
12 0,80 0,1013 0,0359  |-0,1351 |-0,0379
13 0,70 0,1057 0,0535  |-0,1392 |-0,0616
14 0,60 0,0986 0,0704  1-0,1275 |-0,0856
15 0,50 0,0859 0,085  |-0,1083 |-0,1083
16 0,40 0,0704 0,0986  |-0,0856 |-0,1275
17 0,30 0,0535 0,1057  |-0,0616 |-0,1392
18 0,20 0,0359 0,1013  }]-0,0379 |-0,1351
19 0,10 0,0180 0,0739  |-0,0164 |-0,0995

20 0 0 0 0o 0
21 0 0,0739 0,0020 |-0,1015
22 0 0,1013 0,0040 |-0,1392
23 0 0,1057 0,0060 ]~0,1452
24 0 0,0986 0,0079 |-0,1354
25 0 0,0859 0,0097 |-0,1180
26 0 0,0704 0,0111 [-0,0967
27 0 0,0535 0,011 [-0,0735
28 0 0,0359 0,0114 |-0,0493
29 0 0,0180 0,0083 |-0,0247

30 0 0 0 0




148

Figura IV.38 - Linha de Influéncia de Bimomento para a Segao 10
0 10 20 30
Figura IV.39 - Linha de Influéncia de Bimomento para a Secao 20
AT —— 7 FAN
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3° caso: Viga continua com 4 vaos iguais a 3,00 m.

0 10 20 30 40

teremos 21_= 22 = 23 = 24 = ¢ = 3,00 m.

a) Calculo dos coeficientes:

E Iw 611 = E Iw 522 = E Iw'533 = 00,7329

(ja calculado para o 1% caso).

ET 8,7 ET 8,z = 0,0601 (ja calculado para o 2° caso).
EI § = 0

Os termos de carga ja foram determinados para o

2% caso sendo:

E Iw 610 = E Iw 6207 E Iw 630
2 - 2 - b
3 _ L _ 1 - L _ 1 _ 2
EI 610 E Iw 610 E Iw 520 E Iw 620 E Iw 630 E Im630



b)

c)

d)

10

20

30

150

Matriz de rigidez:

0,7329 0,0601
0,0601 0,7329
0 0,0601

Matriz de flexibilidade:

Equacoes de Compatibilidade

1,3737 -0,1134
-0,1134 1,3830
0,0093 -0,1134.

0,0601

0,7329

00,0093

-0,1134

1,3737

-1,3737 E Iw 610 + 00,1134 E Im 620 - 00,0093 E Iw 830
0,1134 E IuJ 610 - 1,3830 E IUJ 620 + 0,1134 E Iw 630
-0,0093 E Iw 510 + 00,1134 E Im 620 - 1,3737 E Iw 630
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Y

e) Quadro de valores para 107 20 30
Secaol E I &0} B L 0 1 BI 8, %10 %20 *30
0 0 0 0 0 -0 0
1 0,0180Q 0 0 -0,0247 | 0,0020 -0,0002
2 0,0359 0 0 -0,0493 | 0,0041 -0,0003
3 0,0535 Q 0 -0,0735 | 0,0061 | -0,0005
4 0,0704 0 0 -0,0967 [ 0,0080 | -0,0007
5 0,0859 0 0 -0,1180 | 0,0097 | -0,0008
6 0,0986 0 0 -0,1354 | 0,0112 | -0,0009
7 0,1057 0 0 -0,1452 | 00,0120 -0,0010
8 0,1013 0 0 -0,1392 0,0115 -0,0009
9 0,0739 0 0 -0,1015 0,0084 | -0,0007
10 0 0 0 0 0 0
11 00,0739 0,0180 0 -0,0995 |-0,0165 0,0014
12 0,1013 0,0359 0 -0,1351 |-0,0382 0,0031
13 0,1057 0,0535 0 -0,1391 |-0,0620 0,0051
14 0,0986 0,0704 0 -0,1275 |-0,0862 0,0071
15 0,0859 0,0859 0 -0,1083 {-0,1091 0,0089
16 0,0704 0,0086 - 0 -0,0855 [-0,1284 0,0105
17 0,0535 60,1057 0 -0,0615 |-0,1401 0,0115
18 0,0359 0,1013 0 -0,0378 |-0,1360 0,01153
19 00,0180 0,0739 0 -0,0163 |-0,1002 0,0082
20 0 0 0 0 0 : 0
21 0 0,0739 0,0180 -0,0082 }-0,1002 -0,0163
22 0 0,1013 0,0359 0,0113 |-0,1360 -0,0378
23 0 60,1057 10,0535 0,0115 {-0,1401 | -0,0615
24 0 0,0986 0,0704 0,0105 |-0,1284 | -0,0855
25 0 0,0859 0,0859 0,0089 |-0,1091 | -0,1083
26 0 0,0704 0,0986 0,0071 |[-0,0862 -0,1275
27 0 0,0535 0,1057 0,0051 }-0,0620 -0,1391
28 0 0,0359 [0,1013 0,0031 |-0,0382 -0,1351
29 Q 0,0180 0,0739 0,0014 (-0,0165 -0,0995
30 0 0 0 0 0 0
31 0 0 0,0739 -0,0007 0,0084 ~0,1015
32 0 0 0,10153 -0,0009 0,0115 -0,1392
33 0 0 0,1057 -0,0010 0,0120 -0,1452
34 0 0 0,0986 -0,0009 0,0112 -0,1354
35 0 0 0,0859 -0,0008 | 0,0097 | -0,1180
36 0 0 0,0704 -0,0007 06,0080 -0,0967
37 0 0 0,0535 -0,0005 0,00061 -0,0735
38 0 0 0,0359 -0,0003 | 0,0041 -0,0493
39 0 0 0,0180 -0,0002 | 0,0020 | -0,0247
40 0 0 0 0 0 0
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4% caso: Viga continua com 5 vaos iguais a 3,00 m.

0 10 20 30 40 50
& 7~ Z~ AN AN AN
| . | ) | g | g | g |
i 1. ! 2 ! 3 l 4 ' 5 I

Figura IV.44
teremos Ql = 22 = 23 = 24 = £5 = ¢ = 3,00 m.

a) Calculo dos coeficientes:

Foram todos calculados para os casos anteriores.

EI 8,; = EI 6, = ETI &z = BT &, = 0,7329
EI 8, = EI &, = ETI &5 = 10,0601

EI 8, = EI 8,4 = EI &, = 0

ET, §/g = E I, 85, = E I, §3p = E I, 840

ET, §fp = E T §3p = EI_ 6835 = ETI 85,

E X §lg = E I, §1g = E I 8ig = 0

EI s} = EI 8% = ETI 63, = (@



1 _ 2 _
E Iw GSQ E1 530

1 _ 2 —
El,80 = EI, % =

b} Matriz de rigidez:

0,7329
0,0601
0

0

c¢) Matriz de Flexibilidade:

1,3737
~0,1134
0,0094

-0,0008

156

EI &3
W

EI1 &
w

0,0601
0,7329

0,0601

-0,1134
1,3831
-0,1142
0,009%4

d) Equagoes de compatibilidade:

Xpg = -1,3737 B 1,8+ 0,1134
Xpg= O34 BT 6, -1,3831
Xs0 = 0,009 ET 5, +0,1142
Xgo = 00008 I 6,0 - 0,009

S
ETI, 20

E Iw 620

E I
» $20

E I
. 520

30

40

+

t

o+

I
=

|
[ ]

0,0601
0,7329

0,0601

0,0094
-0,1142

1,3831
-0,1134

0,0094 E I, 630

0,1142 EIL, §

1,383 §
1 E Iw 630 +0,1134 E ﬁn640

0,0601

0,7329

-0,0008
0,0004
-0,1134

1,3737

+0,0008 ETI.¢
w

- 0,0094 ET,8
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e) Quadro de valores para XlO" XZO’ XSO e X4O'
Secao) B I8y) EL &l EL S50l EL 0] Xpp 1 Xy X30 X490

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0,0180 .0 0 0 -(,0247. | 0,0020 |-0,0002 a

2 0,0359 0 0 0. -0,0493 .1 0,0041 {-0,0003 0

3 0,0535 0 4] 0. -0,0735 0,0061 |-0,0005 0

4 0,0704 0 0 0. -0,0967 | 0,0080 |-0,0007 0,0001

) 0,0859 0 0 0. -0,1180 0,0097 {-0,0008 00,0001

6 0,0986 0 0 0 -0,1354 | 0,0112 |-0,0009 0,0001

7 0,1057 0 0 0 -0,1452 | 0,0120 |-0,0010 0,0001

8 0,1013 0 it 0 -0,1392 0,0115 (-0,0010 0,0001

9 0,0739 0 0 0 -0,1015 0,0084 {-0,0007| 00,0001
10 0 0 0 0 : 0 0 0 0

11 0,0739 | 0,0180 0 0. -0,0995 t-0,0165 | 0,0014 | -0,0001
12 0,1013 0,0359 0 0 -0,1351 {-0,0382 0,0031 | -0,0003
13 0,1057 0,0535 0 0 -0,1391 (-0,0620 0,0051 | -0,0004
14 0,0986 0,0704 0 0 -0,1275 |-0,0862 | 0,0071 | -0,0006
15 0,0859 (,0859 0 0 -0,1083 |-0,1091 | 0,0090 | -0,0007
16 0,0704 0,0986 Q0 0 -( 0855 |-0,1284 0,0106 | -0,0009
17 0,0535 0,1057 0 0 -0,0615 {-0,1401 { 0,0116 | -0,0010
18 0,0359 0,1013 ] 0. -0,0378 {-0,1360 00,0112 | -0,0009
19 0,0180Q 00,0739 0 0 -0,0163 |-0,1002 | 0,0083} -0,0007
2Q 0 0 0 0 0 0 0 0

21 0 0,0739 0,0180 0 0,0082 |-0,1002 |-0,0165 0,0014
22 0 0,1013 0,0359 Q 0,0113 |-0,1360 | -0,0381 0,0031
23 0 0,1057 0,0535 0 0,0115 |[-0,1401 |-0,0619 00,0051
24 0 0,0986 0,0704 0 0,0105 |-0,1283 | -0,0861 0,0071
25 0 0,0859 | 0,0859 0 0,0089 |(-0,1090 |-0,1090 1 .0,0089
26 0 0,0704 (30,0986 0 0,0071 |-0,0861 {-0,1283 0,0105
27 0 0,0535 00,1057 0 {,0051 |-0,0619 | -0,1401 0,0115
28 0 0,0359 0,1013 0 0,0031 (-0,0381 |-0,1360 0,0113
29 0 0,0180 0,0739 0 0,0014 |-0,0165 {-0,100Z 0,0082
30 0 0 0 0 g 0 0 0
31 0 0 0,0739 10,0180 -0,0007 | 0,0083 |-0,1002| -0,0163
32 0 0 0,1013 |0,035% |-0,0009 { 0,0112 |~0,1360{ -0,0378
33 0 0 0,1057 |0,0535 =-0,0010 0,0116 {-0,1401 | -0,0615
34 0 0 0,0986 |0,0704 -0,0009 0,0106 }1-0,1284 | -0,0855
35 0 0 0,0859 10,0859 -0,0007 00,0090 |{-0,1091} -0,1083
36 0 0 90,0704 10,0986 -0,0006 0,0071 |-0,0862 | -0,1275
37 Q 0 0,0535 10,1057 -0,0004 0,0051 |-0,0620| -0,1391
38 0 0 0,0359 40,1013 -0,0003 0,0031 {-0,0382 | -0,1351
39 0 0 00,0180 10,0739 -0,0001 0,0014 {-0,0165| -0,0995
40 0 0 0 ] 0 0 0 0
41 0 0 0 0,0739 0.0001 {-0,0007 0,0084 ; -0,1015
4?2 Q 0 0 (0,1013 0,0001 |-0,0010 0,01154 -0,1392
43 0 0 0 0,1057 00,0001 |-0,0010 00,0120 -0,1452
44 0 ] 0 0,0986 00,0001 1-0,0009 0,0112 -0,1354
45 0 0 0 10,0859 0,0001 {-0,0008 0,0097| -0,1180
46 0 g 0 0,0704 0,0001 (-0,0007 | 0,0080 | -0,0967
47 0 ] 0 0,0535 0 -{},0005 00,0061} -0,0735
48 0 ] 0 0,0359 0 -0,0003 | 0,00411 -0,0493
49 0 Q 0 0,0180Q 0 ~{,0002 0,0020| -0,0247
50 0 0- ] 0 0 0 0 0
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Figura IV.46 -

Linha de Influéncia de Bimomento para a Secdo 20
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Figura IV.47 - Linha de Influencia de Bimomento para a Secdao 30
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Figura IV.48 -

Linha de Influencia de Bimomento para a Secido 40
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39} Calculo das Linhas de Influéncia dos Hiperestaticos de um

Perfil I 20" x 7" x 148,9 kg/m:
Caracteristicas do perfil

Da Tabela 15.3, | **| obtemos:

. - I
It 410 c¢cm
Iw = 1240 000 cm®
, T T , ‘
K = V//(l-v) t . V// 0.7 9 - 0,0108 cm '=1,08 m '
2 I 2 1240000

19 caso: viga continua com 2 vdos iguais a 3,00 (Veja Fig. IV-35)

A) Calculo dos coeficientes

ke = 1,08 x 3,00 = 3,24
X' = " ( 1 - ———l——)= 0,21453
3,24 th 3,24 3,24
EI 87 = 2x'" 2% = 2x0,2143 x 3,00 = 1,2860

Carga atuando no 1° vao:



1
sh (5— 3,24)

. 1 ! 2
Xa, = (=— - )
L (3,207 o sh 3,24
- _
fazendo -——— = n, vem:
£
Xé = 0,0953 n - 00,0075 sh (3,24 n}
1
= ' 2 = - '
ET, 610 Xal £ 0,8573 n 0,0673 sh (3,24 n)
b) Equacao de compatibilidade:
. E L. &,
- w 10 -
Xi0 = _ 0,7776 E Im 610
B Im 6ll
'c) Quadro de valores de Xlﬂ
Segao n E Iw 510 XlO
0 0 0 0
1 0,10 0,0635 -0,0494
2 0,20 0,1247 -0,0970
3 0,30 0,1810 -0,1407
4 0,40 ' 0,2291 -0,1781
5 0,50 0,2653 -0,2063
& 0,60 0,2841 -0,2209
7 0,70 0,2785 -0,2166
8 0,80 0,2389 -0,1858
9 0,90 0,1520 -0,1182
10 1,00 . 0 0
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Figura IV.49 - Linha de Influencia de Bimomento para a Secado 10
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2° caso: Viga continua com 3 vaos iguais a 3,00 m (Veja Figu-

ra IV:37),

a) Calculo dos coeficientes:

E Iw 611 = E Ié §pp = 1,2860 (ja calculado para 1° caso)
-)?'. = 1 ( 1 - __.l__._) = 0,0710
3,24 3,24 sh 3,24
E I &, = x % =20,0710 x 3,00 = 0,2131

carga atuando no 1° vao:

E1 &2
w

10 (ja calculado para o 19¢ caso).

1 —
E Iw 620 0

carga atuando no 29 vao:

¥
sh (—— 3,24)
1 ' - L

(3,24)° ) sh 3,24

EI & = 0,8573 n' - 00,0673 sh (3,24 n")



2
E Iw 62&
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carga atuando no 3° vao:

3
E Im 610

EI &3
W

b) Matriz de rigidez:

¢) Matriz de flexibili

00,7996

-0,1325

d) Equacoes de compati

e
1l

10 -

o
]

20

20

0,1325 E I &
w

0,2131 |

1,2860 |

dade:

-0,1325%

0,7996

bilidade
-0,7996 E 1
w

410

10

+

0,1325

0,7996

ETI &
w

E

1
w

§

20

2Q



e)
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Quadro de valores para XIO e XZO
Segao n E Idalﬂ E Iw %O XlO XZO
0 0 0 0 0
1 0,0635 -0,0508 0,0084
2 0,1247 0 -0,0997 0,0165
3 0,1810 0 -0,1447 0,0240
4 0,2291 0 -0,1832 0,0304
5 0,2653 0 -0,2121 10,0352
6 0,2841 0 -0,2272 10,0376
7 0,2785 0 -0,2227 0,0369
8 0,2389 0 -0,1910 0,0317
9 0,1520 0 -0,1215 0,0201
10 1,00 0 0 0 0
11 0,90 0,1520 0,0635 -0,1131 -0,0306
12 0,80 0,2389 0,1247 | -0,1745 -0,0681
13 0,70 0,2785 0,1810 -0,1987 | -0,1078
14 0,60 0,2841 0,2291 -0,1968 -0,1455
15 0,50 0,2653 0,2653 -0,1770 -0,1770
16 0,40 0,2291 0,2841 -0,1455 -0,1968
17 0,30 0,1810 0,2785 -0,1078 -0,1987
18 0,20 0,1247 0,2389 ~0,0681 -0,1745
19 0,10 0,0635 0,1520 -0,0306 -0,1131
20 0 0 0 0 Q
21 0 0,1520 0,0201 -0,1215
22 0 0,2389 0,0317 -0,191¢0
23 0 0,2785 0,0369 -0,2227
24 0 0,2841 0,0376 -0,2272
25 0 0,2653 0,0352 -0,2121
26 0 0,2291 0,0304 -0,1832
27 0 0,1810 0,0240 -0,1447
28 0 0,1247 0,0165 -0,0997
29 0 0,0635 0,0084 -0,0508
30 0 0 0 0




Figura IV.50 Linha de Influéencia de Bimomento para a Secdo 10
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Figura IV.51 - Linha de Influencia de Bimomento para a Secao 20
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3% caso: Viga Continua com 4 vdos iguais a 3,00 m (Veja Figu-

ra IV-40)

a) Cialculo dos coeficientes:

E Iw &11 = E Im 622 = E Iw 633 = 1,2860 (ja calculado

para o 1° caso).

- ja 9
w 12 o 023 0,2131 (ja calculado para o 2° ca

tri
—

On
Il

T

H

O
1

Os termos de carga ja foram determinados para o

29 caso, sendo:

w 1 w 20 w 30
EI 8{p= EI 85 = ETI 6z,
ET,8 = EI 85 = 0
E Im 5%0 = E Iw 6;0 = {
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b} Matriz de rigidez:

1,2860 0,2131 0
0,2131 1,2860 0,2131
0 0,2131 1,2860

c) Matriz de Flexibilidade:

0,8002 -0,1363 0,0226
-0,1363 0,8228 -0,1363
0,0226 -0,1363 0,8002

d) Equacoes de compatibilidade:

X =—=0,8002 ETI1 4. + 00,1363 E I 4 - 00,0226 EI 8§
w 10 w u

10 20 30

o
1]

0,1363 E 1 & - 0,8228E1 &6 + 00,1363 E I _§
w w W

20 10 20 30

prd
]

20

30 - -0,0226 E Iw 610 + 0,1363 E ILU § - 0,8002 E Iw 630



172

d) Quadro de valores para 10° 20 € 10
Secao | B I 610 { BTy | B Iy 85 Yo %20 %50
0 0 0 0 0 0 0
1 0,0635 0 0 -0,0508 | 0,0087 -0,0014
2 00,1247 0 0 -0,0998 0,0170 ~-0,0028
3 0,1810 0 0 -0,1448 0,0247 -(3,0041
4 0,2291 0 0 -0,1833 00,0312 -0,0052
5 0,2653 0 0 -0,2123 0,0362 -0,0060
6 0,2841 0 0 -0,2273 | 0,0387 -0,00064
7 0,2785 0 0 -0,2229 0,0380 -0,0063
8 0,2389 0 0 -0,1912 0,0326 -,0054
9- 0,1520 0 0 -0,1216 00,0207 -0,0034
10 0 0 . 0 0 0 0
11 0,1520 0,0635 0 -0,1130 |-0,0315 0,0052
12 0,2389 0,1247 0 -0,1742 |-0,0700 0,0116
13 0,2785 0,1810 0 -0,1982 |(-0,1110 0,0184
14 00,2841 0,2291 0 -0,1961 (-0,1498 0,0248
15 00,2653 0,2653 0 -0,1761 |-0,1821 0,0302
16 0,2291 00,2841 0 -0,1446 |-0,2025 0,0335
17 0,1810 0,2785 0 -0,1069 {-0,2045 0,0339
18 0,1247 0,2389 0 -0,00672 {-0,1796 0,0297
19 00,0635 0,1520 0 -0,0301 i-0,1164 0,0193
20 ] 0 0 0 ] 0
21 ] 0,1520 " 0,0635 90,0193 |-0,1164 -0,0301
22 .0 . 0,2389 0.,1247 0,0297 1-0,179¢6 -0,0672
23 0 0,2785 0,1810 0,0339 |-0,2045 -0,10069
24 0 0,2841 4.0,2291 0,0335 |-0,2025 -0,14406
25 0 00,2653 0, 2653 00,0302 {-0,1821 -0,1761
26 0 0,2291 00,2841 0,0248 (-0,1498 -0,1961
27 0 0,1810 00,2785 00,0184 {-0,1110 -0,1982
28 0 0,1247 0,2389 3,0116 -0,0700 -0,1742
29 0 0,0635 0,1520 0,0052 -0,0315 -0,1130
30 - 0 0 0 0 0 0
31 it 0 0,1520 -0,0034 0,0207 -0,1216
32 0 0 0,2389 -0,0054 0,0326 -0,1912
33 0 0 0,2785 -0,00063 -} 0,0380 -0,2229
34 g 0 0,2841 -0,00064 00,0387 -0,2273
35 0 0 0,2653 -0,0060 0,0362 -0,2123
36 0 0 0,2291 -0,0052 00,0312 -0,1833
37 0 0 0,1810 -0,0041 0,0247 -0,1448
38 0 0 0,1247 -0,0028 0,0170 -0,0998
39 0 0 0,0635 -0,0014 0,0087 -0,0508
40 0 0 0 0 0 0




Figura IV.52 - Linha de Influencia de Bimomento para a Secao 10
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Figura IV.54 - Linha de Influéncia de Bimomento para a Segao 30
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4¢ caso: Viga continua com 5 vaos iguais a 3,00 m (Veja Figu-
ra IV-44j.
a) Calculo dos coeficientes
Foram calculados para os casos anteriores:

EI ¢ = EI ¢ = EI § = ETI1 § = 1,2860

w °11 w °22 w °33 w “44
EI 68,= EI_ 8,,= EI_ 534 = 0,2131
ET 6,5= EL 8,= EI &= 0
EI, 8ig~ EI 83, = EI &3 = EI o
EI, 68jq= EI 83,= EI 83 = EI 63
E I, 5;0 = EI_ 8;,= EI 8],= 0
E T, 550 = EI 63,= EI 85,= 0
EI 83,= BI 63, = EI 85 = 0
EI &, = EI &2, = ETI 83 ,= 0



b} Matriz de rigidez:

1,2860 0,2131 Q 0

0,2131 1,2860Q 0,2131 0
0 0,2131 1,2860 0,2131
0 0 0,2131 1,2860

c) Matriz de Flexibilidade:

0,8002 -0,1365 00,0233 -0,0039
-0,1365 0,8235 -0,1403 0,0235
0,0233 -0,1403 0,8235 —0,1365
-0,0039 0,0233 -0,1365 0,8002

d) Equagoes de Compatibilidade:

X, = - e -

10 0,8002 E L, 65 + 0.1365E 1 &, -0,0233ET &, +0,0039 ET ¢,
X0 = O0.I365ET 8, -0,8235E 1 8, + 0,1403ET 8, - 0,0233E L 8,
X, = - ;

30 0,0233 B T 6,0+ 0,1403 ET 8, - 0,8235 E I -0+ 0,1365 E I §,,
X, = 00039 B I 8, =0,0233E 1 85 +0,1365E L 8, - 0,802 E I 6,



e) .Quadro de valores para Yoo 00 ,X30 e %
Secao | BT 64 1 EL &) El 5, Elitl Mo Xz Y0 L g
0 0 9 0 0 0 0 0 0
1 0,0635 0 0 0 -0,0508 | 0,0087 | -0,0015} 0,0002
2 0,1247 0 0 0. -0,0998 | 0,0170 | -0,0029{ 0,0005
3 0,1810 .0 0. .0 -0,1448 | 0,0247 {--0,0042| 0,0007
4 0,2291 0 0 0 -0,1833 | 0,0313 | -0,0053} 0,0009
5 0,2653 0 0 0 -0,2123 | 0,0362 | -0,0062| 0,0010
6 0,2841 0 0 0 -0,2273 | 0,0388 | -0,0066| 0,0011
7 0,2785 0 0 0 -0,2229 | 0,0380 | -0,0065| 0,0011
8 0,2389 0 0 0 -0,1912 | 0,0326 | -0,0056| 0,0009
9 0,1520 0 0 0 -0,1216 | 0,0207 | -0,0035| 0,0006
10 0 VAR 0 0 0 0 0 0
11 0,1520 | 0,0635 0 0 -0,1130 |-0,0315] 0,0054| -0,0009
12 0,2389 | 0,1247 0 0 -0,1741 }-0,0701| 0,0119| -0,0020
13 0,2785 | 0,1810 0 0 -0,1981 {-0,1110f 0,0189| -0,0031
14 0,2841 | 0,2291 0 0. |-0,1961 |-0,1499} 0,0255| -0,0042
15 0,2653 | 0,2653 0 0 -0,1761 | -0,1823| 0,0310| -0,0051
16 0,2291 | 0,2841 0 0 -0,1445 | -0,2027| 0,0345| -0,0057
17 0,1810 | 0,2785 0 0 -0,1068 |-0,2046 | 0,0349| -0,0058
18 0,1247 | 0,2389 0 0 -0,0672 |-0,1797 | 0,0306| -0,0051
19 0,0635 | 0,1520 0 0 -0,0301 |-0,1165| 0,0198| -0,0033
20 0 0 0 0 0 0 0 0
21 0 0,1520 | 0,0635 | - 0 0,0193 |-0,1163 | -0,0310 0,0051
22 0 0,2389 | 0,1247 0 0,0297 |-0,1792 | -0,0692| 0,0115
23 0 0,2785 | 0,1810 0 0,0338 |-0,2040 | -0,1100| 0,0182
24 0 0,2841 | 0,2291 0 0,0334 |-0,2018 | -0,1488| 0,0247
25 0 0,2653 | 0,2653 0 0,0300 |-0,1813| -0,1813] 0,0300
26 0 0,2291 | 0,2841 0 0,0247 |-0,1488 | -0,2018| 0,0334
27 0 0,1810 | 0,2785 0 0,0182 |-0,1100 | -0,2040! 0,0338
28 0 0,1247 | 0,2389 0 0,0115 |-0,0692 | -0,1792| 0,0297
29. 0 0,0635 | 0,1520 0 0,0051 {-0,0310 | -0,1163| 0,0193
30 0 0 0 0 0 0 0 0
31 0 0 0,1520 30,0635 |-0,0033 | 0,0198 ! -0,1165| -0,0301
32 0 0 0,2389 (0,1247 |-0,0051 | -0,0306 , -0,1797 | -0,0672
33 0 0 0,2785 |0,1810 |-0,0058 | 0,0349 | -0,2046 | -0,1068
34 0 0 0,2841 (0,2291 |-0,0057 | 0,0345| -0,2027} -0,1445
35 Q 0 0,2653 10,2653 |-0,0051 | 0,0310| -0,1823] -0,1761
36 0 0 0,2291 10,2841 |-0,0042 | 0,0255| -0,1499 -0,1961
37 0 0 0,1810 |0,2785 |-0,0031 | 0,0189 | -0,1110| -0,1981
38 0 0 0,1247 |0,2389 |-0,0020 | 0,0119- -0,0701| -0,1741
39 0 0 0,0635 [0,1520 |-0,0009 | 0,0054 | -0,0315| -0,1130
40 0 0 0 0 0 0 0 0
41 0 0 0 {0,1520 | 0,0006 |-0,0035{ 0,0207| -0,1216
42 0 0 0 10,2389 | 0,0009 |-0,0056! 0,0326[ -0,1912
43 0 0 0 |0,2785 | 0,0011 |-0,0065| 0,0380| -0,2229
44 0 0 0 (0,2841 | 0,0011 |-0,0066| 0,0388] -0,2273
45 0 0 0 [0,2653 | 0,0010 |<0,0062{ 0,0362| -0,2123
46 0 0 0 |0,2291 | 0,0009 {-0,0053| 0,0313| -0,1833
47 0 0 0 |0,1810 | 0,0007 |<0,0042{ 0,0247| -0,1448
48 0 0 0 |0,1247 | 0,0005 |-0,0029{ 0,0170| -0,0998
49 0 0 0 |0,0635 |0,0002 |=0,0015| 0,0087; -0,0508
5Q Q 0 0 0 0 0 0 0




N w AN
10 20 30 40

Figura IV.55 - Linha de Influéencia de Bimomento para a Secdo 10
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Figura IV.56 - Linha de Influencia de Bimomento para a Secao 20
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Figura IV.57 -
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Linha de Influéncia de Bimomento para a Secao 30
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Figura IV.58 - Linha de Influéncia de Bimomento para a Segao 40
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IV.3 - Linhas de Influencia das Sec¢oes Intermediarias

Conhecidas as ordenadas das linhas de influéncia
dos hiperestaticos, a obtencao das linhas de influéncia de uma

secdo qualquer sera feita a partir da equagdo:

sendo

B0 + bimomentos da haste simplesmente apoiada sujeita ao carre

gamento externo T =1 aplicado na segao em questao.

Figura IV.59

S . ~ ~ . .
Bi + bimomento na secao em questao, da haste simplesmente apoia

da sujeita ao hiperestatico X; =1

Figura IV.60
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‘Xi » ordenadas da linha de influéncia do hiperestatico.

1V.4 - Exemplo Numérico

Calculo da Linha de Influéncia da Secao 5 do
perfil 6" x 2" x 23,1.
0 5 10 20
AN ! VAN VAN
1,50 1.50 J
i ' 1
Figura IV.61
a) Determinagdo de B,
A expressao de By foi determinada no  exemplo
do item III-3:
B0 sh (4,96 x) para 0 ¢ < 0,75
' 204,79
e
sh (4,96 x)
B, = =1 (4,96 x) S para 0,75 ¢ x < 1,50

204,79 4,96
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b) Determinagdo de B;O

A expressao de Bio também foi determinada no

exemple citado anteriormente:

sh (4,96 x)

By
851,37

sh (4,96 x 0.75) _ 4 g242

10
: 851,37

c) Determinacgao de X0

A Linha de Influéncia do hiperestatico XlO foi

calculada no primeiro exemplo do item IV.2Z (Veja Figura IV.34).

d} Determinacao de B,

_ 5
B = By + By ¥y

| sh (4,96 x.)
B = sh (4,96 x) - - B +«+ 00,0242 X

204,79 4,96

10
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QUADRO DE VALORES
Secao X Xy .BO X10 B5

0 0 - 0 0 0

1 0,15 - 0,0040 -0,0115 0,0037
2 0,30 - 0,0073 -0,0230 0,0067
3 0,45 - 0,0225 ~-0,0343 0,0217
4 0,60 - 0,0478 -0,0453 0,0467
5 0,75 0 0,1007 -0,0554 0,09953
6 0,90 0,15 0,0478 | -0,0640 0,0462
7 1,05 0,30 0.,0225 | -0,0691 0,0208
8 1,20 0,45 0,0073 -0,0669 00,0086
9 1,35 0,60 0,0040 -0,0495 0,0028
10 1,50 0,75 0 0 0
11 - - 0 -0,0495 -0,0012
12 - - 0 ~0,0669 | -0,0016
13 - - 0 -0,0691 -0,0017
14 - - 0 -(0,0640 -0,0016
15 - - 0 -0,0554 -0,0013
16 - - 0 -0,0453 -0,0011
17 - - 0 -0,0343 | -0,0008
18 - - 0 -0,0230 -0,0006
19 - - 0 -0,0115 | -0,0003
20 - - 0 0 0




Quando T =1 esta na posigdo 5, o bimomento da
secao 5 € igual a +0,0993 conforme haviamos encontrado no exenm

plo do item IIT.3 (veja Figura III.10).

0 5 o 20
AN AN AN
[uard
(o}
(o)
o
=
Figura IV.62 - Linha de Influencia de Bimomento para a Secdo 5
IV.5.- Observagoes Finais
1%) Os pontos maximos das Linhas de Influéncia dependem do
perfil.

Observe-se o quadro comparativo onde sdo indica-
das as secgoes correspondentes aos pontos midximos das Linhas de
Influencia tracadas para os perfis I 10" x 4 5/8" x 59,6 e

I 20" x 7" x 148,09,



QUADRO COMPARATIVO DOS PONTOS MAXIMOS DE BIMOMENTO

1

X

X

Tipo de vao 10 20 . 30 40
10" 20" 10" 20" 1on L 20" 10" 20m

0 10 20 7e 13 | 6 e 14
SR Fig.TV-36 | Fig.IV-49
0 10 20 30 7 e 13 | 6 e 13 |[17e23 |17 e 24
== = =& Fig.IV-38 | Fig,IV-50 | Fig.IVv-39 | Fig.IV-51
0 10 20 30 40 7e 13 | 6el13 |17e23 |17e 23 [27 e 33 27 e 34
M Fig.IV-41 | Fig.IV-52 | Fig.IV-42 | Fig.IV-53 | Fig.IV-47 | Fig.IV-54
0 10 20 30 40 50 7e13 | 6 e 13 [17e23 |17e23 |27e33 |.27e 33 [.37e 43 |37 e 44
N N Fig.IV.45 | Fig.IV-55 | Fig.IV-46 | Fig.IV-56 | Fig.IV-47 | Fig.IV-57 |Fig.IV-48 | Fig.IV-58

881
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27) Perfis com comprimento caracterlistico Kk aproximadamente

nulo.

Conforme vimos no item II.6 , neste caso, a so-
lugdo da equagao diferencial se simplifica e ocorrera uma analo
gia com a Teoria da Flexao. As Linhas de Influéncia para momen

tos fletores passam entao a serem validas para o bimomento.

Lembramos que infelizmente esta simplificagao nac
ocorre para os perfis laminados cujo valor de k nao e despre

zivel.

Para efeito de comparacao foi tragada a Linha de
Influéncia de momentos fletores da viga continua com dois vaos

iguais a 3,00 m. Foi utilizada a Tabela de Anger.

AN
/
AN
/

o o ;o <
o | OO B~ WO o8
N O G| O | N3
N N N N e e
o OO ol O
a ] } } .
10 20

Figura IV.63



as Figuras IV-36 (perfil 'T10)
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Comparando estes valores com 0s encontrados para

e IV-49 (perfil

120) observa-

-se uma variacao de até 202% conforme atesta o Quadro a seguir:

Secdo Anger I Anger Sl Anger
STETSO L TTER o T o 20 I54
10 20
0 =20 0 0 - 0 -
1 =19 -0,0744 -0,0246 3,02 -0,0494 1,51
2=18 -0,1440 -0,0507 2,84 -0,0970 1,48
3 =17 -0,2049 -0,0730 2,81 -0,1407 1,46
4 =16 -0,2520 -0,0960 2,63 -0,1781 1,41
5 =15 -0,2814 -0,1172 2,40 -0,2063 1,36
6 =14 -0,2880 -0,1346 2,14 -0,2209 1,30
7=13 -0,2679 -0,1442 1,86 -0,2166 1,24
g =12 -0,2160 -0,1382 1,56 -0,1858 1,16
9 =11 | -0,1284 -0,1009 1,27 -0,1182 1,09
10 0 0 - 0 -
Lembrando que os perfis T10" e I 20" apresen
taram, respectivamente,
k = 2,34 m " e 1,08 m
ke = 7,02 e 3,24

a)

b)

Ambos deverao ser considerados como hastes de paredes delga

das (k. < 127 m—l) de acordo com Zbirohowski-Koscia;

Segundo Kollbrunner e Basler, para o perfil TI110" (k> 5)

a torcao de Saint-Venant domina sendo que para o perfil 120"
(2 < k&< 5)

a torcdo & mista. Isto &, em nenhum dos casos

existe preponderancia da torcao de empenamento, nao se admi
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tindo portanto, a simplificacao da equagao diferencial.

c) Para o perfil I10" as variagdes foram maiores (de 202% a
27%) que as do perfil 120" (de 51% a 9%). . Portanto,
quanto maior o valor de k mais se distanciam os valores da
linha de Influéncia' ~daqueles.. obtidos para a Flexdao Sim-

ples.

a . i
3%) Para as vigas dotadas de balangos, o procedimento para a
determinagao das Linhas de Influéncia &€ o mesmo, bastando acres

centar o trecho correspondente ao balanco.



CAPITULO V

" DETERMINACAO DAS TENSOES

Determinagao das Tensoes num perfil 6" x 2" x

x 23,1 kgf/m (0,231 KN/m) sujeito a acao do carregamento indi-

cado na Figura V.I.

P=10 KN
0 l 10 20
VAN PaN AN
L 1,50 1,50 L
I 1 ]
Figura V.1

a) Determinacao das Tensodes Normais

Determinaremos as tensoes nos pontos

na Figura V.2

7,672 7,602
1,38 1,42
< *—
z CG
4.41

0,89

2

o

v
¥y

Figura V.2

G—

indicados
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O carregamento indicado provoca uma dupla solici

tacao no perfil:

1?) A carga P ocasiona a acao de momentos fletores paralelos

ao eixo Z (além daqueles provocados pelo peso proprio);

2%) Esta carga P, pela posigdo em que estd atuando (fora do
centro de cisalhamento) ccasiona a agao de momento torgor na Se-
cao 5 de valor igual a

T = P x 7,17 cm = 71,7 KNcm

No exemplo em questdo, as tensoes normais serao

provocadas pelos momentos fletores e pelos bimomentos.

Pelo principio da superposicao de efeitos, temos

a expressao da tensao resultante:

Do Capitulo I, item I.4 temos:

—
I}

52,4 cm®

2288 cm®

lagnl
Il
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Quadro das tensdes devidas ao peso proprioc (em KN/cm?)

Ponto A = C B =D

Secao 7 (cm)
2 (cmKN) +4,41 -1,38

0=20 0 0 0
1=19 1,69 +0,14 -0,04
2=18 2,68 +0, 24 -0,08
3=17 3,51 +0, 30 -0,09
4 =16 3,64 +0,31 -0,10
5=15 3,25 +0,27 -0,09
6 =14 2,34 +0,20 -0,06
7=13 0,92 +0,08 -0,02
§=12 -1,03 -0,09 +0,03
9=11 -3,50 -0,29 +0,09
10 -6,50 -0,55 +0,17

No Capitulo I item I.4.3 calculamos os . valores
de w e no Capitulo III item III.3 os valores de B para T=1mkN

que nos permitem elaborar o quadro seguinte:



Quadro das tensoes devidas a carga vertical P

to de flexao)
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. Ponto. A =C B=0D
Segao z(.CmKﬁ(cm) +4 .41 1,38
0 0 0 0
1 60,95 5,13 -1,61
2 121,89 10,26 -3,21
3 182,84 15,39 -4 .82
4 243 .78 20,52 -6,42
5 304,73 25,65 -8,03
6 215,67 18,15 -5,68
7 126,62 10,66 -3,33
8 37,56 3,16 -0,99
9 -51,50 - 4,33 +1, 36
10 -140,63 ~11,84 +3,70
11 -126,63 -10,66 +3,33
12 ~-112,56 - 9,47 +2,96
13 - 98,49 - 8,29 +2,59
14 - 84,42 - 7,10 +2,22
15 - 70,35 - 5,92 +1,85
16 - 56,28 - 4,74 +1,48
17 - 42,21 - 3,55 +1,11
18 - 28,14 - 2,37 +0,74
19 - 14,07 - 1,18 +0,37
20 0 0 0
OBSERVACOES:

preziveis para o exemplo em questdo (o

B

1
300

g

(em KN/cm?) (efei

As tensoes normais devidas ao Bimomento sdo

Mz)'

deg

Como este

exemplo foi elaborado em vistas a experimentacao ter-se-ia de



colocar momentos torgores maiores para que aparecessem

normais significativas.

b)

Quadro das tensoes devidas aos

196

Bimomentos (em KN/cm?)

Ponto A B C D
Secdo Y (em)
B(cn2 KN -26,05 | +10,40 | -10,40 | +26,05
0 0 0 0 0 0
1 0,28 -0,00 | +0,00 | -0,00]| +0,00
2 0,72 -0,01 | +0,00 | -0,00] +0,01
3 1,59 -0,02 | +0,01 | -0,01 ] +0,02
4 3,38 -0,04 | +0,02 | -0,02 | +0,04
5 7,12 -0,08 { +0,03 | -0,03| +0,08
6 3,22 -0,04 | +0,01 | -0,01 | +0,04
7 1,19 -0,01 | +0,01 | -0,01 | +0,01
8 -0,16 +0,00 | -0,00 | +0,00 | -0,00
9 -1,60 +0,02 | -0,01 | +0,01 ] -0,02
10 -3,97 +0,05 | -0,02 | +0,02| -0,05
11 -1,89 +0,02 | -0,01 | +0,01 | -0,02
12 -0,90 +0,0L | -0,00 | +0,00 | -0,01
13 -0,42 +0,00 | -0,00 | +0,00| =-0,00
14 -0,20 +0,00 § -0,00 | +0,00 | -0,00
15 -0,09 +0,00 0 0 -0,00
16 -0,04 0 0 0 0
17 -0,02 0 0 0 0
18 -0,01 0 0 0 0
19 -0,01 0 0 0 0
20 0 0 0 0 0

Determinacao das Tensoes Tangenciais

As tensoes tangencials serao provocadas, pelo es

tensoes
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forgco cortante e pela torgdo, sendo sua expressao resultante:

Determinaremos as tensoes nos pontos indicados

na Figura V-4,

1,42
l——- ——————————— ——————‘ e
| I
I X |
1 0,78 CG | 5,08
' |
3,63 | |
| |
4 W N
JLL(L89
” 14,35 8
Figura V.3
Ja sabemos que:
I = 52,4 cm"
Z
T = 2288 cm®
W

0 momento de inércia a torgdo tera para valor:

t? . _ oad . a3
I = 5 s n _ _2x5,08x0,89° | 14,35 x 1,42° _jq 1

3 3 3
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Determinemos o diagrama do Momento Estatico SZ:

S = 0
z
sE = 2 x 0,89 x 3,63 (%2 4 0.78) - 16,77 en®
) :
As tensdes devidas ao peso proprio teraoc para va
lores nas diferentes secoes: (em KN/cm?)

Ponto F ‘ F
Segab .Sy (em?) 16,77 | 0
| l-.Vy(mw tsem) 2x0,89| 15,24
0 = 20 +0,13 +0,02 0
1 =19 0,10 +0,02 0
2 =18 +0,06 +0,01 0.
3 =17 +0,03 +0,01 0
4 = 16 £0,01 =0 0
5 = 15 0,04 0,01 0
6 = 14 +0,08 +0,01 0
7 =153 £0,11 +0,02 0
8 = 12 £0,15 +0,03 0
9 =11 +0,18 +0,03 0
10%= 100 10,22 £0.04 0
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Ponto E F
besso . s (em) 0,89 1,42
v (cmKN)

0 - 31,27 - 1,753 --2,76
1 - 30,77 - 1,70 - 2,71
2 - 29,00 - 1,60 - 2,56
3 - 24,91 - 1,38 - 2,20
4 - 16,14 - 0,89 -1,42
5 + 2,39 + 0,13 + 0,21
6 + 20,64 + 1,14 + 1,82
7 + 28,41 + 1,57 + 2,51
8 + 30,20 + 1,67 + 2,66
9 + 27,05 + 1,50 + 2,39
10 + 17,15 + 0,95 + 1,51
11 + 6,55 + 0,36 + 0,58
12 + 1,71 + 0,09 + 0,15
13 - 0,58 - 0,03 - 0,05
14 - 1,67 - 0,09 - 0,15
15 - 2,19 - 0,12 - 0,19
16 - 2,43 - 0,13 - 0,21
17 - 2,55 - 0,14 - 0,22
18 - 3,60 - 0,14 - 0,23
19 - 2,60 - 0,14 - 0,23
.- 20 ..... ,_ 2’60 Lo _. 0’14 o -0 '23
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Tensoes devidas ao esforgo cortante provocado pela carga P for

marao o seguinte quadro: (em KN/cm?)

Ponto F F
Secao S (em?). 16,77 0
cm
V. (KN) (em}  2x0,89| 15,24
0=1=2= 4,06 ~0.,73 0
=3=4=5T
E + 5,94 +1,07 0
=8=9=10
10P=11=12=
=13=14=15=
- 0,94 -0,17 0
=16=17=18=
=19=20

As tensoes devidas a torcao de Saint-Venant (que
esta calculada no Capitulo III item III.3 para T = 1 mKN) te-
rao para valores nas diferentes secoes, os indicados no quadro

a seguilr:



As tensoes devidas a torgao de empenamento
foi calculada no Capitulo III, item III.3) terao os valores

dicados no quadro abaixo (em KN/cm?).

201

calculados no Capitulo I, item I.4.4.

O0s valores de

S
W

Pontos E F
Secao S, (am ) -42,1 -17,6
T (cmiy 0,89 1,42
0 - 1,71 ¥ 0,04 + 0,01
1 - 2,21 + 0,05 + 0,01
2 - 3,99 ¥ 0,08 + 0,02
3 - 8,07 ¥ 0,17 £ 0,04
4 -16, 84 ¥ 0,35 + 0,00
sE -35,37 0,73 £ 0,19
5D +36,33 + 0,75 ¥0,20
6 + 18,08 + 0,37 ¥ 0,10
7 + 10,31 + 0,21 ¥ 0,06
8 + 8,52 + 0,18 ¥ 0,05
9 + 11,67 + 0,24 + 0,06
10E + 21,57 + 0,45 ¥ 0,12
10D - 19,67 ¥ 0,41 + 0,11
11 - 9,34 ¥ 0,19 + 0,05
12 - 4,44 ¥ 0,09 + 0,02
13 - 2,11 + 0,04 + 0,01
14 - 1,00 + 0,02 + 0,01
15 - 0,47 ¥ 0,01 0,00
16 - 0,23 0,00 0,00
17 - 0,11 0,00 0,00
18 - 0,05 0,00 0,00
19 - 0,02 0,00 0,00
20 - 0,01 0,00 0,00

(que
in-

foram
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Somando os valores encontrados, obteremos as ten

sdes tangenciais resultantes (em KN/cm?)

Ponto
Secao E F
0 -2,52 -2,77
1 -2,50 L =2,72
2 -2,42 -2,58
3 -2,29 -2,24
4 -1,97 -1,51
55 -1,32 +0,40
5D +1,96 +0,41
6 +2,59 +1,92
7 +2 87 +2.,57
8 +2,95 +2,71
9 +2,84 +2,45
10E +2.51 +1,63
10D +0,33 +1,62
11 -0,03 +0,63
12 -0,20 +0,17
13 -0,26 -0,06
14 -0,29 -0,16
15 -0,31 -0,19
16 -0, 30 -0,21
17 -0, 30 -0,22
18 -0,30 =0,253
19 -0,29 -0,23
20 -0,29 -0,23
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" CAPITULO VI

" 'CONCLUSOES

Da exposicao feita conclui-se que o Bimomento
apresenta um comportamento hiperestatico analogo ao das demais

solicitacgoes.

Para esse fim a Bibliografia existente, embora
reduzida, ja dispbée de elementos e de tabelas de ampla possibi-

lidade de aplicacgao nos projetos correntes.

Em casos particulares como © que se analisou ".no
Capitulo IT em que a constante G I foi considerada desprezi
vel em face de E I, ainda se torna viavel a simplificagao de
‘calculo tal como sugerida na obra de Vlasov. Conforme apresen
tamos no texto esta simplificacdo ndo foi exequivel mno exem-

rlo em que tentamos o uso das tabelas de Anger.

0 que se conclui € que a simplificagao requer emn
cada caso uma avaliacao prévia. Avaliagdo essa sempre Trecomen

divel pela possivel simplificaca@o nas tarefas de calculo.

A orientagao que demos ao calculo das Linhas de
Influencia para a qual ndo haviamos encontrado encaminhamento
identico & passivel de estender-se a quadros e mesmo a pecgas
curvas, assunto que propomos para estudos futuros, inclusive

com preparagdo de programas computacionais especificos.
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Concluimos ent3o que o Bimomento pode ser consi
derado como uma sétima solicitacao. Apresentamos para O Seu es
tudo uma metodologia nao muito divulgada, sendo que a redagao
procurou ter uma segiiencia capaz de ser utilizada nelos estu

diosos da matéria pela primeira vez.
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APENDICE

Como as tabelas de Kollbrunner e Hajdin foram am
plamente utilizadas, chamamos a atengao para alteragoes nas for
mulas da Tabela 3 n® 1, Tabela 1 n® 9 e Tabela 1 n? 5, aler-

tando assim futuros.usuarios.

Dessas alteracoes damos comprovagao na troca de

correspondencia mantida com os referidos autores.
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BR. 5C. TECHH. DA. 5L, TECHH. H.C. N
CURT F. KOLLBRUXNER ’ : Ao
DIPL. BAU-INGEHIEUR E.T.H. ING.- CONSEIL . s
Pratchacikente Zirich B0- 33 205
24,1,1982
Flugpost
Friulekn
Ingrid Ilg
Bua Hernrique Fleiusa Nr. 22
71 juce '

Rio de Janeiro
20521 Brasilien

Sehr gechrtes Friulein Ilg,

Thren Brieffom 11.1.1982 habe ich Herrn Professor Hajdin in
Beograd zur Besntworiung zugestellt. Er wird Ihnen direkt

achrelben, .
Nit freundlichen Grilssen

}1{. {f ?%’Mf./ﬁ//”f”fz%

Dr., C. Fo Kollbrunner

Kopie z.K. und Beantworiung an i
Herrn Prof. Dr., N. Hajdin
Tetovska 72, YU - 11000 Beograd

Jugoslawien

Mit der Bitte um direkte Bsantwortung. Tine Kople Ihres Brile-
fed bitte an mich. .

it freundlichen Griissen

| 35, & ;‘P/g ‘///»7‘4:4?'4{,4

Ir. C. F. Eollbrunner

Beilage : Brief vem 11.1.1982.



Dr. <c. techn. Nikola HAJDIN, Dipl. Bau.-Ing.

o. Prolessor en der Fakultat fir Bavingenizurwesen

der Universitit Boograd.

o. Mitghied der Serbischen Akademie der Wissenschalten und Konste

YU —11000 BEOGRAD,

| REERXRNEREK Tetovska 72

Jugeslawian

12,4.1982,

Fraulein

Frau Ingrid Ilg )
Rua Henrigque Fleivs No 22
Tijuca

RIO DE JANEIRC

20521 ~ BRASIL

Sehr gehrtes Fraulein Ilg,
Besten Dank fur Thren Brief an Herrn Dr. Keollbrunner.

Betreffend Ihre Fragen im Zusammenhang mit dem Buch "Dunnwandige
Stdbe", teile ich Ihnen das folgende mit:

19 seite 160:

Sie haben recht. Bei der Berechnung des Momentes T_, wurde der
Ausdkuck

T o= £ . k ~Coshks * coshkz + k shkz

s L . sinhkl

irrtumlicherweise mit —i— multipliziert

Ihre Werte {d.h. korekte Werte) bekommt man wenn man im Buch

Stehende Grosse mit k = 0,648 m 1 multipliziert.

o]

2" Druckfehler im Buck, (das haben wir nach der Erscheinung des

Buches bemerkt), - Sie haben recht,

3° basselbe, fehlt coshkz

o]

4% fabelle 1, no 5, die Formel im Buch ist korrekt (beiliegend

Ableitung undrBeispiél)

Ich glaube dass Iéh Sie damit bedient habe.Ich wiirde rmich sehr
freuen wenn Sie mir an oben stehende Adresse ein Exemplar der
Dissertation senden mdchten. '

Beste Grgsse Thnen und Herrn Professor Sidney‘Martins Gomer dos
Santos, obwohl iéh ihn nicht pers®nlich kenne.

N. Hajdin
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TRADUCAO DA CARTA DA PAG. 206

Rio de Janeiro, 11 de janeiro de 1983

Caro Prof. Kollbrunner,

Sou ProfY Assistente no Departamento de Estruturas na
Universidade Federal do Rio de Janeiro. Presentemente desenvol=
vo uma tese de mestrado na area de Engenharia Civil - Estruturas
sob a orientacao do Prof. Sydney Martins Gomes dos Santos, seu
conhecido. O tema da tese refere-se a "Hastes de Paredes Delga
das sob Torgao - Vigas Continuas"”. Li seus livros, em especial
"Diinnwandige Stidbe ma} Geradliniger Achse - Band I'" (Hastes de
Paredes Delgadas com eixo reto - 1° vol). A respeito desse 1i-

vro tenho algumas perguntas que estdao formuladas em anexo.

Pretendo construir um modelo reduzido em perfil |
com o objetivo de verificar as tensdes normais calculadas. Caso
o Sr. tenha conhecimento de novos estudos ou pesquisas sobre has

tes de paredes delgadas, gostaria de ser informada.

Envio recomendagoes do Prof. Sydney Santos e agradeco

calorosamente.

ASS. Ingrid Tig
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1°} Pag. 160 - Item IT.61C

T = T + L T . X,
w wo wi 1

*

M, = -1500 kgfm?

[
L 3

600 _ X] =-657,1 kgfm®
To = Tk _Cosh kb cosh kz - k senh kz| M* (Tab. 1, N° 9)
| senh k& . w '

k = 0,00648 cm™'; k& = 3,89; cosh k% =24,417 : senh k& =24, 396

Two = =-972,84 cosh kz + 972,00 senh kz
Xi Twi = k _cosh kz_ X1 = - 17,45 cosh k=z
. senh kg
T
W
Z wo X1 Twl wo+ X1 Tml
0 972,84 -17,45 -390, 29
1.2 -448,22 -23,00 -471,22
2,4 -208,13 -43,18 -251,31
3,6 - 08.64 -90,79 -189,43
4,8 - 52,17 -196,13 -248,30
6,0 - 40,84 -426,17 -467,01
T = T + 3 T X
[ 50 s. 1

T = 2?-k’—ci%b'-il—{&?cbs}sz%fksenh‘kz *=-250,00 +972,84 cosh kz +0,648 senh kz
S0 W
£ senh k& .

X; Ty = 1 _ y _Cosh kz X, = -109,52 + 17,45 cosh kz
o g senh ki
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TS No livro
Z : TSO X1 Tsl .TSO * Xl,T_sl .c£§§$2m Ts +TLJ= T
0 722,84  -92,06 630,78 +974 -359,51 = -360 OK
1,2 198,22 -86,51 111,71 +173 -359,51
2,4 -41,87 -66,34 -108,21 -168 -359,52
3.6 -151, 36 -18,72  -170,08 -263 -359,51
4.8 -197,83 86,61 -111,22 -173 -359,52
6,0 -209,16 316,65  +107,49 +169 ~359,52
Para as outras secoes achamos:
z T T_ .Tfivjz T =T + T,
0 +728,26  +106,36 +169 + 834,62 = +834 (K
1,6 +250,36  +264,26 +422 +514 .62
3,2 +67,48  +127,13 +199 +194,61
4,8 -36,96 -88,45 -139 -125,41
6,4 ~183,87  -261,60 -416 -445,47
8,0 -547,54  -218,11 -342 -765,65 = -766  OK
0 +239,73  -219,01 -342 +20,72 = 21 K
1,2 +104,62 -83,91 -131 +20,71
2,4 +35,93 -15,21 -42 +20,72
3,6 -10,35 +31,07 +22 +20,72
4,8 -63,13 +83,84 +129 +20,72
6,0 -154,07  +174,79 +277 +20,72
0 . +221,26  +178,74 +277 +400,00 0K
0,75 +164,10  +235,90 +372 +400,00
1,50 +253,32 +397 +400,00

+146,68
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29) Tabela 3, N° 1, Pag. 177

No livro consta:

e para:

' * M* . = 2 = 2 4 2
X, T Mw 2 ‘ ’FL . FL* . L / 'F L ?

porisso pergunto se o correto nao seria:

— ' * * 2
Ewaﬁ X, T Mw A

39) Tabela 1, N® 9 - Pag. 124

No livro consta:

cosh kt'

T = k - k senh kz
w senh k& ‘ 1
pergunto se o0 correto nao seria:

Tw = k ﬁh—k_c_' COSh kz

senh k¢
a fim de que
_ 1
TS + TUJ = —

- k senh

kz
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4°) Tabela 1, N° 5

No livro consta:

- _ 1 ~
Tg = Mmo . k senh kz + T, (1 ——— cosh kz): 1 + cosh kz1
P b
L >
até aqui acham-se valores aceitaveis
< > >

aqui acham-se valores exageradamente grandes para T, Eom Moa

contece ¢ mesmo.
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TRADUCAO DA CARTA DA PAG. 210

24.,1.1982

Cara Srta..llg

Envieu sua carta de 11.1.1982 ao Sr. Prof. Hajdin
em Belgrado para ser respondida. Ele escrever-lhe-i direta-

mente,

SaudacoOes amigaveis

ASS. Dr. C. F. Kollbrunner

Copia a K. e resposta ao:

Sr. Prof. Dr. N. Hajdin
Tetovska 72, YU - 11000 Belgrado

Iugoslavia

-

Com o pedido de uma resposta direta. Pego uma co-

pia de sua carta.

Saudagoes amigaveis

ASS. Dr. C. F. Kollbrunner
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TRADUGAO DA CARTA DA PAG. 21i

12,4.1982
Cara Srta. Ilg

Agradeco sua carta ao Sr. Dr. Kollbrunner.

Com respeito a suas perguntas relacionadas ao livro
"Dunnwandige Stéble? (Hastes de Paredes Delgadas) tenho a infor

mar:
1°) Pag. 160:

A sra. tem razao. No calculo do momento TS a ex

pressao T _ = A k _cosh ks cosh kz + %k sh kz, foi erra
L senh kg
damente multiplicada por -1,
k

Seus valores (isto €, valores corretos) siao encon-

trados quando se multiplicam as grandezas apresentadas no livro
-1
por k = 0,648 m .

2°) Erro de impressdo no livro (o que percebemos apds o lanca-

mento do livro). A Sra. tem razao.
3°) Idem, falta cosh kz.

4°) Tabela 1, n® 5, a Férmula no livro esta correta. (em anexo

esclarecimento e exemplo).

Acredito que com isso pude satisfaze-la. Ficaria
muito agradecido se a Sra. me enviasse ao endereco acima um

exemplar de seu trabalho.

Recomendagoes a Sra. e ao Sr. Prof. Sydney Martins

Gomes dos Santos, embora nao o conheca pessoalmente.
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