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SINOPSE

O presente trabalho tem como objetivo o estudo da fle-

xao de placas delgadas e do problema da conexido miiltipla nas

chapas; mais especificamente nos casos particulares de:

1) Placas retangulares delgadas, de espessura constante, engas-

2)

3)

0Ss

cima, comparam-se também com os verificados experimentalmente

tadas e simplesmente apoiadas nos bordos externos, com um O-
rificio central e sujeitas a carregamente transversal unifor

memente distribuido.

Placa retangular delgada, de espessura constante, engastada
em dois bordos adjacentes e livre nos outros dois, submetida

a carregamento linearmente distribuido.
Chapa retangular delgada de espessura constante, (com um ori
ficio central), sujeita a carregamento simétrico parcialmen-

te distribuido nos bordos superior e inferior.

Inicialmente estabelecem-se as equagOes necessarias 4

resolucdes dos problemas, através de Diferengas Finitas em coor

denadas cartesianas retangulares; comparam-se os resultados com

- » - 2 - .
obtidos pelo Método dos Elementos Finitos , através do siste

ma Lorane Linear. No caso da placa caracterizada no Item "2" a

(0]

3

citados mna literatura especializada .

Na analise das placas foi aplicado o elemento finito re



tangular nao conforme, com quatro nés e doze deslocamentos  no-

dais.

Para a chapa foi utilizado o elemento finito triangular
do segundo grau, com seis n8s, possuindo doze deslocamentos no-

dais.

0 Método das Diferengas Finitas apresentou bons resulta
dos, especialmente para a placa com o contorno externo engastado

e livre, de acordo com a investigacdo experimental citada.



SINCPSIS

The present subject has as an object to study the bending
of thin plates and the problem of multiple connection in slabs |,

that is explained in the particular case such as:

1) Thin rectangular plates of constant thickness clamped and
simply supported at the external edges, with a central hole

and with a transversal loading distributed uniformly -

2) Thin rectangular plates of constant tickness clamped at  two

adjacent edges and free on your others, submitted to a loading

distributed linearly:

3) Thin rectangular slab of constant thickness, double connected
(with a central hole) exposed to a symmetrical loading parcially

distributed at the superior and lowes edges.

Inicially we have to stablish the equations to theresolu
tion of the problem, through the Finite Differences in Cartesian
rectangular coordinate; the results were compared with those which
were obtained through the Finite Element Method® with he of the
Lorane Linear System. In the case mentioned in item 2 above, we
compared with results obtained experimentally which were treated

in the specialized literature .

For the plate analysis was applied a non conformed
rectangular finite element presenting four nodes and twelve nodals

displacements.



For the slab was used a finite triangular element of

second degree, with six nodes having twelve nodals displacements.

The Finite Difference Method showed good results
specially for the plate which had an external edge clamped and

free conformed to the experimental investigation mentioned.
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INTRODUGAQ

Dos problemas surgidos em calculo estrutural, soO 0S
mais simples e os casos mais particulares tem suas solugbes ana
liticas completas ¢ totalmente dissecadas. Devido a esta dificul
dade, & sempre valido tentarmos elaborar novos métodos numéricos,
ou removermos obstaculos enfrentados pelos métodos ja existentes
com o intuito de conseguirmos solugdes aproximadas para  certos
problemas. A curiosidade de sabermos as causas do lento progres
so do Método das Diferencas Finitas e o objetivo de darmos uma
modesta contribuic@o ac seu desenvolvimento na andlise de proble

mas pouco abordados, deram origem a este trabalho.

Com o advento da era eletronica a ciencia teve noté

vel progresso em todos os seus ramos.

Em particular, a teoria das estruturas sofreu profundas
modificacgoes, fornecendo ao engenheiro calculista ferramentas ne
cessarias para resolver os inumeros problemas idealizados  pela

grande criatividade da arquitetura moderna.

Os métodos numéricos encontravam-se outrora limitados.
Além de serem trabalhosos, principalmente no que se refere a re
solucdao de grandes sistemas de equagdes, era necessaria a intro
cao de hipdteses simplificadoras no calculo, ocorrende incerteza

na precisao de resultados. FEles renasceram e ampliaram-se e hoje
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representam a mola mestra do calculo estrutural.

0 método numérico que inicialmente foi aplicado com
grandes sucessos, em estruturas de uso corrente em enge-
nharia foi o das . ™Diferencas Finitas'. Embora adequado para

problemas relativamente particulares, falhava para os mais com

plexos, o que deixava uma grande lacuna a ser preenchida.

Os pesquisadores procuraram desenvolver um outro, de cu
nho mais geral, sob todos os aspectos. Surgiu assim o método dos
elementos Finitos que constitui o processo de discretizagao mais
poderoso da teoria das estruturas. Este, cada vez mais vail se
firmando 3 medida que € wutilizado pela apresentacao de excelen-
tes resultados, quando comparado com outros ja conhecidos. Sendo
um método relativamente novo, € natural que se ressinta da falta
de dados quantitativos, no que se refere a sua aplicacao a dife
rentes tipos de problemas reais. Torna-se protanto relevante quai

quer comparacado deste, com outros de reconhecida precisao.

Baseado nisto, fazemos neste trabalho um estudo compara

tivo dos métodos numéricos das Diferengas Finitas e dos Elemen-

1. Flexao de placas retangulares com orificios.
2. Flexdo de placas retangulares com bordos e canto livre .
3. Estado plano de tensGes no caso de chapas multiplamente cone

Xas.
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Esses problemas envolvem a solucdo de uma equagao dife
rencial parcial de quarta ordem, que nem sempre tem solucio exa

ta.

Pode-se afirmar, com base em ponderacBes seguras  que
a solugdo formal desses problemas sé & possivel em casos isola-

dos.

Como decorrencia natural da afirmativa acima ter-se-a
que lancar mdo de métodos numéricos, que nos levardao a solucdes

aproximadas.

Estes acarretam, -por~ sua natureza, um grande esfor-
¢o de calculo e, em consequéncia, uma grande probabilida-

de de erro.

A utilizacao do computador se terna imprescindivel, mor
mente se desejamos ter solugoes mais proximas da real. £ preciso que
se diga que nem sempre & facil programar determinado método e,

muitas vezes, quase impossivel automatizia-lo totalmente.

As novas concepgdes arquitetonicas exigem do engenheiro
solugoes ndo usuais, bem como uma crescente necessidade de domi
nar razoavelmente as técnicas de computac@o. Um dos métodos numé
ricos mais utilizados na solugao de problemas de flexao de pla
cas e de elasticidade plana € o das Diferencas Finitas. Mesmo
assim, apresenta éste método,certas interrogaclGes quando aplica

do a certos casos ainda pouco estudados.



A falta de pesquisa neste campo, talvez se explique pe
lo grande volume de calculo exigido e pelo surgimento de  novos

métodos, totalmente programados através de computadores.

Como se nao bastassem as dificuldades ja enumeradas,
surgem ainda outras tais como: condig¢des de contorno; necessida
de de valores ficticios, externos a placa; a inexisténcia de um
elemento de malha que se adapte a qualquer problema; grande com
plexidade quando se utilizam. malhas irregulares e que nem sempre

0 sistema de equagoes lineares obtido € bem condicionado.

O estudo de alguns problemas especificos na flexdo de
placas delgadas; bem como "o da CONexao multipla nas cha
pas do qual resultam as interrogagbes ja mencionadas e a tentati
va de levanta-las, assim como a comparagao entre o Método das Di
ferengas Finitas e dos Elementos Finitos,jia referida pontificaram

como fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

0 estudo tedrico pode-se resumir ~ da  seguinte

maneira:

a) Formulas para o estudo de tensoes no sistema de
coordenadas retangulares na apresentagao da flexao de placas

delgadas e do problema de estado plano de tensoes nas chapas

b) Fundamentos tedricos e aplicac@o dos métodos das diferencgas

finitas e dos elementos finitos a um mesmo problema.

c¢) Apresentacido dos resultados com tabelas, graficos,conclusdes

e sugestoes.
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CAPITULO I - ESTABELECIMENTO DAS EQUACOES DA TEQRIA DAS PLACAS

DELGADAS NO STSTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS RE-

TANGULARES,

Neste capitulo estabelecemos de forma bem resumida as
relacoes basicas da teoria das placas delgadas de que neces

sitamos ao longo dos capitulos seguintes.

1. Flexao de Placas Delgadas:

Inicialmente consideremos um elemento infinitesimal de
uma placa, cujo plano médio esteja situado no plano x0y conforme

ilustra a figura (I-1).

F1G6. I-4
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1.1. Relagdes entre deslocamentos, deformagdes e tensoes:

Se dermos um corte através do plano x0z, e analisarmos

a porcdo da placa antes e depois de sofrer deformagoes,teremos a

situacao da figura (I-2).

Tendo em vista as hipoteses simplificadoras do estudo
das placas delgadas, relacionemos os deslocamentos u e w de um

ponto da placa.

o Y 7 -
{ jym j x'u
t,w F]?G. I_2

‘Para isso observemos a figura (I-3), que mostra a por

cdo da placa depois de deformada, de uma forma mais detalhada.

Apds a deformacdp o ponto n vird para nj e m para my; 2

normal m;n; passara a formar um angulo 0 com a posigdo inicialmm.



0 ’—K.u
e
dw
dx
%
* Uy
Z
2]
sz

FIG. I_3

Escrevamos, entao, baseados na referida figura:

oW Eq. (I.1)

ox

A seguir, citemos a relacao entre os deslocamentos v

e w, obtida de forma inteiramente anfloga:

Eq. (I1.2)




Consideremos, agora, as relagoes

tre deformagdes e deslocamentos.

por nos conhecidas

e = _ou c v . _9ou v
X 53X y 3y Txy 3y ax
Eq. (I-3) Eq. (I-4) Eq. (I-5)

Derivando as equagoes (I-1) e (I-2) em relagdo a x € ¥

respectivamente e posteriormente em relacdo a y e x e tendo em
vista as equagoes (I-3), (I-4) e (I-5), obteremos as relagoes
entre as deformagoes e o deslocamento transversal w:

£ = -~ 2z _EE%_ £ = - 7 _EE%_

X 9X y 3y

Eq. (I-6) Eq. (I-7)

- 2 Bzw

ny aXay

Eq. (I-8)

"Pela lei de Hooke, cujas expressoes, explicitadas as

tensbes, resultardao nas equagoes a seguir:



o, = ——a . + v,
X Y (ex * veey) Eq. (I-9)
c. = __H_Eu_j_ . (e + v.e) Eq. (I-10)
Y 1 -w Y x
T = G.Y SO - S ey Eq. (I-11)
Xy XY 2(1+v) xy
Estas igualdades transformam-se, levando em conta as

equagodoes (I-6), (I-7) e (I-8), para obtermos finalmente as rela-

cOes entre as tensoes e o deslocamento transversal w.

2 2
E. ) B
oy = - ey (—==5— +v .+ =3~ Eq. (I-12)
1 - v X 3y
2 2
E . 39 )
oy - et (2 E ey 2 Bq. (I-13)
1 - v Ay ax
E.z Bzw
Txy = ——_;_—7' . (1=-v) —— Eq. (I-14)

1 - axaoy



.10.

Observemos na figura (I-4) o sentido positivo que adota

remos para as tensoes no decorrer deste trabalho.

0 - X
by
oy ,
&xy

S B 1
& &xy

J Eye

by FI16.1.4

1.2. Expressbes dos momentos fletores e de torgao por unida

de de comprimento:

As expressoes dos momentos fletores e de torgcdao  serdo
obtidas a partir da integracdo das tensdes ao longo da espessura

h da placa.

0x -ty

- TR | 4 i

1z FIG. 1.5
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Para obtermos MX temos; para uma largura unitaria:

Substituindo ¢ pela sua expressao dada na equagdo(I-12)

teremos:
h
2
2 2
M, o= - 2 = « oW 4 v, 2w ) . h zz.dz
1 -w 0x ay -3
Apds a integracgao em z:
3 2 2
M = - Eh . A + v . o W )
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Facamos:

Eh

=D (rigidez a flexao da placa)
12(1-v2)

Finalmente chegamos a:

Bzw 32w
M =-D . (—35 +v ) Eq. (I-15)
X 9x 3y 2

Através de dedugdes inteiramente andlogas  chegariamos

as expressoes de M e M .
P y © Txy

~Portanto:

Bzw Bzw
M. =-D.( + v . ___TT') Eq. (I-16)
y Byz X
azw
M ==M =D (1-v) + ———ro Eq. (I-17}
Xy yx (1-v) . q
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1.3. Equacgao diferencial das placas delgadas:

A seguir, observando a figura (I-6) onde estdo Tepresen
tados o elemento infinitesimal de placa em equilibrio, com os es
forgos atuantes e carregamento exterior,com seus sentidos positi

VoS, escrevamos as equacoes de equilibrio para este elemento.

Y
iz FI1G.1.6

Seja q = q(x,y), a ordenada da superficie de carga, ad
mitindo que essa superficie no contdrno ».  N3o apresente  ne
nhum ponto singular, "q" podera ser suposto constante nessa area,
com erro de ordem superior.Havera trés equacdes de equilibrio(as

trés outras transformando-se em identidades) a saber:
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a) Equlibrio de momentos em relacdo a ox:

oM.,
(MXY + 5% dx}. dy - MXY dy + MY Adx -
M 3Q
M+ Y dy) . dx + (Q + ——) dy.dx = 0
T Yy y 3y
3y

Simplificando e desprezando ¢ infinitésimo de terceira ordem, vem:

oM oM
Xy y

Eq. (I-18
5x 3y y q. ( )

. >
b) Do equlibrio de momentos em relagdo a oy; resulta analogamente:

aM oM
X, yX - Q
EPS ay

=0 Eq. (I-19)



.15,
c) Equilibrio de forgas na diregao oz:

aQ

aQ '
(QX + Bxx . dx).dy - Qx.dy + (Qy + _3?X_ .dy) .dx _

- Qy.dx + g.dx.dy =0

simplificando:
aQ
X 9Q _ _
X + ayY + q =0 Eq. (I-20)

Reunamos estas trés equagdes de equilibrio numa sé equacdo. Para

isso derivemos as equagoes (I-18) e (I-19) em relacdo a y eXx res

pectivamente.
entao:
2 2
a°M 3 °M 3
XY - zy + Qy —_ 0
3xXoy 3y 3y
e
2 2
3 Mx d Myx i BQX o
2 dyax X
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ou, explicitando as derivadas dos cortantes:

VA 2
9 3°M 3 M
QY y Xy
Iy Byz 9xXoy

e

yA 2
3QX _ 9 MX . a M X
X . sz dyax

Substituindo estas duas expressoes na equacao (I-20), vem:

BZM BZM 82M
X Xy y

- 2 + :_q
8x 3xay Byz

Introduzamos as expressoes de Mx’ MY e Mxy em funcao do desloca

mento transversal "w', dadas pelas equacoes (I-15), (I-16) e

(I-17) para obtermos:
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34w 9w 34w q
q + 2 + = Eq. (1—21)
X 3xX 9y 8y4 D

Esta equacdao, & a conhecida equagao diferencial das pla
cas delgadas no sistema de coordenadas cartesianas retangulares,

também dita equacgdo de Lagrange.

Resolver uma placa €, portanto, resolver esta equagao,
respeitando as condigoes de contorno, determinando w(x,y). A par
tir do conhecimento de "w" todos os elementos necessdrios ao cal

culo da placa podem ser encontrados.

Escrevamos a equacgao f[I-21),simbolicamente,numa forma

mais compacta.:

2
3 3
(

2 2 2
AL M W S LR W
X dy axX ay
4 4 4
_ 8t L, D . 0
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ou seja:

De modo que a equacao das placas pode apresentar-se na forma sim

bolica:

v = 4 Eq. (I-22)

1.4. Expressoes dos cortantes e reacdoes de apoio por wunida
de de comprimento para contorno retilineo apoiado (sim

plesmente ou engastado).

Para obtermos as expressoes dos cortantes, tomemos as
equagoes (I-15), (I-16) e (I-17); derivemos a primeira (I-15) em
relacao a x, derivemos (I-17) em relacao a y, levando estes Te

sultados na equacdo (I-19) vira:

83w 83w
Q. = -D( + ) -
X BXS axay2 Eq. (I-23)
analogamente:
33 53
Q. =-D (=% + ) Eq. (I-24)

Y 3y° 3yax’
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Para placas de contorno apoiado (simplesmente ou engas
tado), podemos preparar as formulas que fornecerao as reagodesdes

ses apoios, para contorno retilineo.

Seja AB, um bordo apoiado, que suporemos paralelo a Ox,
Fig. (I-7). Num elemento dx, atuarao Qy.dx e Myx.dx;podemos subs

tituir Myx‘dx’ por duas forgas de intensidade Myx separadas pelo

brago dx.
— | —m
N _ .. | _____ X
\ Qy
\
N\ $Myx My. Myx + ﬂ‘_l.’i-dx
\ | i |
\ 1l ] !
\ Y B ] :
N E' { $ !
v | | | r
! Myx | ! \I I !ﬂyx‘l-——La“ % dx
& A
Mey! dx dx
/
FI6. 1.7
No segmento vizinho a dx, as forgas ja serao ( Myx +
oM .
+ ___§§E_ ., dx)} de modo que numa distancia dx, restard a forga:
oM oM
— X - - __YX
My * % L dx) - M 2 dx
oM
yX

esta forca por unidade de comprimento sera
oX

Nessas condigoes no ponto m, havera um cortante total,

que sera a propria reacdo de apoio por unidade de comprimento,
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dada por:
Vy = Qy + T , analogamentg: Vx = Qx + -

Introduzindo as expressoes de QY e Myx dadas pelas equa
g¢oes (I-24) e (I-17), e notando que haveria uma andloga VX, para

+
um bordo paralelo a oy; podemos escrever:

3 3
] 9

v, =-0D (= + (2-v) —r Eq. (I-25)
ay 3y ax

V. =-1D (33“’ + (2-v) 2w ) Eq. (I-26)

X 3 7 q-
X 9x3y

Se a placa tiver canto, por exemplo o canto A na fig.
(I-7), a forga Myx nao sera contrabalancada, e se o bordo for or
togonal, havera outra forga de mesma grandesa e direcgao, de modo

que no canto havera uma forga concentrada igual a:

R~ 2M_, = 2(1-v)D —

Xy 5y Eq. (I-27)
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1.5. Condigoes de contdrno. Estudo especial do bordo livre e

do canto livre.
a) Apoio Simples:

No caso de placas simplesmente apoiadas as condigdes de

contorno a considerar sdo muito simples.

Seja ﬁ a diregdo da normal a um bordo papalelo a dire-
-5

cao t, como ilustra a fig. (I-8) abaixo.

F16.1.8
Neste caso, teremos ao longo deste bordo os deslocamen
tos transversais e momentos fletores nulos. Ou seja, no contorng

W=20 ¢ Mn — 0. Podemos também escrever:

2 2
w=20 ¢ _Em%_ + v —3—¥—— = 0 :; como w = cte = 0 sobre o bordo,
on ot
Bzw
a curvatura é nula nesta direcao j; portanto — = 0 e a con
at
Bzw

digao Mn = {, resulta: —557— = 0.
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Entao para um bordo simplesmente apoiado ascondicdes de

contorno serao:

w=20
2 2 2
3w 2w 3 W
— = 0 ou + V= =0
an an at2

b) Engaste

Neste caso a primeira condic¢do serd w = 0. Num bordo pa
-

ralelo a t, devemos ter ,_2%"_ = cte — 0, pela propria definicgdo
2
de engaste. Resulta dai que ——%ﬁ%f~ = (; expressdo que também &

valida para um bordo engastado. Ent8o as condigBes que caracteri

zam um bordo engastado serao:

oW
an

¢} Bordo Livre.

Se um bordo de uma placa fig. (I-9) é inteiramente 1li-
vre, @ hatural assumirmos que ao longo do mesmo nao existam os

momentos fletores e torcores e também o esforgo cortante, isto &:
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FIG. 1.9
Essas condigbes de contorno para um bordo livre foram

expressas por Poisson nesta forma. Porém posteriormente,Kirchoff,
provou que apenas duas condigdes eram suficientes para a comple

ta determinacdo das deflexdes satisfazendo a equagao (I-22).

Mostremos as condigdes impostas por Kirchoff para um
bordo livre. Seja o bordo paralelo a diregao %, “inteiramente
livre Kirchoff mostrou que as condigoes de

bordo em termos do momento torgor e do cortante, combinam-se nu

ma Onica condigao.

Para isso, substituem-se as forgas horizontais, cujo mo
mento resultante € Mnt'dt’ por duas outras forgas verticais de

intensidade Mn distantes dt, figs. (I-10); que tornam o sistema

t
estaticamente equivalente, nao alterando as grandezas dos momen
tos torcores e produzindo somente alteracdes locais na distribui

¢do de tensOes no bordo da placa.
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F1Gs. 1_10

Considerando dois elementos adjacentes do bordo, tere

mos, como se vé nas figs. (I-11); uma forca resultante vertical
oM

igual a —wmg%i— . dt’ que por unidade de comprimento serd
aMnt
. Entao a forga vertical total no bordo, por unidade de
at

comprimento vale:

aM

_ _ nt
Vp = Qn ot
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FIGs.

aM
V= Qn - __5%3__ , € a forca vertical resultante total

no bordo por unidade de comprimento.

Portanto as condicoes de bordo livre ficam:

M ¢

V= Q-3 =0

Substituindo Mn’ Qn e Mnt por suas expressoes em fungao

dos deslocamentos transversais W, podemos também escrever:

2 2

I W,y 3w — 0
— ———
an ot
33w 83w
7t (2-v) ——= — 0 ; condigbes do contorno do
on onot ' '

bordo livre.
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Se uma placa tiver um canto livre fig. (I-12); as condi
coes de contorno para o canto A" ortogonal e¢ inteiramente livre

Serao expressas por:

M =M, =0, V. =0, V_=0¢eR-= 2Mn =0 ou;

_ _ 9 W 9w

Mn = Mt = —F = —— 0

an at

[ 83w 33w }

Vo= =D |~ + (2-Vv) —"—5— =D
n 3n anst

3 3

3w 3w
v, =-1D + (2-v) =0
t |:8t3 5t9n*

3 4w

R = ZMnt = 2.D{(1-v) TV 0

2le  _afw _
an ot
83w 3w
—= * (2-v) =0
an Bnatz
3 3
3w 2w
—— + (2-V) =0
at atan
Bzw

~snst 0 fF16.1_12
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CAPITULO I1 - RELACOES BASICAS DA TEORIA DAS CHAPAS. O PROBLEMA

DA CONEXAO MOULTIPLA.

2. Chapas Multiplamente Conexas.

0 problema dos dominios multiplamente conexos em elas
ticidade plana, apresenta maiores dificuldades do que no caso, da
conexao simples; salvo a regiao anular, de facil tratamento por
coincidirem seus contdrnos, via de regra com valores fixos do sis

tema polar de coordenadas.

E o problema plano de tensdes nas regides com um numero
qualquer de contdrnos internos que pretendemos apresentar mneste

capitulo.
2.1. Tipos de regioes.

Seja  "S" uma regido limitada por uma curva fecha

da C sem pontos multiplos, fig.(II-1).

\y

F1G6.114
o X
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Vemos que qualquer linha fechada tragada no seu inte-
rior; se admitirmos que possa contrair-se indefinidamente, acaba
ra por reduzir-se a um ponto; uma regiao desta natureza denomi-

na-se simplesmente conexa.

Suponhamos agora que se trate da regiao indicada na fig

(II-2), na qual a regiao esta limitada pelas curvas C e c'.

Nesta existem curvas como Cl que podemos reduzi-la a um
ponto, existem porém outras, cOmMoO C2 que nao podem ser reduzidas
a um ponto sem cortarmos as fronteiras; como veremos 1logo mais

esta regido chama-se duplamente conexa.

FIG.11-2
o X
Na fig. (II-3), temos uma regiao triplamente conexa;

aqui existem curvas como a C1 que podemos reduzir  a duas par

tes rodeando as curvas C' ¢ C", unidas pela linha 'a".
{7 ‘
FIG. 11—3 [

' c

c\ c W
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As regices de conexdo miltipla podem tornar-se simples
mente conexa mediante cortes; sao assim chamadas as linhas que

vio de um ponto da fronteira a um ponto da outra.

Assim na fig. (II-4) com um Gnico corte "AB" a  regido
passa a ser simplesmente conexa; a nova regiao vem a ser "AHGA..
BDEBA", o corte "AB'" & contado duas vezes, uma num sentido ¢ ou

ﬁY

tra no sentido contrario.

F1G.11_4

Admitindo que a curva que tragamos em S nao corte a no
va fronteira,podemos reduzi-la a um ponto passando a ser de cone

xao simples; usamos somente um corte.

Na regido assinalada pela fig (II-5), sao necessarios
dois cortes para que passe a ser simplesmente conexa; a nova TIg
gido possue por fronteiras as curvas C, C' e C" da primeira, mas
as retas AB e DE sdo contadas duas vezes, uma num sentido e ou

tra no sentido contrario
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FIG. 115

Em geral, dada uma regiao, se necessitamos de (n-1) cor
tes para que a mesma passe a ser de conexdao simples, diz-se en

tao, que sua ordem de conexdo & 'm".

2.2. Estado plano de tensoes. Expressoes fundamentais.

Seja um dominio qualquerrrepresentado na fig (II-6), 1i

mitado externamente pelo contorno C e internamente por um certo

numero de contornos Ci'

)y
FiIG.11-6
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Tomando como referéncia a fig. (1I-6), transcreveremos
as equacoes por demais conhecidas da elasticidade plana, conside

rando forgas de massas nulas.

a) Equagdes de Equilibrio.

BGX . a xy _ 0
BX 3y
d g

Xy _ 4 Yy =0
BX ay

b) Equagdo de Compatibilidade.
V2(0X+ Uy)= 0
c) CondigGes de Contorno.

+ m'TXy ; onde £ = cosn,

m = cosn

Resolver uma chapa & calcular as tensﬁes(ox,cy eTxy),de

forma a satisfazer simultaneamente as equacdes de equilibrio, a

equagao de compatibilidade e as condigodes de contorno.

2.3. Fungao de tensoes ou fungao de Airy.

Estudando a solucao do problema, G.B. Airy encontrou umna



2.

forma engenhosa de resolver o problema, proposto na segao ante-

rior; ou seja encontrar Oy s Gy e Txy, ¢ definir uma funcao

¢ (x,y), denominada func¢do de tensdes ou funcao de Airy, como sen
do uma funcao,que se relaciona com as tensoes de acordo com as

seguintes expressoes:

2
6 — _ 3% G — _9¢ = - _ %
X ay2 y BXZ Xy X3y
Eq. (II-1) Eq. (II-2) Eq. (II-3)

Substituamos as tensées dadas pelas Eqs. (II-1), (II-2)
e (II-3), nas equagdes de equilibrio. Veremos pois, que estas sac
automaticamente satisfeitas; entao as tensoes expressas pela fun
cao ®(x,y) satisfazem automaticamente as equacdes de equilibrio

transformando-as em identidades.

Substituamos agora, as equacoes (II-1), (II-2) e (II-3)

na equacao de compatibilidade V2(0X+oy) =0.

teremos:
52 52 3%0 5% .
(——* =) ——=F ¢ =)= 0
ax 9y oy 29X
ou;
ofe ., _ate st _
I 77

X ax oy ay4
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Chegamos, finalmente, a uma equagao diferencial parcial
de quarta ordem, que € denominada equagao bi-harmdnica. Esta po

de ser escrita também na forma simbdlica:

4 4 4

4. _ 3 % I s & _ -
Vo = ——g— 4+ 2} — et ——— = 0 Eq. (II-4)
ax IX" 3y y
Podemos portanto, concluir que resolver uma chapa é encontrar

uma ®(x,y), que satisfaca a equagdo (II-4), no seu dominio e na

o - — -~
turalmente atenda as condigoes de contorno.

Conhecida a fungao de tensodes &(x,y), podemos calcular

as tensoes pelas equacoes (II-1), (II-2) e (II-3), ou seja:

2
. — 329 . — 229 Lo -3
X ay? P Ty sz % X3y

A determinacgao dos deslocamentos, normalmente desneces
saria nos dominios simplesmente conexos, faz-se em fase poste-

rior, através da lei de Hooke, apds calculadas as tensoes.

Para este calculo servem de base as relagoes:

Ju 1 _ _
3x  E (oy de) E
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2 Z

Vv 1 1 270 9 ¢
= (o. =vo_ ) = ( - v, )
oy E y X E sz ayz
2
du + V. Xy _ _2{1+v) 279
oy 39X G E X3y
Eqs. (II-5)

Esta formulagdo & natural quando € especificado o carre
gamento do contorno da chapa. Através dele chegamos .aos valores
da funcdo ®(x,y) e suas derivadas no contorno, com as quais te-
mos estabelecidas as condigdes de bordo. E conveniente que nos

detenhamos um pouco neste problema.

2.4. Condigoes de Contorno

Seja um trecho de um dos contornos da chapa Fig.(II-7).
0 sentido do caminhamento S do contorno é escolhido de modo a

deixar o dominio a esquerda.

o

VA
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Para um elemento infinitesimal do bordo; se Py epy fo-

rem as componentes, por unidade de comprimento das forgas aplica

das ao bordo, o equilibrio do elemento junto a ele e traduzido

por:
GX(—dy) + Txy.dx = p_ds
o_.dx - TXy.dY = p_.ds

y

ou, dividindo-as por ds:

- Sy _dx
“x ds * Txy ds X

d_ . d . g: + gy . gz , € substituin

do as tensdes nas equacodes acima, por suas expressoes dadas pe-

las equacgdes (II-1), (II-2) e (II-3), ficamos com:

o 3%9 dy  _ 3% . dx ___ 9 ( 3¢ )
Px v T ds axay  ° ds 35S 3%
y
_ 326 dx 82® dy . 9 ( 2% )
Oy o 2 ds dxoy = ds 3s X
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ou:

_ . 7 3% 3 50
Ox 55~ (oy ) by = 35 (57
Eq. (II-6) Eq. (II-7)

Estas relacoes podem ser integradas entre dois pontos
quaisquer do contorno,:por exemplo; Q(xo,yo) e P(xs,ys) na fig.
(I1-8), sendo Q fixo e servindo como origem e P um ponto genéri

co sobre o contorno.

Cx

Yy FiG. 11.8

Tomando, por base as equacoes (II-6 ) e (II-7 ) podemos

cscrever:
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P P
09 .
] X 1 = ]Q py.ds + A | Eq. (II-8)
P p
@ (s
J d(—%?—' = ] Py ds ; ou
Q Q
P
P
ad _ 2% ~
T lpdS‘*' T.Q—!p-dS"'B
Q
P p
90 _ _
‘"a—y—‘ = } px . ds + B Eq. (II-9)

Onde A e B sio constantes, porque expressam, respectiva

30 20
5x © 7By

mente, os valores de no ponto Q escolhido arbitraria

mente como origem, ou seja:

_ 9¢d _

Levemos em consideracao que:

P
py.ds = Qy (resultante das forgas de contorno na di
Q7
regcdo y, entre Q e P)
P
py-ds = Q [resultante das forcas de contorno na di
1Q

gdo x, entre Q e P)
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Na solucao dos problemas para regices simplesmente cone
xas, 0s constantes A e B sao abandonadas por nao influirem na
curvatura da superficie ¢(x,y) ¢ em consequéncia também nas ten
soes. Nas regides de conexdo miltipla nao desfrutamos desta  1i

berdade e nao podemos dispor de A e B a nosso arbitrio.

Sendo assim, reescrevamos as equacgoes (II-8) e (II-9);

que representam as derivadas de ®(x,y) no bordo.

20 _ 3¢  __
(5% )P Qy + A € ( v ) p Qe + B

Eq. (TI-10) Eq. (II-11)

Conhecidas as derivadas no bordo, chegamos aos valores
da funcao ¢(x,y) no contorno,por meio de uma nova integragao de
contorno, isto & pondo as equagdes (II-10) e (II-11), na expres

sdao fornecida pelo calculo diferencial:

integrando entre Q e P:

P P P
- od ad
] dé = J X . dx + J ——BT . dy

Q Q
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Tendo em vista as equacgbes (II-10) e (II-11).

p P
op - @Q = Jq(Qy+A).dx + Jq(—QX+B).dy

P P
op —@Q = ]QQy.dx - jQQX.dy + A(XS-X0)+B(YS-YO)

Por meio de uma integracdo por partes das integrais res

tantes chegamos a:

P P

¢y - By = QueXg - Qx.d(Qy) - QY+ QY.d(QX) +

+ A(XS—XO) + B(YS—YO)

Observemos atentamente as figuras (II-9) e (II-10), no

P
tamos que [ x.d(Qy), representa o momento total das forgas de

direcdo y em relacdo a origem dos eixos coordenados; podendo
portanto ser representada como:
P

Qy'Xr’ analogamente 1 Y.d(QX); Qx'Yr
*Q
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LA,
o

d(Qx)
Qx

e e —— - ———— — g

FI1G. I1_9 'FIG.II_JO

Com isso ficamos com a seguinte expressao para &.

0p - g = QX - Q- X, - QYo * A -Xg) + BYS-Y)

ou:

¢, -

P-¥Q Qy(xs_xr) + QY mY )+ Axg + Byg - Ax, - By,

Observando mais uma vez as figuras (II-9) e (I1r1-10), no
tamos que:
Q. . (X_~-X) = (M) (momento das forcas de contdrno
y s 'r Y'p _

de direcao y, existentes no trecho Q? em relagdo ao ponto P) ana

logamente:

Qx(Yr_Ys) = (MX)P (momento das forcas de contorno de
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diregao x, existentes no trecho Q? em relagaoc ao ponto P}
Depois destas consideracdes teremos:

®p- 0o = (My)P + (MX)P + ALX * BY - AX - B.Y

ou ainda:

Desta forma M, = (M) + (M) , representa o momento
P X p Y'p

de todas as forgas de contorno existentes no trecho QP em rela

gdo a P genérico.

Como o ponto Q(xo,yg), representa a origem, e portanto

€ arbitrario; facgamos:

(-A.x, - By + @Q) — C (constante), o que ndo afetara

as tensoes.

Portanto a funcdo @(x,y) no bordo sera representada por:

@p = M+ Auxg + By C Eq. (II-12)
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A expressao para @P(x,y) no contdrno, distingui-se do

caso dos dominios simplesmente conexos pela presenga do fator 1i

near de contdérno (A.xs + B.ys + Q).

Considerando-se que Mp representa o momento de todas as

forcas de contorno compreendidas entre Q e P sobre o contérno s;

adotando ¢, positivo no sentido anti-horario.

Em particular, se o contorno for descarregado (Mp = 0 )

e @ reduz-se a:

P’

¢p = A.x, * By + C Eq. (II-13)

E de se notar, que as constantes A, B, e C, tomam valores

. -, e - . —~ .
diversos para os varios contornos do dominio, e sao novas 1ncog
nitas a determinar; devendo-se buscar novas condigoes que permi

tam a sua fixacgao.

2.5. Critérios de fixacao das constantes de contorno.

Para melhor compreendermos a natureza do problema, va-
mos encaré—lo\pelo lado geométrico. Seja a chapa que cobre a Te
gido o B ¥ § do plano xy e provida dos orificios C,eC, como

mostra a fig. (II-11).
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Se em cada ponto do contorno e do dominio levantarmos
uma perpendicular, representando a grandeza da funcao & naquele
ponto; obteremos a superficie ¢(x,y). #As ordenadas ¢ estarao fi
xadas na periferia do dominio, a menos de fatores lincares aos

quais denominamos:
Ax + By + C; sobre C
Ajx + Byy + Cq; sobre Cy

Ayx + Byy + Gy sobre ()

Raciocinemos com os contornos internos Cl e C2 descarre

gados e o contorno externo C carregado.
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Imaginemos a funcdo ¢ determinada; isto &, a forma da

superficie ¢ perfeitamente fixada.

Se alterarmos as constantes de um dos contornos, os de
C, por exemplo, toda a superficie sofre um movimento rigido, man
tendo porém sua forma e assim sua curvatura. 0s contornos inter
nos de ¢, situados num plano, por estarem descarregados(BEq. II-13
porém com orientagdo qualquer, acompanham o movimento rigido da

- -
superficie.

Concluimos assim que um movimento deste género ndo in-
fluira nas tensoes e podemos dispor livremente das trés constan
tes deste contorno, fazendo-as nulas. (como nos dominios simples
mente conexos). Restam-nos trés constantes em cada contorno  in

terno da regiao.

Poderia parecer a primeira vista que os fatores 1linea-

res dos contornos internos (Alx + Bly + C1 e AX + B

5 ZY + CZL nao

seriam essenciais ao estado de tensao, pois como fatores aditi-
vos a fungao ¢; desapareceriam com a derivacao segunda. Devemos
porém observar que sao eles fatores de contdorno, isto €, fazem
parte das condigaes de bordo especificadas para ¢ e irao influir

na propria forma de toda superficie &.

Para fixar o. valor das constantes de contdrno, temos
dois meios. O primeiro & obrigar os deslocamentos a serem fun-
cdes univocas de sua posigdo no dominio ¢ o outro; escolher as

constantes de contdrno, de modo a tornar a energia elastica arma
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zenada na chapa um minimeo, segundo o principio geral da elastici

dade.

Ocupemo-nos neste trabalho do primeiro método, mais tar

de justificaremos o porque desta escolha.

Devemos impor a condigao de unicidade a u, v ¢ as deri
Ju v . . ~ . .
vadas 5y~ e -y > bois as demais terao unicidade garantida,

se ¢ for univoca, segundo as equacgoes (II-5).

Para isto devemos ter:

%du=0; }dvzo;id(gg)=n;§;d(g§)ﬂo

+
Para uma curva qualquer P@QP na fig. (II-12), situada no

dominio. Estas poderdo, naturalmente, também circundar os orifi

°l

cios internos.

x
-

F1G. 11_12

Vejamos as condigGes de unicidade para u e v, em primei

ro lugar.
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%du ~ %(-—g‘)—i—d;cir g;dy)=0

Integrando o segundo fator por partes, teremos:

Q
du_ 4. _ l du {Q _ 2%u 4
3y 3y b y BY_Z_ y

Quando Q » P; isto &, a curva é fechada, o fator cons-

tante anula-se em virtude da unicidade de y, de modo que:

Q Q 2 2
2 3y

entao:

au au d Bzu
( dx + 5y dy) = 0( dx =y ——=— . dy) =0

Das equacoes (II-5), que relacionam os deslocamentos com
as tensbes pela lei de Hooke podemos tirar certas relagoes impor

tantes; vejamos.

Derivando a primeira das equagoes (II-5) em relagao a
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y obtemos
> (u_ 3 (du, . 1 20 _ 0% )
Y X ax 3y E By3 axzay
Eq. (II-14)

Derivando agora a segunda das (II-5) em relagao X teremos:

(v _ d v, 1, e 359 )
ax 3y oy 9x E 3X3 X3y
Eq. (I1-15)

Daiterceira das equagoes (II-5), explicitando o valor

ox
de Sy

, € derivando em relacao a y obteremos:

3 ( Ju ) = - 2{1+v) 3°6 - 3 ( 9V )
3y 3y . E : axayz 39X 9y

por sua expressao dada na se

Substituindo nesta,

gunda das equagoes (II-5), chegamos a:

3 3

5 . du 1, 3% 3°0

e (2 L (22 () )
oy oy E- 0 gy’ XY

Eq. (II-16)
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Analogamente, da terceira das equagoes (TI-5), explici

tando o valor de g; , derivando-a em relacao a x e substituindo

nesta,a expressao de gi dada na primeira das (II-5), obteremos

finalmente.
3 3
d 0 1 a @& 3~ ¢
% (o0 T - Gzt () ) (Bae (TI01D)
3y dyox

As equagbes (II-14) até (II-17), serdao importantes na

formulagdo das condigoes de unicidades, como veremos a seguir.

2
Voltando a integral curvilinea i( gi .dx—y.—E—%—.dy)=0;
oy

tendo em vista a primeira das equagoes (II-5) e a Eq.(II-16), es

ta transformar-se-a em:

Eq. (II-18)
ou seja, a primeira das condigoes de unicidade de deslocamentos.

Para o casoc de V, a condigao % dv = 0, transformar-se¢

% dv = % [—%%-dx.+ g; dy) = 0, apds a integracao por



.49.

partes do primeiro fator vem:

Q, e (v,
J 81 dx= I gl . X b - x.—%z%—.dx ; quando P » Q, a
p P

curva € fechada,o fator constante anula-se em virtude da unicida

de de x; de modo que:

v, \ 22 22
v v v
dx = - X. dx = - X dx
JP 9x ;P ox’ % 3x
oV Bzv
A integral curvilinea sera; (—3?—.dy-x.—g;7—.dx)‘= 6

que com o emprego da 22 das eqs. (II-5) e da eq. (II-17),em subs

2
tituicao as derivadas g¥ e i g respectivamente, nos dara:

- é dv = 0 Eq. (II-19)

Vejamos agora em que resulta a condigao de serem dife-

‘s =~ 9 oV . - s
renciais exatas as fungoes 8; ¢ —,—» 1sto e,as ultimas das @n

dicoes de unicidade, temos:

{d ( g; ) =0ce %d ( gi ) = 0, diferenciando-as teremos:
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2 3u 3 du ..
Max (ay).dx+—ay—(%).dy]=o c

3 . v PR
M’ﬁx_(ﬁ)dx * =y (ox )'dy} =0

Se empregarmos as equacgoes (II-14) e (II-16), na primei
ra, e as equagoes (II-17) e (II-15) na segunda respectivamente,
em substituicdo as funcdes derivadas dos deslocamentos, obtere-

mos finalmente as Ultimas das condigoes de unicidade, transcri-

tas abaixo:

3 3 3
0”0 K "¢ 079
(——=— - )d ( +(2+v) ————Zldy} =0
+[ ay szay 3x3 IX dy
3 3 3 3
37 ¢ )
M—( P 2). a2 dy}u 0
3y 09X 3y 3x3y

Eqs. (I1I-20)

Que estas duas condigdes sao identicas, demonstraremos
facilmente empregando o teorema de Green e transformande as 1in-

tegrais de contdrno em integrais de dominio.

As equagOes (T1-20), foram deduzidas para qualquer ca-

minhamento fechado, tomado dentro do dominio. Para maior facili
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dade de raciocinio, consideremos uma regiao com somente um con-

torno interno fig. (II-13).

FIG.11.13

Tomemos a curva que vai de P a Q, circundando o orifi-
cio interno, indo apds ate R, de onde percorre o contorno exter
no C, voltando finalmente ao ponto de partida P. O trecho Qﬁ =
— §p , € percorrido uma vez num sentido e outra vez no outro,
nao dando contribuigdo a integral curvilinea. Temos assim a in

tegral estendida a todo o contorno da regiao, deixando-a, sempre

a esquerda do caminhamento, de acordo com a convencao estabeleci

da.

Sabemos pelo teorema de Green que:

%(F.dy - G.dx) = H( CAi ggj ) dxdy

Aplicando-se ao nosso caso, por exemplo a segunda das
equacgoes (II-20}, teremos:

3 3 3 3

3 378 370
Fe (- v. —22) 1 6= (23 + (2+v) )
ax 9X3y ay ax 9y
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0 que equivale a condigdo:

operando os fatores semelhantes chegaremos a:

4 4 4
(22 42 32@ y + —22)dx.dy — viedx.dy = 0
3X 3x~ay Y

A igual conclusao chegariamos, tomando a primeira das

equacoes (II-20), vejamos:

3 3 3 5
234 p : 9°%
Fo (gt (20— 5 G (g )
9x X3y Yy 3y 2
X ay
4 4 4
) a9
(—22_ 4 (2+v) 2 q)g + I~ - Ve—p—7).dx.dy
5 ax 9y D% dx 3y

Operando com os termos semelhantes:

: 4 4 4
(——E—%— + 2. g ®2 + 9 i ). dx.dy = V4® dx.dy = 0
ax 9x“9y 3y

Isto prova a equivalencia das duas equagdes (IT-20), po
dendo assim, ambas as condigoes serem usadas indiferentemente

nos calculos.
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Para a fixacao das tres constantes de contorno(A, BeC)
teremos entao as condicoes dadas pelas eqs. (II-18) e (II-19), e
ulma das condigoes dada pelas eqs. (II-20). Poderiamos usar tam-
bém suas equivalentes condicdes de dominio. Para o procedimento
numérico, objetivo deste trabalho, o mais conveniente & tomar as
integrais curvilineas, circundando © contdrnos internos, tendo-

se assim tres condigdes para as trés constantes de cada contdrno.

Algumas palavras, sobre o segundo método de determina-

¢ao das constantes de contorno.

A energia elastica armazenada na chapa sujeita a um es

tado de tensao dado; como sabemos pode ser expressa por:

AT = —%?[cxz + oyz—Zv.cx.oy+2(l+v)Txy2], ou em funcao

da funcao de tensdes:

* 2 Z 2 2
2 9
A= Z}E[(a§)+(*-—2—”)—2v(32)(3§)+
3y 0X 9X y

2 2
v 20109 (s b ]

A funcao ¢ que corresponde ao estado verdadeiro de ten
sdo da chapa € aquele que torna A" minimo, podendo-se utili

zar esta condigao para detrminar as constantes A,B, e C.
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. *
Se operarmos numericamente, A pode ser expressa em fun
cao dos valores de ¢ do dominio e do contorno, nos pontos esco
lhidos, resultando uma fungio quadratica déles, isto &, A" =£(2y,

¢,,....0_, A, B, C).
n

2

BA* _ A DA*

Pelas condigoes: A g . Y 0 e —=c 0, tere

mos um sistema de tres equacbes lineares em A, B, e C, que nos
permite calcula-las; porém serao dados em funcao dos quadrados
dos ® transformando o sistema linear de equagodes, corresponden
te a condicgao V4¢; em nao linear. Isto torna o processo pratica
mente fora de cogitacdes para o método das diferencas finitas
dai optarmos pelo primeiro método (condicgoes de
unicidade dos deslocamentos), para fixarmos os valores das cons

tantes de contorno.
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CAPTTULO III - METODO DAS DIFERENQAS'FINITAS: COORDENADAS CARTE-~

STANAS RETANGULARES:

3.1. Consideracoes gerais.

Serdo apresentados os conceitos basicos do método das
diferencas finitas e a disposicdo em forma de molécula de todos

0s operadores utilizados na resolucdo numérica.

3.2. Conceituagdo. Diferencas finitas ordindrias.

0 método consiste em explicitar as derivadas de uma fun

gdo Y = f(x) fig.(III-1), em térmos do valor da mesma, em deter

. s ~ d
minados pontos. Substituindo-se as expressoes exatas de ——aiv-— ,
d2x q" . Ay Azy
g, e, ____%_ pelos operadores de diferengas X 7 :
dx dx : Ax
n
. —é—%——m , que representam uma aproximacao para as derivadas;
Ax

onde Any significa a diferenca de ordem '"n" de y.

4|

B
X

e i i S S S A B
T ——— ——

~
I~
™

F1G.111-1
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Vejamos a representagao. das derivadas por diferencas fi
nitas. As derivadas de uma fungdo y(x) sao definidas como a ra
LR} "

za30 do incremento de "y", em relacdao a "x", e suas derivadas sao

representadas analiticamente por:

1§ derivada:

SY — 1im Ay _ 1im Y (x+AX) -y (x)
X
Ax—+0 Ax

22 derivada:

y (x+Ax) -y (X) 7 y(x)-yx-1%)

2 Ax Ax
_dy . lim Ai ( ii J=lim
dx Ax=0 Ax=+0 AX

3_, 4_,-o-, etC-

Observando a fig.(II1I-1), se '"AX" nao tender para zero

e portanto tiver um valor finito "h', as derivadas no ponto x =

= X, serao representadas por suas expressoes em diferencas fini

tas.

As expressoes para as diferengas de 12 ordem no ponto

X = X/, podem ser expressas de tres maneiras:
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(—%%—)n — n+%- n Bq. (IT1-1)
(=1 - " ; Yn-1 Eq. (IT1-2)
(=5 - Yn+1;En'l Eq. (III-3)
A equagao (III-1) é& denominada diferenca em avango, a

equacgao (IIT-2) diferenca em atrazo e a equacdo (III-3) diferen-
¢a central. Observa-se que na diferenca em avange usam-se sempre
termos a direita de 'm", em atrazo a esquerda e central em tdorno
de '"n''. Pode-se empregar mais de uma forma para um mesmo proble
ma. Neste trabalho foram empregadas as diferencas centrais na so
lucao das placas sob flexao; na solugao das chapas (estado plano
de tensoes) foram empregadas as tres formas distintas para repre
sentar as derivadas 192 , quando da aplicacgao das condigoes de

bordo, como veremos no capitulo V.

Para as diferencgas finitas centrais de segunda ordem

teremos:

(Ay,,1)/h - (&y )/h

(__é_Z_) = (diferenca em avango)
pl n
ATx h




.57,

ou
2%y (Ypay=¥p) /B - (G Yp ) /b
(——), = —
pfx B h
Y -2Y_+Y
= nel 7 n_n-1 (diferenca central) Eq. (I1I-4)
h

De maneira andaloga, calculam-se em diferencgas finitas

as derivadas de maior ordem; vejamos as expressoes em diferencgas
. . a a .

finitas das derivadas de 3< e 4% ordem, que precisaremos ao 1lon

go deste trabalho.

Utilizando-se das diferengas centrais e procedendo de

. - a as .
maneira analoga a 1= e 27= derivadas teremos:

2 2 2 2
] Py, /mi- Py /m
A"y . _
( k4 ) - -
AX 2h
Vo2 212 7Y 0
_ Eq. (TII-5)
2h°
2 2 2 2 2 2
K iy /ity mieety omt
(—7—) 7 =
A'X h
Y oA *6Y AY Y,
. : Bq. (I1I-6)
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As eqs. (III-3), (III-4), (III-5) e (III-6), represen-
tam as aproximagoes em diferenéas finitas centraié para as deri

vadas de 1§, 29, 32 o 4§ ordem ,

3.3. Diferencas finitas parciais.

Seja a funcao z = f(x,y) fig. (III-2)}. Desenvolvendo
f{x+h,y) e f(x-h,y) em séries de Taylor, nas vizinhangas do pon

to (x,y), na direcao '"x" obtém-se:

3 n?  5°
E(x+h,y) = £(x,y) thelef (x,y) e — £x,y) +
TOBx
3 3 4 4
h 3 h )
+ . fx,y) + f(e,,y)}
3] 3X3 4! ax4 1
3 n? 8% .
f(X'h,Y) = f(XaY) - h—a—x_f(x,Y)'l' 2T 5 zf(an) =
X
3 3 4 3
h ) h d
- K f(X,Y) + 7 . 4 fCEZ’Y)
ax 9x

Somando-se membro a membro estas equagoes obterse-a:
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2
— ) ::~;%—[f(x+h,y) - 2£(x.y) + £(x-hy) -

o4

ax

I f(El $Y)+(EZ’Y)]

Esta expressao podera ser escrita de uma maneira mais

sintética:
82 1 2
~7 £00y) = —Hz—[f(x+h,y)-zf(x,y)+f(x-h,y)]+ 0(h?)
Eq. (III-7
24 y . q. ( )
1 1 |
o L
\ ] i |
\ 1o ! , K
)
) | ' .l
: : Ly °f, K
l’ | L i
' 1 ] ! i x
1 ' L} *
I ] ' :
o h b N
L L g Ed L4 x
~ -
FIG. II1_2

De uma maneira analoga seriam obtidas as expressoes pa
a a a .. - ~ et
ra 1=, 3= e 4= diferengas parciais em relagdo a "x"; 0 que trans

crevemos a seguir:

—%i £(x,y) = §%—[f(x+h,y)—f(x-h,y)}+ 0ch®) Eq. (111-8)
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3 ,
—gig—f(X=Y)="Eig—[f(X+2h,Y)‘2f(X+h=Y)+2f(x‘h,Y) -

- f(x—Zh,y)} + 0(h%) Bq. (II1-9)

4
——EI— f(x,y) = —;%—[f(x+2h,y)—4f(x+h,y) + 6f(x,y) -

ox
4f(x—h,y)+f(x-2h,y)]+ 0(h%) Eq. (I1I-10)

Do mesmo modo se a funcao z = f(x,y) for desenvolvida

de Taylor, nasvizinhangas do ponto(x,y)porém na direga

"Y",com intervalos finitos iguais a "K" fig.(III-2);obter-se-aoex

pressoes

analogas para as diferencas finitas parciais de 1§, Zg,

a a . .
3= e 4- ordem, transcritas abaixo:

S £00Y) = [ £y £ 0y-0 |+ 00

Eq. (ITI-11)

0

—37;_ f(x,y)=—i7—[f(x,y+k)-Zf(X,Y) +f(x,y—k)}+0(K2).

Eq. (ITI-12)
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3

—~§3— f(x,y) ¥-.'13 [f(x,Y+2k)-2f(x,Y+k)+2f(x,Y-k) -
Yy 2k
-f(x,y-Zk)] + 0 (k%) Eq. (IT1-13)

4
oty - —b—[f(x,wzm—4f(x,y+k)+6f(x,y) -

- 4f(x,y—k)+f(x,y-2k)]+ 0 (k%) Eq. (I11-14)

Em virtude da relacdo do calculo diferencial:

m+n m n
9

d
—m_n fx.Y) =
IX 3y X ay Yy X

As diferengas finitas parciais mistas poderao ser facil
mente avaliadas; & do nosso interesse avaliar as expressoes das

diferencas finitas parciais mistas de 22 ¢ 42 orden. Operando em

diferencgas a expressao 33 ( gi ) Obter-se-a:
82 1
e £0GY) = A£G,y £ G,y k) -

- f(x—h,y+k)+f(x-h,Y‘k)]+ 0 (hk) Eq. (II1-15)
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Analogamente, operando sobre i ( 0 g ) chega-se a:
‘ 3y 3x ,
34 1
“oxZoy’ £(x,y) = 7T 4F(x,y)-2(f (x+h,y)+f(x-h,y) +

HE(x,y+r k) +E(x,y-k) )+ (x+h,y+k) +£ (x+h,y-k) +f (x-h,y+k) +

+ f(x-h,y-k)] Eq. (III-16)

Como se pode observar das expressoes (TII-7) a(III-16),

o érro de truncamento & da ordem de (hz) ou (kz).

E nossa intencdo chegarmos a expressdo do bi-Laplaciano

(V4f(x,y)) em diferengas finitas; vejamos:

4 4 4

v4f(X,Y) = (—E~1 + 2 3 5+ 84 YE(x,y),substituindo
9x 3X 3y 3y

as expressoes das derivadas parciais, por suas correspondentes em

diferencas finitas obtem-se:

V4f(x,y) = —E%—[f(x+2h,y)—4f(x+h,y)+6f(x,y)—4f(x—h,y) +
+ f(x—Zh,y)]+ __737_[4f(x,y)-Z(f(x+h,y)+f(x-h,y) +
h°k

* L(x,y+vk)+(x,y-k))+f (x+h,y+k}+£f(x+h,y-k)+f(x~h,y+k)} +
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+ f(x-h,y-k)]+ i [f(x,y+2k)—4f(x,y+k)+6f(x,y) -
: k

- 4f(x,y—k)+f(x,y—2k)] Eq. (III-17)

Esta expressdo & valida para uma malha retangular com
intervalos finitos nas direcdes x e y diferentes, como ilustra a

figura (III-3), um elemento desta malha sera:

ai - hek

Porém se os intervalos finitos forem iguais (h=k); a ex

pressao do bi-laplaciano V4f(x,y) seria simplificada.

Fazendo-se na Eq. (I1I-17); h=k = X teremos:

V4f(x,y)ﬁ —EI[ZOf(x,y)-S(f(x+l,y)+f(x—k,y)+f(x,y+k) +

A

+ E(X,y-R))AZCE (xR, YA HE (=R y R A) +E (=R, y-0)

+ f(X"‘A ,Y_A))+
+ (f(x+2x,y)+f(x=21,y)+£(x,y+2X)+ f(x,y-ZA))}

Esta expressao representa o operador bi-laplaciano emdi



.64.

ferencas finitas com intervalos finitos iguais; portanto & vali
da para uma malha regular com elementos quadrados e sera aplica

da com maior intensidade neste trabalho.

3.4. Operadores dispostos em moléculas.

A obtencio dos operadores dispostos em moléculas,se faz
tomando um ponto central (i,j) e desenvolvendo (ITI-17) e (ITI-

18), de-acdrdo com (III-10), (III-14) e (III-16).

Uma vez feitas as operacdes e simplificacles, obtém-se

as expressoes para as eqs. (III-17) e (III-18)}.

. .. 4 .
Vejamos primeiro a forma de operador V f(x,y), com 1in-
tervalos finitos diferentes, nos deteremos ao caso particular em

gque h = 2k.
viE(x,y) = —(F . -4F +6F, .-4F. S R
SARET I S5 R 5 U Rk 0% R SIS % Rk £ 5%

8 -
*opr | (AFy 5m 2y g F a1 4R, je1%F) 5 o14F a1, j 1

+ F F 16

i_lyj-"l]: + —hj.—[Fi,j_{_z-dFi,j_i_l"'

i+1,j-1"Fi-1,3+17

+6Fi,j'4Fi,j-1+Fi,j-2}
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WYY ’
N iﬂ"m" lian RITIPTY
k= h/z ' ‘ l L .
1 20 -y ) L1 | i3 Sy L
k=bs , -
1 . L",a-“ ‘e ) L:A‘i I t+1,"i
.
A .i,a-zh FIG.1J1_4

.1..

Operando com os termos semelhantes ficamos com:

4., 1 _ .

T hT[134Fi,j SO jer*Fi 520 (g 5P 50
+8(Fi+1,j+1+Fi—1,j+1+Fi—1,j-1+Fi+1,j—1)+16(Fi,j+2+
+Pi,j_2)+Fi+2,j+Fi-2,j] ch (III_lg)

Colocando esta expressao, sob uma forma compacta, tere

mos a molécula representada na fig. (III-5).
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FIG. 111-5
Para o caso em que os intervalos sao iguais, ou seja
h =%k = X o operador V4F tera a forma compacta.
viF = —L {200, -8(F. . .4F. . .+F. .. +F. . ) +
AZ i,] i+l,j "i-1,7 "i,j+1 "i,j-1
MG IR FERLE PSS FERLE B IS B A FS U VR
+Pi+2,j+Fi—2,j+Fi,j+2+Fi,j-z] Eq. (III-20)

Colocando-se esta,no arranjo de molécula, seus coeficien

tes sao vistos na fig.(III-6).
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CAPITULO TV - METODC DOS ELEMENTOS FINITOS

4.1. Consideracgdes gerais.

Sao apresentadas consideragdes reclativas aos elementos
empregados na anflise das placas e das chapas pelo sistema de
linguagem "LORANE LINEAR" para anflise estrutural por computador

0 qual se encontra nos arquivos da COPPE/UFRJ.

4.2. Conceituacao. Elementos utilizados. Hipdtese.

A essencia do mé€todo consiste em substituir uma estrutu
ra continua por um modelo formado de elementos estruturais, uni-
dos entre si através de um nfimero finito de pontos. Estes sdo
os pontos nodais. Para o elemento estrutural, admite-se ser pos
sivel conhecer o seu comportamento a partir dos deslocamentos ou
das forgas nodais. Os elementos, dependendo do tipo de proble—
ma, podem ser de uma, duas ou trés dimensoes, com formas geomé-
tricas variadas. O que o caracteriza € sua forma geomftrica, o
nﬁmero e tipo dos deslocamentos nodais, grau da expressio poli-
nomial, que representa a lei de variagdo do campo dos deslocamen
tos e a técnica utilizada na obtencao da matriz de rigidez dos
e¢lementos (uma mat:iz pode ser formada por’matrizes de sub-ele-

mentos).
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A escolha da lei de variagdo do campc dos deslocamentos
€ a parte mais delicada e importante do método. Na flexio das
placas o campo dos deslocamentos refere-se ao deslocamento trans

versal "w'" e os demais s3ao obtidos por derivacdo de w.

0 elemento que utilizamos para analise das placas ° pelo
programa em linguagem Lorane Linear foi do tipo retangular nao
conforme, este o Unico elemento disponivel atualmente implementa

do no sistema.

Descricdo do Elemento: ¥
] .
Elemento Retangular Nao Conforme: N . |
d W
FPANC
- >3
Nome: '"FPRNC' ex: o x
Caracteristicas Basicas: Elemento retangular de quatro
nos, colocados nos seus vértices, e possuindo trés incogni-

tas nodais por vértice ("W', RV","RU"), totalizando doze desloca
mentos nodais. A implementacdo deste elemento & baseada em uma
variacao tipo polinomio imcompleto de quarta ordem para o deslo

camento transversal "W".

Nao existindo compatibilidade inter-elemento para as
pendentes normais aos lados do elemento, o mesmo resulta ser de

tipo nao conforme.
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Para a analise das chapas o elemento utilizado do siste
ma Lorane Linear &€ do tipo tridngular de segunda ordem e sua im
plementagao foi baseada no modelo compativel ou de deslocamentos.

- A descrigao deste elemento € feita a seguir.

Elemento Triangular de Segunda Ordem:

Nome: "EPTTQ"

ex: o

Caracteristicas Basicas: Possui seis pontos nodais, trés nos Ver
tices e outros trés nos pontos médios dos lados. A sua formula-
cao se baseia numa variacio quadratica para os deslocamentos, do
que resulta uma variacg3o linear para as deformacGes especificas

e para as tensdes sobre o elemento. Este elemento possui  duas
incégnitas nodais para cada ponto, totalizando doze incognitas

que correspondem aos deslocamentos lineares '"U" e "V',
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0 sistema Lorane Linear foi implementado para calcular

as solicitagles nos nds de cada elemento.

A solicitagdao em umponto nodal sera a média das solicita
¢bes dos nds dos elementos que nele concorrem. O sistema Lorane
ndo calcula internamente essa média, o que fol feito manualmente

neste trabalho.

4.3. Critérios de convergencia.

Para que a solucdo obtida com o método dos elementos fi
nitos convirja para a solugao exata com o refinamento da malha,
o campo de deslocamento assumido deve satisfazer as seguintes

condicoes,denominadas - critérios de convergéncia:

a) O campo dos deslocamentos escolhido deve ser tal que nao haja

deformacao do elemento quando os deslocamentos nodais sao de

corpo rigido.

b) O campo dos deslocamentos deve ser tal que se os deslocamen-
tos nodais sao compativeis com uma condigao de deformagao uni
tdria constante, esta deformacdo unitaria seja a partir do

campo dos deslocamentos.

Para que os critérios secjam satisfeitos, o campo de des
locamentos assumido deve ser no minimo um polindmio completo de

grau igual & ordem de derivacdo para o cdlculo das deformagoes.
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No caso de placas, considera-se como deformagaes unitérias as
curvaturas, que sao expressas'como derivadas segunda de "W".Assim
o campo de deslocamento assumido deve ser no minimo um polinomio
do 29 grau. E bom salientar que a obediéncia desses dois crité-
rios ndo garante a convergéncia para a solucdo exata com o refi
namento da malha, isto &, os critérios sdo condigdes de necessi

dade mas nao sao de sufiencia.

A convergencia para solucgao exata & garantida desde que
além de serem satisfeitos os critérios de convergéncia,sejam tam
bém os de conformidade. As condigOes de conformidade referem-se
a compatibilidade completa de deslocamentos ao longo de um 1lado
comum a dois elementos adjacentes. No caso de flexao de placas,
a compatibilidade refere-se ndo sb aos deslocamentos transver-
sais "W", mas também as inclinagOes ao longo de um lado comum a

dois elementos.

Elementos nao conformes podem convergir para a solucgao
exata desde que as derivadas terceiras permanecam continuase limi
tadas a medida que o tamanho da malha diminua. Esta condigdo que
substitui a de nao conformidade foi demonstrada teoricamente
pelo Prof. Arantes e Oliveira. Foi utilizado na comparagao o €

~ - 2
lemento nao conforme para flexao de placas .



.73,

CAPTTULO V - RESOLUGAO NUMERICA

5.1. Fixagdo das condigdes de contdrno, por diferengas fini

tas.

5.1.1. Placas. Condicoes de contormno.

Primeiramente abordaremos o caso de flexao das placas.

Consideremos a seguinte malha, a qual pode ser lancada sobre a

superficie de uma placa, fig(V-1).

.

AN A N

TR

D)

4 N A
. Inw N NE .
( \ P =
bordo #www o _|& {3 -
O T A : l
i
itV Tl A
I S
T
. : 1 : }
o | . F16.V_1

.

As condigoes de contorno a serem consideradas neste tra

balho correspondem aquelas necessarias aos exemplos analisados.

No Capitulo I, item 1.5., foram estudadas todas as condigoes de

contorno de interesse para nos, vejamos em termos de diferencgas

finitas como estas podem ser expressas:
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Tendo em vista d Fig. (V-1) em que vemos o bordo

= cte = 0 de uma placa, as condigées de bordo especificas

cada caso serao:

- Bordo Engastado { y = 0); no ponto 0:

- Bordo simplesmente apoiado{y = cte = 0), no ponto 0:
—(2+zu)wo+wn+w5+u(ww+we) = 0 e WO =0
como ; WO = Ww = We = (0, as condig¢des resultam.
WS = —Wn
W =20
o

- Bordo Livre (y = cte = 0); ponto 0:
-(2+2u)w0+wn+w5+u(ww+we) =0

(6-21) (W_-W )+ (2-u) (W +W_ W

se 'sw nw—wne)_wnn+w -

SS

ZAS

para

= - —5 (Ry)o {(caso nao haja forga no bordo(Ry)6=m



.75.

- Canto Livre (y = cte = 0, x = 0); ponto 0

We - ZWO + Ww =0

wS - Zwo + wn =0

(6_ZU)(Ww_we)+(2"U)(wne+wse-wnw-wsw)_wwﬁwee -
3
22 (R )
0
D
(6=210) (W= W)+ (2w} (W 4W =W W) "Wt =
3
2ZA7 (R
( Y)o
D
zxZ(R)O
Woe e Wy Wnw = D(1-1)

(caso nao haja forcas no canto; (RX)O = (Ry)o = (R)O =

= 0).
5.1.2: Chapas. Condigoes de contorno.

- Pontos de Contorno

A teoria € suficientemente explicita no tocante aos pon

tos do contorno. A situacdo nova que se apresenta € a  presenga
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de contornos internos (orificios), o que nao aparece usualmente
nos problemas resolvidos na literatura. A assimilacao do contor
no a uma viga em balanco € perfeita e pode ser facilmente cons-

tatada na fig(V-2) e no exame da equacao (IT-12).

FI16. V-2

A origem escolhida, serda ditada pela simetria e conve-
niéncia do problema especifico. Como j& se sabe, a origem e arbi
trdaria(ver capitulo II, item 2-4). Como as tensoes sao dadas em
fungdo das derivadas segundas de &, esta escolha arbitraria nao
as afetara para os pontos do contorno, qualquer que seja a ori-

gem escolhida.

Dada a simetria total de carregamento, vinculacao e for
ma, pode-se adotar apenas a quarta parte da chapa analisada, pa

ra se conhecer a plenitude de seu comportamento.

Os pontos do contorno receberao uma notagao diferente
da dos internos(ver ex. da fig.(V-2), justamente para os diferen
ciar. Serdao anotados em algarismos romanos, enquanto os internos

o serao em arabicos.



T

A origem escolhida & "0", e o caminhamento sera da di-

reita para a esquerda, conforme convencio adota na teoria.

0 contorno sendo assimilavel a uma viga em balango, fa-
ra com que o sinal do momento seja o mesmo, em qualquer dos dois

sentidos.
Relembremos que os espagamentos entre os pontos da bor
da superior, como de toda a chapa sdo iguais entre si, pois, a

malha € regular e tem um valor igual a"A",

Conhecidas estas preliminares e munidos da equacao (II

12}, pode-se calcular os valores de ¢ no contorno.

Pontos sobre o contorno externo:

Da equacgao (II-12) o valor de ¢ para pontos do contorno
da peca vale: ¢ = Mp + Ax + By + C, como se trata de pontos so
bre o contorno externo o fator linear (AX + B_+ C) & assumido

y
nulo como nos dominios simplesmente conexos; entao ¢ reduz-se a

¢ = Mp (momento de todas as forgas de contdrno compreendidas en
tre os pontos 0 e XIII na fig. (V-2)). Sabendo-se que o carrega

mento, por ser vertical, nao admitird componente horizontal, tem

Se.

b = (My)p = - (momento de todas as forcas de contorno de
.

direcao y, existentes no trecho 0XIII).

Como "P" & igual a forca por unidade de comprimento de
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finido no capitulo II, os valores de ¢ nos pontos do contorno ex

terno serao; pelo sentido do caminhamento indicado na fig. (V-4)

iguais a:
5, = %y - % = %1 = 11 = ®yITI = 0
3 A2 o 3 2 4 5 2
IX = =P O oL B pa? %= 2p

2 2
'xu:-%mz
3
e XIII:-%P)\Z

Pontos sobre o contorno interno

No contorno interno, & ::Mp + AX + BY + C,porém como O

contdorno esta descarregado Mp =0 e ¢ resultard uma funcao line
ar de x,y, no entanto pela dupla simetria nao poderemos ter 05
termos antissimétricos AX e BY, entdo ¢ = C serd uma constante

ao longo do contorno interno da chapa, vista na figura (V-2).

Pontos externocs

Na geracdao das equagﬁeé, quando da aplicagdo da molécu
la geradora bi-harmonica (V4® = 0), aos pontos internos adjacen
tes aos contornos, nota-se a necessidade de definir alguns pon
tos fora do contdrno, portanto externos, também chamados  ficti
cios, ver fig(V-2). Sera necessario estabelecer uma ligacao en

tre estes pontos e os demais pontos do  sistema, por
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exemplo os internos. Isto sera possivel através das equagoes

(ITI-10) e (II-11), que represéntam ﬁs derivadas de %(x,y) no bor
do.

Vejamos:

Observamos que as derivadas de ¢ apresentam os fatores constan-
tes A e B respectivamente, o que diferencia do caso dos dominios

simplesmente conexos, em que esses fatores sao nulos.

Como vimos na teoria (CAP.II), no contorno externo da
chapa as constantes de contorno podem ser tomadas nulas (como ncs
dominios simplesmente conexos), sem alterar o estado de tensao

da chapa; teremos pois, para as derivadas de &:

gi == e 22 _ Q,» como o contorno lateral ex-

terno da chapa esta livre de

esforgos,Qy=QX=0.

Substituindo as derivadas pela diferenga finita central

de acordo com (III-8) e (III-11).

gi = 0 (para todos os pontos do contorno lateral
(de 0 até VIII), o mesmo ocorre para —%%—

que também €& nula nestes pontos.
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entao:
¢ -9
0 b 3
( ) = =0 .. o =09
X 74 2 b 3
Analogamente:
Pe T % 2 %a T 0y 5 Qg T %y v %p T 8y 5 0 = 0y
Para a derivada g? = 0; como ¢ neste contorno é cons

tante e nula esta condicdo € automaticamente satisfeita.

Caso semelhante ocorre no bordo superior, em que a condi

cdo 33 = 0 (pois nao ha forga de bordo na diregdo x) nos di:

(ﬂ}f m_17 _ o .'. 6 =0
oy

Analogamente para os demais pontos teremos:

A derivada “%%‘ neste bordo, tera um valor constante e

igual a forca de bordo na direcao "Y' ou seja gi = —Qy = pA
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entao:

ad _ pX

(—==r)
OX" 71X até XIII

Substituindo a derivada 12 pela diferenga finita em
avango, notaremos que esta condicdo €& satisfeita identicamente

em todos os pontos; como exemplo vejamos para o ponto XIIT.

7.2 9 .2
X117 %111 —3PAT- (= ZPA7)

30 3 _ _
(sxIxirr = PA

P

Pontos externos ao contorno interno:

Do mesmo modo como tratamos os pontos externos para oS

bordos exteriores, o faremos aqui. Como o contdrno esta descarre

30 30
ox Ae oy

gado Qy =Q, = 03 entao = B para todos os  pon-

tos do contorno (I ate III).

Pela dupla simetria ja vimos que as constantes A e B

sdo nulas, e estas condigoes se reduzem a gi = g? =0 em to

dos os pontos do contorno interno fig.(V-2). Substituindo pelas

diferencas finitas. Teremos pois:
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3d . a . .
(_3?—)111 = T3 =0 .. @ = ®7

As demais sao satisfeitas identicamente, se substituir
mos as derivadas primeiras por suas expressoes em diferengas fi

nitas em atrazo, respectivamente.

No contdrno interno,como vimos a Gnica constante nao nu
la & C, pois pela dupla simetria ndo poderiamos ter os termos an
tissimétricos AX & BY. Uma nova equacdo teremos que obter para
esta constante, ela vem através da condicdo de unicidade dos
deslocamentos. Para decidirmos quais das trés condigdes; (II-18),
(IT-19), ou (II-20) a usar,‘é necessario observar qual delas e

essencial e quais jd sdo satisfeitas automdticamente, face a si

metria do problema.

Observamos que os deslocamentos u e v sao fungoes anti
ssimétricas de x,y em todo o dominio e, em particular, no contor
no interno. Desta forma, as integrais de contdorno destas fungoes

serao nulas, quando estendidas ao longo de todo o contorno inter

no. A condigac essencial, em nosso caso no ex. da fig.(V-2), S
pois (II-20), uma vez que tanto g; como ——— sdo fungdes simé

tricas em relagao a x,y. Basta que consideremos apenas um qua-
drante, tomando, por exemplo, a primeira das (II-20). Vemos que

nesta expressio todos os fatores que contém v sao nulos.
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Assim;:

3 3 .3 3
o & d @ 9P 97 d
2 v 2 gax - (k2w ~————de] -0,
%[ ay ax 3y 8x3 3x3y2

tera oS termos:

3 2
3 9 3°9
= ( )

axzay oy sz

= 0, para y = cte., caso o con

torno esteja descarregado, pois entdo ¢ € uma funcgao linear de

X,¥Y.

O mesmo diga-se a respeito de

33¢ _ 9 ( 2
Bxayz ox oy

)= 0 para x = cte.

A primeira das (II-20) reduz-se, assim a:

esta condigdo sera traduzida em diferencas finitas, sendo a tare
fa facilitada pelo fato de no trecho III - II, dy = 0 € no tre-

cho II - I, dx = 0.

Para situarmo-nos o mais possivel dentro do dominio, &
conveniente, na formacao das derivadas terceiras, considerarmos

as diferengas em avango das derivadas segundas. Por exemplo, pa
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ra o ponto I da figura {(V-2) tomariamos:

,@2—2¢I+QI ..¢1=2¢I+®a

2 , )
[ 336 ] _ A A
3%° I A

Eliminando todos os pontos fora do dominio, em funcao

dos pontos do dominio, a integral de contdrno serid substituida

por:

= 0, substituindo as derivadas 3% por diferengas fini-

tas como feito acima e feitos os calculos teremos:

+o1. = 0

~® . -40., =30+

400,430, -0-40,-30,+0,,

2

5.2. Montagem das equagoes lineares. Aplicacao dos

res dispostos em moleculas.
5.2.1. Placas:
Vimos que ”WO” & a deflexdo de um ponto sobre

placa, e aparece em cada uma das condigoes de bordo; &

que muitas das deflexOes indicadas sao ficticias. Para

operado-

bordo da
evidente

indicar o

procedimento usado para expressar estas deflex8es ficticias em
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termos de deflexoes reais, consideremos novamente o esbogo da
fig.(V-I), tendo em vista o éxemplo de um ponto "O" sobre o bor

do onde Y = cte podemos ver claramente, que existem

sempre quatro pontos de deflexdes ficticias, na equagdo para for

ca de bordo. As deflexdes ficticias sao Wsw’ Ws’ Wse e wss'
Estas deflexoes ficticias podem ser avaliadas em termos

de deflexoes da placa, de modo que a equagao para um ponto "o

do bordo livre pode ser determinada em fungdo dos valores de

pontos sobre a superficie "real da placa.

Assim as quatro quantidades serao eliminadas, para isto
cinco condicoes sao especificadas ao longo do bordo livre y =
= cte, no ponto "0" da fig. (V-1).

Estas sao:

1. Equacao de Lagrange (para um carregamento P):

Aplicando o operador V4W em diferencas finitas, obtido

no CAP. III, obteremos para o ponto "O":

ZOWOM8 (Wn+we+ws +wW) 2 (wnw+wne+wse+wsw) +www+wnn+wee ¥

S5 D



‘86.

‘2. TForga de bordo:

(6-2u)(wn—w5)+(2—n)(wS M -W W )W W=

€ Sw nw ne SS
3
_ 2 (Ry)0
D
(se nao ha forca de bordo (Ry)o = ()
3a. Momento fletor em "0':
W, = (ZHZU)W AW Fu (W +W ) = 0
3b. Momento em "W":
—(2+2u)Ww+an+Wsw+u(Www+wo) = 0
3c. Momento em "E':
S (2N AW AW FUH W) = 0
Eliminando WSS, wsw’ Wse e WS destas equagoes chegamos

a equagao para 0 ponto 'O" do bordo livre da placa.
: 2 2z
(16-8u-6y )W0+(-12+4p)wn+(—8+4p+4u }(Ww+We)+

2
+(4=20) (N #Wp )+ (1-n") (W +H )+ 20 =

3
P A 227 (R,
D i}
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Esta equacao,para este ponto do bordo livre pode ser es
quematicamente representada. Este procedimento fol seguido para
todos os pontos tipicos das diversas placas analisadas neste tra
balho, e as varias quantidades foram avaliadas para u = 0.30. O
resultado dos coeficientes padrdes em forma de molécula para es

tes pontos tipicos encontram-se na fig. (V-3).

Estes operadores em forma de molécula foram aplicados
aos diversos pontos tipicos das placas analisadas; como foi mos
trado eles ja incluem as condigdes de contdorno para cada caso
(pontos sobre os bordos ou proximos a eles), exceto para os pon
tos internos distantes dos bordos em que o operador aplicado, Te¢
sume~se ao operador usual de 42 ordem de Lagrange{sem as condi-

coes de contorno).

Aplicado estes operadores aos pontos internos da placa
(inclusive aqueles pertencentes ao bordo livre), mongaremos um
sistema de equacgoes lineares, em que cada equacdo corresponde aun
ponto interno da placa contendo as deflexdes, incognitas do

nosso problema, vejamos: -

A matriz quadrada |A| € a matriz dos coeficientes, for
mada pelos coeficientes do sistema de equagoes lineares, sua oX

dem depende do numero de pontos internos, ou pontos nodais da ma

lha que cobre a placa.



Pan_in 9djgcente o

bordos engastados

0 -8 2
0 21 -8 1
e P W AP
[+]

091

3.4 -84

2 -10.8 H12.15
—-—{ 3.4 Hae2

FIG. (M.3) - Coeficientes molecutares tipicos, das equacdes em dif finitas

Ponto intarno
a um canto engastado

Ponto interior
a um canto livre

Ponto adjacente ao canto
livre, sobrs um bordo livre

PoX' 233
5+ D Pxb

Ponto interior

OORR -
) D

.87-a.

2 -8
1 -8 19
—- w7 H-54

N

Panto proximo ¢ um
canto engastado

Panto adjacente
o um bordo iivre

4
. et
D
1
Ponto scbra

um canto tivre

&R
+

N

4] =S54 V7

p/ as deflexdes ( A = 0.30).

"

D D

Ponto adjacente
a um bordo angastadoe

Fonto odjacents a um
canto engastado- livre

Ponto sobre um borde livre

25
+ T[‘“!’u* (R,)o]



u87"‘b.

z Ponto sobre um bordo livre @
° proximo a0 canto engostodo livre Ponto adjocente a um canto
P ot 3 apoiado - livre ¢ sobre um bordo livre
2%
: 22— ——(Ry),
D p Y 4
Py 292
Ofe@-— T

Ponto adjacente
o um bordo apolado

Bt Ponto adjocente o um
= ° canto engastado-apoiodo
D
Pyt
D

Ponto odjacente
a um canto apolado -livre

Cont. FIG. (V-3)
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0 vetor {W}, representa o nosso vetor de deflexoes in-

cognitas, correspondente a cada ponto interno da placa.

0 vetor {P} € o vetor de carga ou de termos independen-
tes e equivale ao valor da ordenada de carga correspondente a ca
da ponto interno da placa (para um carregamento normal distri-

buido, se. houver).

5.2.2. Chapas:

No caso da analise das chapas, a montagem do sistema de

equagGes € analoga aquela feita "com as placas.

Aplicado o operador bi-harmonico aos pontos internos da
chapa, eliminando os pontos externos ficticios através das condi
¢oes de contdorno estudadas anteriormente e completando o sistema
com as condigdes de unicidade de deslocamentos essenciais, tere

mos o seguinte aspecto para o sistema na forma matricial.

[A] {e} = {P} — vt 0
Em que a matriz |A| quadrada, representa os coeficien-
tes dos termos lineares do sistema de equagdes.

0 vetor {¢}, representa o vetor de incégnitas que cor-

responde a fungdo de tensdes nos pontos internos da chapa.
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- 0 vetor {P}, representa o vetor de carga ou melhor, o
vetor de termos independentes, & formado pela passagem dos ter-

mos independentes das equacgles para o lado direito do sinal de

igualdade.

Como podemos observar a montagem do sistema de equagdes
lineares € relativamente simples, embora esta, seja uma tarefa
um tanto trabalhosa sem o auxilio de um computador eletrfnico.
Esta etapa deste trabalho n3o foi automatizada, devido a grande
generalidade das estruturas analisadas (condigdes de bordo e car

regamento) .

5.3. Resolugao do sistema global:

. Mpds a montagem do sistema de equacdes estudado no Ttem
anterior, passemos a sua resolugdo. Este foi resolvido no siste
ma Burroughs seis mil e sctecentos (B-6700), instalada no na-

cleo de computagao eletronica da COPPE/UFRJ.

A implementacao do sistema de equagbes lineares funda-
mentou-se no Método de Eliminac@o.de Gauss, introduzindo-se al-
guns comandos de entrada e saida relativos ao problema especifi-
co, utilizou-se a matriz completa total, devido a grande disper-

sao dos seus coeficientes.

De posse da solugao, valores das deflexdes (para as pla
cas) ou das fungdes de tensdes (para as chapas) nos pontos  no-

dais da malha lancada sobre a estrutura, todas as demais grande-
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zas essenciais a analise ficam conhecidas. Nosso prdximo  passo
serd o calculo dessas grandezas, os esforcos nas placas e tensdes

nas chapas.

5.4. Operadores para o calculo dos esforcos nas placas e das

tenstes nas chapas.

5.4.1. Placas.

Apds o primeiro passo (resolugﬁo do sistema) dispomos
dos deslocamentos transversais '"W'" em todds os pontos da malha.
Podemos entdo, através dos operadores em forma de moléculas calcu
lar, nos mesmos pontos, os seguintes esforgos: momentos fletores

em x em y e momento de torgao Xx-y.

Os momentos fletores e de torgao podem ser obtidos como
funcoes das derivadas seguhdas de "W" , conforme as equacgoes
(I-15), (I-16) e (I.17). Estas transformadas em diferencas fini
tas centrais para os diversos pontos tipicos das placas analisa~-
das, encontram-se dispostas como operadores em forma de molécu-

las, e sao vistas nas figuras (V-4).

Equacoes de Momentos:

y4 2

M = <D(2 M 4y 0¥y Eq. (I-15)
x 2

ox
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_ 2 2
M- -D(— Y v v Y Eq. (I-16)
Y ay X
Bzw
M = =M = D(1~- _— Eq. (I-17
Xy yx = D=V -~ q. (I-17)

Equagoes de momentos em diferengas finitas; ponto "or fig. (V-4):
M, = 7~ [;(2+2v)Wo+ww+we+v(wn+ws)]
_ _-D _ ‘
(MY)O = -7 I: (2+2\)]W0+WH+WS + \)(Ww+We)]

_ _D(-v)

(Mxy)o N 132 (Wse W W W)

ne sSw o nw



My = H{zwg}
My = r{oswe)
Mgy = 0

My = H{2Wg)
My = HIOBW)
My~ 0

M, = H{zwe}
M, = H{o&w,)
Mey= O

x = HiWe +0.3Wy 2.6Wp)
= H{wy+ 0.3Wg - 2.0W,)

ry® MW

= Hlwgs 0.IW, + 03w, -26W,)
= HiWy + Wy + 0.3Wg- 2.6W,)

* Mitgg- V)

x = HlWgt0.3Wy+ O.3Wg - 26Wo)
g = Wi, + Wy + 03Wg- 2.6W,)

= Wiwgg- Wp)

° n ° ®____ My = HOBIWg - 182Wo}
©JO0
Myy= N(2Weg +0.3%, + 03Wge

- 2.6wg}

- o °+ @ W MO + 0N, -1 82,)
clolopg

My = N(2.6W,, +2W, + 0.3Wg,
-26Wg - 20y, OFWyy)

. g 1"51-

M =0
My 0
My= 0

M e H{W,, + Wy +0.3Wy
+ 03w, -26Wp)
My = u(w" +Wg +0.3Wg
+0.3W,,~2.6W, )

M7 RO+ Wy~ Wopm Wo )

1
@ ° @ My = H{W, + Wy + 0.3Wy
+0,3W;3 - 2.6W,)

My = H{w, + Wy +0.3%
+0.3Wy-2.6W)

My® HlWgp b W= Wop - Woy )

M, = H{w,r W, +0.3W,
+ 03w, -26W,)

My = HiWy+Wg + 03W,
+ 0.3V, - 28W,)

My™ Wllgg s Wy =Wyg ~Woy) -

° My = HIDSIWy + 0.9IWg- LB2W, }
My:0
OO I
i -2wWg - zw.'-o‘.w.,,.)

Y Y= 90
. e LIVRE Y
| ——= SIMP APOIADO
x YL ENBASTADO NE o(1-x}
ot

FIG. (v.4)- E'qudcﬁes de dif. finitas tipicas para momento {A=0.30).
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5.4.2. Chapas:

Na andlise de chapas, apdos a resolucao do sistema de
equacdes lineares(1l® passo), obtemos os valores da funcao de ten
sdes & em todos os pontos da malha. A partir das equagoes (1-1),

(I-2) e (I-3) podemos obter as tensoes o_, Gy e T... Para isto

X Xy
traduziremos as equagdes (I-1), (I-2) e (I-3) em diferengas fini
tas, colocando-as como operadores em forma de molécula para diver

sos pontos tipicos da chapa,

Equacoes para calculo das tensdes:

2
o, = __3,%_ (tensio normal na diregao Xx) Eq. (I-1)

oy

2
g, ——3—%— (tensao normal na diregao y) Eq. (I-2)

ax

Z
- _ 92 3 ; -

Txy = %3y (tensdo de cisalhamento) Eq. (I-3)

Operadores das tensoes em diferencgas finitas, ponto "O'" fig® (V-5)

% = =g (0, - 20, * &)
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CAPTTULO VI - ANALISE DOS RESULTADOS. TABELAS, GRAFICOS, CONCLU-

SOES E SUGESTOES:

6.1. Estruturas analisadas

Apresentamos neste capitulo as caracteristicas das es-
truturas analisadas (placas e chapas), os resultados obtidos e

as respectivas conclusoes.

Ilustramos com tabelas e graficos, para uma melhor in-

terpretacac dos resultados.

As estruturas analisadas dividem-se em dois grupos; pla

cas e chapas.

Primeiro grupo: Foram analisadas quatro placas, as trés primei
ras quadradas com um orificio quadrado no centro, variando ape
nas as condi¢des de vinculagdo do contdrno externo: a primeira am
gastada nos quatro bordos, a segunda simplesmente apoiada nos
quatro bordos e a terceira engastada em dois bordos opostos e
simplesmente apoiada nos outros dois. A quarta placa com carac
teristicas diferentes das demais & do tipo contraforte ou esco
ra de protegao, utilizada em pontes, para conter a pressao do SO

lo.
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Caracteristicas:

a) Placa I, b) Placa II, c¢) Placa III.
Carregamento uniformemente distribuido: 1. tf/mz.

6 tf/mz.

Modulo de elasticidade longitudinal: 2,1 x 10
Coeficiente de Poisson: 0.30
Espessura constante: 0.10m.

Dimensoes externas: 6m X 6m.

Dimensoes do orificio: Zm x Z2m.
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Como ﬁltimo exemplo do 19 grupo, apresentamos isolada-
mente a placa iV, cujas caracteristicas sao completamente distin
tas das demais e cujos resultados tedricos por diferengas fini
tas siao comparados com resultados experimentais realizados na

IOWA ENGINEERING EXPERIMENT STATION e encontradas na literatura

(The Iowa State College Bulletin). Por esta razao incluimos nes_

te trabalho este tipo de placa, do qual faremos uma analise mais

detalhada.

Detalhe da placa IV:

Esta placa pode ser considerada como semelhante a um
elemento estrutural de pontes, trabalhando a flexao como contra-

forte ou parede de e¢scora para protegao contra a pressao do solo.

figura (VI-2).

pParede central

PLaca
contra._{orte

PLaca

FiG.vi.2
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0 projeto estrutural desta placa foi idealizado, como ve

mos nas figs, (VI-3).

Bordo pPgal de rlaca

Aproximagdo Ledrica
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' J A //////////{'/// /274 x
ol ___47 ordenada do diagrams
P Kormmmomo T — tedrico de carga
- -t (3b+a-x=3y) o
R= Ky = 3b+0 ¢ 4 |l='— =;J

A aproximagao tedrica do bordo livre desta placa, deve-
se ao fato de podermos trabalhar sempre com malhas retangulares
(neste caso quadrada) nas equagoes por diferencgas finitas. Caso
utilizassemos do bordo real inclinado, as equagoes por diferen-
cas finitas teriam que ser ajustadas para malhas triangulares ou
obliquas, o que tornaria por certo o trabalho numérico bastante

volumoso.

Esta simplificacdo facilitou grandemente a aplicagao do
método das diferencas finitas em que a placa ficou tedricamente co

mo quadrada (neste caso), em vez daquela inicialmente trapezoidal

Solucoes foram obtidas de um sistema de equagoes linea
res resultante da aplicacao do método das diferencas finitas para

malhas quadradas como por exemplo: 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7.
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Caracteristicas da placa IV:

p

. . . . _ - _f oo
Carregamento triangular distribuido: P0 Px,y Th+a (3b+a=-x-3y)

Ordenada de carga no canto fixo Pf!]gpsi = 0.70 tf/mz.
Modulo de eclasticidade Longitudinal: 10.47x106psi;7.36x106tf/m2
Coeficiente de Poisson: 0.30

Espessura constante: 0.5"(polegada) — 0.0121 m.

Dimensodes externas: 45”x45?(polegada);l,143x1,143(m2)

Segundo Grupo: Por brevidade foi analisada uma Unica chapa, apre

sentando simetria total quanto a forma, material, vinculagao ¢ ti
po de malha. O carregamento atuante &€ siméttico e parcialmente dis
tribuido sobre os bordos superior e inferior da chapa,ver figura
(VI-4). Foram calculadas as cotas correspondentes a funcao de ten

sdes nos pontos da malha e a partir destas calculadas as tensoes.
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Caracteristicas:

Chapa I.

Chapa quadrada, bordos livres, isdtropa, homogénea, es-
pessura constante ao longo da mesma, com um orificio central

quadrangular.

Carga parcialmente distribuida sobre os bordos superior

e inferior e de intensidade P, tal que:

P/espessura — PO = 1. O carregamento atua no proprio plano da cha

pa e estda aquém da carga critica de flambagem.
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Dados:

Carregamento parcial distribuido por u.c.: 1.00 tf/m.

6 tf/mz.

Modulo de elasticidade longitudinal: 2.1x10
Coeficiente de Poisson: 0.3
Espessura: (0.10m

Dimensoes externas: 4.00x4.00 (mz).

Dimensées do orificio: 1.00x1.00 (mz).

6.2. Ccnsideracoes gerais. Resultados.

Primeiramente nos deteremos aos resultados referentes

as placas.

Sao verificadas as flechas e os momentos fletores e tor
sores em todos os pontos internos correspondentes as malhas ado-

tadas.

Devido a simetria total de forma, vinculagao e carrega
mento, apenas a quarta parte das estruturas foram analisadas, ex
ceto para a placa IV, que pela assimetria de carregamento foiana

lisada por completo.
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Para as tres primeiras placas, foram adotadas duas ma-

lhas de caracteristicas idénticas(malhas quadradas), variando ge

nas o espagamento A

A 12 malha menos refinada(3x3) e

a
segunda mais refinada (6x6).

Na analise por diferencgas finitas, assim como por ele
mentos finitos adotaram-se malhas iguais, como vemos nas figuras

(VI-5).
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Na anflise da placa 1V, foram verificadas as deflexdes
para os diversos pontos correspondentes ds malhas adotadas, e es
tudada a convergencia dos resultados para as deflexdes no centro
e no canto livre da placa. Foram também comparadas com resulta-

dos experimentais, conforme se pode constatar nos graficos de con

vergéncia.

Quanto ao estudo das chapas, foram calculados os valo-
res da fungéb de tensoes nos pontos da malha (8x8), bem comocal-
culadas as tensOes por diferencas finitas. Para verificagao dos
resultados, comparamos os valores das tensdes com os obtidos pe-

la analise por elementos finitos.

OBS:

A numeracgdo indicada nos exemplos apresentados, corres-
ponde a4 adotada na analise por diferencas finitas, e todos 0S T

sultados apresentados sdo referentes a esta numeragao.
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"RESULTADOS"

PLACAS:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

Tabela VI-1, apresenta as deflexoes da Placa I, para malha
3x3.

Tabela VI-2, apresenta os valores de Mx, My e Mxy obtidos da
Placa I, para malha 3x3.

Tabela VI-3, mostra os valores das deflexdoes na Placa I, pa-
ra malha 6x6.

Tabela VI-4, mostra os valores de Mx, My e Mxy calculados da
Placa I, para malha 6x6.

Graficos VI-I e VI-2, mostram na Placa I, a distribuigdo de
Mx e My respectivamente, para malha 6x6.

Tabela VI-5, exibe os valores das deflexdes na Placa II, pa-
ra malha 3x3.

Tabela VI~6, exibe os valores de Mx, My e Mxy calculados da
Placa I para malha 3x3.

Tabela VI-7, exibe as deflexoes calculadas da Placa II, para
malha 6x6.

Tabela VI-8, exibe os valores de Mx, My e Mxy calculados da
Placa II para malha 6x6.

Gréficos VI-3 e VI-4, mostram na Placa II, a distribuigao de
Mx e My respectivamente, para malha 6x6.

Tabela VI~9, apresenta as deflexoes obtidas da Placa III pa-
ra malha 3x3. |

Tabela VI-10, apresenta os valores de Mx, My ¢ Mxy <calcula-



13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)
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dos da Placa III, para malha 3x3.

Tabela VI-11, mostra os valores das deflexBes obtidas da
Placa III para malha 6x6.

Tabela VI-12, apresenta os valores de Mx, My e Mxy calcula-
dos da Placa III para malha 6x6.

Grdficos VI-5 e VI<6, mostram a distribuicdo de Mx e My na
Placa III, para malha 6x6 respectivamente.

Tabelas VI-13, VI-14, VI-15, VI-16 e VI-17, mostram os valo
res das deflexoes na Placa IV, calculados por DIF. ~FINITAS
¢ compara com os obtidos experimentalmente para malhas 3x3,
4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 respectivamente

Tabelas VI-18 e VI-19, apresentam os valores de  deflexdes
na Placa IV, no canto livre e no centro, para malhas 3x3,
4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 respectivamente.

Graficos VI-7 e VI-8, exibem a convergéncia dos resultados
para deflexdtes no centro e no canto-livre da Placa IV res-
pectivamente.

Tabela VI-20, mostra os valores de Mx, My e Mxy no contorno
da Placa IV, calculados por DIF, FINITAS e por Elementos Fi
nitos, para malha 6x6.

Tabela VI-21, mostra os valores de Mx, My ¢ Mxy em  pontos
da regiao central da Placa IV, calculados por DIF.FINITAS e
por Elementos Finitos, para malha 6x6,

Graficos VI-9 e VI~10, representam a distribuicio de Mxe My
para segdes da Placa IV, provenientes de DIF. FINITAS e Ele

mentos Finitos, para malha 6x6.
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CHAPA:

1)

Z)

Tabela VI-22, apresenta os valores das tensdes;ox, oy e Xy,
calculadas por DIF. FINITAS e Elementos Finitos na chapa du-

plamente conexa, para malha 8x8.

Grdficos VI-11 e VI-12, representam a distribuicdo de  ten-

soes (ox e oy), na chapa, para malha 8x8 respectivamente.
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a.1) PLACA I. QUADRADA ENGASTADA NOS QUATRO BORDOS COM
UM ORIFICIO QUADRADO NO CENTRO (MALHA 3x3).

A X KX X X XX X X X X XXX <
0 .
>4 [
> P
.. D
b
> 4
>4
1 2 P< 18
»
4 <
3 . ) 14
e b
Y
- . 7 o P
>
4
9 w0  In 12
XXX XX XXX XXX

DEFLEX0OES EM METROS

pTOS
NODATLS DIF, FINITAS ELEM. FINITOS
1 0.00629 0.00710
2 0.00303 0.00272
3 0.00629 0.00727
4 0.00509 0.00566
5 0.00260 0.00225
6 0.00303 0.00271
7 0.00260 0.00225
8 0.00139 0.00098
DO 9 0.00000 0.00000
ITE 15

TABELA VI-1
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PLACA I -~ MALHA 3 x 3

MOMENTOS FLETORES E DE TORCEO EM TF*M/M

-1.59307

-0.47792

pTOS DIFERENCAS FINITAS =~ ELEMENTOS FINITOS
NODAIS Mx My. CMxy Mz My. Mxy
1 0.00000 0.28711 0.00000 -0.00806 0.44091 0.03799
2 0.00804 0.15404 0.00000 0.01009 0.16962 0.02363
3 0.287;; 0.00000 0.00000 0{54486 0.22314 0.136§0
4 0.32325 0.32325 0.18789 Q.34lj9 0.34619 0.28874
_5 | 0.06692 0.15673 0.12415 0.03797 0.16350 0.13426
6 0.15404 0.00804 0.00000 0.15464 0.01027 O.Q%699
7 0.15673 0.06692 0.12415 0{;5372_‘0.03l29770{;8850
8__ .0.04499 0.04499 0,17149 0.01322 0.01219 0.24347
9 -0.35053 -1.16846 0.00000 -0.43755 -1.45891 -0.06203
‘ 10 -0.30057 —1f00192 0.00000 -0.38527 -1.28424 0.00874
11 -0.16049 -0.53499 0.00000 -0.16818 -0.56059 0.04452
712 .0.00000 .0.00000 0.00000 0.00000 0.00000_-0.13138
13 —0.53499 -0.16049 0.00000 -0.56643 -0.,16993 0.04633
14 _..51.00;92‘j0f30057 0.00000 _—1.26735‘—0}38020_ 0.00617
15 _-1.16846 —Q.350537_O,0QQ0Q

-0.06247

TABELA VI-2
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QUADRADA ENGASTADA NOS QUATRO BORDOS -COM
UM ORIFICIO QUADRADO NO CENTRO (MALHA 6x6)

XYX X XXX ¥ X ¥ vy ¥ ¥
X he
: &
[
X e
v
DEFLEXQES EM METROS . .
pTOS >
DIF. FINITAS ELEM, FINITOS ]
NODAIS o o A
" Ll
1 0.00519 . 0.00674 » o
o 2|
2 0.00374 0.00463 x o
»
3 0.00223 . 0.00258 XXX
4 0.00080 0.00082
y
5 0.00491 0.00641
6 0.00357 0.00442 .
7 0.00214 0.00247
8 0.00077 0.00079
11 0.00412 0.00535
12 0.00309 0.00379
13 0.00187 0.00214 .
14 0.00068 0.00069
18 0.00236 0.00279
19 0.00144 0.00161
20 0.00052 0.00052
25 0.00089 0.00094
26 0.00031 0.00031
32 0.00012 0.00010
39 ATE  0.00000 . 0.00000.
i

TABELA VI-3
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......... PLACA I - MALHA 6 X 6 . . .

MOMENTOS FLETQRES E DE TORCAO EM TF*M/M

-pTOS ... DIFERENGAS FINITAS . . ELEMENTOS FINITOS
;NODAIS Mx . My Mxy Mx My. Mxy
1 - 0,00000 ° 0.38779 * 0.00000 -0,00682 0.46992 -0.00808
2 ©0.12837 0.27799 ° 0.00000 " 0.11659  0.31641 0.00395
3 ~-0.04307 0;11923"0.00000‘40;06754"0;12043 0.00530
S 4 -0.47076 =0.09923  0.00000 -0,61889 -0.14207 0.00785
-5 - 0.00000 ©0.36246 0.16597 -0,05537 0.45732 " 0.18575
-6 0.14769 * 0.28231 0.09589 " 0.15851 0.33912 0.10895
7 - =0.04615 0.12461 0.07269 -0.05699 " 0.12795 0.09254°
K: - -0.44769 -0.09230  0.04846 -0.57863 -0,13409 0.05558
11 0.24999 0.24999 0.21820 0,32708  0.32087 0.36064
12 0.19591L 0.22976 0,15211 0.26243 0,30731 0.22314
13~ - 0.01384  0.11834 0.13125  0.02001  0.12625 0.18590
14 -0.37769 -0.08923 0.09382 -0.42605 -0.10834 0.11517
18 - 0.18062 0.18062  0.16993  0.18638 10.18223  0.24372
19 -'0.03538 " 0.09461 0.17230  0.05070 0.09536  0.25528
20 -0.27846 -0,05461 0.13216 -0,30757 -0.07345  0.17472
25 0.02999  0.02999 0,19021 0.05401 " 0,05401 0.26595
26 -0.,21277 0.07769 0,15211 -0.21813 -0.06497 0.20014
© 32 - =0.08877 ~0.,08877  0.11987 -0.09660 -0,09162 0.13750
39 ©0.00000 0.00000 0.,00000 " 0,00000 0.00000 —-0,05375
40 - -0.18625 =0.05587 0.00000 -0.18753 -0.05626 0.01254
41 -0.51898 -0.15569 0.00000 -0.60242 -0.18070 0.00719
42 -0,83020 -0.24906 0.00000 -1.00977 -0.30293 " 0.00296
43 '+ =1,05886 -0.31765 " 0.00000 -1,31645 -0,39494 0.00076
44 0 ~1.,19480 -0.35840 0.,00000 1,49892 " -0,44960 -0.00020
-0.37195 " 0.00000 -1.54199 -0.46260 -0.01738

45 ~1.23984

TABELA VI-4
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My - Distribuicdo p/ Malha 8x6
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b.1) PLACA I QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA NOS QUATRO: BORDOS
COM UM ORIFICIO QUADRADO NO CENTRO (MALHA 3x3).

1]

| I

14

13

2

DEFLEXOES EM METROCS

pITOS

NODAIS DIF. FINITAS ELEM FINITCS
1 0.01640 0.02890
2 0.00937 0.01514
3 0.01640 0.02908
4 0.01370 0.02428
5 0.00822 . 0.01321
6 0.00937 0.01518
7 0.00822 0.01323
8 0.00503 0.00769

DO 9 0.00000 0.00000

ATE 15

TABELA VI-5
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... ... PLACA ITI -~ MALHA 3 x 3 .. . ... . .. ..

MOMENTOS. FLETORES E DE TORGCAO EM TF*M/M

pTOS DIFERENCAS FINITAS ELEMENTOS FINITOS
NODAIS M. . My . o Mxy . Mz ... My . Mxy .
1 0.00000 . 0.,94409 = 0.,00000 . 0.23744 1.49229 . 0.32223
2 0.58142 0.57657 0.00000 0.82355 0.93586 -0.02420
3 . 0.94409 0.00000 0,00000 1,59852 0.45732 0.36415
4 0.69699 0.69699 0.54557 0.95216  0.98454 0.77018
5 0.64321  0.54878 0.39337 0,65331 0.83080 0.50154
.6 0.57657 . 0.58142 0,00000 0.89640 . 0,59404 -0.,03889
7 0.54978  0.64321 0.39337 0.78470 0.66758 0.47033
8 0.46049 0.46049 0.65880 0.49768 0.53685 0.72393
9 0.00000 . 0.00000 0.00000 0,02448 0.11179 0.01778
10 . - 0.,00000 0.,00000 0.29211 0.04023 0.00652 0,49570
11 0.00000. . 0.00000 0.553i3 - 0,00660  0.00190 0.91030
12 . 0.00000 0.00000 . 0.50783 . 0.18825 0.02609 1,11128
13 . 0.00000. . 0.00000 - 0.55313 - 0.05258 = 0.02191 ,0,95474
14 ... 0.00000  0.00000 0.29211  0.01628 . 0.01959 0.50754
15 0.00000 0,00000 0.00000..0.12342  0,00324 -0.01820

TABELA VI-6
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b.2) PLACA I QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA NOS QUATRO - BORDOS
COM UM ORIFICIO QUADRADO NO CENTRO (MALMA 6x6).

TABELA VI-7

DEFLEXOES EM METROS . .
PTOS
DIF. FINITAS ELEM, FINITOS \ l2 I3 b |fas X
NODAIS .. .. ... ... s 1o Ir 1o -
44
. l 0.0].528 ...... 0‘02990 9 105441 12 13 ha p
18 e N8 e 42
C 2. 0.01199 .. ... 0.02287 &z [z oANe Jes ]
27 128 EIINNE-T ©
3 0.00845 - 0.01570 “
[5% 54 35 38 37 38
4 0.00441 0.00840 ..
t
5 0.01463 .. . 0.02874 y
.6 . . 0.01156 . .. .. 0.02207 ..
7 0.00816 . 0.01519
.8 .. 0.00426 .. .. 0.00779 . .
11 .0.01276. ... .. 0.02510
12 . 0.02032 . . 0.01970 .
S13 . 0.00732 ... . 0.01366
14 0.00382 0.00703
18 - 0.00845 0.01593
19 . 0.00599 0.01119 .
20 - 0.00313 0.00579
25 0.00425 0.00795
26 - 0.00217 0.00414
32 0.00112 0.00217
39 ATE 0.00000 0.00000
45
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PLACA II - MALHA 6 x 6.

-~ MOMENTOS FLETORES E DE TORCAO EM TF*M/M . .

pTOS . DIFERENCAS. FINITAS .. ELEMENTOS. FINITOS
NODAIS Mx . My - Mxy M My Mxy
Y 0.00000  0.96696 0.00000 0,04085  1.57710 -0.03730
2 _0.49092 0.82207 0.00000 0.52353 1.26559 0.00072
3 0.60923  0.65877 0.00000 0,64315 0.,91105 0,00041
_0.44007 0.39592 0.00000 0.46099 0.49133 0.00381
5 _0.00000 0.88919 0,.35457 -0.19335 1.56952 0.37451
6 _0.51784 0.77415 0,18873 0.61851 1.,29459 0.23247
-7 ~0.61799 0.64599 0.14632 0.66801 0.90880 0.,27197
8 0.44238 0,40361 0,15831 0.45053 0.48644 0.26896
11 0.57199 0.57199 0.45793 1.07416 1.08016 1.12639
12 __0.56515 0.60284 0.29884 0.,57267 0.70343 0.62815
.13 0.50838 0.61331 0.27852 0.57879 0.85485 0.54734
14 0.43946 0.42654 0.29514 0.44976 0.46127 0.53379
18 ~0.51699 0.51699 0.31756 0,54914 0.54914 0.65019
19 0.44415 0,52985 0,37369 0,45316 0.73826 0.74048
20 ~0.29661 0.34238 0.42188 0.30636  0.40914 0.76624
25 0.40899 0.40899 0.45930 0.57326 0.57218 0.86043
26 ~0.16692 0.,2729%9 0.53240 0.18508 0.32530 0.95036
32 0.15899% 0.15899 0,57171  0.20487 0,20587 1.08441
39 0,.00000 0.00000 0.67307 -0.00224 0.05395  1.20038
40 - 0.00000  0.00000 0.60442 0.00132 -0.00348 1.13524
4l ' _0.00000 0.00000 0.55407 -0.00248 -0.00257  0.98406
42 0}00000"0}00000"0}48273'F0;00046'40{00150"0;77958
43 "~ 0.,00000  0.00000 0.31796 (0.00207 0.00014 0.53569
44 " 0,00000  0.00000 0.17096 -0.00540 -0.00804 0.26915
45 ¢.00000 0.00000 0,00000 0.,02781 -0.00382 0,00451

TABELA VI-8



JA17.

Mx - DistribuicGo p/ Mclha 8x6
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Grafico VI-3
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My - Distribuicdo p/ Malha 6x6
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c.1) PLACA TIT . QUADRADA ENGASTADA EM DOIS BORDOS OPOSTOS

E SIMPLESMENTE APOIADA NOS OUTROS DOIS
COM UM ORIFICIO QUADRADO NO CENTRO
(MALHA 3x3).

DEFLEXOES EM METROS

pLOS DIF. FINITAS ELEM, FINITOS
NODAIS L

1 _0.00978  0.01218
2 0.00578  0.00657

3 - 0.00876 0,01107
4 -~ 000761 0.00943
5 0.00479 0.00532

6 0.00401  0.00399

7 0.00365 0.00359

8 - 0.00238 ~  0,00222
Zggis 0.00000 ... . 0.00000.

TABELA VI-9

AX X X XXX NN XXX X AN XAXAXXAX
1 2 13 7 _‘
3 4 5 19
8 ¥ 8 13
9 10 11 12
AAXXRKAXKXAXX XL XKL X AXXXKRK
ly
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... ... PLACA III - MALHA 3 x 3

- MOMENTOS FLETORES E DE TCRCAOQ EM TF*M/M

pToOS DIFERENCAS FINITAS .. .. .. . ELEMENTOS FINITOS

(NODRIS e My ... Mxy Mk ... My Mxy
1 © 0.00000 . 0.75897 0.00000 0.03437 . 0.99363 0.14504
2 0.45472 = 0.48218 . 0.00000 0.47820 0.60932 -0.02671
3 . 0.40257 0.00000 0.00000 0.44888 0.28877 0.,18027
4 0.42481 . 0.43994 0.25838  0.49377 0,50769  0.37639
5 0.45930.  0.38505 0.20606 0.41159 0.49080 0.30904
6 0.09576 -0.10077 0.00000 0.05988 -21232  0.00686
7 0.15711 -0.07115 0,13373 0.15185 -0.13%79 . 0.17645
8 0.21173 0.05826  0.25615 0.18975 . 0.03105 0.33407
9 20.46371 -1.54571  0.00000 ~0.62786 —2.09287 ~0.05345
10 ~0.42199 -1.40667 0,20000 -0.59079 -1.96930 -0.00620
11 . ~=0.27545 -0.91818 0.00000 -0.37978 ~1.26592 0.01192
12 . . 0.00000 . 0.00000 0.00000 =0.00230 —0.00766 . 0,02090
13 0.00000 . 0.00000 0.32227 ~0.01500 -0.02170 0.46745
14 . 0.00000 . 0.00000 ©.22802 0.02210. 0.00315 . 0.32210
15 .. 0.00000 . 0.00000  0.00000 -0.12007 -0.G0271 -0.01365

TABELA VI-10
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c.2) PLACA JII: QUADRADA ENGASTADA EM DOIS BORDOS OPOSTOS
E SIMPLESMENTE APOIADA NOS OUTROS DOIiS

COM UM ORIFICIO QUADRADO NO CENTRO (MALHA 6x 8).

DEFLEXOES EM METROS

¥ XX XY XXX UMYX AN AXYXX
EggiIS‘DIFpFINITAS‘.ELEM.FINITOS
1 0.00838  '0.01210
2 0.00668  0,00938
3 0.00479 " 0,00657 e b L fles )X
_ 4 0.00255 _  0,00343 ol b b ], >
5 0.00785 0,01139 B L | PHY
s 18 lIr (@ W
6 0.00631  0.00888 e e oo JsoJoo B ]|
7 0.00454 0.00624 » oo oo Joo [ Je ],
8 0.00242 0.00326 90 o0 eees i ecese sy sy L
9 ' 0,00737 0.01069
10 0.00713 __ 0.01038 My
11 0.00638 0.00929
12 0.00528 " 0,00746
13 0.00383 0.00529
14 0.00203 ° 0.00278
15 0.00519 " 0.00723
16 0.00505 ' 0.00704
U 5 00461 P
18 ....... 0.00386 ...... 0.00535 .
PP S oozrs S 00a8e
20 0.00143 0.00205
. 21 ....... 0-00299 ...... 0.00392 .
22 0.00292. 0.00383
s T v sozes P
24 0.00224 0.00299
R o ooles 0. 00220
e 0.0008L - 0.00118
27 0,00103 ' 0.00120
28 ' ©.00101 0.00118
29 0.00093 0.00109
T3 oooore 5 00091
31 0.00055 0.00071
32 0 0.00029  0,00039
"33 ATE  ¢.00000 0.00000
45 TABELA VI-11
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.. PLACA III - MALHA 6 X 6

- MOMENTOS FLETORES E DE TORGAO EM TF*M/M

pTOSs DIFERENCAS FINITAS - ELEMENTOS FINITOQOS
NODAIS Mx My ey Me o My Mxy
1 -.0.00000 0.74613 0.00000 0.00749  1.01893 -0.00793
2 0.30815 . 0.61185 0.00000 0.32249 0.81349 0,00077
3 0.39662 0.47038 0.00000 0.41604 0,59514 0.00229
4 --0.29169  0.2723L - 0.00000 0.30031 - 0.33048 ,0.00449
5. - 0.00000 0.65877  0,25401 -0.08790 0.94362 0,.31745
6 0.31992 0.55307 0.14081 0.38026 0.78084 0.14553
7 0.38723 0.43669 0.11800 0.43688 0.56992 0,17073
- 8 0.27938 0.26162 0.12936 - 0.31394 0.31446  0.16792
9 0.34748  0.00000 0.00000 - 0.38073 0.05163 -0.02984
10 0.34709 - 0.00000 0,16975 0.40454 -0,10231 0,20594
11, 0.33261  0.30838  0.29305 0.47816 - 0.46069 0,50341
12 0.36685  0,39215 - 0.19977 0.41042 - 0.59791 - 0.33001
13 0.35277 - 0.34532 - 0.19748 - 0.39969 - 0.46311 0.31620
14 . 0.22199 . 0.21499 0123719-—0128986-~0;26053‘-0¢32442
15 .. .. 0.23415 0.08985 - 0.00000 - 0.25870 - 0.06831 0.00330
16 - 0.23892 - 0.10807 - 0.09194 - 0.35298 0.10817 - 0.10363
17 - 0.27038  0.,18961  0.15709 - 0.43179 - 0.17262 - 0.25009
18 ... .. 0,29438  0.22061 0.19371  0.3477L 0.25914 0.31173
19 0.24907 - 0.18392 0.23248  0.32081 - 0.26851 - 0.38554
20 0.09000 = 0.11099 - 0.30423 0.16326 - 0.17148 0.,42317
21 . 0.05230 =-0.15230 - 0.00000  0,02843 ~0,31030 - 0.00361
22 . 0.07369 -0.13469  0.06623 - 0.04381 -0.31180 - 0.07803
23 0.11007 -0.09507 - 0..13031 0.08983 ~0.24081 - 0,18634
24 0.13876 ~0.07177 - 0.19411 . 0..33645 -0.13245 - 0..30076

continua
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- PLACA III - MALHA 6 X 6 .

MOMENTOS FLETORES E DE TORCAO EM TF*M/M

pT0S DIFERENCAS FINITAS ELEMENTOS FINITOS -
NODAIS o My My e My My
25 0.11769 -0,08230 0,25483 0.15089 -0.04380 0.37907
26 0.02792 0,03315 0.30006 0.04159 0.01062 0.44216
27 -0.17854 -0.70246 0.00000 -0.28262 -1,06319 ~-0.00369
28 -0.16623 -0.67777 0.04240 -0.17646 -1.05248 0.04418
29 -0.13231 -0.60669 0.09100 ~0.13887 ~-0.94943 0.10367
30 ~0.08776 -0.49323 0.14848 -0.08732 ~0.76996 0.17586
31 -0.05699 -0.34400 0.20556 -0.02964 -0.52767 0.25362
32 . -0.02361 -0.16396 0.21202 -0.01958 ~-0.23568 0.,32613
33 -0,47705 ~1.59015 0.00000 -0.67087 ~-2.23622 ~0,01451
34 . -0.46632 -1.55439 0.00000 -0.65280 —=2,17600 -0.00112
35 ~0.43121 -1.43738 0.00000 -0.61150 -2.03835 -0.00139
36 ~0.36347 ~1.21157 0.00000 =0.53202 -1.77342 -0.00063
37 ~0.25577 ~0.85257 0.00000 -0.40645 -1.35484 0.00010
38 ~0.13631 ~0.45436 0.00000 ~0.23023 -0.76744 0.00403
39 0.00000 0.00000 - 0.00000 0.00266 - 0.03553 0.00769
40 0.00000 0.,00000 0.21915 0.01015 -0,00925 - 0.35333
41 0.00000 0.00000 - 0.30611 -0.,00247 ~0.00996 0.46823
42 0.00000  0.00000 0.32846 0.00019 -0.00252 0.44003
43 0.00000 0.00000 0.26492 0,00170 -0.00106 0.32936
44 0.00000 0.00000 0.13%946 -0.00595 -0.00884 0.17305
45 0.00000 - 0.00000 0.00000 0.02724 -0,00465

0.00503

TABELA VI-12
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Mx - Distribuicdo p/ Malhg 6 x6

N | . : B

AYS
E i ST = ! :....'i!'. F
G| Q ] .

PP Z N4
CONVENCAQ!
DIF. FINITA I
;A ; le
--------- ELEM. FINITO HE plat- Shabiad
‘Gl b X
Zelrzed ENGASTE | T
Efb e F
== Si{MP. APQIADO G! H

Grafico VI-5
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My - Distribuicdo p/ Malha 6 x 6

ISP SIS IIIEIN IS/ 4

CONVENCAQ!

DIF. FINITA
ssevesses ELEM. FINITO
Lisirces ENGASTE
SIMP. APO1ADO
LEELEZEE | IVRE

Grafico VI- 6 y
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d) PLAGA BY:. QUARDRADA ENGASTADA BM DOIS ROROOS ADJAGENTES |
E LIVRE NOS OUTROS DOIS, MALHAS 3x3,4x4,5x5, 6x6 e 7x7.

y NUMERAGAO P/ MALHA 323 y NUMERAGAO P/ MALHA 414
Y ., TN
q—~<_ T~l . 14 15
107 ~ s 17 16
- 7 -~ 18 13 -'-,__\
by T pe. ~
>4 .'""--____ 4 s \“"-'-..
e b 0 n
o 18 12
n = 5 e .
e 8 [ 7
4 wx - 8
> -
Y 1 z 4
12 3
e ! 2 3
o 20 a
b -y
4 ><
4 X > X
BRI AR LRAy " 21 SR PN RV TR -
14 15 16 22 23 24 28
y NUMERAGAQ P/ MALHA 5x 5 y k NUMERAQEO P/ MALHA 6x8
-~ a1
T~ 22 q -~ 33 34 38
26 A 25 20  .0e 37— s 8
» i > .
b ~—1 b ;
27 16 17 Le ~~J20 38 28 Jee  (P7 —§<$30
» 19 ! 4
: “" 19 Jeo l&v Jzz jes [,
ze n 12 13 14 - ;
»
o 40> 13 Jte lis he pr [
[ 7 9 be
20 0 >4
» a Lt (8 s o In .
> B
> 1 2z 3
30 ud 5 o 1 2 3 4 L
a2 8
b bt
s X 4 : X
T 50 8 4B B S 80ee el - LEl 20000 0e80ee xm_ >
32 3 34 w36 44 45 AC AT 48 49

v NUMERAGCAO P/ MALHA 7x7
; P
0 43 ad~ 4:1 € 47 8 .
b T
38 a7 -~ [0
51){ 20 _ 39 40\ 1
52: 29 fw AL T L P
- 22 los l2a 25 lze o7 1.,
* 15 he 7 s e 20
54 54 2)
b
5 e o lw [u L2 bs 1
>
5 1 42 1z s Us ls s
A X
i s ss0eaeenenenss: -

88 592 80 81 62 63 64
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__PLACA IV ~ MALHA 3 x 3

pTOS

- NODAIS

1 0.04453 0.02700 65.2
2 0.08259 0.06000 37.3
I o 11197 o os200 o0
4 | 0.06869  0.05200 32.0
5 0.14315 ° © 0,12000 19.0
6 0.20415 _ 0.17500 17.0

7 0.07641 __ 0.05500 39,0
8 0.17480 0.15400 13.0
9 0.25509 0.22800  ~  12.0
1o ate 0.00000 0.00000 0.0
TABELA VI-13
PLACA IV - MALHA 4 x 4
~ DEFLEXOES EM POLEGADAS
ﬁigils DIF, FINITA EXPERIMENTAL DIFERENGA %
1 0.02019 0.01500° 37.0
2 0.04059 0.03000 32.5
3 0.05564  0.04300 28.0
4 0.06897 0.,05500 25,0
5 | 0.03620  0.02800 29.0
6 0.08070 . 0,06900 ~ 17.0
7 ' 0,11763 0.10500 12,0
8 0.15065 0.13400 12,0
9 _0.04297 ° 0.03500 23,0

10 1 0.10391  0.09300 " 12.0

11 | 0.15867 '~ 0.14800 7.0

- 0. 20697 019300 o
13 0.04584  0.03600 12,7
. 0 11914 o 1000 IR

T S 18769 017200 109
T T 5 24530 0.22800 ——

17 ate

25

- 0.,00000

0..00000 ... ... . 0.0.. ...

TABELA VI-14
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_PLACA IV - MALHA 5 X 5
" DEFLEXUES EM POLEGADAS =
RTOS DIF, FINITA EXPERIMENTAL DIFERENGA %
NODAIS
L 0.01035 . - ¢.00900 - - - 13.0
D 0.02220 - - 0.01900 - -- - - - - 17.0 - -
3 - 0.03144 0.02800 . 12.5
4 - 0.,03881 - 0.03500 11.0
5 - 0.04566 - 0.04000 14,0
SRR 0.02055 - 0.01800 14,0
7 0.04828 .0.04500 7.5
8 0.07258 0.06900 5.0
9 - 0.09279 0.08700. 6.5
10 0.11214 0.10500 7.0
11 0.02620 0.02500 5.0
12 - 0.,06609 - 0.06200 6.8
13 - 0.10404 0.100G0 4.0
14 - 0.13687 - 0.13200 3.0
15 - 0.16783 - - 0.16000 4,0
- 16 - -0.,02862- 0.02800 2.0
17 0.07647 0.07200 - - 6.0
18 - 0.12490 - 0.12000 4.0
- 19 - 0.16782 0..16500 4.8
20 - 0.,20712 0.20200 2.5
- 21 - - 0.02956 - - 0.,02500 - - 18.0
22 0.08417 0.07300 15,0
23 0.14170 - 0.14400 —=2.0
- 0.19272 - - 0.18800 -- - 2.5
25 - S Q.23716 - - 0.22800 0 4.0
.gg.ate ______ 0..00000 - - - - 0.00000 - - - - - 0.0 - - -

TABELA VI-15
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PLACA IV - MALHA 6 X 6

'DEFLEXOES EM POLEGADAS

gﬁgzIS. DIF. FINITAS EXPERIMENTAL DIF. $ ELEM. FINITOS
1 0.00583 0.00600 -2.9  0.,00470
g 0.01321 0.01200 9.0 " 0.01278
3 0.1938 0.01900 1.9 (.02024
.... . 0.02477 ©.02300 - 5.0 U.02659
5 0.02849 0.02700 "~ 5.2 0.03249
S 0.03233°  0.03100 4.1 0.03603
""" 7 ' 0,01250 0.01200 4.0  0.01235
8 ' 0.03069 0.02700 12,0 0.03535
9 0.04756 0.04500 5.4  0.05845
10 0.06172 0.06000 2.7  0.07886
11 0.07413 0.07000 5.6  0.09696
12 0.08636 0.08200 5.0  0.11312
13 0.01697 0.01700 -0.2  0.01863
14 '0,04433 0.04300 3.0 0.05586
15 0.07167 0.06900 3,7 0.09653
16 0.09575  0.09500 0.8  0.13178
17 0.11714 ' 0,11400 2.7 0.16422
18 0.13825 - 0.13400 3.0 0.19524
19 0.01627 - 0.01900 1.4 0.02311
20 ' 0.05299 0.05200 1.8 0.07160
21 0.08869 0.08800 0.7 0.12554
22 0.12141 0.12000 1.1 0.17623
23 0.15079 0.14900 1.2 0.22205
24 ©0,17922  0.17500 2.3 0.26597
25 0.02042 0.01900 6.9  0.02667
26 ' 0.05847 0.05500 5,9 0.08380
27 010066 0.09800 - 2.6  0.14948
28 0.14042 014000 0.3 0.21242°
29 0.17619 0.17700 0.4 0.,26927
30 0.20981 0.20700 - 1.3 0.32260
31 0.02161 0.01900 7.8  0.02790
B S 0.06274 0.05500 12.3  0.09346.
33 0.11107  0.10400 6.3 0.17083
34 0.15715  0.15400 2.0 0.24514
35 0.19806 0.19700 0.5 0.31104
CTae PO V22800 2.5 0.37030
P S 00000 v 00000 o 5 00000

TABELA VI-1l6
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- PLACA IV -~ MALHA 7 x 7 ... .

.. ... DEFLEXOES EM POLEGADAS .

pros . DIF. FINITA EXPERIMENTAL DIFERENCA %
NODAIS &~ o PEEERSTEES ,
i 0.00351 0.,00400 -13,0
2 0,00836 0.00900 =7.0
3 _0.01261 0,01300 -3.0
4 _0,01609 0.01800 -0.8
5 0.01896  0.02000 5.8
6 0.02170 0.02300 «5.5
7 _0.02391 0,02500 =44
8 0.00801 0.00900 -8.8
0.02040  0.01900 7.0
1o 0.03247 0.031Q0 5.0
11 - 0.04286 0.04300 =0.5
12 0.05175 0.05200 =0.5
13 0,05993 0,05900 1.5
14 0.06794 0.06700 1.5
15 0.01144 0,01200 =4.5
16 0.03975 - 0.02900 _ 6.0
17 0.05083 0,05100 =0.5
18 0,06900 0,06900 0.0
19 0.08496 0.08700 _=2.5
20 0.09961 0.10000 0.5
21 0.11438 - 0.11300 R Y ¢ D
22 0.01350 0,01400 - 3.5
3 0.03798  0.03800 0.0
24 0.,06480 0,06600 _=2.0
25 0.09007 0,09100 1.0
26 0.11278 0,11400 1o
27 _0.13370 0,13300 " 1.0
Ty 0.15460 0.15300 o
e 0.01459  0.01600 s
30 004260 - o.04%00 R
31 0.07463  0.07500 I
32 " 0,10579  o0,lo760 ~1.3

continua
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.. PLACA IV. -~ MALHA 7. x 7. .. .. .

. DEFLEXOES EM POLEGADAS . . .

Eggils DIF. FINITA EXPERIMENTAL DIFERENCA %
33 0,13435 0.13600 1,0
34 0,16063 ° 0.13600 ° ° =0.5
35 ' 0.18637  0,08500 0.5

36 0.01520  ° 0.01600 °  =6.5
37 0.04578  0.04300 6.5
38 0.08198 0.07900 - 3.5
39 0.11809 0.11800 0.0
40 0.15155 0.15300 ° -1.0
41 0.18215 0.18500 -1.5
42 0.21133 0.21100 0.0
43 0.01502 0.01600 ~5.0
44 - 0.04813 0.04400 9.0
45 0.08857 0.08200 7.0
46 0.12948 0.12600 2.0
47 0.16737 0.16700 0.0
48 0..20140 0.20200 °  =0.5
49 0.23666 0.22800 2.0
_gg_@té__ 0.00000  0.00000 0.0

TABELA VI-17
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.RESULTADOS.P/.O.GRAEICO‘DE.CONVERG.

- DEFLEXOES EM POLEGADAS (CANTO LIVRE)

. MALHA . NO . DIF. FINITAS EXPERIMENTAL DIFERENCA %

3 x3 9 0.255 0.228 18.0
4 x4 lé 0.245 0.228 7.5
5 x5 25 0.237 0,228 4.0
6 x 6 36 0.235 _0.228 2.9
7T x 7 49 0.233 - 0,228 2.0

TABELA VI-18

RESULTADQS P/ O GRAFICO DE CONVERG.

DEFLEXOES EM POLEGADAS {(CENTRO)

MALHA NO DIF. FINITAS EXPERIMENTAL DIFERENCA %

33X 3 .. 0.093" 0.069 25,8
5X 5 . 0.076 " 0.069 9.2
6 x6 15 0.072 0.069 4.1
7 X7 vuun 0.070° 0.069 1.4

TABELA VI-19

OBS: 0OS VALORES DAS DEFLEXOES NO CENTRO P/ MALHAS:
3x3, 5x%5 e 7x7, CORRESPONDEM A VALORES OBTIDOS
POR INTERPOLACAO GRAF. (ASSINALADOS POR *)
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T
0.085 [—
CONVENQAD:
o /
e D{F, FINITA //
——————— EXPERIMENTAL
e e e TEGRICO [ EXTRAP. GRAF)
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GRAFIGO VI-7
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{
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0.240}—
0.235

v
7
7
4
4
”~
”
0.230 -
EXPERIMENTAL
0.228 Y 0.28
0,225
0.220 | | | I | ]
0.0 20 4.0 8.0 8.0 10.0 12.0 14.0

ESPACAMENTO DE MALHA "A" (POLEGADA)

GRAFICO VI-8



0135‘

PLACA IV ~ MALHA 6 x 6

' 'MOMENTGOS DE CONTORNC EM Lb x pol./pol.

MOMENTOS NO ENGASTAMENTO

MOMENTOS NO BORDO LIVRE

pTOS DIFERENGCAS FINITAS ELEMENTOS FINITOS
NODAIS Mx My Mxy Mx My Mxy
37 -93.06  =27.92 0.00 -136.49 -40.94 6.878
38 -92.21  -27.66 0.00 -140.80 -42.24 -1,22
39 -87.0L  -26.10 0.00 -122,72 -36.81 0,24
40 -76.63_ -22.98 0.00 -101.91 ~-30.57 0,18
41 -56.44  -16.93 0.00 ~70.30  -21,09 -0,436
42 -26.32  -7.89  0.00  -27.47 __ ~8.24 0,273
43 0.00 0.00 0.00 0.00 0,00 6,961
44 ~7.89 -26.32 0.00 -8.,41 ~28.05 _-1,802
45 -17.89  -59.65 0.00 -22.28 -74.27 -0,438
46 -26.25 . -87.51 0.00 34,06 -113.53 0,098
47 -32.81 -109.36 0.00 -43.73  -145,79. _0.148
48 -38.59 -128.65 0.00 -53.49 -178.30 -1,557
49  -43.49 145,98  0.00  -56.21 -187.37 8,085
6 0.00 . -44.58 9.92 11.42 -73.36 11,92
12 0.00 4.39  17.51 1.26 -4.03 23,76
18 0.00 22,44  13.77 2.49 26.10 21,49
24 0.00 21.33 9.25 1.31 29.54 15,53
30 0.00 11.42 5.37 1.22 19.24 9,45
36 0.00 0.00 0.00 -2,27 -8.17 5,51
35 6.55 0.00 5.94 15.41 ~2.28 9,47
34 10.62 0.00 9.27 18.71 - -2,76 14.58
33 4.63 0.00 11.19 9,46 -2,96 18,21
32 ©-12.74  0.00 10.89 " -18.,17 -2.53 17,67
31 -34.01 0.00 2.64 -71.11 ~ -9,79 5,94

TABELA VI-20
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.. PLACA IV. - MALHA 6 x 6

........... MOMENTOQS NA REGIAO CENTRAL EM lb x pol./pol.

pTOS DIFERENCAS FINITAS ELEMENTOS FINITOS
 NODAIS  Mx My Mxy Mx My MXy
13 -21.98 - =2.14  12.26 -31.99 ° -5.97 14,35
14 3,42 11,26 15,96 - 1.69 10,65 21.96
15 12,15 - 18.19 14,77 14,17 19,72 23,57
16 11.74 20,72 12.06 15,16 23.50  22.07
17 6.97 © 21.32 _ 10.27 10.84 24,68 20.81
'3 =2.96  -18.96 8.81 . -6.56  =30,23 18,40
9 8.87 ~16.02  13.57 8.7l  8.59  24.63
21 10.15 13,42 14,04 13.34 ° 16.15 " 19.94
27 6.54 5,16 13,10 10,04 7.56  17.22

TABELA VI-21
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Distribuigdo de momentos p/ malha 6x6
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Grafico VI-9
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Distribui¢gdo de momentos p/ malha 6x6
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. RESULTADOS

- TENSCES NORMAIS E DE CISALHAMENTO EM TF/M%/M

RTOS  DIFERENCAS FINITAS °  ELEMENTOS FINITOS

SNODAIS T T T T ox . oy twy
1 - ~0.0302  -0.2596 .. 0.0000 . -0.0362 -0.2336 0.0045
_____ 2 . . =0.0151.-0,3281 ..0.0000 =-0.0183. -0,3951 -0.0025
3. ~0.0642 -0.2232 -0.2131 .. .-0.0820 . -0.2116 -0.2330
4 -0.0221 .-~0.3888 . -0,2360 ~ -0.0299 -0,4226 -0.3140
5 -0.0967. -0.0188 0.0000 -0.1238 -0,0161 ~0.0012
6 -0.0684  -0,0331 -0.418  -0.0713 ~0.0288 -0.3560
7. . -0.1074  ~0.1560 -0.6680 - ~0.1133 =-0,1276 -0.7600
'8 -0.1050 =0.3664 -0.4830 ~-0.1330 -0.3980 -0.5510
9 0.0610  0.0094  0.0000  0.0940  0.0087 -0.0032
10 0.0760 . 0,0061 =-0,5350  0.0750  0.0075 -0.3800
11 0.0450 -0.0244  -0.6100 ~ 0.0360 -0.0185 -0.6000
12 .. 0.1890 ~0.2435 -0.403 . 0.1410 <-0.3364 -0.2610
I 0.0000 . =0.1035 -0.0000 . 0.0485 -0.0855 —-0.0048
IT . -0.1225 -0.0668 0.2160 . .-0.1849 .-0.0449 . .0.1450
CIII . =0.26392 .. 0.0000 .. 0.0000  -0.3246 . 0.0119 0.0059
IV 0.0000 =0,4960 . 0.0000  0.0008 . -0.6240 . 0.0008
v o 0.0000 -0.3940  0.0000 . 0.0056 ~-0.5760 -0.,0076
VI 0.0000 . =0.4150 0.0000 .  0.0630 . =0.7710 =0.0250
VII - 0.0000 =0.5870. 0.0000  0.0663  ~0.9950 —0.0227
VIII = 0.0000  =-1.0000 0.0000 . -0.0137 . =1.2450 . 0.0057
IX 0.4150 -1,0000  0.0000 . 0.3101 ~-0.558 . -0,0230
X 0.3360 .. 0.0000 . 0.0000 . 0.4690 = ~0..0006 . 0..0180
XI 0.2380 .. 0.0000  .0.0000 . 0.,3140 . ~0.0015 0.0086
XTI 0.3352 .,.0.0000 .. 0.0000  0.3704  «0.0004 —-0.0008

TABELA VI-22
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6.3. Analise e Concluséo.
Placa I:
a) W (deflexoes).

0 exame das tabelas VI-1 e VI-3 revela-nos uma diferenca
mais acentuada entre os resultados apresentados pelos dois méto
dos nos pontos do contdrno do orificio, sendo, que esta diferenca
foi de 11% para a malha de 3x3, chegando até 20% para a malha de
6x6. Notamos também, que os valores apresentados pelo método dos

Elementos Finitos foram sempre superiores em grandeza nesses

pontos.

Para pontos do dominio, a diferenga entre osvalores apre
sentados pelos dois métodos foi bastante pequena, sendo a diferen
ca porcentual média da ordem de 5%.

b) MX e My (momeﬁtos fletores).

Pontos do contornc do orificio.

As tabelas VI.2 e VI.4 permitem-nos constatar uma melhor
precisio dos resultados para o método das diferencas finitas. Es
tes valores sdao exatos e independem do refinamento da malha, pois
correspondem a condicdes estaticas de contafno no bordo livre da
placa. (MX=0, My=0]. No método dos elementos finitos (para o ele
mento retangular nio conforme) estas condigles estaticas nao sao
impostas, porém com o refinamento da malha elas tendem a ser  sa
tisfeitas. Observamos através das tabelas VI.2 e VI.4, que os va
lores de M, e My’ que deveriam ser nulos para pontos do bordo 1i
vre respectivamente (condicdes de bordo livre nas diregoes x e y),
apresentam um 'valor residual" proximo de zero e que tenderia a
anular-se com o refinamento da malha. Valores nzo correspondentes

a condicoes de bordo 1ivre(MX%0 e My%ﬁ) em pontos do cont8rno do orifl

- B . ol - -
cio apresentaram-se maiores para o método dos elementos finitos
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constatando-se uma diferenga média da ordem de 19%,

Pontos pertencentes ao dominio:

Para esses pontos os dois métodos apresentaram valores
mais proximos (em relacdo aos obtidos para pontos de contorno),
resultando uma diferenga porcentual média de 15%. Os resultados
obtidos entre os dois métodos, mostraram um melhor ajustamen

to, se comparados com os obtidos pelas placas II e III.

E conveniente salientar, que os valores obtidos por ele
mentos finitos foram em sua maioria sempre superiores em grande

Za aos obtidos por diferencgas finitas.

Para os pontos do contorno externo (bordo engastado),
0s valores de Mx e My obtidos pelos dois métodos -apresentaram
uma diferencga porcentual que variou de 0% (canto fixo) até 19%
(ponto central do bordo), sendo que os valores obtidos por ele-
mentos finitos foram progressivamente superiores aos obtidos por

diferencas finitas.

c) Mxy (momento torsor)

Os resultados obtidos por diferengas finitas para momen
tos torsores foram inferiores aos obtidos por elementos finitos,
mormente para os pontos do dominio, e pontos do contdrno do ori
ficio, porém para os pontos de simetria e do bordo engastado o©s
resultados obtidos por diferencas finitas sdo exatos ou seja

exibem . valor nulo, (como era de se esperar), enquanto que oS
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obtidos por elementos finitos apresentaram um pequeno valor re

sidual, que tende a anular-se com o refinamento da malha.

Placa I1:
a) W (deflexoces).

Pelo exame das tabelas VI-5 e VI-7 nota-se claramente
uma grande superioridade dos valores obtidos por elementos fini
tos em relagac aoscalculados por diferencgas finitas, principalmen
te nos pontos do contorno do orificio, chegando-se a uma diferen

ca percentual de até 40%.

Verifica-se,que para os pontos do dominio a diferencga
entre os resultados obtidos pelos dois métodos apresenta-se ain
da bastante alta, constatando-se uma diferenca média da ordem de

30%.

b) Mx’ My (momentos fletores).

Observando as tabelas VI-6 e VI-8, constata-se como no
exemplo anterior, que 0s valores dos momentos fletores corres-
pondentes as condigoes de bordo livre no contorno do orificio e
nos bordos externos simplesmente apoiados obtidos por diferencgas
finitas sao exatos, independente da malha utilizada, enquanto os
obtidos por elementos finitos apresentam um pequeno valor resi

dual para as malhas utilizadas.
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Nota-se também, que os valores obtidos por elementos fi
nitos para esées pontds do contdorno do orificio (excetuando-se &
condigoes de bordo livre), apresentam superioridade em relagao
aos valores obtidos por diferengas finitas, constatando-se uma

diferenca porcentual de até 35%.

Nos pontos pertencentes ao dominio, os valores obtidos
por elementos finitos foram ligeiramente superiores em grandesa,
aqueles determinados por diferencas finitas, chegando-se a uma difera

ca porcentual média de 10%.
c) Mxy (momento tgr.sor).

Como no exemplo anterior observamos pelo exame das tabe
las VI.6 e VI.8,que os valores obtidos para o momento tQr sOoT por
diferengas finitas sao inferiores em grandesa aos resultantes POT
elementos finitos, mormente os pontos do dominio constatando-se
uma diferenga porcentual de 20%, para as duas malhas utilisadas.
Como ja era de se esperar nos pontos de simetria os valores obti
dos por diferengas finitas sao exatos (Mxy = 0) e independem da
malha utilisada, no entanto os obtidos por elementos finitos apre

sentam um pequeno valor residual, que tende anular-se com o refl

namento da malha.

Nos pontos do contdrno do orificio e do contdorno exter
no simplesmente apoiado, os valores obtidos por elementos fini
tos foram superiores em grandeza aos obtidos por diferengas fini

tas, constatando-se diferenca porcentual média de até 30%.
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Placa III:
a) W (deflexoes)

Pelo exame das tabelas VI.9 e V.11, nota-se que os va
lores obtidos para os pontos do contdrno do orificio por elemen
tos finitos foram superiores em grandesa aos obtidos por dife-
rencas finitas, constatando-se uma diferenca porcentual da ordem

de 18%, referente a malha (3x3) e uma diferenca da ordem de 25%

referente a malha de (6x6).

Para pontos do dominio, esta diferenca passou a ser bas
tante pequena, constatando-se uma diferenca porcentual média de

5% para a malha de (3x3) e de 12% para a malha de (6x6).

b) Mx’ My (momentos fletores).

As mesmas observagoes relativas aos exemplos anteriores
podem ser colocadas para representar os resultados obtidos para
pontos do contdrno do orificio, em que os valores obtidos por di
ferencas finitas (correspondentes a condicoes de borde livre
para Mx =0 e My = (); foram exatos, enquanto os obtidos por
elementos finitos apresentaram um residuoc que tende a diminuir

com o refinamento da malha, assim como para pontos do contorno

externo simplesmente apoiado.

Nos pontos do dominio os resultados apresentados pelos

dois métodos apresentaram uma diferenca porcentual média de 10%
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para a malha de (3x3), enquanto que para 2 malha de (6x6) essa
diferenca chegou a 15%. [ conveniente mais uma vez salientar que
os valores obtidos por elementos finitos foram para a grande mab

ria dos pontos, superiores em grandesa aos obtidos por diferen

cas finitas.

As tabelas VI-10 e VI-12Z nos mostram uma progressiva su
perioridade em grandeza nos valores obtidos por elementos fini-
tos nos pontos do bordo engastado emcomparacdo com 0s obtidos
por diferencas finitas, constatando-se uma diferenga porcentual

média de 19% (malha 3x3) e de 25% para a malha de (6x6).

M
c) Xy

De um modo geral como nos exemplos anteriores os valo-
res para o momento torsor por elementos finitos forao sempre su

periores em grandeza aos ~de diferencas finitas.

Nos casos particulares em que o momento torsor & nulo
ou seja, pontos de simetria da peca e pontos do contorno externo
engastado, os valores obtidos por diferencas finitas permanece
ram sempre nulos independente da malha, enquanto os obtidos por
elementos finitos foram valores despreziveis,que tendem a anular

se com o0 refinamento da malha.

Em geral para pontos do dominio e do bordo simplesmente
apoiado a diferenca porcentual média entre os valores obtidos

pelos dois métodos foi da ordem de 185%.
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Placa 1IV:

Pelo exame das tabelas VI.13 até VI.17, sdaoc comparadas
as deflexdes obtidas teOricamente (diferencas finitas) e pela
andlise experimental. Pode-se observar que as solugbes resultan
tes do uso de 36 e 49 equacgdes (malhas 6x6 e 7x7), aproximam-se
muito favoravelmente das solugdes obtidas pela investigagdo expe
rimentals. Os graficos de convergéncia, nos quais sao plotadas @
deflexdes(w) versus espacamento de malha (A), usadas nas equa-
coes por diferencas finitas, referem-se as deflexoes no ponto
central da placa e no canto livre respectivamente. O valor expe

rimental observado esta sobreposto a linha horizontal cheia,como

observamos nos graficos de convergencia.

Em todos os casos, 0s valores obtidos para um espagamen

to de malha de 7,5" pol. ou(19.05cm), corresponde a 36 pontos

nodais, aproximam-se muito favoravelmente daqueles obtidos expe
rimentalmente. Quando o espagamento de malha(X) aproximam-se de
zero o nimero de pontos nodais tende ao infinito, e portanto os
resultados aproximam-se de um valor constante. Este valor seria
igual ao valor, que obteria-se através da solugdo matemidtica ri

gorosa da equagao de Lagrange.

Esta andlise estd restrita a observacao e predicao  do

comportamento estrutural de uma placa de aluminio de 1/2 polega
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da de espessura, quando sujeita a um carregamento normal distri
buido variando linearmente até o bordo inclinado. Se tivessemos
assumido,que esta placa fosse-de concreto armade, e este mate-
rial considerado como homogeneo e com momento de inércia constan

te, estes resultados através dos principios de sémélhanca da ana

lise experimental, poderiam ser usados para predizer-se o compor
tamento estrutural de uma placa tipo contra-forte de concreto
armado geométricamente similar ao modelo, quando submetida a um

tipo semelhante de carregamento.

Discussao:

Muitos fatores podem ter influenciado os resultados da
analise tedrica e experimental. Citaremos a seguir alguns destes

fatores mais importantes:

1. A simplificacao do bordo inclinado:

Visto que, o carregamento aproxima-se de zero neste bor
do, foi decidido que esta simplificagao seria justificada. Igno
rando-se outros possiveis erros de compensa¢do o ajustamento en
tre os resultados teorico e experimentalaindicaram que esta sim

plificacdo foi valida.

2. Erros de arredondamento nos coeficientes, das equagoes, escri

tas em diferencas finitas.
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3. Efeito do esforgo cortante sobre as deflexoes.

A formulacdo tedrica para as equacdes da teoria das pla
cas delgadas, utilizada neste trabalho, ignoram os efeitos do es
forgo de corte sobre as deflexdes. Esta omissao por certo tendeu
a fazer com que as deflexdes obtidas tedricamente fossem menores

. . . - . 3
do que as obtidas pela investigacao experimental.

4. O tamanho do espacamento das malhas.

Certamente o tamanho dos espacamentos de malha usados
no método das diferencas finitas, afetaram os resultados  teori

cos. Os graficos de convergencia, indicam claramente este efeito.

5. A fixacao dos bordos da placa.3

A completa fixagdo dos bordos (engastamento), nao pdde
ser praticamente atingida no modelo. Foram observadas deforma-
goes abaixo de cada um dos bordos fixos (engastados), que indi-

caram rotacdes despreziveis nos suportes.

Algumas rotacdes foram reduzidas pelo enrijecimento
dos canais de suportes pela colocagao de carregamento sobre es
tes. A fixacao real dos bordos engastados,concebida na analise

tedrica tendeu a fazer as deflexoes obtidas teoricamente, meno-

4 - B - 3
res do que as verificadas experimentalmente .
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6. Forcas de membrana.,
A linearidade das curvas carga-deflexao obtidas na
- . 3. . P e e
analise experimental, indicaram a existencia de  insignificantes

forgcas de membrana para a placa em estudo.

Forgas de membrana foram desprezadas na analise teodrica.

3
7. Espessura da placa.

Medicoes da espessura, tomadas em varios pontos do mode
lo, indicaram uma variacao de apenas 0.005 polegadas em 0,500 po
legadas de comprimento de placa. A placa foi portanto, considera

da como sendo de espessura constante.

3
8. Homogeneidade da placa:

Os testes de tensao das amostras (tomados em angulos re
tos) indicaram mutuamente, que poderiam ser assumidas semelhantes

propriedades fisicas.

9. Simulagdo da carga distribuida.

Um nimero suficiente de cargas concentradas individuais,
foi usado para aproximar a carga distribuida da utilizada na ana

lise teorica por diferencgas finitas.
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A tabela VI-22 apresenta os valores das tensoes nos pon

tos da malha (8x8); os graficos a distribuicgao de tensoes.

Tensac o_:
X

Apresenta valores bem razoaveis em todos os pontos, prin
cipalmente para os do dominio em que a diferenga porcentual mé-
dia entre os resultados obtidos pelos dois métodos foi da oxrdem

de 15%.

No contorno externo e no orificio central a  diferencga
entre os resultados obtidos pelos dois métodos foi bastante sig-
nificativa, mormente nos pontos do bordo superior. Constatou-se

uma diferencga porcentual média em torno de 20%.

0 bordo superior € tracionado, diminuindo a tensaoc de
tracao do centro para a periferia. A medida que se penetra  no
interior da placa, a tensao de tracado diminui. Na altura da li-
nha média ja se nota uma significativa tensao de compressao, es-
ta ja se torna uma consideravel tensao de compressao na altura do
borde superior do orificio, diminuindo do centro do mesmoc  para
o canto lateral. A partir dai, a tenséq de compressaoc  diminui
bastante, sendo praticamente nula nos pontos pertencentes ao con

torno vertical do orificio, e diminuindo consideravelmente ate
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0 eixo de simetria horizontal, sendo nula no centro do bordo do

orificio (ponto I) e do contorno lateral externo na periferia da

chapa. (Ponto IV).

Tensaoc o_:
y

Apresenta bons resultados, mormente nos pontos do domi-
nio, em que se constatou diferenca porcentual média da ordem de
8%, entre os,resultados obtidos pelos ddis métodos. Nos pontos
do contorno, principalmente os do bordo lateral externo, os ddis
metodos apresentaram resultados, que demonst:aram uma diferenga

significativa, esta em termos porcentuais chegou até& 25%,

O bordo superior quase totalmente comprimido, apresenta
uma tensdo unitdria maxima, localizada no canto externo onde se
situa o carregamento, esta diminui consideravelmente até o tergo
médio do bordo superior, chegando a anular-se nos pontos (X e
XI), até atingir o centro do bordo superior em que, apresenta uma

significativa tensao de tracgao (ptg XI1).

Para as demais sec¢les, o comportamento € semelhante ao
do bordo superior, ou seja apresenta uma consideravel tensio de
compressao no bordo externo lateral; esta diminui consideravel-
mente até atingir o centro da chapa na altura do eixo  vertical

de simetria, onde & praticamente nula.
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Nos pontos de bordo superior do orificio a tensdo de
compressao atuante s0 € significativa no canto (ptg IT), esta di
minui consideravelmente, praticamente se anulando, até atingir o

centro do bordo do oriffcio (pt9 IIT), onde se anula.

Finalmente, na altura do eixo de simetria horizontal, a
tensdao de compressao ja & significativa desde o centro do bordo
lateral do orificio (pt9 1) ; aumenta consideravelmente até atin-

gir o contorno externo periférice da chapa (th V).

Tenséo Ty’

. Apresenta bons valores, mormente nos pontos dos bordos
superior e lateral, além dos pontos sobre os eixos de simetria,
onde deve ser nula. Aumenta de valor absoluto ao aproximar-se
dos pontos centrais e proximos do bordo superior (thS 10, 11 e
12), possuindo nestes pontos e seus adjacentes valores bem signi
ficativos. A diferenca porcentual média entre os resultados ob-
tidos pelos dois métodos, mormente para os pontos do dominio foi

da ordem de 15%.
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CONCLUSOES

Como se sabe, o Método dos Elementos Finitos e os da Di

ferengas Finitas sao conceitualmente bem diferentes.

O primeiro consiste em dividir o continuc em elementos,
tratando-se de uma aproximacdo fisica do real e, através de super
posicao, chegar-se a um sistema linear. O segundo consiste na
substituicao das equacoes diferenciais e condic¢des de contorno,
em um numero finito de incdgnitas, referidas a pontos discretos,
dentro ou fora do contorno, Trata-se, pois, de uma aproximacgao
matematica do real, formando as equagoes de Diferencgas Finitas

um sistema de equacgdes lineares.

Os resultados obtidos por diferencas finitas, em coorde
nadas cartesianas retangulares, se apresentaram razoavelmente
bons, principalmente na analise do comportamento a flexdo de pla

cas com o contorno externo engastado ou livre; estas foram: a

placa I e a Placa IV

Com respeito a chapa duplamente conexa, os resultados
foram bons, mormente nos pontos internos. Nos pontos do contorno
do orificio, sobretudo no canto, onde deve haver concentracao de
tensoes, observa-se uma diferencda mais acentuada entre os resul

tados das tensoes normais entre os dois métodos (da ordem de

30%). Ao longo dos bordos do orificio anulam-se no centro, mas
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apresentaram valores residuais nos demais pontos. Como era de se
esperar, o método das diferengas finitas apresentou-se mais exato

neste aspecto.

0 autor deseja chamar atencdo para os valores numericos
dos coeficientes do sistema linear em Diferencas Finitas, de uma
maneira particular, para os coeficientes centrais, ou seja, aque
les que, em valor absoluto, sao bem maiores que os demais. Qual
quer variacdo.neles, mormente nos de maior grandeza, determinara
respostas bem diferentes para o sistema. Note-se que estamos fa
lando de érros inferiores & 3% nos coeficientes centrais da mole

cula.

O proprio autor constatou, que as raizes mudaram comple
tamente e, com elas, a distribuigao de tensoes nas chapas; o cam
po de deslocamantos na flexao das placas também sofreu alteracoes,

inclusive mudanca de sinal.

Conforme se poude observar no presente trabalho, as condi
cdes de contorno sdo tratados com extrema simplicidade. Espera-se,
com isto, dar uma contribuigdo valida ao estudo da flexao de pla
cas retangulares com orificios ¢ com bordos livres, assim como,
de chapas multiplamente conexas, pois, embora a teoria seja bem
conhecida, sua aplicabilidade a casos especiais e praticamente
desconhecida. Nio sé os pontos externos, ficticios, sao de facil
detrminacdo, como taﬁbém, a montagem das equacgoes lineares, gra-
cas aos operadores moleculares, conforme se pode constatar no tex

to.
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Como se disse na introdugﬁo, 0 grande volume de calculo
torna imprescindivel a utilizacao de computador; mas uma éutomg
tizacdo total do cdlculo, sera certamente muito dificil. Pela ge
neralidade dos problemas abordados, este trabalho nao foi total
mente automatizado, - mesmo porque, e€ssa nao era nossa  preten

5ao.

0 que seafirmou no pardagrafo anterior & de capital im
portancia, pois o estudo "comparativo" entre os dois métodos (Dif.
Finitas e Elementos Finitos), a que nos referimos na Introdugao,
nio tem a pretensdao de analisar a eficiencia e compacidade de
programacgao, influéncia do tempo na programagao etc., portanto de
sejamos tao somente estabelecer comparacgdes entre os resultados
obtidos pelo dois métodos nos casos estudados.  As comparacgoes
que, por ventura, aperecem sdo extensiveis tao somente a proble

mas analagos, isto €:
1) Placas Retangulares esgastadas ou simplesmente apoiadas, de es
pessura delgada com um orificio central, sujeitas a carrega

mento transversal uniformemente distribuido.

2) Placa Retangular de espessura delgada tipo contra-forte (en-
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gastada em dois bordos adjacentes e livres nos outros dois),

sujeita a carregamento transversal linearmente distribuido .

3) O problema da conexao miiltipla, aplicado a uma chapa retangu-
lar, de espessura delgada, com carregamento no contorno, atuan

do no proprio plano da chapa.

A potencialidade do método dos Elementos Finitos e a sua

total automatizagdo, através do sistema de linguagem Lorane Li-
. -« »

near, e outros, que tornaram o assunto mais acessivel aos estudi

osos, constituem argumentos favordveis aos Elementos Finitos.

Resumindo as conclusoes, procurar-se-ao sintetizar  os
aspectos mais importantes, que irao determinar a maior ou menor
aplicabilidade ¢ amplitude do Método das Diferengas Finitas, sem

pre tendo em vista o problema especifico.

0 Método das Diferencas Finitas, largamente utilizado ma
analise numérica, bem como na solugao de problemas na flexdao de

placas delgadas e da teoria da elasticidade, exige:

a) Definic@o do tipo de malha e dal do sistema de coordénadas .
funcdo também da configuracao do contorno. No caso de centor
nos irregulares e de variadas condigdes de bordo, a geracao do
sistema linear torna-se bastante complexa, mormente s¢ o pre-
tendido fdr a automatizacdo completa dos calculos. Deve-se“pro

curar uma malha, que se adapte convenientemente ao contorno.



b)

d)

que:

a)
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As condic¢des de borde, pontos de contorno € pontos exter-
nos, que inicialmente apresentavam dificuldades na sua deter
minacao, tornam-s¢ bastante simples. Em alguns casos de car

regamentos porém, essa simplicidade pode inexistir.

A resposta do sistema &, altamente sensivel a pequenas varia
goes dos coeficientes da molécula, em particular, os de maior

valor absoluto, (Qque sao os centrais)

0 método da Diferenga Finita parece mostrar maior sensibill
dade nos pontos do contorno, onde houver concentracdo de ten
sGes. O método dos Elementos Finitos parece nao ter  tanta

sensibilidade, para os elementos utilizados.

0 grande volume de calculo exige a automatizagdo, nem sempre
possivel na sua totalidade, devido as caracteristicas dos pw
blemas. O sistema linear de equacgoes foli implementado pelo

método de Gauss e resolvido no sistema B-6700, instalado no
Nicleo de Computacdo Eletronica da Universidade Federal do

Rio de Janeiro.

De observacoes ao longo deste trabalho podemos induzir

0 método das Diferencas Finitas para a solucao aproximada de
equacgoes diferenciais dos tipos comumente encontrados nos fe

noémenos da engenharia, € muito simples e o mais direto méto
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do de analise numérica.

b) Com o advento de computadores digitais de alta velocidade,sis
temas de equagoes algébricas lineares simultaneas podem  ser

resolvidos economicamente.

c¢) O método das Diferencgas Finitas, apresenta bons resultados
para placas do tipo engastado-livre e sujeitas aos carregamen
tos aplicados nos exemplos apresentados, mormente quando um

sistema de malha com 30 a 40 nos & utilizado.

6.4. Aplicabilidade do Méetodo das Diferengas Finitas

Torna-se praticamente invidvel com os conceitos atualmen
te existentes, a elaboracao de um programa automatico para a apli
cacao do método das diferengas finitas que seja geral, isto €,
um programa automdtico que calcule placas para os mais variados
contornos, orificios e condig¢des de apoio. Entretanto, no estudo
de um problema especifico definido, podemos empregar o método das
Diferencas Finitas tornando a resolucdo relativamente simples. sua
aplicacao aos problemas especificos apresentados neste trabalho,

nos ddo uma idéia do valor desse método.

E fato inegavel que este processo numérico tem tido
sua importancia diminuida com a expansdo do mais novo e poderoso

instrumento de calculo que € o método dos elementos finitos.
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Salienta-se que na época em que o mctodo das Diferengas Finitas
encontrava-se em fase de desenvolviﬁento, 0s peéquisadores ainda
ndao possuiam a facilidade de utilizagdo de computadores. E natu
ral portanto que existam pouquissimos programas especificos pu

blicados para a utilizagdo do método das diferengas finitas.

Desde que exista um estudo dirigido no sentido de autp
matiza-lo, podem-se com ele obter programas pelo menos parciais.
A principal dificuldade no que se refere a automatizagao total
¢ a existéncia de pontos ficticios externos ao contorno. Seria
também vélida uma pesquisa no sentido de se evitar tais pontos,
com a introducdao de novos conceitos, isto €, uma melhor maneira

no tratamento das condigoes de bordo.

Podemos citar os seguintes fatos que caracterizam a apli
cabilidade do método das Diferengas Finitas, mas que jamais po
dem ser considerados como vantagens em relagao ao método dds ele
mentos Finitos, dada a generalidade deste, principalmente no tra

to das condigdes de contorno e disposicao das malhas:

a) Menor ordem do sistema de equagdes para um mesmo namero de pon
tos nodais. Para o caso em estudo teremos uma equacao por
ponto nodal para diferencas finitas e tres para elementos fi
nitos. No caso de elementos mais refinados, teremos mais

equagoes por ponto nodal.



b)

d)
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As fases da analise do problema, ao contrario do método dos
elementos finitos nao sao laborosiosas, dado que as equacdes

diferenciais que regem o corpo em estudo, Sac sempre conhecl

das.

Pode-se aplicar o método (como nos casos estudados), mesmo
que nao se disponha de um programa inteiramente automatico.
Monta-se facilmente o sistema de equagoOes, fazendo apenas
sua resolugao no computador. Para o método dos Elementos Fi
nitos € impraticdvel a sua utilizacdo sem um programa comple

to, mesmo para os elementos menos refinados.

Como em diferencas finitas a automatizacdo ¢ normalmente espe
cifica, existe facilidade da entrada de dados em um programa.
Para elementos finitos torna-se trabalhosa, principalmente

quando utilizamos elementos mais refinados.

6.5. Sugestoes e Continuidade da Pesquisa.

0 presente trabalho pode ter continuado tornando o estu

do comparativo mais amplo, utilizando para as placas e chapas ana

lisadas;

a)

b)

Coordenadas triangulares para diferencas finitas

Elementos conformes (para as placas) e elementos hibridos(pg



d)
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ra as chapas) pelo método dos Elementos Finitos.

Uma nova técnica de discretizacao numérica, no sentido de sc
evitar a existéncia de pontos fora do contorno, com a introdu
¢ao de novos conceitos, isto &, uma melhor maneira no trata-

mento das condigdes de contorno.

Sugerimos a utilizacao de processos melhorados de diferencgas
finitas, como. os métodos plurilocais, sobretudo na analise de

chapas multiplamente conexas.
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APENDlCE

a) Notacdes Utilizadas no Desenvolvimento Tedrico.

Xy’

YZ

xz'

angulos formados pelo normal da segdo considera

da e os eixos 0X e Oy’ respectivamente.,

cosenos diretores

coordenadas retangulares

componentes do deslocamento paralelas aocs eixos
X, Y e Z respectivamete,

alongamento ou deformacdo unitdria

componentes normal de tensao paralelas aos eixos
coordenados X, ¥y e z respectivamente.

componentes tangencial de tensao em  coordenadas
retangulares.

angulos que definem uma determinada direcao

espessura da chapa.

médulo de elasticidade longitudinal



G
AY ou
EZX, £
ny
M, M
n
M, M
X
Qe Q
Mxy’
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modulo de elasticidade transversal
coeficiente de Poisson

projecoes do alongamento unitarioc sobre os eixos

X e Y respectivamente.

componente da deformagao tangencial no sistema re

tangular.

momentos fletores por unidade de comprimento de
uma secao da placa perpendicular aos eixos ne t

respectivamente.

momentos fletores por unidade de comprimento de
uma secgao da placa perpendiculdr aos eixos x e y

respectivamente.

esforco cortante paralelo ao eixo z por unidade
de comprimento de uma secao da placa perpendicu-
lar aos eixos X e y respectivamente ou componen-
tes das forcas de contorno nas direcodes XxXe y

respectivamente.

momentos torsores por unidade de comprimento de
uma segdo da placa perpendicular aos eixos x e y

respectivamente.



P(x,y)
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forcas de bordo resultante, por unidade de compri-
mento de uma segao da placa perpendicular aocs eixos

X e y respectivamente.

0 mesmo que o anterior para os eixos n e t respecti

vamente.

forcga resultante concentrada no canto de uma placa.
bi-laplaciano em coordenadas retangulares.

rigidez a flexao da placa.

carga uniformemente distribuida

carga linearmente distribuida para um ponto genéri

co da placa.

ordenada de carga para o carregamento linearmente

distribuido no canto fixo de uma placa.

carregamento parcial uniformemente distribuido ao
longo dos bordos superior e inferior, por unidade

de espessura de uma chapa.

espessura da placa ou espagamento de malha na dire

¢ao Xx.
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n - diregao.da normal a uma segéo.da placa

t - define uma direcao normal a n.

(A;)l - diferenga central de ordem n para um determinado pon
to genérico i.

d - operador diferencial total.

3 - operador diferencial parcial.

¢ - funcao de tensdes ou funcao de Ayri

pPX , pY - componentes, por unidade de comprimento de forgas

aplicadas ao bordo, no sistema retangular,

A, B, C - constantes de contorno.

A - representa a energia elastica armazenada num corpo
sujeito a um estado de tensdo.

é - simbolisa uma integral curvilinea ou de contdrno.

lb = 1libra

= pounds - unidade de forga no sistema internacional.

polegada- unidade de comprimento no sistema internacional



b)

psi

a,b,¢,... -
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libra por polegada quadrada.

momento de inercia de uma segao da placa com res

peito ao eixo Z.

dimensao dos bordos perpendiculares de uma placa.

momento de todas as forcas de contorno compreendi
das entre a origem e um ponto "P" genérico do con
torno, em relacgdao a P, positivo no sentido anti-

horario.

nomenclatura utilizada para identificar pontos ex

ternos aos contornos ou pontos ficticios.

Convencgoes adotadas no desenvolvimento tedrico.

o — - ——

bordo livre.
bordo engastado ou fixo,
bordo simplesmente apoiado.

sentido horario, convencionado negativo, para mo

mentos ”Mp” de contorno nas chapas.
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=e~+--— - eixo de simetria.
- malha.
1, 2, 3.. - numeragdo em algarismos arabicos, para pontos do
dominio.
I, II, IIL.rnumeracdac em algarismos romanos para pontos do

contorno, numa chapa,
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