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SUMARIO

No presente trabalho pretende-se estudar o proble
ma de grandes deformacSes de meios continuos através de modelos
de elementos finitos mistos. Para tal deriva-se um principio va
riacional incremental tipo Reissner a partir do principio da ener
gia potencial incremental. A analise se vale de formulacdao La-
grangeana total e € aplicada a problemas de estado plano de ten

soes e estado plano de deformagdes ¢ sdlidos axissimétricos.

O processo de solugao € puramente incremental e in

cremental com verificagdo de equilibrio.

Consideram-se equacoes constitutivas de materiais

elasticos e hiperelasticos incompressiveis do tipo Mooney-Rivlin

0 elemento implementado € do tipo iSoparamétrico,
aproximando-se tanto as tensoes como os deslocamentos pela mesma

funcao.

Alguns resultados sao apresentados e comparados

com outras aproximacgoes.
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ABSTRACT

In the present work finite elasticity problems
are studied through the use of an isoparametric mixed element in
wich stresses and displacements are approximated by the same in-

terpolation functions.

This finite element model is derived from a Reiss
ner-type incremental variational principle based on an incremen-

tal potential energy principle.

A total Lagrangian formulation is used to analyse

axisymmetric solids, plane stress and plane strain problems.

Two types of solution are available: a purely in-
cremental solution and .an incremental scheme with equilibrium

checking.

Constitutive equations for elastic and incompres-

sible Mooney-Rivlin type materials are considered.

Some results are presented and compared with other

solutions.
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1 - INTRODUCAO

0 Método dos Elementos Finitos, modelo deslocamen
to encontra-se atualmente bem estabelecido e amplamente difundi-
do no estudo de estruturas de comportamento linear. Entretanto,
a necessidade de se considerarem modelos mais realisticos e, de
se efetuarem analises cada vez mais precisas de determinados com
portamentos estruturais criticos determinou a extensio desse mé-

todo para o tratamento de problemas envolvendo nao linecaridades.

Dessa forma, a solugao dos problemas da elastici-
dade finita por intermédio do Método dos Elementos Finitos tem si
do extensivamente desenvolvida com o uso de modelos de desloca-

mentos »5%17

Nesses estudos vale-se quase sempre de uma forma
modificada do principio dos deslocamentos virtuais que conduz a

um procedimento incremental.

Apesar dos modelos mistos ¢ hibridos formmecerem ex
celentes aproximagdes quando aplicados a analise linear®» 20,%,2
um reduzido nimero de publicagdes : & encontrado na literatura
utilizando essas formulacOes no tratamento de problemas envolven
do comportamentos nac lineares fisico ou geométrico.

No entanto, algumas referencias empregam - es-
ses modelos para tratar de ndo linearidade geométrica®:2»% {n-

cluindo-se analise de estabilidade eldstica® e, materiais nao 1i

neares?* .

A referéncia [7] apresenta um desenvolvimento uni
ficado de formas incrementais dos diversos principios variacio-
nais associados aos modelos de elementos finitos,sendo essas for

mas derivadas diretamente de uma expressdo incremental do princi



pio dos deslocamentos virtuais.

Através - da° segunda variacao dos funcionais asso-
ciados a esses modelos,Pian e Tong” desenvolvem formas incremen
tais que sdo interpretadas como um sistema de equacoes diferen-
ciais ordinarias,tendo como variavel independente um parametro

de carregamento.

Mais recentemente em [2], aplica-se um modelo mis
to derivado de um principio variacional incremental,tipo Reissner,
a corpos de materiais hiperelasticos incompressiveis sujeitos a
grandes deformagdes. A analise desses problemaé tem sido desen-
volvida em [1, 6, 8, 11, 14, 15] empregando-se modelos de deslo-

camentos.

Ainda com relacio aos materiais hiperelasticos in
compressiveis merecem ser destacadas as contribuigbes de Argy-
rig s M
No presente trabalho, valendo-se de uma formula-
¢ao Lagrangeana total, a analise de problemas de elasticidade fi
nita de materiais eldsticos lineares e hiperelasticos incompres-

- . - - - - o - -
siveis e conduzida por elementos mistos isoparametricos, deriva-

dos de uma forma incremental do principio variacional de Reissner.

A partir do principio dos deslocamentos virtuais
deriva-se no Capitulo I, para o caso de mater@ais elasticos 1li-
neares, a forma do principio variacional incremental wutilizada,
bem como sua consequente aplicacdo no contexto do Método dos Ele

mentos Finitos.

No Capitulo seguinte,analisa-se para os materiais
incompressiveis a classe particular de problemas em que a pres-

sao hidrostatica pode ser eliminada da formulagido (estado plano



de tensao).

Em seguida, obtém-se o principio variacional para
0s casos em que essa variavel deve ser considerada como uma in-

cognita adicional.

Ressaltam-se, nas formulacdes desenvolvidas os ter
mos que permitem efetuar para cada incremento de carga,corregoes
iterativas de modo a evitar que a resposta obtida 'se afaste da

solucao exata.

No Capitulo IV comparam-se alguns resultados numé
Ticos com outras aproximagdes e, finalmente, algumas conclusoes

sao apresentadas no Capitulo V.



II - MATERIAIS ELASTICOS LINEARES

2.1 - PROCEDIMENTOS "INCREMENTAIS

Os procedimentos incrementais fornecem uma alter-
nativa que tem se mostrado de grande utilidade na analise pelo
Métodp dos Elementos Finitos,de problemas envolvendo grandes des
locamentos, grandes deformagées e relagoes constitutivas diver-

sas.

Valendo-se de uma formulagac Lagrangeana total,de
senvolve-se a seguir uma forma incremental do principio variacio
nal de Hellinger-Relssner . aplicado.a materiais de comportamento
elastico. A aplicacdo da técnica do Método dos Elementos Fini-
tos a esse principio,por intermédio de aproximagdes adequadas pa
ra os campos de tensoes e deslocamentos no dominio considerado,
permite estabelecer um procedimento incremental para a resolucao

dos problemas mencionados.

Considere-se. 0 movimento genérico de um corpo, co

mo indicado na Figura 2.1

Durante o movimento,a drea e o volume desse corpo

+
t t+at e 0

variam continuamente ., denotando-se por %A , A, A Vv

: . :
by . A%y os valores dessas grandezas nos tempos 0 ,t e - :t+at

2

. - - ~ . (o]
respectivamente. Além disso supfe-se a superficie externa, A,

dividida em:

0 ~ .

SO - parte do contorno onde sao prescritas as forgas de
superficie

OSu - parte do contorno onde se prescrevem os deslocamen-

tos
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Figura2.i_Movimento de um corpo em um sistema de coordenadas cartesianas
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Utilizando-se coordenadas cartesianas para a des-

cricao do movimento desse corpo e, denotando por Oxi . txi e
+ B
t Atxi as coordenadas de um ponto P , respectivamente no tempo
zero, t e t + At , com i =1, 2, 3 tem-se as relacgoes:
t+Aat o t+At
.= .+ . .
X3 X, uy (2.1)
t 0 t
.= .+ . .
X3 X us (2.2)
t t+at - : : .
onde u; e u; sao as componentes cartesianas dos desloca

mentos desse ponto, em. t e t + At .

0 incremento de deslocamento do tempo t ao tem-

po t + At € dado por:

u. = tEAt, Lty (2.3)

0 que se pretende de um procedimento incremental no-estudo do mo
vimento de um corpo,como o da Figura 2.1,é a determinacao das con
figuracdes de equilibrio desse corpo em intervalos discretos de

tempo, 0 , At , 2 At , ... , t e t + At .

Assumindo que as solucoes em todos ‘intervalos do
tempo 0 ao tempo t , inclusive, tenham sido encontradas, nro-
cura-se estabelecer um processo que permita determinar a solucao
para o instante t + At | Seguiﬁte. "A aplicacao sucessiva desse .
processo pgrmite.a determinégao de todas configuracoes de equili

brio desejadas.



2.2 - FORMA INCREMENTAL DO PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL

A condigao de equilibrio de um corpo na configura
cao de tempo t + At , referida a sua geometria indeformada,pode
ser expressa pelo Principio dos Deslocamentos Virtuais que se es
creveld8;
t+At

Qqv = R (2.4)

J teate o teAtp
0"1] 0 1]
0

sendo:

t+at, _ t+at 0 t+at 0

o
3 Y (2.5)
onde:
t+At PR §
TR - trabalho virtual das forgas externas
t+At . - :
0Sij - componentes do 2° tensor de tensoes de Pio-
la-Kirchhoff
t+at -
oEij - componentes do tensor de deformacgao de
Green-Lagrange
t+Ang ,t+A§Pk - Forgas de superficie e de volume respecti

vamente.

Todas as grandezas definidas como atuantes na con
figuragao de tempo t + At ,sao medidas com relagdo ao estado ini
cial, indeformado (t = 0} , que € a configuracdo de referencia

de uma formulacao Lagrangeana total.



O tensor de deformacao utilizado ¢ definido por

suas componentes comol? :

t+At _ 1 t+at t+At t+AL t+AL
oEij =7 o¥i,i ¢ oY%,i " o', i ouk,j)
(2.6)
onde:

t+at

teAt ? Yi 2.7

01,7 3 _X. :

0]

sendo todas as outras derivadas obtidas de modo analogo.

Em virtude da escolha da configuracio indeformada

- - - . . -— - - - -
como referencia para exprimir a condigao de equilibrio apds a de
formacao, torna-se necessario a definicdo dos tensores de defor-

magao e de tensao medidos com relacdo a essa configuragio.

0 uso das deformacdes de Green-lLagrange, ja defi-
nidas anteriormente na. equacdo (2.6), decorre desse fato. Com re
lagao as tensoes, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff aparece co
mo uma alternativa para éssa definicao. A relacdo entre esse ten
sor e o tensor de tensoes de Cauchy expressa em termos de suas

componentes €& dada pori3:

= —— _F S . F (2.8)
com
F, = —— X (2.9)

onde:



t+AT
a

54 componentes do tensor de tensdes de Cauchy em

t + At

Fi; - componentes do gradiente da deformagao entre as con
figuracoes de tempo zero e t + At

0 principio dos deslocamentos virtuais apresenta-
do-na equagdo (2.4) € inteiramente geral, .sendo valido para pro-
blemas envolvendo grandes deslocamentos e grandes deformagoes,
nao contendo nenhuma limitacao com relagdo as equagdes constitu-
tivas. Deve-se esclarecer no entanto que no presente .estudo a

analise fica restrita a considerac@o de cargas externas conserva

tivas.
- ~ TH+AL
Como na expressao (2.4), as tensoes OSij e as
- + ~ - . .
deformacoes t Ainj nao. sao conhecidas, efetuam-se as seguintes
decomposicoes incrementais:
+
tratg g 4 5. (2.10)
0°1ij 071 0°1j
oty tg 4 | (2.11)
0°1j 071j 0'1]
onde 'E ts sao respectivamente as deformagdes e as ten

. . e . .
0 1] 071]
soes, previamente determinadas, atuantes no instante t . As de

mais parcelas, S .

013 , representam os incrementos dessas

E..
0 1]

grandezas entre as configuracoes de tempo t e t + At .

Com essas decomposicoes e notando-se que

t+6tE

ofij = ¢ oFij (2.12)

obtem-se,a partir de (2.4) uma forma incremental do Principio dos
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Deslocamentos Virtuals que se exprime por:

(2.13)

A aplicacao do Método dos Elementos Finitos, mode
lo deslocamento, a formas linearizadas de (2.13} tem permitido a
obtencao de solucoes aproximadas de diversos problemas da elasti

cidade nfo-linear b¥»esHinl7.

Definindo-se uma fun¢ao energia de deformagao in-

cremental OA , tal que
3 OA (OEij)
TR = 0Sij (2.14a)
0°ij
ou
8 OA (O 1j) = OSij § oEij (2.14b)

e, admitindo-se a existencia de um potencial para as forcgas ex-

ternas, a equacao (2.13) se escreve:
§ (4 mpd =0 (2.15)

onde

0-ij’ ij o ij o
v °s

_ t _tHAt o _ - t+At O,c -
AW Jo (OA ( E. w+OS E Pk uk) av J oTkLi” ds.O

(2.16)
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A equacao (2.15) representa uma forma incremental
do principio da energia potencial para o caso de materiais elas-

ticos.

2.3 - FORMA INCREMENTAL DO PRINCIPIQ VARIACIONAL DE HELLINGER-

RETSSNER -

As relagoes deslocamento-deformacao na configura-

cao de tempo t + At podem ser incrementalmente decompostas co-

mo 18 :
t _ t t
ofij * oFij T o%ij Y oMij t otij T oMij (2.17)
onde:
t _ 1 .t t
ogij =5 (oui,j + ouj,i) (2.18a)
1 ¢
o*i5 =7 (%, * o%5,1 T o%,i o%,j T o%k.j o%,i)
(2.18b)
t _1 .t t
oMij = 7 GoU i oY%, (2.19a)
ne. o= 3 (U .oug ) (2.19b)
0 1] 2 “0o"k,i ok,j o

Para obter um principio variacional incremental no
qual estejam sujeitos a variacoes,o0s incrementos de deslocamen-
tos ¢ de tensoes, introduz-se inicialmente a relacao (2.17) em

(2.16) utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange?® .

Dessa forma,obtem-se um novo funcional:
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= AT - - - - - Oqv
=4 p Jo Aij (oEij ¥ oEij ogij onij oﬂij onij) d
(2.20)

Em W; os multiplicadores de Lagrange, represen-
tados na expressao anterior por Aij , devem ser - tratados como

grandezas adicionais sujeitas a variacgoes ou seja:

, Aij , uk) (2.21})

¥

A condicao de estacionaridade de

p
§ m* = 0 2.22
T o | (2.22)
fornece:
9 m* 3 n; 3 T
§ ¥ = —P § E + § A + =P gy =0 (2.23)
P B) B4 0'ij 3 Aij 1j d Uy k
que leva a:
a2 A (E..)
* = o o1 te 0 Onr _
S 1TP Jo ( a E i 071] ij) 60 ij dV*+J kl] 5(0213 ¥ onij) v
v 0 1j oy
_ t _t _t _ _ o} _
J (0 1ij o01j ogij Onlj 071ij onij) 8 Aij dv
Oy
_ t+At 0 t+At O _
JO opk 8 Uy dv - Jo olx § Uy dSG =0 (2.24)
Vv S

ag

Considerando-se, sem perda de generalidade, a si-

metria dos multiplicadores kij , redefinindo
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A.. o+ AL
Aij = .EJ_TT_;LE {2.25).

e, aplicando o teorema da divergencia sobre o-segundo termo.da- expressao

(2.24),1evando em conta aue & u = 0 em 0Su , tem-se:

0 oA t o)
& w* = I ( + - X..) ¢ dv -
r oy d OEij 0 1] 1] 0 1]
t t t o}
- Jo G ij * o%ij T o%ij T oNij 0213 onijJ 8 Aij dv +
Vv
P t+At t+At 0
' JO {fkkj * o1 Mijlon oTéj Sup "d Sy -
5
o}
R t+it t+At O =
- JO [§kj,j GO W oPéJ 6w %V = 0 (2.26)
Vv
onde o™ sao os cossenos diretores da normal ao contorno do cor

po considerado, na configuracao indeformada.

Como as variacgoes & OEij , 6 Aij e 6 Uy Sa0
arbitrarias e independentes, para que (2.26) seja satisfeita é ne

cessario que se cumpram:

0
em vV

> A,
*j T3 B T 0% (2.27)
0 ij
t _ t t
ofij ¥ ofij T otij * o"ij t otij * oNij (2.28)
t+AL _ T+At
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t+At _ t+At
o5 iy T oM AP T otk

(2.29b)

As expressoes (2.27) e (2.14a) permitem identifi-
car o significado fisico dos multiplicadores de Lagrange Aij
Conclue-se entao que: .

_ t+At
Dessa forma as equacoes (2.27) a (2.29) obtidas da
condicao de estacionaridade de ﬂ; sao respectivamente, as equa
goes constitutivas conforme definidas em (2.14a), as relacgoes

deslocamento-deformag¢ao e as condicOes de equilibrio no dominio

€ no contorno.

A utilizagao de uma funcao energia de deformacio

complementar incremental dada por:

oB (65150 = 0515 ofij = ot (oEjj) (2.31)
juntamente com a relagao (2.30), na expressao de w; , permite
que se elimine o campo de deformagdes das variaveis desse funcio

nal.

Obtem-se dessa forma um funcional que contem como

variaveis o campo de incremento de deslocamentos e de tensdes.
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_ _ t Oy _ 0
A= J B (81 * o515 oMij ¥ oSy oMyt W JO olk Y 45,
Oy S
g
- P, u °av + f s.. (%9, - ES.) Oav | + ts.. 4. %%v -
o. © k "k o © ij foij  o7ij o O 1] 071)
v v %y
- t 0 _ t 0 0
[ mewcas,- | oy dﬂ syt @
%s Oy v

g

onde as parcelas nao sujeitas a variacoes foram eliminadas e:

ES. = Lo+ by, (2.33)

Para o caso de materiais lineares:

d _ t
oEij - oDijk£ 0ksg

(2.34)
A condicdo de estacionaridade desse funcional, re-

presenta o que se convehcionou denominar de forma incremental do

principio variacional de Hellinger-Reissner, isto é:
§ (& mp) =0 {(2.35)

Nas aplicagbes do Metodo dos Elementos Finitos a
esse principio variacional, a Gltima integral da expressido de
A Tp s termo incremental de terceira ordem, € desprezada obtendo
se assim, uma forma linearizada de (2.32). Alem disso, os dois
termos entre colchetes dessa equagao, possibilitam, que se facam
em cada incremento, iteracoes de modo a evitar que a solugdo ob-
tida se afaste da solucgao exata. Desta forma, €& possivel, neste

caso, verificar o equilibrio e a compatibilidade das deformacdes.
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Neste trabalho, desenvolveu-se um processoc pura-
mente 1lncremental e um procésso incremental com verificacao do
equilibrio, utilizando
pmy=| (- B (S + S, n oav -

R 0 0 1] o)

15 i * %45 ofij T ok W

0
- J ofk W d S, (2.36)
o)
S
o
para a solucaoc puramente incremental, e com A T, da expressao

anterior acrescido do termo:

t t o t o
{o (osij oiij " oPx ) AV - J olx Yx 45,

Q
v Sg (2.37)

para a solugao incremental-iterativa com verificacgao do equilibrio.

No entanto € importante notar que procedimentos
iterativos envolvendo verificacoes na compatibilidade das defor-
magoes tornam-se convenientes quando durante a analise se utili-

zam grandes incrementos.

A referéncia [27] apresenta excelentes resultados
obtidos em casos onde se pretende a solucdao para um determinado

nivel de carregamento , aplicando-se um inico incremento de carga.

2.4 - MODELO DISCRETO

Fazendo uso da notacao matricial, o funcional da
equagao (2.36)} com a parcela apresentada em (2.37), pode ser es-

crito como:
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N _ T t.T _ ol 0y _ T o
A T = IO ‘ B (0§) + 0§ Og + 0§ A~ u dv J T u-"dS_+

T T
. U s g %av - J g}jTg Cav - J T Odﬂ (2.38)
v %y v

Na presente analise, valeu-se de elementos isopa-
ramétricos utilizando-se as mesmas fungoes de interpolagao que

aproximam a geometria, para expandir os incrementos de deslocamen

tos e de tensoes.

Estas expansoes sao representadas matricialmente

por:

u=Ny e S =Ap (2.39)

onde:

e

- vetor dos incrementos dos deslocamentos nodais

p - vetor dos incrementos das tensoes nodais
Dessa forma tem-se que:

— 1. L
L = EL v e u' = ogNL v (2.40)

Considerando-se um unico,elemento a.introdugao de

(2.39) e (2.40) em (2.38),conduz a:
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pag= -3 oTaT paplave] Pl AT Iy oy
OV' OV
+ 1 J u‘T tS u' °dv - J VT NT POy - [ 'QFNT T% s -
2 on = o< = 0. T 7 -~ 0. ~ - 0~ g
Vv v So
_ Tyl T 04, T It o t.T t2 o
J vt tp Cav j yljo_dsc.+J ‘5 15 Oav (2.41)
Oy 05 - Oy
0]
ou seja:
1T T 1T T T
hmp=-zp fprp gVt V kK v-v (@*ia) ¢ty oz
(2.42)
onde:
£ = J AT DA Cav (2.43a)
Oy
- T t 0
g = AW 0B TdV (2.43b)
%y
_ t,T t. t o]
S0 J oBNL 02 oBnL 4V (2.43c)
Q
v
q - j NT P Cav + J NT T %d s (2.43d)
q oy~ O o, 1o
6]
tq = [ NI Tp Ogy + J NI 1 g g (2.43e)
- o0.. = ©- o - 0~ g
% S
Lo t t2 o
r = J By oS %av (2.43f)
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A condicao de estacionaridade de A LN fornece:
(= ot — -1 &~ = — — - — -
T tj
g g Ko U v 03 * 4 r 0
< + > - + =
g - f ¢ 0 P 0 0 0
L— d e _..J —_— - — - . —
(2.44)

Definindo-se .os parametros nodais .para o no

i (g;) por:

T
i lon v (2.4

A equacao (2.45) toma a seguinte forma

(kg + kg) v* - (p@n + T v xt = 0 (2.46)

quando se pretende efetuar verificacgoes de equilibrio em cada in

cremento e
(kg + k5 ¥ - 09" = (2.47)

para a solugao puramente incremental.

Estas equacOes sao estendidas a todo o dominio,so
mando-se as contribuigoes de cada elemento, e resolvidas em cada

incremento e/ou iteracao segundo 0s processos usuais.

Para o estudo de estados planos de tensoes .e. de .
solidos axissimétricos,optou-se por elementos isoparamétricos qua

draticos com oito pontos nodais ,como na Figura 2.2Z.
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Figura 2.2 _Elemento isoparamétrico quadrdtico

Nesse caso:

v = [:Yl v, ve YS_J (2.48a)

—T
P loP1 P2ttt ols ] (2.485)

0 calculo de derivadas do tipo

=21 (2.49)

gendo N; a fungdo de interpolagdc para o né i , € obtido a

partir das derivadas com relacao as coordenadas locais (¢ , n),
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utilizando-se uma matriz Jacobiana, ou seja:

T ] . 0 o | T N
5 9 xl 2 XZ 3
5 OX‘ 3E ot 3E

1
_ 1
det F
0 0
3 9 "Xq 3 "X, B
5 Ox an on an
- 2_ L — b —
onde:
o] 0 o] 0
let E - 3 Xl ] xz i 3. Xl ] XZ
.14 an an 9E

2.4.1 - Estado Plano de Tensoes

Nesse caso temos para um no i
= ‘>

1

As matrizes de interpolagao A e N ,

sao convenientemente formadas de suas submatrizes Ai e

A matriz que relaciona a parte linear dos
mentos de deformagao com os incrementos de deslocamentos

€ obtida por:

(2.50)

(2.51)

(2.52a)

(2.52b)

como usual,

N.
=1

incre-

nodais
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t _ tol t,2 t,8
obL ~ [OEL oBL oBL] (2.53a)
onde para um nd genérico 1 tem-se:
t : t
o*1,1 0,1 : 6¥2,1 o'i,1
toi t E t
oL T 0*1,2 o'i,2 : 0¥2,2 o'i,2
ot ot Lot t 1
o¥1,1 01,2 Y o1,2 0Mi1 1 o%2,2.0M,1 T 621 .0M,2
(2.53b)
onde:
3. Ni
N. . = (2.54)
0'i,] 3 O,
J
Da mesma forma a matriz EQNL € composta das submatrizes
oNijp.0 0
N A ] (2.55)
v N :
o 1.1
0 , 01,2

Para estado plano de tensdes §§ e gs sao. defi

nidas como:
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t t
osll 0812 0 0
t t
0521 0922 0 0
te _
ts - (2.56)
¢ ¢
0 0 o511 o512
t t
|0 0 oS o522 |
- -
oSll
ta _ t
oS = | 5522 (2.57)
T
o512 |

2.4.2 - S0lido Axissimétrico

Na analise de s6lidos axissimétricos, 0s veto-

res dos incrementos de deslocamentos e de tensdes nodais sao:

v ='1_ (2.58a)
u
G2y
' \
0511
0822
py = 8 (2.58b)
0812
S
[ 0733 3
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t

As matrizes de _tB e B ficam entao
o=L o=-NL
B t t . T
oxl,l 01,1 E oXZ,l oNi,l
t f t
01,2 o'i,2 ; 0¥2,2 oMi,2
!
t t ot t
oxl,l oNi,Z.f oxl,Z oNi,l ! 0X2,2 oNi,l * oXZ,l oNi,Z
___________________________ e e e e e
1
t
t \ :
xl hi : 0
- T~ 1
Ox Ox !
L 1 71 ‘ _
(2.59)
oNi,l : 0
moSiiiiioliIiol
0 N2
toi. '
BN P HE— (2.60)
0oi,2 v oi,l
Ni :
DU
L 1 _

As matrizes ES e S tem a seguinte forma:
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S11 o512 0 0 0
o521 0522 0 0 0
ts - 0 0 I 2512 0 (2.61)
0 0 521 o522 0
] 0 0 0 0 512

S = (2.62)

Todas as integragoes indicadas foram, como usual
em elementos isoparamétricos, efetuadas numericamente pelo méto-

do de integracao de Gauss.
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III - MATERIAIS HIPERELASTICOS

3.1 - INTRODUCAO

Em decorréncia dos materiais de que sao constitui
dos, alguns corpos ao se deformarem, sofrem apenas pequenas varia
coes em seus volumes. Como consequencia natural, tais materiais

podem ser considerados incompressiveis.

A hipotese de incompressibilidade apresenta-se co
mo a forma mais conveniente e que melhor se adapta ao estudo des

ses problemas.

A analise de deformacgdes finitas em corpos incom-
pressiveis,constitue uma importante parte da elasticidade finita,
ja que nas aplicacOes, ¢ frequente encontra-los submetidos a gran-
des deformacoes. Como exemplo, citam-se as borrachas naturais e
sintéticas que compGem as membranas de baldes inflaveis de gran-

des altitudes e alguns propelentes sdlidos.

Alem da preservacio de volume nos materiais incom
pressiveis,o estado de deformac3o ni3o se altera quando se adicio
na as tensoes atuantes,um estado de tensao associado a uma varia
- gao de volume. Dessa forma, as deformacdes determinam as ten-
soes a menos de um escalar que € reconhecido como uma pressio

hidrostatica.

A condigéo'de incompressibilidade se escreve:
det F =1 (3.1)

sendo as componentes de F definidas em (2.9). Esta expressiao

conduz a algumas simplificagdes na obtencao da solugdc analitica



27

de problemas da elasticidade finita. Entretanto, isto nao ocor-
re quando se utiliza o Método dos Elementos Finitos na determina

gao de solucoes aproximadas.

Conclue-se da expressidao (3.1) que as deformacdes
nos corpos constituidos de materiais incompressiveis, se limitam

a classe de movimentos isocoricos.

Pode-se exprimir a equacao (3.1) em termos do ter

ceiro invariante (13) do tensor de deformagao  (C) definido

c=rl7® - (3.2a)

det C =1, =1 (3.3)

Com o objetivo de ilustrar a verificagao da Tes-
trigao {(3.3) para o caso do neoprene, apresentam-se nas Figuras
(3.1) os resultados expefimentais, obtidos por Alexander'? ., Nes
tas figuras, indicam-se a variacao de I; e de oy . com a defor

magao..em uma pelicula submetida a uma solicitacao axial.

Em consequéncia da definicdo desses materiais co-
mo hiperelasticos, o estado de tensdes pode ser obtido por deri-
vagao de uma fungdo potencial W , que representa a energia de
deformagao. relativa a configuracdo atual por unidade de volume

indeformado, isto e:

S = E (3.4a)
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Figura 3.1_ VerificagGo da hipdtese de incompressibilidade do nedoprene

R
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ou tendo em vista que:

C=2 «F +1 (3.4Db)
_ awW
S =2 w (3-4(;)

onde as componentes de S sao as tensoes do 29 tensor de Piola-

Kirchhoff referidas a configuracao inicial.

Considerando-se isotropia, pode-se demonstrar que

W & funcao somente dos invariantes do tensor C , ou seja:
W= W (Il s Iy, 13) (3.5)
onder

I, = tr C (3.6a)

I, = det C (tr ¢!

2 ) (3.6Db)

I, = det C (3.6¢)

sac os invariantes de C e tr C denota o traco do tensor C

Dessa forma, a equacao (3.4) fica:
oW 3Il oW 312 aw 313

5 =2 (aIl 3¢ T 3T, 3C * 3, 50 ) (3.7

Para os materiais hiperelasticos incompressiveis
a equagao (3.3), tratada como uma restricao na expressao de W ,

permite que se escreva:
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W= W (I, 4 I,) b (I, - 1) (3.8)

A introdugao da expressao (3.8) em (3.7).conduz a:

_ oW ol -1
8—2[31—-I+aI (IlI-C)J+ C (3.9)

(N f=p

onde se utilizaram as derivadas dos invariantes de C que sao da-

das por:

31, |
W = I (3.10&)
812
—a'ﬁ— = I]. I -2C (3.10}3)
313 -1
'a—c = [det C) C (3.10C)

Nas expressoes (3.4b), (3.9) e (3.10) o tensor iden

tidade & representado por I

Virias aproximacoes de W (I . I,) , para mate-
riais especificos, sao propostas nas referéncias [1, 12]. Como

exemplo citam~se as seguintes funcgoes:

L - 3 (3.11a)
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b} Mooney-Rivlin

- 3) + C, (I, - 3) (3.11b)

¢) Isihara, Hashitsume e Tatibana ou de tres termos

3) + By (I, - 3)% + c, (I, - 3) (3.11c)

d) Hart-Smith

I .
-~ _ 2
W=c J k1 (117337 4 I, + k, a0 () (3.11d)
e) Alexander
1, - 3 + k
& ki (I4-3)? _ 2 2
W= C J el 1 d I; + C, (I, 3) + Cg &n K,
(3.1le)

Na Figura 3.2, apresenta-se uma comparagao entre
algumas dessas aproximagoes, com os resultados experimentais ob-

tidos por Treloar em testes uniaxiais com borrachas sulfurosas.

-

Utiliza-se no presente trabalho,a funcao W pro
posta por Mooney, que € usualmente denominada de fungao de Moo-

ney-Rivlin, dada pela relacao (3.11lb).

A equacao (3.11b) tem sido a.mais amplamente di-

fundida e utilizada para os materiais incompressiveis.

Essa expressao tem-se mostrado bastante apropria-

da para certas borrachas naturais e vulcanizadas, quando em regi
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me de grandes deformacoes. Entretanto para deformacoes superio-
res a 450 a 500% pode-se notar uma discrepancia entre as experien
cias e os resultados obtidos com a utilizacgao dessa . aproximagao

para W .

4 f(Kg/cm?)
200

80+t ESTATISTICA

HART - SMITH—, ——MOONEY
1601

——3 TERMOS
140 ¢
i20¢

100t !

80t

©-TRELQAR

40t

20¢

0 Fi + } i '
1.0 20 30 4.0 50 60 7.0 g
Figura 3.2 _Teste Uniaxial de uma borra¢ha sulfurosa

>
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A introducgao de (3.11b) na expressao das tensoes

(equacao (3.9)), conduz a:

S=-2C 1+2C (I;1+C) +h ¢ 1 (3.12a)

1
ou, em componentes:

1

(1 * Cj;) + h Ciy  (3.12b)

1 %45
onde Sij denota o delta de Kronecker.

3.2 - PROBLEMAS DE ESTADO PLANO DE TENSOES

Tratando-se de estado plano de tensoes, nao se con
sidera a pressao hidrostatica como uma varidvel adicional do pro
blema, ja que pode-se elimina-la da expressao (3.12), a partir

da consideracaoc de que a tensdao normal ao plano 833 , € nula.

Assim matricialmente a relacao (3.12) fica:

. L.
511 1= G350y Cs3 | C22
- _ 2 _ r2 .

S22 =2 Cp |1 -G53 Cpq| * 2Gpq Gt * [1 C33 (Cpy * sz)} Crfp
_ 2 . C
512 |7 G35 Cpp) 0 | C12

L] 12
(3.13)

onde ja foi levado.em conta que no tensor de deformagao C

C = C =0 (3.14)
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Alem disso, a condicao de incompressibilidade fornece:
- 2 =
C33 (Cp3 Cpp = C1p) =1 (3.15)

que permite eliminar de (3.13) a variavel C33

Dessa forma, deriva-se de (3.13) uma equagao cons

titutiva incremental expressa por:

= 1 Ey, (3.16)

A equacao (3.16) € matricialmente representada por *%:

oSll oEll
s = pi E (3.17)
0~22 o= g 22 '
' 0°12 | 2 oB12 |
sendo 09*1 avaliado no tempo t ©por:
( ¢z, ¢, C C,, C [0 1)
22 C1 G - G Gy 10
OP 4 C1 C33 <2 C33 Cll C12 C11 + 1 | 0 0Oy +
SIMETRICA Ciz 0 0 1
- ' - )




2
+ 4 C2 C33 <2 C33 (C

+ (Cp *+ Gy

ou em componentes:

Una vez obtida a relagao entre os

35

G2 C2 O
Ca) Cl1

| SIMETRICA

1 [-2 C22
-0s LG

E
0

ij

_‘C

- C

C

C

-2C

oDiij osk£

12 ~22

12 ~11

2

12

-2

33

11

12

17) fornece:

-2C

-2
33

W

(3.18)

(3.19a)

(3.19b)

incrementos de

tensao e de deformacdo (equagao (3.19)), a analise de problemas

de estado plano de tensoes envolvendo

materiais

hiperelasticos

incompressiveis, € conduzida através da forma incremental do prin

cipio variacional de Hellinger-Reissner conforme apresentada na

equacao (2.36).

Apenas um procedimento puramente incremental foi

considerado.
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Procedendo-se a discretizagcao do continuo por
meio das expansodes (2.39), deriva-se um sistema de equacao iden-

tico ao apresentado na equagao (2.44).

Conclue-se entac que a Unica diferenca entre a
formulacgao apresentada no Capitulo II e a aqui desenvolvida, : se
relaciona com a matriz OD , que neste caso devera ser obtida a

partir da inversao de (3.18).

E importante ressaltar que em qualquer outro tipo
de problema que nio de estado piano de tensdo, a pressao hi-

drostatica nao pode ser eliminada da expressao (3.12).

3.3 - ESTADO PLANO DE DEFORMACAO

3.3.1 - Equacao Constitutiva

Nos problemas de estado plano de deformagao, a re
lacao entre os incrementos de tensao e¢ de deformagao deve.ser de
rivada da equagao (3.12), considerando-se Sij , como fungao das

deformacCGes e da pressao hidrostatica (h) . Tem-se assim que

3 S.. 3 S..
= 1] ; 1)
oSij 3 Eij oEij * ?ETEJ oh (3.20)
Dessa forma:
S.. = S!. + h ¢t (3.21)
071) 0 1] 0 0°1j} '

onde:

Lo -1 -

05ij = oPijke ofks (3.22)
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sao os incrementos das tensoes de distorcao, sendo Oh 0 incre-

mento na pressao hidrostatica entre t e t + At

A inversa de (3.22) fornece:

t

ofij = oPijka o%ka (5.23)

Para problemas de estado plano de deformacao pode

S€ escrever:

oC33 = 1
e
515 = oCa5 = O
Assim, a relagao (3.22) fica:
Kty | [ oCh2 512 T oC12 oC22 |
0522 | =9 ~ 2 “h fery gclz gcll E *

| o 12 ] \ _ 'SIMETRICA gcll EC%; i gciz |

0 1 0 1Y E -

o 11

MR B 0 0 12| of22 (3.24)

L 0 0 -1 1) 1 2 0E12
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3.3.2 - Forma Incremental do Principio da Energia Potencial

O desenvolvimento de uma forma incremental do prin
cipio variacional de Hellinger-Reissner, aplicavel-a andlise nao
linear geométricale/ou fisica,sob a condicdo de movimento isoco-
rico, pode ser derivada a partir do principio da energia poten-
cial total. Esse principio, aplicado aos materiais incompressi

veis isotropicos, estabelece que:

8 (,“Atﬂp) =0 (3.25)
com
trdt, O THALL o h) = W, , 1)+ 2 1. -1 -p, ul Cav
P p i 5 1 72 Z N3 k Yk
v
- L T %ds, (3.26)
SG

onde a condigao de incompressibilidade € tratada como uma restri

¢ao e introduzida mno funcional, considerando-se a pressdao hidros
- . h . . -

tatica - como um multiplicador de Lagrange. Convem lembrar que

em (3.26) todas as grandezas atuam no instante t + At estando

porém referidas a configuragao inicial (t = 0).

Ao exprimir as variaveis envolvidas em (3.26) em

termos de seus valores na configuragac de tempo t , acrescidas

de seus respectivos incrementos, tem-se:

OV

J (ng + oTk) (Fuk + uk) OdS0 (3.27)
)

S
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Subtraindo-se de (3.27) a expressdao do funcional
da energia potencial, escrito para o instante t , e denotando

por Aﬂp essa diferenca, obtém-se:

_ tHAt _t _ _ t _ 0 _
Aﬂp = ﬁp ﬂp JO [OW (opk 0Pk) uk] dv

t 0 .
- J (T * oT) uy ds (3.28)
0
S
o
onde foram eliminadas todas as expressdes constantes, isto ¢€,nao

sujeitas a variacgoes. Tem-se entao, uma forma incremental do

principio da energia potencial para os materiais incompressiveis:
S (Aﬂp) = 0 (3.29)

Sendo a funcao W analitica na ‘vizinhanca de

;Eij e th , a utilizagdo de uma expansao em série de Taylor em tor

no desse ponto, permite obter uma expressao para o incremento oM

Desprezando-se termos de ordem superior, essa ex-

pansao fornece:

oW oW 1 3W
W(E.., h) =% E.+ h+s ——2 0 E.. +
o ‘oij o ) Eij oij 3dho 2 3 Eij 3 B, 0] otk
)
+ 1 W 1 ‘W E h (3.30)

== h?+3sp—sp0ijo

Em vista das relagdes (3.4), (3.10c) e (3.12) con

clue-se que:

t 1

' t-l
oSij oFij * 7 (s~ 1) i+ A" (Byp) + (€ h

dw (oEi‘ > o) = 01) 07ij o1j ©

j'o
(3.31)
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onde
1 32w
A' (E..) = E.. (3.32a)
0 'ij Z 3 Eij 3 Eki 07ij o7"k4
ou
t _1 _].
A" (B 5) = 7 oDijke ofij ofke (3.32b)

€ definida como uma fungao energia de deformagac incremental de

distorgao.

Associada a funcao A' (OEij) define-se também

uma funcao B (osij) ,denominada de funcao energia complementar

de deformacao incremental de distorcao, dada por:

B (oS15) = oSij ofij - A (oBjy) (3.33)

A introdugao da expressao (3.31) em (3.28) permi-

te que (3.29) seja escrito como:

+2 71

= 1 te 1
A = J [A (E..)+%.. &b h 1y + 2 5} 8

_ 0
0°1ij 0"ij o 1j "Zo 1)} v

ij

- J (;Pk + 0Pk) Uy Oav - J (ETk + 0Tk) W OdSU + estacionario

Oy Og

g (3.34)

3.3.3 - Forma Incremental do Principie Variacional de Hellinger-

Reissner:

Por intermédio da relaxacao das relacdes desloca-

mentos-deformacgoes (equacao 2.28) em Awp de (3.34), obtém-se o

seguinte funcional:
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_ _ t _t _ ot _ _ o]
WE - A1Tp Jo ij (OElj 01ij Oglj oij T o%ij Onlj) dv
Vv
(3.35)
sendo Aij os multiplicadores de Lagrange associados a essa re-
laxacgao.

A condigao de estacicnaridade desse funcional
3 [ﬁ; (Aij , oEij L 0h)} =0 (3.36)

determina de modo analogo ao apresentado no Capitulo II que:

_t ' :
1] 0Sij + OSij (3.37a)
ou tendo em vista (3.21):
_t \ t.-1
557 0545 T o815 * ol oCij (3.37b)
A substituicao em (3.35) de (OEIJ) pela fun-
cao B (.S!.) ,definida pela relacao (3.33), resulta numa forma

071j

incremental do principio variacional de Hellinger-Reissner para

o0 caso de materiais incompressiveis ou seja:

= 1 r t . o}
A“R N Jo {-B (081]) (0813 oh oclg) 0213 * osij onij " opk uk} dv
_ ' t _t O t 0
J oTk Uy Sy + [j (545 oij ~ ofk W) IV J olk Uk dso] *
Og - Moy Og
o]
1 _t 5y 0O : Oh _ 0
* [J (Osl] o Oclj) (o ij oEij) dy} ¥ [J TT'(IB 1) dV]
- o
+ ( s:. + h 'Co l) n.. 2dV - estaciondrio (3.38)
0"iJ o o07ij’ 0'i] :
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onde:

_1 .t
Ev. = 5 (Ou- v, .+ Ouk,i Ouk,j) (3'39)

t-.5 _ ]
ofi; = T oPijkg o%ks

(3.40})
sendo que em (3.40) o simbolo I deve ser interpretado como um

somatorio no qual cada parcela,representa o incremento de defor-

magao em cada intervalo de tempo, entre os tempos 0 e t

Na obtencao de (3.38), considerou-se também a re-
lacao (3.37),que identifica o.significado fisico dos multiplica-
dores de Lagrange Aij
Uma forma linearizada de (3.38), conveniente a

aplicagdo do Método dos Elementos Finitos, € obtida nao se consi

derando a ultima integral dessa expressao.

No principio variacional apresentado,as integrais
escritas entre colchetes, tornam possivel efetuar em cada passo
da solugao incremental, tr&s distintas formas de iteracao. Tem-
se assim, a verificacdo de equilibrio e da compatibilidade das
deformacoes .derivadas das duas primeiras dessas integrais, confor
me mencionado no Capitulo II. Além disso, a consideracdo da Ul-
tima dessas integrais, permite que se verifique no decorrer do
processo incremental de resolugao, a condigao de incompressibili

dade.

Em um procedimento puramente incremental vale-se

do seguinte principio:
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_ B ' ' t-1 t _ 0O _
Arp = JO =B (815 * (545 + oP oB43) oty * o515 oMy T Pk W W
vV
- o . -
Jo OTk u dSU + estacionario (3.41)
v
6]

3.3.4 - Modelo Discreto

Algumas consideragoes adicionais devem ser feitas
a respeito da discretizacao da classe de problemas, em que a pres
sao hidrostatica € mantida no principio variacional, como ocorre

em estados plano de deformagoes.

Nesses casos, 0s incrementos de tensdao que sao ex
pandidos, representam somente as tensoes de distorgao,devendo os
incrementos totais de tensao serem calculados por:
. to1

oSij = osij ocij o]

(3.42)
Deve-se ainda adotar uma hipotese para a distri-
buicao dos incrementos da pressao hidrostatica no dominio do ele

mento.

Admitindo-se uma variacdao quadratica para essa

grandeza tem-se:

u =Ny (3.43a)
oS = AD (3.43b)
oh = Ny h (3.43c)

onde:
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oS' - vetor dos incrementos de tensao de distorgao
h - vetor dos incrementos nodais de pressao hidrostatica
p - vetor dos incrementos nodais das tensoes de distorgao

A partir das expansoes em (3.43), a condigao de

estacionaridade de AﬁR conforme a equacgao (3.41), conduz a um

sistema de equacoes que tem a seguinte forma:

- - - T T -} - - - - - -
~g Q 9 9 g gh v og 9
o o ofete -5 o fplel-| o]0
Lo o o] Ly o o Jflal Lol Lo
(3.44)
sendo a submatriz gy dada por:
= T t o]
o
v
e C & um vetor que contém os termos distintos de 39—1 conve-

nientemente dispostos, isto €:

t.-1
o"ll

t~-1

c h(op (3.46)

-1
L o 12
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Todas as outras submatrizes indicadas na equagao
(3.44) sdo calculadas de modo analogo ao descrito no trecho do
Capitulo II, em que se trata de problemas de estado plano de ten

sges.

Na formulacao do modelo desenvolvido, procurou-se
manter o mesmo grau de aproximacao na expansao da geomectria e das
incognitas nodais, como aconteceu nos modelos apresentados ante-
riormente. ‘Entretanto, neste caso, tal procedimento conduziu a
obtencao de matrizes mal condicionadas,o que dificultou a obten-

cdo de solugdes satisfatorias.

A forma do sistema de equagoes geradas, como mos-
trado na equacao (3.44), sugere a utilizacao de uma técnica de
condensacao em relagao aos graus de liberdade, relativos aos in-
crementos de tensao de distorcao. Mesmo assim, a ‘alternativa
que parece ser a mals efetiva para tratar essa classe de proble-
mas € a proposta por Pian®. Nessa referéncia o modelo desenvol
vido utiliza uma fungao de interpolagao linear para a geometria,
deslocamentos e tepsBes de distorcao, admitindo ainda,que a pres

sdo hidrostatica scja constante em todo dominio do elemento.

Tal como apresentado no Capitulo IV, essa aproxi-
magac conduz a resultados que se mostram bastante concordantes

com as solugoes analiticas.

A expansao dos incrementos de deslocamento :e de
pressao hidrostatica por fun¢des do mesmo grau de aproximagao em

modelos de deslocamento, € sugerida em Oden'.
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IV ~ RESULTADOS E COMPARACOES

4.1 - INTRODUCAO

"0 objetivo deste Capitulo & apresentar alguns re-
sultados numéricos obtidos com a formulacao desenvolvida anteri-
ormente e confronta-los com resultados experimentais e de outras
formulacoes. Estabelece-se também uma comparagao entre os diver

sos procedimentos de analise.

Para o caso de materiais elasticos lineares pode-
se adotar um procedimento puramente incremental ou um procedimen
to incremental com verificacdo de equilibrio. No estudo de mate
riais hiperelasticos incompressiveig surgem duas alternativas re
lacionadas com o calculo das deformacOes empregadas .na equacdo
constitutiva: expressao (3.18) para o caso de problemas de esta-
do plano de tensao e (3.24) para problemas de estado plano de de
formagdo. Essas deformagdes podem ser determinadas a partir dos

deslocamentos nodais ou dos incrementos de tensoes nodais.

4.2 - VIGA EM BALANCO

Como primeira aplicacao analisou-se o comportamen
to de uma viga em balanco submetida a acgao de carga concentrada
no bordo livre. A geometria e as propriedades fisicas adotadas
sao apresentadas na Figura 4.1. A discretizagao utilizou .cin-
co elementos isoparamétricos quadraticos de estado plano de ten-
sao com integracao 5 x 5 para todas as submatrizes do sistema

de equacoes (2.44).

Para efeito de comparagao considerou-se como solu

cao "exata" a fornecida na referéncia [17]
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Figura 4.1_Desloc. Verticai Solugdes puramente incrementais
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| DESLOCAMENTO
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—— SOLUGAD EXATA

MOD. MISTO - 40 INCREMENTOS

MOD. DESLOCAMENTO - 40 INCREMENTOS

MOD. DESLOCAMENTO - 20 INCREMENTOS
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Figura 4.3_ Deslocamento Horizontal _ Solugdo incremental/iterativa
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DESLOCAMENTO
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Figura.4.4 _Destocamento Vertical _ Solugdo incremental/iterativa
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Inicialmente estudou-se a reSposta- da estrutura
através de solucles puramente incrementais. Nas Figuras 4.1 e
4.2 apresentam-se respectivamente as curvas deslocamento verti-
cal (8) -Vcarga e deslocamento horizontal (A) - carga, para es

se tipo de solucao.

A utilizacgao de apenas 20 incrementos no modelo
misto fornece resultados considerados satisfatdrios, o que nio
ocorre com a analise por modelo deslocamento quando se usa 0 mes

mo numero de incrementos.

Mesmo com o aumento do numero de incrementos para
40, a resposta da estrutura obtida pelo modelo deslocamento ain-
da se apresenta bastante afastada da solucao exata. Por outro
lado, nao se observa melhora significativa ao se elevar o numero
de incrementos de 20 para 40 na analise conduzida pela formulacgio

mista.

Nas Figuras 4.3 e 4.4 apresentam-se as mesmas cur
vas carga-deslocamento citadas, obtidas por um procedimento in-
cremental/iterativo com uma iteracdo por incremento. Como se po
de notar, tal consideracao nao alterou sensivelmente a resposta

da estrutura.

4.3 - CASCA ESFERICA ABATIDA

Estudou-se em seguida a resposta de uma casca es-
férica engastada, submetida a acao de carga concentrada axial
(P = 100 #b) . A estrutura foi discretizada com a utilizacdo de
10 elementos isoparamétricos quadraticos de sdlide de revolucgao
com integragao 5 x 5 . Detalhes da geometria da casca e carac-
teristicas fisicas do material encontram-se na Figura 4.5. Nes-

sa mesma figura e, na Figura 4.6 as solucdes obtidas para 40 e
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MOD. DESLOC. _ 20 INCREMENTOS
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80 incrementos pela formulacdo mista sao confrontadas com as so-
lugoes puramente incremental e, incremental/iterativa com nimero

maximo de iteracdes igual a 5 efetuada por Landau®.

Fica evidenciado nessas figuras o alto grau de
nao linearidade do problema e, o comportamento estavel da presen

te formulacdo mesmo para a consideragdo de apenas 40 incrementos.

Como observado na Figura 4.5, com igual numero de
incrementos o modelo deslocamento fornece para esse exemplo uma

resposta bastante afastada da solucao incremental/iterativa.

4.4 - MEMBRANA DE MATERIAL HIPERELASTICO INCOMPRESSIVEL

Para ilustrar a aplicacao da formulagao desenvol-
vida,analisou-se a membrana da Figura 4.7,que € constituida de
um material hiperelastico incompressivel, suposto do tipo Mooney

Rivlin com C; = 21.605 psi e C, = 15.747 psi

A Figura 4.8 mostra a concordancia entre os resul
tados experimentais e os obtidos por aproximacdes pelo Método dos
Elementos Finitos com modelos misto e deslocamento, wutilizando-

se um procedimento puramente incremental com 16 incrementos.

Em seguida sdao apresentadas na Figura 4.9 a dis-
tribuicao, ao longo da seccao AA, das tensdes normais o, ‘(Cau-
chy). A comparacdo entre essas tensoes reais e -as tensoes de
Piola-Kirchhoff na secgdo BB, obtidas pelas duas formulagOes, €

indicada na Tabela 4.1

Deve-se ressaltar a grande diferenga existente en
tre essas tensdes, 0 que € uma caracteristica dos problemas de

grandes deformacoes.

Os resultados da Figura 4.8 e da Tabela 4.1 apre-



54

g™
26
> —9— —_
4 927 4‘»__- p
8.92" o . / "
28 3
| 8 e
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Figura 4.8 _ Deslocamento horizontal no bordo carregado
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MOD. DESLOCAMENTO
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13.68

43.93
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MOD. MISTO

real {psi) na secgdo A A

TENSAO PIOLA-KIRCHHOFF REAL (CAUCHY)
NG MODELO MODELO MODELO MODELO
DESLOCAMENTO MISTO DESLOCAMENTO MISTO
26 52. 53. 238. 217
27 52. 55. 238, 247
28 52. 58. 238. 204.
TABELA 4.1 - TENSAO Ty (PSI) NA SECCAO BB
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sentados como modelo deslocamento, foram obtidos com a considera
cao de 4 incrementos e 5 iteragbes por incremento, aoc passo que

no misto valeram-se de 16 incrementos.

Em todos resultados do presente exemplo wutiliza-
ram-se 5 x 5 pontos de integracao sendo que, na formulacao mis
ta as deformagbes necessarias ao calculo da equacao constitutiva

foram determinadas a partir do campo de deslocamentos nodais.

4.5 - MEMBRANA COM FURQ CIRCULAR

Analisou-se também o comportamento da membrana com
furo circular indicada na Figura 4.10. Nesta figura apresentam-
se ainda,a malha de elementos finitos e as propriedades fisicas
do material. Mostra-se na Figura 4.11,um confronto entre as apro
ximagoes para. a. deformadé 'fiﬁal (p = 90 psi) dessa membra

na,ficando bastante evidente a ocorréncia de grandes deformagoes.

Na referéncia mgncionada nessa figura foi utili-
zada. integragdo S5 x 5 , com 3 incrementos e 5 iteracoes por in
cremento. Para o modelo misto a carga final foi atingida em 12
incrementos com integracac 2 x 2 , sendo, além disso, as defor-

magoes calculadas a partir dos deslocamentos nodais.

Nas Figuras 4qlfua 4,14 os deslocamentos horizon-
tais dos nos 5, 19 e 29 obtidos quando se calculam as deforma-
coes a partir dos deslocamentos (MISTO 1) ou a partir dos incre-
mentos de tensoes nodais (MISTO 2),sao comparados com a solugao

do modelo deslocamento com o mesmo numero de incrementos.

Em seguida representam-se, nas Figuras 4.15 a 4.17,
as solucoes puramente incrementais, modelo deslocamento e MISTO

2, e uma solucao refinada®. 0s resultados do modelo deslocamen-
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Figura 4.10_ Membrana com furo circular  Geometria e Discretizagdo
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to neste caso,foram obtidos com integragao 5 X 5 , e :no misto

com integracac 2 x 2

4.6 - CILINDRO DE COMPRIMENTO INFINITO

Com o objetivo de ilustrar a aplicagao da formula
¢ao desenvolvida no caso de estado plano de deformagao de corpos
de material hipereladstico incompressivel, quando a pressao hidros
tatica deve ser considerada como incognita adicional do problema,
apresenta-se em seguida a andlise de um cilindro espesso de com-
primento infinito sujeito a agao de uma pressao interna (p =150 psi) .
Tal como comentado no Capitulo IIT a solugao deste problema se va
le da alternativa proposta em {2]. Este modelo assume uma varia
¢ao linear para os campos de incrementos de deslocamento € de ten
sdo, mantendo constante a pressdao hidrostatica no dominio do ele

mento.

Posteriormente, os incrementos de tensoes nodais
sdo condensados estaticamente,resultando como incognitas do pro-
blema, 0os incrementos de deslocamentos nodais e a pressao hidros-
tatica em cada elemento. Todos resultados foram obtidos wtili-
zando-se, no calculo das submatrizes da equagao (3.44), um esque

ma de integracao de Gauss com 2 x 2 pontos.

Na Figura 4.18,indicam-se a geometria e a discre-
tizagdo adotada, onde sio empregados 10 elementos isoparamétri-

cos lineares de estado planc de deformacao.

A escolha desse problema deve-se principalmente ao

fato de existir uma solugdo analitica conhecida® .

Assume-se que o material que constitue o cilindro

seja do tipo Mooney-Rivlin . com C; = 80 psi e (€, = 20 psi
1 2 P
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U . R,
= R e i e i o et o I A seon-Ad
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R|=7m
- R, =18.625in

SETOR AA

Figura 4.18 _Cilindro de comprimento infinito_Geometria e Discretizaglo

Convém ressaltar que o uso de elementos de lados
retos,acarreta algum erro na geometria, entretanto tal erro se
torna desprezivel a medida que o angulo o , indicado na Figura
4.18, & reduzido. O valor adotado, o = 5°

., como mostrado a se-

guir, conduz a resultados satisfatorios.

Na Figura 4.19 observa-se, para a curva pressao-
deslocamento do bordo interno, a concordancia obtida entre a so-
lugao exata e a formulagdo desenvolvida quando atinge-se a-pressao

final (p = 150 psi} em 5, 9 e 29 incrementos.

Indicam-se na Figura 4.20 a convergéncia da solu-
¢ao apresentada para o deslocamento do bordo interno, a pressao
hidrostatica nos elementos 1 e 3 e, a drea do elemento 1, que

deve permanecer constante devido a restricdo de incompressibili-
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Figura 4.24 _Deslocamento ao longo da espessura
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Figura 426_ Tensdo circunferencial {Cauchy)
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dade.

Em seguida comparam-se, nas Figuras 4.21 e 4.22
respectivamente, a convergéncia das deformacGes circunferencial e
radial calculadas a partir dos incrementos de tensdo de distor-

cao, conforme equagdo (3.40), e a partir dos deslocamentos nodais.

Observa-se nessas figuras,a acelerada convergéen-
cia da deformacao circunferencial quando calculada pelé equacao
(3.40). Com a utilizacgao do campo de deslocamentos .nodais, nao
se obtem convergencia para o valor exato desta deformacao, mesmo

com 57 incrementos.

Tal caracteristica ndo ocorre com relacdo a defor
macao radial. Apesar disto, essas deformagdes calculadas a par-
tir dos incrementos de tensoes ou, dos deslocamentos nodais, am-

bas convergem para o valor exato quando se usam 57 incrementos.

Finalmente, apresentam-se nas Figuras 4.23 a 4.26
a distribuicao ao longo da espessura da pressido hidrostatica, do
deslocamento, e das tensoes radial e circunferencial {Cauchy) .
Esses resultados, obtidos com a utilizacdo de 57 incrementos, se

mostram concordantes com a solucgdo exata.
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V - CONCLUSOES

As caracteristicas principais da formulacao discu
tida neste trabalho,foram comentadas durante o desenvolvimento
do texto dos capitulos precedentes. Contudo, tornam-se ainda ne
cessarias algumas observacoes e conclusoes. Apresentam-se tam-
bém neste Capitulo sugestoes visando a continuidade do presente

trabalho.

A formulagido desenvolvida &€ derivada directamente
dos principios da mecanica do continuo, nio se introduzindo ne-
nhuma simplificacao no que diz respeito a definigao das tensoes
e deformacgoes. Utiliza-se desse modo, para as tensoes o 2° ten-
sor de tensoes de Piola-Kirchhoff e, para as deformacdes o ten-
sor de Green-Lagrange. O emprego desses tensores decorre da es-
colha da configuracao indeformada como configuracao de .referen

cia.

Além disso, um principio variacional tipo “Reiss-
ner permite aproximacoes independentes para os campos de tensao
e deslocamento. Dessa forma evita-se o célcuio das tensoes a par
tir dos deslocamentos nodais, caracteristica das solugbes por mo

delo de deslocamento.

Pretende-se nesse trabalho avaliar a performance
numérica da aproximacao fornecida por um principio variacional
tipo Reissner na analise de grandes deformagoes de corpos de ma-
teriais elasticos lineares e hiperelasticos incompressiveis. En
tretanto, € importante notar que, & na teoria de corpos orienta-
dos onde sao mais exploradas as vantagens das aplicagbes do Mcto

do dos Elementos Finitos por modelos mistos.
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Para o caso de materiais elasticos lineares as so
lugoes apresentadas demonstram claramente a superioridade sobre
as obtidas pelo modelo de deslocamento,quando se utilizam proce-

dimentos que nao efetuem qualquer tipo de verificacao.

Tratando-se de materiais hiperelasticos incompres
siveis,ambas formulacoes mostram boa concordancia com a solugoes
exatas e os resultados experimentais, nao se notando diferencgas

sensiveis entre os dois modelos.

Todavia um. procedimento incremental/iterativo in
cluindo todas as possiveis formas de verificacao deve ser exami-
nado de modo a se determinar precisamente a importancia de cada
uma dessas correcoes nas solugoes de diversos problemas da Meca-

nica das Estruturas.

Com relag?o a pressao hidrostéticé,encontrmmGeJHa
literatura»® modelos, de deslocamento e misto, considerando es
sa pressao. constante no dominio do elemento. A aproximagao qua-
dratica adotada para essa variavel acarreta problemas de mal con
dicionamento. Entende-se que a influencia da escolha do campo de

pressao hidrostatica assumido requer um estudo mais detalhado.

OQutro aspecto que deve ser considerado, refere-se
a utilizagao de esquemas diferentes de integracgdo.para as subma-

trizes das equagoes (2.44) e (3.44).

0O uso de um numero adequado de pontos de integra-
gao no calculo de cada uma dessas submatrizes poderia resultar. em

melhor desempenho do modelo apresentado.

Finalmente.resta analisar a consideracado de carre
gamentos nao conservativos para o estudo de grandes deformacdes

como as que ocorrem em membranas incompressiveis sujeitas a soli
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citagOes normais a sua superficie média »%
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NOTACAO
°a A , trat, - dreas do corpo nas .configuragoes de
tempo 0 , t , e t.+ At
% , ty , traty - volumes do corpo nas configuracoes de
tempo 0 , t e t + At
Oxi , txi ) t+Atxi - coordenadas cartesianas nas confligura
goes de tempo 0 , t e t + At
tui , t+Atui - componentes do vetor de deslocamentos
da configuracao de tempo 0 as confi
guracac de tempo t e t + At
u. - incremento da componente de desloca-
* t+At t
mentos u, = u. - u.
i i i
tu? - componente de deslocamentos do ponto
nodal k na configuracao de tempo t.
t t+At .
oui,j s oui,j - derivadas da componente de deslocamen

tos das configuracgoes de tempo t e

t + At com relagao a coordenada Oxj.

u

o%i,j ’tui,j °t+Atui,j - derivada do incremento de deslocamen-

tos com relagio as coordenadas °x.
t. tHAt J

X. € .
J J

t

+
t AgPi - componente do vetor de forgas de volu
me por unidade de - volume no . tempo
t + At referidas a configuragao de

tempo 0



t+At

T.
o 1

t t+At
°ij > %ij
tS.. . t+AtS._
071ij 071j
tE t+AL
o°ij 0°ij
o*ij - t*ij
oMij * t"ij
oDijrs

t ta

0§ ’ oS
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~componente do vetor de forgas de su-

perficie por unidade de area, no tem-
po t + At referidas a configuracdo

de tempo 0

componentes do tensor -.de: tensoes de
Cauchy. nas configuracoes de tempo t
e t + At

componentes do segundc tensor de ten-
soes de Piola-Kirchhoff, nas configu-
ragoes de tempo t e t + At , refe-

ridas @ configuracao de tempo O

componentes do tensor de ‘deformagoes
de Green-Lagrange, nas configuragoes
de tempo t e t + At , vreferidas &
configuragdo de tempo 0

parte linear de oEij , tEij

parte nao linear de oEij . tEij

componentes do tensor constitutivo tan
gente no tempo t , referido a confi-

guracao de tempo 0

matriz e vetor de tensoes do 2¢ ten-
sor de Piola-Kirchhoff, na configura-
cdo de tempo t , referido a configu-

ragao de tempo 0

coordenadas locais



funcao de interpolagao relativa ao pon

to nodal 1 .

componentes do tensor de deformacoes
incrementais de Green-Lagrange referi

das a configuracao de tempo 0 .

fungao energia de deformagao incremen
tal.

funcao energia de deformégﬁo comple-

mentar incremental.

vetor dos incrementos de deslocamen-

tos nodais.

vetor dos incrementos das tensdes no-

dais.

incremento de pressdo hidrostatica do
tempo t ao tempo T + At .

pressao hidrostatica no tempo t .

invariantes do tensor C

vetor dos incrementos de forgas nodais

externas.

vetor de forgas nodais externasno tem

po t .



07ij

B (58] )

ij

AL .
ij
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matriz que relaciona a ‘'Pparte linear
dos incrementos de deformacao com os

incrementos de deslocamentos nodais.

gradiente da deformacaoc.

incrementos das tensodes de distorcao.

funcao energia complementar de defor-
macao incremental de distorcgao.

componentes do tensor de deformagao de

Green.

vetor de forgas nodais equivalentes a

configuracao anterior.

funcao energia de deformagao incremen
tal de distorgao.

multiplicadores de Lagrange.



