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SUMARIO

Neste trabalho, aplica-se o método dos elementos
finitos & andlise do comportamento ndo-linear geométrico de estru

turas laminares, sob acdo de cargas estaticas e dinamicas.

Dois tipos de formulacao sao estudadas. Na primeil
ra, através de elementos degenerados de elementos isoparamétricos,
utiliza~se diretamente a teoria da elasticidade tridimensional,

nao introduzindo restrigdes quanto a grandeza das deformagdes.

A outra, derivada das equac¢des de von Karman para
grandes deflexoes de estruturas delgadas, & especifica para pro -

blemas de pequenas deformacoes.

Resultados de diversas analises sao apresentados .
Discutem-se vantagens e limitagoes das aproximagoes desenvolvidas

e eficiéncia dos modelos implementados.



ABSTRACT

In this work, the finite element method is applied
to problems involving the geometrically non-linear behaviour of

surface structures, subjected to static and dynamic loads.

Two kinds of formulations are studied. In- the
first one, through isoparametric degenerated elements, the tridi-
mensional theory of elasticity is directly used. There are no

restrictions for the magnitude of the deformations.

The other one, derived from the von Kirman strain
expressions for large deflections of thin plates, is 1limited to

problems involving small deformations.

Results from several analysis are presented. Advan
tages and limitations of the developed aproximations are discussed,

as well as the efficiency of the implemented models.
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INTRODUGAO

A consideracdo de nao-linearidade geométrica € um
fator importante na analise de estruturas laminares. A Tresposta
nao-linear de uma estrutura pode ser bastante diferente da linear
quando as deflexoes que a estrutura sofre sao finitas, ao inves
de infinitesimais (como consideradas pela teoria linear). O estu-
do deste fenomeno através de métodos analiticos, porém, & limita-
do a alguns tipos simples de estrutura, sob carregamentos e condi

goes de contorno especiais.

Grande impulso se observou, nesse sentido, com 0
desenvolvimento do método dos elementos finitos, que permitiu a
extensao do estudo a casos de estruturas de formas geométricas ar
bitrarias, com espessura variavel, condi¢bes de contorno e carre-

gamentos também arbitrarios.

Inicialmente, sua aplicagao a estruturas laminares
era feita através de elementos planos. Com a evolugdo do método,
desenvolveram-se elementos em cuja formulagao se inclui a curvatu
ra da estrutura, assim como elementos derivados de teorias tridi

mensionais.

Através do processo de degeneracao de elementos iso
paramétricos, Ahmad!® sugeriu um elemento de aplicacao eficiente
e economica para analise linear de estruturas laminares delgadas
e moderadamente espessas. Por conservar todas as caracteristicas
da teoria tridimensional, sua aplicacao a analise nﬁo-linea; pode
ser feita sem as limitagoOes impostas pelas teorias de corpos ori-

entados.

No presente trabalho, comparam-se duas formulagoes



para analise nao-linear geométrica de estruturas laminares: a pri
meira, sendo de teoria tridimensional, nac impSe qualquer restri-
cao a grandeza das deformagdes enquanto a outra, especifica para
estruturas delgadas, € aplicada em problemas de estruturas sujei-

tas a grandes deflexces, porém pequenas deformacoes.

No Capitulo I, comentam-se os diversos tipos de
aproximagao mais utilizadas na anilise de estruturas laminares pe
lo método dos elementos finitos e como cada uma delas considera a
nao-linearidade geométrica. No segundo, derivam-se explicitamen-
te as matrizes de rigidez e massa paraz um elemento tridimensional
degenerado com esquema de integracdo numérica reduzida. Tambem
discute-se a particularizagdoc para placas e a introdugio do sexto
grau de liberdade no campo de deslocamentos, para possibilitar o

estudo de estruturas tipo '"folded plates'.

Uma formulacao de grandes deflexoes de estruturas
delgadas, baseada nas equagoes de von Karman, €& desenvolvida no
Capitulo I11. Elementos retangulares, triangulares e quadrilate-
Tros com expansoes simples ou refinadas para o campo de deslocamen
tos podem ser desenvolvidos. Um resumo da teoria de grandes de-

flexdoes de placas delgadas & também incluida.

Resultados de diversas analises sdao mostrados no
Capitulo IV, onde se procura apresentar comparagoes entre 0s ele-
mentos implantados. No Capitulo V, comentam-se conclusdes sobre
os estudos efetuados, além de sugestdes para desenvolvimentos fu-

turos.

Os procedimentos automaticos foram programados em
linguagem ALGOL (sistema B-~6700 do NCE/UFRJ) para implementacao

na linguagem LORANE-NL (31).



I - ESTRUTURAS LAMINARES

A aplicacao de estruturas laminares em projetos de
engenharia civil teve grande desenvolvimento no século XX. Estru
turas em forma de cascas comegam a ser usadas, por volta de 1920,
como uma solugao pratica para coberturas de grandes vaos que ne-
cessitavam permanecer desobstruidos. Desde a antiguidade, cons -
trugoes famosas ja apresentam este tipo de cobertura, porém com
secoes transversals muito espessas. O0s novos materiais emprega -
dos pela engenharia permitem que as atuais sejam bastante mais del
gadas, proporcionando estfuturas mais leves e, coﬁsequentemente ,

mais economicas.

0 sucesso desse tipo de estrutura deve-se, princi-
palmente, a sua capacidade de suportar cargas. O equilibrio esté
tico de um elemento de placa sujeito a cargas transversais s6 &
possivel por acdo de momentos fletores e torsores. Entretanto uma
casca, em geral,é capaz de transmitir cargas por .intermédio de
tensoes de membrana, que agem, em cada ponto, paralelamente a um
plano tangente a superficie média, e sfo distribuidas uniformemen
te sobre sua espessura. Essa propriedade das cascas torna-as, CcoO

mo regra geral, muito mais rigidas que placas sob mesmas condicoes.

Outros ramos da engenharia desenvolvem aplicagoes
de estruturas laminares. Com a disponibilidade de metais de alta
resistencia, projetos de maquinas e ferramentas mecanicas explo-
ram suas formas. Um grande impulso nesse sentido verifica-se,tam

bém, nas indlUstrias aeronautica e naval.

Devido a esse fatores, surgiu a necessidade de de-

senvolverem-se modelos matemdticos e fisicos que possibilitassem



projetos seguros € economicos.

Métodos analiticos para avaliar o comportamento es
trutural das laminas comegaram a ser estudados ha mais de um sécu
lo. Lamé e Clapeyron! estabeleceram a teoria fundamental de mem-
branas em 1826. Aron® estudou o seu comportamento flexional em
1874, ja aproximando o problema do ponto de vista da tedria da
elasticidade. Sua maior contribuicao foi a redugao do problema
elastico, de tri para bidimensional. A distribuicdo dos desloca-
mentos numa direcao normal ao plano da superficie média seguia as
hipbteses sugeridas por Kircthoff?®, que as retas normais a esta su
perficie permanecem retas apos a deformagdo do corpo, além de nio

sofrerem extensibilidade.

A primeira teoria geral de cascas delgadas, entre-
tanto, so foi desenvolvida em 1888, por Love®. E baseada nas se-
guintes hipoteses:

1) Para uma casca ser considerada delgada, deve ter t/R << 1, on

de t € a espessura e R o menor raio principal de curvatura
2) As deformagoes sao pequenas.
3) 0 estado de tensoes & plano.
4) A energia extensional e a de flexao nao se acoplam.

A terceira hipOtese incorpora o que hoje & chamado
hip6tese de Kirchhoff-Love, ou seja, que as normais permanecem nor
mais apos a deformagdo. Note-se que as deformagdes por cisalha-
mento transversal sao desprezadas, o que torna a teoria nao apli-
cavel a cascas espessas, onde este efeito e significativo. Cas -
cas espessas devem, entdo, ser estudadas no ambito da elasticida-

de tridimensional.

A teoria de Love forma a base da moderna teoria de



cascas delgadas e, atualmente, dirigem-se esfor¢os no sentido de
aprimorar sua formulagido e, também, na resolucdo das equagdes di-

ferenciais a ela associadas.

Solugoes analiticas, entretanto, tem sua aplicacio
limitada. Geralmente, sao de dificil utilizacao em problemas que
apresentam formas geomé€tricas arbitrarias, carregamentos especiais,
condigoes de apoio irregulares, imperfeicdes iniciais e outros as

pectos praticos de projeto.

Por outro lado, modelos fisicos experimentais nor-
malmente sao muito dispendiosos, além de exigirem equipamento so-

fisticado e nem sempre disponivel.

Com a crescente evolugao dos computddores digitais,
a partir da década de 50, os métodos computacionais aparecem como
a solugao ideal para estes problemas. Dentre todos, o método dos
elementos finitos se destaca como o mais eficiente, devido a sua
facilidade de tratar com particularidades de projeto, além de pe-
culiaridades no comportamento das estruturas laminares, tais como
nao-linearidades devido a plasticidade e grandes deformacoes, ins

tabilidades localizadas, etc.

1.1 - TIPOS DE ELEMENTOS

A primeira aplicacao do método dos elementos fini-
tos a cascas foi feita na indastria aerondutica. Estruturas de
avioes consistem, normalmente, de um esqueleto recoberto por uma
lamina metalica. A idealizacdo por elementos finitos desse tipo
de estrutura era feita usando-se elementos de portico plano para
0 esqueleto interno e elementos planos para modelar a casca. Ob-
tinha-se, assim, uma representacao facetada da lamina externa do

avido. Os primeiros anos do M.E.F. foram ocupados, em grande par



te, no refinamento desse tipo de formulagao.

0 comego da década de 60 assistiu uma transforma-
¢ao na engenharia aeronautica, que passou a projetar também naves
espaciais. Este tipo de veiculo tem a estrutura formada por cas-
cas com curvaturas acentuadas, e as limitag¢oes da aproximagao por
meio de elementos planos tornam-se evidentes. Desenvolvem-se, en
tdo, elementos curvos, cuja formulagao requer um NOovo exame na ma
neira de se representar a geometria dos elementos, as relacoes de
formagoes-deslocamentos e o proprio campo de deslocamentos assumi

do.

Surgem elementos com simples ou dupla curvatura,
com formulagoes proprias para aplicacgdes especificas, funcao das

caracteristicas geométricas da estrutura a ser analisada.

Mais recentemente, com o esforgo que tem sido de-
senvolvido para a exploragdo da energia nuclear, ha uma grande in
teresse no projeto estrutural de reatores nucleares. Suas estru-
ras sao compostas por cascas espessas, € 0 seu estudo deve ser fei
to a partir da mecanica dos sdlidos. Para tal, desenvolvem-se ele
mentos t;idimensionais. Entretanto, certos tipos de reatores,as-
sim como outras estruturas de interesse em engenharia, como barra-
gens, vasos de pressao, etc., sao formadas por cascas de espessu-
ra e curvaturas variaveis, de tal forma que algumas partes se com
portam como espessas € outras como delgadas. Criou-se,entao, uma
divida quanto a vantagem da utilizacao desses elementos, devido ao

seu elevado custo computacional.

Modificagoes apropriadas introduzidas em sua formu
lacdo, e que serao vistas posteriormente, possibilitaram o desen-
volvimento de elementos derivados de teorias tridimensionais, por

tanto sem as aproximacoes das teorias de corpos orientados e evi-



tando a complexidade da geometria diferencial nelas envolvida, de
aplicagao eficiente tanto para estruturas moderadamente espessas

como delgadas.

Em resumo, pode-se dizer que, atualmente, empregam

se tres tipos de aproximacdo para a analise de cascas:
1} Na forma facetada, utilizando-se elementos planos.

2) A partir de tecorias classicas especializadas, com elementos

curvos.

3) A partir de teorias tridimensionais.

1.2 - NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

A determinacao da carga para a qual uma estrutura
perde a estabilidade (carga critica) & um problema que .deve ser
considerado em seu projeto. Em trabalhos classicos sobre o assun
to, adotou-se a teoria da instabilidade linear para avaliar a car
ga critica de certos tipos de estruturas laminares (5). Entretan-
to, experiéncias mostraram que as estruturas reais alcancavam o
colapso, normalmente, com cargas de intensidade menores do que as
previstas pela teoria linear, devido a presenca de imperfeicoes

iniciais e de n3o-linearidade geométrica.

As mudangas na geometria que sofre uma estrutura du
rante o processo de carregamento influem na sua capacidade de su-
portar cargas. Quando as deformagles produzidas pelas cargas sao
pequenas, essas mudangas sao despreziveis. Quando, porem, as de-

formagoes sao grandes, elas podem ser de importancia bastante con

sideravel.

Recentemente, houve um grande progresso na aplica-

gdo do M.E.F. a problemas de grandes deformagoes, considerando-se



a nﬁo—linearidade_geométrica. Brebbia e Connor6 apresentaram uma
formulagao consistente para a analise de cascas abatidas ("shallow
shells"), usando um elemento retangular, na qual a parcela nao-1li
near da matriz de rigidez tangente & avaliada por meio de integra
cao numérica. Uma formulacdo similar foi apresentada por Dhatt’,

usando um elemento triangular de dupla curvatura, mais refinado .

Um procedimento geral para a analise por elementos
finitos do problema de instabilidades de placas e cascas delgadas
foi desenvolvido por Gallagher e outros®. Diversos trabalhos sub

sequentes deram continuidade a estas pesquisas.

Dispoem-se, agora, de ferramentas bastante podero-
sas para avaliar com mais precisZo nao apenas a carga critica das
estruturas, mas toda a historia da deformacdo da peca em funcao da

carga, tanto no seu estado pré como pos-critico.

Com o refinamento dos projetos arquitetonicos e in
dustriais, as estruturas laminares tornam-se cada vez mais delga-
das. Algumas normas estruturais, como a CSA?, canadense, ja per-

mitem que se tire partido da sua rigidez pos-critica.

O comportamento estrutural das placas delgadas su-
jeitas a esforcos de compressao e caracterizado por uma considera
vel reserva de rigidez no seu estado pds-critico. Em alguns ca-
sos, esta reserva pode atingir até 3 ou 4 vezes a carga inicial de
flambagem. Nesses casos, a economia que se pode fazer no projeto,
levando-se em conta a rigidez pos-critica, & bastante grande. Cer
tos tipos de cascas, como painéis cilindricos sujeitos a cargas la

terais, também apresentam este comportamento.

Experiencias mais recentes, feitas por Swartz e ou
tros® , com estruturas tipo '"folded plates" de aluminio, acusaram

resultados semelhantes. Essas estruturas tem sido largamente uti



lizadas na engenha;ia civil e mecanica, ¢ sdo constituidas de 1a-
minas ligadas longitudinalmente por seus bordos. Normalmente, sao
calculadas por meio de métodos energéticos, que niao possuem a ge-
neralidade do M.E.F. Aqui também o M.E.F. aparece como o mais in
dicado para uma analise nao-linear, onde se¢ levam em conta as flam

bagens localizadas das laminas que constituem a '"folded plate" .

1.3 - ELEMENTOS PLANOS

A analise de cascas com este tipo de elemento & pos
sivel através de uma aproximagdo mais de ordem fisica do que mate
matica. Admite-se que o comportamento de uma superficie com cur-
vatura continua pode ser adequadamente representado pelo comporta

mento de uma superficie composta de pequenos elementos planos.

Essa aproximacao acarreta o surgimento de momentos
fletores descontinuos ao longo dos bordos dos elementos, o que nzo
ocorre na estrutura real. Entretanto, intuitivamente percebe-se
que @ medida que se diminui o tamanho dos elementos, esse proble-
ma tende a ser minimizado e a solugao aproximada deve convergir

para a exata o que, de fato, & comprovado na pratica.

Os elementos planos para a analise de cascas sao
formados pela superposicao dos comportamentos de membrana, para
representar o estado plano de tensoes, e de flexao. Logo, qual-
quer discussao sobre a conveniencia de seu uso deve levar em con-
ta a facilidade de se encontrar elementos que aproximem esses com

portamentos de forma suficientemente correta.

Pode-se dizer que, atualmente, a literatura sobre
0 assunto & muito ampla. Uma infinidade de elementos de membrana
podem ser encontrados, com formulacoes variando de acordo com o}

seu refinamento, desde aqueles que adotam como graus de liberdade
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apenas os deslocamentos dos pontos nodais (representagéo c%), até
os que adotam, além dos deslocamentos, suas derivadas .de vérias
ordens (representacac C!). Os elementos de flexio necessitam um
maior numero de parametros nodais, ja que um campo de deslocamen-
tos que represente de forma aceitdvel o comportamento flexional
de uma placa tem que ser, no minimo, do terceiro grau. Entretanto,
sao também facilmente encontrados, em sua forma mais simples (TS,
triangular e R12, retangular, ambos incompativeis), ou em forma de
elementos compativeis, mais refinados, com campo de deslocamentos

representados por polinomios de ordens mais altas.

Dispoem-se, alternativamente, de elementos deriva-
dos de principios variacionais especiais, que levam a formulacoes
hibridas e mistas. Elementos hibridos e mistos para cascas podem
ser desenvolvidos da mesma forma que os do metodo dos deslocamen-
tos, ou seja, a partir da superposicao dos comportamentos de mem-

brana e flexao.

Unm elemento retangular com formulacdo hibrida, com
campo de tensoes assumido, para analise linear de cascas delgadas
cilindricas e de 'folded plates" foi desenvolvido na referéncia
(11). Entretanto, sua aplicagdo a analise ndo-linear geométrica
introduz complexidades na formulacdo, exigindo grande esforgo com

putacional.

Ao se fazer anadlise linear de cascas por meio de
elementos planos, considera-se que as forgas de membrana e de fle
xao produzem deformacdes independentes, portanto despreza-se 0
acoplamento entre estas parcelas que existe na estrutura real. Es
te problema nao tem grande importancia, e também &€ minimizado a
medida que se refina a malha adotada na discretizacao da estrutu

ra. Quando, porém, leva-se em conta a nao-linearidade geométrica,
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torna-se fundamental considerar esse acoplamento, assim como a
influencia das forgcas de membrana na rigidez a flexdo da estrutu-

ra. Este problema €& tratado em detalhe no Capitulo III.

Un ponto importante a se obsérvar & a forma de con
siderar a massa da estrutura, em analises dinamicas. Normalmente,
costuma-se distribui-la pelos pontos nodais usando-se uma matriz
de massa consistente com a formulacao adotada. Entretanto, neste
caso, devido ao efeito fisico de se aproximar uma superficie cur-
va por outra composta de elementos planos, parece ser mais realIg
tico e consistente com a aproximag¢ao a concentracdao da massa .de
cada elemento nos seus nos através de uma matriz de massa discre-

ta.

Os elementos retangulares somente podem ser usados
na discretizac¢do de cascas cilindricas. Para cascas de forma geo
ﬁétrica arbitraria, pode-se utilizar elementos triangulares ou
quadrilateros. 0s quadrilateros sdao formados por quatro triangu-
los, sendo os graus de liberdade do ndé central eliminados por meio

de condensacao estatica.

Apesar de todas as aproximacoes adotadas quando se
analisam cascas por melo de elementos planos, cles aparecem em pra
ticamente todos os sistemas computacionais orientados para a ana-
lise de estruturas. Até hoje sdo muito usados, principalmente pe
la simplicidade de formulagao, facilidade de serem acoplados a ou
tros tipos de elementos (de porticos, solidos, etc.), e ao peque-
no nimero de informacGes que necessitam como dados de entrada ao

serem programados em computador.

1.4 - ELEMENTOS CURVOS

varios tipos de elementos curvos podem ser encontra-



12

dos na literatura sobre o M.E.F. Esses elementos sao sempre deri
vados de teorias particulares que se dividem, basicamente, em for

mulagoes para cascas abatidas e ndo abatidas.

O mais simples de todos os elementos para cascas
cilindricas foi sugerido por Brebbia e Connor?® , e tem sido usado
tanto para cascas abatidas como nao abatidas. Possui vinte graus
de liberdade e & nao conforme. Os graus de liberdade (5 por nd)
sao trés deslocamentos, u,v,w , e duas rotacgoes, w, e w -

y
v/R , sendo R o raio de curvatura da casca.

Gallagher® desenvolveu um elemento conforme, com
vinte e quatro graus de liberdade, semelhante ao de Brebbia e Con
nor. 0s graus de liberdade adicionais correspondem a considera-
cao de Wey o cada n6. Note-se que este € um grau de liberdade
interno, ou seja, nao € um deslocamento nodal ao qual possam ser
associadas forgas ou momentos reais. Entretanto, expressando a
energia de deformacao de cada elemento em termos de ambos os ti-
pos de deslocamentos nodais (externos e internos), e diferencian-
do com respeito a eles na maneira usual, € possivel obter-se uma
matriz de rigidez que relacione os deslocamentos com suas ''forgas"

correspondentes.

Uma dificuldade aparece, porem, quando as ma-
trizes de rigidez dos elementos sao acumuladas para formar a ma-
triz de rigidez da estrutura. Como as condigoes de compatibilida
de sb6 se aplicam aos graus de liberdade externos, a consideragio
de condigoes de compatibilidade para os graus de liberdade inter-
nos e de equilibrio para suas ''forgas' correspondentes provocam
uma superestimagao da rigidez da estrutura. O processo mais co-
mum de se evitar esta rigidez excessiva € a condensagio estatica

dos graus de liberdade internos.
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Cantin e Clough®™ .modificaram o elemento de Galla-
gher, introduzindo funcoes trigonométricas no campo de deslocamen
tos, de forma que todos os movimentos de corpo rigido ficassem re
presentados explicitamente. Sabir e Lock™ demonstraram que, omi
tindo-se alguns termos do campo de deslocamentos, assim como o
grau de liberdade ny , obtem-se um elemento que, apesar de nao-
conforme, aparentemente nao apresenta nenhuma perda significati-

va de precisdo, além de contar somente com graus de liberdade ex-

ternos.

Inimeros outros elementos, cada vez mais refinados ,
foram e ainda sao desenvolvidos, como o de Bogner, Fox e Schmit® ,
conforme, com doze graus de liberdade por no (u, u, o, uy, uxy
) , num total de quarenta e oito por

sV o,
V.,V ,V w
X’ y1 xy! y! X-y
elemento. Também sao encontrados elementos com dupla curvatura,
com especializacoes para cascas esféricas, paraboloidais, hiperbo

loidais e de outras formas geométricas, assim como elementos para

cascas axissimetricas.

1.5 - ELEMENTOS TRIDIMENSIONAIS

0 uso de elementos isoparamétricos ja & consagrado
no método dos elementos finitos (17). Na sua formulagao, a geome
tria de cada elemento € interpolada a partir das coordenadas dos
pontos nodais pelas mesmas funcoes de interpolacao adotadas para
definir o campo de deslocamentos conseguindo-se, assim, maior fle

xibilidade na discretizagao de geometrias arbitrarias.

O processo de degeneraciao de elementos isoparamé -
tricos tridimensionais (18, 19), para aplicagao na analise de es-
truturas laminares delgadas ou moderadamente espessas, surgiu da

dificuldade de se estudar estes tipos de estruturas com elementos
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tridimensionais (Figura 1.1).

FIGURA 1.1- ELEMENTO ISOPARAMETRICO TRIDIMENSIONAL

Em primeiro lugar, a consideracao de tres graus de
liberdade por no leva a valores muito grandes para os coeficien-
tes de rigidez relativos a deslocamentos nodais cuja direcgdo & muii
to proxima da normal 3 superficie média da estrutura, devido a es
pessura ser muito pequena quando comparada as outras dimensdes.Is
to acarreta um mal condicionamento da matriz de rigidez da estru-

tura, com consequentes problemas numéricos.

Além disso, o uso de varios ndos ao longo da espes-=
sura despreza o fato das retas normais a superficie média permane
cerem praticamente retas apds a deformagdo do corpo. Assim, um
grande numero de graus de liberdade era desnecessariamente consi-
derado na analise, aumentando o tempo de computagao requerido na

solugao do problema.

No elemento degenerado (Figura 1.2) prescreve-se va
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riagdo 1linear dos deslocamentos ao longo da espessura, ou seja,
as retas normais permanecem retas, e despreza-se a parcela de ener
gia de deformacgao correspondente as tensoes normais ao plano da

superficie media.

FIGURA 1.2 -ELEMENTO TRIDIMENSIONAL DEGENERADO

Note-se que as restricoes para que as retas nor -
mais continuem normais a superficie média deformada foram delibe-
radamente omitidas possibilitando, dessa forma, que se leve em con
ta as deformagdes por cisalhamento, importantes na andlise de es-

truturas espessas.

0 elemento assim derivado apresenta excelentes re-
sultados na analise de estruturas moderadamente espessas. Alem
disso, o fato de ter sua matriz de rigidez avaliada atraves de
integracao numérica evita a introdug@o de hipdteses simplificado-

ras presentes na teoria usual de cascas.

0 esquema de integracao adotado para o elemento qua
dratico era, inicialmente, de 3x 3 pontos de Gauss mnas direcoes

E e n ¢ dois pontos na direcao transversal ¢ . Este esquema
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torna o elemento muito rigido a flexao, problema causado pela ex-~
cessiva parcela de deformagac por cisalhamento imposta pelo campo
de deslocamentos assumido, ao se desenvolverem déformagoés por

flexdao simples.

Este inconveniente foi contornado simplesmente com
a redugao do numero de pontos de integracdo (20, 21). O novo es-
quema, conhecido por integragdo reduzida, além de praticamente.ndo
alterar os resultados obtidos com estruturas moderadamente espes-
sas, fornece excelentes resultados tambem para estruturas bastan-

te delgadas.

0 elemento apresenta, tambeém, maior eficiéncia com
putacional. Para sua integragdo, necessita apenas de 2x2 pon-
tos de Gauss nas diregoes & e n , enquanto na direcdo ¢ pode
ser feita explicitamente para estruturas delgadas e -através de

dois pontos de Gauss para estruturas moderadamente espessas.

Por serem derivados de teorias tridimensionais, os
elementos isoparamétricos podem considerar fendmenos como nio-1i-
nearidade fisica e geométrica sem que isto cause grandes modifica
¢oes na sua formulagdo bdasica. O primeiro trabalho neste sentido
foi mostrado por Nayak® , utilizando elementos planos, axissimé -
tricos e tridimensicnais. Nas referencias (23, 24, 25), sio fei-
tas aplicagoes do elemento degenerado a estruturas elasto-plasti-
cas.

Uma outra alternativa para melhorar o comportamen-
to do elemento tridimensional degenerado na analise de estruturas
delgadas € a utilizagdo da hipdtese de Kirchhoff discretizada (26,
27). Através de restrigGes andlogas a hipStese de Kirchhoff , obri
ga-se a parcela de energia de deformacdo devida ao cisalhamento se

anular em determinados pontos conseguindo-se, assim, relaxar o ex
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cesso de rigidez a flexdo. Note-se que o elemento obtido dessa

forma tem seu uso especifico para o estudo de estruturas delgadas.

Itons e Razzaque® adotaram tal técnica, impondo
que as deformacoes se anulem nos pontos de integracao de Gauss, e
empregando essas restricoes para eliminar certos parametros nodais.
0 clemento degenerado considera uma variacao quadratica para as
tensces de cisalhamento, mas somente linear para as tensoes de fle
Xao. Supondo-se, agora, que os bordos do elemento trabalhem co-
mo vigas cujas tensodes de flexao variam linearmente, sua deforma-
da & suficientemente definida apenas pela deflexdo e inc¢linacgdo
em cada extremc. Como existem trés ndés ao longo de cada bordo, a
deflexdo e a inclinacdo do nd central sao desnecessarias e, por -

tanto, condensadas.

Recentemente, Irons® apresentou outro elemento cu
ja formulacao segue a hipOtese de Kirchhoff discretizada, o elemen
"to Semiloof para cascas delgadas. Os graus de liberdade sdo tres
deslocamentos (u, v, w) em cada ponto nodal, duas rotacdoes do
né central e de cada ndé de Loof® , além de um grau de liberdade ex
tra do no central, a "bubble function'", que € uma funcdo que repre
senta o estado de deformacao de uma bolha sob pressao constante
(Figura 1.3). Os nos de Loof sdo locados ao longo dos bordos do
elemento, em posicoes correspondentes as dos pontos de Gauss para

um esquema de integracdao numérica com dois pontos.
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NOS CONVENCIONAIS

NG DE LOOF

{a)}

NO ¢

CENTRAL%’T
=

r |

(b))

Y ' < ; ; ; §w=(..fa)(=-n2)

X ) ) P ——

FIGURA 1.3 -ELEMENTO SEMILOOF ({a ) CONFIGURACAO NODAL
(b) " BUBBLE FUNCTION"

Tem-se,portanto, um total de quarenta e tres graus
de liberdade, que sdo reduzidos para trinta e dois por meio de con
densacéo estatica. As restrig¢des introduzidas na formulagao ao
se efetuar a condensagao da rotacgao eyz em cada nd de Loof {num
total dé oito grdus de liberdade) obrigam as deformagoes por cisa
lhamento se anularem nos 2x 2 pontos de Gauss adotados na inte -
gragdo numérica da matriz de rigidez de cada elemento. Para se
condensar a "bubble function', impoem-se que estas deformacoes se
anulem ao longo de todo o bordo do elemento; finalmente, ao elimi
nar-se as rotacOes do nd central (os dois graus de liberdade res-

tantes), consegue-se anular as deformacdes por cisalhamento por

toda a area do elemento.

0 elemento assim obtido € considerado ideal para
modelar problemas como cantos agudos ou acentuados, jungdes de mal

. - - . - . - -
tiplas superficies, espessuras variaveis ou descontinuas, alem de
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poder ser acoplado, de maneira simples, a elementos de outros ti-
pes, como triangulos e retangulos planos, elementos de pdrtico pla

no, etc.

A consideracao de nao-linearidades com ¢ Semiloof,
entretanto, deve exigir grande esforgo computacional, devido ao ni
mero de graus de liberdade condensados existentes na sua formula-

gao. Nenhum resultado neste sentido & conhecido até o presente.

1.6 - ELEMENTOS IMPLEMENTADOS

0 presente trabalho visa o desenvolvimento de ele-
mentos para analise de estruturas laminares, considerando a nao -
linearidade geométrica, paraz implantagdo no sistema computacional
LORANE-NL (31). Na escolha dos elementos relacionados para este
fim, levou-se em conta o fato que sistemas computacionais devem
procurar simplificar a entrada dos dados da estruturé a ser anali
sada. Desta forma, evitaram-se formulacgoes que incluem como condi
goes de contorno graus de liberdade de dificil significado fisico.
As aproximagdes utilizadas, porém, fornecem niveis de precisdo bas

tante satisfatdrios para problemas da pratica.

Dois tipos de elementos foram considerados: o pri-
meiro, tridimensional degenerado quadratico, derivado diretamente
da mec@nica dos s6lidos e, o segundo, retangular plano, obtido pe
lo acoplamento de elementos de flexao de placas e estado plano de
tensoes, Objetivou-se com isto a comparagao entre resultados obti
dos com duas formulagoes distintas, mostrando os méritos e as li-

mitagoes de cada uma.

0O estudo da nao-linearidade geometrica com o ele -
mento degenerado ndc acarreta nenhuma restrigac ao tensor de de-

formagdes de Green, permanecendo no ambito da elasticidade tridi-
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mensional. Os elementos planos, entretanto, introduzem aproxima—
¢oes na sua formulagao ao reduzir o problema elastico para bidi-
mensional. Como consequéncia, restrigdes impostas ao tensor de
Green permitem apenas a analise de estruturas que sofrem grandes

deflexdes elasticas, porém pequenas deformacoes.
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II - FORMULACAO DE GRANDES DEFORMAQOES

Varios tipos de descricao podem ser usadas para re
presentar o movimento de um contInuo (32). No presente trabalho,
como se estudam apenas materiais elasticos lineares, preferiu-se
adotar a descrigao referencial, na qual as variaveis independen-
tes sao a posicao x de uma particula numa configuracao de refe-
réencia arbitraria e o tempo t . Normalmente, na teoria da elas-
ticidade, a configuragdo de referéncia adotada & a posigdo ini-
cial, indeformada (tempo t = 0), para a qual um corpo retorna ao
ser descarregadc. Neste caso, a descricao & conhecida como Lagran

geana.

Deve-se, entdo, definir tensoes e deformacoes se-
gundo a configuracao indeformada, para que as equagoes constituti
vas do material possam ser escritas com tensores relacionados a
um mesmo sistema de referencia. Sao adotados, para tal, tensores
de deformacoes de Green ou Almansi e de tensoes de. Piola-Kirch-

hoff.

2.1 - EQUACOES DE EQUILIBRIO

Seja:
X =[xy z]T (2.1)

o vetor que define as coordenadas cartesianas do ponto P de um

corpo no seu estado inicial. Se este ponto sofre um deslocamento

descrito por:
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U= [uv w]T (2.2)

medido em relagao ao mesmo sistema fixo de referencia, suas novas

coordenadas passam a ser:
X = [i " E]T (2.3)
tals que:

(2.4)

bl
n

3
+

Jo

No método dos elementos finitos os deslocamentos
de um ponto qualquer no interior de um elemento sao calculados a

partir dos deslocamentos dos pontos nodais por:

U=N-~$ (2.5)

onde § € o vetor que contem as componentes de deslocamentos dos

nés e N a matriz de funcoes de interpolacgao.

Como o modelo de deslocamentos foi preferido neste
trabalho, a condigao aproximada de equilibrio € obtida pela apli-

cacao do principio dos trabalhos virtuais:

$ =R-F =0 (2.6)

onde R & o vetor das forgas nodais equivalentes as forgas exter

nas (22) e F o vetor das forgas nodals internas (reativas).

0 trabalho realizade pelas forcas internas e dado

por:
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_E-d5=w=ng-dgdv (z.7)

Através das relacOes entre deformacoes e desloca-

mentos & possivel escrever-se uma equagao do tipo:

e =3B +38§ (2.8)

de = B' + d8 (2.9)

F = f B'' . g dV (2.10)

Os Tesiduos y correspondem a forcas nodais dese-
quilibradas e, como tais, devem ser reduzidos até atingir a tole-

rancia desejada.

Como R e F dependem dos deslocamentos mnodais
§ , o conjunto de equagoes (2.6) € nao-linear, requerendo algorit
mos especiais de solugao que. podem ser de tipos incrementais, ite
rativos ou outros. Esses procedimentos sao discutidos detalhada-
mente nas referéncias (33, 34). Atualmente, da-se preferencia aos
algoritmos que consideram a parcela nao-balanceada dos esforgos
para a correcdao da configuracio real de equilibrio, na etapa se-

guinte (31).
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2.2 - ELEMENTO TRIDIMENSTONAL DEGENERADO

A geometria do elemento & definida por (Fig. 2.1):

X X

= - g [ ]
y Ny I N, + 3 Vg (2.11)
oz Z

Ziw)
A

* X{y)

FIGURA 2.1 - COORDENADAS LOCAIS E GLOBAIS

No processo de degeneracao desprezam-se as deforma
coes na direcao normal ao plano da superficie média. Assim, 0
campo de deslocamentos & definido pelas trés componentes cartesia
nas dos deslocamentos dos nos da superficie média e duas rotagoes
do vetor V., , que representa a espessura em cada no, -em torno
de direcoes ortogonais. Sendo v,

dessas diregoes, pode-se escrever:

e YZ

j OS vetores unitarios
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u u
.ti a
v = 3 Ni v + ¥ Ni z 5= [gii YZi} (2.12)
L B) i
w W

onde u, v , w sao deslocamentos nas direcoes globais x,y , z

(Fig. 2.1).

e V

Para a determinac¢lo Unica de 53

Yli 0 seguln

te esquema e adotado:
- calcula-se V., , normal ao plano formado por VSi e 0 elxo X.
~Se. estas duas direcdes sao coincidentes, toma-se o €lxo Yy , ao

inves de x .

- calcula-se V.. , normal ac plano formado por YZi e

Y1i Vai -

Os vetores unitarios dessas diregoes (vli . Voi o
y3i) definem um sistema cartesiano local para cada né. A rota-
cao de vz; em torno de  v,; & traduzida pelo escalar o e, em

torno de vy; » por R .

Devido a consideragGes introduzidas na degeneragao
do elemento, tensdes e deformagoes sao referidas ao sistema de
eixos ortogonais x' , y' , z' (Fig. 2.1} 1local para cada elemen
to, relacionado a superficie ¢ = constante. Note-se que  estas
diregOes ndo coincidem com as direcOes nodais v,. , ¥pj » V33 -
ja que o vetor Vg & apenas aproximadamente normal a superficie
média.

Um vetor normal a superficie ¢ = constante pode
ser definido pelo produto vetorial de quaisquer dois outros veto-

res tangentes a esta superficie. Desta forma, o vetor Yé na

direcido z' & obtido através de:
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ax ax
9E an

vio= {3 3y

YS 3E x 3 (2.13)
Az 3z
9L an

Vetores Vé e Vi ortogonais, normais a Vé ,
sao determinados pelo mesmo processo descrito anteriormente. Os
unitarios dessas direcoes compdem a matriz dos cossenos diretores

dos eixos locais x
' = [v’ ' v:',):, A (2.14)

2.3 - MATRTZ DE. RIGIDEZ TANGENTE

O tensor de deformacoes de Green 'da elasticidade

tridimensional & considerado (em forma matricial) como:

' ' 1 ' 1 ' T 1
£ l:ex SN Txy Yoz o YXZ:| (2.15)

sendo seus componentes definidos de forma completa:

) 2 2 2

, _ ou' 1 au' av' aw'
EX - axl + 7 [(BX') + (axlj + (axl):l
_(2.16)

, _ ou' v’ du' | du’ av' _ av’ ow' . aw'
" * [Bx' ST S T T By]

Note-se que e, foi desprezado, sendo esta aproxi

macdao compativel com as teorias de cascas usuais.

E possivel, agora, separar os termos em duas parce

las:



(2.17)

e =% v gt
onde:
c? = Ju' ¥dv'  u’ av' 3v' 3w’  au'
s BX' ] ay‘ ? ay| BXI * BZI Byf H azl

e o

— —_—

o1 0 0
-X —- -
0 51 0 6
ol ~y ~ ~X
L _ 1 {.T T ; -1
E - 2 gy QX 9 ~Y 2 %
0 sl ol
—~ -7 -~y | ~Z_
T
92 g Qx

a contribuicao nao-linear, sendo:

g = {9u’ 3v’ ' |1
~X 3x’ ax' ax'

f el

ow' T
+ T {(2.18)

vetor de deformacoes lineares, infinitesimais, e:

(2.19)

(2.20)

Através da relacdo entre deformagdoes e deslocamen

tos (2.8), diferenciando e® , obtem-se:

A diferenciacao de el conduz a:

de

] =

(@A - 8+ A - ap)

Devido a estrutura das matrizes

envolvidas,

(2.21)

(2.22)

esta
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equacdo pode ser simplificada, ja que:

(‘deT 0 0| L
oy 00 ol 0
0o dey o fe ] o e
R L B N I O
0 ae ael) [e] |0 g
S E.

(2.23)

(2.24)

0 vetor 6 , definido em (2.19), & relacionado aos

deslocamentos nodais por:

sendo:

(2.25)

(2.26)
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os deslocamentos do nd geneérico i

Diferenciando 8 obtem-se:

de = G » d§ (2.27)

de” = B~ - d§ (2.28)
com:
B = A - G (2.29)

As equagoes (2.17), (2.19), (2.21) e (2.28) per-

mitem concluir que:
) ¢ (2.30)
B' = B® + gl (2.31)

Dispoem-se, agora, das relagOes necessarias para a

avaliacao da matriz de rigidez tangente, definida por:
dF = K. - dé (2.32)
A diferenciacao de (2.10) conduz a:

dF = d(J~ BT . gt dv) = Jﬂ @'’ e Bt de) av (2.33)
v v
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Como §O independe dos deslocamentos, obtem-se de

(2.31):

T T

as'’ = a 9T =T - an (2.34)

A relacdo entre tensoes e deformacCes & dada por:
g'" =D - ¢ (2.35)

onde D e a matriz das constantes elasticas do material utiliza-

do. Como a matriz D & introduzida explicitamente na formulacio,
torna-se simples a consideracdo de propriedades anisotropas ou pro
priedades variaveis ao longo de ¢ , para estruturas tipo ''sand-

wich'". No presente trabalho sao estudados apenas materiais isd -

tropos, para os quais D tem a seguinte forma:

-
1 v 0 0 0 i

1 0 0 0

D=__8 1 - 0 0 (2.36)
- 1 - v? 2
1 - v
2K 0
SIM. 1 - v
ZK

Zienkiewicz sugere adotar-se para K o valor de
1.2 como correcac para a distribuicao dos cortantes ao longo da
espessura, que resultam aproximadamente constantes devido a defi-
nicdo dos deslocamentos ¢ que, na realidade, sdo aproximadamente
parabolicos. Entretanto, para estruturas delgadas, a corregao €

irrelevante e os resultados de problemas praticos mostraram-se in
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diferentes a este fator.

Deve-se ressaltar que a matriz D nao @& derivada
da tridimensional completa, 6x6 , simplesmente desprezando-se
0os termos apropriados. Na realidade, ela é obtida pela considera
cao de o, = 0 nas relacoes constitutivas completas, através das

substituigoes que essa consideracao acarreta.

Derivando (2.35) obtem-se:
dg' = D + de' =D « B' - d8 (2.37)

Levando (2.34) e (2.37) em (2.33), comparando com

(2.32), observa-se que:

f (QT . dAT . O,' + B'T N P . gv . d§) dV = I,ST . d§ (2.38)
\

E definida, entao, uma matriz M' de tensdes tal

que:

dA® » o' = M' - d8 ‘ (2.39)
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X
[ de 0 de 0 do | | o
- - S =2 | %
Al < 5t = |0 do a6 de o | {7} =
£ e Y o Y Y, b Xy
o oo A, a |y,
Txz
B - 1 - t - '—-]
IS 9% ES Txy 23 Txz dgx
= I3 : Uy I3 T;z dgy =
| sTM- 0| ‘a,
onde I e a matriz identidade 3x3

=3
Assim, ;atraves de (2.39) e (2.27) torna-se

vel explicitar a matriz de rigidez tangente:

§T=f(§T-lzl'-9+§' £ D - B
v

2.4 - MATRIZ DE MASSA

(2.40)

possi-

(2.41)

Na presenga de acdes dinamicas a formulagao estati

ca é simplesmente estendida com a aplicagao do principio de D'Alem

bert.

Seja U

o vetor aceleragao, representado por:

(2.42)



33

As forgas de inércia para um material de densidade

p sao:
F'l=-p-+1U (2.43)

0 vetor de forgas nodais equivalentes as forcas de

inércia & calculada pela relacao:

(2.44)

t
I
t =2
—J
trr
=
[a¥
<
Il
1
< L]
1=
[
©
[t
[N
<

Fazendo-se:
U=N-+3$ (2.45)

onde & € o vetor que contem as aceleracdes dos pontos nodais, a

equacao (2.44) & transformada em:

F= - Jﬁ N o p o N-Gdv=-M-§ (2.46)

sendo:

M =-[. NT . p « N av (2.47)

a matriz de massa consistente.

Uma outra alternativa € a utilizacdo de matrizes
de massa discreta. O aspecto importante &, agora, escolher um
critério para definir qual a parcela da massa do elemento que se-

ra relacionada a cada grau de liberdade. Hinton e outros® pro-
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poem que se avaliem 0s termos da diagonal principal da matriz de
massa consistente e, entao, distribuam-se as massas discretas na

mesma propor¢ac destes termos.

Os elementos da matriz de massa discreta podem,

assim, ser descritos por:

11 8 T
(£ Nl +p-N) Qv v
y i=1° )

(2.48)
ij

A matriz de massa discreta avaliada com este proce
dimento fornece bons resultados mesmo quando a malha de elementos

finitos contem elementos distorcidos.

2.5 - INTEGRACAO E TRANSFORMACOES MATRICIAIS

0 calculo das matrizes de rigidez e massa envolve

integrais sobre o volume do elemento que sao geralmente da forma:

Jﬁ S dx dy dz (2.49)
Vv

onde a matriz S ¢& funcdao das coordenadas cartesianas.

Com a finalidade de evitar a integragdo explicita
dessas matrizes, procura-se expressar S em funcao das coordena-
das naturais e, similarmente, transformar o volume infinitesimal
dx + dy - dz , para haver a possibilidade de efetuar as 1integra-

¢oes numericamente.
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Desta forma, chega-se a integrais do tipo:

1 1 p1
J. J- J. S(¢ . m) » det I, d¢ dn d (2.50)
-17-17-1

Sejam as equacoes (2.11) e (2.12), que representam
a variacao paramétrica das coordenadas e dos deslocamentos no in-
terior de um elemento. Nessas equagoes, a matriz N de funcoes

de interpolacao esta associada a coordenadas curvilineas:

N=N (£, n (2.51)

A relacgao entre as derivadas dos deslocamentos com
- - » - - - -
respeito ao sistema global e ao sistema de eixos curvilineos e da

da por:

o v dw u v aw
3x 3x ax 9E g ok
ou v dw _ -1 au v oW -
% 3 9y | Z |®m W W (2.52)
au v w u v 3w
| 3z 5z 3z | K 3L oz |

onde Jc € o jacobiano de transformacao de coordenadas:

ax 3y 2z7
3E aE d
_lax 3y Bz
Je L e T (2.53)
ax  dy 2z
I T T
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A obtencao de Je ¢ feita a partir da equacao

(2.11):
F T T T ]
N ‘X - - -
Ne (X o+ oo« V) NAY + ¢ \_fy) Ne(Z*+ o - V)
_ T T T
Jo = | Ny&X + 2 - V) N+ - V) N (Z+ o= V) [(2.54)
T | T | T .
Ny NV NV,
sendo:

-£ 5E 3%
2 _ (2.55)
_ T

|
| pemt
l<fl
>4
|—l
o
4
(= 1
]

Ve 7 7

tal que VX; & a projecdo de V;. sobre o eixo x .

As derivadas dos deslocamentos com relagao ao sis-
tema global sdo, agora, transformadas em derivadas locais dos des

locamentos referidos ao sistema local:
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[ 3u’ v’ aw' 7] [~ Ju 3v 3w ]
ox' ax' ax' X 39X ax
au' av' W' T | 3u v W '
au' av' - w! au 3V W
L-Sz' gz’ oz’ 3z 9z 9z
onde 6 € a matriz dos cossenos diretores de x' , y' , z'  de-
finida em (2.14).
Levando (2.52) em (2.56) chega-se a:
Ju' v’ oW 3u v oW
X" X’ 8X " 3E 3g of
au’ av' oW - B'T . J-l . u av W .0
3y’ oy’ ay’ ~ ~C an an an ~
Ju' v’ oW’ 3u v W
az' oz’ 9z C 9L 9Z
{(2.57)
Na avaliagio do produto Q'T . g;l uma particulari
dade deve ser notada. O jacobiano definido em (2.53) -pode seT
representado por:
i
e L (2.58)
T
tal que:
_ [ x 3y 3z
H .[35 3% aa] (2.59)
H e L s8o vetores . tangentes & ‘superficie
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{ = constante e T normal a esta superficie.

Logo, a matriz inversa fica:

b LxT TxE HxL ]/ der g (2.60)

onde as duas primeiras colunas continuam representando vetores tan
gentes a superficie ¢ = constante e a terceira um vetor normal

a esta superficie.

A matriz de cossenos diretores 8' pode ser ex-

pressa por:

9‘=[91 &2 93] (2.61)

onde o vetor 6; tem a mesma diregao de H x L

0 produto, entdao, reduz-se a:

81
c=0'T .31} .|l LxT TxH HxL]| /detd =
c=29 Je ®; LxT TxH HxL Je
85
€11 ©12 0
R Y. 0 (2.62)

As derivadas dos deslocamentos com relagao ao sis-

tema de coordenadas curvilineas sao obtidas diretamente da equa-



gao (2.12}):
[au oy o
RS 3t 23
v aw |
an an am
au ay o aw
5T 3 3t
NE [utzet (B, ~oa#F. +B) |
Ne |urertidy oavhypeB)]
NL [utcet (B 0ty +8) |
AN LIt i vl
NL et (Fy et B ~8)
Nl et Bypte

sendo:

tal que:

~11

ij

T _
@g_¥+5'2(§21'9+522'§lJ

T, v
¥n[§+€'2(521'§+522'§{_

Ty -

i
I
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T oo
N +t(Fy; v+ Fyy )

-

Yoi ©

N §+§.E[53109+E320§)_

N! et (Fyp atFsye )

T
N t(Egy ot F5pt8)

(2.63)

(2.64)

12

22 (2.65)

32
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representam os cossenos diretores das diregoes nodais Vi
E possivel, entao, determinar explicitamente
termos da matriz G de (2.25) que relaciona 6 , definida

(2.19), com os deslocamentos nodais. De acordo com (2.57)

sub-matriz de G para o nd genérico 1 & dada por:

11 " 215 | %21 % 313 | 831 2pq | Pyg ot #gp ! By
T
T L
T
R L R
R T
o0 ay e ey
T e o ey ey
B R VR

onde:

e Yﬁf

0s
€em

uma




bjj = ¢
by = ¢
byj = ¢
by; = ¢
bg; = ¢
by = @

rio definir:
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a.. = L. v L.¢
11 = 5L 11 7 12
3N, 3N
Z i i,
2i T FE 21 7 3n " G2z
C
_ _ C33
az; = Nj z

1 1

tl
T (F12i * 011 * Fya, ¢ O
tl
T 0 G, 7 %12 " P 7 022
£y
— (F . e + F . 9

2 121 12 ZZi 22
ty
7 (Flli 813 * Fap * 033
ts
——— L ] (F - e + F > e

2 121 13 ZZi 23
Para a avaliacao da matriz

I}l

9

31. ° ®31)

321 . 931) (2.67)

0

31, 327
1

B5,)

32

63)
315 33

32. ° 933)

torna-se necessa-



3x 3y 3z
ax X ax
_ ] ax 3y 3z

g = 5? 3? 57 (2.68)
% 3y 2l
2z 97 3z

que & o jacobiano de deformagdes, relacionado a J da seguinte

forma:
J o=J. 7 (2.69)

sendo jc o jacobiano de transformagao de coordenadas para a geo

metria atualizada.

Similarmente a (2.54), gc € obtido por:

T(X .- ¥ T(¥ . T T(z :
N Q-{ + YX) Ijg(}: + T Y)f] Ijg@ + z —-Z)
J o= | N+« T NI(Y + ¢z - 7)) NL(Z + ¢ - V) |(2.70)
~c -n = -X -1~ -y -n = z
NT - ¥ NT . § NT. ¥
L ~ ~X -~ ~y -~ -z
onde:
) _ AT
Ee g %
(2.71)

representam, respectivamente, as coordenadas e o vetor que define
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a espessura, em cada no, na configuracao atualizada.

Assim, J pode ser calculado através de:

J=J -] (2.72)

S SEERI SRR (2.73)

E possivel, agora, avaliar a matriz B’ por (2.21),
(2.28) e (2.31). Tendo em conta que X' = X' + U' , uma sub-ma-

triz de B' para o nd genérico i ¢ dada por:

ayg ¢ dyy ) oagy dyy oagy cdgy Doagg ot gyl ag ot Ry,
ay5 ¢ dgg 0 855 v dgy 85 m dgy L@y v Rgy loagy v Ly
8y3 ¢ g, 8p4 * dgy D oagg v dgy ) 2pg t Rzy ) Byt Ry
+ ! + ! + ! + ! +
8y5  dy5 , @p3 v dyy gy v dgy ) 355 7 Ry 2y 7 Ay
B' = I T e T
<1
: ) c %2i 0 %5y, 321t ey
a5 + dgy , agy v dgy | 35 v dgy | + . *
\ \ Codzg o Rzg 0 8zg v Ly
' . . M5 by : 215 * %64
813 » dg3 ! agy -+ dgy ! oagy ¢ dgg ! + : +
: : Dazg e Xyl o8z e Ry

(2.74)
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onde:

2i 21 * Y11 Y %22t Jd12 Y 83 0 i3
dz; = 031 * J1p T 832 ¢ Jiz * 833 0 i3
dgs = 811 = J21 * O12 " J22 T %3 7 I
do; = 021 ° Jp1 4+ 8y " Jop * B3 0 Iy

dgi = 837 * Jop * B35 " Jgp * 835 0 I3
d7; = 8p1 " J3p * 01z 7 I3 * Oy3 0 a3
(2.75)
dgi = 051 * J31 * 85 = I3 * 83 ¢ I3
dg; = 831 * I35 * 835 ¢ I3y * B35 0 Jzg
P11 = P1i v J11 * bza v Jip * by v g
L23 % bgs m J11 gy v J1p byt I3
f33 = byt Jyp * b3yt Jyy * bgy v Jog
Yo T P2yt Jiy * Pyy t Jap * bey v Jis
P53 = byt Jgg ¥ bgy s Jzp * bgy v Jzg
Y617 P23 " I31 T Past I3zt Pei i3

Sendo M' definido em (Z.40) e D em (2.36) 0
calculo da matriz de rigidez pode, entao, ser efetuado. O vetor
de forcas nodais internas, necessario para a avaliacao das forgas

nao-balanceadas, € calculado por:
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1 1 pl
F =J' J. J‘ §'T D - ' - det gc d¢ dn dg (2.76)
-1v-17-1
Como se utiliza um referencial Lagrangeano, as

tensoes obtidas representam forcas por unidade de area indeforma-
da, E necessario, entdo, transformia-las em tensoOes de Cauchy usuais,
referidas a configuracao deformada do corpo. Essa transformagio

& feita da seguinte forma (32):

T (2.77)

tal
n
3
L ]
Q
oy

Para maior eficiéncia computacional, as tensoes de
vem ser calculadas nos pontos de integracao dos elementos. Desta
forma obtem-se, também, maior precisdao nos resultados. Entretan-
to, se por algum motivo sao requeridas as tensOes nos pontos no-

dais, o calculo pode ser feito sem qualquer “dificuldade adicional.

Resta efetuar a integragdo numérica. O esquema ado
tado para a matriz de rigidez e o vetor de forgas internas & de
2x2x2 pontos de integragao de Gauss. Para estruturas delgadas,
porém, a integracdo pode ser feita explicitamente ao longo de ¢z,
desprezando-se a variagao de 6' com relagao a ¢ . Consegue-se,
com isto, reduzir a metade o esforgco computacional dispendido no
processo. Esta simplificacdo, entretanto, n3o & adequada para es

truturas espessas.

A matriz de massa exige um esquema .de integracao
mais refinado, por conter termos de ordens mais altas (36, 37)
Adotou-se, para esta matriz, 3x3 pontos de Gauss nas direcgoes

& e n , mantendo-se 2 pontos ao longo de ¢
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Os procedimentos mostrados anteriormente simplificam
se bastante quando o elemento tridimensional degenerado € espe -
cializado para analise de placas. Neste caso, as direcdes ¢ e
z sao coincidentes, logo os vetores nodais Vii » Yp; » Vgy DPO-
dem ser definidos nas diregoes x , y , z , respectivamente. Além
disso, nao & mais necessario referir-se tensdes e deformacdes a
um sistema local, ja que a diregao global z & normal ao plano

da superficie média.

A geometria do elemento &, agora, especificada pe-
las coordenadas x e y e a espessura, em cada nb6. Os graus de
liberdade por né sdo a deflexdo w e as rotagdes 6, © ey ,
num total de 24 para o elemento quadratico. A integracgdo ao

longo de ¢ pode sempre ser feita explicitamente.

Rock e Hinton® sugerem para este elemento matri-
zes de massa discreta que desprezam a inércia de rotacgdo. Dois
esquemas para a distribuicao da massa do elemento sao apresenta -
dos: 1/8 em cada ndé, para elementos retangulares, ou distribui-
cao proporcional aos termos da diagonal principal da matriz de mas

sa consistente, para elementos curvos ou distorcidos.

2.6 - INTRODUCAO DO SEXTO GRAU DE LIBERDADE

O eclemento degenerado para cascas nao pode ser apli
cado ao estudo de "folded plates' devido a4 impossibilidade da de-
finicao Gnica do vetor que representa a espessura, para nos loca-

lizados nas juncgoes das laminas que compdem a estrutura,

Como estes nds coincidem com pontos de descontinui
dade na curvatura, admite-se que mais de um vetor pode ser cons -

truido com essa finalidade (Fig. 2.2).
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FIGURA 2.2- PONTO DE DESCONTINUIDADE NA CURVATURA

Sendo a matriz de rigidez da estrutura avaliada atra
vés da acumulacao das matrizes de rigidez dos elementos, esta con
sideracdo nao acarreta nenhum inconveniente ja que, dentro de ca-
da elemento, a espessura por nd € univocamente definida. Torna-
se necessario, apenas, o cuidado de, na geragao dos elementos,pos
sibilitar-se entrada de dados capazes de representar .as varias

"espessuras' que um nd pode ter.

No sistema de equacles, porém, nao & possivel aco-
plar-se diretamente os graus de liberdade, pelo fato das direc¢oes
em torno das quais definem-se rotagoes nao serem coincidentes, de
vido a existeéncia de mais de um vetor nodal YS. (Fig. 2.2). Pa

i
ra contornar este problema, utilizou-se um artificio semelhante
ao adotado na analise de cascas por meio de elementos planos: a

introdugdo do sexto grau de liberdade por no, neste caso, a rota-

¢ao ficticia de YV, em torno de seu proprio eixo (17, 50).
i . oPs

Este artificio proporciona, atraves de rotagoes

apropriadas de eixos, que se obtenham tres deslocamentos (u , v ,
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w) e trés rotagdes (eX , sy ., 8.} por né, todos teldacionados

ao sistema global, de forma que o acoplamento entre as matrizes de

rigidez dos elementos possa ser efetuado.

A transformagao de coordenadas & efetuada por:
Kn =R =+« Ko + R (2.78)

sendo §+ a matriz de rigidez tangente com os graus de liberda-

de correspondentes a rotagodes referidos aos sistemas nodais lo-

cais. Na matriz KT , todos sao relacionados ao sistema global .

R & a matriz de rotacdo dos sistemas nodais locais para o siste-

ma global, dada por:

r 0 0
I

R - (2.79)
0 0 T

LY

igual ao namero de nds do ele

onde o numero de sub-matrizes r

mento.

Uma sub-matriz de rotagao r para o né genérico

1 tem a forma:
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I3 : 0
-'i = | e e e s s R e ST T E T T s (2.80)

v Fip Fas, Fz,
t 1
- F F

0 P 21, 31,
1
DoV VY, VL,
T T T

Para evitar a interferencia entre o grau de liber-
. e . ] . T .
dade ficticio e os reais na matriz XK'~ , lguala-se a zero os ter
a a a -
mos da 6% , 12 , 18= , ... 1linhas e colunas. No entanto, quan-
do todos os elementos que concorrem em um nd sao coplanares, este

procedimento leva a um sistema de equacoes singular.

Deve-se, entdo, introduzir valores constantes nao

nulos na diagonal da matriz K em posigOes correspondentes ao

1
T ?
grau de liberdade ficticio desses nds. Como, no caso, nao ocorre
acoplamento ao se fazerem as transformagdes, estes valores nao

afetam os resultados.

Idéntico procedimento & adotado para a matriz de
massa. O vetor de forcas internas deve, também, ser transformado

por:

F=R - F (2.81)
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III - FORMULAGCAO DE GRANDES DEFLEXOES

O estudo de estruturas laminares delgadas constitul
das por materiais lineares elasticos admite que se introduzam sim
plificacdes na teoria tridimensional (39, 40). A maioria dos ma-
teriais utilizados na engenharia sé podem ser considerados elasti
cos para alongamentos e distorc¢oes muito pequenos :comparados a
unidade. Apenas alguns poucos materiais, como a borracha, man-
tem suas propriedades elasticas sob deformagdes relativamente gran
des. Assim, para grande parte dos problemas da pratica, & inte-
ressante considerar-se as estruturas sujeitas a pequenas deforma-
¢Oes. Também & valido, para estes casos, a utilizagdo da hipote-

se de Kirchhoff.

Consegue-se, desta forma, reduzir o problema a bi-
dimensional bastando, agora, a determinagzo dos deslocamentos da
superficie média para se ter caracterizado o estado de deforma-

¢oes em toda a estrutura.

A formulagao assim obtida pode ser aplicada ao es-
tudo de placas ou cascas delgadas que sofrem deflexdes muito gran
des, provenientes de fortes efeitos de flexao. A teoria da elas-
ticidade classica, linear, supdem que as rotagoes que os eclemen-
tos do corpo experimentam sao da mesma ordem de grandeza das de-
formagoes e, portanto, sd pode ser aplicada ao caso de fraca fle-
xao (pequenas deflexoes). Uma formulagéo muito usada em analise
néo—linear de placas delgadas, e que se:é adotada no presente tra
balho, & proposta por T. von Karman para um caso intermediario
rotages despreziveis em relacdo a unidade, porém muito maiores

que as deformacdes, correspondentes a estruturas que sofrem gran-
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des deflexoes.

3.1 - SIMPLIFICACOES INTRODUZIDAS NA TEORIA TRIDIMENSIONAL

Numa placa delgada de espessura constante & defini
do um sistema de eixos cartesianos x , y , z , cuja origem encon
tra-se no plano da superficie média. A diregdo do eixo z & con

siderada normal a este plano.

No desenvolvimento da teoria de deformacoes de pla
cas delgadas adota-se a hipdtese de Kirchhoff. Essa hipotese po-

de ser formulada analiticamente pelas seguintes equacgoes:

Yy, = Y., = 0 (3.1)

e. =0 (3.2)

A equacao (3.1) determina que as retas normais a
superficie média permanecam normais apds a deformagio, enquanto

(3.2) traduz a inextensibilidade destas retas.

Os componentes que se anulam no tensor de Green

permitem escrever:

@
£
=

2 2 2-
(G 3+ g’ ] - o

(3.3)

|
+
I
4o
I
L]
|
+
gl
L[]
|
+
|
I
I
(o]

O sistema de equagoes diferenciais homogeneas (3.3),
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cujas incognitas sao u , v , w , tem solucgdo do tipo:

u=u0(x’y)+Z‘B(X,Y)
{r=v0(x,y) tzoe p(xo,y) (3.4)

w o= wo(x Y +zor ax, y)

onde Uy » Vo o W representam deslocamentos de pontos situados

na superficie média (z = 0)

Levando (3.4) em (3.3), obtem-se

B2 + 92 + (1 + )% =1

Buo Bvo awo
(1 + 57) 8+ 5= o g+ = (1 +12) =0 (3.5)
au ov ow
0 0 0 -
_53’_.@+(1+3y)1p+——a—y—(1+)\) 0

expressoes que possibilitam definir 8 , ¢ , 2 em funcao dos des

locamentos da superficie média.

Resolvendo as duas Ultimas equacoes de (3.5), con-

siderando 6 e ¢ como incognitas, chega-se a:

(1 + )

=]
L}

(:"1?26 ' l F—“Qa
.

(3.6)

b= 2@

sendo:



obtem-se

rior da placa.

sicio M({x , ¥y

te proximo de

z + dz)
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. Bvo ow oV Bwo
% 3% ey - O 5y 3%
. au OW au ow
0 _ 0. o _ 0 &)
% =3y "3 - Ut ) wy (3.7)
. 3u v au eV
0 - 0 o _ o, 0
@3 (1 + 39X ) 3y ) 3y ax

Substituindo (3.6) na primeira equacao de (3.5) ,

A = -1 (3.8)

Define-se, agora, um ponto M(x , v , z) no inte

Apos a deformagao, este ponto passa a ocupar a po

, Z)

0 ponto N(x + dx , y + dy , z + dz) , infinitamen

M , & deslocado até a posigdo N(x + dx , y + dy ,

o vetor M , de projecdoes dx , dy , dz , determi-

na o modulo e a direcdao do elemento de linha do corpo cujo modulo

e direcao, antes da deformacido, eram dados pelo vetor M ., de pro

jecoes dx , dy , dz

Como :
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vix , ¥y, z) (3.9)

gl
]

<
+

1=

as componentes do vetor podem ser obtidas por diferenciacao de

(3.9):

dx = (1 + & dx+g—;dy+§3dz

- _ 3y ov v

dy = 3% dx + (1 + -ET-);] dy + 3z dz (3.10)
- _ 9w oW oW

dz = X dx + —a'? dy *+ (1 + 37 dz

Estas equagOes expressam as projegoes de um elemen
to de linha do corpo, apodos a deformagao, em termos de suas proje-

¢O0es antes da deformacido.

Resolvendo o sistema de equacgoes (3.10), supondo

como incognitas dx , dy , dz , obtem-se:

- 1 - e - v . =
dx = 3ot Q (ull dx + ) dy + Az dz)
1 - - -
dy = gerg (%21 - 9X * gy © Y *oagy e dz) (3.11)
- 1 . Az . ao . as

sendo:
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233

(1

o5
[

@)
3]

(1 +

Q2
ot

l

Q2
]

IS
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ooy
2u au
3y az
Ly
%"}-‘; -

(3.12)

(3.13)
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As equacgoes (3.11) expressam as projegoes .de . um
elemento de linha do corpo, antes da deformacao, em termos de suas

projecoes apds a deformagdo.

Supondo que o vetor M, apos a deformagao, fique

paralelo ao eixo x , com projegoes (@)x,= dx ) (@)Y =0 .
(@)Z = 0 , suas projegdes antes da deformagdo sao:
%11

dxzae—Q'd}_C

dY = m dx (3.14)
s}
dz = a% . dx
e seu modulo:
| M| = dez + dy? + dz* = 1 aZ + g2 + g2 . dx = —iéi——
Y Y det QY 11 21 31 T+ E;
(3.15)
onde:
| M| - | M| det Q
EL = — = = — - 1 (3.16)
| M yeI1 * o1 * %

¢ o alongamento relativo do vetor M.

Os cossenos diretores de M s3o:
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COS(M ) X) = -d—e-t—Q—-

|
<

1+ E)-(
cosM . y) = Ferq

I
-

(3.17)

l‘*‘E)-(
Tet @~ %31

cos(M , z)

Esses cossenos determinam a direcao, antes da de-
formagao,do elemento de linha que, apds a deformagdo, torna-se pa

ralelo ao eixo X .

Analogamente, pode-se obter:

det Q

Yy 2 2 2
\IOF:Lz T T 93

(3.18)

det Q

E- = - — - 1
2
\f"ls Yoozt o33

Chamando de il . i2 , i3 os vetores unitarios das
tres diregbes acima que, apds a deformagdo, tornam-se ortogonais,
seus cossenos diretores .com o sistema de eixos coordenados X ,

y , z podem ser tabelados da forma:
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1

1. drqQ %1 | det g " %“12.|. 3T q %13

L+ E- 1 + E- 1 + E-
- TX z

Y | @tg C %1 | Ter g ¢ %22 | der @ ” %23 (3.19)
1+ B 1 + E- 1+ E;

Z | Fet q - %31 'HE?T% * %32 | Jet Q@ 7 %33

0 volume do paralelepipedo infinitesimal de lados

dx , dy , dz & dado por:
V = dx - dy - dz (3.20)

Apos a deformacdo, o paralelepipedo torna-se obliquo,sen
do as projecoes dos lados deformados dx , dy , dz calculadas por

(3.10). O volume , entao, passa a Ser:

V=dx » dy » dz = det Q « dx - dy - dz (3.21)

A razao entre os volumes final e inicial e:

= det Q =1 + & (3.22)

onde A & a mudanca relativa no volume do corpo, devido a defor-

magao.

Como na teoria de pequenas deformagoes desprezam-
se alongamentos e distorgbes, comparados a unidade, a tabela

(3.19) reduz-se a :
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iy 1s iz

X %11 %12 %13
(3.23)

Y ®91 %32 %23

z %33 %32 %33

A substituicao de u , v , w por u, , v, , W na

definicao dos parametros o3 (3.12) permite escrever:

2 2 2 '
a? + al 4+ ag =1 (3.24)

sendo a; como em (3.7).

Logo, introduzindo (3.24) em (3.8), obtem-se:
A=af -1 (3.25)

Levando (3.25) em (3.6)

_ 0
6 = oq
(3.26)
_ .0
IP—(IZ

A consideracao de (3.25) e (3.26) em (3.4) propor-
ciona que se obtenha uma relagﬁo através da qual & possivel calcu
lar os deslocamentos de um ponto qualquer da estrutura em termos
dos deslocamentos do ponto correspondente na superficie média,fun

cao de Xx e Yy apenas.
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Substituindo esses valores de deslocamentos nas ex

pressBes das componentes do tensor de deformacdes de Green:

= N 2
€x T & T 2 By * 2 Nx
0
€. =¢€_ + z ¢ + z2 . 3.27
v v, 8y Ny ( )
= * 2 -
Txy YXYO +z Bxy +t oz Nxy
sendo:
su du_ 2 av_ ? w27
e - o, 1 ( o) v ( 0 ( 0
X, X z X X X
3V, 1 du z v, 2 W 27
£ = + : -4 —_— =+ —— 3-28
y T | )t Gy (55 (3.28)
y ) Buo . avo . Buo . auo . BVO Bvo . Bwo ] awo

XY 4 ay X ax oy ax ay 9X ay

- 96 , _"0o , 96 o, 8, o 3¢
Bx = 3x T x 5% | X 5 | X X
u v ow
B =§£+_._.0 . E.g..-l- o » aw +_._O - BE (3.29)

' au au . av Y W .. ow ne -
g =08, , 0 2  "0°0 238, 0 3%, 0 3, 0, 854,5?2.35

Xy 9y oX ©x 9y 9y ax ox 8y dy oX ox 3y
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. 2 . _ 2.—
.((9-9) st (2

ax 89X

=0
i,
|

_1362 sz 352_

ﬂy = 7_[:(§f + (5?3 + (37)_j (3.30)
- 98 [ 936 , 3¢ _ 3y , 3f | 3§

nxy 3X y * ax 3y * X ay

Os termos em z? indicam que uma lei de variagdo

linear dos deslocamentos ao longo da espessura implica numa lei
de variacao quadratica dos componentes de deformacao. Entretanto,
para pequenas deformacgoes, as correcoes introduzidas pelos termos

nao-lineares sao insignificantes, podendo ser desprezadas.

A equacao (3.27) reduz-se, entao, a

€ = Exo *zo By
Ey = syo + z By (3.31)
Yxy T Yxy, TP By
onde os parametros By > BY , Bxy caracterizam a curvatura da su

perficie média deformada da placa.

As equacoes (3.31) sao utilizadas em problemas de
deflexoes muito grandes. Quando as rotacoes que os elementos do
corpo sofrem sao pequenas comparadas a unidade, algumas simplifi-

cacoes podem ser introduzidas em (3.28) e (3.29).

Na teoria de placas delgadas sujeitas a pequenas

deformacoes, além disso, admite-se que as rotacdes relativas dos
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elementos em torno do eixo z = (normal a superficie média) sao
muito menores que em torno de x e y . Essa propriedade deriva

do fato de placas serem estruturas muito rigidas no seu plano.

De acordo com essas consideragOes, podem ser des-
prezados em (3.28) e (3.29) todos os termos nao-lineares, exceto
0s correspondentes a rotacoes da superficie média. Obtem-se, en-

tao:

. ) U ! (awo 2
X o9x 2 ax
0
av IW_ 3
- § 0
EYO = "-5'}-7—' + 7 (W (3-32)
v ) 8u0 . Bvo . oW ) awo

2
B =ﬁ=-awo
X 9X ax2
9w
-9 0
By = X IyT (3.33)
atw
B =_a__e_+.a_l_p.=—2 O
Xy Yy X dX 9y

A substituicao de (3.32) e (3.33) em (3.31) leva
as equagoes propostas por T. von Kérmin para a deformagao de pla
cas. Para este grau de aproximagﬁo, os deslocamentos de um ponto
qualquer da placa sao calculados a parti; dos deslocamentos de pon

tos correspondentes na superficie média por:
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oW
=ty m 2t ax
_ Bwo
vEv,-z:® Iy (3.34)
W o= W
0

3.2 - FORMULACAC DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Através das equacoes (3.34) observa-se que o estu-
do foi reduzido de tri para bidimensional. Resta, agora, desen -
volver uma formulacao eficiente para se calcular os deslocamentos

de pontos situados na superficie média.

A relagao entre deformacoes e deslocamentos da su-

perficie média (3.31) pode ser escrita em forma matricial como:
€ = EP + .z - eF (3.35)
sendo:

EP = EP’O + eP’L (3.36)

31.1 aw 2
X (3%)
b0 _ ) & ( . kol Ay ° 3.37
E 7 ) 3y - 2 (By (3.37)
3u oV y B EE . Eﬂ
3y T % 2t 5% " 3y
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e = - =7 » (3.38)

0 vetor EP contem as deformagoes provenientes
P,0
£

do estado plano de tensoes, sendo

- P,L = . ~ .
simal e ¢ a parcela nao-linear, consequencia das mudangas na

a contribuicao infinite-

geometria da estrutura. O vetor EP contem as deformagoes por

flexdo, produzidas pela curvatura da superficie média.

As tensoes correspondentes a estas deformagoes sao,
usualmente, definidas em termos de esforgos solicitantes., Na for
mulacdo classica da teoria de placas, esforgos normais e momentos

fletores e torsores por unidade de comprimento sao calculados por

t/2 t/2 t/2
NX =J’ o * dz : Ny =J. Oy + dz ; ny i{ Txy'dZ
-t/2 -t/2 -t/2
(3.39)
t/2 t/2 t/2
M)(=j z-ox-dz d N&Y=-[ z-cy-dz : Mxy=j z-rxyodz
-t/2 -t/2 -t/2
(3.40)
onde ¢ e o sao as tensoes normais, T a tensao cisalhante
X y : Xy

e t a espessura da placa.

Para materiais isdtropos, a matriz D que relacio
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na tensoes e deformagoes tem a seguinte forma:

1 v 0
p=—E |y 1 0 (3.41)
1 - v?
i 0 0 "-—2-—?”

Assim, integrando as equacoes (3.39) e (3.40) ob-

tem-se:
N= N v wn \T-opP.g (3.42)
~ Lx y Xy )
T = {M M. M 4T =pF . ¢ (3.43)
X y Xy )

sendo:

D' =t D
(3.44)
F _ t?3
D = 12 D

Definindo a relacao entre deslocamentos num ponto

qualquer e deslocamentos nodais por:

vi=N-3 (3.45)

W

onde:
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€ possivel transformar as equacgoes

P,0 P P

2 = B s+ &

(3.37) e (3.38) em :

EP,L _ % . §F,L . §F
EF _ QF,O . sF
As matrizes BP e EF’O relacionan,

(3.46)

(3.47)

(3.48)

respectiva-

mente, deformagoes infinitesimais de estado plano de tensdes e de

flexdao com os deslocamentos nodais

BP,L

€ necessarioc reescrever

aw N
T 0
P.L_1 3w
w 3w
ay X

& ndo-linear, funcio dos deslocamentos.

correspondentes.

P,L
g’ como:

matriz

Para o seu calculo

(3.49)



nodais por:

sendo:

com:
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A diferenciagap de (3.49) conduz a :

deP’L

= % (dA -

<o
+
e

de) = A - do (3.50)

0 vetor 6 (3.49) € relacionado aos deslocamentos

6 =G & (3.51)
- -
F B
3% 3%
G = (5.52)
F F
ON} oN>
oy y ‘

Esta expressao, ao ser diferenciada, fornece:
_ F
de = G - ds (3.53)
Logo, através de (3.50) e (3.53), chega-se a

(3.54)

gFol -4 . g (3.55)

A matriz de rigidez tangente € obtida pela diferen
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ciagao com relagao a § da expressao :

§‘=f Bl « g dv (3.56)
Vv
que representa o vetor das forgas nodais internas. Assim:
= - T T
dF = Kp e dé = Jﬂ (B> » dog + dB" -« g) dV (3.57)
vV

A matriz B relaciona incrementos de deformagoes

aos deslocamentos:

o
)
]
[Wos)
L]
o)
1 O

(3.58)

e pode ser decomposta numa parcela infinitesimal e outra nao-1i -

near, da forma:

B 0 S

§ = EO + ?L = + (3.59)
0 g0 0 0
L - ~ _ - -
Como §0 independe dos deslocamentos, obtem
se de (3.55):
T T T

dB” = d|B"° =G - dA (3.60)

E possivel, entdo, uma relagio do tipo:

{(3.61)
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sendo:

i “x Txy
T' = (3.62)

T
Xy y

A matriz de rigidez tangente pode, agora, ser ava-

liada por:

- T' - G) 4V (3.63)

A integragao explicita ao longo de =z fornece:

_ L
Kr = K° + K (3.64)
onde:

dA (3.65)



70

M' o= (3.67)

Separando os componentes do vetor de deformacoes

e (3.35) em:

(3.68)

1M
|
]

F= (K + K 8 (3.69)

com EO como em (3.65) e:

| ! T T .
KF = f (%‘ . §P - PP . BF:L + BF,L » P - EP + % . §F3L - QP . EF,L) dA

A

3.3 - ELEMENTOS IMPLEMENTADOS

Com a formulacao desenvolvida, diversos modelos po
dem ser implementados, entre elementos triangulares, retangulares
e quadrildteros arbitrarios, com variadas opg¢des no que diz res -

peito a definicao do campo de deslocamentos.
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Brebbia e Connor® desenvolveram um elemento para

cascas abatidas no qual a curvatura da estrutura e levada em con-

ta nas relagoes deformagoes-deslocamentos. O vetor gp’o tem
a forma:
ox ax?
P 2
€ 0 < %E - w . 22 (3.71)
Yy ayz
du , v 3%z
3y P 2TV ax oy
sendo a casca considerada abatida quando:
22)° (322 (3.72)
X T3y )

Para tal, valeram-se da associacao de elemento 1i-
near de estado plano de tensodes com o elemento R-12 (41), cubico
nao-conforme de flexdao. Deste modo, a parcela linear da matriz
de rigidez tangente pode ser avaliada explicitamente. A <contri-
buicao nao-linear, porém, € calculada por meio de integracio nume

rica, devido & complexidade dos termos envolvidos.

Gallagher e outros“? estudaram fenomenos de insta-
bilidades de placas e cascas abatidas utilizando-se de elemento
quad;ilétero plano. Neste caso, a parcela néo-linea; da matriz
de rigidez considera apenas a influéncia das forgas de membrana

na rigidez'ﬁ flexao da estrutura (termo GT - M. G).

Com a finalidade de possibilitar a integragao ex-



72

plicita das matrizes dos elementos, algumas simplificacdes foram
introduzidas,'por exemplo, a considetagéo.de,forgas de membrana
constantes em cada elemento, iguais a média das mesmas por no. O
. comportamento flexional do elemento € aproximado por meio de um
polinomio de terceiro grau. Assim, na avaliagao da matriz EO
(3.65), como aparecem apenas derivadas segundas dos deslocamentos
de flexdao, varios coeficientes do polindémio sdo eliminados, tor-
nando simples a integracao. A matriz G (3.52), entretanto, 2
fungao de derivadas de primeira ordem desses deslocamentos, o que

L

torna a integragao de K (3.66) muito complexa.

Foram adotadas, entdo, no cidlculo de K° e kL ,

expansoes de ordens diferentes para os deslocamentos de flexao
cubica no primeiro caso, linear ou quadratica no segundo. Compro-
vou-se que os erros introduzidos por essa inconsistencia sdo redu

zidos com o refinamento das malhas.

Prato®® , seguindo uma formulagao mista assumiu,
alem das forgas de membrana, também a matriz A (3.49) de rota-

¢coes constante para cada elemento.

Bergan e Clough™ estudaram placas com deformagoes
iniciais utilizando elemento quadrilatero parcialmente quadratico,
composto pela associacao do elemento isoparamétrico linear de es-
tado plano de tensoes (17) com o elemento Q-19 de flexao (45) .
Na formagao do Q-19 , utilizam-se quatro triangulos com  tres
graus de liberdade (w , b, > By] por n6é. Para garantir compati
bilidade de deslocamentos no interior do elemento, definem-se nds
no ponto médio .das fronteiras comuns a cada dois triéngulosf Es-
tes nés apresentam possibilidade de rotacao em torno da normal a

superficie média (en) , totalizando dezenove graus de liberdade

por elemento.
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Ao se acoplar o elemento isopa;amétrico, que pos-
sui dois graus de liberdade .(u , v) por=ﬁ6, fungoes de desloca-
mentos associadas aos deslocamentos no plano, para o no cent:al,
sao incluidas na analise. Posteriormente, eliminam-se os graus
de liberdade de todos os nos internos por meio de condensacgio es-
tatica. A consideracao de deformagdes iniciais & feita através

de funcgoes de interpolacao adequadas.

Como o presente trabalho pretende efetuar compara-
cao entre resultados obtidos com formulagao tridimensional e de
placas delgadas, procurou-se manter as mesmas caracteristicas geo
métricas do elemento desenvolvido no capitulo anterior. Optou-se,
desta forma, por elemento retangular para a solucao dos exemplos
analisados. O comportamento de estado plano € representado por
expansao linear e, a flexdo, por expansao cibica, preservando - se
compatibilidade de deslocaméntos, apenas. A rotacao 6, em tor-
no da normal a superficie média & incluida como grau de liberdade
ficticio ao nivel do elemento, necessario para a obtencdo da ma-

triz de rigidez da estrutura.

Polinomios de ordem mais alta também podem ser usa
dos tanto para aproximar o comportamento de estado plano de ten-
soes quanto para o flexional. Como na analise nao-linear o tempo
de geragao das matrizes dos elementos € critico, parece ser mais
eficiente a utilizacao de elementos simples, muito embora estes

elementos exijam discretizacoes refinadas da estrutura.

A parcela linear da matriz de rigidez tangente e
do vetor de forgcas nodais equivalentes foi obtida explicitamente
da refe;éncia (41), sendo a cont;ibuigéo néo-linear calculada atra
vés de integ:agéo numé;ica. Testaram-se diversos esquemas de in-

tegragao, adotando-se 2x 2 pontos de Gauss.
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A matriz de massa consistente, da mesma forma, e
explicitada em (41), havendo necessidade de transformacao identi-
ca a da matriz de rigidez a fim de se obter a matriz de massa da

estrutura. Matrizes de massa discreta tambéem sio consideradas.

Seguindo o mesmo tipo de aproximagao, dois outros
modelos foram incluides: o triangulo correspondente a associagao
dos elementos TRIM-3 e T-9 e o quadrildtero obtido por mera

condensacao de quatro destes triangulos.
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IV - RESULTADOS DE ANALISES

Neste capftulo procura-se¢ estabelecer comparagéo
entre os resultados numéricos obtidos atraves da utilizacao das
duas formulagoes desenvolvidas anteriormente. Para tal, estudam-
se estruturas laminares de diferentes formas geométricas. Sempre
que possivel, as solugdes do método dos elementos finitos sao con
frontadas com solugoOes analiticas ou experimentais, a fim de se
verificar a concordancia entre os varios métodos no tratamento do

fenomeno de nao-linearidade geométrica.

Na primeira analise, empregam-se elementos particu
larizados para flexao de placas. Os estudos efetuados comprovam
o grande enrijecimento que estas estruturas apresentam, normalmen
te, quando se comsidera a influencia das forcas de membrana na Ti

gidez a flexdo.

A resposta dinamica da casca cilindrica engastada
do segundo exemplo & obtida para uma carga de intensidade maior
que a de flambagem. Diferentes tempos de duragao da carga sao con

siderados. Comparam-se solucoes lineares e nao-lineares.

0 comportamento nao-linear de '"folded plates’ su-
jeitas a cargas transversais € discutido no terceiro exemplo. Pa
ra possibilitar este estudo, faz-se necessaria a consideracdao do
sexto grau de liberdade no campo de deslocamentos do elemento de-
generado para cascas. Analisam-se diversos modelos, com excelen-

tes resultados.
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4.1 - PLACA SIMPLESMENTE APOTADA -

a) Carga Estatica

As ca:acteristicas geométricas e propriedades da
placa sao most:adas na figura (4.1). A carga aplicada & de 15
psi, uniformemente distribuida. Devido a simetria, analisou-se
apenas uma quarta parte da estrutura.

Este problema foi resolvido analiticamente por Le-

“ , que utilizou as equacgdes diferenciais de grandes deflexoes

vy
propostas por von Karman, obtendo a solucgao através de  expansao
em séries trigonométricas. Bergan e Clough® estudaram o mesno ca-
so por meio de M.E.F., valendo-se do elemento quadrilétero - des-

crito no capitulo anterior, adotando malha 4x 4 mna ‘discrétizagao

da estrutura. Os resultados concordaram com os de Levy.

A estrutura apresenta forte nao-linearidade geome-
trica, enrijecendo-se rapidamente com a deformagao. Assim, a apli
cacao da carga deve ser feita através de pequenos incrementos no
inicio e verificacodes de equilibrio para correcao da configuragao

deformada do corpo.

A analise com o elemento degenerado de. placas
("PLAIDQ") foi efetuada com malha 2x 2 e, com o de placas delga-
das ("FPRNC"), através de 16 elementos (4x4). Dividiu-se a car-
ga total em sete incrementos, sendo os tres primeiros de 1 psi e
os demais de 3 psi. Os resultados obtidos com o elemento degene-
rado, comparados aos de Levy, encontram-se nas figuras (4.1} e (4.2).
Como se trata de uma placa delgada, as defo:magaes por cisalhamen
to transversal nao tem influéncia na analise, conforme mostra a
tabela 4.1, onde se compara também o nﬁmero de iteragﬁes efetuadas
em cada incremento de carga. O método adotado para a resolugﬁo

do sistema de equagOes nao-lineares foi o de Newton-Raphson, com
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tolerancia fixada em 1% .

cARGA | DESLOCAMENTO CENTRAL (x 107 in) | N® DE ITERAGOES
(psi) "PLAIDQ" "EPRNC" “PLAIDQ" | "FPRNC"
1 5,803 5,775 6 5
2 8,242 8,274 3 3
3 9,931 9,979 3 3
6 13,342 13,410 2 2
9 15,710 15,785 2 2
12 17,591 17,664 2 2
15 19,180 19,246 2 2

TABELA 4.1 - PLACA SIMPLESMENTE APOIADA

p (psi)
15 3 fe)
fA“ .
) E = 3010 psi
] v = 0,316
w t = 0,1 in
10-
8 in L
- REF. 46
9 ¢ "pLAIDQ"
5.
o)
TEORIA LINEAT
. W {in}
o A

0,05 0,10 0,15 0,20

FIGURA 4.1- DEFLEXOES DO NO CENTRAL
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p {psi)
154 o ‘
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o t
i
1o 4
o
o
54
o
crx“(ksi)
Q - . '
10 20 30

FIGURA 4.2 - TENSOES NO NO CENTRAL

b) Carga Dinamica

A placa retangular da figura (4.3b) € exemplo- do manual
do programa NONSAP®' , onde se obtém a resposta dinamica linear pa
ra uma carga de aplicagi3o sUbita e constante (figura 4.3a). Uti-
lizando este exemplo, procurou-se comparar as respostas nao-linea

res fornecidas pela estrutura para o mesmo caso de carregamento.

Na figura (4.4) € mostrada a variacao da deflexido
do nd central ao longo do tempo. Note-se que os deslocamentos s3o
da ordem de metade da espessura, logo o problema & fracamente nao
linear. Contudo, estes efeitos ainda sao sensiveis, reduzindo a
deflexao maxima em aproximadamente 20%, tanto na andlise estdtica
como na dinamica. Também o peyiodo natural diminui com a nao-1i-

nearidade.

As respostas dinamicas foram obtidas com matrizes
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de massa consistente, Considerou-se, tambem, matrizes de massa
discreta, nas quais a inércia de rotacao foi desprezada. 0Os re-

sultados coincidiram com os anteriores.

Para verificar a convergeéncia das solugdes, malhas
mais refinadas dos dois elementos foram analisadas, porém os re-

sultados nao mostraram qualquer alteracao significativa.
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P Al1b)}

10 4

Q006 (s)

{a ) CARGA CONCENTRADA

{4x 4)'FPRNC"

30000 Ib / in° v = 0.25

m
"

1]

0.0003 Ib.s° t =1 in
it

{ b ) CARACTERISTICAS 'GEOMéTRICAS

p

FIGURA 4.3- PLACA COM CARGA DINAMICA
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4.2 - CASCA CILINDRICA ENGASTADA

A casca cilind;ica da figura (4.5b) ¢ exemplo clas
sico, constando em diversos trabalhos sobre o método dos elemen-
tos finitos (6, 31, 47). Pretende-se estudar os efeitos da nao-
linearidade na sua resposta a cargas dinamicas.

A geometria, propriedades e variacao da carga .com
o tempo sido mostradas em (4.5). Foram efetuadas trés analises:na
primeira, a carga considerada tem curta durggéo, atuando apenas
cerca de 10% do periodo do primeiro modo normal de vibragao; na
segunda, atua durante metade deste periodo e, na terceira, tem du

racao infinita, com valor constante.

Como a casca €& muito abatida, as deflexoes provo-
cam consideravel mudanga na forma de sec¢do transversal. Essas mu
dangas s@o responsaveis pela nao-linearidade da resposta. No ca-
so especial da Figura (4.8), as deflexoces sao de ordem tal que a

curvatura da casca € alterada, com ocorrencia de "snap-through" .

Nas solucoes obtidas observa-se que, em todos 0S
casos, a analise linear fornece resultados menores que 0$ nao-li-
neares. Esta diferenca € afetada pela duracgao da carga: ¢ da or-
dem de 20% na figura (4.6); em (4.7), aumenta para 50%; na figura

(4.8), e superior a 80%.



83

Aplpsi)
0,4
3
| 2 T=0,1s
1
0 —
0,17 Q5T T
{a) CARGA DISTRIBUIDA
R = 100 in
E = 450000 psi V= 03
6. 52
p = 0,0001 — t = 0,125in

{b ) CARACTERISTICAS GEOMETRICAS

FIGURA 4.5- CASCA CILINDRICA ENGASTADA
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4,3 - "FOLDED PLATESY

Apesar da crescente utilizdcao deste tipo de estru
tura, poucos resultados numéricos de analises de seu comportamen-
to néo-linear sao fornecidos. Assim, para testar a eficiencia dos
elementos desenvolvidos, no presente trabalho, na analise de es-
truturas cuja superficie média apresenta descontinuidades estudou

se, inicialmente, um exemplo simples de viga com secao T .

Foram considerados dois tipos de secao transversal
diferentes, porém com mesma area e momento de inércia, de modo que
os resultados obtidos com uso de elementos derivados de teoria de
viga-coluna sejam iguais em ambos os casos. As caracteristicas e
propriedades das estruturas sao mostradas nas figuras (4.9a) e

(4.9b), como também as malhas adotadas.

Na figura (4.10), observa-se que as deflexdes obti
das com o elemento tridimensional degenerado ("PRIIDQ'") pratica-
mente coincidem com o resultado dos elementos de pértico plano
("PP"). Além disso, nao houve qualquer alteracao sensivel entre
os resultados para os dois tipos de secao. O mesmo nao ocorre cCom
0 elemento de placas delgadas -("CPRSI”) , que nao considera deformagoes

por cisalhamento transversal, significativas nesta analise.

A alma da viga € associada a uma placa com carga
no proprio plano, logo seu comportamento de flexdao & aproximado
P

pela expansao linear de estado plano da placa.

Os resultados obtidos para o tipo II sao melhores
que para o tipo I, pois no primeiro caso a flexao da mesa (repre-
sentada por expansdo clbica) & predominante, enquanto no segundo

caso predomina a flexao da alma.

Esforcos normais e momentos fletores na secao de
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engastamento sao conf;ontados nas tabelas (472) e (4.3). A prin-
cipal diferenca entre os resultados parece ser a consideragio de
deformacoes por cisalhamento na formulagéo tridimensional. Entre
tanto, outro fator de influéncia € a incompatibilidade de desloca
mentos que ocorre, no elemento "CPRS1", ao longo da intersegdao en
tre mesa e alma. O deslocamento w da mesa, aproximado por expan
sao cubica, coincide em diregcao com o deslocamento v da alma |,
aproximado por expansao linear. Essa inconsisténcia nao acontece

no elemento "PRIIDQ", onde todos os deslocamentos .tem variagao

quadratica.
TIPO I TIPO II
C‘?}ES;A "PRIIDQ" "CPRS1" "PRIIDQ" "CPRSI™
A B A B A B A B

4 1165114934 935810734 |17713|20533|13466|14510
8 20590:26315|15536|18484[32193|37040({23386(24958
12 28140135934|19869|24588|44545|51298 (3106033150

16 35102 (44682123230)|29779:56475|64406|37512|40108

TABELA 4.2 - ESFORCOS NORMAIS Nx(t/m) NO ENGASTE
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TIP I TIPO II
C%ESBA 'IPRIIDQ" ’ N 1‘CPRSl!I ||PRIIDQ|' ‘chRSl'T
A B A B A B A B
A 152~ 135|- 180 |- 134|-1065|- 1046|- 1096/ - 1100
8 265 |- 224|- 364|- 226{-1722-1733- 1829|- 1792
12 361 (- 301|- 527(- 304|-2278-2297|- 2456|- 2374
16 445 |- 3721- 674]- 375|- 2769|- 2801]- 3015/ - 2890
TABELA 4.3 - MOMENTOS FLETORES M _(t + m/m) NO ENGASTE
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0 elemento degenerado, por ser de formulagﬁo isopa
ramétrica, € bastante eficiente na-disc:etizagéo.de_geomet;ias ar
bitrérias. Para demonstrar essa p:op;iedade, recorreu-se a um
exemplo analisado na referéncia (11) através de elementos retangu
lares de formulagao thrida, com seis graus de liberdade por né.
As caracteristicas do modelo encontram-se na figura (4.11). Os
diafragmas das extremidades foram construidos com chapas de alumi
nio da mesma espessura das que compoem a estrutura e ligados as

laminas por meio de cantoneiras de ago.

Inicialmente, a consideracao dos diafragmas foi
feita através de condigles de contorno apropriadas. Sendo estes
delgados, restrigiram-se apenas deslocamentos no seu proprio pla-
no. A tabela (4.4) apresenta uma comparacao com resultados de
(11). Como a carga aplicadé provoca deslocamentos multo pequeénos,

desprezam-se os efeitos de nao-linearidade.

Numa segunda analise, os diafragmas também  foram
discretizados, obtendo-se elementos bastante distorcidos (figura
4.12). Os resultados dessa analise, comparados a anterior, s3a0
mostrados na tabela (4.5). Apesar dos diafragmas terem sido con-
siderados como infinitamente flexiveis perpendicularmente ao seu
plano, as diferencas foram pequenas mesmo para pontos situados na
sua proximidade. Conclui-se que esta aproximacdo & satisfatdria
no caso de diafragmas delgados. O grau de distorcao dos elemen-

tos nao teve nenhuma influencia nos resultados.
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N O, A B C D E F.
DESLOCAMENTOS VERTICAIS (x 1073 in)
"PRIIDQ" (4x3) |- 14,83]- 12,25|-'5,71] 2,88 2,90 2,92
"CPRS1" (5x12) |- 14,60|- 12,00|- 5,67| 2,71 2,74 2,76
REF. 11 {(5x12) |- 14,90(- 12,20(- 5,72| 2,87 2,90 2,92
DESLOCAMENTOS HORIZONTAIS (x 10-3 in)
"PRIIDQ" 0 0 4,20 | 9,66 | 17,08 24,47
""CPRS1" 0 0 4,09 9,40 16,60 [23,80
REF. 11 0 0 4,19 | 9.64 | 17,00 |24,40
TENSAO o, (psi)
"PRIIDQ" - 970 - 845 8 8§97 655 440
"CPRS1" - 833 - 847 5 851 576 318
REF. 11 - 953 - 918 10 904 654 ' 387
MOMENTO MY (&b in/in)
"PRIIDQ" 3,87 3,94 1,901~ 0,23]|- 0,04 0
""CPRS1" 3,80 3,87 1,751~ 6,291- 0,14 0
REF. 11 3,90 3,97 1,80 |- 0,29]|- 0,15 0
TABELA 4.4 - "FOLDED PLATE" COM CARGAS CONCENTRADAS
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NOTA:

N O A B C D E F.
(a) - 14,82|~ 12,21|- 5,86| 2,49 | 2,52. | 2,54
(b) - 14,82~ 12,22|- 5,85| 2,54 | 2,57 |2,59
(c) - 14,83}- 12,25]- 5,71 2,88 | 2,90 !2,92
N O A B* | c'.] D E' F
(a) - 7,51|- 6,15|- 2,99| 1,15 | 1,16 | 1,17
(b) - 7,47|- 6,15|- 2,97 1,19 | 1,20 1,21
(c) - 7,42|- 6,13|- 2,85 1,44 | 1,45 |1,46
TABELA 4.5 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS (x 1072 in)

(a)
(b)
(c)

DIAFRAGMA DISCRETIZADO NA FIG. (4.12a)
DIAFRAGMA DISCRETIZADO NA FIG. (4.12b)

CONDICOES DE CONTORNO NAS EXTREMIDADES

X

. 9., Sz livres ; v , w , ey restringidos
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Para estudar o comportamento néo—linear de "folded
plates'sujeitas a cargas transversals, analisaram-se tres estrutu
ras de diferentes formas geométricas. As dimensdes dessas estru-
turas foram selecionadas de modo a possibilitar a comparacao dos
resultados com os obtidos experimentalmente na ref. (10). Todos
os modelos foram construidos com chapas de aluminio 2024-T3 e se
apoiam, nas extremidades, em diafragmas delgados. Aplicaram-se
cargas gravitacionais uniformemente distribuidas, de intensidade
tal que possibilitaram o desenvolvimento de flambagens 1localiza-
das e a observagao do comportamento pds-critico das  estruturas.
Na referéencia (10), descrevem-se detalhadamente os equipamentos e

as tecnicas adotadas nos ensaios.

A geometria, propriedades e malhas utilizadas na
discretizagao dos modelos sdo mostradas nas figuras (4.13),(4.14)
e (4.15). Em todos os casos, a convergencia da solugao foi veri-
ficada através do refinamento das malhas, sendo que as apresenta-

das fornecem resultados considerados satisfatorios.

Nas figuras (4.16) e (4.20), comparam-se perfis de
deflexdes ao longo do eixo longitudinal de simetria, para varios
niveis de carga. Devido aos modelos serem construidos com chapas
muito delgadas, os resultados obtidos com a formulagao tridimen-
sional e a de placas delgadas praticamente coincidem. A pequena
discrepancia entre estas solugOes e a experimental € comum neste
tipo de comparagao e pode ser explicada, principalmente, pela nao
consideragﬁo de imperfeicoes iniciais na analise por elementos
finitos. Essas imperfeigaes proporcionam o desenvolvimento de
flambagens localizadas, que podem ser observadas no resultado ex-

perimental, para os niveis mais altos de carga.

Na figura (4.20), comparou-se também a solucdo ob-
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tida na referéncia (48), através de elementos planos com expansao
cubica para o comportamento de membrana. A maior eficiéncia des-
ses elementos & relativa, pois sua formulacgao e implementacgdo sao
mals complexas, exigindo maior esforgo computacional. Note-se que
05 resultados obtidos com 80 elementos lineares se aproximam mais
da solugao tridimensional e da experimental do que com 54 elemen-

tos cubicos.

Deflexoes, tensoes e esforcos em diversos  pontos
de interesse sio mostrados nas figuras (4.17), (4.18), (4.19) e

(4.21) e nas tabelas (4.6) a (4.9).

CARGA "PRITDQ" "CPRS1"
(psf) 1, B C A B C
05,5 | - 476 | - 368 | 1407 | - 459 | - 392 | 1359
153,7 | - 730 | - 722 | 1512 | - 729 | - 759 | 1556
182,8 | - 867 | - 860 | 1797 | - 871 | - 921 | 1810
211,9 | - 1005 | - 997 | 2082 | - 1012 | - 1073 | 2108
241,0 | - 1145 | - 1137 | 2371 | - 1153 | - 1227 | 2411
270,1 | - 1285 | - 1280 | 2663 | - 1296 | - 1386 | 2724

TABELA 4.6 - ESFORGO NORMAL N_ (£b/in) - MODELO I
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CARGA

(p5£) "PRIIDQ" "CPRS1™M
95,5 - 6,50 - 7,12
153,7 - 2,54 - 3,07
182,8 - 1,38 - 2,08
211,9 - 0,21 - 0,64
241,0 2,22 1,22
270,1 4,76 3,73

TABELA 4.7 - MOMENTO FLETOR MY (¢b - in/in) PARA NO A - MODELO I

TABELA 4.8 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS

CARGA "PRITDQ" HCPRSL
(psf) A B C A B C
95,5 | 1,31 1,54 | 2,94 | 1,24 1,47 | 2,92
153,7 | 2,26 2,43 | 3,72 | 2,21 2,40 | 3,63
211,9 | 3,22 3,36 | 4,78 | 3,15 3,36 | 4,72
270,1 | 4,23 4,32 | 5,73 | 4,15 4,33 | 5,74
328,3 | 5,31 5,32 | 6,58 | 5,22 5,34 | 6,70
357,4 | 5,88 5,85 | 6,97 | 5,79 5,86 | 7,17
386,5 | 6,48 6,56 | 7,35 | 6,38 6,40 | 7.62
1

(x 107" in) - MODELO II
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CARGA “PRIIDQ™ "CPRSL" |

(pst) A C D | E A c | .o | E
40 | 7,63| 5,81] 3,73|1,24| 7,12| 5,43 3,52(1,18
80 |14,38]10,94| 6,9812,27|12,74(10,54| 6,84|2,27
120 |19,90|15,06] 9,49]2,98]20,39]15,56(10,10|3,35
150 |24,17|18,28(11,49]3,58]25,25(19,28{12,52(4,16
180 |28.33|21,45]13,46(4,17[30,07]22,97(14,93|4,96
200 |31,48(23,84|15,00(4,67(33,26(25,41]16,53|5,50

TABELA 4.9 - DESLOCAMENTOS VERTICAIS (x

-2

10 in) - MODELO III
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t =0,0625"

E = 10,13 x 10% psi
v 0,333

FIGURA 4.150 - MODELO II - ELEMENTO "PRIIDQ"
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4.4 - EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Na tabela abaixo, mostram-se os tempos necessarios
para o calculo das matrizes dos elementos, obtidos no computador
BURROUGHS B-6700 do NCE/UFRJ, sem nenhuma especificacgido de priori

dade em qualquer caso.

Para a analise linear este tempo compreende a ob-
tencao, apenas, da matriz de rigidez linear, enquanto que a colu-
na correspondente a analise nao-linear engloba, ainda, a matriz
de rigidez nao-linear e o vetor de forgas nodais equivalentes ao
estado de tensoes da configuracdo anterior. Todos os tempos sao

dados em segundos.

TIPO DE ELEMENTO | ANALISE LINEAR | ANALISE NAO-LINEAR
"PLAIDQ" 2,5 5,8
"CASIDQ" 1,73 10,6
"PRIIDQ" 6,0 14,2
"EPRNC" 0,5 1,0
MCPRS1" 1,2 2,2

TABELA 4.10 - EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Pode;se notar que a geracao das matrizes de elemen
tos planos, mais simples, envolve muito menor esforco computacio-
nal. Entretanto, mesmo para estruturas formadas por superficies
delgadas planas e de espessura constante, evidencia-se um certo
equilibrio entre as duas aproximagoes. Isto pode ser observado
nos modelos da figura (4.14a) e (4.14b), cujas caracteristicas ge

rals sao indicadas na tabela (4.11). As discretizacoes adotadas,
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com 12 e 80 elementos, praticamente se equivalem em nivel de pre-

cisao e tempo total dispendido na resolucdo do problema.

JSAMCTERSTICAS DS | vemamngr | rcrnsi
NOMERO DE ELEMENTOS ' 12 80
NOMERO DE NOS 51 102
NOMERO DE GRAUS DE LIBERDADE 306 612
MAXIMA LARGURA DE BANDA | 84 48

NOMERQO DE ELEMENTOS NAO-NULOS DA '
MATRIZ DE RIGIDEZ 25704 29376

TEMPO TOTAL POR INCREMENTO

(em segundos) 216 228

TABELA 4.11 - CARACTERISTICAS DOS MODELOS
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V - CONCLUSDES

0 tratamento de problemas de deflexoes finitas de
estruturas laminares, considerando a nao-linearidade geométrica ,
¢ feito de forma eficiente através do método dos elementos fini -
tos. Sua utilizagdo permite o conhecimento de toda a histdoria da
deformagao do corpo em funcao das cargas aplicadas, tanto no esta
do pré como pos-critico. Deve ser ressaltado, porém, que proble-
mas nao-lineares so podem ser tratados de maneira efetiva com a

utilizacao de computadores de grande porte.

Pelos resultados das analises efetuadas, fica cla-
ro que a aproximagao fornecida pelos elementos derivados das equa
goes de von Karman € suficiente para grande parte dos problemas
praticos da engenharia. Estruturas delgédas planas ou abatidas,
de espessura constante, sao analisadas indiferentemente com uma
ou outra formulacao. O estudo de estruturas com curvaturas acen-
tuadas, embora possivel por meio de elementos planos, exige gran-
‘de esforco computacional devido a necessidade de se adotarem ma-
lhas refinadas para aproximar as curvaturas. Nestes casos,& acon
selhavel a utilizacao de elementos de formulacdo isoparamétrica,

assim como para estruturas que apresentam variagoes de espessura.

Estruturas espessas devem ser estudadas através de
elementos de teorias tridimensionais, pois a parcela de deforma-
¢ao por cisalhamento transversal € significativa, nao podendo ser

desprezada.

Diafragmas como os dos modelos analisados sao con-
venientemente discretizados por combinagao de elementos retangula
res e triangulares planos. Entretanto, persiste a incompatibili-

dade de deslocamentos para os nds situados na intersecgdo de lami-
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nas ortogonais. Um meio de remove-la € a utilizacdo de elementos
com expansao cubica para estado plano de tensées, muito embora

sua implementacao se torne um pouco mais complexa.

Equacoes constitutivas de materiais ndo-lineares po
dem ser incorporadas explicitamente na formulacdo isoparamétrica
tridimensional, sem dificuldades adicionais. Este assunto & tra-
tado na referéncia (25). Problemas que incluem os dois tipos de
nao-linearidade, como grandes deformagdes de membranas constitui-
das por materiais incompressiveis sao analisados, por exemplo, na

referencia (49).

Uma segunda geragao de elementos isoparamétricos,
que se vale da hipotese de Kirchhoff discretizada, como & o caso
do elemento conhecido por SemilLoof, tem aplicacgao extremamente
eficiente na analise linear de estruturas laminares delgadas. Evo
lucao identica parece ser recomendavel ao caso da analise n3o-1i-
near. Entretanto, devido a sua maior complexidade e ao nimero de
graus de liberdade condensados, torna-se dificil prever se o uso
deste elemento serd conveniente, uma vez que esta aproximagdo po-
de resultar computacionalmente dispendiosa na analise ndc-linear.

Resultados nesse sentido sao aguardados com interesse.
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SIMBOLOGIA

coordenadas globais no estado indeformado

coordenadas globais no estado deformado

deslocamentos globais

matriz de
vetor dos
vetor das
vetor das
vetor das
vetor de
vetor de

vetor que

funcoes de interpolacao

deslocamentos nodais

forgcas nodais externas

forcas nodais internas

forcas nodais desequilibradas

tensoes

deformacgoes

representa a espessura em cada nd

rotagoes do vetor Vs

coordenadas naturais

coordenadas locais

deslocamentos locais

matriz de

rigidez tangente

matriz de propriedades elasticas

modulo de

elasticidade

coeficiente de Poisson

matriz de

massa

aceleracoes nodais

densidade
jacobiano

jacobiano

figuracao
jacobiano

jacobiano

de transformacao de

de transformacdo de

deformada
de deformacoes

de deformacoes para

coordenadas

coordenadas para a con-

0o sistema local
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esforgos normais
momentos fletores e torsor
espessura

elemento degenerado do isoparamétrico tridimensional,

especializado para analise de placas.

elemento degenerado do isoparamétrico tridimensional,

especializado para analise de cascas.

elemento degenerado do isoparamétrico tridimensional,

especializado para analise de "folded plates".

elemento retangular clUbico nao-conforme, para anali-

se de placas em flexao (R-12).

elemento retangular plano para andlise de cascas e
"folded plates'", composto pela associacao de elemen-
to linear de estado plano de tensoes e elemento cibi

co nao-conforme de flexao.



