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RESUMO

Neste trabalho, € realizada a analise dinamica de

estruturas prismaticas laminares, sob a agao de cargas moveis.

0 problema &€ formulado utilizando-se o principio
de Hamilton e a teoria lineaﬁ de placas delgadas. 0 dominio
espacial & entdo discretizado atraves do método dos elementos
finitos associado a um desenvolvimento em serie de Fourier. 0
sistema de equagoes diferenciais ordinérias assim obtido, & 11'

tegrado utilizando-se o metodo de Newmark.

Alguns exemplos sao analisados e os resultados ob

tidos sao comparados com solugoes conhecidas.
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ABSTRACT

This work deals with the dynamic analysis of

laminated structures submitted to moving loads.

The formulation of the problem makes use of

Hamilton's principle and the Tinear theory of thin plates.

Associated with the Fourier series, the finite
element method is used to discretize the spatial variables.
The resulting system of ordinary differential equations is

integrated by means of Newmark's method.

Some example problems are analised in order to

compare its results with some known solutions.
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INTRODUGAO

Estruturas compostas de placas delgadas tais como
vigas de ponte com segao celular e "folded plates" para cober
turas, tem tido uma crescente aplicagao pratica. A dificulda
de de obtengao de solugoes exatas, aliada a grande comodidade
do metodo dos elementos finitos na analise desses problemas,
principalmente quando em uma diregac as propriedades geométri
cas da estrutura nao variam, explicam a grande utilizagao do
método dos elementos finitos semi-analitico ou metodo das fai

xas finitas na analise dessas estruturas.

Nos ttaba1hos (3, 4, 5, 6, 11) este método €& apli
cado na analise estatica. Este mesmo enfoque foi  wutilizado
no estudo de vibragaes livres de placas (7) e ‘de estruturaé
compostas (8), bem como na obtengao da resposta dinamica de pla

cas a passagem de um veiculo (29).

A importancia da consideracdo da inercia da massa



movel na resposta de vigas e placas, foi demonstrada nas refe

rencias (12,15,21,34).

Neste trabalho, estuda-se a resposta dinamica de
estruturas prismﬁticas de eixos retos com diafragmas rigidos
nos bordos transversais, solicitadas por uma massa move 1 par
cialmente distribuida, deslocando-se com uma velocidade fungio

apenas do tempo.

No Capitulo I, obtem-se as equagoes diferenciais de
movimento, a partir do principio de Hamilton e da teoria linear

de placas.

No Capitulo II & utilizado o método dos elementos
finitos semi-analitico na discretizagdao do dominio espacial
e o sistema de equagoes diferenciais & integradoe pelo metodo

de Newmark.

Finalmente, no Capitulo III, alguns resultados sao
apresentados com a finalidade de ilustrar as possiveis aplica

goes do estudo desenvolvido.



CAPTTULO I

MASSA MOVEL EM PLACAS - EQUAGUES DO MOVIMENTO

1.1  INTRODUCAD

0 objetivo deste capitulo e determinar as equagdes
diferenciais do movimento de uma placa retangular, delgada, e15§
tica linear solicitada por uma massa movel parcialmente distri
buida, deslocando-se segundo direcao paralela as arestas longi
tudinais. Admite-se que todos os pontos da massa tenham velo

cidade, em relagao a placa, dada por:

g = — , funcao apenas do tempo.

Sera utilizado um sistema de coordenadas cartesianas
Xs ¥s Z, com o plano xy coincidindo com a superficie média da

placa e sendo [bl, b;[, [E(t) - ¢, E(t)] os limites de distri



buigao da massa movel (Figura 1).

¥a.¥

FIGURA 1 - Placa Retangu]ar - Massa Movel.

0 objetivo proposto sera alcangado através do prin
cipio de Hamilton, fazendo-se uso das re1a95es cinematicas (re
lagoes deslocamentos-deformacSes) simplificadas para placas del
gadas atraves das hipoteses de Kirchhoff e das relagdes tensoes-

~defotmag6es para solidos elasticos Tineares (tei de Hooke).



1.2 PRINCIPIO DE_HAMILTON

Seja C um corpo elastico sujeito a forgas externas
F e a condigoes de contorno que restringem os seus movimentos
possiveis. Uma configuragao admissivel de C setE qualquer
configuragao que atenda as restricoes que lhe s3o impostas. Ao
conjunto de todas as configuragoes reais, assumidas  continua
mente por C entre dois instantes t e t , chama-se caminho di
namico. Uma vatiagao vittua1 em torno do caminho dinamico,
gera um caminho variado. De todas as variagﬁes possiveis, con
siderando-se apenas aquelas que em t et coincidem com a con
figutagio real, o princhio de Hamilton afirma entao que nes

sas condigoes o caminho dinamico real sera aquele que satisfaz

t
2
[ [}(T - U) + 5%] dt = 0 (1.1)
t
1 .
sendo:
T = energia cinetica do corpo
U = energia de deformagao
6W = trabalho virtual das forcas externas.

Para um corpo elastico linear com massa especifica

0 apresentando um campo de des]Ocamentos'Q, um estado de de



formagces ¢, um estado de tensoes a, forgas de superficie F,
prescritas-na regiao do contorno S, e na ausencia de forgas gra

vitacionais, as grandezas envolvidas em (1.1) sao dadas por:

. ] ot - *
T = —'J p D D dvol L (1.2)
2
vol
1
U=— J gt ¢ dvol (1.3)
2
vol
t .
SW =f F 8D ds - (1.4)
S
a
sendo:

t
D = [ﬁ(x,y,z,t), viX,¥,2z,t), w(x,y,z,t)] sy Ccomponentes

de deslocamentos.

* Serao utilizadas as convencgoes:

-3 ) o -B() | a0 oA )
(") = — (-)x=—; () s — () =
at | ax o oy »2 3z



~t
F =[%X Fy Fz] s forgas de superf1cie

e devido a simetria dos tensores de tensoes e de deformacdes:

iQ
]

t
g o o T T T , componentes de tensoes.
X ¥y Z Xy yz zX

1m
L]

t
[Ex €y €2 Yxy Yye sz} -, componentes de deformagoes.

Para um material homogeneo e isotropico, que segue
a lei de Hooke, tem-se as seguintes relagOes entre tensoes e de

formagoes:

E v
g = e + (e +e& +¢ )i , T =Gy
X 1+ v | * 1-2v J Xy Xy
E \
g = - e+ (e +e¢ +¢ )| 5, 1 = G vy
y 1 4+ V y 1 - 2v X y 2 ye yz
E v
6 = ' g _+ + + =
z 1 + v z 1 - 2v (ex ey E:z) ’ Tex G Yax



sendo as relagoes deslocamentos-deformagoes lineares dados por:

au oV aw
£ = e— £ = — £ S —
X ax Yooy 2 3z
(1.6)
U av oV ow au oW
Y =t —, Y =—t — Y = — +t =
Xy y Ix yz 9z Y ZX 3z IxX

1.3 TEORIA LINEAR DE PLACAS DELGADAS

1.3.1 RELA§_5ES DESLOCAMENTOS-DEFORMACOES E TENSOES-

~-DEFORMACOES

A solugao de prob]emas de elasticidade tridimensio
nal (quando & conseguida). € bastanté traba]hosa. A teoria
de placas delgadas (que tem espessura pequena. em relagao as
demais dimensoes) consegue, através de simplificagoes conheci
das como hipoteses de Kirchhoff, reduzir o problema de trés pa
ra duas dimensdes, onde as grandezas envolvidas dizem respeito

apenas a superficie média, S_, da placa. Estas simplificagoes

-
consistem em impor limitagoes aos campos de deslocamentos e de

tensoes de sorte que o conhecimento do campo de deslocamentos



na superficie média possibilite a determinagao dos desTocamen
tos e, consequentemente, das tensoes em qualquer ponto da pla

ca.

As hipoteses de Kirchhoff sao:

ii)  As normais a superficie média antes da deformacao,
permanecem retas e normais a essa superficie defor

mada.

iii) A distancia de qualquer ponto da placa a superficie

media, permanece constante.
i) e iii) sao equivalentes a:

E =Y =Y _:0 (]'7)

Levando-se (1.7) em (1.6) e lembrando-se que o pla

no xy foi tomado coincidente com Sm, resulta que:
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W = W (-X, .V)
Q
. .OW
u=u (x, y) - z — (1.8)
0 29X
. .OW
vy (X,y)-z—
Q 'ay
2
a_uo 3 W
€ F we— = I —
X
X sz
2
Bvu 3w
€ = —m - 2 - (1.9)
y 3y 3y
2
gu av 3w
Y = —_—t -2 Z
Xy ay ax X ¥

ou seja, os deslocamentos u e v, e as deformagoes e%, £ € ny’

variam linearmente ao longo da espessura da placa enquanto que

o deslocamento w &€ constante ao Tongo dessa espessura.

Nas expressoes acima, uo, Vv e W representam des
_ . o CPT 2

-
locamentos de pontos de Sm. Nas expressoes que se seguem, se

rE escrito apenas u(x,y,t), v(x,y,t}), w(x,y,t) ou simplesmen
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te u, v, w, para representar un, v, e wo, respectivamente.

A hipotese i) juntamente com as equagbes (1.7) e

(1.9), introduzidas em (1.5) fornecenm:

E
o = (e +ve)
X 2 b
1 - v
_ E
g, = =——— (e +ve) (1.10)
y 2 y X
1 - v
E
T =6y = ———y
Xy Xy 2(1 + v) *¥
g =T = T =0
z vz ZX

las sao:

€ = [e e ¥ (1.11)
x y  xy|

g = [% c T (1.12)
X y Xy
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e, portanto, o problema ficou reduzide a duas dimensoes.

Deve-se observar que a hipotese i), levada nas re

lagoes tensoes-deformagoes tridimensionais, fornece

e = — (e + ¢ )
v - 1 X y

que por sua vez, juntamente com (1.9), ao ser integrada, re

sulta em:

v

W(x,y,z,t) = w (x,y,t) + (u (x,y,t) _ +v (x,y,t) )
0 0 y X 0 s ¥

v =~ ]

2
v

- E?;—j—TY (wix,yst) o+ wixy,t) o)

(1.13)

portanto, os dois Ultimos termos da expressdo acima, foram des

prezados na primeita das equagoes {(1.8). (14, 33).
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1.3.2 ~'EXPRESSAO DA ENERGIA DE DEFORMACAC. DE

- PLACA DELGADA

As componentes de deformagﬁes dadas por {1.9) podem

ser separadas em:

t
€ = [; v u o+ v } (1.14)
-p s ¥ oY ¥ s X

t
E_ = - [% W 2w ] (1.15)
~f s XX 1YY s Xy

referente as deflexdes w. Dessa forma, tem-se que:

E =€ +zeg (1.16)

(1.17)
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Sendo ¢ e €, independentes de z, pode-se entao es

crever que:

: a b h/2
U=-— I f ([ ot dz)e dx dy +
2 - P
0 0 -h/2
: a b h/2
+ -[ j ([ o 2 dz)e _ dx dy (1.18)
, 2
0 O -h/2
As expressoes
h/2 h/2
f gt dz e f gt z dz,
-h/2 -h/2

representam componentes de forgas N e momentos M respectiva
mente, por unidade de comprimento, atuando no planc médio da

placa (Figura 2), sendo:

N=I(N N N (1.19)

M= (M M M (1.20)

e, portanto, utilizando-se (1.10) e (1.9), obtem-se:
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- —

\

Ny Tyy A
N!X ____._J

M
X > .
Nxy M i
N Mx Mxy =
Ny Nx _Mxy_ - '
N Xy Mx_ ‘
/ |

// Nyx S
oy Ny y

M yx

FIGURA 2 - Esforgos no Plano Médio da Placa.

h/2
N = J g dz =D (u +VvV v )
X X P » X 'Y

~h/2

h/2
N = [ g dz =D (v +vVvu ) (1.21)
y y P Y s X

-h/2

h/2
/ Dp(] -v)

N = [ T dz = (u + v )
xy xy 2 » ¥ » X
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‘h/2 .
M = I o zdz = - D _(w + VW
X X » XX SYY
-h/2
h/2
M = I g z dz = - D {(w +vw ) (1.22)
y y £ ,yy » XX
-h/2
h/2
Mxy = f Ty z dz = - (1 - v)Df w’xy
-h/2
sendo:
Eh o
Dp = = rigidez no plano
1 - v
3
Eh - _
Df = = rigidez a flexao.
2
12(1 - v )
A expressao da energia de deformagao & entao dada
por:
a b a b
1 t 1 t
U = —I '[ N e dx dy + —'[ 'I M e dx dy (1.23)
2 T 2 -t
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em termos de esforgos resultantes, ou

D a b
P 2 2
U = — f‘ f u + 2 Vv U v + v
P 2 2 X y X s¥ ¥
0 0O
1 - v 2 .
+ {u + v ) tdx dy (1.24)
2 Y s X
a b
Df 2 2
Uu_ = — J J W + 2 v W W + W
T 2 s XX s XX +¥Y ' YY
0 0
2
+ 2(1 - v)w dx dy (1.25)
» XY

em termos dos deslocamentos.

1.3.3 EXPRESSAO DA ENERGIA CINETICA DE PLACA DELGADA

Em placas delgadas despre;qndo—se o efeito da 1iner

cia de rotagao, tem-se:
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a b h/2.
o 1 .2 .2 .2
T = - [ I [ p(u + v + w )dx dy dz
2

0 0 -h/2

que integrada em z resulta em:

(1.26)

(1.27)

Analogamente ao que foi feito no item anterior, po

de-se separar a expressao acima em duas parcelas Tp e Tf cor

respondentes as energias cinéticas do estado plano e de fle

xao, respectivamente:

a b

1 .2 .2
T = — f f ph{(u + v }dx dy
2

(1.28)

(1.29)
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1.4  FORCAS DEVIDAS R MASSA MOVEL - TRABALHO VIRTUAL DAS

FORGAS EXTERNAS

Dois tipos de solicitagoes sao introduzidas na pla

ca percorrida por uma massa movel:

a)

b)

forga peso associada a massa m por unidade de area:

1 Q

=mg {1.30)

—

sendo g o vetor aceleragao da gravidade;

forgas de inercia devidas ao movimento da massa e

que pela segunda Lei de Newton, sao dadas por:
F o= ma (1.31)

sendo:

8,5 a,, @, sao componentes de aceleracdes absolutas

y
(referencial inercial) da massa.

Supondo-se que a massa se desloque para1e1amente

ao eixo x, a sua componente de velocidade absoluta nessa dire

cao, e dada por:



20
V. =u+¢ (1.32)

Admitindo-se que durante a travessia a massa jamais
perde o contato com a placa, ou seja, as componentes dos deslo
camentos dos dois corpos nas diregoes y e z sao iguais, os des
locamentos v e w de um ponto sob a massa, podem ser escritos

como:
v = v[x(t), ' {] ; W = w[&(t), ¥, {] (1.33)

e, portanto, as componentes de velocidades nessas direcoes, sao

dadas por:

V =v+Ev 3 V =w+£iw (1.34)
¥y X

Com o campo de velocidades dado por (1.32) e (1.34)

as componentes de aceleragao sdo:

a, =1 + & U+ E
. - . _.2 .
ay =y + 2 £ v’x + v’xx + £ v'x (1.35)
-2

2
n
=:
+
[p%]
m-
= .
+
vy
=
+
e
=
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e, portanto, as componentes de forgas introduzidas na placa pe

la massa movel s3o:

FX = px - Fix = px - m{u + £ u’X + E)
.. . . 2 .
F = p - F. =p -m(v + 2 Evy + & v + E v )
¥y y ly b s X s XX s X
-~ . . « 2 .
Fz =p, - Fiz =P, - m{w + 2 £ w,x + £ w,Xx + £ w’x)

(1.36)

onde P_» py e p, sao as projecdes de p sobre 0s eixos X, y @ z,

respectivamente.

Utilizando-se (1.4), obtem-se entao o trabalho vir

tual das forgas dadas por (1.36):

E(t) b,

swp = f f [px - m(u + ¢ Ut é)]w

E(t)-c b,

. 2 -
+ [}y -m{v + 2 £ v X + &£ v x + £ v %Jav dx dy

]

(1.37)
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CE(L)
wa =‘I [ pz - m(w + 2 E w"“X +

E(t)-c

« 2 .
+ E: W + £ W {}Gw dx dy (1.38)
s XX s X
e,

SW = 8W + 6W . (1.39)

P £

1.5 EQUAGOES DO MOVIMENTO

Com as expressoes das energias de deformagao e «ci
nética e a do traba]ho virtual das forgas externas, obtidas nos
paragrafos anteriores, pode-se entao aplicar o principio de Ha
milton para a obtengao das equagoes do movimento do problema.
Assim, levando-se os conjuntos de equagoes (1.24), (1.28), (1.
.37) e (1.25), (1.29), (1.38) em (1.1) e, efetuando-se as ope
tagﬁes variacionais, obtem-se dois probIemas de valor de con

torno, com condigoes iniciais, independentes:
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a) Estado Plano de Tensoes

Equagao do movimento:

1 - v
D |u + vy + {u + v Yl - eh U =
P s XX s X¥ 2 ¥ » XY
=-|p -m{i+&u + E)H (1.40-a)
X s X
1 -
D (v u + v + (u + v Y - ph v =
P s XY VY 2 XY 3 XX
. ) < - .2 .
= - py - m(v + £ v,x + £ V,xx + E V,x) H
(1.40-b)
Condicoes de Contonno:
Dp(u’x + v v,y)ﬁu = 0 em (1.41~-a)
x =0
> .
D (1-v)
p
(u +v J)év =0 X = a (1.41-b)
2 oo 0F _
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B(vu +v )8v =20 em (1.41-¢)
P s X Y : :
y =0
>
e

Dp(l-v)

(u +v )éu=20 y =b (1.41-d)

2 Iy SX -

b) Flexao de Placa

Equagac do Movimento:

D |w + 2w + W + ph W o=
£l ,xxxx » XXYY 2 YYYY

=(p, - mMw+2Ew +E W +ew )iH (1.42)

Condigoes de Contorno:

D _qw + (2 - v)w Sw

fl ,xxx » XYY

n
(e
D
3

(1.43-a)

o
=
-+
<
=
e
=
It
o
=
[}

a (1.43-b)

b s XX »¥Y¥ o X
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. -1
D |w + (2 - v)w dw = 0 em (1.43-c)
£1 Lyyy s Y XX : |
L > y = 0
—_ e
D |w + v W SW =0 y = b (1.43-d)
£l ,yy s XX »Y
I- —
sendo:
—

1, para E(t) - ¢ < x < g(t)
H{x,y) = ¢ (1.44)

0, fora desse intervalo,

Um problema, distinto dos descritos acima, € aque
le em que a massa e distribuida por unidade de comprimento e
se desloca sobre um dos bordos, por exemplo y=0, com componen

tes de forga peso P, © py apenas. (Figura 3}.

Nesse caso, o Unico problema de resposta € o rela

tivo a estado plano de tensdes o qual & representado pelas e

quagoes:
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XU
. X(1) _}
| r
[Lv o |
FIGURA 3 - Estado Plano de Tensoes.
1 - v
D |u + V¥ + {u + v J)| - ph.u =0
P » XX s Xy ya A » Xy
(1.45)
1 - v
D |v u + v + (u + v JI - ph v =0
P 1 XYy s VY 2 » Xy s XX
(1.46)

com as condigoes de contorno dadas por (1.41 a-d), exceto no

borde y = 0, onde elas passam.a sersdescritas por:
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'by - m{v+ 2 E‘er + £ Y’xx +, §-V’#) H
- = 1.47-
Dp(v u’x + v’y) Sv 0 ( a)
Dp(1~v)
-mi+EZu + E)|H - u + v su =0
P (U+gu +g) . (U +v )

(1.47-b)

1.6 SOBRE_A SOLUCAO DAS EQUAGCOES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO

Analisando as equagoes (1.40 a-b) e (1.42) obser
va-se que 0s termos que aparecem no segundo membro destas equa
¢oes dizem respeito a agac da carga movel sobre a placa, sendo

Pys Pys P, as componentes da forga peso, as parcelas restan

tes representam o efeito da inercia da massa movel. Se nao
se considera a inercia do carregamento, as equagoes (1.40 a-b)

e (1.42) ficam entdo reduzidas a:
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1-- v
D tu + vV + - (u + v ) = ph u=1p H
p s XX s XY ? ¥y s Xy X
{1.40-c¢)
1 - v
D jvu + v + u + v - ph v = - H
P s XY Yy 2 ( s XY .xx) P py
(1.40-d)
Df w’xxxx + 2 wr’xxyy + w’yyyy + ph w = p, H (1.42-a)

Estas equagoes associadas a condigoes de contorno

w =0, v =0 em x =0 e X = a (1.48)

tem solugdes na forma:

‘ ® Jmx
u(x,y,t) =.3% Uj(y,t)cos —
j=1 a
® Jmrx
V(X,y,t) = ] Y (y,t)sen — (1.49)
. ] a
j=1
® jax
w(x,yst) = § W.(y,t)sen —
.'1 J- a
J=
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que substituidas nas equagﬁgs (1.40 c-d) e (1.42.a), fornecem

um numero infinito de sistemas de equagoes diferenciais em Uj’

3
permite determinar a solugao desse problema em forma fechada.

V., Nj e suas derivadas. A integragEo exata destes sistemas

Entretanto, este tipo de soTugao nao pode ser ime
diatamente estendido ao problema (1.40 a-b) e (1.42), mesmo com
condigoes de contorno do tipo (1.48). Esta extensao nao pode

ser feita por duas razoes:

a) Os coeficientes dos termos relativos a inercia do
carregamento nao sao constantes, uma vez que a mas
sa movel & apenas parcialmente distribuida ao 1Ton

go de x, como indica a fungao H.

b) No segundo membro das equagoes (1.40 a-b)} e (1.42)
aparecem derivadas de ordem imbar em X nas vmﬁéveﬁ

u, ve w.

Esta clara a grande dificuldade de se obter solu
¢oes analiticas e, por isto mesmo, este problema serd tratado
numericamente, usando-se ‘um.desenvolvimento em série de Fouﬁer
do tipo (1.49), embora esta série nao constitua uma base comple
ta para as soTugoes dos problemas (1.40 a-b) e (1.42). 0Os er

ros nesta aproximagﬁo crescem na medida em que aumenta a rela

¢ao c/a.
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CAPTTULD 11

SOLUCAO NUMERICA - METODO SEMI-ANALITICO

2.1 INTRODUGAQ

Uma solugao aproximada para o problema formulado no
Capitulo anterior e descrito pelas equagoes (1.40) e (1.42) com
condi¢oes de contorno (1.48), consiste na utilizagao do método
semi-analitico ou mais precisamente, método dos faixas finitas,
desenvolvido por Cheung (4 a 8). De acordo com esta técnica,
associa-se ao desenvolvimento em série de Fourier descrito por
(1.49), uma intetpolagﬁo de elementos finitos na vatiével Yy, ob
tendo-se assim um sistema de equacgoes diferenciais onﬁnﬁrias no
tempo. Este tipo de tratamento numérico serE aqui wutilizado na
analise din?mica de estruturas compostas por placas delgadas e

sujeitas a@ agao de cargas moveis com massa.
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2.2 "METUDO SEMI-ANALTTICO - FAIXAS FINITAS

Para a aplicagao do método das faixas finitas ao pro
biema em estudo, a estrutura e discretizada em um nﬁmero N, de
faixas longitudinais, conforme mostrado na Figura 4. As pro
priedades de cada faixa sao tomadas constantes, podendo variar

de faixa para faixa.

z Y
FIGURA 4 - Discretizagao em Faixas Finitas.

‘As fungoes de interpolacgao que definem o estado de

deslocamentos no interior de cada um destes elementos, sao:
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o % CJmx o
u®(x,m,t) = ) cos — L(n) Ui (t)
. a ~
Jj=1
e » : m Jmx e
VE(x,n,t) = ] sen — L(n) V.(t) (2.1)
Y a ]
j=1
. 7 @ Jmx e
WE(xyn,t) =} sen — N(n) W, (t)
. a
j=1

onde g;, y? e ﬂ? sao os vetores dos deslocamentos nodais genera
lizados, de um elemento genérico e, referentes ao j-ésimo termo

do desenvolvimento em série e dados por:

t
(,l:'_.]) ) [ul’ ujj
t
W = [y, "Jj (2.2)
o t
THEE E: () o ¥, (”m)zj
]

sendo os indices 1 e 2 referentes aos lados (linhas nodais) de
uma faixa. Por conveniencia, na montagem das matrizes globais,

os vetores acima s3ao colocados em um unico vetor:

t

(9?) .. = [J.l’ Vl’ wll (w’n)lls .u-z’ 'VZ’ .w.zs (w’n.)zjj (2'3)
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As componentes de L(n) e N(n) .sao as fungoes de in

terpolacao de Hermite, de ordem 0 e‘1-respectivamente, ou seja:

L(n} = 1 - /e, n/ﬂ:l (2.4)

2 3 2 3,2
1-3(n/&) + 2(n/L) yn-2n /L +n /L,

S

N(n)

2 3 2 3 2
3(n/2) - 2(n/&) , - n /L +n /E:} (2.5)

onde £ & a largura do elemento e n[0~+£|, representa uma coorde

nada local definida sobre este elemento.

2.3 PRINCIPIO DE HAMILTON DISCRETIZADO - EQUAGOES MATRICIAIS

DO MOVIMENTO

Desde que as expressﬁes (2.1) obedegam aos mﬁtéﬁos
de convergéncia, as energias cinetica e de deformagEo e o traba
Tho virtua] das forgas externas totais, podem ser obtidas soman
do-se as contribuigaes de todos os elementos. Dessa forma, a

exptessao do princhio de Hamilton (1.1), pode ser escrita como:

t N

2 e
' f. ) [%(Te - Ue) + 8 wé]dt:= 0 (2.6)
t

e=1
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onde Te, u, e 5we representam as energias cinetica e de deforma
cao e o trabalho virtual das forgas externas referentes ao ele

mento e.
Levando-se (2.71) em (1.24), (1.25), (1.27), {(1.37)
e (1.38) e substituindo-se em (2.6), obtem-se um sistema infini

to de equagoes diferenciais ordinarias no tempo, do tipo:

M D(t) + K D(t) + Q(t) = F(t) (2.7)

Devido a ortogonalidade das fungbes

Jmx Jmwx
sen —— e c0S —
d a

no intervalo [0,al, as integrais do tipo.

Jjrx kwx
sen — sen — dx
a

Nm———y,
@

o

a Jjmx kx
c0§ ——— c0Ss — dux

O —_—
[+3]
2

sao nulas para j # k e iguais a a/2 para j = k. Assim, as ma
trizes M e K, referentes as propriedades de massa e de rigidez

da estrutura, tem a forma:
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M 0 . 0
T11 ~ -
0 M 0 .
- "vzz -
@ = . 3
0 0 . M. .
~ ~ ~3j
\_ pa—
X 0 ... 0
11
0 K .. 0 .
~ ~22 - '
K = . . : (2.8)
0 0 K. ...
- -~ ~31]
| _

onde as submatrizes ij e Ejj sao de ordem NxN (N = numero  de
graus de 1iberdade da estrutura discretizada) e correspondem aoc
j-ésimo termo do desenvolvimento (2.1), sendo obtidas por "soma"
conveniente das correspondentes matrizes y?i e 535 dos elemen
tos (Ver Apendice).

0 vetor D contem os desTocamentos generalizados e

F & o vetor das agles generalizadas, independentes de D:
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D F
~1 ~1
D F
'~2 ."'fZ
D - ﬂ : Y s F= () (2.9)
D, F.
~] ~3

0 vetor Q representa a acao da inércia da massa m

sobre a estrutura e & dado por:

Q(t) = M (t) Drt) + €7 (t) D(t) + K'(t) D(t) (2.10)

Como as integrais que aparecem em (1.37) e (1.38)
nao se estendem a todo o interva1o |0,al, a propriedade de or
togonalidade das fungoes

Jmx Jmx
sen — e cos —
a a
nao mais se verifica, implicando assim no acoplamentc entre os
distintos termos do desenvolvimento (2.1). Portanto, Qft)

tem a forma:



[ ¥

C Lo

O e
[ =1

11

L
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* *
M M .
~12 i1k
* *
M .. M .
22 ~2k
’ * *
M M .
K Tik
* *
C LN ) C
~12 ~1k
* *
C +.. C.
~22 ~2k
* "%
C C ..
ek ~ ik
* *
K O S
12 1k
* *
K . Koo,
22 fzk
* %
K . K.
“jr 0 Tk

(2.11)
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. * * * — -
As submatrizes M. ', C. e K. sao tambem de ordem
- ~1k? ~3jk ~Jk :

= . . . *e *e *e
NxN e sao obtidas a partir das matrizes ﬂj ij e K.~ , da

k? 2ik <

das no Apendice.

Para a obtengao da solugado da equagao (2.7), tor
na-se necessario truncar a serie (2.1) em um nimero finito de
termos n, resultando portanto, devido ao acoplamento dos harmo

nicos, em um sistema de ordem n.N.

2.4 INTEGRACKO DAS EQUACOES DO MOVIMENTO

0s metodos normalmente utilizados para o calculo

da resposta dinamica, sao:

‘a) Metodo da Superposigao Modal

b) Integragao Passo a Passo.

0 método da superposicao modal, aplica-se bem a
problemas em que as frequ?ncias e modos mais baixos contribuem
significativamente para a resposta dinamica. Entretanto, nos
problemas em que as matrizes de massa, rigidez e eventualmente
a de amortecimento sao fungGes do tempo, a superposigac modal

nao mais pode ser utilizada tornando-se necessaria a integra
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gao direta das equagoes diferenciais do movimento; utiliza-se

entao a tecnica de integragdao passo a passo.

Em ambos os métodos,lo conhecimento das proprieda
des vibratorias da estrutura (frequ?ncias e modos normais) @
importante: na superposicao modal estas propriedades sao uti
1izadas diretamente enquanto que na integragﬁo passo a passo,
a eficiéncia do a1gor?timo na correta previsﬁo da resposta da
estrutura, depende do intetvalo de tempo utilizado no processo
de integragao numériCa, 0 qual deve ser funcao dos perTodos de
vibragaes associados aos modos preponderantes (16, 21). Por

esta razao, € necessario analisar-se as vibracdes livres da

estrutura.

2.4.1 VIBRAGCOES LIVRES

Quando nao se considera a inercia do carregamento

(

.7}, se desacopla em n sistemas independentes de ordem N:

LS

=0), 0 problema de vibragoes 1ivres associado a equacac (2.

M. D.(t) +K..D.(t) =0 3 3§ =1.,2,....n 2.12
~3j ”J( ) 533 “J( ) v J. ) ( )

e cujas solugoes sao da forma:
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]
e

pj(t),'f D. e (2.13)

que substituida na equagao anterior, conduz ao seguinte proble

2
ma de autovalor algebrico em w5

=4
=
o
fl
-~
i

(2.14)

A solugao de (2.14) fornece as N frequencias natu
rais e os correspondentes modos normais de vibragao, associados ao

j-esimo termo do desenvolvimento (2.1).

2.4.2 INTEGRACAO PASSO A PASSO - - METODO DE NEWMARK

0s metodos de integragﬁo passo a passo utilizados
na reso]ugﬁo de problemas vibratﬁrids, do tipo descrito pela
equagao (2.7), associam attavés de uma transformagﬁo linear,
os deslocamentos, velocidades e ace]eragﬁes nodais em um ins
tante t__, de uma discretizagﬁo no tempo, aos seus valores
no instante anterior tn. Essa transformagio e geralmente uma
fungao do intervalo de tempo (At =t - t ) e das proprieda

n+l

des fisicas do sistema.



41

No metodo de Newmark (16,21,26,27), os deslocamen
tos e as velocidades no final de um interva]o de tempo T = At,
S0 expressos por um desenvolvimento em serie de Tay]or com res
to, em torno de ponto T = 0, correspondente ao inicio do in

tervalo considerado. Assim, tem-se que:

At
D =D +atD + f (At ~1) D(1) dr (2.15)
“n+l “n “n -~
0
. . At
9n+l = Pn + [ - D{1) dr (2.16)
0]

A integragao das equagoes acima, e feita admitindo-
-se que a acelera¢do e uma fungdao seccionalmente linear no in

tervalo |0, &4t|. Resulta entao que:

Lo
H

* 2 . -~
D + 4t D + (1/2 - B) At D + 8 At D
~n+l ~n “n “n “n+1

(2.17)

D + (1 -y)atD ++v atd (2.18)
I

~n+l -n “n+l

onde B e v sao parametros livres adimensionais, introduzidos

na avaliagao das integrais de (2.15) e ({2.16).
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Com as expressﬁgs (2.17) e (2.18), os deslocamen
tos e velocidades em um instante tn#l' podem ser obtidos des
de que sejam conhecidos os deslocamentos, velocidades e acele
ragEes no instante anterior t e as aceIeragBes no instante
t .10 88 quais sao obtidas diretamente a partir das equacoes

do movimento.

A equagao (2.7) pode ser escrita, utilizando-se (2.

.10), como:

(2.19)

que particularizada para um instante tn transforma-se em:

+1°

* . * .
(M+M D +C D 4+ (K+K )b =F

n+l “n+l “n+l “Tn+l n+l

(2.20)

Utilizando-se as exhressﬁes (2.17) e (2.18), tem-~

-se:

(M +H )yD  =F (2.21)

onde:
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W M at ¢F +poat K (2.22)
Mn+l S ha T ~n+1 8 ~n+1 - ’

o % . .

Y- F - D+(1-Y)At-DJ

“n+l ~“n+1 ~“n+l |~n ~n

a0

* B . 2
- D 1/2 -
(K + 5n+1) D +4atD + (1/ B) At ,Qé}

As aceleragbes no instante t . s&o obtidas a par
tir de (2.21) e utilizando-se (2.17) e (2.18) obtem-se os des
locamentos e velocidades nesse instante, possibilitando assim

o prosseguimento da solucdo.

A escolha dos par@metros vy e g e do intetva1o de
tempo At, nao deve ser feita arbitrariamente. No caso de um
sistema com um grau de liberdade por exemplo, mostra-se que de
les depende a estabilidade e a convergéncia da solugao obtida
através da 1ntegrag§o passo a passo. Para tal sistema, o 11

mite de estabilidade imposto a At e:

1 1 S
At < | — (v + E) - B — (2.23)
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onde T representa o periodo de vibragao do sistema. Portanto,
para que o a]gothimo seja incondicionalmente estavel, deve-se

ter:

(y + =) (2.24)

Mostra-se tambem que para y < 1/2, um amortecimento
negativo & introduzido tornando a resposta ilimitada com o tem
po ao passo que para y > 1/2 o amortecimento introduzido € po
sitivo fazendo com que a resposta seja anulada a medida que se
avanca com o tempo. Dessa forma, quando sao tomados os valo

res.

(2.25)

a equacao {(2.24) e satisfeita e fica portanto garantido que o
algoritimo sera incondicionalmente estavel e ndo introduzira a

mortecimento na resposta do sistema.

Neste trabalho utilizou-se sempre os valores y=1/2
e B =1/4 0o que significa que as ace]etagﬁes em cada intervalo

foram tomadas constantes e iguais a aceleragdo media.
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2.5 'RESOLUQ“O'DU SISTEMA'DE'EQURCUES

Quando a inercia do carregamento nao € considerada,
o sistema (2.7) se desacopla em n sistemas independentes de or

dem N da forma:

M. . '['Jj(t) + K, D(t) = F (t) i =1,2,...,n  (2.26)

- - . *
Cada sistema e entao resolvido separadamente e a

resposta da estrutura e obtida somando-se as parcelas relativas

a cada harmonico:

D=D +0D + ...+0D (2.27)

* Embora neste caso seja poss1ve1 obter se a solugao por su
perpos1gao modal, utilizou-se aqui, o método de Newmark
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Se os termos relativos a inércia da massa sao man
tidos, o sistema {(2.7) nao mais se desacopla e deve-se entao
resolver a cada instante, um sistema de ordem n.N.. A reso
lugao de tal sistema, torna—se'bastante incomoda @ medida em
que cresce 0 nﬁmeto de harmﬁnicos consideradds, ou 0 nﬁmero

de graus de 1iberdade da estrutura.

Neste trabalho, considerou-se entao que a massa mo

vel se desloca apenas sobre um elemento da estrutura discreti

- * *
zada. Nessas condigoes, o vetor F; e as matrizes Miss Ciso
* —
K.., sao da forma:
~1] .
0 0 0 0
F Fe O 0 0
Fym O E o MG M0
g 0 0 0
(2.28)
c *c ¢ *c 2 - :
sendo que £ e M "~ (C ", K °) ocupam as posigoes relativas ao

LI N & Mt ¥
elemento carregado e, portanto, sao de ordem NGx1 e NG x NG

(NG = nﬁmero de_gtaus de Iiberdade de um elemento), respecti

vamente.
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Aplicando-se o algoritimo de Newmark ao sistema (2.
.7}, obtem-se o sistema (2.21) que em um instante qualquer da

discretizagao no tempo, pode ser escrito como:

M D = F - D -¥ D -...-M D
11 T 1 11 T2 12 T2 in "n
- -k - - -k -k

M D = F - M b - M D - - M D
T22 T2 2 21 Ta T22 T2 “z2n T

(2.29)

- - % =% - % - %

Mo =F -M D -MM D - -M D
nn n n ni 1 nz 2 nn n

onde os Tndices referem-se aos harmonicos. Fixado o interva
lo de tempo e as constantes y e 8, as matrizes M. sao cons
tantes, podendo ser invertidas antes do inicio do processo de

integraggo. Dessa forma, de (2.29), obtem-se:

D = FF-M M D - M D - -M M D
~1 11 71 11 11 71 1 Ti12 T2 ~11 Tim "n
-1 -y P T -1 oy el e
D =M F - M M D - M M D - ... ~ M M D
~2 ~232 ~2 ~22 —21 ~1 ~22 ~22 ~32 ~22 ~2n ~n
S -1 -y . S . _——1 -y
Db =M F. -M M D -M M:D -...-MM M D
n nn n nan ni 1 “nn "n2 2 “an "nn "n

(2.30)
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- -
Como as matrizes @ij tem a mesma estrutura que
* Kk o1k -
ﬂij(g'j’ Eij)’ os produtos M:. @ij terao a forma:
— —
1
C B, . 0 *
- =4 =z
*
S SN 2
M..M =B, = 0 B 0 NG N (2.31)
11 ~1] T1] - Tij -
*
3
0 B 0 *
= =i bt _
- ————
NG -

2

onde as submatrizes'§ij referem-se ao

a massa movel.

=1
Decompondo-se 0s vetores M..

naloga a realizada com as matrizes Bij»

dutos B.. D. tem. a f .
utos B . D, a forma

NG N

elemento carregado

com

-5 .
F. e D.
~1

F; de maneira a

verifica-se que o0s pro

(2.32)
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Assim , em cada instante, torna-se necessario resol

ver apenas 0 sistema:

2
2 _ PZ _ BZ DZ _ ‘BZ | DZ _ _ BZ D
-1 ~1 ~11 "1 ~12 T2 in ™n
52 = p?2 - % B - B B? - - g* B
~2 ~e ~21 "1 ~22 T2 T2k TN
(2.33)
D = p® - g* B - 8* P* - - 8% B
~IL -1 ~1mni1 ~1 "'11'12 -2 “nn -n
-y ~%x 2
onde P° = (M7 F.).
~1 ~11 1L
Explicitamente, (2.33) & escrita como:
1+ g 2 . g’ D p
- i1 12 . “1in 1 1
. . 2
NG [ B ) B’ B’ P
21 22 X 2n 2 2
. : ¢ > = { >
2 2 2 2 2
B B I +8 D P
ni na . nn n n
__ J v | _
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onde I & a matriz identidade de ordem NG x NG. Portanto, re
solve-se um sistema de ordem n.NG em Tugar do sistema finicial
de ordem n.N. Obtidas as-@?, as demais aceleragoes nodais sao

1
dadas por:

1 1 1 2 1 2 1 2

D =P - B D - B D - - B D

~1 -1 11 71 12 T2 “in n
(2.35)

3 3 3 3 =2 3 -2

D> =p -8B D -B D -...-B D

=1 ~i ~i1 -1 ~i2 <2 ~in “n

Com as aceleragoes em um determinado instante, 0s
deslocamentos e as velocidades neste instante, sao calculados
atraves de (2.17) e (2.18}. A resposta total para os harmoni

cos considerados, e dada pelas expressoes (2.27).
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CAPTTULO III

RESULTADOS E CONCLUSDES

3.1  INTRODUGAD

Baseado no desenvolvimento dos capitulos anteriores,
foi elaborado um programa automatico com a finalidade de obter-
-se as solugoes estaticas, frequEncias, modos normais de vibra
cao e a resposta dinamica a cargas moveis, de estruturas prisma

ticas laminares apoiadas nas extremidades.

Apresentam-se aqui tesu]tados obtidos da aplicagao

deste programa a tres problemas distintos:
1) Viga bi-apoiada
2) Placa apoiada nos bordos

3) Viga celular bi-apoiada.

Nos tres casos foram determinados diversos coeficientes de im
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pacto, definidos como sendo a relagac entre o maximo deslocamen
to ou esforgo dinamico, e o maximo deslocamento ou esforgo esta

tico respectivamente, de um determinado pento.

Apresentam-se tambem "curvas de historia" e, no ca
so da viga de seg¢ao celular, "espectros de amplificagao". Nas
curvas de historia, tracadas para um determinado ponto, as abi
cissas representam o tempo dividido pelo tempo de travessia en
quanto que as ordenadas representam a relacao entre o desloca
mento ou esforgo dinamico e o maximo deslocamento ou esforgo es
tatico respectivamente, do pont6 considerado. Os espectros de
amplificagao sao curvas nas quais os coeficientes de impacto sao

representados contra "parametros de velocidade" definidos por:

<

1
[p) gy
-7

sendo T o perTodo fundamental da estrutura.

Os resultados sac apresentados tambem em fungao dos
seguintes parametros adimensionais relativos a massa movel e a

sua distribuigao:
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c

Y = —

a

m
t
B:-—
M

onde m_representa a massa total do carregamento e M a massa da

estrutura.

3.2 VIGA BI-APOIADA

0 exemplo analisado (Figura 5) foi extraido da refe
rencia (21) onde o problema & tratado atraves do método dos ele

mentos finitos aplicado a teoria simples de viga.

1

¥

m
It
n
i}

2
3.0 x 10° t*/m v = 0.0 0

2.0m h

2
0.24 t*.s /m"

54.5m

o
n

0.5m

=1
1

FIGURA 5 - Viga bi-apoiada - Discretizacao em Faixas Finitas.
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Na Tabela 1 apresentam-se os coeficientes de impac
to dos deslocamentos verticais no ponto medio da viga, obtidos
para diversos va1ores dey ep e para x = 0.5 que corresponde
a um tempo de travessia igual ao perfodo fundamental. ~0s coe

ficientes foram obtidos com os tres primeiros termos da série

de Fourier.

TABELA 1 - Coeficientes de Impacto Para Viga Bi-apoiada
B
0 2 5 10
»
1,698 3,335 5,148 6,232
0,01 (1,70) (3,37) (5,55) (7,51)
1,691 3,321 5,168 6,641
0.1 (1,69) (3,40) (5,46) (7.58)
! 1,300 2,737« 5,820 14,037
(1,33) (2,96) (6,51) (14,66)
- 1,300 3,159 instavel instavel
(1,33) (3,47) (instavel) (instavel)
0BS.: Os nﬁmeros entre paréntesis correspondem a

Referencia (21).
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Na coluna B = 0 (correspondente ao caso em que nao
se considera a inercia do carregamento) observa-se uma boa con

cordancia entre os resultados fornecidos pelas duas teorias.

Entretanto, a medida em que cresce o valor de B,
os resultados obtidos pelas duas formulagoes, embora ainda es
tejam proximos apresentam uma maior discordancia. Isso deve-
-se em parte aos fatos de terem sido tomados apenas os tres pri
meiros harmonicos e, també&m, de ter se considerado a massa per
correndo a viga sobre o seu bordo superidr (Tinha nodal 1) e
nao sobre o seu eixo como & feito na tearia de vigas. Assim
€ que no caso de B =5 e vy = 0,01, quando se supoe gque a
massa percorre a viga sobre 0 seu eixo, obtem-se coeficiente

de impacto igual a 5,389. Se alem disso os cinco  primeiros

harmonicos s3ao uti1izados,‘obtem-se um valor igual a 5,440,

Como 11ustrag§o, apresenta-se na Tabela 2 a rela
cao (A) entre os coeficientes obtidos com a carga sobre o bordo
e a carga sobre o eixo da viga, em fungao da re1ag€o (b) entre
a sua altura e o seu comprimento. Adotou-se ai, x=0,5, B =1
e y = 0,01, Nota-se .que. ai medida em que cresce a altura,
diminui a relagao A a qual &€ também uma fung3o de B. Para va
1ores pequenos de b e B, os coeficientes de impacto praticamen

te nao variam com a posigao da carga (4 = 1).
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TABELA 2 - Coeficientgs de Impacto emn Fungao
da Altura. |
b 0,02 | 0,06 | 0,1 0,14 | 0,18
A 1,0 0,99 0,99 0,98 0,96

Finalmente, as colunas g =2 e B =5 da Tabela 1,
confirmam a hipotese de que a medida em que cresce o valor de
Y, Cresce também o erro na resposta da estrutura. (Ver item

1.6).

3.3 PLACA APOIADA NOS BORDOS

Foram determinados alguns coeficientes de dimpacto
para a deflexao no ponto central de uma placa apoiada nos qua
tro bordos. 0 exemplo foi estudado por Yoshida (34), através
de elementos finitos retangulares com dezesseis graus de liber

dade (wy, w , ® , w » PpoOr no).
' X 'y » XY ’

A massa percorre a placa sobre o seu eixo de sime
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tria (Figura 6) com velocidade constante ta] que x = 0,125 ou
seja, 0 tempo de ttayessia é quatro vezes maior que o© per?odo
fundamental e, embora Yoshida tenha analisado o caso de massa
concentrada, aqui esta massa e parcialmente distribufda sobre
uma linha nodal sendo os coeficientes y = 0,025, portanto pe

queno o bastante para possibilitar uma comparacac, e a = 0.

Jiem | /_*'
S m g,

LR -

—
m
n

30 x 10° psi

N
-
x
<
]

0,3
= 0,001 &b.s2/in*

p =
“a=b =4 in
f h = 0,1 in
—i X
2 1
U 3 11
_____] g
y
FIGURA 6 - Placa Apoiada nos Bordos - Discretizagao

em Faixas Finitas.



58

Na Tabela 3, apresentam-se os coeficientes de im
pacto obtidos para diversos valores de 8. Em seguida, no Gr§
fico 1 sao mostradas as curvas de historia para os valores

B =3 e B =10,

TABELA 3 - Coeficientes de Impacto Para Placa.

B Presente Trabalho Yoshida
| 0 1,082 1,088
0,1 1,098 1,125
1 1,101 1,111
3 1,555 1,505
10 3,657 extremamente grande

Observa-se que, com excegao dos valores correspon

dentes a B8 = 10, ha uma boa concordancia entre os resultados.
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3.4 VIGA CELULAR BI-APOIADA

Finalmente, apresentam-se alguns resultados relati
vos as vibragoes livres e a resposta dinamica de uma viga celu
Tar constituida por dois materiais diferentes e cuja secao trans

versal & apresentada na Figura 7.
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‘o T = 0,30589 s
-+ " M=17,578 ¢t
1.0
- 7 °
FIGURA 7 - Viga de Segao Celular - Discretizacgao

em Faixas Finitas.

Na Tabela 4 sao mostradas as cinco primeiras fre
quencias naturais correspondentes aos quatro primeiros modos
longitudinais. Na Figura 8, estao desenhados os modos normais

de vibragao referentes a j = 1.
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TABELA 4 -  Frequencias Naturais.
Frequencias
. ' m1 m2 wa mk ws
Modos - ° _
Longitidinais
j=1 20,540 37,083 50,881 119,226 134,890
j=2 71,888 74,179 124,385 134,764 155,862
J = 3 120,135 120,524 136,504 187,631 196,004
j=24 131,079 151,489 160,866 227,043 240,895

| Y

w = 20.540

w

FIGURA

—

. =80.848t

8 -

Harmonico.

Modos Normais de Vibragao

8.2 26

- Primeiro
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Na Referencia (17), com o mesmo programa aqui uti
lizado, obteve-se bons resultados para as frequencias naturais

de uma estrutura bi-apoiada, formada por placas delgadas.

Para a obtengao da resposta dinamica, utilizou-se
um carregamento com massa distribuida numa superficie de (1 x
X 4)m? e valores de B iguais a zero, meio e um. Analisaram-
-se entao duas situagoes: a) o carregamento deslocando-se se
gundo o eixo de simetria da segao; b) o carregamento deslo
cando-se sobre a extremidade direita da segao. No primeiro
caso as curvas de historia sao tracadas para o ponto medio da
placa superior, na segao a meio vao; no segundo caso essas cur
vas sao tragadas para o ponto na extremidade direita da placa

superior, tambem na secao a meio vao.

Embora para os esforgos, a convergencia seja bastan
te lenta sendo necessirio que se considere muitos termos da SE
rie de Fourier, todos os coeficientes de impacto aqui apresen
tados foram obtidos com os trés primeiros termos. Isso deveu-
-se a observagdo de que embora sendo lenta a convergéncia dos
esforgos, seus coeficientes de impacto nao se a1teram muito a
medida em que se consideta um maior nimeto de harmonicos. Es
se fato & ilustrado pelos Griaficos 2 e 3 onde s3o tracadas as

curvas de historia para os deslocamentos e momentos Tongitudi

nais respectivamente, utilizando-se um, trés e cinco harmonicos.
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Na Tabela 5 sao dados os coeficientes de impacto corresponden
tes as situagOes apresentadas nos Graficos 2 e 3.
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TABELA 5 -  Coeficientes de Impacto - No 6
B = 0,5 ¥y = 0,1 ¥ = 0,125
Name ro
- de’ Deslocamento Vertical | Momento Longitudinal
Harmonicos '
1 1,256 1,092
3 - 1,122 1,072
5 1,132 1,084

A seguir apresentam-se curvas de historia para os
deslocamentos verticais, momentos longitudinais, momentos trans
versais e tensoes longitudinais. Todas as curvas sao para
B =1 ou B =1/2 e sao apresentadas aos pares, uma corres

pondendo a x = 0,5 outra a x = 0,125,
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E 1mportante ressa1tar 2 difergnga de comportamen
to da estrutura quando se aumenta a velocidade de travessia da
massa. Enquanto que para x = 0,125 o deslocamento ou esfor
¢o dinamico maximo ocorre quando a carga ainda esta sobre a vi
ga, para x = 0,5 o valor maximo s0 € atingido depois que a

massa deixa a viga.

Nas Tabelas 6 e 7 estao reunidos os coeficientes
de impacto referentes as situagcoes descritas nos Graficos 4 a

13 e, também, aos casos de B = O.



TABELA 6 -  Coeficientes de Impacto - NO 6

Deslocamento Vertical | Momento Longitudinal Momento Transversal Tensao Longitudinal

B
x = 0,125 x =05 x=0,125 x = 0,5 x = 0,125 x = 0,5 x =0,125]1 ¥ =0,5
0 1,073 1,541 1,006 1,125 1,005 1,055 1,081 1,595
0,5 1,122 1,838 1,072 1,938 1,072 2,031 1,128 2,037
1 1,066 2,340 1,015 2,825 1,024 2,583 1,046 2,882

LL




TABELA 7

Coeficientes de Impacto

- No 12

Deslocamento Vertica]

Momento Longitudinal

Momento Transversal

Tensao Longitudinal -

B
x=0,125| x=0,56[x=0,1256] x=0,5{ x=0,125| x=0,5 [x =0,125 | x = 0,5
0 1,057 1,440 1,008 1,166 1,002 1,019 1,058 1,469
0,5 1,092 1,627 1,069 2,214 1,058 1,295 1,092 2,342

¢l
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Finalmente, no Grafico 14 sao apresentados espec

tros de amplificagac do deslocamento vertical e dos esforgos.
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3.5 - CONCLUSﬁES

Do ponto de vista computacional, o metodo semi-ana
1itico apresenta, em relagao ao metodo dos elementos finitos,
a vantagem de reduzir um problema inicialmente bidimensional a
outro unidimensional. Apesar do acoplamento dos harmonicos,
a técnica de resolugao utilizada pefmite que se reduza o siste
ma de equagoes a ser resolvido a outro de ordem menor, resul
tando numa grande economia uma vez que a solugao deve ser obti

da a cada instante.

Reafirma-se a necessidade de consideragao da inér
cia do carregamento. A sua influencia se faz notar principal
mente, a medida em que cresce a relagao entre a massa movel e
a massa da estrutura, e em que o tempo de travessia se aproxi
ma do periodo fundamental da estrutura. Deve-se notar porém
- que tempos de travessia da ordem do perfodo fundamental normal
mente correspondem a velocidades mais elevadas do que as encon
tradas na pratica. Além disso, a nao consideragao do amorte
cimento estrutural conduziu a obtencaoc de coeficientes de im

pacto maiores que o0s reais.

Como possiveis extensGes deste trabalho, sugerem-

-5e.
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a) A consideragao de outras condigdes de contorno.
b) A utilizagao de um modelo mais real para o veTculo.

c) 0 estudo da estabilidade, utilizando-se uma base

completa para as So]ugﬁes, quando 0 carregamento

se estende sobre todo o dominio.



(1)

(2)

(4)

(5)

76

BIBLIOGRAFIA

BIGGS, J.M.: "Introduction to Structural Dynamics" -
McGraw-Hi11l, New York, 1964,

BRUCH, Y.A.: "Analise Dinamica de Placas Pelo Metodo dos
Elementos Finitos” - Tese de Mestrado, COPPE/UFRJ,

Rio de Janeiro, 1973.

BATISTA, R.C.: "Estruturas Tridimensionais com Proprie
dades dos Materiais Representadas Matematicamente por
Séries - Aplicagdo & Analise de Pontes” - Tese de

Mestrado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1974.

CHEUNG, Y.K.: "Analysis of Rectangular STlabs by Finite
Strip Method" - Journal of the Engineering Mechanics

Division, ASCE 94, EM6, Dec. 1968, pp. 1365-1378.

CHEUNG, Y.K.: "Analysis of Box Girder Bridges by the Finite
Strip Method" - 2nd International Symposium on Concrete

Bridge Design, Paper SP 26-15, Chicago, 1969,



(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

77

CHEUNG, Y.K.: . "Folded Plate Sttuctutes by Finite Strip
Method" - Journa] of the Stpuctura] Division, ASCE

95, ST 12, Dec. 1969, pp. 2963-2979.

CHEUNG, Y.K.: "Flexural Vibrations of Rectangular and
Other Polygonal Plates" - Journal of the Engineering
Mechanics Division, ASCE 97, EM2, April 1871, pp. 391-
-411.

CHEUNG, M.S.; CHEUNG, Y.K.: "Natural Vibrations of Thin,
Flat-Walled Structures With Different Boundary Con-
ditions" - Journal of Sound and Vibration, 18, n?® 3,

1971, pp. 325-337.

CHU, K.H.; JONES, M.: "Theory of Dynamic Analysis of
Box Girder Bridges" - [IABSE, 36 - II, 1976, pp. 121-
-131.

CUSENS, A.R.; PAMA, R.P.: "Bridge Deck Analysis" -
John Wiley, London, 1975,

EBECKEN, N.F.: "Processo Semi-Analitico Para Analise de
Estruturas Pelo Metodo dos E]ementos Finitos" ~ Tese

de Mestrado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1973.



(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

78

FALABELLA, J.E.: "Resposta Dinamica de Estruturas Reticu
ladas a Cargas Moveis, Pelo Metodo dos Elementos Fini
tos" . - Tese de Mestrado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeifo,

1975.

FRYBA, L.: "Vibration of Solids and Structures Under Moving
Loads" -~ Noordhoff, Groningen - The Netherlands, 1972.

FUNG, Y.C.: "Foundations of Solid Mechanics"” - Prentice-

-Hall, Englewood Cliffs, 1965,

GALEAO, A.C.; LOULA, A.F.; BEVILACQUA, L.: "Dynamics of
Beams Carrying Moving Loads" - Proc. 3¢ COBEM, Rio

de Janeiro, 1975.

GOUDREAU, G.L.3; TAYLOR, R.L.: "Evaluation of Numerical
Integration Methods in Elastodynamics" - Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 3, 1972,
pp. 69-97,

GUERREIRO, J.N.C.; LOULA, A.F.; GALEAO, A.C.: "Cargas
Moveis em Vigas de Segao Ce]u]ar" ~ XVIII Jornadas

Su1americanas de Engenharia Estrutural, Salvador, De

zembro, 1976.

HURTY, W.C.: RUBINSTEIN, M.F.: "Dynamics of Structures"”
- Prentice-Hall, Englewood-Cliffs, 1964.



(19)

(20)

(21}

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

79

JONES, M.; CHU, K.H.: . "Dynamic Analysis of a Box Girder
Bridge" - IABSE, 36 - II, 1976, pp. 133-145.

LANGHAAR, H.L.: "Energy Methods in Applied Mechanics" -
John Wiley, New York, 1962.

LOULA, A.F.; GALEAO, A.C.: “Vibracao de Sistemas Elﬁi
ticos Lineares"” - Publicagao Tecnica PDD 3/76, COPPE/
JUFRJ, Rio de Janeiro, 1976. '

MEIROVITCH, L.: "Analytical Methods in Vibrations" -
MacMillan, New York, 1967.

MEIROVITCH, L.: "Methods of Analytical Dynamics" - McGraw-
Hill, New York, 1970.

MIANA, P.R.: "Anzlise Dinamica de Vigas Pelo Metodo dos
Elementos Finitos - Aplicagac a Vigas Gerber" - Tese

de Mestrado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1975.

NAGARAJU, N.; JAGADISH, K.S.; SUNDARA RAJA IYENGAR, K.T.:
“Dynamic Behavior of Cantilever Bridges Under Moving

Loads" - TIABSE, 33 - II, 1973, pp. 149-172.

NEWMARK, N.M.: "A Method of Computation for  Structural
Dynamics" - Journa] of The Engineering Mechanics

Division, ASCE 85, EM3, July 1959, pp. 67-95.



(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

80

NICKELL, R.E.: "On the Stability of Approximation
Opetatots in Prongms of Structural Dynamics" -
Int. Journa1 of Solids and Structutes, 7, 1971,

pp. 301-319.

NOWACKY, W.: “"Dynamics of Elastic Systems" - Chapman &
Hall, London, 1963.

SMITH, J.W.: "Finite Strip Analysis of the Dynamic Res-
ponse of Beam and Slab Highway Bridges" - Earthquake
Engineering and Structural Dynamics, 1, 1973, pp. 357-
-370.

SUNDARA RAJA IYENGAR, K.T.3; JAGADISH, K.S.: "Dynamic
Response of Highway Bridges to Moving Loads" - IABSE,
30 - 11, 1970, pp. 57-76.

TIMOSHENKO, S.; WOINOWSKY-KRIEGER, S.: "Theory of Plates
and Shells" - McGraw-Hi]], New York, 1959,

VENANCIO FILHO, F.: “Seminario Internacional Sobre Ele
mentos Finitos e Utilizagdo da Linguagem LORANE - Fle

xao de Placas, Vibragoes, Analise Dinamica" -  UFRS,

Porto A]egre, Julho 1973.

WASHIZU, K.: “Vatiational Methods in Elasticity and Plas-

ticity" - Pergamon, Oxford, 1968.



81

(34)  YOSHIDA, D.M.: “Dynamic Response of Beams and Plates Due
to Moving Loads" - Ph.D. Thesis, Stanford University,

1970.

(35) ZIENKIEWICS, 0.C.: "“The Finite Element Method in Engineer-

ing Science" - McGraw-Hill, London, 1971.



82

APENDICE A

MATRIZES REFERENTES AO ELEMENTO (COORDENADAS LOCAIS)

a) MATRIZES REFERENTES A ESTRUTURA

Matriz de Massa:

" o o
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b) ~ MATRIZES REFERENTES K INERCIA DA MASSA MOVEL

Matriz de "Massa":
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Matniz de "Amontecimento':

*
C 0 0
~uu = -
*€ *
. = 0 C 0
~jk ~ ~Vv ~
*
0 0 C
~ ~ W
n
K 2 T
Euu = - -a— 13 f mg ,l: E dT]
' n
1
g(t) X
JTX
I = f cos —
3 : a
E(t)-c
n
* k'ﬂ' 2 . T
C = — I f 2me L .L
vy a Y -
nl
£ (t) _
JTX
I = J sen ———
4 a
g(t)-c
n
* KT 2 T
C = — ] I 2 g N N
wwW a 4 2y ~
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Matriz de "Rigidez":

0 0
*e *
Ejk B 0 ~vv
9 9
2 n
* k 112 2 -
K = - I f mE
~vVv 2 2
a nl
n
km 2 T
+ —_—
- Iu f mg L
n
1
n
K = -
“WW 2 12 J me
é n
1
n;
km -2 T
+ — I f mg N
a *.

o

dn
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c) VETOR DE_CARGA (TERMO INDEPENDENTE )

F
u
e
F = < F > F
“'J -~ ~W
F
~w
n
. |
F=(p-mg)S[ L dn
L . L
n
1
E(t)
Jmx
S =f cos —— dx
1 a
£(e)-e
n
L |
F =p S f L" dn
L v, L
n
1
E(t) .
& JmTX
S =[ sen —— dx
2 a
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APENDICE B

MANUAL DE ENTRADA

Apresenta-se a seguir, o manual de entrada para o
programa de obtencao da resposta dinamica a massas moveis. Es
te programa foi escrito em FORTRAN-IV-G e executado'no computa
dor‘BurroughS B-6700.

NO DE NO DE ~
1 1 NPRO 15
2 1. NN,NE,NMAT ,NTEN,NCN,NDF ,NB,AX 715, F10.3
3 NN N, X(N,I) I5, 3F10.0
4 NE N, NOP{N,M) 515
5 NB NBC(I)}, NFIX{I,J) 110, 41N
6 NMAT N, ORT(L,I) I5, 6F10.2
7 ' 1 NHAR, THAR(I) 1015
8 1 GAMA, BETA, TEMPO, NTE 3F10.0,I10
9 1 WST,IMP, KNT, NNI, NET, NSEC F10.0,515
10 1 DSEC(J) 7F10.0
1 1 NIMP (K) 1515
12 i NETEN(K) 1515
13 1 NCCA : I5
14 1 NEM,MAS,PHY,PMZ,Y1,Y2,CMX,V0,AQ I5, 8F8.0




89

DESCRICAO DAS VARIAVEIS DE _ENTRADA

1. NPRO

NE
NMAT
NTEN

NCN
NDF
.NB
AX

X(N,1)

4, N
NOP (N,M)

5.  NBC(I)
NFIX(I,3)

Numero de estruturas a serem analisadas.

Numero de nods.

Numero de elementos.

Numero de materiais.

Nﬁmero de matrizes de tensoes a serem monta
das. Se dois ou mais elementos tem a mesma
matriz de tensoes, ela € montada apenas uma
vez.

Numero de nos por elemento.

Numero de graus de liberdade do elemento.
Numero de nds com restricoes.

Comprimento da estrutura.

Numero do no.

Coordenadas do no.

Numero do elemento.
Nos 1 e 2 do elemento, Tndice referente ao
material, Tndice relativo a matriz de ten-

soes,

Numero do nd com restricdoes de deslocamentos.
Deslocamentos restringidos, na ordem XsY,2Z

e rotagao. TIndice 1 + direcdo tivre, 7ndi



N
ORT(L,I)

NHAR
THAR (1)

GAMA ,BETA

TEMPO
NTE

WST
IMP

KNT:

NNI

NET
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ce 0 + diregao presa.

Nﬁmero associado ao material.

Propriedades do materia]: modulos de elasti
cidades nas diregoes x e y, coeficientes de
Poisson nas direcoes x e y, massa especifica
e espessura dos elementos constituidos por

este material.

Nuomero de harmonicos.

Numeros dos harmonicos.

Parametros da integracao pelo método de
Newmark.
Tempo de travessia da massa movel.

Nimero de intervalos de integracgao.

Maximo deslocamento estatico.

Numero de intervalos que devem ser saltados
na impressao dos resultados.

Fator'que multiplicado pela variavel TEMPO,
fornece o tempo total em que se deseja anali
sar a estrutura.

Numero de n6s cujos deslocamentos devem ser
impressos.

Nimero de elementos cujas tensoes serao cal

culadas.



10.

11.

12.

13.

14.

NSEC

DSEC(J)

NIMP(K)

NETEN(K)

NCCA

NEM

MAS

PMY, PMZ
Y1, v2

CMX
)
AO
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Numero de seccoes a serem. analisadas.

Seccoes a serem.analisadas.e definidas por

fragoes de comprimento total AX.

Numeros dos ndos que terdo os seus deslocamen

tos impressos.

Numeros dos elementos que terdo as tensoes

nos seus nos calculadas e impressas.
Numero de casos de carregamento.

Numero do nd ou elemento carregado com a mas
sa movel.

Massa movel por unidade de comprimento ou de
area.

Componentes de forgca peso nas direcoes y e z.
Coordenadas transversais (diregao y) da mas
sa movel,

Comprimento na diregao x, da massa movel.
Velocidade de travessia.

Aceleragao da massa movel.



