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RESUME

La stabilite laterale de poutres soumises a une
""protension' externe est etudiee par l'application du 'Critere
Dynamique de Stabilité'", a 1'aide de la Methode de Rayleigh -

Ritz.

Une etude de bifurcation est entreprise, en tenant
compte des termes non-linéaires pour un des cas considérés.
En outre, on fait une discussion de la stabilitée basee sur les
paramétres de l'equation caracteristique obtenue du probleme

des valeurs propses .



SINOPSE

f investigada a estabilidade lateral de hastes
submetidas a uma protensao externa aplicando-se o 'Critério Di

namico de Estabilidade', via Método de Rayleigh-Ritz.

Faz-se um estudo de bifurcagao tendo-se em conta
os termos nao-lineares para um dos casos considerados, bem co-
mo a discussao da estabilidade por meio dos parametros da equa

cao caracteristica obtida do problema de autovalores.



ABSTRACT

The lateral stability of beams submitted
to an external '"protension' is investigated by applying the
"Dynamic Criteria of Stability', via the Rayleigh-Ritz Method.

An analysis of b;furcation taking into
account the non-linear terms, for one of the considered cases
is made, as well as a discussion on stability by means of the
parameters of the characteristic equation obtained from the

eigenvalue problem.
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CAPTTULO |

INTRODUCAO

1.1 - INTRODUCAQ HISTGRICA

A grande importancia que hoje em dla tem
sido dada ao estudo da '"Dinamica de Sistemas', em particular ao
estudo da "Estabilidade do Equilfbrio" mostra a necessidade que

se tem em desenvolver estudos nesta area de pesquisa .

As hastes com protensao externa foram cri-
adas no comeco rdeste século e sua aplicagao fol pouco difundi
da. lsto se deve, em parte, ao fato de que estes tipos de es-
truturas ainda pouco estudadas sao altamente instaveis. A ta-
refa a que nos propomos neste trabalho € justamente esta: rela
tiva ao estudo da estabilidade do equilfbrio dessa estrutura
sem o usual travamento em seu planoc de instabilidade. Estas
estruturas sac muitas vezes identificadas como "hastes armadas'
ou '"'vigas vaqao” por se assemelharem com um tipo de estrutura

componente do chassis de vagoes de estrada de ferro.

As hastes armadas possuem protensao exter-
na, e foi baseado nessa estrutura que se deu origem ao estudo

da protensao interna comumente usada em engenharia.



1.2 - GENERALIDADES

0 problema da flambagem lateral é um pouco
mais complexo que os estudados em colunas carregadas axialmen-
te. Uma haste de segao delgada e solicitada em seu plano de
maior rigidez & flexao pode flambar lateralmente se ela nao es
tiver impedida de se deslocar nesta diregcao, que geralmente &
horizontal. A solicitagao que provoca este fenomeno pode ser
carregamentos longitudinais e transversals ou os dois simulta-
neamente. A flambagem lateral e de importancia no projeto de
hastes sem travamento lateral especialmente quando a rigidez a
‘flex3o da haste no plano dos esforgos & grande em comparagao

com a rigidez a flexao lateral.

Se a solicitacao estiver abaixo do seu va-
lor critico, a estrutura sera estavel, caso contrario ocorrera
a instabilidade. Com o acréscimo da solicitacao, a configura-
gao da haste torna-se-a instavel a partir de um determinado va
lor {correspondente ao menor modo de vibragiao). A solicitacgao
correspondente a este valor e que nos da a ultima alternativa

possivel de equilfbrio é a carga critica da estrutura.

0 problema da flambagem lateral de hastes
de grande altura e secao retangular foi primeiro considerado
por Prandtl e Michellll3[. Trabalhando independentemente,am-
bos publicaram no mesmo ano a "Teoria da flambagem lateral de
vigas' submetidas a carregamentos transversais , chegando subs

tancialmente a mesma solugao. Novos progressos foram devidos
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a Timoshenko que, derivando da equagao diferencial fundamen
tal da torg3o para vigas I simetricas, investigou a flambagem
lateral de vigas submetidas a cargas transversais. Mais recen

[32]

temente destaca-se Galambos com seu estude considerande o

comportamento anelastico do material.

1.3 - DESCRI!ICA0 DA ESTRUTURA

A haste com protensao externa & uma estru-
tura plana, internamente hiperestatica e isostatica externamen
te. Define-se como sendo ''grau de redundancia' ou ''grau de hl
perestacidade' {g) so numero de vinculos que € preciso liberar
para que a estrutura torne-se isostatica, no caso g=0, Por
se tratar de uma estrutura internamente hiperestatica, é possi
vel calcular os esforgos solicitantes e reagoes de vinculos ex

ternos com as equagoes da estatica.

0 conjunto da estrutura e constituldo de
uma haste, um, dois ou mais montantes e um cabo, como mostra a
figura (1.1). No nosso estudo esta se considerando um unico

montante.

Y
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UM MONTANTE DOIS MONTANRTES

FIGURA (1.1}



Existem dois casos em estudo. 0 primeiro
trata da situagac em que o montante acha-se engastado perfeita
mente & haste (chamado de CASO 1) e a sua extremidade inferior,
por onde passa o cabo, esta livre de sofrer qualquer desloca -
mento, como mostra a figura (3.10). Com a movimentagao da es-
trutura, a reagcao que o montante provoca na haste (proveniente
da tensdo no cabo) sera considerada como sendo esforgo externo,
muda de posigao. Por essa razao nos defrontamos com um proble

ma "nao conservativo'.

0 segundo caso (chamado de CASO 1!} trata
da situagao em que o montante acha-se ligado a haste através
de uma mola de torgao de rigidez Ky e sua extremidade inferi
or esta impedida de sofrer deslocamentos horizontais, como mos

tra afigura {3.6}).

Para os dois casos existem duas condigoes
de vinculos nas extremidades. Na primeira condicac tem-se res
tricao com relagao a torgdo nas duas extremidades. Este vincu
lo &€ uma "especie de garfo' que impede a rotagao. Na segunda
condicac tem-se o garfo somente em uma extremidade; na outra
extremidade existe uma mola de torgao de rigidez Ky -

Se K]=0, esta extremidade fica livre para
girar, se K,= =, havera um engastamento. A figura (1.2) nos
da a ideia dos vinculos, e a figura (3.5) nos da a idéia da

posigcao de Ky



E- | E_J,_

by T rrr
frry

FIGURA(L2)



CAPITULD 11

DA ESTABILIDADE

2.1 - CONCEITO DE ESTABILIDADE

2.1.1 - INTRODUCAO

Distinguem-se dois tipos de estabilidade:

a) estabilidade material

b) estabilidade estrutural

0 primeiro tipo € uma condigac que so de -
pende das propriedades do material e que se designa por ''condi
¢ao de estabilidade material'. Nao iremos nos preocupar com
este primeiro tipo pois sera suposto neste trabalho que o mate
rial seja estavel nos limites a que se propoe este estudo. No
Apendice | esta descrito o que vem a ser a estabilidade mater]

al.

Consideraremos neste estudo apenas o pro -
blema da estabilidade estrutural. Do ponto de vista pratico ,
uma configuragao de equilibrio de um sistema mecanico &€ dito
estavel se forgas acidentais, choques, vibragoes, excentrici
dades, imperfeigoes, heterogeneidades, tensoes residuais ou ou
tros fatores nao fazem com que © sistema saia excessiva ou de-

sastrosamente de sua configuragao inicial.



Caso aconteca o contrario, nos dizemos que
a configuragao & instavel e se tem lugar a uma ''perda de esta-
bilidade''. Ao perder a estabilidade, o sistema pode comportar-
se de diversas formas. Geralmente, tem-se lugar a passagem pa
ra um novo estado de equilibrio, o qual, na maioria dos casos,
vem acompanhado de grandes deformagdes e de deformagoes plasti
cas. Muitas vezes, ao perder a estabilidade, a estrutura con-

tinua a se deformar ate a ruptura completa.

Podem ocorrer, finalmente, casos em que o
sistema perde a estabilidade, do ponto de vista cinematico,pas
sando a oscilar com amplitudes crescentes. Do ponto de vista
matemdtico, estabilidade € usualmente interpretada significan-
do que em uma dada configuragao de equillbrio, disturbios infi
nitesimais causarao somente deslocamentos infinitesimais. 0
simples fato de que uma montagem estrutural €& estavel no senti

do refinado, n3o significa necessariamente que ela e segura do

ponto de vista da engenharia.

Por exemplo, um navio pode ser estavel no

sentido de que pequenas ondas nao o fagam virar, contudo isto

pode nao ser estavel o bastante para que ele possa fazer uma
viagem através do oceano. Semelhantemente, uma estrutura cons
titufda de uma casca esférica (DOMO) pode estar no estado de

equilfbrio estavel, contudo uma perturbacao apropriada pode cau
sar o ''snap through" (configuracac invertida) levando-a a uma
forma deformada inconveniente ou indesejavel. A primeira ilus
tracao indica que a teoria infinitesimal da estabilidade (Teo-

ria de Liapunov) deve ser usada com ressalvas. Com tude isto,



nao obstante, a teoria Infinitesimal tem inumeraveis aplicagoes

praticas.

De um modo geral, a palavra "estabilidade"
é usada de uma maneira classica, isto €, distirbios infinitesi
mais de um sistema estavel causam somente deslocamentos infinl

tesimais na configuracao espacial:

0 conceito de estabilidade do equilibrio &
consideravelmente intuitivo e surgiu logo no desenvolvimento da
mecanica classica. 0 aparecimento em 1744 do problema de Eu -
ler e as contribuicoes de Lagrange em 1788 deram infcio aos es
tudos neste campo. No seculo seguinte, precisamente em 1885 ,
Poincare havia esbogado a teoria geral da bifurcagao, e a defli
nicao de estabilidade foi dada com rigor matematico no tratado
de Liapunov em 1892. A teoria nao linear da bifurcagao para
sistemas elasticos continuos foi apresentada por KoiterIII em
1945, Um importante estudo linear de sistemas conservativos e
nao conservativos foi feito por Ziegler em 1956. Uma nova 1i-
nha de estudo da tepria geral nao linear da estabilidade elas-
tica foil iniciada por Thompson em 1963 em termos de coordena -

das generalizadasla[.

A primeira contribuigao significante foi

[ 4ol

de Roorda , que examinou os distintos pontos de bifurcagao
da estabilidade elastica em termos gerais. O interesse no es
tudo do comportamento da estrutura nos pontos de bifurcacao e

nas suas vizinhangas & muito grande e Chilver mostrou que na

presenga de cargas criticas quase coincidentes, os caminhos de



equilibrio pos-criticos podem exibir violentas distorgaes[hll

(no caso, deslocamentos ou rotagoes), as quais desaparecem gquan
do a coincidenclia completa é obtida. Em sistemas simétricos ,
Supple enfocou com cuidado a ‘'quase coincidencia' e mostrou que
podem surgir bifurcagoes secundarias em um mesmo caminho pos -

‘. s o= . | b2
critico primarito .

Um significante progresso no desenvolvimen
to da teoria geral foi a demonstracao de Thompson e walkerlsl
que o estudo da perturbacao no ponto de bifurcagao pode ser

desenvolvido sem o recurso do esquema de diagonalizagao.

2.1.2 - ESTABILIDADE DO EQUILTBRIO

Seja um sistema mecanico conservativo, cu-
ja configuracao espacial e dada pelo conjunto das n coordena
das generalizadas Qi . Assume-se como sendo Unica e ponto a
ponto a correspondencia entre o conjunto das coordenadas Qi e
a configuragéo espacial do sistema, onde as coordenadas e suas
variagcboes nao estao sujeitas a restrig¢oes. Entao, associando
Qi com um sistema de coordenadas retangulares num espago Eucli
deano n-dimensional, pode-se assegurar que qualquer ponto nes-
te espago de coordenadas Q. corresponde a uma unica configu-
ragdo espacial admissivel, e mais, qualquer trajetoria neste
espaco corresponde a um (Gnico movimento espacial admissivel do

sistema.
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Sendo A o parametro de carga podemos di-
zer gque este sistema possui uma d4nica Funcao Energia Potencial
Total H(Qi,A) e uma unica Fungao Energia Cinética T(Qi,éj,ﬁ)=

% TIJ(Qk’A)Qi Qj , ambas sendo conti{nuas bem comportadas.

Estamos interessados na estabilidaQe do equilibrio do sistema

sob varias condi¢coes de carregamento, portanto A € um parame
tro importante e cuja influencia deseja-se estudar. Para um
valor de A prescrito, a resposta dinamica do sistema €& deter
minada pelas equagcoes de Lagrange e/ou Hamilton. Estas fungoes
de energia podem surgir diretamente de um sistema mecanico dis
creto, ou indiretamente de um sistema continuo discretizado de

alguma forma ou sujeito a decomposicao modal,

Visto que nao ha restricoes nas variacoes
das coordenadas ou das velocidades, o sistema € dito holonomi-
co. E ainda , como nas fungoes T e T nao aparece explici-

tamente o tempo, dizemos que este sistema e escleronomico.

Introduzindo-se o conceito de estabilidade

de Liapunov relativo ao equilibrio, vem:

"G estado de equilibrio de um sistema mecanico discreto é
dito estavel se durante o movimento provocado por uma pe -
quena perturbagdo inicial, as velocidades e os deslocamen-
tos permanecem suficientemente pequenos em todo o tempo .
Se ocorrer o contrario, tem-se a instabilidade. Se, por
outro lado, o movimento provocado pela perturbagao é tal
que as velocidades e os deslocamentos se aproximam de zero
quando o tempo tende para infinito, o estado de equilibrio

e dito assintoticamente estavel'.
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Este conceito esta relacionado com o es

paco de fase 2n-dimensional.

Para o caso do equilibrio estatico de
corpos elasticos, o conceito materializa-se nos dois axiomas a

baixo:

Axioma 1:

"Um valor estacionario da energia potencial total com
relacaoc as coordenadas generalizadas & necessario e

suficiente para o equilibrio do sistema'.

Este axioma e valido para um sistema me

canico conservativo.

Axioma 2 :

"Um minimo completo relativo da energia potencial to
tal com respeito as coordenadas generalizadas € ne-
cessario e suficiente para a estabilidade de um es-

tado de equilibrio do sistema'.

Estes axiomas nao podem ser aplicados,
em geral, para um sistema dinamico. Percebe-se que nao se fez

referencia alguma sobre a Funcao Energia Cinetica nestes dois a
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xlomas. A energia cinetica nao influi no estado de equilibrio
estatico, mas visto que a estabilidade,de um modo mais amplo,e
um conceito dinamico e relacionada aocs movimentos do sistema ,
nos podemos dizer que os efeitos inerciais podem efetivamente
conduzir a uma desestabilizacao do sistema, mas pode tambeém con
duzir a uma estabilizacao.

"'m'' sujeita a um cam

Usualmente, uma massa
po gravitacional "g'" € substituida por uma forgca P=mg . |Isto
& aceitavel sob condigoes estaticas, mas sob condigoes dinami -

cas este carregamento P=mg nao e adequado.

0s dois sistemas mecanicos mostrados na fi
gura (2.1) tem idénticas fungoes energia potencial I , mas  as
funcces energia cinetica T diferem entre si por um fator adi
tivo % méz , onde € e o deslocamento vertical da.massa do sis
tema. Em virtude destes dois axiomas apresentados, os dois sis

temas terao a mesma resposta estatica, embora suas respostas d]

namicas sejam diferentes.

Prmg

M=u-pPE

T=T(6.4)

FIGURA (2.1)

DOIS SISTEMAS COM DIFERENTES RESPOSTAS DINAMICAS MAS COM IDENTICAS RESPOSTAS
ESTATICAS.
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Definimos como posicao de equilibrio esta-

vel aquela em que o sistema ao ser desyviado de sua posi¢ao ini

cial de uma grandeza arbitrariamente pequena volta a posigSé ini
cial, segundo o conceito de estabilidade de Liapunov. Em todos
0s casos se supoe que as perturbacgoes da posigcao de equilibrio

sao arbitrariamente pequenas. Note-se que pode acontecer que
um sistema estavel '"para pequenas perturbacoes' nao seja esta -
vel para grandes perturbacces. A reciproca ja nao € verdadeira,

ou seja, um sistema que € estavel para grandes perturbagoes tam

bém o & para pequenas perturbacgoes.

Em vista disto, vamos apresentar uma ilus-
tragao classica que € a do rolete sobre diversas superficies de

curvaturas diferentes.

s A T

] AR o «‘Y/AP@ ”"“"42.;, (-'SIM(,,“
% O .
ESTAVEL PARA Z = . £ X EQUILIBRIO NEUTRO
pmun\gnco'esenm “INSTAVEL PARA PERTUR- ESTAVEL PARA PERTUR- INSTAVEL _
ta) QUENAS TAVEL PARA PERTURBA - {e .

tb) GOES GRANDES.
FIGURA (2.2)
Na figura 2.2(a) tem-se a representagao do
equilibrio dito estavel. Quando uma pequena perturbagao tiran-
do o sistema da sua posigao inicial de equilfbrio resulta num
acréscimo da energia potencial e, como consequencia, ha a ten -

dencia do sistema em voltar a sua posi¢ao inicial, assim como

em 2.2(a) um minimo de 1N sempre define uma posigao estavel.

Na figura 2.2{(b) tem-se a representacao do

equilibrio dito instavel. Dependendo da magnitude da perturba-
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¢3o, para a primeira figura de {b) sera instavel para qualquer

magnitude, para a segunda figura de (b} sera instavel para gran
des magnitudes, resulta num decréscimo da energia potencial e
como conséquencia hd a tendencia do sistema em se afastar da po
sicao inicial tornando-se ''um mecanismo'. Um maximo de I sem

pre define uma posig¢ao instavel,

Na figura 2.2(c) tem-se um valor estaciona
rio de N e que ocorre no ponto de inflexao. Neste caso o e-
quilfbrio &€ classificado como sendo instavel, visto que uma pe-
quena perturbagcao para o lado direito resultara em uma tendencia
a se afastar sempre do ponto de inflexao. Fisicamente, esta con
dicdo de equilibrio € muitas vezes estavel para pequenos deslo-
camentos e seu comportamento se aproxima ao do quarto caso, fi-
gura 2.2(d),que representa o equilibrio Indiferente, insensivel

a perturbag¢ao de qualquer magnitude.

2.2 - CRITERIOS DE ESTABILIDADE

0s metodos empregados para determinar se
um sistema em uma dada configuracao de equilfbrio € estavel ou
nao, dependem dos critérios de estabilidade que serao apresenta

dos agora. Basicamente existem tres critérios de estabilidade:

1 - Criterio Estatico
2 - Criterio da Energia

3 - Critério Dinamico
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2.2.1 - CRITERIO ESTATICO

0 criterio estatico, tambem conhecido por
critério de "Euler ou do Equilibrio", parte da suposicao de que
devem coexistir distintas configuragoes de equilibrio para uma
mesma condi¢ao de carregamento no instante em que uma configura
¢ao deixa de ser estavel, o que corresponderia a um equilibrio

neutro ou indiferente.

Um exemplo deste criterio e o do calculo
da haste bi-articulada. A se¢ao transversal & constante, homo-
génea, e tem um comportamento eldstico, ou seja, obedece a lei

de Hooke. £ o chamado problema de Euler.

Na figura (2.3), assumindo que a primeira
forma defletidé seja uma possivel posicao de equilibrio, ela de
ve satisfazer a equagao diferencial linearizada
P . Y(D)-‘-‘U
y"'" 4+ =— y =0 e como condigoes de contorno:

El
| y(L)=0

e que tem como solugao a expressao:

- nllx Jin o
Yy, = B sen (=7=) , com ==
. _n’MPEl

n L2
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! t
PPl P=P2

PROBLEMA DE  EULER
FIGURA {2.3)

Para a haste carregada com 0 < P < P, ,

a forma reta da haste € a unica forma possivel de equilibrio.
Quando P=P, implica na forma instavel e P e entao a primej
ra carga c¢ritica da haste e o modo como ela se deforma & chama-
do primeiro modo de flambagem. Matematicamente, quando P > P],
a Unica forma possivel de equilfbrio sera ainda a forma reta
Quando P atinge o valor de P, , a haste volta a flambar, so
que agora com um valor de P=P2 diferente de P] ,» € de um modo
tambem diferente chamado de segundo modo de flambagem, e assim

por diante. P=P3 € a terceira carga critica de instabilidade

e que da o terceiro modo de flambagem.

Percebe-se gue P]<P2<P3 ... -« A pergunta

seria: Entao, qual destas cargas seria a solugao do problema
proposto? A resposta logica sera: € aquela que nos conduz 3 pri

meira instabilidade da haste, ou seja, P=P}. Fisicamente, so0
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nos interessa a primeira carga critica, as outras nao acontecem

ha pratica.

2.2.2 - CRITERIO DA ENERGIA

2.2.2.1 - SISTEMA ESTRUTURAL

Consideremos um sistema estruturaj conserva
tivo, isto &, um sistema mecanico escleronomico e holonomico
(Ver Apendice 1!), o qual ser3 designado como sendo um '"sistema
dinamico simples' de Synge e Griffithlgl, descrito pela funcao
"Energia Potencial Total" H(Qi,A) onde Q, representa o con-
junto das n coordenadas generalizadas e A o parametro de
carga. Deste modo pode-se representar o trabalho de um sistema

discreto finito na mecanica classica.

0 equilibrio e a estabilidade do sistema
podem ser discutidos através do comportamento de H(Qi,A), co
mo sera discutido no proximo item, onde o parametro de carga A
pode ser tomado como sendo qualquer variavel que aparece na
fungEo Energia, e cuja influencia no sistema estrutural se de-
seja estudar. Assim sendo, A pode ser associado com a magnl
tude de forcas prescritas que agem no sistema, mas ainda pode
ser identificada como sendo massa, dimensao ou um modulo de e-
lasticidade, ou ainda a grandeza de um deslocamento prescrito
independente das coordenadas generalizadas. Em alguns proble-

mas de interesse pratico, a fungdo Energia Potencial Total se-
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ra uma fungdo linear dos parametros de carga escolhidos, visto
que a classe dos sistemas, onde surgem esta linearidade, apre -
senta algumas caracteristicas distintas dos demais. Neste tra-
tamento nos podemos, por razoes puramente de notagao, substitu-
ir A por P e entao escrever H(Qi,P) = U(Qi)~P-s(Qi) onde
P pode ser considerado como sendo a magnitude de uma forca ge-
neralizada associada ao deslocamento generalizado E(Qi),e U(Qi)
e a energia de deformagao em fungao das coordenadas generaliza-
das Qi

Associando as variaveis basicas Q; e A
com os elxos de coordenadas retangular em um espaco Euclideano

de {n+1) dimensoes, ndés vemos que as n equacgoes de equilibrio

especificam um valor estacionario de TN com respeito as coorde
nadas generalizadas Qi e definem uma seérie de caminhos de e-

quilibrio neste mesmo espago.

2.2.2.2 - ESTABILIDADE DE UM ESTADO DE EQUILTBRIO

Consideremos agora um estado de equilfibrio

estidvel dado por:

(2.2)

e que satisfazem as n equagoes de equilifbrio dadas por (2.1)
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e que por simplicidade iremos representar por:
E
Hi(Qj,AE) =0 (2.3)

onde o fndice i denota a derivada parcial de 1 com relacao
a coordenada generalizada Qi . Consideremos agora incrementos

deste estado de equilibrio e definidos por:

(2.4)

E - - - - -
onde nt - H(QE,AE) é fungcao das expressoes (2.2) e é designa-
do como sendo pertencente a um estado de equilibrio estavel. A-
plicando-se ao incremento ''v'' 3 expansao (série} de Taylor com

relacao as coordenadas generalizadas, obtem-se:

e 1 E 1 _E 1 E
vo=8Te 5 e apqy g T dpa9 + e 2 e Ty n 9 009y
{2.5)
£ e e .. .~ E .
onde &I significa a primeira variagao de I~ . Mas, do prin
cipio dos trabalhos virtuais, tem-se:
an = 0 (2.6)
Desprezando-se os termos de ordem superior a dois, obtem-se a
forma quadratica:
! _E
Entao, de (2.4) e (2.7), obtem-se:
E 1 _E
=1 + 3 Hij qic[j (2.8)

Podemos dizer que quando o sistema passa de

uma configuragcao de equilibrio estavel para uma configuragac de
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equillbrio vizinha, o incremento da fungao energia potencial to
tal T & dado por (2.7), metade da segunda variagao de nf .o
primeiro passo para a analise € providenciarmos a diagonaliza -

cao das formas quadraticas de (2.8) por meio de uma transforma-

¢ac nao singular das coordenadas assim:

q; = aijuj , onde |uij| #0

e que tem como inversa:

u, = B,.q, , onde [g..| # 0

Percebe-se que se nos plotarmos as coorde-
nadas u, no espago q, se obtem um outro conjunto de eixos
coordenados naoc necessariamente retangulares. Neste novo siste
ma pode~se escrever:

1
v =5Ciui (2-9)

onde Ci sao constantes. Em vista de (2.9) definimos uma nova

fun¢3o energia

D(u,,A) EH(Q$+uijuJ,A) (2.10)

Um novo estado de equilibrio & dado por:

p =bF + d (2.11)
onde

of = D(O,AE) {2.12)

Analogamente, expandindo D em serie de

Taylor na sua vizinhanga, obtem-se o incremento 'd' , dado por:
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‘ L -
LUy g Dijk uiujuk + ... (2.13)

onde o subscrito em D representa a derivada parcial com rela-
¢cao ao deslocamento correspondente u;, , eo superscrito E re

presenta a avaliacao no estado de equilibrio. De (2.9), (2.12)

e (2.13) obtem-se:

¢c. =0f. =0, (0,2F) (2.14)
i ii Pi
e
2 E E
Iaij| |nij[ | 'Jl = CyeCpr oen €
A forma quadratica 'v' pode ser diagonali-
zada de infinitas maneiras, e supoe-se que se escolha uma tatl

que as propriedades invariantes de v se manifestem como sendo
propriedades invariantes de Ci . 0 numeroc de Ci positivos ,
de Ci negativos e de Ci zeros sao independentes da escolbha

da transformacao diagonalizante.

As coordenadas u. e os coeficientes Ci
sao importantes neste criterio, e chamamos u, de '‘eixos coor-
denados principais’ e C, de "coeficientes de estabilidade'.Se

um determinado coeficiente de estabilidade C_ é positivo, nos

dizemos que o estado de equilibrio € estavel em relacdao a coor-

denada principal u correspondente. Se um outro coeficiente

C, € negativo, nos dizemos que o estado de equilfbrio e insta-

vel em relacac a coordenada principal u, correspondente. Se

ainda um outro coeficiente Ct € zero, nos dizemos que o esta-

do de equilfbrio € critico em relacdo a coordenada principal u

t

correspondente,
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Da-se o nome de ''grau de instabilidade' ao
numero de coeficientes de estabilidade negativos. Uma outra ma
neira de determinar se o estado de equilibrio € critico em rela
¢3ao a uma ou mais coordenadas principais € ver se os dois deter
minantes |N..| e lDijl sao iguais a zero, e o que acontece RO

P
estado de equilibrio critico.

Pode-se mostrarlslque se o mencr coeficien
te de estabilidade € positivo, o estado de equilfbrio e estavel
em relacao a todas as coordenadas principais e v € "positivo

definido'; neste caso dizemos que o estado € 'inteiramente esta

vel',

Mostra-se também|81que se o menor coefici-
ente de estabilidade € negativo, o estado de equilibrio é insta
vel em relacao a uma ou mais coordenadas principais e v ''admi
te valores negativos'; neste caso dizemos que o estado e "inteli

ramente instavel''.

E fina]menteia[, se o menor coeficiente de
estabilidade é zero, o estado de equilibrio € critico em relagao
a uma ou mais coordenadas principais e estavel em relagao ao
resto das coordenadas. A forma quadratica v & 'positiva semi-

definida" e nao decide sobre a estabilidade do equilfibrio.

Se o coeficiente de estabilidade Ci for
igual a zero, os termos de ordem superior da expansao (em série)
de v devem ser examinados. Considerando o caso no qual C]=0

e CS>0 para todo s#1 . A forma quadratica v & positiva se
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mi-definida, existe um valor zero numa 'direcao critica”™ defini
da por

u_ = B_.q. (para todo s#l)

Usando-se primeiro as coordenadas basicas
. c . . -
Qi , fixando um valor para A=A e examinando-se a variacao de

NI ao longo dos eixos coordenados, sob a forma parametrica

A= Afs)

Q; = q;(s)

onde s & um parametro conveniente e € nulo no estado de equi-
1{brio critico. A variagao de 1 ao longo do eixo e dada pela

expressao abaixo:

v(s) = n[q,(s),4°] - 1° (2.15)

Expandindo esta variagao como fungao do pa

rametro s e usando-se o desenvolvimento em serie de Taylor:

c 2

vis) = v%s + vos© o4+ %'ch3 + ... (2.16)

2

onde o ponto denota a diferenciacao com relagao a s

Tomando (2.15) e diferenciando com relacgao
a s , temos:

. dv _ 2
E-H.Q. (2.]7)

<
H

Tomando s=0 em (2.17}) o equivalente ao estado de equilibrio

critico ¢, obtém-se:

v =0 (2.18)

L}
[=)

visto que H?
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Diferenciando (2.15) duas vezes, tem-se:
i

Avaliando (2.19) no estado de equilfbrio critico, tem-se:

-C c pChc
v HiJQin (2.20)
A expressao (2.20) & uma funcao positiva
semi-definida das n parcelas Q? . Tomando-se a diferencial

de (2.20) com relagao a uma parcela Q:

3Y_ - 2n® % =0 (2.21)
" ri ~J
r .
isto e:
c A
ne. . = 0 2.22
t] QJ ( )
A solugao deste sistema dara os valores de
Q? correspondentes 3 direcdo para a qual! v & minimo. Como
(2.20) é positiva semi definida, este minimo & zero (v© =0)

Min

£ necessario se fazer o estudo das varia -
¢oes de v(s) em uma ordem superior porque nada se pode dizer

a respéito da estabilidade.

A terceira variagao de v em relacao ao

parametro s da:

Vo= HiijinQk + 31,.Q.0Q, + 1IQ, (2.23)
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No estado de equilibrio critico ¢ tem-se:

essC _ _C € C SC
Se (2.24) ¢ diferente de zero, o estado de
equilfbrio € seguramente instavel. Se (2.24)} é zero, nao da

para decidir a respeito da estabilidade do estado de equillbrio
critico, e neste casc € necessario considerar variagoes de v(s)
de ordem superior. FfFazendo o mesmo procedimento anterior, nos
apresentamos os eixos coordenados do estado de equil{brio cri-
tico ¢ na forma parameétrica, mas 50 que escolhendo agora uf

(coordenada principal critica) como variavel independente, en-

tao:
up = uyley)
e sabendo que u](u]) = u; , podemos escrever que
2
(‘) -dui (2) .—dui
U, = =0T H u, =
i du, i 2
i du
1
tira-se que
u(l) = dul = 1
1 du
1
2
d®u
G2 2 I,
I 2
dul
Genericamente podemos escrever:
(r) _
Uy = Sy,
r=1 > §=|
onde & representa o delta de Kronecker
rél + &§=0

0 superscrito r representa a r-ésima di-



26

ferenciagao com relagao a u,

A variagao da energia potencial total ao

longo deste caminho u e dada pela expressao:

i

f(uy) D[ui(u]),Ac] - p© (2.25)

Expandindo (2.25) em serie de Taylor:

s fCy s Lgc 2,1 ge 3
Fluy) = fFrup + 5 Friup + z Fr 00+ ... (2.26)
onde:
c
c _ df . .
fl = o , € assim por diante.

]

0s coeficientes desta seérie sao obtidos a-

traves da diferenciagao de (2.25) em relagao a u . Assim
- (1) _
;= Duy (2.27)
e que no estado de equilibrio erfitico ¢ vale
f{ =0 (2.27.a)

Diferenciando duas vezes (2.25) em relag3o a u,

(1) (1) (2)
fiq = SLIE + D,u, {2.28)
Sabendo que D?j esta diagonalizado com D?]=0, vem:
€ _ .cC (1)c,2
frp = 0 5" (2.29)

com o Indice de somagcao s=2,...,n

A expressao (2.29) € positiva semi-defini-

da,

e
uil)c = 0 para todo s#l
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Dando prosseguimento ao estudo das varia -
¢oes de f(ul) vamos diferenciar (2.25) tres vezes em relacao

a U]

(1) (1) (1) (2) (1) (3)
fl]l = Dijkui u; U + 3Diju1 uj + Du; (2.30)

e que no estado de equilibrio critico ¢ vale

C C
il = iy (2.31)

Se (2.31) e diferente de zero no estado de
equilibrio critico ¢ , este estado de equilibrio é seguramen-
te instavel, enquanto que se der zero nada se pode afirmar e,
necessariamente, somos obrigados a analisar a quarta variagao

de f(ul) com a condigao que D?II = 0

A quarta diferenciagao de (2.25) nos forne

ce:

u(l) gl)uél)ufl) + 6D u(z)ugl)u(])

Fronr = P5aYi Y kYD Yy Yk

+

+ QDiju§3)u§l) + BDijufz)u}Z) + Diush) (2.32)

A (2.32) no ponto critico vale:

c - ‘ c (2) c (2)cy2
Firnr = Pyang + 80ggqug + 30 (w777 (2.33)

com o indice de somagao s=2,...,n

Fazendo umas transformagoes em (2.33), che

ga-se a
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2 ¢ 2
(0, ) D
c c - sl c (2)c s11
f:Illl = Dllll 3 p¢ * 3Dss Ys + o€ (2.34)
ss ss
f?lll e agora fungao das n-1 derivadas se
gundas U(Z)c para {s#1). Esta funcao toma o valor mlnimo
S ¢
€ oS 37 (Dg" ) = B¢ (2.35)
1111 - TN co2 p° - '
ss
quando
D¢
u:Z)c = - —%ll {para s#1)
Des
Se 5?11] e positivo, o estado de equill-

brio critico € estavel, enquanto que se 5?11] € negativo, o
estado de equilfbrio é instavel. Este critério leva em conta

ainda a possibilidade que a energia potencial pode crescer ou
decrescer quando se afasta do estado de equilfbrio critico ao
_longo de todos os eixos coordenados. Este estudo foi feito nu
ma direcao e em torno de um ponto crftico. Pode-se fazer o

estudo da estabilidade considerando-se um caminho de equilibrio.
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2.2.2.3 - CONSIDERACDES SOBRE 0S QUATRO PONTOS CRITITICOS

Sem qﬁa]qﬁer perda de generalidade, toma-se
como origem do espago (n+1} dimensional como sendo o ponto em
que se tem Qi = A =10 . Visto que ambos estao relacionados
com a forma de Energia Potencial Total, fica claro que ha uma
relagao entre as configuragoes de equilibrio e a estabilidade
do sistema. Agora serac introduzidos quatro modos diferentes
de instabilidade e cada qual com seus pontos criticos. Conven
cionalmente tem-se que as linhas fortes representam os caminhos

de equilfbrio estivel, sendo que as partes descontinuas deno -

tam os caminhos instaveis.

0 ponto que separa o caminho estavel do ca
minho instavel & o chamado "ponto critico'". E, pafa um mesmo
nfvel do parametro de carga A , as linhas contlnuas finas re-
presentam a variagao da func¢ao energia potencial total para es

te nfvel considerado.

2.2.2.3.1 - PONTO LIMITE

A figura (2.4) mostra a configuragado tipi-

ca de estruturas como arcos abatidos e domos.
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FIGURA (2.4)

Ve-se o caminho primario estavel de equili
brio até o ponto limite também chamado '"snap through". Inici-
almente este caminho € estavel desde a origem e vai perdendo a
estabilidade a medida que aumenta o parametro de carga A ate
o limite A = A° onde se tem o ponto limite ou ponto critico.
Para o nivel A = A' menor que A a energia potencial total
H(Qi,ﬁ') tem um minimo com relagao a Qi na regiao ascenden-
te do caminho estavel e um maximo na regiao descendente do ca-
minho instavel.

Fazendo-se A crescer até o nivel A = A%,
a variagao de H(Qi,A) tem um ponto de inflex3ao neste ponto.
Significa dizer que H(Qi,ﬂ) muda de sinal no estado de equi-

Ifbrio critico.
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2 . c -
Para um valor A = A superior a A nao

ha um estado de equilfbrioc local e a funcao energia potencial
total T1n(0Q.,A) nao tem um ponto estacionario local. Neste ca
l —
so o estado critico de equilibrio é visto como sendo por si 56
instavel, e a ausencia de um estado de equilibrio local para
. c . . .
valores de A maiores que A implica que o sistema nas pro-
ximidades de A® , acontecera o “'snap'' se A sofrer pequenos
acrescimos, passando a estrutura a ter uma configuragao Inver-

tida.

Nesta mudanga dinamica ha uma dissipagao
de energia; o sistema caminha para um estado de equilibrio na
direcao indicada pela seta da figura (2.4). Dal para frente ,

2 c

com A=A > A" , o sistema tera um caminho estavel crescente

até a instabilidade material.

2.2.2.3.2 - PONTO DE BIFURCACAQC ASSIMETRICO

As formas estruturais que nos estudamos
tem sido tais que todo estado de equilfibrio tem somente um ca-
minho passando por ele. A flambagem & causada por uma instabl
lidade em um determinado estado do caminho de equilfibrio, re -
sultando como foi dito anteriormente, no movimento da estrutu-
ra para outro estado de equilibrio, e o movimento entre estes
dois estados pode, ocasionalmente, ser subito. £ possivel, po
rem, em certos tipos de estruturas, existirem dois caminhos de
equilibrio que passem por um mesmo estado de equilfbrior(esta-

do critico).
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0 caminho de equilibrio que passa pela ori
gem é chamado ''caminhoe primario" ou "caminho fundamental" e &
interceptado por outro caminho de equilfbrio chamado ''caminho
secundario' ou '"caminho pos-critico'. 0 ponto de interseg¢ao en

tre estes dois caminhos é chamado de ‘‘ponto de bifurcacao'.

Na figura(2.5) os dois caminhos tem uma de
clividade diferente de zero no ponto critico. Para A' < AC R
a energia potencial total H(Qi,A') tem um minimo com relagao
a QE na regiao ascendente do caminhorestével e um maximo com
relacao a Q, na regiao descendente instavel do caminho secun

c

didrio. Para A <crescendo ate o nivel A = A  , a variagao de

H(Qi,A) tera que ter obrigatoriamente um ponto de inflexao no
estado de equilibrio critico. Para A = Az , 0 maximo e o
minimo reaparecem como mostra a figura {(2.5). Assim o estado
de equilfbrio critico € de novo instavel, e a presenca de dis-
tGrbios_infinitesimais neste ponto pode transformar a estrutu-
ra em um mecanismo. Esta, por sua vez, ira procurar uma con
figuracao estavel, apesar da existencia de estados de equill-

brio estaveis para valores maicres de A ao longo do caminho

secundario.
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FIGURA (2.5) : S/

2.2.2.3.3 - PONTO DE BIFURCACAO SIMETRICO~ESTAVEL

Na figura {(2.6) pode-se ver a terceira con
figuragao de interesse que &€ o chamado ponto de bifurcacao si-

metrico estavel.

: m
S V. A
AZ L
AC L
A F
Q.
I__

FIGURA (2.6)
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Neste caso o caminho fundamental parte da
origem mpnotonicamente e perde sua estabilidade inicial na in-
tersecao com o caminho pos-critico e que passa neste ponto su-
avemente . com uma declividade zero; em outras palavras, a tan
gente ao caminho pés-critico no ponto-crftico admite uma incli
nacao nula. A energia potencial total H(QI,A') , para At<p®
tera um Unico valor estacionario com respeito a Q. , a saber:

o minimo na regiao estavel do caminho fundamental. A medida

que o valor de A e acrescido,este minimo e transformado em
- . . = . 2_,c¢C

dois mfnimos e um maximo para valores de A=A">A" ., Neste ca-

so o ponto crftico & estavel. Com acrescimos pequenos em A o

sistema nac sofrera o "snap'' mas seguira o caminho pos-critico
estavel e que sobe; a diregao tomada dependera dos pequenos

distirbios assumidos pelo sistema.

2.2.3.4% - PONTO DE BIFURCACAO SIMETRICO INSTAVEL

A quarta e Ultima configuracao que sera e-
xaminada é o '"'ponto de bifurcagao simétrico Instavel" e que

esta mostrado esquematicamente na figura.(2.7).

Neste caso, o caminho fundamental intercep
ta um caminho pés-critico instavel e descendente e como no ca-
so anterior, tem uma declividade nula no ponto de equilibrio
critico. Para um valor prescrito A=A' menor que o valor cri
tico, a energia potencial total H(Qi,A') tera agora tres va-

lores estacionarios com relagao a Q,

;s @ saber: dois valores
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- - -~ - - - - r .
maximos na regiao instavel do caminho pos-criticoe, um em cada
ramo, e um minimo na regiao estavel! do caminho fundamental. Es
‘tes tres pontos estacionarios se transformam em um Unico ponto

maximo para valores de A = A2>Ac , como mostra a figura (2.7).

Ao contrario do terceiro caso, o ponto cri
tico e instavel, portanto sujeito a um "snap'. A direcao a
ser tomada dependera do tipo de pérturbagéo imposta ao sistema.
Plotando os valores de A versus Qi e observando-se de uma
posigcao estrategica, o caminho pos-critico aparecera como sen-
do uma cispide interceptando o caminho fundamental de equili -
brio. A figura(2.8)nos da uma idéia das configuracdes dos ca-

minhos de equilibrio no plano P x e(Qi).
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Genericamente, os termos ''simetrico esta -
vel'" e "simetrico instavel” sao aplicados quando o caminho pos-
critico tem uma declividade zero no ponto critico, ou seja, a
primeira derivada & nula, mas para que Isto aconte¢a € preciso
que a derivada segunda deste caminho seja positiva de um lado
e negativa do outro e vice-versa. Com relac3o 3 derivada ter-

ceira, sera em geral diferente de zero no ponto critico.

Nas tres configuragoes criticas em que o
sistema pode sofrer um ''snap'’, isto e, o ponto limite, ponto de

bifurcagao assimétrico e o ponto de bifurcagao simétrico inst3

c .

vel, foi proximos de A o sis-

visto que para valores de A
tema se apresenta inicialmente num estado de metaestabilidade

(estabilidade limite), podendo tornar-se um mecanismo.

A ocorrencia nos diversos tipos de estrutu

ras dos quatro pontos criticos serd citada a seguir. Estrutu-
ras comc arcos e domos, abatidos ou nao e carregados transver-
salmente, tem como resposta a solicitacdo configuragces do ti-

po apresentado na figura (2.4). 0 ponto de bifurcacio assimé-

— .. m.e ..
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trico (figura (2.5)) é muito raro em comparagao com 0s pontos

simétricos de bifurcagao , e a sua configuracdo & caracteristi
ca de estruturas que apresentam simetria rotacional, como por
exemplo cascas esfericas submetidas a pressoes externas e tam-
bém cascas esféricas achatadas nos polos, sujeitas fgualmente a

pressoes externas.

0 fenomeno que se apresenta como o mals co
mum dentre todos os aqui apresentados e o da figura (2.6); o
ponto de bifurcagao simetrico estavel , e sua configuragao é ca
racteristica de colunas submetidos.a esforgos centrados, insta
bilidade lateral de vigas, porticos simétricos, placas submeti

das a esforgos transversais, flambagem por flexo torgao e ou -

tros.

0 quarto e ultimo caso, o da figura (2.7},
ponto de bifurcag3o simétrico instavel, tem sua configuracao
como caracteristica de estruturas como cascas cilindricas sub
metidas a esforcos axiais, sujeltos a torcao e pressao exter
na. Cascas canicas_podem apresentar comportamentos que dizem
respéito tanto a bifurcagao simétrica estavel como a bifurca-
¢ao simetrica instavel. Ja os domos esféricos abatidos sujei-
tos‘a uma carga lateral exibe distintas bifurcacoes simétricas
de um caminho fundamental nao linear. Se sujeita a uma carga
concentrada apresentara um ponto de bifurcagdo estavel; se a

carga for uniformemente distribufda, apresentara um ponto de

bifurcagao instavel.

Thompson em |8] apresenta um interessante
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fluxograma para se detectar qual o tipo de ponto critico que
se esta estudando por meio dos chamados coeficientes de esta-
bilidade apresentados em (2.14). O procedimento é simples: to
ma-se a equagao do comportamento normal (*) ,que no comporta-
mento critico da Dic . Ent3ao, para investigar a natureza do
ponto limite, ndés primeiro especificamos que Dic e diferente
de zero e dal parte-se para examinar as vizinhangas do estado
de equilibrio critico ¢ para o qual D?‘ = 0 , enguanto

D:s # 0 quando s#l . Se Dic & zero, as possibilidades sao

outras, assegurando que este sistema nao apresenta um ponto

critico limite.

PONTO
LIMITE
BFURCAGAC
ASSIMETRICA
BIFURCAGAQ BIFURCAGAD
5M,- ESTAVEL | SIM.— INSTAVEL
~
N CLASSIFICAGAO DOS DISTINTOS PONTOS CRITICOS /."'
« P
. FIBURA {2.9) 7
1 E
(*) D”ui + D;A' = 0 , onde o trago vertical denota a deriva

da em relagac ao parametro de carga A .

. c
Para os outros pontos criticos, deve-se ter Di =0 .
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2.2.3 - 0S DO)S TEOREMAS FUNDAMENTAIS

A existencia de todos estes pontos criticos
que foram examinados esta ligada a dois teoremas basicos que
foram desenvolvidos primeiramente por Thompson| |em,1970, e fo

ram baseados somente nos estudos do equilibrio.

0 primeiro teorema diz respeito aos pontos

de bifurcacao e pode ser assim enunciado:

Teorema 1:

"Um caminho de equilibrio inicialmente estavel (caminho pri
mario) variando monotonicamente com o parametro de carga
nao pode se tornar instavel sem a intersecao de um outro

caminho distinto de equilibrio {(caminho secundarioc)".

0s tres pontos de bifurcag3o ja citados es

tao claramente em conformidade com este teorema.

0 segundo teorema engloba ambos os pontos

limite e de bifurcagao e € enunciado assim:

Teorema 2

"Um caminho de equilibrio inicialmente estavel aumentando
com o parametro de carga_nao pode se aproximar de um esta
do de equilfbrio instiavel no qual o sistema sofrera um.
"snap: dinamico' sem a aproximagao de um caminho de equi-
1ibrio (o qual pode ou nao ser uma extensao do caminho o-

riginal) para valores do parametro de carga menor que a -

quele devido ao estado instavel'.
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As demonstragoes deste dois teoremas podem

ser obtidas na referencia |8|, pagina 61.

2.2.4% - CRITERIO DINAMICO DE ESTABILIDADE

0 movimento de um grande ndmero de siste-
mas dinamicos e descrito por um conjunto de equacces diferenc]
ais nas quais o tempo nao aparece de uma forma explfcita, mas
implicitamente atraves das varfaveis Qi(t)' Tais sistemas sao
chamados AUTONOMOS. Caso contrario eles sao chamados HETERONO

MOS.

0 desenvolvimento a ser feito a sequir e

"n'"" de graus de liberdade fazen -

para sistemas com um numero
do-se a hipotese de que ele possa ser estendido para o limite

n > = , 0o que permite a sua aplicacao a sistemas gontfnuos.

Sera também suposto que o sistema & linear
" » L] - - *
ou passivel de uma linearizagao. Um sistema de equagoes line-
ares e homogéneas que descrevem o movimento de um sistema din3
mico € dado pela seguinte expressao:

9, =

I e~13

1 Mij(t)Qj (i=1,2,...,m) (2.36)

J
onde:
0_i representa as coordenadas generalizadas ,m=2n , sendo

n o numero de graus de liberdade do sistema.

Mij(t) sao fungoes continuas em t sobre um intervalo a-
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berto t,<t<t, , e que sera representado por |

Dado um conjunto de condig¢oes inicials
Qi(tﬂ) = a,; (i=1,2,...,m) (2.37)
pode-se concluir que (2.36) tem como Unica solugao-
Qi(t) = ¢i(u],a2,..,am,t) , i=1,2,...,m (2.38)
Escrevendo (2.36) na forma compacta, tem-se:
() = M)l | (2.39)

sendo:

{Q} wuma matriz coluna {mx1) e cujos componentes Q, per-

tencem a um espag¢o Euclideano m-dimensional.

[M{t)] matriz quadrada de (mxm) contfnua em t e geralmen

te nao simétrica.

[0}

A expressao (2.39) fica completamente determinada se [M(t)]

conhecida.

Um caso particular e de grande interesse e
aquele em que o sistema din3mico & auténomo como acontece no
presente trabalho. Neste caso a matriz [M] ¢ de coeflicientes
constantes. HNeste caso a solugao de (2.39) pode ser obtida na
forma explicita em t . Isto € possivel se introduzirmos uma

matriz [B(t)] definida por

t :
[B(t)] = J [M(s)]ds (2.40)
0

s + & variavel de integracao.
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Quando se comuta (troca) [M{t)] e [B(t)] e
| 271

possivel obter uma forma explicita para a matriz fundamental

A exponencial da matriz [B] & dada por

Bl (1) 4 () + f, 817+ 30617« Lo v g (81N (2.m)
[t] - matriz identidade

As matrizes [M] e [B] sao comutativas se
[M] € constante ou se [M(t)] € diagonal , e em qualquer des -

B .
tes casos e[ ] representa a matriz fundamental.

Pode-se provar|27|que nas vizinhancas de
t=t, , a solugao de (2.39) e:
{a(t)} = e[B]{QO}, k + o (2.42)

sendo  {Q,} as condigoes iniciais do problema.

Para um sistema autonomo [M] est3 relaciona

da a um sistema homogeneo linear segundo a expressaoc seguinte:
(ar = [Ml{Q . (2.43)

com {Q} um vetor de {mx1) , [M] uma matriz de (mxm) geralmen-
te nao simetrica e cujos coeficientes sao reais e constantes-

As solucoes de (2.43) sao definidas para qualquer valor de tem
po t . Pode-se mostrar que estas solucoes podem possuir deri
vadas de qualquer ordem. Por exemplo, € facil verificar que
{Q} é também uma solucao de (2.43). Com efeito pode-se escre-

ver:
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d .- 7 d - ;
& (@ = 5 ([M]{e)) = [MltQ
{Q} = [M]{d) (2.4%)

Analogamente, as derivadas de qualquer or-
dem ou combinagoes destas derivadas sao tambem solugdes Ja foi
dito anteriormente que quando [M] e uma matriz de coeficientes

fe] .

constantes,e e a matriz fundamental. Em vista das equacoes

(2.40) e (2.42), pode-se escrever:

[6(t)] = e8] L o (e-todln] (2.45)

onde [¢(t)] - matriz de (mxm)cujas colunas s3o formadas pelas
solugoes linearmente independentes de (2.39). FE chamada de''ma

triz fundamental'.

Assim, a solugao de (2.43) e valida para

qualquer instante de tempo t e pode ser escrita na forma
Q(t) = e(t"to)[M]{Qo} (2.46)

onde {QO] € uma matriz coluna e representa as condigdes inici
ais para todo t=tg. Segque-se que o comportamento do sistema
dinamico & assim completamente determinado pelo comportamento

e(t'tg) [M] X

da matriz a qual por outro lado esta governada pe

ilos autovalores de [M].

0 proximo segmento € a analise de como [M]

controla o comportamento do sistema (2.43).

0 determinante assim chamado "caracter{stl
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co'" e dado por:

det ([M]- A[t]) = {{M] - x[1] (2.47)

onde [1] é a matriz identidade. No calculo do determinante
caracteristico (2.47) obtem-se o chamado 'polinomio caracteris
tico'" associado 3 matriz [M]. Ent3o ao expandirmos {2.47) ob-

temos:

det ([M] - A[1]) = ad™ + a 2™ 4 L 4 a <0 (2.48)

As ralzes do polinomio caracterlstico, de-
notadas por lj (j=1,2,...,m) sao chamadas de "autovalores'
de [M]. Para cada autovalor Aj obtém-se um autovetor {u(J)}

e que satisfaz a equagao

IR Aj{u(j)} (2.49)

Em (2.48) m € inteiro e a, é o determj
nante de [M]. Se a,=0 uma das rafzes caracterfsticas e ze-
ro e dal segue-se que para [M] nao ser uma matriz singular ,

(det[M]=0), todos os autovalores devem ser diferentes de zero.

Agora considerando o caso em que ha rafzes

repetidas, digamos A, , a equacao (2.48) assume a forma:
det ((M1-A[1]) = (=071 P (1) (2.50)

m, -
onde (Ai-A) ! e chamado de ''divisor elementar’ do polinomio
caracteristico e Pi(l) e um polinomio em X, com Pi(ki)#ﬂ.

0 inteiro m, é conhecido como "multiplicidade' de Ai, e o

nimero de autovetores linearmente independentes associados com

Ay € chamado de "nulidade'de Ay oe e denotado por n.,em geral
ni«:rnI

.
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Dizemos que duas matrizes [M] e [N] sao
ditas semelhantes se elas tém o mesmo polindomio caracterfstico.
Neste caso os coeficientes a, {k=1,2,...,m) sao invariantes

sobre certas transformagoes semelhantes.

TEOREMA: Todas matriz [M] de {(mxm) é semelhante a uma matriz

da feorma:

| [9,] [0] .... [o]

(o] [4y] ... [0]
[J] = (2.51)

onde [Jd] é uma matriz diagonal (gxq) e formada com os q pri

meiros autovalores A,,A.,..:,A , @
1°72 q

Aq+i i ¢ .... 0 g
0 lq+i 1 saas 0O 0

[Ji] = ® & 5 5 8 8 & 8 B K B F PR S A s oA *® & b @ i=l'2’....s
0 0 0 A +i 1

art (2.52)

0 0 0 0 lq+|

Aj (j=1,2,...,9+s) s3o os autovalores de [M] n3o neces

sariamente distintos.

A matriz (2.51) € chamada de forma cano-
nica de Jordan e as matrizes (2.52) sao chamadas de "matrizes

companheiras',

Se o divisor elementar do polinomio ca -

racteristico associado com a matriz [M] & simples, a forma ca-
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nonica de Jordan correspondente € diagonal, Para investigar o
comportamento da solugao (2.45) introduziremos a seguinte trans

formagao linear:

{Q} = [R]{ul} (2.53)

onde [R] & uma matriz de (mxm) n3o singular e de coeficientes
constantes. Introduzindo (2.53) em (2.43) e prée-multiplicando

o resultado por [R]-] , obtém-se:
{4y = [R]™V[M][R]{u} (2.54)

chamando

(4] = [R]7'[M] [R]

det ([R]17V([M]-[11) [R]) = det[R]™" det([M]-
- [1]) det[R]

det([J]-[1])

Portanto:

1

det([J]-[1]) = det([M]-[1]) (2.55)

De (2.55) concluimos que [J] e [M] s3ao semelhantes e:

{u} = [4]{u} (2.56)
Por analogia com {(2.43) e (ﬁ,hs) posso escrever:

[v(t)] = e(t-to) [4] (2.57)

Como etD[J] € uma matriz constante, segue-se gue a investiga -

¢ao da solugao de (2.43) se reduz a3 investigagdo da matriz:
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] etDl . ... [0]

K37 R EPPRRRRUR (2.58)

0] 0] .... etlds]

Das expressoes (2.54) e (2.56) ja sabe -

mos qual é a relagao entre [M] e [J], portanto tem=-se:

Jlrmtgd M) _ (e-eg) [R] 4] [R]™" _ (R] o(t-t0) [91ppy!
..{(2.59)

Introduzindo (2.59) em (2.45) obtemos:

[¢] - e(t'to) [M] = [R]e(t-tﬂ) [J] [R]”] - [R] [lp] [R]-l

(2.60)

Assim, o comportamento da matriz funda -
mental [¢] correspondente ao sistema (2.43) é conhecida se co-
nhecermos o comportamento de outra matriz fundamental [¥] do
sistema (2.56). De uma maneira geral nao ha interesse particu

lar na montagem da matriz fundamental [¢(t)] do sistema (2.43).

Por outro lado, [¥(t)] esta relacionado
com os autovalores lj da matriz [M], e atraves destes autova

lores poderemos decidir sobre a estabilidade do sistema. Entao:

1 - Quando todos os autovalores de [M] tem a parte real

negativa, o sistema € "assintoticamente estavel".




48

2 - Quando todos os autovalores de [M] tem a parte real
nao positiva, (se um dos autovalores tiver a parte real igual

a zero, o sistema possui um ''comportamento critico). Neste ca

so, se os divisores elementares correspondentes a autovalores com
a parte real nula, "sao todos simples" , entao o sistema e "es,

tavel' mas "n3o assintoticamente estavel't.

isto e verdade porque se todos os diviso
res elementares sao simples, a matriz [Ji] se reduz a uma for-

ma diagonal.

'3 -~ Se o menor dos autovalores de [M] tem a parte real po

sitiva, o sistema & "“instavel',

Um problema geral de autovalores pode ser

apresentado da seguinte forma:

[s]1{u} = A[T]{u} : (Z-G}jr

onde as matrizes quadradas [S] e [T] podem nao ser simétricas;

este e o caso mais geral.

Em sistemas conservativos, usando~-se as

equagoes de Lagrange pode-se obter as equagoes do movimento de

um sistema Iinear na forma:
[a]{Q} - [B]{a} + [c]{a} = {0} (2.62)

onde [A] & chamada de matriz do movimento ou matriz de massa,
€ simetrica e positiva definida.; [B] & chamada de matriz de

rigidez, e simetrica e positiva definida;e [C] e chamada de ma
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triz de carga e sua caracteristica depende do carregamento.

A apresentacgao generica das matrizes [A],
[B] e [C] estd no Capftulo V. Adotando como solugac de (2.62)

a expressao:
Q(z,t) = a(z)-f(t) (2.63)

A separagao de variaveis em (2.63) & muito util para a resolu-
¢3o deste tipo de problema. Mais adiante sera feita a suges-

tdo para f{(t) bem como a discussao de (2.63) no que diz res-
peito 3 estabilidade do sistema. Substituindo (2.63) em (2.62)

obtém-se:

[A]{Q(z) YF(t) - [B]{a(z)}f(t) + [c]{a(z)}f(t) = {0} (2.64)
Agrupando as duas Ultimas parcelas de (2.64), vem:

[A]{a(2)}F(t) + ([c]-[B]) {a(z)}F(t) = {0}

m
.. I (Bio-Cc-)Q‘(z)
b J i T
_fFE:; - _J=l = A (2.65)
m
Jéi Aiij(Z) i=1,2,...,n

Sequindo o procedimento normal usado na
separagao de variaveis, percebe-se que o lado direito de (2.65)
ficou independente do tempo e ambos os lados devem ser fguais
a uma constante XA positiva, fazendo A=w2 obtem-se as duas

expressoes; sendo [0] = [B]-[c]:

Flt) + wlf(t) = 0 (2.66)
[0]{a(2)} = w?[a]{a{z)} (2.67)
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Olhando para a expressao (2,67) percebe-
se que re#aimos num problema de autovalor do tipo apresentado
em (2.61). A questao da estabilidade ficara resolvida se co -
nhecermos seus autovalores qué sao as frequencias de vibragao
da estrﬁtura para um estado de carregamento representado pela
matriz [C], e tendo em vista o conceito de estabilidade de Lia
punov. No caso do sistema nao estar sujeito ao carregamento
externo, a matriz de carga é nula, [0] = [B] e as frequéncias

obtidas s3ao as frequéncias naturais do sistema.

Entao, pelo critério dinamico de estabi-

lidade tem=-se:

I - Se todas as frequencias de vibrag3o do sistema em re-
lagdo a um estado de equilibrio sd3o reais, entao o estado de

equilibrio e ESTAVEL.

2 - Se uma das frequéncias de vibragao do sistema for ima

-

ginaria, entdo o estado de equilibrio € INSTAVEL.

3 - E, se uma das frequéncias de vibragao do sistema e
zero, entao o estado de equilibrio do sistema e CRITICO. A fre
quencia w=0 e a fronteira entre os estados de equilibrio es-
tavel e instavel. Para w=0, T(perfodo) = o , ou seja, o
sistema no seu estado oscilatério demorara um tempo infinifo
para passar por uma mesma posigao. Em outras palavras, o sis-
tema passa por esta posigao e nunca mais volta devido a insta-
bilidade que ele acaba de adquirir. A avaliagao da estabitida

de no estado critico requer um estudo de vibragoes nao linea -
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res, isto é devido ao fato de que ha grandes disturbios dinami

cos na posigao critica.

A solucao (2.63) pode ser éscrita em sua

forma mais geral assim:

Q{z,t) = Q(zo) e(a+bi‘t+¢ (2.68)

onde Q{z,t) & a forma genérica para as solugoes u(z,t);

v(z,t); 6(z,t) do problema.

Q(ZO) - amplitude inicial

¢ - angulo fase, e que por conveniencia sera tomado igual

a zZero.

Desenvolvendo-se (2.68), obtem-se:

Q{z,t) = [Q(zo)eat]ebit = A ebTt (2.69)

com A= amplitude das vibragoes em cada instante de tempo. Per

o

cebe-se que a estabilidade dependera dos valores que a e as

sumirem e portanto (2.69) é uma solugao funcao de dois 'campos"

de estabilidade. Assim:

. a
Analisando o campo e t , tem-se que:

1 - a<0 , A decresce e o sistema sera estavel,ou melhor,
assintoticamente estavel pois para t»eo implica em

A+ a(z,)
2 - a»0 , A cresce e o sistema sera instavel.

3 - a=0 , A <constante, equilibrio neutro.

Para este campo as trajetorias estao a -
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presentadas na figura (2.10), e a magnitude de a & que ira de
determinar a velocidade com que o sistema ira percorrer a tra-

jetoria.

~
-
.
PONTC OE ESTRELA dnico poNTO PONTO DE ESTRELA
. ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL INSTAVEL
\ a0 o
aco
FIGURA (2.10) L
A constante a podera ser imaginada co-
mo sendo uma constante de amortecimento se ela for menor do

que zero; caso contrario sera uma constante de excitagao.

. bit -
Analisando-se o campo e s € sempre

estavel mas nao assintoticamente estavel, e o sinalt-de b e

sua magnitude determinara o sentido, a velocidade e o raio das

trajetorias respectivamente e que serao circulos concentricos

na origem, como mostra a figura (2.11)

PONTO DE VORTICE lNico PONTO PONTO DE VORTICE
ESTAVEL ESTAVEL
bzo bxo beo

FIGURA (2.11)
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Agora superpondo-se o efeito dos dois
campos pode-se estudar a "interferéncia' que a e b provocam
na solugdo (2.69). A superposicao sempre dara como trajeto-
ria "“espirais" saindo ou se aproximando da origem como mostra
a figura (2.12).

]

7S

=

\_’_‘/.
a<0 , be0, B0 a>0. b0 . >0
ESTAVEL INSTAVEL

FIGURA ( 2.12)

Cabe aqui ainda ressaltar que as raizes
Ai de (2.48) de uma forma geral ocorrerao em pares de numeros

complexos conjugados do tipo:

A. = REX. + IMX, (2.70)

0 comportamento dinamico do sistema (2.
57) pode ser julgado pela analise de (2,70). Subentendendo-se

que RE =a e IM =b , da expressao (2.69). Entao, se:

1 - a=0 , as raizes sao imaginarias e o sistema € vibra-

torio nao amortecido.

2 - b=0 , as rafzes saoc reais. Dois casos ainda podem a

contecer:
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2.}~ a<0 - o movimento & aperiodico amortecido.

2,2 -~ a>0 - o movimento & aperiodico amplificado.

3 - b#A0 , a#0 - as ralzes sao complexas e o tipo do mo-

vimento sera decidido pelo sinal de a

3.1 - a<0 - o movimento € vibratorio amortecido.

3.2 - a>0 - o movimento & vibratorio amplificado.

Este

caso € chamado de **instabilidade oscilatoria "

ou "flutter".

Se ainda a=b=0 , as raizes serao nulas,

dizemos que houve flambagem ou instabilidade de Euler;
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CAPTTULO 1]

DEDUCAO DAS ENERGIAS

3.1 - POTENCIAL ELASTICO

A introdugao do conceito de Potencial Elastico ser
ve para facilitar a compreensao da dedugao das energias e esta
ele baseado em um estudo das deformagoes de um corpo sélido, ho-
mogeneo e continuo referido a um sistema de eixos coordenados or
togonais. Supondo que um ponto A no interior do corpo tenha como
coordenadas x, y, z, independentes entre si. Em virtude da defor
magao sofrida pelo corpo este ponto passara a ser definido pelas

novas coordenadas.

y +u (3.1)

A deformagao nas vizinhancas deste ponto A esta
compietamente descrita pelas seis componentes (Ax,Aux); (Ay,Auy)

(Az,Auz) da deformacao que sao dados por:

Bui Bui Bun aun
Yij = in T . * 9x . * 2 3 ax,

i=x,y,2

(3.2)

j=x,y,z

Existem no ponto A um conjunto de diregoes ortogo
nais entre si para o qual, das seis componentes associadas da de
formacao as quantidades Yon* Para n#h, desaparecem. Estas direcoes

s3o chamadas de ''dire¢oes principais' e as correspondentes compo
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nentes de deformacao T = 0, para nfk e T = P sao chama-
nk nn n
das de '"elongagoes unitarias' nestas direcoes, ou tambem chama-

das de '"elongagoes principais" En e sao definidas por

E = /14T -1 ' (3.3)

onde os T s30 as trés raizes reais da equagao do terceiro

grau obtida fazendo-se , determinante do tensor das tensoes igual

a zero:
Yxx-r ny Yz
-T
ny Yyy sz = 0 S (3.8)
Y2x Yzy Yzz-r

Visto que a magnitude da elongagao principal se-
ra independente da escolha da direcac das coordenadas, pode-se

concluir que os invariantes que se sequem existem e valem:

Py = Y * Yoy ¥ Y2z ® r.+ ry +T,
, = YxxYyy *YyyYzz zz¥xx (Yiy+Y;z+Y§x) -
= PXPY + Tyfz + T Fx
ty = YxxYyyYzz * Znyszsz B (YxxY;z+YyyY:x+YzzYiy) -
=rr.r, (3.5)
A equacao do terceiro grau sera:
r*® -1, r2+ 1 r-1,=20 (3.5a)

Fazendo-se a correspondencia para tensoes nor-
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mais e de cisalhamento, obtemos:

z z (3.6)

As leis da elasticidade em geral dao as relacgoes
entre as tensces e deformagoes envolvidas no problema. Porém,po
de-se tambem formular as leis pela introdugao do "Potencial Elas

tico'.

Admite-se que cada volume elementar do corpo pos
sue uma energia potencial dependente do estado de deformacao.
Visto que o estado de deformagao fica completamente descrito pe
las componentes da deformacao dados em (3.2}, pode-se escrever

a energia potencial elastica por unidade de volume como sendo

H = H(Yij) {3.7)

Desprezam-~se aqui os fenomenos termo-elasticos.

Foi estabelecido experiment:almentellI que o com-
portamento elastico linear para a maior parte dos materiais es-
truturais esta perfeitamente descrito por uma lei da forma da
equagao (3.7). No caso da deformagao infinitesimal, H é uma fun
¢ao quadratica, homogenea e definida positiva’ll. Visto que as

componentes da deformagao no dominio el3stico s3ao muito peque -
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nas para a maioria dos materiais (ordem de grandeza 0.001), as-
sume-se que o Potencial Elastico € uma funcgac definida positiva
homogénea, quadratica das componentes da deformagao., Em vista
disso (3.7) € uma fun¢ao de quarto grau em relagao as derivadas

da deformagao.

0 estado deformado pode ser descrito nao somente
pelas componentes da deformagao Yij mas tambem pela grandeza e

direcao das elongagoes principais.

Para um material isotropico, o potencial elasti-
co sera independente das diregoes das elongagoes principais &,

entao, completamente determinado pelgs invariantes (3.5).
Podemos escrever:
H = H(II: |2’ |3) (3-8)

Uma fungao conveniente homogenea quadratica dos

componentes da deformagao que possua a forma da equacgao (3.8) é:
2
Ho=ad] + a,l, (3.9)

Onde @, e @,, para um material homogeneo, sao coe
ficientes constantes. Se o material é heterogéneo, entao &; e
%, sao geralmente fungoes das coordenadas x, y, z. Com (3.5a)
podemos reescrever (3.9), assim:
20,40,

____(rxry+ryrz+rzrx)] (3.10)

H = aI[F2+F2+F2+
x y oz o

Esta expressao sera definida positiva se e somen

te se:
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donde segue que

a

y >0, 0>0 > -30 (3.11)

Para deformacoes infinitesimais, a equacao (3.9)
devera ser estudada na '""Teoria da elasticidade linear do poten
cial elastico’,

Na dedugao das energias sera considerado que a
secao transversal do perfil tenha ao menos um eixo.de simetria
e que sera adotado como sendo o eixo vertical (y).

Tomando um elemento infinitesimal dz situado a
uma distancia z da origem do sistema de coordenadas situado em

uma das extremidades da haste como mostra a figura (3.1).

y 4 2

FIGURA( 3.1)

Designando por u=u(z,t) o deslocamento da haste na di

regao x _ yay(z,t) o deslocamento na direcao y , w=w(z,t) o encur-
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tamento da haste na direcao do eixo 0-z, 06=68(z,t) a rotacao da
secao transversal da haste em torno do eixo 0-z.
Convencionalmente sera adotada a regra da mao di-
reita para designar o sentido positivo dos eixos. Para o siste-
ma de coordenadas locais adotaremos os eixos y, X, Z COmMO mos -

tra a figura (3.2).

Jh
|
—
ce %%
Iv
- b
! " U %ﬂLC]E .
\ COORDENADA Z COORDENADA Z + d2
o FIGURA (3.2)
—

A haste sofrera deformagoes, cujas configuracoes
serao genéricos pois nao se sabe a priori como serao as formas

das mesmas.

Foi necessario se fazer certas hipoteses:

i) A secao transversal da haste e constante.

2) As tensoes nas fibras mais solicitadas devido ao esforgos
atuantes nao excedem o limite de proporcionalidade no ins

tante da flambagem (estabilidade material).

-

3) A deformagcao da haste, quando ela flete e torce, € tal

que sua secao transversal nao muda de formato.

4) 0 montante sera considerado perfeitamente rigido a flexao
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e incompressivel.
5) Serad desprezado o alongamento do cabo.

6) A acao externa P permanece paralela a sua diregao original

quando a seu ponto de aplicacgao se desloca.

7} Pequenas rotacoes.

3.2. - ENERGIA CINETICA (T)

A origem das coordenadas x e y foi tomada como
sendo no centro de cisalhamento {CC) | A secdo transversal ro

dara em torno deste centro como mostra a figura (3.3).

T

FIBURA( 3.3)

f_r
{

coms:

A = area da segao transversal
pA = m/L massa por unidade de comprimento

8 = angulo de rotagao
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I = momento polar de inércia da secao em relagao ao centro

de gravidade (CG)

e = dist3ncia entre o centro de gravidade (CG) e de cisa -

lhamento (CC)

| = momento polar de inércia da secdo em relagao ao centro

de cisalhamento.

tem-se:

Do teorema de Steiner, ou teorema dos eixos pa-

ralelos, vem:

A energia cinetica € dada por:

L L 2
2 2
T - Pz_"[ [ tive0) | azs %ﬂj( [%me- 2] da
(o]

o
AT
+ —ERJ (3?) dz (3.12)

(o]

desenvolvendo (3.12) , vem:

L 2 ) L 2 L
T = %?{ ( ) dz+ ge J (%%) dz+pAe[ ( )(at)d2+

(o] o) o]
L , L L .
pA 3v - vy (38 BA 2
+ 2[ (z3) dz pAeJ (37) (57)0dz+ 5 8 ( ) dz+
o] 0 o}
L
el ap 2
+ =0 J (57) dz (3.13)

o
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Agrupando os termos e fazendo K? = 7? (quadrado

do raio de giragao), ao se dividir e multiplicar (3.13) por A,
obtem-se:
L L L

2
_ pA du pAK? 30
T =5 (3?) dz+ (Bt) dz+phe ( )( )d +

(o] o ’o

2

L 2 L Sft
+ %?J ( ) dz- pAe[ (av)( 99)g dz+ RRE 82( ) “dz
[ ° o

(3.14)

Que é a expressao da energia cinetica.

3.3. ENERGIA POTENCIAL TOTAL DO SISTEMA ()

Na dedugao da "Energia Potencial Total'" do siste

ma foram feitas algumas consideragoes.

A primeira e que supoe-se que a estrutura tenha
um nivel inicial de energia U, produzido por uma tensao inicial
g s NO cabo. A finalidade desta tensao inicial 7, € que com ela
pode-se representar melhor fisicamente o comportamento da estru
tura e facilita a utilizagcao de uma teoria linearizada. Se, por
hipotese, adotassemos uma tensao inicial S, nula, para que o ca
bo, e posteriormente a haste comegassem a serem solicitados, a
haste sofreria grandes deformagoes o que nos levaria a uma nao
linearidade geometrica e consequentemente o nivel de utilizacao
da estrutura ficaria reduzido visto que ela ja estaria numa po-
si¢ao muito deformada. Outra consideracao a ser feita € que a

tensao o, seja praticamente constante no decorrer do estudo mas
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para cada tensao O existe uma carga critica de instabilidade.

3.3.1 - ENERGIA DE DEFORMAGAO DO SISTEMA (v)

3.3.1.1. - ENERGIA INTERNA IN!CIAL (Uo)

Este nivel inicial de energia Uo’ na estrutura ,
nado influira no estudo, pois sendo uma parcela constante sua va
riagao ¢ nula. Desta forma nos defrontamos com um problema pura
mente estatico consistindo apenas em determinar as reagdes pro-
vocadas pelo cabo e pelo montante na haste provenientes da ten-
sao inicial o . Estas reagoes serao consideradas esforcos exter
nos e que realizarao o trabalho das forgas externas ao sistema.

Da figura (3.4) tiramos:

FIBURA {3.4)

a = vZ? +h? cos A+cos B = Z (b-a)+al
P P ab
b = /QL-zp)2+F 2 sen A+sen B = iE%%lE

sendo:



h = distancia entre a extremidade do montante e o centro de
cisalhamento.
To = esfor¢o no cabo.
A,B = angulos formados pelas direcoes do cabo com o eixo Z
a,b = comprimentos parciais do cabo.
A reacao de T, na haste sera dada por
N = To(cos A+cos 8) (3.15)

substituindo, vem:

Z (b-a)+al
N =T 2 (3.16)
o
ab
A reagao do montante na haste sera dada por:
T = To(sen A+sen B) (3.17)

substituindo, vem:

T =T [ {bta)h ] (3.18)
° ab

3.3.1.2 - ENERGIA DE DEFORMACAO DA HASTE (Vo)

Na obtengao da energia de deformagao da haste em

funcao dos esforgos solicitantes iremos apresentar as parcelas

separadamente:

1) A energia de deformacao de flexao em funcao dos esforgos
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solicitantes M e MY e dada por:

L L
= X .
vy 7ET dz + 5E— 92 (3.19)
o )
sendo:
Ely = rigidez a2 flexao no plano x-0-2

Et = rigidez a flexao no plano y-0-z

Da resistencia dos materiais, tem-se as relacgoes

2 2,

= E1_(2Y) e Moo= 1 (24
X 922 Y Y 37_2
substituindo-se na integral, chega-se a:
L L

x,3%u, 2 Ix 32v, 2

= —= (=) dz + —(=—) d (3.20)
2 oz 2 23zt
o o

Observagao: Nao sera considerada a energia de deformacao

devido ao cisalhamento por ser desprezivel.

A energia de deformacao devido a torcao em fungao do es -

forco solicitante Mt € dada por:

L
MZ
t
VMt YT dz (3.21)
o
onde:

Jt = momento de inércia a torcao, tambem chamado de cons-

tante de torgao CT|2|.
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1 [LtadA , onde a integral se extende a todo o desen

Jt =3
volvimente L dos elementos da secao ou ainda quando
se tratar de pegas compostas, tem-se:
17 3 |
Jy = 3 I m.t., , comm = comprimento da linha media da
i=1
secao considerada e t = espessura do elemento. Por -

tanto Jt e uma caracteristica da forma e dimensao da

segao considerada.

Designando 8' o angulo causado por Mt na unidade de compri
mento da haste, obtem-se as relacdes:
d6 M

a' = - (3.22)

dz GJt

substituindo-se (3.22) em (3.21), obtem-se:

. GC 2
. T (20
VMt = 5 (az) dz (3.23)
[
onde:
Ly = Yy
GC. = rigidez a torgao.

T

0 empenamento & caracterizado pelo fato de que a seg¢ao
transversal da haste ao se deformar nao permanece mais

plana. Os deslocamentos do pontoc no plano podem ser dados

|37

-
-

pelas expressoes

v = "x8 (3.24)

u = +y@

0s deslocamentos correspondentes aos eixos sao:
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Designando w(x,y) a fungao que caracteriza a forma do em-
penamento e por 6' o angulo causado por Mt na unidade de
comprimento da haste, Mt atua no plano x-{-y. Mas com

(3.22) posso escrever:
w=208"w (3.25)

Tomando-se um elemento infinitesimal dz da haste, o angu-

lo de torgao df sera dado por:

NPT
o' = — (3.26)

Se houver impedimento parcial, este mantera a mesma forma
w(x,y) mas sua intensidade sera reduzida como se fosse pro
vocada por um momento de torg¢ao uniforme Mtu < Mt, como

consequencia 9' sera menor que o anterior e valera

£ ———

GJt

Portanto (3.25) permanecera valida, notando-se porém que
8' varia s6 com z e w varia com x e y. Um elemento dz de
uma fibra sofrera uma alteracao de seu comprimento, evi -
dentemente fgual - a dw, isto implica que havera um alonga-

mento e que Sera expresso por:
€ = I~ (3.27)

Sabendo que 6' so depende de z e representando
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noo 48!
6" = 2 (3.28)

pPOsSsO escrever:

e =0"w (3.29)

0 calculo da tensac normal é dado pela expressao conheci-
da da resistencia dos materiais 0 = Ee. Pode-se calcular

a tensao normal na secao transversal da haste, e vale:

6 =E 6" w (3.30)

A tens3o O varia dentro da segao com a fungao w(x,y), (di
mensao: L?).

A grandeza w toma o nome de "area setorial'. Quando nao
existe na secao outros esforgos solicitantes (M,N) que deem
lugar a tensoes normais,as tensoes dadas em (3.30) devem

estar em equilibrio, isto e, devem ser tais que:

[ odA = [ E 0" w dA = 0

[ yodA = [ y E 8" w dA = 0 (3.31)

Como £E0'" €& constante dentro da segao, implica:
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y w dA = 0
J (3.32)

x w dA = 0

Estas tres ultimas igualdades constituem propriedades ca-
racter{sticas da fungao w correspondente ao caso em que

nao existem M, N e que toma, entac o nome de ''area seto -

2]

rial principal"
Define-se como sendo "momento de inercia setorfal' a gran
deza que tem a dimensao L®, e & dada por:
J =[ w2 dA =[ w2 dx dy (3.33)

A - A

A energia de deformagao por unidade de volume € assim ex-

pressa:
VE =3 J 9,,€,, dv (3.34)
v

Sabe-se que:

o = E 8" w
4 4

e = 8"w
2z
Substituindo-se em {(3.34), obtém-se:
[ - -
Ve =;J E(0")?(w)3dv = %J E(0")?(w)2dxdydz (3.35)
v v

Como w € fungao so de x e y, vem:
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L L
1 2 =2 - 1 "y 2
VE = 3 J E(8") dz{ w* dxdy 3 E Jw [ (8")%dz (3.36)
o A

o]
onde:

J, = momento de inércia setorial, tambem conhecida por

2]

constante de empenamento C., entao:

L gc 329 2
Ve = X (—) dz (3.36.a)
[a]

Portanto a energia de deformagac da haste (Vo) é

dada pela soma de (3.20), (3.23) e (3.36.a), assim:

L gy 32y 2 L el a2y 2 LGcraa2
v, = X(—) dz+ —L(— ) dz+ —'(—) dz+
0

2 az? 2 az? 2 3z

L ¢ 329 2
+ —2(—) dz (3.37)
o 2 3z?

3.3.1.3. TRABALHO DAS MOLAS (UI)

Como ja fol dito anteriormente, existem dois ca-
sos em estudo. O primeiro, CASO |, trata da suposigao feita de
que o vinculo entre a haste e o montante seja um engastamento,e
em relagao a extremidade da haste, considerar-se-a a possibili-
dade de aparecer alguma restrigao a tor¢ao. Desta forma intro -
duz-se uma mola de torgao de rigidez K,. Se K, = 0, a extremida
de da haste sera livre para rotagoes. Se K, + =, o vinculo ten-

dera a ser um engastamento perfeito em relacdo a torgdo. A posi
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¢ao de K, é mostrada na Figura (3.5).
- ) ) : ) &

k
=

|-
e Ki
220 _ Z=1
(a)
{b)
FIGURA (3.5}

0 trabalho efetuado por esta mola de torcao e da-

do por
} 2
V, =3 K, 8] (3.38)
z=L
0 segundo caso, Caso !, trata da suposigao feita

de que o vinculo entre a haste e o montante seja uma articula -
¢ao elastica de rigidez K,, em relagao 3 torgao, como mostra a
Figura (3.6). Se K, = 0, trata-se de uma articulagao simples.

Se K, + = o0 vinculo tende para um engastamento perfeito entre a
haste o o montante. Com relagcao a extremidade da haste o proble

ma se torna igqual ao apresentado no primeiro caso, e analogamen

te o trabalho de K, sera dado por (3.38).

Na Figura (3.6), da geometria tiramos que:

92 & - 92
8§, = a(l-cos ) = a(l1-1+ 3T - .) = a 5
atb+h-v¥ = v+§ +(a+b)cos 8+h cos ¢ L
2 2
V*gbe +DL--V (3-39)

2 2
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- G

4 mmmmpeme-
a
A
b
4
h
1
vl
1 {
é.
v
FIOURA (3.6)
Ainda da figura (3.6) tiramos que:
u="hsen ¢ - b sen 8 (3.40)

para pequenos angulos: sen 8 Z 8 , sen ¢ - ¢ _°,

utb _sen O (3.40.a)
h

sen ¢ = ¢ =

Substituindo (3.40.a) em (3.39), chega-se a:
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b6% . h,u?+2buf+b?g?
% o 2
v 7 + 5l v ) (3.41)
0 trabalho efetuado por K, sera dado por:
1 2 ] u+b6,]”
Vl = —2- Kz(e+¢) = -i K2[9+( B )] (3.'42)

e que desenvolvendo chega-se a:

K
2
V, = 5 (c,u’+c ub+c,6?) (3.43)
1 7 1 2 3
z=z
t
sendo
¢, = -
1 hz
c, = (2 +2
2
h h
2
c, = (1+ %

3.3.1.4 - TRABALHO DAS FORCAS EXTERNAS (W)

As reacgoes provocadas pelo cabo e pelo montante
provenientes de uma tensao 0 na haste serao considerados como
esforgos externos juntamente com o carregamento P (o qual se
deseja determinar o seu valor critico de instabilidade). Se o
montante esta vinculado a haste rigidamente o trabalho reali-

NC)_

zado por T sera nao conservativo (W Sao as chamadas ‘'follow

er forces" ou '"forcas seguidoras'.

Se o montante esta articulado elasticamente a
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haste o trabalho realizado por T sera conservativo como mostra

a Figura (3.6).

A Figura (3.10)nos da a idéia do trabalho nao con

servativo de T. Nos dois casos anteriores o trabalho de P sera

conservativo

Passa-se a determinar as parcelas corresponden -

tes ao trabalho das forcas externas.

1)

2)

Trabalho realizado por N correspondente ac encurtamento
da haste, A energia de deforma¢ao em fungao do esforgo

solicitante N € dada por:

L
N2
W, = — dz (3.44)
ZEA
o
onde:
A = area da secao transversal da haste

E = modulo de elasticidade (mddulo de Young)

=
L}

esforco de compressao provocado por T,

Da expressao (3.16), substituindo em (3.44) obtem-se:

Lt (2 (b-a)+al)]t
WN = c P . dz
ab 2EA
0
2 2
T%L [z (b-a)+al
Wy = Q P = Constante (3.45)
2EA ab

Parcela referente ao trabalho realizado por N devido a in

teragao esforgo normal-flexao.
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Da Figura (3.7) , quando um elemento de compri -
mento dz passa para uma configuracao de comprimento ds, o esfor
¢o N, situado no centro de gravidade (CG) da secdo, realiza um

trabalho que e dado por:

L L
ds
w| = [ N(ds-dz) = [ N(E; -1)dz (3.46)
) o
0 elemento ds é dado por (ver Figura 3.7)
/’ ds // avd, 2 aut ’
- 2 %2 % 2 . ds _ * "
ds dz®+dv*"+du® S |+(§;—) +(§E_) (3-47)
Desenvolvendo em série de Taylor, obtem-se:
ds 1, dv¥ ’ PoavE Y 1, 3u% 0 1, avE,
= "ale) TRl 2 ) o
a s b a ofs o
Vl‘\ u"‘
Desprezando-se (az ) e (az ) em presenca de
av,? Bu*, 2
('B'z—') e (-B—E— vem:
ds 1o, 1 ,9u*,2
Ve ) vz ) (3.48)
'iu_ .
- , .
) LX)
2
o yx
o ca
(b}

FIBURA (3.7}



Substituindo-se (3.48) em (3.46), obtem-se:

]

L 2 L 2
1, dv® P
W ={ N(g";— + (55-) dz (3.49)

As coordenadas u® e v® sao referidas ao CG da se
¢ao. Fazendo-se uma mudanca de coordenadas para o CC, origem do

sistema de coordenadas. Assim da figura (3.7.b) tiramos que:

v¥ = v + e cos B = v + e
u® = u + e sen B8 = u + e 0
ov* _ 3y

3z 0z

du® _ du ‘e 28

9z z 3z

Substituindo estas relacoes em {3.49), obtem-se

finalmente:

L 2
v, = %[ N[(%-z‘i) 22 2e(2Y) 32 +e? (30*] 02 (3.50)
o
3) Trabalho do esforgo externo P que atua na coordenada z
sera_sempre. conservativo..:Para a determinagao do abaixa
mento da carga P durante a flambagem lateral, considere
mos as reacgoes provocadas por P mostradas na figura(s.8)

cujos valores sao:

P, = —54L-zp) (3.51)
Pz

P = —.E (3-52)

2 L

Para facilitar a compreensao dessa dedugao supomos que
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na coordenada zp, ponto de aplicacao de P, haja um engas-
tamento e que existem duas hastes em balango de comprimen
tos zp e L--zp sujeitas aos carregamentos P1 e P2 respecti
Qamente. Considerando um elemento infinitesimal dz situa-
do no eixo longitudinal da haste. Ha uma curvatura deste

elemento no plano x 0z, sendo a secao abaixo do ponto de

aplicagao de P considerada fixa.

:

—_— P"
2
..f--.-lbm
v
n

1

FIGURA (3.8)

Na figura (3.9), a variacao da tangente a linha elastica
e dada pela segunda variacao do deslocamento u, ou seja

d ,3u -
—(—~—) , que e o mesmo que curvatura,
9z "3z 9

!

FIGURA( 3.9)

A extremidade da haste descreve um comprimento de arco in

finitesimal ds, dado por:
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2

du -
ds = az(sz)(zp z)dz

no plano x0z.

A componente vertical deste comprimento de arco e dada por

(ver figura (3.10)):

3%u

dv = 8ds = § — (z -z)dz (3.53)
3z? P

0 abaixamento do ponto de aplicagao da carga P devido a

flambagem latera! da haste € obtido pela soma de todas as
componentes dv da haste entre 0-zp ou zp—L. 0 trabalho de

P sera a soma dos trabalhos de P, e de P,. Entao, tem~se:

z L
w; = Pv*l +I pPl(g-z—g-)(e)zdz+f PZ(E-EE-)(G)(L-z)dz+P61
z

3z?2 5z?
p

z
p

sendo que:

<
H
n

v cos 6 = v

FIBURA( 3.10)
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Cn
I

92
a{l-cos 9) = a — » vem:

p P(L-2z ) 3%u L b, 32y
W =.Pv| + P_{ 2)(e)zdz+ —B(—)(8) (L-2)dz+
r4
Zz

P L 9z L 93z?
p ‘o
p
+ 22 92, (3.54)
2 z
p
0 trabalho do esforgo T proveniente da acao do cabo no

montante e diferente em cada um dos casos. Senao ve jamos:

4.1} No caso em que o sistema € conservativo (Caso !1),da

figura (3.6) tiramos que o trabalho de T resultara:
WD = T v# (3.55)

Com (3.41), substituindo em (3.55)}, vem:

c _ . [b8%2 1., 242 '
WT = T["-E-— + Zh(u +2ubB+b“g )] (3.56)

4:2) No caso em que o sistema € nao conservative (Caso |)

da figura (3.10) tiramos que o trabalho de T resultara:

NC T g Y
Wy o= oT vEL - T G (0)zdz-| T, (5=2) (8)(L-2)dz
z

12
dz 5 9z?
T

+T,6,-T, (u+s ) (3.57)

sendo que:

T1 =T cos 8 = T
T2 =T sen 6§ = Te
(L-z_)
T, =T S
L
. ) TzT
12

L
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92
62 = b{l-cos 8) = b =3
63 = b sen B = bo
v¥ = v cos 8 = v
Substituindo tudo em (3.57) e fazendo z; = zp chega-se a:
NC %5 T(L-2.) 3%y L Tz, 32u
WT = =Tv~- ( Y(8)zdz- —{(—)(8) (L-2)dz
L 3z L 32?
o z
p
2
-1 -Tou| -Tbo?| (3.58)
2
o ‘T 1

A Energia Potencial Total T sera a soma da energia

de deformacao da haste com o trabalho das forcas externas

T =-v+ (3.59)

Por outro lado a energia de deformacao da haste €

a soma das parcelas Uo’ v , Vv

o ,» portanto:

V=4V eV, (3.60)
Substituindo (3.60) em (3.59), vem:
1 = -(UO+V0+V1) + wi (i=1,2) (3.61)

No caso em que o sistema € nao conservativo o tra

balho das forgas externas W, sera:

W, = wp + wT + WN + w| {3.62)

No caso em que o sistema € conservativo o traba -
Tho das forgas externas W, sera:

_ € c
W, = wp U M+ (3 .63)
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0Olhando para a expressao (3.45), parcela correspogi
dente ao trabalho realizado por N no encurtamento da haste, nota
se que se trata de um valor constante e que sua variacao é nula
durante o estudo. Sendo assim, pode-se agrupa-lo com o nivel ini

cial de energia Uy tambem constante.

U = U + W
o o N

T L|lz (b-a)+alL
o P

S|
n
=
+

= constante (3.64)
2EA ab

Introduzindo (3.64) em (3.61), vem:
mo= (T 4V _+V)) o+ W (3.65)

Substituindo {3.37), (3.38), (3.43), (3.50), (3.54)
(3.56), (3.58) em (3.65),

para i = 1

X(l—) + —L(—) + —(—) + —2(—) |dz+
2 az? 2 2z? 2 3z 2 9z?

Lrer a2y El_ 3%u 2 GCp 38 2 EC d%6 2
~-{U +
o)

2 3u du 236 3p 2
(——) +(—) +2e(—) (-—)+e? (—) |dz+
Bz 3z az dz 3z

p(L z ) 3%y z
+(P-T)v| +(P-T) —-——E-(———)(e)zdz+(P -y} 2.
z =2 L 5z2
P T L] z

3%u g2
(———)(8)(L z)dz+(Pa-Th) —

l -TBuI {31.66)
9z? zp=z

Z=2Z

I
L)

para i
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_ El, 8%v 2 EI_ 3%u G 38 * EC_3%6 2
7= -{T + ———(——-—) =)+ —(=) + () |dz+
o

2 3z? 2 3z 2 3z 2 3z?

1 ] ) N L ov 2
+ - KIGZ[ + — K, (c u +c uf+c,H )l } o+ - (—) +
2 z=L 2 2=z . 2 o

Ju ? dy 96 36 2 P(L-2 )
+{(—) +2e(-—) (——)+e? {—) ]dz+Pv| +P —E
3z 3Z 23z 0z z=z L

p o

3%u L z 3%u
A—=) (8)zdz+P —P-(——)(e)(L -z)dz+Pa —l

3z2 L a8z? z=z

z
P
Lk 1
-T[ + —-(u2+2bu9+b262)]| (3.67}
2 2h z=2

T
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CAPITULO IV

MONTAGEM E MINIMIZACAO DO FUNCIONAL

0 funcional que iremos montar € tambem conhecido
por "Lagrangeano'' ou ''Potencial Cinético'. E & dele que se ob-
tem atraves da sua minimizagao as ''equagoes de Euler-Lagrange"

ou "equacoes do movimento'" e as ''condi¢Ges de contorno naturais'.

4.1 - MONTAGEM DO FUNCIONAL (L)

A Energia Total (L) do sistema € dada por:

L =T + 1 (4.1)

sendo que:

T = energia cinetica
I = energia potencial total
onde:
I = -V + W
L=T-V + wi (i=1,2) (4.2)

Considerando somente os termos lineares de (3.14)

para o Caso |, o Lagrangeano sera:

L L
L = %;[ [( ) +(Bv) +K2( ]dz+pAe[ (%%)(%%)dz-
o

O
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] 2 N ; 2 Ju 2
+ 5 K0 b+ g ( ) + 2e ( )( ) 238 Z) + (33) |dz +
z=L (o) ’
z L
P P(L-zp) 22, , 52,
+ (P-T)v +(P-T) - (az ) (0)zdz+ (P-T) T (537) ().
zp=zT [¢] i zp
92 -
{(L-z)dz + (Pa-Th) 5 = Tou (4.3)
*pm T z=zo
Para o caso !l, o Lagrangeano sera
ot 2 2 L
_eh | | 230 o | (@Y 20y, -
L =5 [ [(Bt) + ( ) +K (Bt) dz+pAe [o(at)(at)dz
o
i L £l azv 2 Et .22 GCo .02 EC aze)2
- U+ = (= 7) + X ( 5) + (55) + —X (5" |dz +
o 2 3z 2 3z 2 2 az
L
1 2 1 2 2 N v,y 2
+ = K]e + 3 KZ(cJu +c2ue+c3e ) I+ 3 J [(—;) +
2 2
uy 2 36
+ (33) + 2e ( )( ) e” (33) ]dz + Pv +
z=z
p
p (L-z ) a2 L z a2
+ P P (2 Y)(g)zdz+P L (£ Yy (g) (L-2)dz +
L 3 2 L 2
z 3z
o z
p
2 2
+ pa &0 - 712+ L (WZiabueenle?) (4.4)
2 'z=z2 2 2h .

T
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h,2. APLICACAO DO PRINCIPIO DE HAMILTON

Do Principio de Hamilton, tem-se:

SL dt = 0 (4L.5)

Para sistemas holonomicos (ver Apendice 11) pode-
se permutar os simbolos J e 8§, de (4.5) obtemos:

t, t,

sldt = § (T+n)dt = 0 4 .6)

4.3.- MINITMIZACAO DO FUNCIONAL (L)

Imagina-se que a estrutura esteja num estado de

equilibrio sob o carregamento P.

Dando uma perturbacao, como por exemplo: for-
¢ca de impacto ou qualquer acao externa, tirando-a da posicio de

estabilidade.

Cessada a causa externa, esta entrara em estado de

vibragao com frequencia w.

Assumindo a forma geral de solugoes no espaco e

no tempo como sendo:

u =U(Z.t)
v = v(z,t) (4.7)
8 = 6(z,t)

tem-se solugoes do tipo complexa e complexa conjugada, assim:
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u,u = u(z)eiiwt
v,v = \«(z)eiimt (4.8}
6,8 = S(Z)eiimt

sendo u(z), v(z), 6{(z) as amplitudes do movimento.

Para o estado de equilibrio '"estavel’, entra-se
com a justificativa fisica suficiente para assegurar que cada
frequencia de vibragao w tem que ser real, em outras palavras

todas as solucoes para w? ter3do que ser positivas.

A frequencia de vibragao decidira qual serada o ti
po de movimento e se o equilibrio € ou nao estavel. Como solu-
coes do tipo complexa, as duas formas: complexa e complexa con

jugada satisfazem, deve-se tomar as duas.

Para simplificar a notacao, fagamos:

= v analogamente para as demais.

Derivando (4.8) em relagao ao tempo t, vem:

<|
n
'
<
£
o
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Analogamente:

W

2

v

9

Derivando (4.8) em relagao a z, obtem-se:

. HEN)
B'Ne' t
~giwe ‘Wt
02w2
uiwe
. —iwt
~uiwe
ule?
. iw . ~jwt
¢ = (viwe t)e(-lw)e
iw
= y_ e t
-iwmt
= u
- 2
= U= u
Uy, z
fwt
= u__e
2z
~jwt
= U _.e
zz
=u .U = y?
zz zZ zz
Analogamente
o .6 =02
2’z z
= 6 = 82
zz' zz zz
twt — -1t
G = e =
(uzze ) (6 e )

Substituindo-se as expressoes

(4.9)

(4.9) em (4.6), no-
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ta-se que ela ficou independente do tempo t. Dessa forma de (%4.6)

tem-se:
tz 22
8 Ldt = Ldz(tz-tl) + Minimo (4.10)
t, z,

Sendo os instantes t e t arbitrarios resta agora

2

determinar o minimo do seguinte funcional

2
6[ Ltdz = 0 (ho11)
z
1
e que corresponde a um valor estacionario da energia total do
sistema.

0 Principio Variacional de Hamilton|3| e o ponto
de partida para se estabelecer as equagoes do movimento para pe
quenas oscilagoes em torno da posigao de equilibrio da estrutu-

ra sob um estado de carregamento P.

Substituindo-se (4.9) em (4.3) eem (4.11)resulta:

L L
El
5[ (% wiul+ ﬂ%i w2e62+mewiud+ % wiv?)dz -BUO-GJ [ zx(vzz)2+
o o
iy_ 2 GcT 2 ECW 2 ! 2
+ ; (uzz) + T(ez) + T(Bzz) dz-ﬁ(; K, ’z:L)+
L
+(§)6J [(vz)2+(uz)2+2e(uz)(Qz)+ez(ez)zjd2+(P‘T)5V|Z =z+
o P T
L
(L-z) P z
+(P-T)}|— P |[§ (uzz)(e)zdz+(P-T)(—R)6 (uzz)(B).
L o L 7 '
. p
Pa-Tb
LAL=-z)dz+ (—

2 - =
)ée IZP=ZT Té(u.0)|,_, 0 (4.12)

2 T
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Substituindo (4.9) em (h.4) e em(b.i1)resulta:

L
m mk 2 2 9 m _ L Elx
8| (3 wlu?+ —— w?6%+mew?ub+ ¢ w?v2)dz-86T -8| [—X(v )2+
2 2 2 0 2 zz
o ' o
£l ) GCT ) ECW ) i ,
+ ——x(uzz) + — (0 )%+ —=(e,,) dz-6(§ K,® | )+
2 2 2 z=L

L
N
+(E)6[ [(vz)zf(uz)2+2e(uz)(Bz)+e2(ez)2]dz-6[% Kz(c1u2+
o

. 1 (L-z ) P
+c2u6+c38 %]l +P.6vlz 4P| ——P |5 (uzz)(B)zdz+

z2=2Zy b L o
r4 L 2
+P(=P) s (u )(8)(L-2z)dz+ B2 se* | -Ta[ﬁ- + S(u?s
L zZZ 2 2 2 Z2h
zp P
+2bue+b292)]| = 0 E (4.13)
zZ=2

Genericamente, o problema consiste em determinar
o extremo de um funcional de tres campos (u,v,8) contendo as se

guintes funcoes:
L
J[u,v,8] =6J F[u,v,e,uz,vz,ﬁz.uzz,vzz,ezz,z]dz+6fi(u,v,e)
o

(i=1,2) (4.14)

cu

J[u,v,8] =81 + 81 (i=1,2) (4.15)

2j

onde z € a Unica variavel independente, e b = 5fi(u.v,8) apa-

recera como condicao de contorno natural. Como em algum ponto

podera existir descontinuidade em alguma derivada das fungoes,
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ou mesmo nas funcoes, como por exemplo: o esfor¢co cortante sofre

ra uma descontinuidade em v e u na coordenada z = z . Em
zz2z 222 D

vista de que neste estudo nao se esta considerando a energia de
deformacao devido ao cisalhamento, nao havera este problema, mas

de uma maneira geral ter-se-fa:

- ~ 2
As funcoes u, v,% sao sempre de classe C° em re-
lacao a variavel z, com excecao do ponto z = z,» na qual podera

haver alguma descontinuidade.

Em virtude disso, no funcional F, & necessario fa-
zer a variacao em trechos continuos, passando, desse modo a ter

0 sequinte aspecto:

z
P
T [u,v,8] = 6 Flu,v,0,u_,v_,0 ,u__,v__,8_ _,u ,V ,z]dz+
i z' 'z’ 'z’ zz' zz’ zz’' 222’ 222
o
L
+8 F[u,v,ﬁ,u SV_,0 ,u_,v__,8 u , V ,z]dz+
z’ 2"z’ zz’ zz’' zz’ 222’ 222
] 4
z
p
+6fi(u,v,@ (i=1,2) (4.16)

Suponhamos que existam

u = u*{z)
v = v&{z)
8 = 6%(z)

funcoes estas que minimizam o funcional r Qualquer outra fun-
¢ao candidata pode ser representada,em um campo de funcoes admissi -

veis, como sendo uma familia de funcoes candidatas, assim expres
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sas:
u(z) = u®(z) + e,;n(z)
viz) = v¥(z) + g,p(2)}
8(z) = 8%(z) + e,¢(z)
u(z) = u*(z) + en (z2)
v (z) = v¥(z) + e,0 (2)
6,(z) = 08%(z) + €,¢ (2)
u(2) = ui (2) + e;n__(2)
v, (2) = vi (2) + e,0, (2)
6,,(2) = 8% (z2) + e;0, ()

4 4 - EQUACOES DE EULER-LAGRANGE E CONDICBES DE CONTORNO NATURAIS

Aplicando-se o ''Calculo das Variacoes'" em (4.15),

chega-se a:

3 (k) =0

F - — (F ) +
u 0z Uz 9z? Y2z
2
Fo-2 (F )+ 2= (F ) =0
dz Yz az? Vzz
2
Fg - = (Fg) + 2= (F, ) =0 (4.17)
az z oz? zz
e
Fo. Nz # |:Fu B g% (Fu M
zz °© Yz © zz
Foop. + [F. - == (F. o
v z v dz v

zz z zz
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3
Fo 9, + [Fg = 55 (Fg )]0 (4.18)
zz z zz
Onde as equagoes (4.17) sdo as chamadas equagdes
de "Euler-Lagrange' ou equacoes do ”Movimentb”, e (4.18) sao as
chamadas 'condigoes de contorno naturais' por aparecerem natu -

ralmente da minimizacao do funcional I,.

Ao se fazer a variagao de l2i deve-se ter em con-
ta que esta variagao € discreta, ou seja: em torno de um ponto,
e nao de uma forma continua como em .
para i = 1 (CASO 1) vem:

] P =Tb
§f, (u,v,8) = 5[— 5K192+(—F-’i;—)ez-T(e)(u)+(P-T)v] =0 (4.19)

A condigao para a existencia de um extremo para

§F, = 21 =0 (j=1,2,3), (i=1,2) (4.20)

Donde, substituindo a familia de fungoes candida-

tas em (4.20) tem-se:

L, =" % K1(9*+€3¢)2+(£E§JE)(B*+€3¢}2'T(U*+Eln)(9*+€3¢)+

+(P-T) (v*+e,p)} (k.21)

De (4.20), para j = 1

at
21 = _Ten (1}.22)

= = ={
1 El EZ 83

d¢
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para j = 2
CRi
1
362' =(P-T)p
2 — - -
€,=€,=€,=0
para j = 3
alzi
5T , =-K,0¢+(Pa-Th)0¢-Tug

3 g, =€,=€,=0
para i = 2 (CASO !1), vem:

- 2 2_ | 2 2
sz(u,v,e) = 6[ 5 K,® 5 K,(c u +c,ub+c, 6 )+P.v+

bo? 1
+ %; 62-T ~ * 7" (u2+2bub+b202)| = 0

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Donde, substituindo-se a familia de fungcoes candi

datas em (4.20), tem-se:
l,, = - % K, (8%+e,¢)%- % Kz[cz(U*+€1ﬂ)2+ca(u*+€1n)-

.(9*+83¢)+C3(e*+53¢)2]+P(V*+€2p)+ %;(G*+ea ¢)2-

-T{%(9*+53¢)2+ %g[@*+51“)2+2b(u*+€1n)(9*+€a¢)+

+b? (8%4e,0)2]Y = 0

pe (4.20),para j =1

22 =- 3 K,[2¢,utc, 6]n- L(u+bo)n

(4,26)

(4.27)
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at,, R (4.28)
= o) l*.

9E, €,=€,=€,=0

para | = 3

at,, K,

3e = K007 —(c,uv2c,0) 4+Rate-T[bos

3 El=€2=€3

+ %(bu+b29)] (4.29)

De posse das equagoes (4.17), e aplicando em (4.1
obtem-se as equacoes diferenciais a derivadas parciais do movi-

mento.

CASO ):

1) mw?{u+ed)- Jl[ﬂ(uz+e82)]+ 35—[*E!y(uzz)+

9z 3z2
222
+(P-T) (z+z - ")(e)} = 0 (4.29.1)
P
2) mwlv- i% N(VZ)J+ j%;[-Elx(vzzi] = 0 (4.29.2)

22z
3) mw? (eu+K?6)+(P-T) {z+z - -y (u_)- ji.—Gc
p L zz

9z T

2
(BZ)+Ne(uz+eez)]+ f&;[-ECw(Gzzi} = 0 (4.29.3)

Analogamente, de posse das equagoes (4.17) e apli
cando em (4.13), obtem-se as equacoes diferenciais a derivadas

parciais do movimento.
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CASO |1:

1) mw? (u+ed) - —-|:N(u eb )] [Ely(uzz)+

dz
2z z
+P(z+zp- --P-)(e):I = 0 (4.30.1)
L
2) mw?v- --a-[N(v )]+ i[-u (v )] = 0 (4.30.2)
32 z 3z2 x zz
22z
3) mw?(eu+k?8)+P(z+z - ———E)(u )- ——[-GC
P L 3z T

2
(8 Y+Ne(u_+eb )] 3 EC, (9 )J = 0
Z 4 z z22Z
3z* [ (4.30.3)

Aplicando-se (4.12) em (4.18) e adicionando-se o

resultando da variagao em (4.19), vem:

CASO |I:

1) [TE¥Y(uzz{] an+[ﬁP-T)(z+zp- i§fﬂ)é]
o

- ;;[-E.Y(u J}|Ln+[(p -T) (242 - i-ziﬂ)ej

nz+{N(uz)-

z
p

z
p

~Te| n 4 .31.1)

z
p

L L
: d
2) [er, v, ) | [o, et ) e, (v ]3] eetpemh
[s] o

(4.31.2)
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L L
3) [;ECW(BZZ)]‘ ¢Z+{-GCT(BZ)+Ne(uz+eBZ)- g%[}ECw(BZZ)]}I b+
o

Q

+(-K16)|¢ +[}(Pa-Tb)9-T€1

z z
P P

¢ (4.31.3)

Analogamente, aplicando (4.13) em (4.18) e adicio

nando-se o resultado da variacao em (4.25), vem:

CASO 11:

L 222
1) {-Ely(uzz)J{ nz+|:P(z+zP- —-I-J’-)e“ nz+{N(uz)-

o z
P

3 22z
- E[ﬂEly(uzz):'}l n+[|f(z+zp- ——EL )6-
o
Ko

T
- ——(2c1u+c26)- 4(u+b8)]
2 h

| (4.32.1)

z
p

L L
2) [fElx(vzzi]l pz+{N(vz)- g;[fElx(vzz)]}l p+Pp (4 .32.2)
o o

L
3) [—Ecw(ezz)h ¢Zf{-fscT(ez)+ue(uz+eez)-
O

L
- %[—ECW(BZZ)]}! ¢+(—K‘16)| ¢ +{Pa 8-T[b9+
o z=L
1 2 K,
+ (bu+b®8) - —-(cz_u+2cse)}| ¢ (4.32.3)

2
F4

p
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4.5 - CONDICOES DE CONTORNO IMPOSTAS OU GEOMETR!CAS

Em virtude das restrigoes a deslocamentos e impo-
sicoes fisicas,como por exemplo, momentos fletores iguais a ze-

ro nas extremidades, as condicoes de contorno geométricas serao:

u(0) = wu(L) =0

v (0) = v(L) =0

u,,(0) =u (L) =0

v, (0) = v (L) =0 (4.33)

Se houver restrigao com relagcao 2 torc¢ao nas duas

extremidades A, =0, 12 = 1, teremos:

8(0) = o8(L) =0

92(0) £ 0

6,(L) # 70

6,,(0) #0 )

6,,(L} #0 (4.34.1)

E, se houver restricao com relagdo a torgao somen

te em uma extremidade ll =1, Az = 0, teremos:

e(0) = {0

e(L) £ 0

8,(0) =# 0

GZ(L) # 0

BZZ(G) £ 0

o

ezz(L) # (4.34,2)
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I .
. A L =
M=o ‘ A=t

e =4 3.2:0
(a) (b)

FIOURA (4.1)

Combinando-se as condicoes de contorno geométricas
com as condigoes de contorno naturais obtem~se diferentes proble
mas . Assim na expressao (4.31.1), para a condig3do de contorno geo

metrica uZZ(O) = uzz(L) = 0, ter-se-a como condi¢ao de contorno

natural n =1 0,obrigatoriamente do lema fundamental do Cal-

z
culo das Variagcoes. No caso particular em que P = T, sobra n=0.
Para uzz(O) £ 0, uzz(L) £ 0, o que corresponderia a um engasta -

mento nas extremidades tem-se que ter n = n, = 0.

Na expressao (4.31.2) para a condigao de contorno

geométrica vZZ(D) = vzz(L) = 0, ter-se-a como condigao de contor
no natural p = 0 , obrigatoriamente.

No caso particular em que N = 0 e P = T implica em
p = qualquer. Para v_,(0) #0, v (L) #0, terfamos que ter
p=p, = 0, obrigatoriamente.

Para a expressao (#.31.3) € necessario somente
¢, = ¢ =0, ja que de (4.34.1) tira-se 8 _(0) # 0, 6,(L) £0 ,
BZZ(O) £ 0, ezz(L) £ 0, e em u(zp) £ 0, 9(zp) £ 0.
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CAPITULO V

APLICACAQC DO METODO DE RAYLEIGH-RITZ

5.1 - CONSIDERACOES

A questdao da estabilidade pode ser respondida pe-
lo exame da equagao variacional (h4.14). ]

A resolucao do problema na forma em que esta apre
sentado é mais adequada pela integracao do sistema de equacoes
diferenciais analiticamente ou em outras palavras de uma forma
fechada. Embora a resolucao analitica de uma solugao exata, mui
tas vezes isto nao & possivel pelo grau de dificuldade em aque
estas equacoes diferenciais se ap+esentam.

£ necessario recorrer forcosamente aos ''métodos nu

méricos" que apresentam solucoes aproximadas.

5.2 - APLICACAO DO METODO A0 PROBLEMA

Uma das condigoes para a aplicacao do metodo de
Ritz € que as fungcoes de aproximacao escolhidas satisfacam as
condic¢coes de contorno geometricas. Para que haja uma generaliza
cao do problema é necessario coloca-lo em uma forma adimensio-

nal. Fazendo:

z
—z —

X=T » %X =T | (5.1)
V=7 u= .l (5.2)
v=% Vz\),L (5-3)
X .1
3z L
3y 1 du

- 3y
53w L " 3z ~ayx ¥ (5.4)
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= () = —X =y (5.5)

922 3z 92 X% 9z L XX

v 1 dv _ v _ (5.6)
av L 3z ° X T Vx

3%y 3 dv v 3X

—— —--(—---) = ——-E . —== = am \)XX (5'7)
9z? 9z 3z X a9z L
= ja € adimensional (rd)

36 _ 38 93X _ 1 938 1

3z " 9x 3z L 3X =T % (5.8)
3’6 _ 3 .38, _ 1 By (5.9)
322 3z 93z L

z = X.L 0 < z <L

dz = Ld¥ 0 < x <1

Substituindo as expressoes acima em (%.12) vem:

1
L = J [."l w2 (pL) 2+ %‘- K2w2(8)2+mew2(1pL) (8)+ % w? (\)L){' Ldyx~-
0

GCT

1 EC ]
vxy) 2+ —(— Bx)2+ ——E(—; Bxx){]de

1
L 2 L 2 L

e El,
o 2 L 2

1

] N 1 ]

- 20, _ 2 2 _ 2, 2

n K,0 !+ » [ [(wx) +(vx) +e(\bx)(L BX)+e (L Gx) ]de+
x= o

X . 1
+(P-T)(vL)l +(P-T)J p(l-XJ(% wxx)(e)XdeX+(P-T)’ X,
o

X=X
p Xp



102

2
(T 9,0 () (=) L2 (Pa-To) &) -7 (0) (u) (5.10)
Xp : Xp
P 2L
multiplicande tudo por ———— , resulta:
YEl_ GC
y T
! Z 4 2,2, 2
2,3
YGC_E YGC_EI YGCLEI
o T 'y T 'y T 'y

1

2.y EI El

+ _mUJ__L___ (\‘1)2 dXx- X (‘b X)2+ R S (v )2+

m GC X VET GC XX
y o T vy T

GCo , EC K,L

+1/—— (BX)2+ — (BXX)2 dy= (—————) (8)?

El L2V/GC_EI VGC_EI
Y T 'y T 'y

+

x=1

( TOL2 ) zp(b-a)+aL ()2 (v )2 e
+ - 8
ElchT " ) wx + vx +2(L)(wx)( X)+

e 2 2pL? 2T L2 (b+a)h | “p
+(=) (ex)2 d X+ - S — ) (1-X).
L Y /ElchT ab P

EIyGCT 4,
2pL? 2T0L2 (b+a)h (1
Ayy) (8) Xd X4 - ( ) (by) (0).
XX VEI GC YEI _GC ab XX
y T y °T -4
P
P.a-L T L2 p (b+a)h 27 L2
AR b=l = (=) ( ) |87 - —2>— .
ElyGCT ElyGCT ab /ElyGCT
: X=Xg
(b+a)h , 212
. (8) (P)+(P-T) ——— (v) {5.11)
ab /ElyGCT
X=X, y=
Xp
Chamando:
szM_ Y = E-C—I K = t

/EYGE} E'y .@T;ﬁ?
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T L2 EC 2PL?
O’ = o r =3 __W_ —P_ =
YEI_GC L2/EI GC YGC_EI -
y T y T T 'y
(b+a)F z {b-a)+al El
CK = 2[——— D = [P H= X
ab ab fEIyGCT
e substituindo em (5.11), resulta:
] i
2 2, (Ky?2 2 e 2 . | 2
L @[ @2 @ @+ ox| [ o )2
o o

| 1
2 2 2 _
+Y(0,) 24T (8, ) 29, ) ]ldx K1K62|x=1 +[ O'D[Wx)2+
o)

¥2(2) (9, (0,)+() (0,054 (v ) 2| axe (1% JF-o.¢,)

X i

p .
-J (wxx)(e)xdx+gp(ﬁ—o.ck)J (93, (8) (1-X) dxe
o X
P
SO @@ (e ® 2] -(o.c) () ()
[z L’ '2) ok L] |x=x K x_=x+
p p
+(F-0.c,) (v) | (5.12)
X=X

E, fazendo-se o mesmo caminhamento em (4.13), che
ga-se a:
1 1
K, 2 e 1
1 =[ 22| () 7 (f) (e)2+2(t)(w)(e)+(v)2]dX-J (3 () 2+
o

0

+Y(BX)2+ F(GXX)2+)4(vxx)z]dx-Klkezl -KzK[(%)z(w)2+

x=1

1
(24 2Ly (y) (o) 4 (14 %)2(9)2}+J c.n{}wx)2+
o]

h h =
X Xp
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Xp

e e,? 2 2 ) —
+2(E)(wx)(ex)+(L) (GX) +(vx) Tdx+ (1 xp)J P(wxx)(e)xdx+
o]

!
+xp[ wax)(e)(l-x)dx+ fz-(—f-)(e)zl +P (v) +c.ck[(2'“—h) (p) 2+
X=X

X P =
p X=Xp
b b? byg2
+(F)(W)(9)+(§FE + Er)e ] (5.13)
X=Xp
Na escolha das fungdes de aproximagao ver Apendice VI11,7.3

A representacao das funcoes de aproximacdao para

deslocamentos quando A, = 0, A, = 1 (Fig. 4.1.a) é:
FUNQAO TRIGONOMETRICA

N
Y = T a  sen nmy (5.14)

N
v = I Bn sen nmy (5.15)

Estas expressoes satisfazem as condicoes de contor
noem z = 0 e 2z =L que sao Y(0) = v(0) = 0 e ¥(1) = v(1) =0

respectivamente.

E, para rotacac teremos:
FUNCAO TRIGONOMETRICA
N
6 = I vy sen nmy (5.16)

e que satisfazem as condicoes de contorno em z = 0 e z = L que

sao 6(0) = 8(1) = 0.

Derivando as expressoes (5.14), (5.15) e (5.16):

N
Yy =nm I a cos nTY
n=1
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N
2
= ={(nT7 I o sen nT
wxx (nm) I X
N N
UX = nw E Bn cos nmy
n=1
N
v = ={nmw X sen nT
.~ ()n=]B VX
N
BX = nm E Y, €os nmy
n=1
N
] = -{(nm} I sen nT {5.17)
XX ] Yn X
Quando A, =1, A, =0 (Fig. 4.1.b) as funcoes de

aproximacao para deslocamentos nao se alteram.

A funcao de aproximagao para rotacao e

FUNCAO TRIGONOMETRICA

N T
8= X v_ sen (2n-1) &+ ¥ (5.18)
n 2
n=1
e que derivando obtem-se:
o, = (2n-1) I . cos(2n-1) I
X 7 = Y, cos(2n 7 X
n=1
™ 2 N kil ’
BXX = -[(Zn-I)(E)] nE] Y, éen(Zn-l) 5 X (5.19)

Substituindo-se as expressoces (5.14), (5.15),(5.16)
(5.17), (5.18) e (5.19) em (4.12) e (4.13) e aplicando a condi-
¢ao (4. 110) obtem-se um sistema de equacoes que pode ser posto

sob a forma matricial:

Onde os Aij(i,j=l,2.3) sao as sub-matrizes da ma-
triz originaria da Energia Cinetica e € denominada de '"Matriz do

Movimento' ou '"Matriz de Massa'.
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4
A, A, B, B, Cu Ci O(K _
2 b 4
L A, - B2 + C.. - Pk v,
A, A, B, 8, Cy sy | || ¥
. /’
FIGURA (5.1)

B, . (i,j=1,2,3) sao as sub-matrizes da matriz origi
ij -
naria do trabalho das forcas internas, € denominada de 'Matriz

de Rigidez".

Cij(i,j=l,2,3) sdo as sub-matrizes da matriz origi
naria do trabalho das forgas externas, € denominada de ''Matriz

de Carga', e V. e denominado '"Vetor de Carga'.

Atentando-se para o sistema de equacoes na figura
(5.1) nota-se que a equacao em By e independente das demais que
sao acopladas entre si (existem termos cruzados, (u).(0))forman-
do um sistema de equacoes de ordem inferior. Fazendo-se m2=0(cri

tério dinamico) o que implica em P = P em B chega-se a

critico’
uma equacao estatica. Como o conceito de estabilidade & um "con-

ceito dinamico' esta equagao nao vai interessar no estudo.

0 novo sistema colocado em forma de auto valores

sera:

01! Oz J‘

P

Onde 22 € o auto valor procurado e
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auto vetor

s

e 0=B'C (*)

Escrevendo de uma forma mais compacta, se

tem:
. .
0 x = %A x (5.20)
PFé multiplicando por ATl ven:
A7l ox = 0¥ 1x
(;_x" 9-921)5 = 8 (5.21)

A expressao (5.21) tambeém constitui um pro

blema de autovalores so que c¢olocado sob outra forma, onde 1
- A . -1 .
e a matriz fdentidade e M = A o ..

-

(5.22)

g
0 sequinte resultado &€ bem conhecido:

- Se M €& simétrica, entao todos os autovalores sao reais.

Portanto, de um modo geral temos que:

1
v
m

[ B4

e simetrica a instabilidade sera elastica.

- Se M nao € simetrica a instabilidade podera ser dinamica.

(*) 0 til! embaixo da letra indica a notagao de matriz.
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Em (5.20), fazendo-se 92=0, vem:

b oo

x = € x (5.23)

Isolando-se o parametro de carga P em C

chega-se a:

[ -]

' X
n
o

re
x

que constitui um problema de autovalores em P , e cujo resul-

tado serac os P exatos para cada modo de vibragao

criticos

{ou configuracao de equilibrio de Euler) da estrutura.

0O problema do equilfbrio sera estudado fa-
zendo-se a variacao dos parametros P e ¢ e obtendo-se como
2 ) -~ P .
resposta os autovalores w que sao as frequencias de vibra-

¢ao da estrutura sob o ja citado estado de carregamento, e

quando m2 trocar de sinal se atingiu a instabilidade.

A instabilidade dinamica ocorre quando ~ a
primeira frequencia de vibragao ao quadrado (m%) for maior que
a segunda frequencia ao quadrado (wg). ou seja, mf>wi,

sob um mesmoe estado de carregamento.

Portanto:

Se mf >0 , com m§‘< wz o sistema e dito estavel.’

2

Se m? < 0 se da a instabilidade elastica.

Se @f > mg se da a instabllidade dinamica
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CAPITULO VI

CONCLUSTES

6.1 .- APLICACAD A UM ESTUDO NAO LINEAR

ANALISE NAO LINEAR

Para se justificar a apresentagao do 'Critério
da Energia' apresentado em (2.2.2) serd desenvolvido um estu-
do da estabilidade de estruturas do tipo [l no qual se aplica
o caminhamento apresentado por Thompson|8l que e baseado nos
chamados ''coeficientes de estabilidade'" e serda levado em con-
ta a nao linearidade geométrica. As estruturas do tipo Il sao
aquelas nas quais o montante esta engastado elasticamente a
haste por meio de uma mola de torgao de rigidez K, e cuja

extremidade inferior esta impedida de sofrer deslocamentos ho

rizontais como mostra a figura (3.6). Nas extremidades da
haste (apoios) esta se considerando que existam vinculos do
tipo '"garfo' impedindo-a de girar livremente, como mostra a

figura (1.2).

Para este estudo foram feitas as seguintes hipd

teses:

1 - Rigidez 2 flexao no plano vertical (Y0Z) infinitamente
grande.

2 - Haste incompressivel e ha interagao entre os esforgos axi

al e de flexao.



'3 - Estrutura sujeita a grandes rotacoes.

4L - 0 material obedece a lei de Hooke (material elastico).

A fungao "Energia Potencial Total'" apresentada
em (3.67) nao podera ser usada em virtude de apresentar somen-
te os termos lineares. £ necessario se fazer a dedugao dos
termos nao lineares, apresentados a seguir: A curvatura da fi

bra neutra da haste e dada por:
X=—I-=— (6.])
R ,

A energia de deformagao devido a flexao sera:
L

v = %Z x2dz (6.2)

0

Expressando X em fungao do deslocamento u , tem-se:

du du
— = u = sen @ ® = arc sen =— = arc sen U
dz z z ~Z

Sabendo-se que:

_do _ d o _2,-1/2
X = i3 35 arc sen u, = uzz(l uz)
Substituindo-se em (6.2), tem-se:
L
o Eryf.2 o, 2y
V = J -—ZX[HZZ(‘ uz) ]dz (6-3)
Y

sendo que do desenvolvimento em série de Taylor resulta:

2. -1 2 4 6
-u =1 +u_ + + oo
(1-u7) ] , U, tu, 4+
s . - 2 ! 6
para se ter a linearizacao despreza-se u, *u, tu, *+ ...



0 trabalho de N | teado como hipo-

tese grandes rotagoes (Ver figura 6.1) | ser3 dado por:

L
Wy = N] (1 - cos 8)dz
0

b Y
L
R:::E;::::Jrh-_-——_——ﬂ"’/’/”/
FIGURA(G.1)

Observagao: Para pequenas rotagoes ter-se-ia:

Wy o= NJ(ds-dz}

sendo cos © = Jl-senze = /]-u;z =1 + %u;z +

vem:
b

NN = NJ (1 - vt-u; )dz
0

Para se obter a linearizacao despreza-se

Substituindo (6.5) em (6.6) vem:

L

= doua2 L1 uah 1 uab

WN N[ (2 ; + g ; + Tg 1% + ...)dz
0

(6.4)

(6.7)
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sendo que N & fung¢ao de To » para z, = % y Vem:

v a = /B8R, R o= b

|

Ne—— , Ta=2T
o]

Como em (6.7) a dedugdao do trabalho de N esta
referenciada em relagao ao centro de gravidade (CG) da segao
transversal, e necessario se fazer uma mudanga de coordenadas,
do centro de gravidade (CG) para o centro de cisalhamento {CC)

como mostra a figura (3.7 ) . Tem-se:
u* = Ui + e sen O = u + eb

uy = u, + e, : (6.8)

Substituindo (6.8) em (6.7), obtem-se:
L .
uy = 0] [3lu,0e0,) %0 glu e ) b fhluve0 )bhii ez (5.9)
0

: 3
Cabe aqui uma observagao: O termo nao linear sen 8=0 ‘%, +.o..
sera adotado como sendo sen © = & j3 que para um valor 0=8°

3 .
implica em %! < 0.4%0

Substituindo os termos nao lineares (6.3) e (6.9) em (3.67) ,

a fungao "Energia Potencial Total" ficara assim constituida:

L
GC
H(u,G,P,TO) = J[ELl(UZ +u2 cu2iu? -Ui+...)+ uil(ez)z +

2 ‘zz zzZ zZ zz
0
+ Eiﬂ(e )z]dz
2 zz
KaluZ 2 . 2 by 2,2 AR 2
+ ?[h—z- + (5 + h—z) u-e + (1+ )70 } _ (T)lo{f(uz+eez) +

z=2T
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Z
p

%(uz+eez)u+ T%(uz+eez)6 + ...]dz - % J (uzz)(@)(z)dz
0

L
- 2 ] (u,,)(0) (L-2)dz - B2 92[ - T [E%(uz+2bue+b292)+ o 92]

zp z=7 N z=2zT
p

.{6.10)}

As fungoes que satisfazem as condigoes de contor
no para u e © , e que acompanham a deformada da estrutura ,
podem ser escritas como sendo funcoes de aproximagao do tipo

polinomial, assim:

c
i

(z-1) [0,Z + Q2% + ...]

(z-L) [R,Z + Rzz2 + ... | (6.11)

D
I

Tomando-se a expressao de I , ja adimensionalizada!

1

n(y,e,p,7.) = [ (wxx [;+w
0

'Gc

gl +... Jdy + [ (9 ) dxy +
X
0 Y

><N

El 2 h

1

EC K,LIL

+] W (e )24y + i[—z(w)m“ ZbL)(w)(e)+ (1+:2)2(g) 2
vih

X=XT

-‘(2T°L3) Ty + 202 Ly e 2ot v s 20384, |a
2T U TR T Y T e T Y T X
0

akt
» (P ! 2
- J (¥,,) () (x)ex - J PL” F(r, ) (0) (1) dx - F—(e? -
Y Ig X 'y y
3 P
2T L = 2- '
h 2 2bh bh 2
(;E%;—)[F(W) ——(¥)(Q) + (th Ez)(e) ]l (6.12)
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Sendo
3
GCT ECw KZL ZTOL _ PL2
O = —— B: K = ——— g = P = —m—
Ely L2E! Iy atl ly
Y Y

os parametros adimensionals.

Para facilitar as integrago0es que sao trabalhosas faremos com
que Q2 = R2 = 0 ; mas na necessidade de se obter um estudo
pés-critico mais apurado & conveniente adotar fungdes com um

ndmero maior de graus de liberdade.
Fazendo-se as variagoes para Y e © , vem:
u 2
¥ =7 = (x-DQpdtL = (qx"-qx)L

X
?xx = 2Q,L
o = (Rixz—Rlx)Lz

O, = (2R, x-R )L2

X 1 1
o = 2R,L2 {6.13)
XX 1

Substituindo (g.13) em (4.10) e desprezando-se os termos nao
lineares de grau malior ou igual a seis, vem:

t 1

(2Q]L)2[1+(2le-Ql)2L2]dx+[ a[(ZR}x-RI)LZ]ZdX+

H(Q],R],ﬁ,o) = [
0

0

1
+J 828, L%) Zax+ K (F) 2 o - ) L] 2 (BE 225 [ax-e 0] -
0

i

LR E-R LT (1 %)2[(R]xz-R]x)Lz]z}-GJ'{%[(ZQIX‘Q!)L +
0
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' 2
+ %(ZR]x-RI)LZ] + %[(2Q]X-Q,)L+ %(ZRIX-R])LZ]“+...}dX -

X 1
_1°P -
- p[ (2Q]L)[(RIXZ—RIX)LZ]xdx-PJ (ZQ]L)[(R]xz-Rlx)LZ](l-x)dx

0
Xp

- ﬁ(%)[(R]XZ—R]X)LZ]Z - c{(-E)[(Q]xz-Q,x)L]2

2=~ -
2
o (22 [ (g x%-q,501] - (R]xz-R]x)L2]+(%+{’%)[(RIXZ-R]x)Lz]Z

Adotando-se uma haste com segao transversal sime
trica em relacao aos dois eixos principais resulta e=0, Su-
ponhamos que a solicitagao externa esteja aplicada no ponto de
intersecgao entre a haste e o montante e que,para efeito de

simplificagao, sera considerada no meio do vao, entao xp=% .

Efetuando-se as integragoes em (6.14), resulta:

Q L2
R L +B(2R L2) +K(—7)(——g—)

T(ey,R . P00 = (20,107 30" &

3 2 4
R,Q,L~ RTL
2+ 25 (ke 92 () - $(o 0% Sie)L)
2 h
20 R L) (- By PR L) [ 7+ gl P )<--3—) -

A

Q12 Q.R, L3 2- - RZL“ J

- o &) (2l Y 1+ 4 B ()

(6.15)
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Chamando: )
Ly2 » _ (2L . 2bL
_ b, 2 ) _ (h
€&, =0+g =@
T. = (EEL) T, = ( 2 + bE)
2 hL 3= LYt
KC : oT
R R s
KC = T
_ 3,072 _20p _ T2
B =L (3= + y57 - 15~)

Substituindo em (6.15}, resulita:

n(Q,,R,,?,0) =_Aqf + BQ R, + cnf + DQ? (6.16)
De (6.16):

S %%T = 2aQ, + BR, + 4003 ; T, = 2a + 12003

I, = %%T = BQ, + 2CR, ; M,, = 2¢

Ty =Ty =B

Nota-se que para Q] = R] =0 |,

mn(0,0,P,a0) =0 s

ou seja, o sistema admite solugSo trivial e mais, o caminho fun
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damental ou caminho primario coincide com o eixo de P 5y de &.
Deve-se lembrar que se esta fixando um parametro de carga e va

riando o outro. Para o exemplo fixaremos o .,

Baseando-se no sinal dos termos da diagonal prin
cipal e dos menores principais , pode-se discutir a estabilida

de do sistema atraves da sequinte matriz:

(6.17)

Para que haja um ponto de extremo {(maximo ou mi-

nimo) deve-se ter as condig¢des:

M, =0 (6.18)
M, =0 (6.19)
Estas condigoes saoc provenientes do Teorema de

Lagrange e que € uma condi¢ao de estacionaridade da Fungao E-~

nergia Potencial Total,.

Para que haja um "ponto de minimo" € suficiente

que (6,17) seja positiva definida, donde tem-se que ter:

M, >0
My, > 0

T M., - T2, > @ (6.20)
i 22 21 '

sao condi¢oes de um ponto estavel,

Para que haja um '"ponto de maximo', e suficiente



118

que (6.17) seja negativa definida, donde tem-se que ter:

T, <0

My, <0

I M. - M2, < 0 (6.21)
1 22 12 :

sao condig¢oes de um ponto instavel.

Se houver 'ponto de inflexao', a matriz (6.17)

torna-se indefinida podendo assumir qualquer valor.

A condigao para que haja um '"ponto critico" e

Ty 20

M, > 0

Typ = Myp ~ My 200 (6.22)
ou pelo menos uma das igualdades verificadas. A condigao (6.

22) e geral e nota-se que o ponto de minimo est3a incluido.

Pode-se assim estabelecer a carga critica atra -

vés da seguinte condigdo:

I T,, - N2, = 0 , donde

11

(28 + 120Q%)(zc) -8 -9

2

(4a + 2400}) = & (6.23)

Pesenvolvendo-se, chega-se a:
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v .2
L2(F + §%K)

[H - {% (%)]

(6.24)

(hA + ZhDQ?) =

onde:
.. KC2 i 6T2
=76 16
KC oT
_a 3 _ 3
Ho=3+ b6+ 95"~ 75

Para facilitar, suponhamos que P esteja aplica
do no centro de cisalhamento da segao transversal da haste, o
que implica em % =0 ; portanto, substituindo em (6.24), re-
sulta:

=C
2 P 2
L7(F + 57¢)

(A + ZhDQ?) ou

H

i Jsa + 26005)H
5 - 9.6 - (6.24)
L

Susbstituindo-se os valores de A,D,H,F em (6.24) obtém-se a

férmula para P critico:

¢ = 19 z-// (4 + oy, (8 - 2oyi2?] [ 4 e K3 T3]
=13 TS T 2000 Q3 T TR

KCZ

+ UTZ ) (6.25)
%t Te .25

0 ponto critico se situa na intersecgao do cami
nho primario com o caminho secundario. Como o caminho prima-

rio coincide com um dos eixos, resulta, como ja foi dito, em

Q] = R] =0 e o termo - —% U-LZQ% desaparecera de (6.25).
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Para se fazer o estudo do tipo de bifurcagao que
a estrutura apresenta € necessario se fazer uma diagonalizagdo

e cujo esquema geral é:

QI = ou, + Bu2

(6.26)
R

Yu, + Su

1 2

Substitindo (6.26) na forma quadratica
ae? + BQR, + CR

resulta:
A(GZU?+Bu§+2aBu]u2) + B[dYu%+86u§+(a5+By)ulu2] +
+ C[qu?+62u§+276u]u2]

para se anular os termos quadraticos em ujuy, é preciso que:

u]uz[ZaBA + B(ad+By) + 2y6C] =0

fazendo .

Il
[}
Q

1]

1
On
¥

B =¥

obtém-se a seguinte transformagao diagonalizante:

[ 2C
Q'I -("'E") 1 l.l1
- (6.27)
R, 1 (%‘3)J u

Aplicando (6.27) em (6.16), resulta:
A 2
D(U],UZ,P,U) = A[-(Z?C)U]'!'Uzj + B['(EB_C')UI"'UZ]'[U""(Z_BE)UZ] +

" c[u,+(%§)u2]2 " D[-(%;)u]+u2]h (6. 28)
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2
De (6.23), temos AC & EF ja que Q,=0 no

ponto critico, e que substituindo em (6.28) resulta:
s 2,2 _ _.2C 2 2c 2¢y2] 2
D(UI’UZ’P’U) = [A(ji B(j?)+c]u] + [A+( B)B+( B) ]uz

-
. n[-(lg-)ulwz] (6.29)

2
mas como ainda AC = EF’ substituindo em (6.29), resulta:

[ I .7
1o 0 uf
p{u,,u,,P,o0) = + D[‘(EE)U +u ]I4
172 B H 2
0 [A+(££B+(EE q u2
B 8 2

..... (6.30)
Percebe-se pela analise de (6.30) que a co
ordenada principal independente sera u; e que na forma para-
metrica tem-se:
u; = ulu;)
u, = u(u])
Derivando-se (6.30) em relagdo a u, , vem:

au]

5D 2€y2_, ,2C 2¢ 3
D, = = Z[A(jf) -B(qg)+c]u]+hn[-(jg)u,+u2] (- %ﬁ) (6.31)

Derivando-se (6.31) em relagcao ao parametro de carga P, ob -

tem-se:
P _ 20 2
B = 8(P) = B = 157 L
c=cp) » = ()3

Da mesma forma, para u]=u2=0 , tem-se:
D(U,O,E,U) =0

Portanto o caminho fundamental coincide com o eixo de P
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Avaliando D? no ponto critico ¢ (u]=u2=0), vem:

of (<)~ (6.32)

De (6.32) se conclui que neste tipo de estrutura nao aparece o

fenomeno ''snap through" (configuragao invertida).

3

Derivando {6.31) duas vezes, vem:

: 2
D, = 2[A(-2T°)EB(%)+C_ + IZD[-(Z—I;:)UI+U2} (- 252

Bi11 = 240[-(—2-85)u]+u-2: (;3;)3 (6.33)
Avaliando (6.33) no ponto critico, vem:
07y = 0
Derivando {6.33) em relagao a u; , vem:
LIS =2"°('2_th 70
Usando a transformagao (2.35):
SC c S c 2,.¢c .
D11y = DPVyyy - 3522 (D, /D (s#1) (6.34)
Dy, = znn[-(%ﬁ)u,+uz](- )2 (6.35)

c

Avatiando (6.35) no ponto critico + By,, =0 , entdo de (6.34):

[of

gl
O =P (6.36)

Para D > 0 , obtem-se:

c b - -
011> O dando portanto bifurcacao simétrica esta
vel, como mostra a figura{(6.2)
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wl

_—e . e m =

P CRITICO

BIFURCAGAD

APLICACAQO NUMERICA:

SIMETRICA ESTAVEL

FIBURA(6.2)

Haste com dois garfos nas extremidades e

submetida a uma carga transversal P no centro do vao.

0 ponto de aplicacao de P

Dados

E

2.1 x 10° Kgf/cm?

.81 x 106 Kgf/cm2

16.666667 cm
0.006667 cmh
0.02667 cmq
0.0 cm6

0.0 cm

200 cm

b

sera no centro de torcgao do perfil.

10.0cm




124

Da referencia |2| tem-se:

vEI 'GCT

P- = 16.94 —L—r
crit LZ

e que tem como resultado:

P¢ = 7,106 Kgf

Substituindo-se os valores em (§.25),

resulta:
PC = 19,2 v % o
sendo:
6Cr  5.81x10%x0.02667
(1-_-E| = - Z - = ]-5,"29
2.1x10°x0.006667
portanto:
P = 27.532
Sabe-se que:
- p|_2 PEI
P=gr— .~ P=—
El 2
y L
entao, chega-se a:
6
P = 27.532x2.1x10 ;0.006667 = 9.637 Kgf
(200)

0 resultado cbtido se deve ao fato de que a fun
¢ao de aproximagao do

tipo polinomial além de nao convergir
rapidamente, foi

tomada contendo um Gnico termo.
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6.2 - COMENTARIOS DOS RESULTADOS

Na confec¢ao dos graficos usou-se uma estrutura
que tivesse as mesmas caracteristicas em todos eles a fim de

que se pudesse fazer uma comparagao entre os mesmos.

0 perfil retangular (chapa) de .2x10 mmZ com as

~

sequintes caracterlsticas:

|, = 16.666667 em?
4

Iy = 0.006667 cm

L = 200 ¢cm

¢ =10.0 cm6

w

C. = 0.02667 cm®

;=0

E = 2.1 x 106 Kgf/cm2

6 = .81 x 10% kgf/cm?

EY = 0.0 ¢cm
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P
Caso [0
)ZI|
Kaso
50
~
40,
Ipzjs_
I0.
o 1. 2. s ¢

GRAFICO 1

Tem-se a variagao de P x ¢ para uma mesma altu

ra do montante em diferentes posigoes.
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5
So CAso IT |
»nl
Xp= F3
"3 A e
\ i
50

AN

TR N

3 4. 5. s. T. <

7
/
7

8 2.
GRAFICO 2
Tem-se a varijacgao de P x o para diferentes altu
ras do montante em duas posigoes: kp = % e xp =k% do vao.
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_
INS
N
| [N
) N\
AN
.

Mostra a variagao de Pxo

tante de mola

K

2

para diferentes valores da cons-
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i

casoTd
At

K’IKZCO
‘p. _%

/-

AN
| N\

Xpal
lx
lp.%_

n
e

/

/)

o . KR 2. 3. 4. 5. T

GRAFICO 4

-

Mostra a variagao de P x o em diferentes posi-
¢oes de P ao longo da haste, para Ky=K,=0 . Nota-se

que
X_ = e x = ] sao equidistantes dos extremos, mas para
p L p &

0=0 os valores de P s3o diferentes (para P a estrutura ndo

e simétrica). Ja para P=0 os valores de o s3o coincidentes,
pois ha simetria.
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P
Mo
G=0
CASO 1
CASO 1L
125. \
100.
T5.
50.
25. Kl_//

o .25 .5 .75 1:

GRAFICO &

Neste grafico tem-se a variagao de P crltico
para o0=0 ao longo do comprimento da haste. Nota-se que a
curva ndo é simétrica e nas extremidades o valor de P ten-

de para = .,
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CASO TT
rae)
HE30.
6 Q.

40

30

20

/4
/

10

Mostra a variagao das frequéncias ao quadrado

com o acréscimo da solicitacao externa

P

30
20

, com

10

o=0.

GRAFICO 6
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Para um par de valores de K‘ e K, a estrutura
pode se tornar sensivel a qualquer solicitagao externa. A ri
gidez de Ky sera muito importante no estudo da estabitlidade
da estrutura. Por isso, no grafico 7 apresenta-se uma limi-
tagdo da sua utilizagdo fazendo K,=0 (Caso 11}). Tem-se a va
riagcao O versus kp . Nota-se que com Kz aumentando;a es
tabilidade tende a piorar, visto que o perfil impedido de tor
cer,simplesmente se desloca para a lateral. Para a posigao de

K, se aproximando da extremidade oposta a de KI , 0s valores

2

de o tendem para infinito.
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i

CASO 1

raz

50

40,

RN

e

[/

s

T~

lpn*

30,

20.

ra do montante em

2,

. GRAFICO 8

™

Tem-se a variagao de Pxo

diferentes posigoes.

para uma mesma altu-

Em comparagao com o

grafico 1 (equivalente) nota-se que admite majores valores pa

ra a relagao

Pxo
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P caso1
X5zl K0
*'s I ] E L

Xpsel
m1

30.

20. N ‘
1a
) ) 2 ' 4. s. 6. L. o/

GRAFICO 9

ol

Tem-se a variacao de Pxo com diferentes altu -
ras do montante., Em comparacao com o grafico 2, o caso | admi

te maiores valores para a relagaoc Pxo. Porem para uma altura

do montante consideravel, a instabilidade pode ocorrer repenti

namente e a queda do parametro P torna-se brusca.
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Ainda, para montantes de grande altura, ha
um ganho na rigidez da estrutura. 0 esforco do montante na
haste sempre passa pelo centro de tor¢ao nao produzindo momento
de tor¢ao como acontece no Caso |Il. Este momento faz com que
o perfil torga atingindo a instabilidade mais rapidamente. 0-
lhando-se para o grafico, tudo leva a crer que a instabilida-
de acontece com o perfil sofrendo um ''galeio" (movimento brus

co de torgao).
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Ar

\...:I. 10° e ]

N

o. -2 -4 8 .8 1.

GRAFICO 10

Mostra a variag3o de 0O x Xy onde se tem para

cada curva um valor da constante de mola K],em xp=0, xp=l

os valores de o tendem para infinito.



138

6.3 - ESTUDO PARAMETRICO

Apos aplicada a solugao (2.49) em (2.42), chega-

se a um problema de autovalores na forma de {(2.647), sendo

0 0
3 I R Y ' O € B 1S B I
31 32 091 022
ou
(-w?[A] - [0]) {Q(z)} = {#) (6.37)

{g} -

vetor nulo

Esta equagao leva a

somente se:

det (~wZ[A] - [0]) = ©

Q{z}

Lembramos que
que corresponde a uma solucao nao

38) é equivalente a:

.-

+0

w a 12

2
© ay+0y 12

det

+0

2 2
w a2]+021 w a22 29

valores nao triviais de Q(z)

(6.38)

0 e solucao de (6.37) e

perturbada. A condigao (6.

(6.39)

Desenvolvendo-se {6.39), obtemos a equagao na forma paramétri-

ca:

pwh + qm2 +r = 0 (6.40)
onde:

P = 3513y " a5)3j, = det [A]

q =-351015 = 0gy3y, + 3130y, *+ 02y,

ro=-0,,0,, + 0,,0,, = - det [o0]
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As rafzes de (6.40) serao:

w, = * vatb (i=1,2,3,4)
com
2p 2p

De acordo com os valores assumidos por p,q e r

e consequentemente pelos autovalores Wi s pode~se dizer que:

Para que haja uma estabilidade simples uma condi¢ao necessaria
€ que w, seja real. A condicao suficiente € que naoc hajam

autovalores multiplos.

Para que (6.40) tenha uma estabilidade simples, com p>0 , &

preciso que q<0 , r>0 e qz-hpr > 0 , donde tem-se:

wy = 70y
wy = +/ET
wy, = +#E;
com
¢, = -q+v/ q%-lpr > 0 ¢, = -q-/ q%-lpr > 0
2p 2p

o que corresponde a estar na Regiao | da figura (¢.3 ).
Se tivermos:

/q*bpr =0 > qP=bpr , q<0

, tem-se:

wy T /T com: C = 3%
w, = -V
m3 = +I/-C_
mh = +/E_

0 que corresponde a estar sobre a curva ' . Neste casc o siste

ma pode ser instavel porque tem autovalores maltiplos (duas
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frequencias iguais).
Se tivermos:
qz-hpr < 0
corresponde a estar na Regiao Il. Tem-se quatro autovalores
complexos conjugados (frequencias complexas). 0 sistema é ins

tavel pois existem autovalores com a parte real > 0.

Se tivermos :

q>0t , r>20
qz-hpr > 0

tem~se quatro autovalores reais simeétricos dispostos no eixo
real que corresponde a duas frequencias imaginarias.puras. Se

esta na RBgiao Il1l e é claro que o sistema é instavel,

Se
r < 0
tem-se dois autovadores reais (simetricos) e dois autovalores

imaginarios puros (conjugados).

Fazendo-se um grafico da variacdo dos parametros

r e q , com p>0 , como mostra a figura (6.3 ).
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ESTAVEL

rs Vi [t

WY, =0

(INST. ELASTICA) é INSTAVEL
1 r

{ ' FIGURA (6.3)

Na analise de (2.69) dissemos que quando a>0
o sistema € instavel.

Para que se obtenha a>0 existem duas alterna

tivas:
Il - Quando a=0 , b decresce e passa pelo valor zero

Na figura (6.3 ) corresponde a variar o- para-

metro r fazendo-o diminuir de valor até passar por zero. Es

te caso corresponde ao caso de "instabilidade elastica' e es-

ta mostrado na figura (6.4 ),

ol
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b v’
»
1 \-U'
-~ ;F
sz H ./.I'
o=
1 K
- ]
‘ RE.
F |
H
|
i~
My
> caso (1)

FIGURA (6.4)

Para cada valor da solicitacao externa P ob -
tem-se um _valor da frequencia. Quando uma das frequéncias pas

sa pela origem obtém-se geralmente a carga critica de instabi-

lidade.
2 - Quando a parte imaginaria b nao passa pela origem, com
a=0.
Na figura (6.3 ) corresponde a variar o parame-
tro r fazendo-o aumentar até sair da regiao hachurada | .

Este caso corresponde ao caso de ''instabjilidade oscilatoria" ou

instabllidade dinamica" ou ainda "flutter' e esta mostrado na

figura (6,5 ).
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Ao
b h!li
[ e 'Y
- mz
RE
-3 \.:)z
o] <
k -
-] &f.
erso ()
FIGURA (6.5)
Nos dois casos | e 2 fazendo-se a variagao
de wz com P obtemos curvas como mostra a figura (6.6 ).
2
ot b w r .
O (P {Por w E REAL 0P {Per WE REAL
Per P W) E IMAGINARID PURC Par ¢ P W E  IMAGINARIO
- b~ i
wy
“)"._-
Wy ]
i
1
i
pc L 'fe
0 P
caso @ caso @
INSTABILIDADE  ELKSTICA INSTABILIDADE DINAMICA

FIGURA (6.6) o
A condigao necessaria e suficiente para que

um sistema tenha estabilidade assintotica € que os autovalores

tenham todos a pérte real < 0,

0s sistemas conservativos nao podem ser assin

toticamente estavels.



144

6.4 - SUGESTOES

Fica como sugestao o estudo desta haste mas com
dois montantes formando um certo angulo entre si, como mostra
as fiquras (6.7) e (6.8). E de se supor que este tipo de es -
trutura seja mais estavel que o apresentado neste trabalho,vis
to que estes dois montantes funcionariam equivalentemente a

asas de um aviao.

Da figura (6.7), as componentes H tenderiam a
estabilizar a estrutura fazendo com que o perfil voltasse a
sua posigao inicial, ao passo que as componentes V levariam

o perfil a instabilidade.

Qutra sugestac sera um estrado constituido com

estes tipos de hastes como mostra a figura (6.7).

E,como ultima sugestao, seria interessante se
fazer um estudo experimental sobre a estabilidade destas estru

turas.

cc

MONTANTES ASSOCIADOS

FIGURA (6,7} -
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APENDICE I

CONCEITO DE ESTABILIDADE MATERIAL

As restrigoes impostas que muitas vezes apare -
cem,limitam a classe de certos materiais possiveis de se utili-
zar. Dado um corpo submetido a um sistema de forgas R eme -
quilfbrio. Considera-se agora uma variagao virtual do campo de

deslocamentos (3) devida a aplicagao de esforgos adicionais.

Pode-se dizer que o corpo estd em equilibrio es-

tavel, instavel ou indiferente, conforme o trabalho realizado

pelos esforgos adicionais for positivo, negativo ou nuto. A
condigao de estabilidade e poisrzsl:

J §3-80av + ‘ §3-8UdS > 0 (.1)

Y S

. - -+ - 3 -
para uma varia¢ao d6u nao identicamente nula , onde:

P = vetor das for¢as de massa

+ - - -
¢ = vetor das tensoes aplicadas em um ponto da frontei

ra S
V = dominio ou volume do cofrpo

S = fronteira do dom{nio ou superficie do corpo

0 Teorema do Trabalho permite entao escrever:

] 6°ij5€ijdv > 0 (1.2)
v

onde:

9y = componente de tensao



153

Eij = componente de deformagao

Para que todas as partes do corpo sejam estavels

em si mesmas, isto &, uma vez consideradas isoladamente, tem-se
8g..+8e,. > 0 (1.3)

Esta € uma condigao que so depénde das proprieda
des do material e que se designa por 'condigao de estabilidade

2 - . . - . e
I“l SI. Um corpo e dito materialmente estavel na vizi-

materia
nhan¢a de um dado estado de deformacao se, a uma varliacao arbi-
traria das deformagoes Geij multo pequena,mas-nao nula,corres-
ponder uma variacgao Soij das tensoes tal que (1.3) se verifl

que.

A estabilidade material so implica a estabilida-
de global do corpo, expressa por (1.1), se for admissivel a hi-
potese da linearidade geometrica e se as ligacOes exteriores fo
rem em numero suficiente para impedir quaisquer deslocamentos
rigidos virtuais. Na figura(l).pode=se ver os limites de esta-
bilidade material em dois casos,

G.E :0  INDEFERENTE

o G.E >0 ESTAVEL

GC.E<0 WNSTAVEL

== INSTAVEL

FIGURA(I )
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APENDICE It

SISTEMAS HOLONOMICOS, NAO HOLONOMICOS E ESCLERONDMICOS

Contrariamente a certos sistemas livres de se mo
verem, existem aqueles que estao sujeitos a certas restrigoes e

que podem ser de natureza geometrica ou cinematica.

Analiticamente a restrigao pode ser apresentada

da seguinte forma:
f(t,r,#) =0 (2.1)

onde:

vetor posigao

-
[}

velocidade

-4
It

Se em (2.1)n3o aparecer a velocidade , entao:
f(t,r) =0 (2.2)

nos dizemos que a restrigao e '"finita ou geométrica'. Generica

mente (2.1)e chamado restrigao ''diferencial” ou''cinematica",

A restricao (2.2)e chamada "estacionaria' se t
nao esta expresso explicitamente na equacgao de restrigao, isto
- af

e, 5e E T3 =0 .

0 sistema € chamado HOLONDMICO se as particulas
do sistema nao estao sujeitas a restrigoes diferenciais nao in-

tegraveis. Pode-se dizer que um sistema livre € um sistema ho-
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lonomico, ou ainda qualquer sistema que tenha restrigoes fini -

tas ou diferenciaveis mas que sejam integraveis.

Um sistema € chaméddo NAO HOLONOMICO se ha res -

trigoes diferenciais nao-integraveis.

Um sistema e dito ESCLERONDMICO se sao impostas

somente restrigoes estacionarias, assim:
f(r) =0 (2.3)
Caso contrario, ele € dito REONDMICO, ou seja;

f(t,r) =0
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APENDICE 111

CALCULO DAS VARIACOES

3.1 - INTRODUCAOQ

0s problemas fisico-matematicos sao regidos por
Mequagoes diferenciais' ou também pelos chamados 'principios de
minimo'". Ao se defrontar com estes tipos de problemas tem- se
que ter sempre em mente que existem dois caminhos para estuda-
los. O primeiro caminho &€ devido a chamada ''"Mecanica Newtoni-
ana' e que esta baseada nos principios e leis de Newton e no

calcule vetorial.

0 outro caminho & devido & chamada '‘Mecanica La
grangeana' baseada em principios variacionais, e mais recente
do que a primeira e mais versatil, por assim dizer, no trata -
mento geral dos problemas. Este apendice se refere ao calculo

das variagoes, ferramenta fundamental da Mecanica Lagrangeana.

0 problema de se resolver uma equagao diferencl
al com determinadas condigdes de contorno € equivalente, mate-
maticamente, ao problema tipico do calculo das variacoes o de
achar uma funcao que minimiza uma certa integral da qual se
pode obter as equacoes diferenciais do fenomeno, e que estas e
quagoes diferenciais sao nada mais que as equag¢oes de Euler-La

grange a serem introduzidas posteriormente em (3.10).

0 ''calculo das variacgoes'" estuda os métodos que
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permitem achar os valores maximos e minimos dos funcionais que

passaremos a tratar a seguir,

Do ponto de vista formal, o problema da extremi
zagao de uma integral definida € considerado como sendo prépria
do calculo das variagoes, enquanto que o problema da extremiza

¢ao de uma fung¢ao pertence ao calculo diferencial.

3.2 - FUNCIONAL

0s métodos de resolugso de problemas variacio -
nais, isto &, problemas sobre a investigagao dos maximos e mi-
nimos dos funcionais Se assemelham muito aos métodos de inves
tigagao dos maximos e minimos das fungdes, Se chamam "funcio-
nais' as ''grandezas variaveis' e cujos valores se determinam
mediante a elei¢ao de uma ou de varias fungoes candidatas. No
caso de uma fungao tem-se que para cada valor assumido pela va
riavel independente existe como correspondente um outro valor
associado. Em outras palavras podemos dizer que uma fungao es
calar real de uma variavel tambem real pode ser interpretada
como sendo um operador f tal que f : R>IR (f e uma aplica

cao de R em IR),

DEFINICAO 3.2.1:

Seja § wum conjunto de elementos quaisquer. Se
F denota uma aplicagao de 8§ em R (F : § » R) de maneira

que para todo elemento y <. 8 existe um dnico numero real
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ae R , logo F recebe o mome de "funcional em $' ou ''funcio

nal definido em %'". Entao:
Se F : 8 + IR

y + o = F|ly]~>dnico

logo F e funcional em § .

Como ja se pode perceber ao se tratar com funcio
nais se estda diretamente ligado ao conceito de ""espago de fun-

coes'', o proximo ftem a ser intreduzido.

3.3 - ESPACO DE FUNCOES

No estudo de fungoes de. n variaveis é conveni
ente interpretar ao conjunto de ''n' nameros (x],xz,...,xn) co-
mo sendo as coordenadas de um ponto no espago Euclideano n-di-
mensional (En). Da mesma maneira, quando se trabalha com fun-
cionais, se pode generalizar a idéia anterior e considerar ca-
da fun¢ao u , pertencente a determinada classe, como sendo um
"ponto' de um certo espago, espago este cujos elementos sao por

tanto fun¢gdes e que sera conveniente chama-lo 'espago de fungoes'.

Quando se esta trabalhando com fungoes de n va

ridveis independentes e suficiente considerar um espago E_ .
Agora,quando se esta trabalhando com funcionais isto nao ocor-
re e a natureza do probliema determinara emgeral a escolha do es

pago de fungoes. Porexemplo:

Seja o funcional:
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b
Flu) = | fx,ulx),u"(x),u"{x)}dx (3.1)

a

€ natural se considerar o dominio de F , $(F}
como sendo o conjunto de todas as fungoes com derivadas segun-

das continuas, isto &

g(F) = {u;u €c?(a,b)} (3.2)

0 conceito de continuidade & fundamental no es-
tudo dos funcionais e no - estudo das funcoes. Da mesma ma-
neira como se introduz o conceito de distancia entre um ponto

e a origem do sistema, também no espago de fungoes se define ,

de maneira analoga, o conceito de ‘'norma' de uma fung3o que &
o mesmo que distdncia entre fungoes, sendo: .
nu" + norma de u

3.4 - VARIACAO DE UM FUNCIONAL

0 conceito a ser introduzido aqui diz respeito
a2 '"variacao' de um funcional, analogo ao conceito de diferen -
cial de uma fungao. Este conceito nos permitira estabelecer
as condicoes para a existencia de extremos, maximos e minimos
relativos de um funcional.

‘Seja Fiy| um funcional definido em um subcon -
junto aberto Y de um espago linear normade 8 . Logo, se
Yo €Y e h €8 tal que Ih] < 8 entao F!yo-l-hl fica defi

nido em Y ., MNota-se que dado um &>0 e he8 , fh] < 6

sempre sera possivel dado um h determinar um t , com t €R,
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tal que |th] < & e portanto Fly +th| também fica defi-

nido em Y
A expressao

d
Lglh| = Tc F{yo+th] - = §F|h]

¢ chamada de 'variacao de Gateaux' ou "primeira variacgdo de
Flyl em y=y ™.

o

Podemos tirar a propriedade da primeira varia -

¢ao funcional que e:
SFiAh] = A8F]|h]

Com Fly| em y_, para todo he S e todo

re R . Para maiores detalhes, consultar a referencia [14].

3.5 - ESPACOS DE FUNCOES ADMISSTVEIS E ESPACO DE VARIACOES AD-

MISSTVEILS
Consideremos o seguinte problema variacional:'o
de encontrar a fungaoc y = y(x) €c‘'[a,b] tal que minimize o

fuhacional:

b
F|Y|= ] f(xv‘/:y')dx (3-3)
. |
e tal que:
y(a) = y_,y(b) = vy, sejam as condigdes de contorno. Re

sulta evidentemente que sO nos interessa, de todas as fungdes
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y €C'|a,b| , aquelas que sati

sfacam as condicoes de contorno.

0 conjunto destas fungoes se chamara '"espago de fungoes competi

tivas ou <candidatas

ou ainda "espago de fungoes admissiveis!

Entao, para o exemplo apresentado, se tem:

= {y;y ec'[a,b], y(a)=y_, y(b)=y,?

onde I & chamado 'espago de

Introduziremos
coes admissiveis, o que vem a
¢o de variagoes admissiveis",
chamado de campo de variagoes
h €H resulta

YV y €L e

3.6 - EXTREMO DE UM FUNCIONAL

Seja I e« g o

Se

um certo funcional Fly].

um minimo relativo (ou maximo

0

Flyl = Fly,l >

N tal

*

para todo

y que

(<

(3.4)

funcoes admissiveis'.

agora,para um certo espago de fun
ser o conceito de ''campo ou espa-

assim: Sendo I =% ,HcCS§ e

admissiveis de L se para

(y-t-h) &

espaco de funcgoes admissiveis de

diz que Yo € I conduz Fly] a
relativo) em I se:

0) (3.5)
v-y,d ¥ 6, para & > 0.

Tomando-se em conta a definigao de espago de va

riacoes admissiveis, tem-se:

0

Flygehl - Fly b >

para todo h & H donde H

’

veis de L

(< 0)

(3.6)

e o espago de variagoes admissi-
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3.7 - MAXIMOS E MINIMOS RELATIVOS FORTES E DEBEIS

Como ja se sabe Fly| estd definido em um subcon
junto aberto L de um certo e.1.n.%. Dependendo do tipo de
norma (conceito de distancia) adotada surgem diferentes tipos
de minimos e maximos relativos. Por exemplo, suponhamos que
8 seja idénticoa C'[a,b]. Em § pode-se definir como nor

ma :

Iyl = max]y(x)| (3.7)

P e[a,b]

- Esta norma que acabamos de mostrar sera designa
da como sendo uma ‘''norma débil" ja que ela requer poucas condl
coes para a distdncia entre fungoes. Se em tugar dela definir

mos a norma

[yl = max|y(x)| + max|y'(x)] (3.8)

x &[a,b] x < [a,b]

. Eéta sera designada como sendo uma norma forte
ja que obriga a ter outra condi¢ao relacionada com a derivada
primeira da funcao. Isto significaria uma aproximagao entre
funcoes nao s6 ponto a ponto mas também por derivadas. A figu

ra (3.1) mostra uma aproximagao debil
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|
(
|
i
)
|

APROXIMAGAD POR PONTOS E NAO POR DERIVADAS

FIQURA (3.1)

3.8 - CONDICAO NECESSARIA PARA A EXISTENCIA DE UM MINIMO RELA-

TIVO
Se o funcional F|y| (supGe-se que existe a pri
meira variagdo em y &L ©g§ , donde I admite um espago li-
near de variacoes admissiveis H), assume um minimo (ou maximo)}
& necessario que:

em Y=yo

SF|h| = 0 para todo h «H

3.9 - LEMA FUNDAMENTAL DO CALCULO DAS VARIACOES

Se M(x) e uma funcgao continua no intervalo

X, X e se:
1’72

*2
J M(x)n(x)dx = 0 (3.9)

X9

para qualquer fungaoc n{x) continua e diferenciavel em [x},xZ]



164

e anulando-se em X, e Xy , ou seja, n(x]) = n(xz) = 0 entao

M{x} = 0 Y x

D,
xl_‘;‘ S Aéu 8 - xz .
FIGURA (3.2)

Suponha que M(x) # 0 para um ponto Xp < x < X,
Admitamos sem perda de generalidade que M(x) > 0 . Tomemos

n{x) definido por , ver figura (3,2):
- .
0 + x -8 > x

n(x) 1 ‘(x-§-l)2(x-§+6)2 + x#8 > x > x-8

0 + x> x+6

onde & & escolhido de tal forma gque M({(x) > 0 em x=8<x<x+8 ,
o que & sempre possivel pofs M(x) & continua em [x],xz]. En-

tao:

X2 x+6
M{x)n(x)dx = l M{x)(x-;—ﬁ)z(x-;+6)2dx > 0 (3.10)
x

1 x-8

pois M(x) e n(x) s3o positivos no intervalo de integracao.

A desigualdade acima contraria a hipdtese, donde M(x)=0 no

intervalo [x),x,]
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3.10 - EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Como ja foi dito, o problema bdsico no calcu-
lo das variacoes e determinar uma funcao que "extremiza" uma
certa integral definida e que envolve esta fungao e sua§ deri-
vadas. Estas equagoes sao chamadas de "equagoes de Euler-La -
grange' devido ao fato de que primeiramente o matematico Euler
desenvolveu a teoria da extremizagao de uma integral, e as ex-
pressoes obtidas sao nada mals que as equagoes de Lagrange ob-
tidas da mecanica Lagrangeana atraves do enfoque variacional.
Por esta razao sao conhecidas como ''equagoes de Euler-Lagran -

gell.

Considere-se o seguinte problema variacional:
"Determinar a funcao y,{(x) para a qual a integral

b
Fly| = | flx,y,y')dx (3.11)

a
toma um valor maximo ou mfnimo no intervato [a,b] e que sa-

tisfaca as condicoes de extremidade y(a) =y e y(b) = Y4,
a

Para facilitar daqui em diante sera suposto

que queremos minimizar F|y]. “n

Supondo que y(x) € a fungao minimizante e
escolhemos convenientemente uma func3o contfnua e diferencia-
vel n(x) de mesma classe que vy{(x) e que desaparece nos
pontos extremos x=a e x=b . Pgdemos, escolhendo um parame
tro adimensional € , representar um campo de fung6es candida

tas a minimizacao do funcional por:
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Yelx) = y{x) + en(x) , € que para derivadas tem-se:

yYa = y'(x) + en'(x)

Substituindo na expressao (3.11) e observando que o funcional

passa a ser funcao do parametro e , obtém-se:

b
Fle) = [ f(x;y+en;y'+en')dx (3.13)
=]

E facil de se perceber que quando e=0 obtém-
se yu.(x)=y(x)} , solugao do problema. Portanto pode-se dizer
que F(e) toma um valor minimo quando e=0 , dal tiramos a

condigao de extremo de um funcional:

df(e) | quando e=0 (3.14)
d e
Chamando f = f(x,y+en,y'+en') e fazendo a diferenciacao

com relagao a ¢ tem-se:

%
w|az
=ht
3
+
@
i

n' (3.15)

[+E]
~

de

~

e que de {3.13) resulta:

. b i i
dngz) = [ ( %n + g—:',_rf)dx _ (3.16)
a

Visto que f + f quando ¢ + 0 , o que & ver
dade para derivadas parciais, a condigac (3.16) toma a forma
b
[(—g—; + L ayax =0 . (3.17)

Y
a
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Aplicando a integracao por partes para reduzir tudo a um mesmo

n obtem-se:

-

b : b
[_ 2 - AL |atax + Encal, =0 (3.18)

Q»

~
[-Y)

Y

~

a

Mas visto que n{x) e nulo nas extremidades; de (3.18) ficamos

com:

-

!

b
[ [3 o 0] RIS PR (3.19)

ad
~

a

Finalmente, do ''Lema Fundamental do Calculo das Variagoes', e
lembrando que n{x) e arbitrario desde que n(a)=n(b)=0 se-

ja contfnua e *diferenciavel, concluimos que:

-+

af

3 d
- 9% Gy = 0- (3.20)

[+F)
-<

Y

Esta e a chamada “EquagSo de Euler-Lagrange'f

em sua forma diferenciavel para o funcional (3.11). As deriva -

. af af
das parciais 3y e 3y

e y' variiveis independentes. Visto que %51 € em geral

foram tratadas aqui fazendo-se x,y

fungcao explfcita de x e implfcita de y e sabendo que

d
y' = E% s 0 segundo termo pode ser escrito na sua forma expan

dida:
3 (af 2 (3f y dy 2 af y dy!
ax (ayl) + ay (YI) dX + ayi ayl) dX (3-21)
Substituindo (3.21) em (3.20) vem:
a2 d
fy'y! -—)21 + fy'y —&% + (Fy'x - F-y) =0 (3.22)

dx
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A expressao {3.22) & chamada de ''forma expan

dida' da equacao de Euler-Lagrange.

3.11 - CONDICOES DE CONTORNO NATURA!S

o~

Quando o valor da funcao candidata y(x) nao
& previamente assumido em um ou nos dois pontos extremos {a e
b) a diferenga en(x) entre a fungdo minimizante e a funcao
candidata dada por y{x) + en(x) nao é nula. Porém o primei-
ro membro da expressao (3.18) deve ser igual a zero para que
haja um mfnimo quando y(x) = y,(x) para todas as variacgoes
possiveis de en(x) . E em particular, (3.18) deve ser igual

a zero para todas as variagoes nulas nos extremos.

Ja sabemos que o primeiro termo de (3.18) de-
ve ser nulo para qualquer valor de n(x). Para que (3.18) se-
ja verdade, segue-se que o segundo termo tambem deve ser nulo.

Entao, tem-se outra condicao que deve ser satisfeita:

af
—n {x) - 5y (x) =0 (3.23)
Y xX=a
Se - y(x) nao possui um valor prévio nos pon-
tos extremos , entao n{a) e n(b); ambos saoc completamente ar-

bitrarios,concluimos que:

af

_._-_'. - U

3y x=b

5 F o (3.24)
3y"T Ix=a
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e que nada mais sao que condigoes de contorno do problema. Sao

chamadas '‘condicoes de contorno naturais' porque aparecem '

na-
turalmente' da minimizagdo do funcional. Existem tambem as
condigoes de contorno ''geométricas' a serem tratadas adiante ,

mas € importante dizer que estas condigoes sao especificadas

para cada tipo de problema estudado.

3.12 - CONDICOES DE ERDMAN-WEIERSTRASS PARA EXTREMOS COM PON -

TOS ANGULOSOS

Apresenta-se a seguir as condigcoes necessarias
para que um funcional possa ter dentro de seu intervalo de in-
tegracao um ponto anguloso e que saoc as chamadas 'Condigoes de
Erdman-Weierstrass''. Este tipo de problema pode aparecer em
e;tudo de hastes constituidas de materiais diferentes, proble-
ma de transmissao de caloryem materiais de condutividade dife-
rentes e ainda em hastes sujeitas a agoes e cuja solicitagao
admite pontos singulares (caso de esforgcos cortantes sob car-
ga concentrada). 1Isto equivale a dizer que a propria curva que
extremiza o funcional tem uma descontinuidade em sua derivada

primeira, onde se situa o ponto anguloso ao qual nos referimos.

Consideremos ainda o funcional (3.11); para
que o funcional admita este tipo de solugd3o sao necessarias du
as condigoes. Suponha que as fungoes admissiveis admitam um

ponto anguloso em x=c. Tem-se da figura (3.3)
b c b
Flyl = | fix,y,y")dx = | fx,y,y')dx + | fix,y,y')dx = F‘|y|+
a a ¢ + F2Iy|
sendo que y € €' nos intervalos a<x<c, c<xgb . ... (3.25)
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FIBURA( 3.3}

A condigao necessaria para um minimo exige
que a equagao de Euler-lLagrange seja valida nas duas regioes

definidas. A minimizacao de {3.25) conduz entao a:

c
aF aFy aF2 d
= = = + —= = (Fy- =—— Fy')ndx +
€le=p de e=0 e e=0 dx >
a
b d c” b
[ {(fy- =—— Fy')ndx + Fy'n + Fy'n =90 (3.26)
+ dx +
a c
c
Como nf(a) = n(b)=p e sendo n continuo, segue:
Fyln - Fv'n = 0 (3'27)
c” ct
E ainda como nf{c”) = nl(ct) = n(c) , vem:
n{cY|[Fy'| - Fy'| | =0 (3.28)
c” ct
donde:
Fy'| _ = Fy! (3.29)
c ct
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' e con

De (3.29) concluimos a primeira condigao, ou seja, Fy

tinua em [a,b].

A segunda condi¢ao é obtida quando fazemos a tro

ca das variaveis independentes e dependentes, que nos da:

b Y,
F = ] fly,y',x)dx = J f(y.x,%.)x'dy < (3.30)
a Yo
onde
x!' = dx .
dy

0 funcional (3.30) em sua nova forma, admitindo
uma curva extremizante x=x{y) <com ponto anguloso deve obede

cer 3 condigao anterior, que agora toma a forma:

} } 9 1
T fly ,X,;.)X' il wa § f(Y,X,;.)X'
X=C x=¢*
ou
1 af 1 1 af i
f(‘/nx’;|) + X'W(stvgl) _ = f(Y’xs';|) + xl'ax_l(le’;i) +
x=c~ - X=¢
mas
af oF 1
o = T = ay'(- x'2) , donde se segue que:
fly,y'ox) = y'foily,y',x) = fly,y',x) - y'f,’,-'.(y.y'.x)
x=c" xX=C

veee.(3.31)

que é a segunda condigao.
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3.13 - FUNCIONAIS QUE DEPENDEM DE DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Consideremos agora o funcional da forma

b
Flyl = J f(y".v"_',---.y'.x)dx (3.32)
a3

com as condic¢des:

1]
~
~

3
1
—
et
~

y(a) =y, 5 vy'(a)

y{b)

L}

n
~
o
~
=3

—
o
—t

Y 3 y'(b)
0 procedimento usado para minimizar (3.32) é se
melhante ao utilizado no caso em que f depende apenas de
y',¥,x . 0 espago de variagao constituido de fungoes candida
tas € o mesmo utilizado anteriormente,ou seja, y{(x)=y,(x)+en(x).

Apos utilizada a mesma técnica, chega-se a seguinte equagao

de Euler-Lagrange de ordem n

d
dx

'F, - _g__ £ + + f = (3-33)

n
n fyn(—]) + s s = +

que & a condig¢ao necessaria para o minimo.
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APENDICE IV

PRINCTPIOS VARIACIONAIS

Neste apendice introduz-se trés principios vari
acionais que sao o elo de ligagao entre a mecanica Newtonjana

e a mecanica Lagrangeana.

L,1 - PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

0s conceitos de deslocamento virtual e trabalho
virtual serao introduzidos durante o estudo, onde eles sao
usados para resolver problemas de equilibrio estatico. 0 tra-
balho virtual implica em quantidades puramente hipotéticas e
que nao existem do ponto de vista fisico. Assim, o desloca -
mento virtual & um deslocamento imaginario e que & imposto ar

bitrariamente sobre o sistema estrutural.

0 trabalho dade por forgas reais durante o des-

locamento virtual & chamado de trabalho virtual.

Consideremos uma particula e cujo movimento es-

td confinado a superficie

]
=

S(xJ.) j=1,2,3 (4.1)

onde S & uma funcao de classe c? em X

As coordenadas X da particula atendem 3 con-
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digao cinematica (4.1), isto significa que a particula deve mo

ver-se com velocidade tangente a superficie, portanto ter-se-a:

Q
(73

x, =0 (4.2)

Q>
x
—

A equacao (4.2) determina ainda que os desloca -

mentos possiveis dx, devem satisfazer a equacao:
p j quacg

de. =0 (4.3)

Entende-se por deslocamento possivel, ao conjun

*
to de todos os deslocamentos dr com componentes dx,j , que a

-~

partfcula pode realizar no intervalo de tempo dt . O deslo-

camento real do ponto pertence a este conjunto.

Do confinamento do movimento da particula a su -
perficie (1.1) surge , além das forgas aplicadas, uma forga de
restricao normal a superficie se nao esta considerando forgas

de atrito.

Sendo F esta forga e FJ suas = componentes, tem-
se:
_ 3s .
Fj = K—BT:- J-]|213 (ll'l})
]
De (4.3) e (4.4) concluimos que o trabalho re-

alizado pela forca de restricao sobre qualquer deslocamento

possive! é nulo, tem-se:

* 0 til colocado abaixo da variavel indica que ela & um vetor

ou uma matriz,
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dw = F.dx, = F.dr = 0 L,
w 9% F.d (4.5)

Se considerarmos deslocamentos virtuais ij ,

que sao independentes do tempo, entao:

3s _
-ta—)q GXJ = 0 (’-I‘6)

e consequentemente teremos:

Sw = F,*8x, =0 (4.7)

De (4.7) podemos afirmar que o trabalho realiza
do pela forga de restrig¢ao sobre qualquer deslocamento virtu-
al e nulo. No caso em que as restri¢oes dependem do tempo,os

deslocamentos virtuais nao sao deslocamentos possiveis.

Dado um sistema de N particulas, sendo que ca-
da uma esta sob a agao de forgas de resultante R, . Se )

sistema esta em equilibrio, resulta Ri = 0 e teremos como

consequéncia

Sw = R,+«6r. = 0 i=1,2,3,...,N (4.8)

Se o sistema apresentado estd sujeito a restri-

coes tem-se dois tipos de forgas: as forcgas aplicadas Pi e

as forgas de restrigao F. » portanto:
R, =P, + F, i=1,2,...,N (4.9)

Substituindo (4.9) em (4.8), vem:

w = P, - ﬁri + F.8r. = 0 (4.10)
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Mas de (4.7) resultou que o trabalho das forgas F, sobre des

locamentos Gri e nulo. Portanto de (4.10) ficamos com:
dw = P,.*8r, =0 (4.11)

A expressao (b.11) e devida ao principio dos
trabalhos virtuais e nos diz que '"o trabalho que as forcas a =

plicadas realizam sobre os deslocamentos virtuais € nulo'.

0 "Principio dos Trabalhos Virtuais" & o primei-
ro principio variacional em mecanica. Pode-se mostrarltauue
o Principio dos Trabalhos Virtuais & equivalente 3 condicao de
equilibrio estatico, mas ele pode ser estendido a problemas di
namicos por meio do principio de D'Alembert apresentado a se -

guir.

4.2 - PRINCIPIO DE D'ALEMBERT

A segunda Lei de Newton aplicada a uma particula

de massa m, & expressa por:
P. + F, = m,T, (h.12)

onde:

-~ forga aplicada

tn
]

forga de restricao

- momentum linear

3
[ B

A expressao (4.12) e referida como "Principio de

D'Alembert' e & interpretada como um equilibrio dinamico da



177

particula, e que permite tratar os problemas dinamicos como
se fossem estaticos. C(Considerando-se um sistema com (4.12) po

demos escrever:

(P, + F, - mF,)"8r. =0 (4.13)

Sabendo-se anteriormente que Fi nao realiza

trabalho virtual, resulta:

(Py = mr)ér; =0 (h.14)

que € o Principio de D'Alembert generalizado ou Principio dos
Trabalhos Virtuais em dinamica. O Principio de D'Alembert e
o principio mais geral da mecanica e todos os outros, inclusi-
ve o Principio de Hamilton, que mostraremos a seguir, deriva

dele. Mas o seu inconveniente € que torna-se dificil a obten-
¢ao das equacoes do movimento atraves dele, e o Principio de

Hamilton a sequir, nao tem este inconveniente.

4.3 - PRINCIPIO DE HAMILTON

Aplicando.se o Principio de D'Alembert a um sis-

tema de N articulas de massa m, , vem:
P i

] (m, & - P.)8r. =0 (4.15)

Foor.) (4.16)
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Multiplicando (4.16) por m. e somando sobre todo o sistema,

temos :
N as N d - N ] . »
iz,'“ifi"sfi = izl"‘i FIASARIAY, ‘E_Z_. mdlz ryory) (4.17)
De (4.15) sabe-se que

N

1 oRper = dw (5.18)
e de (4.17) obtem-se:

N 1 ] L]

i£l m iz ryperg) = 8T (4.19)
onde T & a energia cinética do sistema de particulas. De

{4.19), (4.18), (4.17) e (4.15) resulta:

N
8T + 6w = ) m, é%(fi-ﬁsi) (4.20)

Agora passemos a considerar variagoes sobre o
sistema. A configuracao instantanea de um sistema e& dado pe -
los valores das n coordenadas generalizadas que definem a po
sigao do ponto no espago n-dimensional (n < 3N). Esta configu
ragao muda com o tempo tragando um caminho conhecido como''cami

nho dinamico".

Uma variagao deste caminho e obtida se em cada

instante fizermos uma variagao virtual Gri na posigao verda-

deira. Entre todos os caminhos variados consideraremos apenas
aqueles que coincidem com o caminho real nos instantes t, e

t isto e:

2 b



179

Gfi(tl) = 6ri(t2) =0 (4.21)

Integrando a equagao (4.20) entre os limites t, e t,, vem:

t2 t2 4. N ‘2
{6T+8w)dt = 2 m. gg{f,-6r;)dt =i£]mi5i'65i =0
£ 5 t
cees (4.22)
Em presenga da condig¢ao (4.21) resulta:
2
(8T + dw)dt = 0 (4.23)

tl_

No caso em que o trabalho virtual pode ser expresso como a va-

riacao do Lagrangeano, vem:
t

2
[ SLdt = 0 ' (4.24)
ty '

onde L = T-V

A expressao (L.24) e denominada "Principio de Ha
milton'". Este Principio reduz o problema dinamico a investiga
¢ao de uma quantidade escalar, independente do sistema de coor

denadas, e. sua aplicacao conduz as '‘equagoes do movimento'.

0 Principio pode ser assim enunciado: '"Entre
dois instantes t] e t2 existe um unico caminho, dentre mui-
tos em que o sistema pode se deslocar, cuja variagao do La -

grangeanoc e nula'.
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APENDICE V

METODO DAS PARTES PROPORCIONAIS OU METODO DAS CORDAS

Suponhamos que a fungao f(x) = 0 tenha uma raiz

€ no intervalo [a,b] para o qual se tem

f(a)-f(b) < 0 ( 5.1)

Para ilustrar a analise, tomemos:
f(a) <0 e f(b) > 0 { 5.2)
Vamos dividir o intervalo na razao
-f(a), +f(b)
Obter-se-a uma raiz aproximada

X} =a+h| l (5-3)

onde da figura (1) tiramos:

h] = = —f(a)—-— (b-a) (5-'[')

f(b)-f{a}

Aplicando-se esse mesmo artificio a um dos inter
valos [a;x‘] ou [xl,b] , o intervalo sera aquele em cujos
extremos a fungao f{(x) tem sinais contrarios, obteremos X,

segunda aproximagao da raiz, e assim sucessivamente.
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y |

FIBURA ()

No caso em que o extremo fixo eé B (figura 1)

a formuia de recorrencia sera:

n=0,1,2,...
f(xn)
n+1 n f(b)-f(xn) n

No caso em que o extremo fixo e A , a formula

de recorrencia sera:

f{x_)
Xoe] = %Xp ~ n (x_-a)
n+ n f(xn)-f(a) - n
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APENDICE VI

ESPACOC DE HILBERT

Definigcao: E um espago euclideano, separavel, completo e de di

mensao infinita.

Ou seja, um espaco de Hilbert e um conjunto H
de elementos f,g,... de natureza arbitraria e que verifica

as seguintes condigoes:

| = H é um espago euclideano, isto &, um espago linear com

um produto escalar definido.

Il - 0 espago H & completo no sentido da metrica

R(f’g) = Hf-g"

Itl - 0 espago H & de dimensac infinita, isto &, qualquer que
seja n se pode encontrar nele ''n' elementos linearmen-

te independentes.

IV = H e separavel, isto e, existe nele um conjunto numeravel

sempre denso, ou seja: cada elemento pode ser aproxima

El

por uma sequencia infinita.
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APENDICE V1|

METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Nos metodos numericos pode-se destacar basica -

mente tres grandes processos:

a) Metodo de Galerkin:

Parte para a resolucaoc das equagoes de Euler-tagrange,
ja minimizadas, com a adigao das condigoes de contorno

naturals e geomeétricas.

b) Método de Rayleigh-Ritz:

Faz a minimizagao direta do Lagrangeano e por isto e

chamado de ''meétodo direto'".

c) Metodo dos Elementos Finitos:

Pode ser considerado como sendo um caso particular do
método de Rayleigh-Ritz e apresenta a mesma sistematica,
ou seja, minimiza diretamente o Lagrangeano. Sera dis-
cutida agora a questao sobre a abordagem numerica de um

problema variacional. Em principio, existem algumas ma
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neiras, como ja foi mostrado, em que um problema varia -
cional pode ser proposto. O Metodo de Rayleigh-Ritz (*)

ou de Ritz, como e mais conhecido, é somente um deles.

Basicamente, a2 ideia que se usou para resolver
um certo probiema variacional era a de transformar o problema
em outro que envolvesse equagoes diferenciais ou mesmo um

sistema de equacoes diferenciais.

Entretanto isto nem sempre e possivel, uma vez
que pode-se tornar muito complicado, pois o que se procura ao
se resolver um problema varfacional nao ¢ a solugao da corres
pondente equagao diferencial em uma vizinhanca de um certo pon
to como se faz na teoria das equagoes diferenciais e sim a SO
lucao ‘em uma certa regiao I , de tal maneira que satisfaga
no contorno de {0 certas restrigoes e que sao as condigoes de

contorno.

Pas dificuldades surgidas provenientes da neces
sidade de se resolver o problema da maneira que foi proposto a
cima, deram origem a metodos variacionais conheclidos como méto
dos diretos e que nac reduzem o problema a outro que envolva e

quacoes diferenciais.

(*) "0s dois ffsicos Lord Rayleigh e Walter Ritz conceberam in
dépendentemente o metodo que por simplicidade chamamos de Méto-
do de Ritz. Lord Rayleigh, em seu classico trabalho "Theory of
Sound'" e em outras publicagoes, foi o primeiro a usar este métg

do''.
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O0s méetodos diretos tem provado por outro lado se-
rem dteis na teoria das equacoes diferenciais, ja que se uma
certa equacao diferenﬁial pode ser considerada como sendo a equa
cao de Euler-Lagrange de um certo funcional, e se usar os méto-
dos diretos para estabelecer a funcgao extremante, prova-se a
existéencia da solugao para a equacao diferencial dada e para as

- . 4
condigoes de contorno correspondentes ao funcnona!| I.

7.1 - SEQUENCIAS MINIMIZANTES

0s métodos diretos estabelecem por um tado a exis
tencia da solucg3o da equagao diferencial ou equacgdo de Euler-
Lagrange e por outro proveem um meio para obter solugoes aproxi
madas. Eles estao baseados, geralmente, em uma mesma idéia que

e a seguinte:

Considera-se o problema de determinar o minimo do
funcional F(¢) definido no espago S de funcoes admissiveis ¢,
Para que o problema tenha sentido supoe-se que em S existam fun

¢oes & para as quais se tem F (&) < +o» e mais ainda:

inf F (¢) =d > - (7.1}

sendo o maior de todos os limites inferiores e tomado scbre to-

dos os & € S. Seja es a solucao do problema, ou seja:

F(6) = d (7.2)

Pode-se construir uma fungéo 5, com & € S, tal que

o valor F(%) pode aproximar-se a mais possivel de '"d" e se pode

ra esperar que ® seja uma boa aproximagao de &. Ainda mais, se

existir uma sequencia minimizante {®n}, ? €S, isto €: uma se-~
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quencia infinita de fungBes {¢n} = {¢1’¢2""¢n""} e todas
satisfazendo as condig¢oes de contorno de modo que permitem de-
finir S, tal que:

lim F(2 ) = d | ‘ (7.3}

nse«

Se a sequencia {én} tem um limite & e se € va-

lido escrever

F(3) = lim F(o ) | (7.4)
n=-o
ou seja
F(lim @) = lim F((Dn) (775)
n-»co n->co

Logo, tem-se:

F(3) = d | (7.6)

e se poderad esperar que esta sequencia convirja de alguma manei

-

ra para a solugao 9.

Do ponto de vista pratico interessa nao tanto o
problema da ''existencia' mas sim o da "construgao' de tal se-

4]

quéncia minimizante
Logo, para resolver um problema variacional via
método direto deve-se:
1} construir uma sequencia minimizante f@n}

2} Provar que {Qn} converge de alguma maneira para uma funcgao

d.
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Praticamente todas as recentes investigagoes sobre
a convergencia de virios métodos diretos consiste em estabelecer
um limite superior para a ''distancia' entre a solugao exata e a
solugao aproximada. E a ferramenta mais efetiva nesta investiga-
goes ¢ a obtida pela teoria dos operadores lineares nos espacos

de Hilbert {ver Apendice VI ).

7.2~ - PRINCIP10S E ASPECTOS TEGRICOS

A solucao de um problema dificil de ser analisado

€ usualmente precedida de acordo com o seguinte esquema geral:

0 dado problema P cuja solugao € ¥ pode ser substi
tuido e relacionado com um problema P cuja solugao €& simplesmen
te wn, e pode-se tomar como sendo um caso comparativo entre os

dois problemas.

Melhorando a aproximagao Pn para P, espera-se que

b tende a solugao desejada ¢ de P.

0 ponto fundamental da questaoc estd na escolha da

sequéncia convenientemente, embora seja uma solugaoc aproximada.

Quando se tratar com problemas de "estabilidade do
equilibrio" e ''de vibragoes', estes sao nada mais,.nada menos for
mulados como sendo problemas de va]or de contorno e problemas de
auto-valores, respectivamente. Os problemas onde aparecem '‘car -
gas criticas de flambagem'" sao matematicamente formulados como

sendo problemas de auto-valores.

Supde-se que estejamos procurando o "minimo' d de

uma expressao variacional F(9).
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Comecemos com a minimizagao de

2T PUTERL IR (7.7)

Ou seja, € a sequencia de funcoes admissiveis no

nosso problema variacional e que satisfaga a condicao (7.3).

A existencia do limite inferior "d" € Gbvia, e a
existencia da sequencia minimizante (7.7) € ent3ao uma consequén
cia logica. 0 método de Ritz nao € nada mais que uma receita pa
ra esta construcao. E (7.7) fornece imediatamente uma aproxima-

¢ao para "d'".

A construcao de tal sequencia se processa da se -

guinte forma:

Escolhe-se um conjunto de funcgoes coordenadas ar-

bitrarias

X13X2l""xn (7.8)

e tera que satisfazer duas condigoes:

a) uma combinagao linear

(7.9}

= + a + ... + a
0 alxl ZXZ

n nxn

para ser admissivel num problema variacional.

b) Terac que formar um conjunto completo de fungoes no senti
do de que uma fun¢ao admissivel & e suas derivadas podem
ser aproximadas com certo grau de precisao por uma combi-
nagao linear das fungoes coordenadas e das suas correspon

dentes derivadas, respectivamente.
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E claro que neste conjunto de fungdes coordenadas

it

para valores de '"n'" suficientemente grandes e para uma escolha
conveniente dos coeficientes 3148z 0058 de (7.9) pode-se en -
contrar funcoes admissiveis @n para os quais F(@n) difere, arbi

trariamente, um infinitesimo de ''d".

Em outras palavras, € possivel achar uma sequen -
cia minimizante QI,QZ,...,QH tal que seja uma sequéncia de com-
binacoes lineares das fungoes coordenadas. Em regra, para se ob

ter esta tal sequencia minimizante escolhe-se os “ai da seguin

te maneira:

Consideremos uma fungao ¢ definida por (7.3) e a

substituimos no nosso problema variacional F(@n). Ela passara a

ser uma fungao | (al,az,...,an) de "n'' parametros ”ai”, e passa

a ser um problema ordinario do calculo, ou seja:

F(Qn) = |(al,a2,..., an) = Minimo (7-‘0)

No nosso problema F(@n) e uma fungao quadratica ou

bi-tinear, e (7.10) nos levara a um sistema de ''n' equacoes 1i-
neares, tantos quantos forem o numero de parametros e que se con
segue fazendo

3l -

aai(al,az,...,an) =0 (7.11)

Determinados os a parametros a sequencia minimi-

zante @n(n=l,2,...) fica conhecida.

4

Uma investigacao comparativaI de diferentes ti-
pos de problemas variacionais revela que, de modo geral, a con-

vergencia de uma sequéncia minimizante Ql,éz,...,Qn, e a sequén
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cia de derivadas de ¢n e melhorada se a ordem e ocorrencia das

derivadas se torna elevada.

Em outras palavras, ha uma tendencia a piorar a
convergencia com o numero de variaveis independentes aumentan-
do. No caso em que o problema estudado € membrana pode apare -
cer problemas de convergéncia. Para estes casos no método de
Rayleigh-Ritz faz-se o sequinte artificio: em vez de conside -
rar simplesmente o problema variacional associado ao correspon
dente problemas de valor de contorno, modifica-se a forma do
problema sem trocar a solugdo deste ultimo e adiciona-se termos
de ordem superior a expressao variacional original e que depois

desaparecem nao interferindo na sclugao.

7.3 ~PONTO DE VISTA PRATICO

Do ponto de vista pratico todo sucesso depende do
problema variacional em si, como também da escolha das fungoes
coordenadas. Em geral a escolha deve ser feita tendo em conta o
tipo de problema em estudo e o condicionamento numérico do sis-
tema de equacgoes. Estudos tem mostrado que sao em grande numero
os problemas em que polinomios algébricos ou trigonométricos em
pregados deram resultados altamente satisfatorios. £ bom ressal
tar que neste estudo houve um certo problema em relagaoc a con -
vergencia quando se utilizou aproximagoes do tipo polinomial,
Analogamente a referéncia |17| se constatou que a convergencia
da solucao para os deslocamentos se fazia mais rapidamente que
para as rotagoes. Por este motivo se optou pelo uso de solucoes

-

do tipo trigonométricas. E importante que a funcao inicial ja
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tenha uma boa aproximac¢ao e que as funcoes subsequentes ®,,0,...
sejam diferentes o suficiente a ponto de se ter uma melhora na

aproximagao quando houver um incremento do numero de termos.

7.4% -~ CONDIGOES DE CONTORNO

Para condigoes de contornoc rigidos a aproximagao
pelo metodo de Ritz € relativamente boa. Um nimero relativamente
pequeno de funcoes coordenadas e suficiente para produzir um re-
sultado proximo da solucao desejada. Para contornos livre e con-
dig¢oes de contorno naturais a escolha das fungoes coordenadas €
facil visto que as condigoes para 6 contorno nao precisam ser an
tes estipulados. 0 método de Ritz é vantajoso porque ele obriga
que as sequencias satisfacam somente as condig¢oes de contorno
"geometricas'' do problema, e prova-séhéue o metodo converge para

a solugcao exata e que tambem satisfaz as condigoes de contorno

“"naturais''.

7.5 .- ESTIMATIVA DA PRECISAO DO METODO

Um ponto fraco no método de Ritz € que ele nao con
tém como principio a estimativa da precisao da aproximacgao, em
outras palavras a estimativa do erro. Para problemas de estabili
dade do equilibrio a avaliacao para o minimo '"d'" pode ser obtida
pelo método sugerido pelo principio de Castigliano da Teoria da
Elasticidadelhi. A idéia matematica é a representagao do minimo
valor "d" de um dado problema variacional com o maximo valor de
1l

outro problema variaciona . 0 valor pratico desta aproximagao

nao parece grande desde que o valor de '"d'" nos problemas de equi
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. - : 6 : ~
1ibrio € de pouco |nteresse| I. No caso de vibragoes, onde
os valores minimos, como frequencias ao quadrado, sao de con
sideravel importancia, os metodos para a estimativa da preci

sao sao em geral menos satisfatorios.

7.6 - OBJECOES A0 METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Assim como a precisao da aproximagao obtida €
uma das objecoes ao método de Rayleigh-Ritz, a escolha conve
niente das funcgoes coordenadas também o €, resultando invari

avelmente na utilizagao de computadores digitais.
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APENDICE VI

ANALISE NUMERICA

8.1.- FINALIDADE

Em virtude da necessidade de 'se ter que utilizar
métodos numéricos na resolucao das equagoes variacionais (4,12)
e {4,13) introduziremos aqui o capitulo de "Analise Numérica' ,
que diz respeito a parte referente a utilizacao de computadores
digitais através de um programa automdtico. A finalidade do pre
sente programa e analisar a estabilidade lateral de hastes arma
das em seus dois casos (Caso ), Caso (1) e com as duas condigoes

de contorno (A, =1, X, =0; X =20, %, = 1).

Sairao como resultado os parametros adimensionais
e o historico das frequencias de vibracao sob o estado de carre

gamento.

8.2 - DESCRICAQ0 DAS SUB—ROT!NAS DO PROGRAMA

SUB=ROTINA MOV - Esta sub-rotina monta-a matriz de Massa, A,

para as duas condigoes de contorno.

SUB-ROTINA RIG - Esta sub-rotina monta a matriz de Rigidez ,
B, devido a flexao, torgcao e empenamento para as duas condi=-

—~

¢oes de contorno.

SUB—ROTI{NA MOLA | - Esta sub-rotina monta a matriz de Rigi -

dez, MM, devido a mola de torcao K1 (Caso |) para as duas
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condicoes de contorno. Adicionando=se MM a B, ter-se-a a ri-

gidez total da estrutura no Caso |.

SUB-ROTINA MOLA 2 - Esta sub-rotina monta a matriz de Rigidez

MM, devido as molas de torgao K, e K (Caso 11), para as duas

- 2
condig¢oes de contorno. Adicionando-se MM a B, ter-se-3a a ri-

gidez total da estrutura no Caso ||,

SUB-ROTINA NAXIAL - Esta sub-rotina monta a matriz de Carre
gamento, CN, devido ao trabalho realizado pelo esforgo de com

pressao N na haste, para as duas condigoes de contorno.

SUB-ROTINA CARGA 1 - Esta sub-rotina monta a matriz de Carre
gamento, CC, devido aos trabalhos realizados pela solicita -

¢ao externa P, e pela reagao do montante T, na haste (Caso !)

para as duas condigoes de contorno.

SUB—ROTINA CARGA 2 - Esta sub-rotina monta a matriz de Carre
gamento, CC, devido aos trabalhos realizados pela solicita -
¢3o externa P, e pela reagao do montante T, na haste (Caso Il

para as duas condig¢oes de contorno.

SUB-ROTINA DETEC 1 - Esta sub-rotina detecta os parametros
criticos no Caso |, por meio do processo iterativo '"Método
das Partes Proporcionais ou Método das Cordas', (ver Apendi-

ce V), com a precisac que se deseja através da variavel ERROR.

SUB—ROTINA DETEC 2 - Esta sub-rotina detecta os parametros

criticos no Caso 1, analogo ac processo utilizado em DETEC 1.

SUB-ROTINA REAUVA - Esta sub-rotina resolve o problema de au

to valores posto na forma:

Ax=2XBx
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onde:
A, B sao matrizes
x auto vetor
A auto valor

0 método utilizado € o '"Método das Rotagoes Simultaneas de Ja

cobi,

8.3. DESCRICAO DOS PARAMETROS DE ENTRADA

NP - Variavel que no final da analise de uma estrutura indica
se ainda existe alguma outra a ser analisada. Se NP for
zero indica que nao ha nada mais a analisar. Se NP for
igual a um indica que o processo devera comecar de novo

com a analise de uma nova estrutura.
NE - ndmero da estrutura a ser analisada.

N - numero de termos que se deseja que tenha a funcao de in-

terpolacao para os deslocamentos.

M = numero de termos que se deseja que tenha a funcao de in-

terpolagao para as rotacoes.
E - médulo de elasticidade, ou médulo de Young.

G - modulo de elasticidade transversal.
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AA

DA

D8

Zp

ZT

L
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constante de empenamento
constante de torgao

momento de inércia da segao transversal em relagao ao ei

X0 X.

momento de inercia da segao transversal em relacao ao ei

X0 Y.

distancia entre o centro de gravidade (CG) e o centro de
cisalhamento (CC). Se CC estiver acima do CG - EY > 0

e se CC estiver abaixo do CG + EY < 0,
drea da secao transversal da haste.

distancia entre o centro de cisalhamento e a borda supe-

rior.

distancia entre o centro de cisalhamento e a borda infe-

rior.

altura do montante.

abscissa do ponto de aplicagao da solicitagao externa.
abscissa da posi¢ao do montante, ZT = ZP.

comprimento da haste.

constante tor¢ao da mola K,.

constante de torgao da mola K,.

solicitagao no cabo.
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ENGST! - restricao com relagao a torgac em uma extremidade
ENGST1 = 1 restrigao ativa
ENGST! = 0 outra situagao

ENGST2 - restrigao com relacdo a torgao nas duas extremidades
ENGST2 = 1 restricao ativa
ENGST2 = 0 outra situacao

CASO | - indica que o caso a ser estudado € o nao conservati-
ve, Caso Il = 0.

CASO Il = indica que o caso a ser estudado € o conservativo,
Caso | = 0,

CRIT = 1 - indica que se quer determinar qual o parametro de car

ga critico no cabo que provoca a instabilidade, sem
a solicitagao externa P. Se CRIT = 0, se quer deter-
minar qual o parametro de carga da solicitacao exter
na P que provoca a instabilidade na estrutura para

uma dada solicitagao no cabo.

P DELTA - e incremento que se deve dar a P na pesquisa de seu

parametro critico.

T DELTA - € o incremento que se deve dar a SIG na pesquisa de

o~ * -
seu parametro critico.
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8.4 DIAGRAMA DE BLOCO DO PROGRAMA PRINCIPAL

Y

A

LEITURA DOS
DADOS DE EN-
TRADA

GERAGAQ DOS COEFICI-
ENTES E PARAME TROS
ADIMENCIONAIS

SE CRIT E 1GUAL A 1 >_7

GEMAGAO  DAS

CONSTANTES

C‘fr
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NM = N+ M

CALL
MOV

A

CALL
Rig
[}

CASO R E IGUAL A O,

CALL
MOLA §
M

CASO i1 £ IguAL A O,

CALL
MOLA 2
MM

9

CONSTRUCAD DE

'!1-“."
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Y

%

CALL

NAXIAL

PPzp

CASO ) E l0UAL ©

CALL CARGAI
ce

CASO I E IGUAL A ©O.

CALL CAR@A 2
cc

0 *8-{cc+CN)

)




2¢1

1= 1+

CRIT. IQUAL A t >—

i

PNT=pPP

l

psp +A,,

1

CRIT. IBUAL A © >——

i

PNT = 3@

16 = S18 + A

NN=I
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CASO I. [UAL A O

CALL

DETEC)H /

CASO II iGUAL A O >——

CALL

DETEC 2

CRIT. ISUAL A © >—

l

CARGA CRITICA

OF INSTABILIDADE
NO CABO

\_/—
i

CRIT. IBUAL A 1

}

CARSA CRITICA

DE FLAMBASEM

J—

MP. HUAL A I >»
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8.5 - MANUAL DE ENTRADA DE DADOS

N?DE CARTOES VARIAVEIS FORMATO
1 NP, NE . N.M 4 15
! E.G, CW, CT, IX. IV,EY TE 0.5
1 AA.DA,DB, M, ZR ZL 6 E 105
KI,K2,TO 3E 105
! ENGST!I, ENGST 2 | 215
CASO I, CASOIL, CRIT 3 IS5
1
P DELTA , T DELTA : 2E10.5

8.6 - LISTAGEM DO PROGRAMA

YOO O

[

()

SUBROUT INE MOV{¥,M,A1,A2,A3,ENGST1,ENGST2,A)

===£STA SUB-RITINA MONTA A MATRIZ DO MOVIMENTG OU
MATRIZ DE MASSA===

===FUNCAO DBE APRIXIMACAD DD TIPO SERIE TRIGONOMETRICA===
IMPLICIT REAL *3{A-H,0-Z)
DIMENSION A{50,50)
NM= N+ M
===7ERAGEM DA MATR[Z===
DO 100 J=1,NM
DO 100 K=1,NM
100 A{J,K)=0.
UM=1,
PI=64.%DAT AN (UM)
===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS===
DO 110 J=1,N :
110 A(Jd,J)=Al
===RESTRICAD A TI.AOD NAS DUAS EXTREMIDADE S===
IF(ENGST2.EQ.D) 50 TO 140 .
===PARCELA REFFRENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACQES===
DO 120 J=1,N
JJ=J+N
ALJ,JJ)=A2
120 AlJJ,J)=A2
===PARCELA REFERENTE A ROTACOES===
DO 130 J=1,M
JJ=1+N




&

N Ra NS

P

- - = -

130 AtJd+JJ)=A3

===RESTRICAD A TIRIADZ EM UMA EXTREMIDADE===

140 TF(ENGSTL.EQ.O) GO TO 180

===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES===
DO 150 J=1,N
DO 150 K=14M
KK=N+K
AUX={K-J+ .5 )%P]
PAR=(K+J-.5)%P]

150 A(J,KK)=2%A2%{33IN{AUX]} /(2*AUXI-DSIN{PAR} /{2%PAR))
DO 160 J=1,M
JI=N+J
DO 160 X=1, N

1580 A{JJ,K)=A(K,JJ)

===PARCELA REFERENTE A ROTALQES===
DO 170 J=1,M
JJ=N+J

170 A{JJ,JJ)=A3

180 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUT INE RIG(N,™,B1,82,B3,ENGST1,ENGST2,8)

==ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ===

===FUNCAD DE APROXIMACAD DO TIPO SERIE TRIGONOMETRICA===
IMPLICIT REAL #*3{ A-H,0-2)
DIMENSION B(50,50)
NM=N+M
===7 ERAGEM DA MATR][/===
Do 100 J=1,NM

PO 100 K=1,NM

100 B{JyK})I=0.
uM=1,
PI=4.%DATANTUM)

===PARCELA REFERENTE A DESLODCAMENTOS--RIGIDEZ A FLEXAQ===
DO 110 J=1:N

110 BL{J,J)=Bl *{ ¥4} {(PI%%4)

===2FESTRICAD A TIAI.AO NAS DUAS EXTREMIDADES===
IF{ENGST2.EQ.2) GO TO 130

===PARCELA REFERENTEA ROTACOES—-TORCAD E EMPENAMENTO===
DO 120 J=1:M
JJ=N+J

120 B{JJ»dI)=B2& (%2 ) #{PIx%2 J+BI%{ Jex4) (P I#%4)

===RESTRICAD A TORZIAD EM UMA EXTREMIDADE===

130 IF{ENGST] .EQ.DY GO TOQ 150

===PARCELA REFEREVIE A ROTACDES--TORCAD E EMPENAMENTO===
DO 140 J=1,
JJI=N+J

140 B IS JJ)=82% L (2% )=1)*P /2. }%%2)+B3x{ {{ 2% - 1}*9{/2.1**

150 RETURN
END
SUBRJOUTINE MOLAL{N,M,KL,ENGSTL,MM}

ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ REFERENTE A
MOLA DE TORCA] K1 -- CASOI ===

===FUNCAO DE APROXIMACAQ DO TIPO SERIE TRIGONOMETRICA===
TMPLICIT REAL *3{A-H,0-2)
RFEAI %R K1.MM1s}, 504
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[aEuNelaly

===RESTRICAD A TOR.AG EM UMA EXTREMIDADE===
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TF{ENGSTL .EQ.D) GO TO 120
NM=N+M

pPOos=1.

UM=1.

PI=4.%DATAN(UM)

IERAGEM DA MATRIZ===

D0 100 J4=1,NM

DO 100 K=1,NM

100 MM{J,K)=0.

PARCELA REFERENTE A ROTA(QES===
DO 110 Jd=1,.¥M

JJI=N+J

N0 110 K=1,#

KK=N+K

110 MM(JJ,KK)=22KL % DSINL (2%)-1}*(PI/2.)#POSI*HDSIN([2%{~-1)*

1

{PI/2.)%POSH)

120 CONTINUE

|

RETURN
END

SUBROUT INE MOLA2Z{N,M,C1l,C24C3,K1,4K24FIT,ENGSTL,ENGST2,MM)

ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DE RIGIDEZ REFER ENTE AS
MOLAS DE TDORCAJ K1 E K2 -- CASQOI] ===

FUNCAO DE  APRIXIMACAD DO TIPO TRIGONOMETRICA===
IMPLICIT REAL *3{A-H,0-2) .

REAL *8 K1,K2,M4{50,50},M1{50,50)+4M2(50,50)
NM=N+M

PO5=1.

UM=1.

PI=4.%DATAN({UM)

===7 ERAGEM DAS MATIZES===

DO 100 J=1,NM
DO 100 K=1+NM
Ml{JIK)=O-
M21{J,K)=0.

100 MM{J,K)=0.

]

RESTRICAD A TIORIAGQ EM UMA EXTREMIDADE==
IF{ENGST1.EG.D) 5O TO 120

===PARCFLA REFERENTE A ROTACOES===

DD 110 J=1,M
JJ=N+J
DD 110 K=1,4M
KK=N+K

110 M1UJJKK)=2%K1*(DSINT{2%J=13%{(P{/2.)%POSIRDSIN{[2%¢(-1}*

1

(P1/2.)%P0S))

120 CONTINUE

PARCELA REFERENTE A DESLICAMENTOS===
DD 130 J=1,N
D0 130 K=1»N

130 M2{J,K)I=K2xC1IF{ IS IN{I#PI*FITIXDSINIKH=PI*FIT))

RESTRICAD A TORZAO EM UMA EXTREMIDADE===
[IF{ENGSTL.EQ.O0) GO TO 1790

140 M2{ 1 KK I=K2FC26IDSINIL 2% =11 PT/2. ) %FT T) :DSTN{K*PIXEIT)) .

=PARCELA REFERENTE A DESLICAMENTOS E ROTACQOES===

PO 140 J=14N
DO 140 K=1+M
KK=N+K
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DO 150 J=1,M
JJ=N+d
D3 150 K=1,N

150 M2(JJK)=M2(K, )

C ===PARCELA REFERENTE A ROTACOES===

DO 160 J=1,M
JJ=N+d
D0 160 K=1,M
KK=N+K

160 M2 JJ KKI=K2%C3&{DSIN{(2%)-1)%(PI/2.}*=FIT)EDSIN{{2%K-1)*

1{P1/2.)*F1IT )}
C ===RESTRICACQ A TIRIAD NAS DUAS EXTREMIDADES===
170 IF(ENGST2.EQ.0) GO 7O 210
{ ===PARCELA REFERENTE A DESLICAMENTOS E RDTACDES=
D0 180 J=1,N
DO 180 K=1,M
KEK=N+K
180 M20J,KKI=K2E=C2&{DSIN{J*PI%FIT)HDSIN(K®=PI*FITI)
00 190 J=1.,M
JJd=N+J
DO 190 K=1,N
190 M2{JJ,K)=M2{K,J1]]
C ===PARCELA REFERENIE A RUTACOE ===
DO 2GO0 J=14+M
JJ=N+J
PO 200 K=1,M
KK=N+K
200 M2(JJ2KKI=<2%C35({ DSIN(JRPI*FIT)ADSIN(K*PI*FIT}H)
210 CONTINUE
C ===S0MA DAS CONTRI3UICOES DE K1 £ KZ2===

DO 220 J=1,NM
DO 220 K=1,NM
220 PM{JsK)=ML{J9K}+M2(1J4K)
RETURN
END
SUBROGUTINE NAXTAL (N,M,SIG,KAPA,D1,ENGST 1, ENGST2,CN)

==FESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DEVIDO AQ TRABALHO REALIZADD
PELO ESFORCO AXI AL DE COMPRESSAO NA HASTE===

OO0

===FUNCAD DE APRIXIMACAQ D2 TIPD SERIE TRIGONDOMETRICA===
IMPLICIT REAL *3(A-H,0-2)
DIMENSION CN(50,50)
REAL *8 KAPA
NM=N+M
Um=1.
Pl=g,*DATAN{UM)
C ===7FRAGFEM DA MATR[Z===
DO 100 J=1,NM
DO 100 K=1sAM
100 CN{J,K)=0.
sup=1.
INF=0. -
C ===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTNS==
DO 110 J=14N
110 CN{J, ) =SIGHD1={{ %P )%%k2}
C ===RESTRICAD A TIRIAO EM UMA EXTREMIDADE===
TFLENGSTE.EQ.O} GO TO 150

r ==PARCFL A RFFFRENTE A NFESIOCAMENTAS F ROTAMNES===
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DO 120 J=1,N
DO 120 K=1.M
KK=N+K
AUX={K-J+.,5)1%P]
PAR={K+J-.51*%P]
120 CNUJ KK I=STIGEKA2 A %D {P T 222 k% (2% )-1 )= (DSINLAUX®SYP Y/

C
T{2F¥AUX) 4D SINIPAARSUPYI/{2%PAR)-DSINIAUX®INF)/ { T*AUX]) -
C .
2DSIN(PARXINFY/{2%PAR} )
DO 130 J=1.M
JJ=N+J .
DO 130 K=1,N
130 ON{JIWKI=CNIK,JJ)
C ===PARCELA REFERENTE A ROTACDES===
DO 140 Jd=1,M
JJd=N+J
140 CN{JJ o JJ)=STIGRICAPA®RF2 )20 1 {{{2%]-1)#{PI/2.)) **2)
£ ===RESTRICAD A TORZAD NAS DUAS EXTREMIDADES===
150 IF{ENGSTZ2.EQ.O) GO TO 190
£ ===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES===
DO 160 J=1,4N
JJ=N+J
150 CN{Jy JI)}=STIGEKAPARDI I {J%P] )*%2)
Do 170 J=1,M
JI=N+J
DO 170 K=1,N
170 CNTUJJ+KI=CNIK,y JJ)
C ===PARCELA REFERENIE A ROTACOES===
DO 180 J=1,M
JJ=N+J
180 CNUJIyJII=SIGHR{KAPAXRZ2)RDL*{ {JXPT }%%2)
190 RETIRN
END
SUBROUTINE CARGAL {NyM,FIP,SIG,CX,GAMA,PP, ENGST1,ENGST2,C0
C
C ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DEVIDO A0l TRABALHD
C REALIZADDO PQOR T {REACAD DO MONTANTE NA&A HASTE) E POR
C P {ACAD EXTERNA) - CASOI
C
C ===FUNCADQ DE INTERPODLACAQ D] TI1PJ SERIE TRIGONOMETRICA===

IMPLICIT REAL #*3{A-H,0-2}
DIMENSION CC150,50)
sue=1.
INF=D.
NM=N+M
Pl=(PP-SIG*=CKI* 1-FIP)
P2=(PP=-SIG*CKI*(FIP)

C ===2ERAGEM DA MATRIZ===
D0 100 J=1,NM
nn 100 K=1,NM

100 CClJ,4K)=0,

um=1,
PI=4.,%DATAN{UM]}

C ===RESTRICAD A TORZIAD EM UMA EXTREMIDADE===
IF(ENGSTL .EQ.0) GO TO 1490
C ===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACOES===

DO 110 J4=1.N
D0 110 K=1.+H
KK=N+K
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AUX=(K~J+.51%P 1 )
PAR={K+J—5)%PI

113 CCLIKK)==SIGRZC*(DSINIK*PIXFIT)*DSINI{ 2% J-1)*{PI/2,)*FIT)}

C
1-PLE( (JxPT)%%2)/2 . %( {DCOS(AUXEFIP )/ {AUX*E2 J+FIPEDSIN(AUX*F
C
21P )Y FAUX-DCOS(AUX® INF)/ (AUX %42 ) - INFXDSINIAUXZINFIZAUXI-(DCODS
C .
I[{PARXFIP)/IPARS*2 ) +FIPEDSINI{PARSFIP) /PAR-DCOS{PAR*INF) /{PAR
C
4% %2 )~ INFADSIN{PARXINF) /PAR) )=P2%{ (J%PT ) %2} ¥{OSIN{AUX*SYP)/
C
5(2*AUX)—DSIN1PA&#SUP)/(Z*PAR}-DSIN(AUX*FIP)/{Z*AUXJ+DSIN
C
GIPARXFIP)Y /{2%PAR ) J+P2X{ (JFP T p%42) /2.2 {{DCOSCAUX*SUP )Y /{AUX
C
T2 14+ SUPHDS IN{AJX 2SUP I JAUX-DCOSTAUXEFIPYI /{AUX*%2)}=-FIP%DSIN
C
B{AUXEFIP)I/AUX)-(JDCOSIPAR®SUP) Z7IPARX%:2) +SYPXDSINI PARXSUP)/
C .
9P AR-DCOSIPARRFI? } f{PARF*2}-FIP=DSIN{PARXFIP)/PARY})
DO 120 J4=1,M
JJd=N+
DO 120 K=1,N
120 CC{JJ+K}I=CCUK,T))
C ===PARCELA REFERENFE A RQTACOES===
DO 130 J=1,M
JJ=N+J
DO 130 K=1,M
KK=N+K
F=2%J~-1
T=2#%K-1
130 CCUUJSyKK)=(PP*GAMA)Z{DSINIFH(PI/2.Y*FIPIHDSIN(TH{PI/2.)*F]D
C
1))~ (SIGHCKEETA) &« DSINIF#{PI /2 1 %FIT)I%DSIN(T={PI/2.)*FIT}]
C ===RESTRICAJ A TOILAD NAS DUAS EXTREMIDADES===
140 [FL{ENGSTZ2.EQ.0) GO TO 190
C ===PARCFELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS E ROTACQES===
DO 150 Jd=1,4N
D0 150 K=1,M™
K= N+K
IF(J.EQ.K)Y GO T3 160
AUX={K=-J)*P]
PAR=({K+J)%P1 _
COUJyKK)==-SIGHCL=(DSIN{J#=PTIAFITIFDSINIKFPIXFITII-PLR{{J%P]}
C
1%%2 3 /2. %({DCOSCAUXRFIP )} /TAUX:32)+FIPEDSIN{AUXFFIP )} /AUX-DCOS
C .
ZOAUXEINFT ZLAUXRR2 ) - INFEDSINTAUXKINF)Y 7AUXI—{ DCOSIPARXFIP)/ (
C
APAR %% 2} +F IP%HDSIN{ PARXFIP)/PAR-DLCOS{PAREINF )}/ {PARX %2} -INF=*
C
GDSIN{PARXINFI/PARI I-P2R{{IXP 12 & {NSIN{AUXESUP ) /{2%AUX) -
c
SDSIN{PARE:SUP )Y/ (2%PARI=DSINCAUX*FIP) /L 2=AUXI+DSIN{PARRFIP) /
E .
6L 2%PARII+P2={{{ J%P 11222} /2. )= ((DCOSTAUXESUPY /A {AUXER2) +5UP*
C

N

TOSINIAUXESUP) FAIX-DCOS{AUXEFIR) /{AUX*2)—FIP*DSIN{AUX*FID)
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FPARXFIP )/ (PAR%E2 ) -FIPADSIN( PARXFIP) /PAR))
GO TOQ 150
160 CCUJyKKI==SIGXLC* {DSIN(J*PI*FIT) ) #%2-PlE{ { JRPI) %%2) = [F[P%¥%

12/74.~FIPEDSIN(Z2= %P I%FIP) /{ 4% %P )~DCOS(2%J*PI*FIP) /{B8%(J*
2PI)#%2) ~INF%%X2 /4. + INFADSTNI 2% JRPTHINF ) /(4% 3%P 1) +DCOAS(2%I=P]
IXINFI/IBE(JFPTI I xx2) )-P2%R((JP])&k2) % (SUP/2.-DSIN(2%¥ J¥PI*SUP
Y7143 J%PTI-FIP /2. +DSIN(2¥J*PIRFIP ) 7 (AFI*PI) J4P2* [ {J*P] ) *x2)
Bl SUP*%2 /4, ~SUPEDSIN{ 2% *PI=SUP}/ (4%J%P L) -DCOS{2%J*PI*SUP}/

HIBX(JH*PI)*%2)~FIP *%2/4,+FIPHDSIN(2%J*PIXFIP) /(4% J%PT)+DLOS

[ ]

T{2%JFPIEF P )/{B*={ J*P I} %%2))
150 CONTINUE
DO 170 J=1.M
JJ=N+J
N0 170 K=1,N
170 CCUUSWK}=CCIK,J1)
L ===PARCELA REFERENTE A ROTACIES==
DO 180 J=1.M
JI=J+N
DO 180 K=1,M
KK=K+N
180 CCHJIJKKI=(PPRGAMAIF{DSINII*PIXFIP)DSIN(K*PI*FIP))-{SIG*

1CKFET AR DS IN{J&P IHFITI*DSIN(K*PI*FIT})
190 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE CARGAZ (N,MsT1,72,T3,FIP,SIG,GAMA,PP,ENGST],
1ENGST 2,LC)

ESTA SUB-ROTINA MONTA A MATRIZ DEVIDO A0 TRABALHO
REALTZADO POR T (REACAO DO MONTANTE NA HASTE) E POR
P (ACAD EXTERNA) — CASOII
===FUNCAD DE INTERPOLACAO DD TIPO SERIE TRIGONDOMETRICA===
IMPLICIT REAL #*3{A-H,0-71}
DIMENSION CC(50,50}
INF=0.
FIT=FIP
NM=N+M
PL=PP*{1-FIP)
P2=PPAEIP
{ ===7ERAGEM DA MATRIZ===
DO 100 J=1,NM
20 100 K=1,NM
100 CCUJsKI=0,
UM=1.
PI=4.%DATANTUM)
C ==c=PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENT(S===
DO 110 J=1+N
Do 110 K=14N
110 COTALKY=STGRTI & DS TNTURPTEFIT ) #NS IN{K=PT:FITY )

OO0

— — s
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‘-‘RFS¥RI’A3 A TGQ AO EM UMA EXTREMIDADE===

£

c

—_—— - - ~

[FLENGST1.EQ.D) GO TO 150

===PARCELA RFFERENIE A DESLOCAMENTOS £ ROTACOES===

DO 120 J=1,N
DO 120 K=1,M
PAR={K+J=-.5)%*P]

120 CC{JeKKI=SIGHT25(DSINIKHPIXFITIHRDSINI{2%)-1}*(PI/2.)%FIT))

L-P LA {JEPT)*%2) /2, % ({DCOSTAYXSFIP ) /LAUXEE2)+FIPEDSIN{ AUX®

2FIP}/AUX=DCAS(AIXEINF )/ (AUXR%2) - INFEDSINIAUXFINF I 7AUXD -1

IDCOS(PARXFIP}/(2ARER2)+F IPHDSIN(PAREFIP)/PAR-DCOS{PARKINF])/

HG{PARF¥*2 J~ INFEDSIN{PARXINF)/PAR} )-P2*{ {J*PI )% =2} ¥ (DSIN{AUX*
SSUP Y/ ( 2%AUX)-DSIN{PAR%XSUP) /{ 2%PAR)-DSIN(AUX*FEP) / {2%AUX) +
EDSIN({PARXFIP I /{2%PAR) ) +P25{ { JXPT}*%2]) /2. % (DCOS{AUX®SUP)/
TLAUXEX2 )+ SUPXDSIN (AUX*SUP) /AUX-DCOS{AUX*FIP) J{AUX¥*2)~-F[P*
BDSIN{AUXEFIPYI/AIX J—(DCOST{PAR®SUP) /{PAR**2}+SUPXDSIN{PARRSUP
9) /P AR~ DﬁDS{PA?*ri9)IIPARv*Zi-FIP*DSIN{PAR*FIP)/PAR})

N2 130 J=1,M

JJ=N+J
DO 130 K=1.N

130 CCU(JJ,KI=CCIK,J]})

===PARCELA REFERENTE A ROTACDES===

DI 140 J=1,M

S Jd=NEY
DO 140 K=1,#
KK=N+K
F=2%J-1
T=2%K~1

140 CCLJIJWKKI=SIGET3+{DSIN(F*(PI/2 I=FIT)I*NSIN{TH{PI/2.)1%FIT))

L+PPEGAMAF{DSINIF* (P I/2. )XFIP }EDSIN{T*(P [/ 2.} *F1IP) )

===RESTRICAT A TIRLAD NAS DUAS EXTREMIDADES===

150 TFIENGST2.EQ.0) 50 TO 200

c

— e e

===PARCELA REFERENTE A DESLOCAMENTOS £ ROTACDES===

DO 160 J=1.N

BD 160D K=12M

KK=Nt+K

[FJ.EQ.K}Y GO T) 1790

AUX={K~J) %P1

PAR={K+J}*PI
CCl{JsKK}=SIGHT2:(DSIN(J*PIFFITI*DSINIK*PI*FIT)I-PLI*{(J%*PI}

1223 /2. % {DCOSTAUXEFIP) JLAUX®#2 )+ FIPEDS IN{AUXEFIP) / AUX-DCOS
ZLAUXEINFY 7{AUXZ£2 )= INFEDSIN(AUXEINF Y /AUX)-(DCOS(PARRFIP) /

J{PARF%(2)+FIPXDSIN{PARAFIP) /PAR-DUOS{PARXINF) /{PART®: )~ NF*
4DSINIPARFINF}/PAR ) I-P2:{ L %P1 ) xx2 )= (DSIN{AUXFSUP) /{2%AUX) -

SRSIN{PARE=SUP) /(2% PAR)I-DSIN{AUX*FIPY/{ 2% AUX)+DSIN{PAR*FIDP )}/

- — - - o ——
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6(2%PARII+P2A(((J%PI)%22)72, ) #{{DCOS{AUXESUP) /(AUXEE2 ) +SUP%

TOSIN{AUX*SUP }/AJX-DCOSTAUX*®FIP) /{AUXF%2)~FIP*DSINTAUX*FIP)/
BAUX)}-{DCOS(PAR*SUP) /{PAR®*2) +SUPXDSIN{PAR®SUP}/PAR-DCOS{PAR

9xF[P) /{PARE%2)~E[ PXDSIN{PARXFIP)/PAR))
GO TD 160
170 CCUJ KK)=SIGRT2#(DSINIJ*PI&FIT) ) %#2—P L% { (JRPT)X%2 )& (FIP %2

1/74.~-FIPRDSIN(2%3%PI%FIP)/{ 4%J%P 1) -DCOS{ 2% J*PI*FIP} /{85 JxP!
2)%%2) = INF2E2/4 ¢ INFFDSINI 2R 4%HPTHINF ) /{4%J% P} +DCOSI2%JI*PL %
BINFI/Z(85{J%xPI) %52 ) )-P2%( (J*xPI)%Xx2}*{SUP/2.-DSIN(2%J*¥P*SUP)
41{4*J*PI)*FIP/2.+DSIN(2*J*PI*FIP)lté*J*PI}}+P2*((J*PII**2)*
S5{SUP%%2 /4 ~SUP*JSIN(2%J%P[%SUP) /(4% J%P] )=-DCAS{ 2% J*PI*SUP}/
685 (JHP [ )X 2)=F[P*%2/4, +FIPXDSIN{ 2% I¥PIHFIP)/{4¥J¥PT)+DCOS

T2 J%PISFIP) /(8% (J*PT)%%2))
160 CONTINUE
DO 180 J=1,M
JJ=N+J
NDQ 180 K=1,N
180 CCUJJ,KI=CLIK,JJ)
===PARCELA REFERENIE A ROTACDES===
DO 190 J=1,M
JJ=J+N

DD 190 K=1,M
KK=K+N
190 COH{JJ KKI=SIGHT3F{DSIN{JI=PIHFIT)IDSINIK*PIXFIT) }4+PP*GAVAX

LIDSIN{J*P [*F [P }FISINIK*PI*FIP})
200 CONTINUE

RETURN

END )

SUBROUTINE DETEC1(B,CNyANyMyFIP,SIG,CK+GAMA,ENGSTL, ENGST 2,

1P+PNT,EIGV, EIGVY 4 NN,CRIT,D1,KAPA)

ESTA SUB-ROTINA DETECTA POR MEIO DE TITERACOES SUCESSIVAS

0 PARAMETRO DE ZARREGAMENTO CRITICO TANTO PARA P COMD

PARA TO {TENSAG ND CABR3) - CASOI]

IMPLICIY REAL #3(A-H,0-7)

REAL *8 KAPA

DIMENSION A150,50),58(50,501,01(53,501,0(50,50),Q(50,50),X%X{(50

1+507,CCU50,50)4N(50,501,EIGV(50),EEIGV(50),EIGVVI(50)

NO=5

ERROR=0.0001

NM=N+M

ICONT=0

IF{CRIT.EQ.Q) G2 TO 800

PT1=EIGVVINNI®{SIG-PNT)/{EIGVV{NN)I-CIGVINN))+PNT

PT=pP
800 CTONTINUE

IF{CRITLEQ.1} 53 TO 4GO

PT=CIGVVINN}*(P-PNTI/{EIGVVINNI-EIGVINN)}+PNT

PT1=SIG
400 CONTINIF
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ICONT=IC{ONT+1
TF{CRIT.EQ.O} 5I TO 9S00
CALL NAXTAL(N,M,PT1,KAPA,D1,ENGST1, ENGST2,CN)

900 CONTINUE
CALL CARGALI(N,M,FIP+PT1,CK,GAMA,PT,ENGST] ,ENGST2,CL)
DO 500 J=1,NM
DO 500 K=1:NM
Q{JKI=A(J,K)
ClLJ,KI=CCHJIsKI+IN{JHK)

500 01J,K)1=8{J,K)-2(J,K]}
WRITE(NO,20)PT

20 FORMAT{///,10X,'PT=',E15.5)
WRITE(NG, 20)PT1

30 FORMAT{///,10X,*SIG='4E15.5)
CALL REAUVA{D,2,X,EEIGV,NM)
EIGVT=EEIGV{NN)
IF{DARS(EIGVT)._E.ERROR) GO TO 200
IF(EIGVT}100,200,300

100 CONTINUE
IF(CRIT.LEQ.O0) GJ TO 600
XX=EIGVVINNIZ({2T1-PNT}/(EIGVV{NN)-EIGVT))
PT1=PNT+XX
GO 70 400

600 CONTINUE
XX=EIGUVINN)={(PT-PNT}/{EIGVVINN)-EIGVT))
PT=PNT+XX
GO TO 400

300 CONTINUE
IF{CRIT.EQ.Q) GJ TO 700
XX=EIGY{NNYI*{{SIG-PTL)/{EIGVT-EIGVINN}))
PT1=S1G+XX

GO TO 400
700 CONTINUE
XX=EIGY (NN} *{{P-PT)/LEIGVT-EIGVINN}})
PT=P+XX
GO TO 400
200 CONTINUE
IF{CRIT.EQ.0) P=PT
ITF{CRIT.EQ.1)} 5IG=PT1
WRITE{NG,10}ICONT
10 FORMAT(//,10X,'ZM DETEC1 FORAM NESCESSARIAS*',I10,* ITERA®,
1*COES")
RETURN
END
SUBRQUTINE DETEZ2{BsCN A NyMyT1,T72,73,FIP,SIG,GAMA,ENGSTL,
1ENGST2,P,PNT,,ELISV,EIGVY,NN,CRIT,D1,KAPA)

C ESTA SUB-ROTINA DETECTA POR MEIO DE [TERACOES SUCESSIVAS
C 0 PARAMETRE DE CARREGAMENTO CRITICD TANTO PARA P COMO
c PARA TO {TENSAO NO CABO) - CASOI .

TMPLICIT REAL *3{ A-H,0-1}

REAL %8 KAPA

DIMENSION EIGVI530)4,B{50,50),0(50450),EEIGV(50),A{50:+50),
1X{50,50),Q{50,53) +EIGVV{50},C(50,50),CC{50,50),CN{50,50}
NO=5

FRROR=0,0001

NM=N+M

IZONT=0

IF(CRIT.EQ.0) 33 TO 80¢
PT1=EIGVVI(NN)*(5IG-PNT)/({EIGVV(NN}-EIGVINN))+PNT

PT=pP

—— ——_— a——
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800 CONTINUE
IFICRIT.EQ.L) GJ TO 400
PT=FIGVVINN}Z{P-PNTI/{EIGVVINN)-EIGVINN))+PNT
PT1=51G

400 CONTINUE
TCONT=ICONT+]
IF{CRIT.EQ.O) GJ 7O 900
CALL NAXIAL{M,M,PT1,KAPA,DL,ENGST1,ENGST2,CN)

900 CONTINUE
CALL CARGA2IN,Y,T1,T2,T3,FIP,PT1,GAMA,PT, ENGSTL,ENGSTZ2,C2)
DO 500 J=1,NM
DO 500 K=1+NM
QUL K)=A{ J,K)
CUJYKI=CO(J P KI+INLI,K)

500 O(J.,K)=B{J,K)=-C{J,K)
WRITEINO,20}PT

20 FORMATI///7+,10X,7PT=*,E15.5)
WRITE{NG,303PT1
30 FORMAT(///+10X+"SIG=1,E15,.5)

CALL REAUVALID,Q,sX+EEIGV,NM)
EIGVT=EEIGV{NN)}
ITFIDABS{EIGYT)..E.ERRDR} GO TO 200
IF{EIGVYT)100,203, 300

100 CONTINUE
IFICRIT.EQ.D) GJ TO 600
XX=FIGVVINN)I*{{2T1-PNT)/LEIGVVI{NNI-EIGVT))
PT1=PNT+XX
GO 10 400

600 CONTINUE
XX=EIGVVINNIX{{PT-PNT)/{EIGYVINN)Y-EIGVT))
PT=PNT+XX

G0 TO 4CO

300 CONTINUE
IFI(CRITLEQ.DO) GJ TO 700
XX=EIGYI{NN}={{SIG-PTLI/IEIGVT-EIGVINNI}I}
PTL=SIG+XX
GO T0O 400

700 CONTINUE
XX=ETIGV{NN)={({P-PT) /{EIGVT-EIGV{NN]))
PT=P+XX
GO 7O 400

200 CONTINUE
IF{CRIT.EQ.Q) P=PT
TF{CRIT.EQ.1} SIG=PT1
WRITEINDG, 10}I1CONT

10 FORMATI(//,10X,'EM DETECZ FORAM NESCESSARIAS',110,' ITERA',

1'COFSY) '

RETURN

END

SUBROUTINE RFAUVALA,BsX2EIGVNAUV)

ESTA SUB-ROTIMNA RESOLVE 0O PROBLEMA DE AUTO-VYALORFES PELO

METODO DAS ROTAZDES SIMULTANEAS DE JACOBI{INTERACAD

EM SUB-ESPACQ)

IMPLICIT REAL #3{ A-H,0-1}

DIMENSION A150,50),B150,50),X(50,50),E1GV{50)}+D{50)

ERRO=0.1E-04

LW=5

N=NALYV

NSMAX=15

nonoan I=1.NADY

OO0

——r—_—r
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DIT)=A(LI1)/B(I,1)

10 EIGVITI)I=D{I1)
IF{N-1)4+5,4

5 CONTINUE
RETURN

4 DO 30 T=14N
DO 20 J=1sN

20 X(1,J)=0.

30 XtI.13=1.
NSWEP=]
NR=N-1

*x%xINICIO DAS ITERACOES***

WRITE{LW,1005)
1005 FORMAT{///10X,'{TERACAD EM REAUVA NO.*,10X,'0S AUTOVALORES®
1," NESTA ITERACAD,JA CONVERGIDDS,SAQ!)
40 NSWEP=NSWEP+1
EPS={0,0L¥XNSWE? ) %2
DO 50 J=1,NR
JJI=J+1
DO 50 K=JJ,N
TT=A{Jy K} %A LI, K)
TR=A{ Jy J}FA (K, ¢)
ETOLA=DABS(TT/T3)
TT=B(J,KY*B{J,K)
TR=8{J,J)*B(K,K)
ETOLR=TT/T8B
IFIETOLA-EPSIO, T, 7
& IF{ETOLB-EPS)50,7,7
7 AKK=A{K,K}*B{Jy<}~BIKsKI*A{J,K)

AJI=A(J,J1%B{d, ) -BlJ,J1*A{J,4K)
AB=AL Jy J)*BLK, X} - ALK, K}*3(J,d)
CHECK={ AB*AB+4,3%AKK*AJJ) /4.0
IF{DABS{CHECK)._E.L1.E-20)CHECK=DABS [CHECK)
IFICHECK)B0,70,72

60 WRITE(LW, l004)CHECK

1004 FORMAT{//10X."EM REAUVA SE OBTEM RAIZ QUADRADA DE UM

1,* NUMERO NEGATIVOD',F20.7)
STQP

70 SQCH=CHECK**0.5
D1I=AB/2.+SQCH
D2=AB/2.-SQCH
DEN=D1
IF{DARS(D2)-DABS{D1})8,8,9

9 DEN=D2

8 TFIDEN}S0,80.,90

80 CA=0. A
CG=-A{J K} /ALK,X)
GO 70 100

30 CA=AKK/DEN
LG=-AJJ/DEN

¥

3+

ROTACOES GENERA_LTZADASHH

100 IF{N-2)95,180,95
95 JP1=J+1

JMi1=J-1

KPi=K+1

KM1 =K1
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TFEOMI-13120,110,110
110 DO 105 =1, M1
Ad=ALT1,4)
BJ=B(1,J)
AK=A{ T+K)
BK=8B{1+K)
AT + JI=AJHCG*AK
BlI+J)=BJ+CG*BL
A{T+K)=AK+CA%AJ
105 B{1,K)=BK+CA*BJ
120 TF{iXP1-N)130,133,140
130 DO 125 I=KP1,N
Ad=AalJd, 1)
BJ=R[Jsy 1)
AK=ATKy 1}
BK=8B{K,1)
AlJs IT)=AJ +CG*AL
BlJ,1)=BJ+LG%BK
ALK, T)=AK+LA®AJ
125 B{Ks1)=BK+CA%B]}
140 IF{JP1-KM1}15),4150,180
150 D) 160 I=JP1,XMi
AJ=A{J,1)
BJ=8{J, 1}
AK=A{ [+K)
BK=B(TsK}
AtJ,1)=AJ+CG*AK
BlJ,1)=BI+L G%BK
A{ TeK)=AK+D AXAY
160 B{I,K)=RBK+CA*BJ
180 AK=A{X,K}

BR=B{K,K}
ALK K)=AK #2527 A%A {3, K)+CAXCARAL U, ))
BIK,K)=BK+2.*%CA%B (J,K)+CAXCA*B (Y, J)
AL J)=A{Jy JI42.%CGFALY,, K} +COHLGFAK
BlJ,yJ)=B{J,J)+2,*CG¥B(J,KI+CGXCHBK
Al JsK}=0.
B(JgK)=Do

#xxAUTOVETORES*#2

DO 190 I=1,N

XJ=X{1,4)

XK=X[T.K)

KT 4 J)=XJ+C5EXK
190 X{T +K)=XK+CA%XJ
50 CONTINUE

¥HXESTUDD DA CONVERGENCIA®%:X

DD 240 I=1,N

TOL=DABS{ERRO*¥D(1))

DIF=0ABS(EIGV(I)-D(I11})

[F{DIF-TOL) 240,240,300
240 CONTINYE

*E%XESTUDO DOS ELEMZNTOS FORA DA DIAGONAL %%

EPS=ERROF*2
NN 260 J=1.NR
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260

310

300
320

13

330

21

1000

220

1002

216
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0 260 K=3J,N

Tt o AUd KD #A (JyK)
TB=A(Js ) =A (K, K)
EPSA=DABSI(TT/T3)
TT=B(J,K)*%B{J,K)
TB=B{Jy JI*B(K4K)
EPSB=TT/TH
IF{EPSA-EPS)ILL, 300,300
[FIEPSB-EPS)2560,300,300
CONTINUE

DO 310 I=1sN

DO 310 J=I,N
BLJIyIV=B{1sJ)}

Atdy I)=A{ 1,41}

30 T0 21

DD 320 I=1,N
DUI)=EIGV (I}

IF{ NSWEP—NSMAX) 40,134,173
DO 330 I=1,N

DD 330 J=1,N
B{J,I1}=B{1,J}
A{ds1)=A0 Ty J)

CONTINUE

WRITE{(LWy LOODINSHEP
FORMAT{/121)

DO 220 1=1sN
EIGVIII=A{I,1)/311,1)
WRITE{LW,1002) (EIGV(I),1=1,N)
FORMAT(/10X46E15.5)

*&&R EORDENAMENTO**

1440

33

1420
1400

35

REAOR=0
IF{REGR.EQ-Q) G3 TD 35
NV1=N-1

15=0

DO 1400 I=1,NV1
IF(EIGVIT+l )=-E1av{T})33,1400, 1400
I15=15+1
BT=8{I+1,1+1)
DT=EIGV{I+1)
Bl{I+1,1+1}=8{1,1)
EIGVII+1)=EIGY{I]}
B{I,1)=87Y
EIGV(I)=DT

DO 1420 K=1sN
TEMP=X(K,I+1)
XTKyI+1L)=X{K.I}
X{K,I)Y=TEMP
CONTINUE
IF{1S)144043541440
CONTINUE

RETURN

END

L L L T T e P S P TS PP e P L e e T L e e ey

c

PROGRAMA PRINLCIPAL

IMPLICIT REAL #*3{ A-H,0-1)

REAL #3 IX,1Y,KL,K2,KAPA,MM{50,50)

NIMENSTON Af50.30.BISA5M 0I50.80)-Q150.5M .H&50.60) .
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ICClSOySO},CNISO,5D),EIGV{SO) EIFVV{503yX{SOySO)
NO1=%

NI=8

HRITE{ND,41)

41 FORMAT{//.T30,"JNIDADES ADOTADAS‘,/! T32, YAREA{LM*®2},/,
1T32,TFIRCACKGM)YY, 7, T32, *¥ODULD DE ELAST.(KGM/CM*%2)',/,T732,
Z'MOM. DE INERCIA{CM**4},/,T32,"COMPRIMENTOICM) Y, /)

L ===LEITURA D0OS DAD]IS===
100 CONTINUE
READ(NI+2 }NP,NE, N, M
2 FORMAT{4I5)
READ{NI+4}E+GsCACT,IX,1Y,EY
4 FORMAT(7E10.5)
READ(NIs6)AA,04,0B,H,2P, 2L
6 FORMAT{6E10.%5)
READINT +8IK1,K2, TO+ENGSTLLENGST2
B FORMATI{3E10.5,215)
READ(NI.10}CASOL,CASOIIL,CRIT, PD“LTA,TDELTA
10 FORMAT{315,2E10.5])
WRITE{NO,15)NE
15 FORMATI//7/7+20Xy"ESTRUTURA NUMERD=T',15)
WRITE(NG, 17)
17 FORMAT(// /420Xy %% DADOS DA ESTRUTURA *%%%,7///7+ 15X, "*xCA?
1, "QACTERISTICAS FISICAS*%?)
WRITE(NO, 193E,G
19 FORMAT{//+10X,'E=73F10.5,11%X,'6=",E10.5)
WRITE(NG,21)
21 FORMAT{// 415X+ =CARACTERISTICAS GEOMETRICASH*%x?)
WRITE(ND,23)CW, 2T 2IXyIYHEY, AA,DA,DBy 7L, IP,H
23 FORMATL// 49Xy "CAd=1,E1lC.5, 10X, 0T=",E10.5,/49X,"1X=",E10.5

1110X:’1Y:‘,'E10053 /79X,'EY="IEIO-S’..IOX,'AA='1510.5!/1(;X
29 ‘DA=';E10.5;10X. 'GB'=',E1.0'51nyX1‘ZL=' ,EIO;.S']_OX,

3VIP=13E10.54/410Xs"H=",E10.5]
WRITE(NO, 25)
25 FORMAT(//+9X,s"CONSTANTES DE RIGIDEZ DAS MOLAS DE TIRCAJ')
WRITE{ND,27)KL,«K2
27 FORMAT(/ /49X *'KL=",F10.5,10X,'K2=",£10.5)
WRITE(NG,29)TD
29 FORMAT{//,9X%,*TENSAGC NO CABO=',E10.5)
TF{ENGST1.EQ.1) WRITE{ND,313ENGST]
31 FORMATI//,15X%,'4A RESTRICAD A TORCAOQ EM UMA EXTREMIDADE,®
1, * ENGST1=?*,15)
TF{ENGST2.EQ.1) WRITE(NO,33)ENGST2
233 FIORMAT(/7,15X,'4A RESTRICAC A TORCAD NAS DUAS EXTREMIDADES?
Ly, ENGST2=1,15]
ITFICASOTLEQ.L)Y ARITEING,35)
35 FORMAT{//,15X,*"CASOI=ENGASTAMENTO PERFEITO ENTRE O ?,
L*MONTANTE E A HASTE')
IF{CASDIT.EQ.1) WRITE(NG,3T)
37 FORMAT{//,15X, " ASOII=ENGASTAMENTO ELASTICO ENTRE 114,
1* MUONTANTE E A H4ASTEY)
WRITE(ND,39)}PDELTA,TDELTA
39 FORMAT{//,15X,"INCREMENTOS DE CARGA',/,15X,?PDELTA=",
1E10.54+/ 515X+ TTDELTA="4E10.5)
L ===GERACAQ DOS PARAMETROS===
I¥=1P
FIP=7P/7I
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FIT=FIP
ALFA=TIX/AA
BETA=IY/AA
GAMA=DA/ZIL
KAPA=EY/ZL
ETA=DB/ZIL
COEFL=DSART({GH(T)I/{E*][Y))
COC=DSORTAGHLTHExLIY)
COEFZ2=E*CH/1ZL*¥2%C0C) |
HH=H+DB
CA=DSQRT{ ZIP%¥2+H*%2) !
CB=DSQRT{{ZL-2P ) ¥ =24HH*x%2) '
SIG=T0x{ZL**2}/.8C
PARA SE OBTER SIG CRITICO,FAZER CRIT=1
TF(CRIT.ER.1)ISIS=0.

===GERACAD DAS CONSTANTES===
Al=1.
A2=KAPA
AZ=(ALFA+BETA) /{ZL**¥2)+{KAPAx%2]
B1=1./C0EF1
82=C0OEF1
Ba=COEF2
K1=K1*ZL/C3C
K2=K2#%Z2L/COC
D1=A{(ZP*(CR-CA}+CAXZL ) /{CA%X(CB]))
Cl=2%{(ZL/H)%%*2}
C2={2./H+(2%DB/{H%x%2} ) ) *7L
C3=2%(1.+{DB/H}) ¥%
CK=2%{{CB+CA)Y*HH/ {CA*CB))
T1=CKs{ 7L /H)
T2=CK*{DB/H}

T3=CKH[DB#=%2/{H*Z1L)+DB/IL)
NM=N+M

===CHAMADA DA SUB-ROTINA MOV===
CALL MOV{N,M,A1,A2,A3,ENGST1,ENGST2,A)
===CHAMADA DA SUB-RITINA RIG===

CALL RIG(N,My81,B2,B3,ENGSTL,ENGST2,B)
IF{CASOI.EQ.O0) 50 TO 250

===CHAMADA DA SUB-30TINA MOLAl===

CALL MOLALINsM,K1,ENGST]L,MM)
250 CONTINUE
IF(CASOIT.EQ.Q} GO TO 260

===CHAMADA DA SU3-AJTINA MOLA2===

CALL MOLA2{NsM,1,C2,C3,KL,K2,FIT,ENGST1,ENGST2,MM)
260 TONTINUE

DO 110 J=1,NM

00 110 K=1,NM
110 BIJ,KI=B(J,KI+MM([J+K)
190 CONTINUE

===L4AMADA DA SUB-RDTINA NAXIAL===
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CALL NAXTAL{N:M,SIG,KAPA,Dl, ENFSTlsFNGSTZ;CN3
P=0.
1280 CONTINUE
pPp=p
WRITE(NGO, 1) PP
1 FORMAT(//,10X,'P?=1,E15.5)
WRITE{NOD,9)} SIG
9 FORMAT(//+10X,»*'51IG=1,E15.5)
[FICASOILEQ.O) 53 TO 270

C ==CHAMADA DA SUB-IJITINA CARGAl===
C
CALL CARGALIN M, FIP,SIG,CK,GAMAPPL,ENGST] yENGST2,CCH
270 CONTINUE
IF{CASDII.EQ.D) GO TO 280
c .
C ===CHAMADA DA SUB-IDTINA CARGA2==:
CALL CARGAZ (NyMyTL1,T2,7T3,FIP,S515,GAMA,PP,ENGSTL,ENGST2,C0)
280 CONTINUE
B0 120 J=1,NM
DO 120 K=1,NM
RDLJKI=AL L, K)
ClJK)=CC{J,K}I+IN{J,K)
120 D{J4K)=BlLJ,K}=C{J,K)
C ===CHAMADA DA SUB-L0TINA REAUVA===
CALL REAUVAIL,Q,X s EIGV,NY)
I=9
170 1=1+1

IF{I.GT.NM) GO TO 130
TFUEIGVI(INI140,150,160
160 EIGVVH{I}=EIGV(I)

GO0 1O 170
130 ZONTINUE
IF{CRIT.EQ.Y) 5313 TO 240
PNT=PP
P=P+PDELTA
GO0 1D 180
240 CONTINUE
IFICRIT.EQ.Q} GJ TO 200
PNT=SIG
SIG=SIG+TDELTA
GO 1O 190
200 CONTINUE
140 CONTINUE
NN=1
HRITE{ND, 7)
7 FORMATH{// /" *x&xJTILIZACAD DA SUBROTINA DETECT PARA DETERMI?
1, 'NAR O PARAMETRI DE CARGA CRITICO%%%t)
IF{CASDI.EQ.0) 530 T0O 290
c ===LYHAMADA DA SUB-RITINA DETECl===
CALL DETECLIB,CN+A+NsM,FIP,S51G4CK GAMA?ENGSTl ENGST2,P,4PNT,
IFIGV,FIGVV NN,CXIT,D1,KAPA)
290 CONTINUE
IF{CASOII.ER.D) GO 10 210
C ===CHAMADA DA SU3-RJITINA DETELZ2===
CALL DETECZ2{BsCNsANyMyTLyT24T3,FIP,SIG,GAMA,ENGSTLENGSTZ24+P,PNT,
1ETIGVY,EIGYV,NN,CXIT,D1,KAPA)
210 CONTINUE
150 CONTINUE
L _===TMPRFESSAN DOS RESUITANDQS===

L 3



220

IF{CRITLEQ.O) 53 TO 230
WRITE(NG,11)
11 FORMAT(//,20X,"#+%*TENSAD NGO CABO QUE PRDOVOCA INSTABILIDADE!
L, text)
. WRITE{ND,131SIG
13 FIRMAT{23X,*Y0 RITICO=',E20.8)
230 CONTINYE
TF(CRIT.EQ.1) GJ TO 220
WRITE{ND,3)
3 FORMATL{//+20X, ' %%xCARGA CRITICA DE FLAMBAGEM®:*%',//)
WRITEINO,5)P .
5 FORMAT{23X,'P CRITICO=',£20.8)
220 CONTINUE
IF{NP.EQ.1} GO 7O 100
CALL EXIT
CEND
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