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SINOPSE

Formulam-se dois elementos, um de grelha e outro de
placa, degenerados do elemento isoparametrico tridimensional com
campo de deslocamento do segundo grau e leva-se em conta a influen

cia do esforgo cortante na deformagao.

Elabora-se um programa de calculo automatico com os
elementos apresentados e obtem-se resultados numéricos para alguns

exemplos de aplicagao.

Verifica-se uma boa aproximacao das solugdes consi-

deradas exatas com os elementos utilizados.



ABSTRACT

He formulate a grid and a plate element degener-
ating a three-dimensional isoparametric element with a second de-
gree displacement field and we introduce the effect of the shear

deformation.

We elaborate a program of automatic calculus with
the elements presented and we obtain numerical results for some

examples of application.

We verify a good aproximation of the considered ex=

act solutions with the used elements.
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I - INTRODUGAO

E corrente utilizar-se como modelos de sistema es-
truturais os de grelhas e os de placas. Entende-se por grelha uma
estrutura plana formada por barras que se cruzam e recebem solici-
tacao nao coplanar e por placa uma pega laminar plana, sujeita prin

R

cipalmente a solicitacoes de diregao nao coplanar 3 ,sua superficie
e, » f

. (]

media (ref.nl). Dependendo da relacao entre a espe§sura e as ou-
tras dimensoes, estas pec¢as sao consideradas delgadas ou espessas.
A primeira caracteriza-se pelo fato de pontos da grelha ou da pla-
ca inicialmente pertencentes a normal ao eixo, ou ao plano medio
da pega, permanecerem ainda sobre a normal ao eixo ou a superficie
meédia apos a deformacao (Kirchoff) enguanto que para a sequnda es-

ta hipotese ndao se mantem (ref. 2).

Tais pecas estruturais surgem, por exemplo, no cal-
culo de um muro de arrimo com contrafortes, onde o conjunto dos
contrafortes e dos paineis a eles ligados s3o placas e grelhas as-
sociadas em relagao as solicitagdes de empuxo de terra e pressao
hidrostatica .devidas aos lengois d'dgua. Da mesma forma, nos pa-
vimentos dos edificios e tambem nos tabuleiros das pontes, onde as
vigas longitudinais, as transversinas e a plataforma formam um con

junto de grelhas e placas associadas, apoiado em porticos.
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Ainda nas marquises de estadios, contrafortes de
barragens de concreto, etc., recorre-se a esquemas estruturais que
sao ora uma grelha, ora uma placa e muitas vezes um conjunto des-

tas duas pegas estruturais.

Varios tem sido os metodos de calculo utilizados
até.aqui no estudo destas estruturas. A resistencia dos materiais
de ha muito formulou as hipdoteses basicas e permitiu conhecer 0
funcionamento das pec¢as lineares reticuladas o que possibi]ftou 0
estudo de estruturas que trabalhassem como grelhas. A teoria das
placas apresenta solucoes de casos com formas, carregamentos e con
digoes de contorno pouco complexos para placas delgadas jsotropas,
sendo muito poucos o0s casos resoividos para placas ortotropas e pa

ra placas espessas (ref. 2). Embora a teoria das placas nao tenha



3.

ido muito longe, ela foi responsavel pela formulacao das hipoteses
basicas de comportamento destas pegas e permitiu aos estudiosos

uma rapida comprovagao da exatidao de seus noves metodos.

Tendo estas ferramentas em maos, os engenheiros uti
lizavam-nas,com bom senso, para resolver casos mais compliexos, sen
do u§ua1 a passagem de um meio continuo para o discreto, e vice-
versa, assim placas de formas e carregamentos complexos eram dis-
cretizadas e tratadas como grelhas e grelhas nas quais as .distEn-
cias entre as pecas fossem despreziveis em relacao as dimensoes do
conjunto eram tratadas como um continuo (ref. 2 e 3) no que se con
seguia grande economia de tempo, pois evitava-se a resolucgao de
grandes sistemas de equagOes, 0 que ate bem pouco tempo era traba-
Tho arduo. Estruturas que possuem grelhas e placas ou tem sido
discretizadas e tratgdas como grelhas ou entao tratadas como pla-
ca ortotropa que lhes seja estruturalmente equivalente. Embora se
jam ainda largamente utilizados, tais metodos nunca puderam inspi-
rar grande ¢onfianca por serem uma forma indireta e aproximada de
se estudar o problema. Como a analise experimental atraves de mo
delos reduzidos e dispendiosa e dificil (ref. 4), foi atraves dos
metodos numericos que se tentou ultrapassar estas limitacoes. Um
destes metodos consiste na substituicdo das equagﬁes,:diferenciais
obtidas pelas correspondentes equagoes de diferencas finitas. Ape
sar de se ter conseguido uma maior T1iberdade na forma, nada foi
acrescentado em relagao as estruturas mistas com o metodo das dife
rencas finitas. Ja o metodo dos elementos finitos apresentou nao
somente as virtudes dagquele metodo como tambem tinha sobre ele -as

seguintes vantagens:
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a) 0 sistema de equacoes lineares obtido e normalmente mais bem

condicionado e em geral apresenta menos problema (ref. 5).

+

b) Maior facilidade no trato das condi¢oes de contorno, hetereoge-

neidade e anisotropia do material.

¢) Permitiu tratar problemas de estrutura mistas de uma forma ana-

loga a das estruturas simples.

d) Problemas de natureza dinamica, os devidos a n3o linearidade fi
sica e os devidos a nao linearidade geometrica s3o tratados de
uma forma discretizada analogamente aos problemas de natureza

estatica (ref. 5 e 6).

Devido & sua grande potencialidade, que permitiu tra
tar problemas para os quais uma solugdo analitica ° “razoavelmente
rigorosa" {(diz-se assim porque como se sabe o metodo implica numa
aproximacao nas condigoes de equilibrio ou de compatibilidade, que
apenas sao verificadas num conjunto discreto de pontos da estrutu-

ra) era impossivel, o metodo popularizou-se.

Este trabalho tem por finalidade fornecer novas fer
ramentas para o estudo de grelhas, placas e dos conjuntos grelhas
e placas, pelo metodo dos elementos finitos, com formas, condigdes
de contorno e carregamentos os mais variados possiveis, e que Sse-
jam delgadas ou espessas. Para tanto, formulam-se e programam-se
dois elementos, um de grelha e outro de placa, ambos degenerados de
elementos isoparametricos trimensionais com campo de -“deSlocamento

do segundo grau.

L



1T - 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1 - Fundamentos

0 metodo dos elementos finitos e um processo que
serve para formular e resoiver probiemas de analise estrutural, en
tre outros. 0 conceito fundamental deste metodo e que qualquer sis
tema estrutural, continuo ou ndo, pode ser considerade como um con
junto de um numero finito de elementos conectados através de um ni
mero discreto de nos. Esta natureza finita ou discreta da conecti
vidade distingue o metodo dos elementos finitos dos métodos da me-

canica dos meios continuos (ref. 7).

Definindo-se a energia potencial ou complementar pa
ra cada elemento, e somando-se estas energias para todos os elemen
tos, aesde que haja compatibilidade ou equilibrio nos pontos no-
dais de elementos vizinhos, e possivel obter a energia potencial
ou complementar total da estrutura em funcao dos deslocamentos ou
das tensoes nos pontos nodais. Nestas condicoes, pode-se mostrar
gue a energia potencial ou complementar total e n3o somente esta-
cionaria mas, também, minima e tal minimizacdo conduz as equagdes
de equilibrio ou de compatibijlidade para a estrutura. O metodo e,
pois, um metodo variacional e pode ser aplicado em todos os proble

mas desteé tipo,sejam ol‘ndoxde

alculo~estrutural (ref. 4}.

o

Embora hoje se saiba que o metodo dos elementos fi-
nitos e um metodo variacional ele tem sido apresentado, quando os
trabalhos sao de modelos de deslocamentos, em forma identica a da
analise matricial de estruturas reticuladas, o que facilita a sua

compreensao para o engenheiro estrutural,



2.2 - Formulacao a partir de funcoes de deslocamento

Fixam-se as leis de variacao dos deslocamentos, Ups

no volume do elemento, em funcao dos valores dos deslocamentos no-
dais, de forma que a funcao de deslocamento satisfaca as condigoes

de completidade e conformidade (ref. 5).

u_ =N, u, 3;m=1,2 ... numero de graus de liberdades ;

5
n

1,2 ... numero de pontos nodais do elemento
(2.2.1)

Ni sao as funcoes de interpolagao representadas em
fungao das coordenadas xni(n=1, para problemas iineares; n=1,2, pa

ra problemas planos; n=1,2,3, para problemas tridimensionais).

Por vezes ha conveniencia de se escrever estas fun-

¢oes noutras variaveis, y_, relacionadas com X

n
A partir da expressao (2.2.1) calculam-se as defor-

magoes ep, por intermedio de um operador diferencial adequado ﬁpm‘

ey = Apm u, = Apm Nim Usp = Bpmi Uim (2.2.2)

o =D__ (e - eo) (2.2.3)

0 -~ : = .
sendo Eq deformagoes impostas. As tensoes podem ser escritas em

fungao dos deslocamentos nos pontos nodais.



g =D_ 8 .u. =D £

p Pg ~gqnj " jn Pq g (2.2.4)

Considere-se atuando sobre o elemento forcas de mas

sa Qm’ forcas de superficie Qm e forcas de inercia, Qom = - pﬁm s

pode-se, entao, obter as i x m equagoes de equilibrio.

l'l'll'l= .
ij v —pmi “pg “gnj

—mn - -

Mij = Som Ty Ny oN dv
xim = fv Ni Qm dv
iim - fs Ni 6m ds

xiom - fv Bpmi 03 dv

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)

Sendo {u} os deslocamentos nodais generalizados da

estrutura,uma vez que se soma adequadamente as equagoes

relativas

a cada elemento, obtem-se as equacoes de equilibrio relativas ao

conjunto da estrutura.

K} + B} = 00 + (3 + (X}



sendo agora K, @, {x}y, {X}, {XO} respectivamente as matrizes de ri
gidez e de massa, e os vetores das forcas de massa, de superficie

e iniciais da estrutura.



IIT - ELEMENTO FINITO DE GRELHA.

3.1 - Pequeno historico e justificativa do caminho seguido

Ate aqui os programas de calculo automatico de gre-
lhas tem sido abordados pelos Tivros de calculo matricial de estry
turas, estudando pegas de eixo reto e se¢ao transversal constante.
Para pecas de secao transversal variavel recorre-se a uma integra-
gao numerica para a obtencao das matrizes de rigidez dos elementos.
Figueroa (ref.8) formulou e elaborou um programa de calculo auto-
matico de eixo curvo e segdo-variavel obedecendo a  sistematizacao
encontrada em Gere e Weaver (ref. 9) e num trabalho de Lobo Carnei

ro (ref. 10).

No caso presente a escolha do elemento a ser utili-
zado para o estudo das grelhas ficou condicionada a escolha do ele
mento de placa. Assim, a definigcao de um elemento degenerado do
elemento tridimensional com campo de deslocamento do segundo grau
para o estudo das placas forgou a tentativa de formular um elemen-
to de grelha que pudesse tanto acompanhar a geometria definida pe-
lo elemento de placa como tambem fosse totalmente compativel em
deslocamentos com aquele elemento. A escolha recaiu sobre um ele-
mento de grelha que tambem fosse degenerado do mesmo elemento iso-

parametrico tridimensional parabolico apresentado a seguir.

3.2 - Transformacao de coordenadas

0 eTemento fica caracterizado geometricamente pelas
coordenadas Xp 3 m o= 1,2 do eixo, pelas proje¢des da espessura e’

m=1,2 e pela altura h nos tres pontos que caracterizam o elemen-



10.

tor(xim, eim? hi ; 1=1,2,3 5 m=1,2). As coordenadas, a espes-

sura e a altura num ponto qualquer do elemento sdao obtidas por in-

terpolacao parabolica atraves das fungoes N (fig. 1).

As projecoes da espessura nos eix051xm; m= 1,2 sao

obtidas da forma indicada no apendice I.

x; = No (Xq: + Eli )
1 i Xy T Y2
€2
Xy = Ni (xzi + z yz) (3.2.1)

Y1 .
Np =7 (g +yyy) 51 =152
| (3.2.2)
2
N3 = (1 - .Y])

3.3 - Funcoes de deslocamento

Os descolamentos u_ ; m = 1,2,3 variam parabolica-
mente segundo o eixo ¥y € sao independentes da espessura,sendo que

u m= 1,2 variam linearmente segundo Y3 sendo nulos para ¥y = 0

m?

e u, e independente de Yg-



Transformagdo de coordenadas

e,.
. l
x=N|(x°"+--——-——2' ya)

X = NI (x° + —=Blo y)

2” o Mai 2 2
. hi

Xy= NI =—25— v,

{FIG.I — ELEMENTOS FINITOS
{ "

kY

TRIDIMENSIONAIS PARABOLICOS

FuncBes de deslocamentos

u, = NI 8%, —35— ;3
u_= Ni u®
3 3

PARA ESTUDO DE GRELHA, DEGENE@ADOS DE ELEMENTOS

3



Onde emi ymo=

1,2 sao as rotacoes indicadas na fig. 1.

3.4 - Tensoes e deformacoes

3

S

7/

12.

(3.3.1)

Precisa-se agora, a partir da definigao das fungoes

de coordenadas e deslocamentos expressas em fungao dos:_ ‘parame -

tros nodais,obter as deforma¢des e tensdes necessarias ao calculo

da matriz de rigidez do elemento.

ter-se-a:

aum

Para as-deformagdes referenciadas ao sistema global

3u_ 3y,

e =

mn ax_
n

ter-se-a;:

.
L]

ayk 3xn

Chamando-se:

mk ~

kn

(3.4.1)

(3.4.2)
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(3.4.3)

Derivando-se expressoes (3.3.1) de u s m=1,2, 3
em relacao a Y 3 k =1, 2, 3 e sabendo~se que Ni e funcao de Yqs

sendo N; 1 a derivada de N, em relagao de Yq-
]

v, :
- it .
Ni,] = ¥ + 5 : i=1,2
(3.4.4)
N3, 1 =-2yy
Poder-se-a escrever:
— h, | b
Ni1 815 7 Y3 0 o Ne By
h, h
U= [Ny 3 85 7 ;3 0 N: @5 7 (3.4.5)
| Ni,r Yy 0 ° |

Observando (3.4.2) ve-se que a matriz Y e igual ao inverso do Jaco
biano J sendo este facilmente obtido derivando-sé expressoces(3.2.1)

de x, 5 k = 1,2,3, em relagdo a Yy, 5 no=1,2,3, ter-se-a:

N €y &y ]
Ni (x5 + = ¥)) Ny =5 0
[ 3 e..
_ 21 21 _
J = [Ny (x5 + 5= ¥p) Ny —= 0 (3.4.6)
h Ni h1
IRRRIRE 0 7|
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Fazendo-se J3] = y3-33], ter-se-a para os termos de

Y
v . J3-m 3-m
mm A
33
J
_ _ _m 3-m o -
Ym 3'm B A33 ’ m ]’2
(3.4.7)
J J
3+m “31 "3-m 2
Yap = (-1) % Y3
1
Y =
33 J33
onde:

Tem-se agora condicoes de escrever os termos da ma-
triz €y das derivadas dos deslocamentos u, em relacao ao sistema

global X

. i _
Exmn = T1nNi,1%mi 7 Y3t Y3pNilni Y3 = Y3 7 ALi®ns

h.
_ 1
Exm3 Y33N19m'i 2 C1 em1
s m=1,2; n=1,2
€3n = T1aMi,1Y31 T Fpi Ysg

€33 = 0 (3.4.8)
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onde:

Ani = Yln Ni,l + Y3n N1
. hi

C; = Y33 Ny 7

Fnl = Yin N1,]

Como a matriz acima referida esta relacionada aos
eixos globais, & necessario realizar-se uma tran;fo}m&gﬁo referen-
ciando esta matriz aos eixos ortogonais v, no qual v; tem a dire -
¢ao da tangente a linha Y, € ¥y = constante, Vo e perpendicular ao
plano formado por vy e um vetor paralelo ao eixo Xq € Vq e um ve-
tor perpendicular ao plano formado pelos vetores Vi e v,, como in-

ca a fig. 2.

Como v, e um vetor unitario cuja direcdo & a da tan
gente a linha cujos pontos tem coordenadas Xp 3 M = 1,2,3 corres-
pondentes a um valor constante de Yo, e y3 para qualquer Y1 pode-

se escrever.

Y3 I3y
\ /

Seja o vetor x;-um vetor unitario paralelo ao eixo



L]

o

a- Projegdo da pego no plano

»
»

b- ProjecSo do pega no plano X xg

FIG. 2 - Direg3 em um ponto genérico P, do sistemg de

eixos Vm

16 .
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A direcao do vetor v, e entdo obtida atravées do pro

duto vetorial de X3 X Vv, e como ele tambem deve ser unitario ter-

sg~a:
"0 I -y
1 ] .
v, = — ¢ 0 x J = — J onde L, = ¥32 2 1
2 7 T,° 21 L, 11 2 T Ty T 5,
1 Y3 JS] 0

Finalmente a direcdao do vetor unitario Va sera obti

da do produto vetorial Vi X v, e para o vetor V3 ter-se-a:

] I11 - o J11 931 Y3

3 7T e X SR IO IR PR R PO 2
3 2 2
Y3 J33 0 A dip * 95

onde:

L, = 2 2 2 3 2 2 2 y2
37 7y3 (Jgq 3907 + 3 gy J39)% + (3% 33)

Tendo-se agora os vetores unitarios na direcdo Voo
pode-se construir a matriz R dos cosenos diretores e a partir dela

se obter a matriz €y das derivadas dos deslocamentos na direcao Vi
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m=1,2,3 em relacao ao sistema local ih; n=1,2,3,

[ §=e)

r_ Y v:]

logo:

A2

(3.4.9)

Dos termos da matriz das deformagoes generalizadas,
Ey relativas aos sistemas de eixos Vo utilizam-se somente agueles
necessarios a formacdo do vetor das deformacoes Ev,como indicado
em {3.4.10), que irdo fornecer respectivamente o momento . f%e;or;

torsor e o esfor¢o cortante que atuam numa dada secao do elemento.

Ev11 = &v1
Yy12 = €v12 ¥ €21 (3.4.10)
Yv13 T ®yv13 + Ev31

Una vez efetuado o produto indicado em (3.4.9) e se
lecionados os termos indicados em (3.4.10} pode-se escrever a ma-

triz de deformacido B. que fornece as deformacoes e, em funcao dos

Y
deslocamentos nodais 51
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. - 'h. .
v 1 L XTI
7 Y3AiRnRn 7 e (RyaReRy,
FriR11R31 + FoiRoqRay, AsiRoqRyp + AaiR21R2g
. By RyyRyy : €4 RypRy;
[ U SN SRS ST e o g SRR SUEPIPI P
h, .
| 7 Y3lZRRy g v s TAg (RgRy,
Bi = |F1iRyoR3 + Fy R22R31:A21(R21 12 * RpaRyp) b Ryof 21) ¥
1+ CiR3 Ry :2A21 21R23t +
! 'G5 Rar Raz
______________________ s
lh lh
Lo - 3’3{zA Ry Riz * '3 1AL (RyqRy3t
11 (RyqR33 + RyGR 31’* Agi(RyR iz * 23“11)} RisRpy) +
2 (RyqR33 * RpaR3p) '+ €y (R31-13__ 11733}, 2R5;RpRy3) +
i . €3 (R3qRp3+R33RHy)
(3.4.11)

- -

P .

: A-tensao oyq;
do-se a deformacdo e ,, Pelo

A tensao Ty12

na diregao de v, e obtida multiplican

modulo de elasticidade longitudinal

na direcao de v, e obtida multiplican

do-se a deformagao ;&12 pelo produto GB, ‘gendo G o modulo de elas

ticidade transversal e g8 um fator de corregao que corrige o fato

de se ter adotado uma funcao de deslocamento, para u_ ; m = 1,2,va

m
riando Tinearmente em relagao a ys € em consequencia ter-se-2a TVTE

tambem variando linearmente em relacao a Y3 Tal suposigao iria

fornecer um fator que seria a inercia a flexao da segao transver-
sal quando da integral ao longo da secao para o calculo do momento

torsor (como acontece no calculo do momento fletor) ao inves da
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inercia a torgao da referida secdo como detalhado no apendice I1I

0 fator B, sendo a relacao entre a inercia a torgdo
e a inercia a flex3o da segdo transversal, corriges desta forma,es

te erro introduzido nas funcoes de deslocamento, ter-se-i para B:

3 hse -

O PR rali T A CHELL

D
=

w .

_ €h
Le = 7

_ It _ e2 + h2 = ] e 2
S P S

onde I, e a inercia a torcdo e I. a inercia a flexdc da segdo trans

versal.

Da mesma forma, Se se observa que a tensao f;{3 na
direcao de V3 e praticamente paralela a direcdo de y3 € como tal,
devido ao fato de uy variar linearmente com yy & uy ser independen
te de Y3 iria ser constante ao longo de Y3 pode-se introduzir um
fator de correcao o' para que tudo se passe como se Ty13 variasse
parabolicamente ao longo de Y3 sendo nula, para Y3 = % 1 e maxima
para y,; = 0. A tensdo 13 é.obtida entdo, multiplicando-se a de-
formacao §v13 pela relagao G/oa'. Para pecas com secdo transversal

de forma retangular o' = 1.5

Pode-se agora escrever a matriz de elasticidade D

e a matriz de tensoes QBJ, produto da matriz de elasticidade D pe-

la matriz de deformagoes B.
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E 0 0
D= |0 ce o | (3.4.12)

. ]
D805 = DpmdBung 3 M = 152,350 = 1,2,3 5§ = 1,2,3 (3.4.13)

3.5 - Matriz de rigidez e de esforcgos

A matriz de rigidez, sendo a integral ao longo . do
volume do produto da matriz de deformacoes transposta pela matriz

de tensoes, pode ser escrita numa forma indicial como se segue:

i=1,2,3

o j=1,2,3

K13 = 7y Bymi Dk Bing 9V L (3.5.1)
n=1,2,3

0s esforgos seccionais no elemento, num ponto do ei
xo de coordenada Y1 podem ser calculados ,apos a obtencdo dos des-
locamentos nodais da estrutura, atravas da media aritmética dos va
lores indicados a seguir para os diversos pontos de integracao nu-

merica ao longo da segao, excluindo os de coordenada y3 = 0.
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M = g ﬂ?.
] vil y36
2

_ eh

Qé] = 13 eh

0 vetor formado por 0,4y, T,y, € T,y3 € obtido atra

ves do produto DB, &,

3.6 - Forcas nodais equivalentes

Pela igualdade dos trabalhos virtuais das forgas dis
tribuidas no interior do elemento e das forgcas nodais que lhes sao

equivalentes, pode-se escrever:

T -
fg 8 Qm de = Gim Xim
sendo Qm; m=1,2,3 os esforgos seccionais aplicados ao longo do
eixo Y1 relativos a forca paralela a X5 € aos momentos M] e M2 res
pectivamente e xim; m=1,2,3 os respectivos esforgos nodais equi-
valentes a Qo- 9 e o valor da fungdo Qus m = 1,2,3 num dado no

jm
j (Fig. 3}.

Como 6m = Ni Gmi e Qm = Nj Qjm ter-se-a
T _ LT
6m'i fﬂ N NJ Qjm dg = Gmi x1rn

Tem-se finalmente para as cargas distribuidas



Forgas (_'3’ I\r'lI . M2)
variando parabolicamente

sobre o eixo do elemento

Gradiente de® temperdtura

variando pdarabolicamente
sobré o eixo do elemento

X3

N

3(y,)
x
Forgas (Fa ' M, M)

concentradas no ponto (y)
sobre o eixo do elementd

FIG. 3 - ELEMENTOS FINITOS DE GRELHA. SOLICITAGOES

R
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FN dy] ' (3.6.1)

sendo FN = YJ2, + J2. deduzida no apendice III.

sendo agora Q_; m = 1,2,3 a forga generalizada (forga paralela a
m

X5 e momentos M] e MZ) aplicada num dado ponto de coordenada ¥y

(=]
I

m Ni (y]) 61'm

xim = N, (Y]) Q

i  (3.5.2)

m
P Para variacao de temperatura pode-se escrever:

T

Fo Smaer My 92 = 8y 4 My 3 m = 1,2
T +1 T
St i Tor N Mo FNdyy = 800 Mo

Como ndo havera torcdo da secdao transversal da peca,

para esta solicitacao, ter-se-a: (Fig. 4)

=
n
=
— -
(%)
-
3
H
—
-
™)



Xz
C,= cosec
C,= sen o
i
1
M
I
~J-
M, X
a- solicitogde provocoda
't
X3 To; = Tsup, - Tinf,

Temperaturas no ponto de

coordenada Y, * %,

. Tsupi (para y, = ]
Y3 .
/2 Tsupi {(para Y * -1)
’ i
] 3 2 Y, X
--_._.--u---J
Tfa

b- variag8oc do temperatura considerado

FIG. 4 - Solicitagde devida W temperatura
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Ter-se-a finalmente:

_ Ea 41
Moo= 33T e h? N e FN dy, (3.6.3)

onde o e o coeficiente de dilatacio térmica linear do material eT0

e a diferenca de temperatura entre os valores de T para yy3 = ¢ 1.

" ’\.’. --

-y
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IV - ELEMENTO FINITO DE PLACA

4.1 - Pequeno historico e justificativa do caminho seguido

Um dos primeiros elementos para estudo de placas
foi proposto por Papenfuss em 1959 (ref. 11) que utilizou fun-
coes de interpolacdo constituidas por produtos de modos de deforma
cdo unitarios de uma viga em flexao nas direcoes x e y para formu-
Tar um elemento retangular. Essa e outras tentativas iniciais co-
mo a de Bogner (ref. 12 e 13) resultaram em fracasso, apesar de sa
tisfazerem as condicdes de compatibilidade de deslocamentos e de-
flexdes, por violarem a ~ completidade,. n3o convergindo para a so

lucao exata.

Clough e Tocher (ref. 14) propuseram um elemento
triangular que satisfazia as condicoes de completidade, ja entao
estabelecidas, mas foi Bazeley (ref. 15) quem consegquiu eliminar a
impossibilidade de se usar este elemento quando 0s eixos X e y coin
cidissem com dois lados do elemento usando coordenadas naturais e
mostrou ainda que a condigao de conformidade nao era uma condigao
“sine qua :non"para se obter a convergencia para a solucao exata no
caso de placas, o que mais tarde foi demonstrado por Arantes e 011

veira (ref. 16).

Bogner (ref. 17) conseguiu introduzir no seu elemen

to retangular deslocamentos dgeneralizados que o tornaram completo.

Elementos cada vez mais refinados como o elemento
triangular cujo campo de deslocamentos transversais ao plano da
placa e um polinomio do quinto grau (T21) e um outro elemento trian

gular degenerado deste elemento (T18) foram desenvolvidos (ref.18).
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OQutro caminho sequido com menos entusiasmo foi o de
procurar modelos de equilibrio mistos e hibridos como os de Herr-
man (ref. 19) e Pian (ref. 20) sendo que o primeiro leva em conta
a deformagao por esforgo cortante na formulacao do seu elemento
que era um ponto importante a ser abordado e foi tambem estudado
por Smith (ref. 21) com um elemento retangular baseado na teoria
de Love (ref. 22), com polinomio do setimo grau e por Pryor (ref.
23) que apresentou um elemento retangular com quatro nos e vinte
graus de liberdade introduzindo, alem dos tres deslocamentos IPPLR
e 8,, as distorcoes Y13 € Yp3 COMO deslocamentos generalizados, ob
tendo resultados que praticamente concordam com a teoria de Reiss-

ner (ref. 24) .

Com o aparecimento de elementos de maior ordem e
portanto mais refinados, surgiu a questao sobre o gque seria mais
economico, o uso de um maior numero de elementos pouco refinados
ou o uso de poucos elementos de maior ordem.Zienkiewicz (ref. 5)
faz uma interessante discuss3ao sobre o problema e apresenta o se-
guinté argumento para a defini¢ao do caminho a seguir: uma dramati
ca melhoria de precisido e conseguida com o mesmo numero de graus
de liberdade quando elementos refinados sao utilizados. Todavia
chama atencao pelo fato de que isto nao resulta necessariamente nu
ma diminuicao proporcional no tempo de solucdo ja que para elemen-
tos complexos, a largura da banda sera bem superior. De qualquer
forma uma consideravel economia ocorre, alem de se conseguir uma
redugao apreciavel na preparacgdao de dados. Por outro lado, ha o
argumento desfavoravel de n3o se representar adequadamente a geome

tria do problema real com poucos elementos refinados. Os elemen-
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tos isoparametricos {ref. 25 e 26) vieram permitir o uso de elemen
tos de maior ordem que representassem adequadamente a geometria do
problema real, o que vem justificar a sua grande aceitagao. 0 tem
po computacional para executar integragdes numéricas foi, porem,
um problema que se levantou, mas trabalhos recentes (ref. 5) Amos—
tram que em alguns casos uma melhoria consideravel das proprieda-
des do elemento pode ser consequida com o usc do numero minimo de
pontos para a integragdo numerica, primeiro porque os modelos de
deslocamentos s3o sempre rigidos em relacdo a solucao exata e, ao
se utilizar poucos pontos de integracdo numerica, consegue-se redu
zir satisfatoriamente esta rigidez e, segqundo, porque para poucos
pontos de integracao exclui-se regioes onde os deslocamentos pos-
sam ser demasiadamente restringidos, de modo a permitir compatibi-
lidade entre os elementos. Estas constatacoes permitiram a utili-
zacao economica dos elementos iSOparamEtricos, apesar de se ter en
contrado dificuldade em utiliza-los no estudo de placas e cascas,
'por nao cumprirem as condigoes de convergencia, fato que levou Big
non (ref. 27) a formular um elemento isoparametrico misto para es-

tudar problemas de placas delgadas e espessas.

Para o estudo de placas espessas poder-se-ia tambem
utilizar diretamente o elemento que originou o elemento aqui pro-
posto, ou seja, um elemento isoparametrico tridimensional com cam-
po de deslocamento do segundo grau no qual as dimensoes correspon-
dentes a espessura da placa seriam pequenas em relacgic as- demais;
todavia, algumas dificuldades deveriam ser contornadas. A primeira
delas se deve ao fato de que os coeficientes de rigidez relativos

ao lado correspondente a espessura da placa seriam muito grandes
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em relagac aos demais, o que acarretaria problema de mau condicio-
namento da matriz de rigidez, e, consequentemente, erros numericos,
toda vez que a espessura se tornasse pequena em comparacao com as

outras.iﬁimenﬁﬁes do elemento. A segunda, refere-se a economia,

-

pois 0 uso de varios ngs ao lTongo da espessura torna-se inutil uma
vez que se pode representar satisfatoriamente./os desTocamentos de
qualquer ponto da placa em fung3o dos deslocamentos do planc medio.
Deste modo, um exagerado numero de equacodes estaria sendo usado, 0

que acarretaria enorme perda de tempo computacional.

Baseada nestes argumentos, a escolha do elemento a
ser desenvolvido recaiu sobre um modelo de destocamento proposto
por Zienkiewecfﬁ(ref. 5) para estudo de placas espessas e delgadas
degenerado do elemento isoparametrico tridimensiona]Qf::;éhaHSTféo
(ref. 28) sendo que as hipoteses introduzidas aqui, quando da pas-
sagem do elemento tridimensional para o elemento de placa, diferi-
ram daquelas feitas por Zienkiewecz em dois pontos e confirmaram
tornar o elemento mais viavel economicamente, Em primeiro lugar
passa-se de um problema tridimensional para um bidimensional reali
zando-se como na teoria das placas, integrais ao longo da espessu-
ra, o que acarreta uma grande economia de tempo de integracao numé
rica, ja que o programa nao realiza as integrais numéricés relati-
vas a espessura para o calculo da matriz de rigidez e de esforcos
dos elementos e, segundo, utiliza-se uma funcao de deslocamento que
permite a deformagao linear na direcao da espessura da placa ocor-
rer livremente em funcao das outras duas deformacgdes lineares, 0
que fornecera uma variacaoc parabolica das tensoes devidas ao esfor

¢o cortante ao longo da espessura, nao sendo necessario, portanto,
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a introdugao do fator k na matriz de .elasticidade, fator este que
tem a finalidade de corrigir o fato de se obter tensoes devidas ao
esforco cortante constantes atraves da espessura quando se impoe
que aquelas deformacgoes sejam nulas.0 elemento e formulado numa no
tacao indicial simples (ref. 28) que reduz o numero de operacoes a
serem programadas e que permitiu tratamento algebrico das expres-

soes na passagem para um problema bidimensional.

4.2 - Transformacao de coordenadas

Como neste caso e simples o caminho percorrido na
transformacao do elemento isoparametrico tridimensional parabdlico
para o elemento de placa degenerado daquele, ir-se-3 jfapdmpgnhQr,
passo a passo, as hipoteses introduzidas no elemento original ate

a criagao do novo.

Parte-se entdo, do elemento isoparamétrico tridimen

sional (Fig. 5a.), cuja transformacao de coordenadas & dada por:
x =N, x . 3 m=1,2,3;1=1,2,3 ... 248 (4.2.1)

Se agora se introduzir em (4.2.1) a hipotese de que

as linhas na direcdo de y, sao retas, ter-se-a (fig. 5b).

1-y3 .
m i 77 xmi + Ni 5 xmiinf sym=1,2,3 1 =1,2,3...16

(4.2.2)

Se se considerar em (4.2.2) o no superior e infe-

rior substituido por um no medio, poder-se-a escrever:



X
3
a- elemento isoparamdirico
tridimensional parabdlico
Xg -
X
4
X3
b- elemento degenerado do ele-
mento original com a hipbte-
se de lados retos na direclo
o de y
Xy 3
]
-
Xg -
-
¢~ ealemento degenerado do ele-
mento da fig. b com a hipdGte-
se da superficie mddia estar
contida no plano XX,
Xy
FIG. 5 - Degeneragdo do elemento isoparamétrico tridimensional parabdlico

num elemento bidimensional de placas
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..8 (4.2.3)

>
1}
=
—
>
=3
ek
+
~
w
=
=
E
1]
—
-
[N ]
-
(4%}
-
-
i
—
L
N
-
w

h . o= misup ™ inf
mi 2

" Finalmente, para o caso particular de uma placa com
plano medio contido no plano XX, e possuindo uma variacao parabo-

lica quanto 3 altura, (fig. Sc), ter-se-a

X33 = 0
hmi =0 ;m=1,2
0 que permite escrever
Xo = Ni Xmi (R dam) + ¥g Ni hi 63m (4.2.4)

onde Ni sao as funcées de interpolacao parabolicas dadas em(4.2.5)

e 55, 3 m=1,2,3 2 0 simbolo de Kroneker

=
na

1 .
E (] +y1'1.y'|) (] +y.i2y2) (y.”y] +y12y2 - 1) y 1 = ]!23394
(4.2.5)

N, = L b 3y 1 = 5,6,7,8

21
p=1

2 2

4.3 - Funcoes de deslocamento

Mais uma vez, partindo-se do elemento isoparametri-
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co tridimensional parabolico, ter-se-a:
u, =N, u ., 3m=1,2,3;1=1,2,3 ... 24 (4.3.1)
introduzindo-se a hipotese dos deslocamentos variarem linearmente

ao longo de y, em {4.3.1) pode-se escfever (4.3.2) em fungao dos

deslocamentos dos nos da superficie média e da semi-diferenga S

mi
dos deslocamentos dos respectivos nos superior e inferior.
up = Nooups 4 Y No Spj (4.3.2)
u - u_.
mi mi,
_ sup inf | _
Smi = 5 ;mo=1,2,3
Pode-se, porem, escrever Smi em fun¢ao da rotacao 83-m
da sec¢ao em torno do eixo Xo @ da semi-diferenga entre as coordena
das dos nos superior e inferior hpi 3 ™ = 1,2, ter-se-2, entao:
Smi = hi Omi
(4.3.3)
Up < Ni Uni * ¥3 N1 h1 em1 pom= 1,2
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Desprezando-se finalmente os esforcos de membrana,
ou seja, considerando-se nulos os deslocamentos do plano medio na

direcao x_3; m = 1,2, obter-se-ao as fun¢oes de desTocamento  para

m
as referidas direcoes.

u, = ya N h. 8 . 3 m=1,2 (4.3.8)
A obtencao da fungao de deslocamentos para os deslo
camentos u,, na direcao de Xq5 sera deduzida no jtem seqguinte para

que a exposigao tenha um encadeamento logico.

4.4 - Tensoes e deformacgoes

Tendo-se a fungao de transformagao de coordenadas

de (4.2.3) pode-se calcular o Jacobianc
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0 (4.4.1)

Chamando-se o termo J, = ¥, 33m s m=1,2, ter-se-
a para os termos de Y os valores dados em (4.4.2) para m = 1,2 e

n = 3-m, sendo Y a matriz inversa de J.

Y - J3-m_E-3--m

mm A33
Y :--Jm_n

mn A33

J Jun - J
3+m 3-ml 32 3-m1 31

Y = (- 1} 8 y (4.4.2)
3m J33 A33 3

Ym3 = 0

.
Y =
33 J33
onde

B33 = Jyy dop = Jyp dpy @ Yy =¥y Y3, s m = 1,2

Tem=-se agora todos os deslocamentos e coordenadas

necessarios para o calculo das deformagdes e, deduzidas atraves
[t
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das derifﬁﬂas

Jum - um ayp

sy m=1,2 3 p = 1,2,3
axm ayp 8xm
~ ‘aum
A matriz U, cujos termos U sao0 ——; tem a forma
= mp ayp
dada em (4.4.3) '
Y3 Ny q My Oy Y3 Ny2 My 8y Niohs 8y
u = (4.4.3)
Y3 Nijp My 825 ¥g Ny o My 8y Ny hy By,

Chamando-se os termos U = y, U :m=1,2, ter-

mn
se-a para e, os valores dados em (4.4.4) para m = 1,2

en = Y3 Wpy Yom + Ung Yom + Upz Yap)

e = Yahs Ny 4 Yy + Ny o¥on + Ny¥ap) 8,

en = Y3 Py Api By
Considerando-se a possibilidade do material ser or-
totropo e com o artificio de deslocar os eixos globais para um pon
_ 1 ) _ PR 3-
to de coordenadas xgm =7 Ni Xpg 5 M = 1,2 3 1 =1,2,3,4 e coloca
los paralelos aos eixos de ortotropia, quando do calculo da matriz
de rigidez do eleménto, pode-se escrever que para cada ponto do in

terior do elemento vale a equacao da lei de Hooke

O3 3m Sm
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Se se introduzir a hipotese de serem nulas as ten-

soes O35 €M quaiquer ponto no interior da placa, ter-se-a para m=

= 1,2 o valor do deslocamento ug

logo

m
w
]
=~
=2
m
=3
1]
o
=
j=5
=]
>
H
i
[=N =N
w
3

a'.J_3= k E

8x3 m ~m

Uy = Jk €n dx3
Uy = fkm €m h dy3

|
~
w M
N
.
I
@
-+
=

Uy = . .
3 m "mi “mi
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Como se sabe que para Y3 = 0, ug e o deslocamento

do plano medio da placa dado por Ni Uzss ter-se-a finalmente

(4.4.5)

Tendo-se definido completamente os deslocamentos us
m=1,2,3 do elemento em fun¢ao dos deslocamentos nodais do elemen
to ug., By5 @ 8,0 5 i=1,2,3...8 (fig. 6) pode-se calcular a ma

triz de deformagoes B.

Y12 ©

—

au] auz
ax2 ax]

= y3(U Y + 0 ¥ + U

m2 12 3-m ¥ Unz V334 27

i 3 3-m) Oy

Y2 Y3 h1 Am1 93-m1 (4.4.6)
Y = E.u_].. + E.L.lé
13 3x3 ax]
au‘l ) n
3, - Ui Tis U2 et Ui Vg



Transformagdo de coordencadas
X = Nixy

xp* Nixg, i=1,2,3,..8

x5 Niyghi

F1G.6 — ELEMENTOS FINITOS

onde

PARABOLICOS

Funcdes de deslocamento
- . )
= i ige

vy N|y3h|62i

como

Gz = dg, €Em m=1,2,3

para 03= 0

u3! F kmEm dxa

= Ni 2 hhi  e%ni
Uqy® Nlu3i+y3 > kmAmi 8Mmi

._BNi &y +&.Ni 6ya:_+N.8y3

Ami = i
m Byl B&xm 8y2 &xm &xm
Km = -d3m

d33

PARA ESTUDO DE PLACAS DEGENERADAS DE ELEMENTOS
TRIDIMENSIONAIS
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% Y14 _
3x3 = i onde h = N1 h1
du, -
LI Usy Yyq + Ugp Yoq + 3 Ugy Yo
au h h.
3 _ i 2
3%, - Myt M3t 7 Y3 K Rt Beid) T
hhe o
NG pugs r g K Any o Bpg) Yoy b
h hi
+ zy3 7 km Am1 em! ?31 y3
onde para m = 1,2 ; p = 1,2
Ami,p = Ni,]p Y]m + N1',2p Y2rn + Ni,p Y3m + Ni,] Y1m,p +

1 . i o=
.i,p E yip(] * y'i3‘p ‘y3—p)(2yip -yp + -y-i 3_p .y3_p) » 1= 13233,4

_ 1.3 2 ]
Ni,P T2 yip (1 Y3_p) ¥; 3_p(yp t Y5 o3 D yp y3_p),1 = 5,6,7,8
y2
. Jip )
N1app (1 + y] 3—p «y3_p) » 1= ],2,3,4
" == ¥ (1 4y Yo . )ii= 5,6,7,8
1!pp i 3-p i 3-p 3 P ’ 2O/
N. 1 Yy y (2y y ¥ ¥ ) + l y (.I +
isp 3-p " & 7ip 7i,3-p ip Yp i 3-p Y3-p 7 Yip



- _ 3 3 _
i,p 3-p Yip ¥3-p ~ ¥i 3-p Yp 3 1 = 5.6.7.8
Y _ 833 93-m 3-m,p ~ 93-m 3-m %33,p
mm,p AZ
33
y _ 2233 Jmn,p * Jmn 233,p .
= n 33 mn,p o .mn . n = 3-m
mn,p e A "
33
o1 y3+m 1 _
Y3m,p = (-1) ] A (J3-m1,p 32 * I3om J32,p J3-m1,p J
33 433
- Jop ) - (-1 1 hyn * Jon Bos )
3-m2 Y31,p 7722 3z,p 833 * J33 Bazp
33 433
x (J3_n1 932 = J3-m2 931)
J
Y - - .33,p
33,p 12
33
B33 =911, T22 Y 9y Y2, T 12,0 Y21 T Y12 921,p
para i 1,2,3...8
Jmn,p - in,p "mi ° n=1,2
3m,p = iymp hy

42.

31
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Y3m,p = Niip My
J33,p = N?,p i
Ns by Ami 1
Y31 = R Oyt (N g Yot Ny o You) ugy F (= Y ¥
L miz oy ¥.1) v h h, k_ 8
2 21 mi 31/ Y3 i “m “mi
Chamando-se
N. h.
. = 1 1
1 h
Fpi = N1,1 Y]p * Ni,z Y2p
A A .
= _ mi,l mi,2
Gpm1 - 2 Y]p * 2 Y2p * Am1 Y3p
] f 2
Y3p * Fpi ugs + Ci epi + hi h Yq K Gpmi 03 (4.4.7)

Pode-se agora escrever a matriz de deformacoes Bi
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©1 0 Y3 My 0
/ A
€2 0 0 Y3 Roy Ny U3
9 4 ¢ )3
Yizf=|° Y3 Rai P Y3 M hy 514
F veh, h ky By C. + y2 h. h k. & 6. .
Y23 2i Y3 Ny 1 921 i it Y3y 2 "22 2
- 2 -
var | (Fri Gyt hy hkg Gy vz hy kg Gy
LY V4
(4.4.8)

Matriz de Elasticidade

Imagina-se a matriz de elasticidade a tres dimen-

soes de um meio ortotropo,

s N\ = ' - N
Iy dq; dq2 4y, 0 0 0 €
gy dyq dyy  dp3 0 0 0 €2
o3 | = |d37 35 d33 0 0 0 €3
RN ) 3
T, 0 0 0 dyy 0 0 Yis
T 0 0 0 0 0 dgs] LY3]



45,

Na hipotese do material ter ainda um eixo de sime-
tria, por exemplo, o eixo X, @s nove constantes da matriz geral

de ortotropia reduzem-se a cinco e podem ser escritas da forma

2

11 33 2
(1-v]) (1-\)1 - En VZ)
d i} E2 (1-\)])
22 p
(T*U] - 2n vz)
n £, v
dyp = dp3 = .
(1-v] - 2n vz)
2
. _ n E, (n v, + vy)
13
(14vy) (T-v] -2 vz)
dgg = dg5 = G

sendo

[t}

e onde

vy ® coeficiente de Poisson que relaciona deformacoes entre dire-

coes do plano (1-3)



46.

v, = coeficiente de Poisson que relaciona deformacoes entre qual-
quer direcao do plano (1-3) e o eixo de simetria Xp

E1 = modulo de elasticidade segundo qualquer direcdo do plano(1-3)

E2 = modulo de elasticidade segundo o eixo de simetria Xp .

G = modulo de elasticidade transversal que relaciona qualquer di-

recao do plano {1-3) com o eixo de simetria Xy

- V1 _ V2
Como,porem, ET =
quatro constantes independentes. No programa far-se-a Vio = V1=V,

, na verdade ter-se-a apenas

A

Pode-se,entao, calcular a matriz de tensoes QBj

oy = d] e s m=1,2,3

d
31
op = dyy vz g Ay 85+ dyg g hy Apy 0,0 4 d13('agg Y3 Py Ay5095°
d
32
- H}E Y4 hj A2J 623)
on = Y3 hj (dmp + dm3 kp) Apj epj sym=1,2 5 p=1,2



relacao a y, ter-se-a:
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3 2 =
T3 = Y7.m 7-m (O3 Oy * Py Ysg * Y3 PNy Ry Cppy 8p5)
=1,2 ;3 p=1,2
4 N\ —_
9y 0 hy ¥3 U171 Ayj hy Y3 ¥y Apj
/Y
|J3;I
%2 0 hi Y3 Y21 My hy¥3Ee Ay
<8]j
Styo (= 0 h, y, dy, A h., y, d,, A
12 j Y3 %4 "2 i Y3 %aa "1
P
2 hn. ok, & d__(C.+y2hh .k, G N
23 dgg Foy  dgg ¥3 0 hy kg Gpp5  dgg(Cytyshhyk,yGyps)
T d__ F d_ (C.+y°hh k.G d_. yZnh, k, &
31 %6 13 66 - itY3MM5K89135)  Cee Y3 M Ny Ko Gy
\ 7’ -
(4.4.11)
- 4.5 - Matriz de rigidez e de esforcos
Para a matriz de rigidez, ter-se-a:
_ T
Kij = fv Ei QBj dv
) h T
Kis = fg fp Bj 0Bj dxg ds
B +1 LT ‘
Kis = g f17 By DBy h dyy ds
Realizando-se o produto @I gBj e integrando-se em
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11

Kij = s 20 (Fyj dgg Fyj *+ Fpy dgg Fpy) ds

. m=1,2
h h
Tiyme] 8 .. s
Kid" T s 2hldg g g g C5 * =37 Ky (dgg Foy Gopy*
+ deo Fou G]mJ)} ds
h h
m+1,1 . i —
Kij = =g 2hMdy g n Frj C5 + 35— Kk (dgg Foy Gy #
¢ (4.5.1
*dgg Fig Bypgdd ds ( )
n=1,2
h, h
m+1,n+1 _ - i "j
Kij =1 2h{d?—m 7-n C1 CJ Son * 3 (Am1 Yan nj ¥
Gmnj
* A3-m1 d44 A3-nJ * d?-m 7-m kn C1 h ﬁi *
G . k k
nmi m n 2 = =

*97en 7o Kn G5 P )+ =5 hy hy b (dgg Bopy Gy

+ dgg Gyps Gppg)t ds
onde §_. e o delta de Krdneker.

A matriz de esforgos Ei seria:
_ ,+h _ 1 2 .2

Mo = Ln Op X3 d%3 = Sy Uy Apy My 8 ¥3 0T dyg
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h, h
. i . i
Mm—Zh—Tlpmp Ap'l Bp_l ,m—1,2 H p—-T,Z
. h, b
Mg = = Jop Tyg X3 dX3 = - 2h —3= dygy Apy B3,
Q! = f h T dx
m -h "m3 3
O = d7-m 7-m 2Ny Bpy * Fpy gy * 3 kp mpi Bip) sm=1,25
p = 1,2
SN h b2 h{whz-qi\:murﬁ
| ™ 0 23— ¥ My 2537 N1z Rag
h, h? h, h? AN
My 0 2 Yoy A 2 —3— Yy Ay |M3y
) h, h? _hy n? )
Y Migr= 0 "2 —3— dgg Ry "2y Y M P
h h - : hh,|
Q5 | |2hdggFpy 20 dgs 3 Ky Gy 5{Ci+—3 k26221) C2i
. ‘__", T hh e, h h
\Q1 -12hdggfyy - 2hdge{Cyit— "1‘5111) ff}‘ dgg 3 Kk, G 125
' (4.5.2)
Se a direcao dos eixos de ortrotopia de um determi-

nado elemento nao

coincidir com a diregao dos eixos globais e

ne-

- . ' . Iy .
cessario transformar a matriz de psfprgos para que estes sejam da-
e =

dos em relagao ao sistema global.

(4.5.2) estiver referida a um si

Se, por exemplo, a equagao

stema de eixos Xp 3 M = 1,2,3 ter-
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=AY

Sse-

(P} = E! (3

A partir dos ésforgos no sistema im ; m=1,2,3 po-
de-se, porem, obter os esforcos no sistema Xp 3 M = 1,2,3 atraves

da matriz de rotacao T:

{P}

1]
—
[ Enall

)

como {§,} = R {8.} ter-se-

n
—

{r} E: R {85} (4.5.3)

De (4.5.3) conclui-se que

R (4.5.4)

sendo
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| C2 52 - 2cs 0 0 |
52 c2 2cs 0 0
T = |'sc -sc (62'52) 0 0 (4.5.5)
0 0 0 c s
L 0 0 0 -5 c _|
0 0 01
R = 0 ¢ 5 (4.5.6)
| 0 -S c |

sendo ¢ e s respectivamente o cosseno e o seno do angulo que os ei

xos X formam com x contado de x para X.

4.6 - Forcas nodais equivalentes

Para as cargas distribuidas (fig. 7a) pode-se escre

ver:
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X. = f N, N.Q., ds ;ym=1,2,3 ; 1 =1,2,3...8 ;3 =1,2,3...8

(4.6.1)

e,

Sendo Qm R Qjm’ como definido em 3.6 mas;agora atu-

ando sobre o plano medio do elemento.

Para as cargas concentradas (fig. 7b), ter-se-a:

T T _
6uim im ~ §m Qm > m 1,2,3
T _ T
Suim Xim = My (Vqe¥2) Su5n O
Xim = Ni (y]syz) Qm (4.6.2)

Para a variagao de temperatura (fig. 7c),ter-se-a:

- T o .Ids =
Sim Xim = Js Sm Qp-q. 950 my= 253
6 X, =&l s N, Q . ds ;m= 2.3



2

_ a _ cm=2,3;n=1,2 4.6.3
Xim = ¥me1n T2 9s To N Ny ds som n ( )

- —_—— = ——pp—  —— . fe. e —

-

)a) Forgas ( \%, MI ’ M2') variando

parabolicamente sobre o plano

medio da placa.

b) Forgas (-%, MI,Ma). concentradas
no ponto (yl ,y2) sobre o plano
médio da placa

¢) Gradiente de temperatura variando
parabolicamente sobre o plano medio

do elemento

- 2 __
FIG. 7 — ELEMENTOS FINITOS DE \PLACA.,SOLICITA(;C‘!ES.

53.
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V - DESCRIGAO DO PROGRAMA

5.1 - Caracteristicas do Programa principal e suas subrotinas

0 programa principal & um programa que possibilitao
calculo de pequenas estruturas, pois foi elaborado com o proposito
de testar o funcionamento dos elementos formulados e cuja capacida
de esta especificada no Ttem 5.4, A resolucgdo do sistema de equa-
¢les e feita por eliminagcao de Gauss, levando-se em conta as carac

teristicas de banda e simetria da matriz de rigidez.

Uma suscinta explicac¢ao das subrotinas usadas pelo
programa e dos parametros de entrada e saida destas subrotinas @

dada a sequir.

a) RIGIT e RIGI2
Calculam respectivamente as matrizes de rigidez dos

elementos de placa (TIPO 1) e de grelha (TIPO 2).

b) INT1 e INT2
Calculam respectivamente os valores dOS'fEAeficfen-
tes FN para um dado ponto de integracdc numerica, que represen-
ta o peso pelo qual se deve multiplicar o valor da funcao naque
le ponto para que o somatorio deste produto, atraves de todos os
pontos de integracao, forneca a integral da funcdo atraves do
plano medio do elemento de placa (TIPO 1) ou do eixo do elemen-

to de grelha (TIPO 2).

c) Parametros de entrada- e saida

in - coordenadas dos nos do elemento relativas aos eixos

ij 3 J = 1,2 de um sistema local com a direcao dos ei-



" HG

NGAUS
NOD
LK

KE

KRij

CX1

CY1

Yl'ﬂji
YM2,
1

EM

IR

IR]
IRZ
IR3
IR4
IRS

1
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yl

xos de ortotropia do elemento. Para j = 3 o valor de
in corresponde respectivamente a semi-altura ou a altu
ra do elemento de placa ou de grelha nos nos.

como descrito em 5.2.

como descrito em 5.2.

como descrito em 5.2,

numero do elemento.

como descrito em 5.2.

matriz de elasticidade do elemento de placa.
coeficiente elastico.

coeficiente elastico.

delta de Krdneker.

cosseno do angulo que os eixos de ortotropia formam com
0s eixos globais.

seno do anaulo cujo cosseno e CX1.

coordenadas relativas aos eixos locais Y\j 3y J = 1,2 pa-
ra os pontos nodais i = 1,2,3...8 do elemento de placa.

coordenada relativa ao eixo local Y] para os pontos no-
dais i = 1,2,3 do elemento de grelha,

modulo de elasticidade relativo ao elemento de grelha.

modulo de elasticidade transversal relativeo ao elemento
de grelha.

s3ao indices relativos a4 escrita no disco



N1

MC
FN
IG
JG

5.2

TITUL
NPONT
NUME]
NUME?2
NBORD

NELEM
NGRUP
MM
NGAUS
NNOD
SVART

Ji

33
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sao as coordenadas relativas aos eixos locais Yj;j= 1,2
de um ponto de integracao numerica.

Jacobiano relativo a um dado ponto de integracao numeri
ca.

fungdo de interpolagdo relativa a um dado nd e para um
dado ponto de integracao.

derivada da funci3o de interpolacdo relativa ao no i em
relacao aos eixos locais Yj s 3= 1,2,

menor complementar relativo ao termo JY33 do Jacobiano.
fator de integracdao numerica.

nimero do ponto de integragao relativo ao eixo Y.

nuimero do ponto de integragao relativo ao eixo Y,.

Significado das principais variaveis

tTtulo do programa,

numero de pontos nodais da estrutura.
numero de elementos de placa.

numero de elementos de grelha.

numero de pontos nodais no contorno da estrutura para os
quais serao especificadas as condicoes de contorno.

numero total de elementos.

numero de grupos de constantes elasticas distintos.
larqura da semi-banda da matriz de rigidez.

numero de pontos usados na integracdo numerica de Gauss.
numero de nos do elemento.

indicacao sobre: quando SVYART > 0 sera estudado o com-
portamento da estrutura para variacoes
de temperatura.

Quando SVART = 0 este estudo ndo _sera
realizado. T



HG

XEji

TEMPi
NBi

Apji

TIPOi
COEDT~i
NODji
ALT&]‘__"].“i:‘_';u
ALTZji

t
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e a coordenada (j = 1) e o coeficiente do peso (j=2) re
lativos ao ponto i de integracdao numerica de Gauss.

g a coordenada relativa ao eixo xj do ponto i da estru-
tura.

diferenca entre as temperaturas na face superior e infe
rior no ponto i da estrutura.

numero do no i do contorno para o qual serao especifica
das as condigoes de contorno.

variavel que indica se o grau de liberdade j do no i do
contorno da estrutura esta impedido (AP45 = 0)?ou livre
(Apji Z 1) de se deslocar. -

variavel que indica se o elemento i & de placa (TIPO, =
= 1) ou de grelha (TIPOi = 2).

e o valor do coeficiente de dilacao térmica do material
para o elemento- 1.

numero do no j do elemento i da estrutura.

altura do elemento de placa i no no j.

altura do elemento de grelha i no no j.

largura do elemento de grelha i no no j.

sao as sete constantes elasticas relacionadas a seguir,
relativas ao grupo de constantes elasticas i especifica
das no Ttem 3.4 e 4.4, sendo as cinco primeira corres-
pondentes aos elementos de placa e as duas ultimas aos
de grelha .

CE.q - modulo de elasticidade E, na direcdo do eixo X4
de ortotropia.

CE,, - modulo de elasticidade E, na direcdo do eixo §2
de ortotropia.

CE1.3 - coefic1ente_de Poisson Vig-

CEsq - modulo de elasticidade transversal G.
CEHS - angulo que 05 eixos im de ortotropia fazem com



NPONS
NO

ALFA

IND

NCARC

QD

mJ

el

NEQ,
KE
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0s eixos globais Xp 5 M = 1,2
CE,¢ - modulo de elasticidade E.
CE.q - modulo de elasticidade transversal G.
numero de nos solicitados da estrutura.

numero do no solicitado da estrutura.

esforgo que atua na direcao do grau de liberdade j e so
bre o no NO.

angulo que os esforcos Ej ; j = 2,3 fazem com os eixos
globais da estrutura.

variavel que indica se o elemento i e (IND > 0) ou n3o
(IND = 0) solicitado por qualquer tipo de forgas genera
lizadas distribuidas.

numero de pontos no interior do elemento i que possuam
qualquer tipo de forca generalijzada concentrada atuando
sobre eles.

valor da forca generalizada que atua na direcao do grau
de liberdade m no no j.

numero de equacdes do problema.
matriz de rigidez dos elementos.
matriz de rigidez da estrutura.

vetor das forg¢as generalizadas, e, a seguir a subrotina
que resolve o sistema de equacoes, dos deslocamentos nos
nos da estrutura.
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5.3 - Leitura das variaveis

NOMERO DE_CARTOES. | * NOME DA VARIAVEL 4. FORMATO
1 TITUL 1844
. NPONT, NUME1, NUME2, NBORD, 8110
NGRUP, MM  , NGAUS, SVART
I = 1, NGAUS HG 5 3§ = 1,2 2F10.0
. Y XEj; 53 = 1,2 2F10.0
e e
I = 1, NPONT ©
. Fal
T — |TEMP, F10.0
= o 1
=L
=
v
I = 1, NBORD NBL, APL. 5§ = 1,2,3 4110
TIPO, 110
[ o]
A | COEDT. F10.0
— j
o
<
w
I =1, NELEM ~INODs5 5§ = 1,2,3...8 8110
<o
1"' [m] '
SIALTY, 5§ = 1,2,3...8 8F10.0
|_
o [NODLT5 G = 1,2,3 3110
1] .
. LARG;: 5 § = 1,2,3 3F10.0
S [ALT2. 5§ = 1,2,3 3F10.0
NOD;; (J = NNOD + 1) 110
I 1, NGRUP CEjj 5§ = 1,2,3...0 7F10.0
1 NPONS 110

CONTINUA
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NOMERO DE CARTOES | * NOME DA VARIAVEL FORMATO
1 NPONS 110
I = 1, NPONS o
A
I =1, NPONS £ INO, E5 5§ = 1,2,3, ALFA 110,4F10.0
o .
=
IND, NCARC 2110
o
I =1, NELEM|M=1,3]| ~ Qﬁmj i j =1, NNOD 8F10.0
[
-_—

* - Esta coluna indica em que condigao o cartao devera ser forneci
do. As colunas em branco indicam gue os cartoes sempre deve-

rao ser fornecidos.

0BS.: NNOD e igual a 3 quando o elemento i for de grelha e a 8

quando o elemento i for de placa.

5.4 - Capacidade do programa

0 programa foi desenvolvido em um computador 1130
de 32K de memoria, podendo resolver problemas que nao excedam 0s

valores especificados a seguir:

NPONT < 52

MM 42

| A

NUMET < 15
NUME2 < 30
NBORD < 20

NGAUS ,~< 3
WV
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5.5 - Resultados fornecidos pelo programa

0 programa fornece os deslocamentos Ugss 815 € B8543
i = 1, NPONT para os nos da estrutura. Para os elementos de placa
0s va}ores dos esforcos seccionais relativos aos momentos fletores
M os m = 1,2 que atuam respectivamente na direcdo das rotacdes B3
m= 1,2, ao momento torsor M}2 e aos esforcgos cortantes Tm3; m=1,2
que atuam respectivamente nas facetas perpendiculares aos eixos X
m = 1,2 para os pontos de integracgdao numerica. Para os elementos
de grelha os valores dos esforcos seccionais relativos ao momento

fletor M,, ao momento torsor M,, e ao esforgo cortante T,,. A con

vencao de sinal esta especificada no Apendice -IV.

5.6 - Listagem do Programa




el

// FOR -
*0ONE WORD INTEGERS
% IST SOURCE PROGRAM

SUBROUTINE RIGIL{XsHGsNGAUSyNODyLK4KEsDyK4FIKRO,CX14CYLyYMyIR,IR1
¥y IR2)

INTEGER PsQ9547

REAL NL1(248)4N2(2:2,8),MC331(2)+MC33,NIBYJY(3+3),KE(26,24),KAL24)
g K{2)edY1(2,43,3)

DIMENSION T(343),YJ(3+31,YJ1{253+3),Y{2):F12,8)+HG15,2)
HyNOD(9945)3D{6+6)+FI1(252),KR0O{3+3),A{2+8),6(2,2,8),41{2,2,8),0B(5,
#3,8)sR{5,5},C(8),YM(2,8),X(3,8)

K1=0.

DO 1 1=1,24

DO 1 J=1:24

1 KE(1,J)=0.

T(l,l;zlo

Do 2 P=2,3

T{i,P)=0.

2 T{P,1}=0.

TL12,2)=CX1

T{3,3)=CX1

T(3,2)=-CY1

F12+3F=C¥Y1

D0 4 1G=1,NGAUS

DO 4 JG=14NGAUS

K1=K1l+1

Y{1)=HG{IG, 1)

Y{2)=HG(JG,1)

DD 5 I=1:4

N(I)=.25*(1+YM{1113*Y(1))*(1+YM{2'I)*Y(Z))*{YM(1,1)*Y11)+Y(2)*YM(2
¥y 11-1)

DO 6 P=1,2

IKK=3-P

NLI(P, 1)=o25%YM{P,I)RX(L+YM{TKK I )RY L IKKY }HL2%YM(P,IIRY(PI+YM{IKK, 1)
%Y (IKK) } .

NZ(PePI)=oSkYM{P, 1) #%2%(1+YM(IKK,T)*Y{IKK))

6 N2{Py KK, 1)=.25%YM{PI)RYM(IKK, 1) %{28YM{P,I)%2Y(P)+YM{IKK,I)}*Y{IKK)
)} 4.25%YM{P, I)H(L+YMIIKK s I) Y {IKK) }*YM{IRKK,I?

J=1+4

N{J)}=0.

D0 5 P=1,2

IKK=3-p

NIJ)=NTJI)+ 5% 0 1-Y(IKKIFF2 E(L+YM(P L JIEYIP)IIRYM{P,J)*%2

N1(PJ)=aSkYM(P,J)*E3X (1Y (IKK)&*%2)~YM{ITKK, J)*%2E(YI[P)+YM{IKK,J)*Y
#(PIxY({IKK))

NZ2(P4PyJYd=—YM{IKKy I 2% {1 +YMITKK,JI*Y{IKK]}

S N2(PLyIKK,J)==YM{P,J)#%3=Y ([KK)-YMIIKK,J)®%x3%Y (P}

H=0.

DO 7 I=1,3

0O 7 4=1,3



YJ{I,4)=0.
JY({I,4)=0.
DO 7 P=1,2
JYL(P,1,41=0.
7 YJL{P,1,J1=0.
IR1I=NGAUS*#2%{ [R-1)+K1
WRITE{11*'IR1){N(I),I=1,8}
po 8 1=1,8
DO 9 M=1,2
DO 10 J=1,2 .
10 JY{M,J)=N1{J, ID%X{M, [)+JY (M, J)
9 JY{3,MI=N1{My I}%X{(3,1)4+JY(3,M)
JY{3,3)=N(T)1%X{(3,1)1+JY{3,3)
H=H+N{ I)%X(3,1)
DO 8 P=1,2
DO 11 M=1,2
DO 12 J=1,2
12 JYI(PyMyJ)=JYL{P MeJI+N2{P,JsT)%X{M,1)
11 JYL{Ps3sMI=JdYL{P 43, M)I+N2(P,MsI1}%X(3,1)
8 JYL(P+3,31=0Y1(P4343)+NL{P,I1)%X{(3,1)
MC33=JY(Ls1)%JY1242)-JY{1,2)%JY{2,41)
DET=MC33%JY(3,3)
DO 13 P=1,2
MC331(P)I=JYL(Ps 1l )RIY{2,2)4dYI 1,10 %JYLU{P424,2)-dY1(Ps1,2)%JY(2,1)~
HIY{L,2)%JYL(P42,1)
DD 14 M=1,2
IKK=3-M
YJL{P My MI=(MC335JYL{P, IKKy IKK) ~JY{IKKs IKK)EZMC3I31{P})/MC33%%2
J=3-M )
YILIP My d)={=-MC33%JYLI(P My J)+IY(MyJ3*ML331{P))/MC3I3%%2
14 YJLIPs34MI=(—=1)%%{M+3)%x{JYL{P,IKK,LI¥JY{3,2)+JY(IKK 1) %JYL(P43,2)-
EIYL(P, IKKy 20 5JY (3, 1) -JY(IKK,2)%3YL{P,3,1))/3Y(3,3)/MC33-{-1)%%(M+3
EY)R(JYL(P3,3)%MC3I3+IY(3,3)5MC33L(PI IR (JYLIKK, 1) %JY{3,21-JY{IKK,2)%
FJY (3511 )1/0Y(3,3)%%2/MC33%%2
13 YJL(P,3,3)=—-JY1{P,3,3)/JY{3,3)%%2
DD 15 M=1,2
IKK=3-M
YJ(MeMI=JY (IKK, IKK)/MC33
YJ(My IKK)==JY (M, IKK)/MC33
15 YJU{3,M)={-1)%x(M+3) % {IY(IKK, LI *IY(3,2)~JY{IKK,2}%JY{(3,1))/7JY{3,3)/
*MC33
YJ(3,3)=1/4Y(3,3)
DO 16 I=1,8
CL{II=N(I)%X(3,1)/H
po 16 M=1,2
F{MeII=NLI{LloId2YJS (1 oeMIPNLILIZy1)2YI(2,4M)
A{MaI)=F(M, I)+N{I)%YJ(3,M)
DO 116 P=1,2
116 AL(P My II=N2IP, 1yl kY {1 aMI4N2{P 42,1} 2YI{2,MI+NL(P,I)%YJ{3,MI+N1(1
Xe I)XYJLIP, 1o MI+NLI2, 1)%Y 1P, 2, MI+N{I)%YI1(P,43,M)



DO 16 P=1,2
16 G{PsMsI1={AL{1,M,1)%YJ(1,P)+ALI2, MvI)*YJ(Z,P))* S5¢A(Ma1)*YJ(3,P)
DO 17 1I=1,8
DO 18 M=1,2
IKK=3-M
DB{M+3,1, [ 1=2%H¥D{M+4,M+4)%F(1KK, 1)
DB{3,M+1, T11=2%H%22%X (3, 1) /3%ALTKK,1)*D (4,44}
DO 18 J=1,2
DBIMyJ+1,y I )=2%H*¥25X{3, 1) /3%FTI (M J)*A(JI,1T])
18 DB{M+3,J+1, [}=2%HED(M+4,M+4)}*{C(1)*{1~ KRD(M:J)]+H*X(3 1173%K{J)*6{
¥IKKeda 1))
DO 17 M=1,3
17 DB(My1.1)=0.
DO 19 I=1,2
Do 19 J=1,3
R{J,1+3)=0.
19 R{I+3,4)=0.
R{ls1}=CX1%%2
R{2,2)=CX1%%2
R{l,2)=CY1%%2
R(Z2,1)=CY1%%2
R{ly3)=-2%CX1%CY1l
R{2¢3)=-R(1,3)
R(3,1)=CX1%*CY1
R{342)=-R(3,1)
Ri3,3)=CX1*%2-CY1%%x7Z
DO 20 I=1,2
DO 20 J=1,2
20 R{T+3,J43)=T{I+1,4+1)
DD 21 M=1,5
IRZ=(IR-1)*SFNGAUSHH2+NGAUSHH2x {M-1) +K1
DD 22 I=1.,8
DO 22 L=1,3
J=3%(I-11+L
KA(J)=0.
DO 22 Q=1,3
DO 22 P=1.5
22 KATJI)I=KATJI+R(M,PI*¥DB{P,Qs1)%*T(QyL)
21 WRITEL(Z21VIR2){KA{J)4J=1,24)
FN=H*ML33*HG( IG,2)*HG(JG,2)%2
DD 4 I=1,48
DO 4 J=1,8
P=3%(I-1)+1
- Q=3%(J-1)+1
KE(P,Q}=KE(P,Q)+{F(1,1)xD(5, 6) F(l,d3+F(2,I)*D(5 51%F(2,41)%FN
DO 4 M=1,2
IMM=T-M
IMe=IMM—-4
S=Q+M
2=P+M



KE(PsS)=KE{PySI+{D{IMM, IMMI&F (M I )5CUII+H*N(3,J) /3%K(M) #{D{5,5) %F{
#2211 %GU2, My J)+D{640)%F {1, TI%G{1,MyJ)) I%EFN

KE(ZsQ)=KE(Z, Q)+ (D{IMM, IMMI¥F(M, J)*COI)+HEX{3,1)/3%K(M)%{D(5,5)%F(

T2y JYEGL 24 My 14D 6,6 +F (1503561 4My1)))%FN

DO 4 L=1,2

ILL=7-L

IL4=1LL-4%

S=Q+L )

KE(ZySY=KE{ZyS)I+FN#(D(IMM, IMMI*CII)%C(JI#KRO(M, L) +K{MIEK(L)/5%X(3,
FLV1EX(3,J)*HER2%(D(595)%G{ 2, My IVXG{2,L o) +D(6,6)%G(L,MpI)%G{1,Lyd))
*}

KE(ZyS)=KELZyS)+FNRX{3,I1)%X{3,0)/3%(A(M,T)*FI(MyL)*A{L,J)+A{IMG, 1)
%D 4, 4) %A [L4,J0))

4 KE(Z2S)=KE{Z,SY+{X{3,10#X{3,J)/3%{(D{IMM,IMMIRRK{LISCII)IXG{Mal oJ) /XL
3, I)*H+DITLL, TLLYAKIMIRCII) *GIL My T}/ X(3,0)%H) ) %FN
IF(CX1-0.99)23,24,+24
23 DO 25 1=1,8

DD 25 J=1.8

DO 26 P=1,3

DO 26 Q=1,3

S=3%(1-1)+P

Z=3%{J-1)+Q

JY{P+Q)=KE(S,Z}

‘26 KE(S,2)=0.

PO 27 P=1,3

DO 27 Q=1,3

YJ(P,Q)=D.

DO 27 M=1,3

27 YJ(P4Q)=YJ(P,Q)+JY(P,MIXT(M,Q)

DO 25 P=1,3 '

DO 25 Q=1,3

S=3%({1-1)+P

I=3%{J-1)+Q

DO 25 M=1,3

25 KE(S,Z)=KE(S,21+T{M,P)%YJ(M,Q)

24 RETURN
END
// DuUP
*DELETE RIGI1 QEC3
*5TORE WS UA RIGI1L 0EC3
// FOR

*0NE WORD INTEGERS
*LIST SOURCE PROGRAM
SUBROUTINE RIGIZ{X,HGsNGAUSNODsLKsKE+BOsKRO4EMyGsYMyIR,IR3,IR4,IR
%51
INTEGER P,Q
REAL MC33,N{3),N1(3),JY(3,3),KE(24,24)
DIMENSTON HU3)4XL(3),D{3},R{3+3),YJ{3:31,A(3,5)4Y(3),B(3,3,3)
#3D0B{39343)+ESP(2+3)sYM(3),HG(5,2)+X(3,8)4NOD(9+45),B0(3),KR0(3,3)
K1=0

65



10

11

12

K2=0

oo 1 i=1,9

DO 1 J=1,.,9

KE{I.,J)=0.

D{1)=EM

D{3)=6/1.5

¥{l)=-1.

Y(2)=1a

Y(3)=0.

po 2 P=1,3

PO 3 M=1,2
NI{M)=Y{P)+YM{M}*.5
NL{3)=-2%xY{P}

DO 4 M=1,2

JY{M,1)=0.

DO 4 J=1+3

JYTIM, 1)=dY {My 1I+NLTLJ)*X{ My J)
IF(ABS{JY{1,1))-0.001)54+646
ALFA=1.570796325
ALFA=SIGNLALFA,X(252)-X(251))
GO 70 7

TG=dY(2,1)/3Y(1,1)
ALFA=ATANI{TG)
IF(JY{1,1))8, 7.7
ALFA=ALFA+3.,14159265
ALFA=ALFA+1.570796325
ESP{1,P)I=BO(P}I*COS{ALFA)
ESP{2,P)=BO{PI*SIN{ALFA)
IR5=1IR
WRITE(32*IRSI{{ESPI{MyI)sd=143)yM=142)+X{341)+X(352)4X{343)
DO 9 IG=1,NGAUS

Kl=K1l+1

Y{L)=HG{1G.,1)

DO 10 M=1,2
N{M)=a5xY(LI*={Y{1)+YM{M})
NI{MI=Y(1)+YM({M)%,5
NE3I=(1-Y{1)*%2)
N1{3)=-2%Y (1)

IR3=NGAUS*{ [R5-1)+K1
WRITE(12*IR3)(N(M)M=1,3)
DO 11 M=1,2

H(M)=0.

DO 11 J=1,3

H(M)=H{M) +N{J}*ESP{M, J)
H(3)=0.

DO 12 J=1,3
H(3)=H(3)+NlJ)*X{(3,J)
H{L)=SQRT(H{1)*%2+H(2)%%2)
FC=1+{H{1}/H(3))*%2
D(2)=G*FC

é6



20

22

21

13

14

ié6

15

is

19

DO 9 JG=1,NGAUS

PO 9 KG=1,NGAUS

K2=K2+1

Y{2)=HG{JG, 1)

Y{3)1=HG{KG, 1)

DO 20 1I=1,3

b0 20 Jd=1,3

JY{I,J3=0.

YJ(I:J,=0.

DG 21 I=1,3

DO 22 M=1,2

JY(Me 1I=dY (M TYENLC DI R{X (M, I)+ESP{M113* 5%Y{2)]
JYIM 2 =JY (M 2Y4NII)I*ESP (M, 1) *.5

JY(3,13=8Y03, LI+NLLII*X(3,1)%.5
JY(343)=JY(343 )0 +N{I)#X(3,10%.5
MC33=JY{1,1)%dY{2,2)-4Y(1,2)%JY{2,41)}
DET=4Y(3,3)*MC33

DD 13 1I=1,42

IK=3-1I

YJUII1)=0YLIK,IK)/MC33

YdUI, IK)I=—d¥Y(I,IK}/MC33
YI(3:1)=(~1)%x(I43)%dY (3, 10%JY(IK,2)/DET
YJ(3:43)1=1/JY(3,3)

XL{1}=SORT{JY (1,1 )52+ Y (2,1 )%%2+JY{3,1)%%22Y{3)%%2}
XL{2)=SQRT{JY(1,1}*%2+JY{2,1)%%2)
XLU3)=SORT((JY (14 1)%IY {3, 0)%Y{3) %24 (3Y (2,13 %0Y (3,1 %Y (3} 3%%2+(DY

H{L L) #5240 (2,1 ) %%2)%%2)

DO 14 M=1,2
IMM=3-M

RE1,MI=JY (ML) /XLAMIK{-1)% ¥ (M+])
R{ZsM)=JY{IMM, 1Y /XL{M)

RIMy3)==JdY (M, 1 )%JY {3, 1) /XLI3)*Y(3)
R{3,1)=4Y1(3, I)IXLlll*Y(BJ

R({3,2}=0.

RU3431=(3Y {11552+ )Y{2,1)%%2)/XL(3)

D0 15 [=1,3

00 ‘16 M=1,2
AtI.M}zYJtl,MJ*NltI)+YJ13,M}*Nt1)
A(T,M+3)=YJ(1,MI=N1(T)
AlI,31=YJ{3,3)NLII%EX{3,1)%.5

DO 15 ¥=1,3

00 15 J=1,3

B‘I,MpJ)=0.

DO 17 1=1,3

DO 18 J=1,3

DO 18 M=1,2
B{Ilysdyel)=BlIaJyl)+ALToM+3)5{R(MyJI*R{3,1)4+R(My1)}%R(3,3}%KR0O(J23))
DO 17 J=1,2

DO 19 M=1,2

BlIslyJ+1l}=BlI, L, d+1)+X(3,11%.S%Y{3)%A{I MIKXR{M,1}%R(J,1)+A{E,3)%R
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¥(3,1)%R{Jy1}%.5
DO 17 L=1,2
ILtL=3-L
DO 17 M=1,2
17 BUIaJ+1,L+13=B{l,J+1,L+1)+X(311%.5%Y{3)%A{] M) E{R(MyL)%=R(L,3+1)+
#RUILp L) #R(MyJ+11RKRO(IM, TLL) I*{1+KRO{M,L})+A{I,3)*(R(3, 1}*R(L Jl)+
FRI3,31%R{L51I*KRO{J+1,3))%.5
DO 23 I=1,3
DO 23 M=1,3
DO 23 L=1,3
23 DBUI+MyL)=DI(M)*B(IsM,L)
FN=DET*HG{IG,2)*HG(JGy2) *HGIKG, 2)
DD 24 [=1,+3
DO 24 J=143
DO 24 K=143
DO 24 L=1,3
0O 24 M=1,3
P=3%{I-1)+K
Q=3%*(J-11+L
24 KE(P,Q)=KE(P,Q)+B(I,M,K}*DB{JyM,L)*¥FN
IR4=NGAUS**3%( IR5-1)+K2-
WRITE(22'IR4)({(DB(IsMyL)sL=1,3)sM=1,31,1=1,3)

9 CONTINUE
RETURN
END
// DUP i
#DELETE RIGIZ "0EC3
*STORE WS UA RIGIZ. DEC3
// FOR

#ONE WORD INTEGERS
#*LIST SOURCE PROGRAM
SUBROUTINE INTI1(Y Xy YMLladY+HG,NsN1sMC334FN2IGJG)
INTEGER P
REAL MC33,N(831,N1{2,8),JY(2,2)
DIMENSION Y(2)4X{3,8),YM1I{2:8)4HG{5,2}
DO 1 I=1:+4%
N{l}= .25*(1+YM1(1 TIRY{ L) L+ YMI(2,1)%Y{2) )% (YMLIL,10%Y{1)+Y{2}%
*YMI(2,10-1)
-DD.2 P=1,2
IK=3-p
2 NI{PyI)=o25%YMLUP, I3X(L+YMLIIK, I} EY(IK)IX(2%YML(P,I1}2Y{P)+¥YML{IK,I
F)RY(IKH)
J=1+4
N(J)I=0.
DO 3 P=1,2
1K=3-P
3 N(JI=N(J)+.5%(1~ Y(IKl**Z)*l1+YM1(P,J3*Y(P}l*YMl(Psd}**Z
DO 1 P=1,2
IK=3-P
1 NI{PJ)=.5%YML{P )% %3%{]1~ YiIK)**Z} YMI(IK;J)**Z*(Y(P}+Y¥1{IK Ji#®Y



5 JY(MyJ)=JY (M JI+NI{ I T)EX{M, 1)
MC33=JY(1,1)%dY(2,21-JY{(1,2)%JY{2,41)
FN=MC33%HG{ IG,y2)*HG{1J6,2)

RETURN

END
// DUP
*DELETE INT1 0EC3
*STORE WS UA INT1 OEC3
/7 FOR

*ONE WORD INTEGERS
*¥.IST SOURCE PROGRAM
SUBROUTINE INT2(YM24Y1lsNyNL1sXsJYsFN,C)
REAL N(B)sN1(2,8)sJY{2,2]
DIMENSION YM2(3),X(3,8),C12)
DO 1 M=1,2
NIM)=.5%YL%{Y1+YM2(M))
I NI(L,MI=Y1+YM2(M)I%,5
N(3)=(1-Y1%%2)
N1{l,3)=-2%Y]
JY(1,11=0.
JY1241)=0.
00 2 I=1,3
DO 2 M=1,2
2 JY{My1)1=dY{Ms 1)+X(M,T)¥N1{],1)
FN=SQRT{JIY (1,1 3%*2+4JY{2,1)%%2}

DO 3 M=1,2
3 CIMI=JY (M, T)/FN

RETURN

END
// DUP
*DELETE INT2 DEC3
*STORE WS UA INT2 OEC3
// FOR

*0ONE WORD INTEGERS
*L IST SCURCE PROGRAM
SUBROUTINE SOLVE{A,B,NEGsMM)
DIMENSION A(156,42),B(156)
NMI=NEQ-1
DO 3 T=1,NM1
00 3 J=2,MM
II=f+J-1 )
IF{II-NEQ)14+1,3
1 F==A{I1,J1/A(1,1)



B{II)=B{1II)+
MJ1=MM-J+1
DO 2 K=1,MJ1
L=K+4=1

2 Alll.K)=A(I1,

3 CONTINUE
BINEQ)=B{NEQ
DO 5 L=24NERQ
I=NEQ-L+1
C=8(I)

DO & K=24MM
IK1=1+K-1

F=8{1)

KY+F=al{l,L)

P/ A{NEQ.1)

IF{IK1-NEQ}4,4,5

4 C=C-A({I,K)*B
S B{I}=C/Aali,1
RETURN
END
/7 DUP
*DELETE
*STORE WS UA
// FOR
#*LIST SQURCE PROGR
#¥0ONE WORD INTEGERS
=JOCS(2501READER, 1
DEFINE FILE
DEFINE FJILE
DEFINE FILE
DEFINE FILE
DEFINE FILE
DEFINE FILE
DEFINE FILE
INTEGER SVAR
REAL KE(24,2
DIMENSTION NO
*yNB(20},ESF(
%) e D66 ) s YM]L
¥.B{156),A(15
¥2),DB(348)E
Li=8
L2=5
READ(L1,1000
READ(L1,1001
WRITE(LZ4300
WRITE(LZ2,300
WRITE(LZ,300
NELEM=NUME1+
NEQ=3%NPONT .
PO 1 1I=1,3
DO 1 J=1,3
IF(I-J}12,:3,2

(IK1)
)

S0LveE QEC3
SOLVE OEC3

AM

403PRINTER+DISK)

1{175,324Uy IR5)

Z2{904124,U4IRS5)

11{135,16,U4IR1)

12{90,6,Uy1R3)

21{675+484U41IR2}

221810+544U, IR4)

32{30,184U,1IR5)

TsTsQsPyTIPOD{45)4AP(3,20)

G o K{2)Y3LARGTI3+30)yNIBY 4N1{(2,8},4JY{2+42)},LRGA{3]}
D(9,45),KRO(3,3),ICT{2),NNOD(2):Y(3)},TEMP(52]
B39333)YsTENS{34343)35(5) o XE12:s52) sX{348),CE{%447),HG(5,2
{29yBY e XG{2)sFI(242),8B0{3),ALT2(3,30)4,ALT1{8,15)

6942 ) YM2{3),EE(3+3),COEDTL45),QT7{2+8),QD{3,8),E(3),C{
SPU2:¢3)s TITUL(L1BYALTL{3)

YTITUL

)NPDNTyNUMEl,NUMEZ NBORD,NGRUP MM, NGAUS , SVART
0)TITUL

1INPONT,NUMEL,NUMEZ, NBORD

2INGRUP 4 MM, NGAUS, SVART

NUME?Z

0



201

301

40

501

92

KRO{(I,J)=1

GO 70 1

KRO{I,4)=0

CONTINUE

DO 201 I=1,2

ICT(I)=0

I=0

NNOD(1)=8

NNOB(2)=3

RAD=0.,0174532925

YmMZ{iy=-1.

YMZ2{2)=1i.

YM2{3)=0,

DO 301 J=1,2

DO 301 L=1,2

I=1+]

DO 301 M=1.2

YML{M I 44)={M-L ) &({~1)%%x]
IFIYML(M, 144))4,5,4
YMI{IM,1}=2%J-3

GD TO 301
YMLIMyI)=YML( M, ]+4])

CONT INUE

DO 40 J=1,.NEQ

B{J)=0.

DO 40 L=1,MM

A‘J!L)__-Oo
READ(L1,1002)({HG{I4J})+J=1,2)+1=1,NGAUS)
WRITE(L2,3003)

DO 501 JI=1,NPONT
READ(LL,1002)V(XE{Js 1Y Jd=142}
WRITE(LZ2,3031)I,{XE(Jy1),Jd=1,2)
IF{SVART)IS501,501,6
READ(LLL1I002)TENMP(I)
WRITE{LZ2,3005)TEMP(I}
CONTINUE

WRITE(LZ2,3006) ,

DO 7 I=1,NBORD
READILY1,y1004)NB(I),AP(1,1),AP{2,1),AP{3,1)
WRITE{L2,3040)INB{I}sAP{1,I},AP(2,5,I)4AP{(3,1)
WRITE{(LZ2,3007}

DO B8 I=1,NELEM
READILLI,1005)TIPO(])
WRITE(LZ2,3008)I,TIPO(T)Y
L=TIPD(I)

ICT{L)=ICT{(L)+1

T=ICTI(L)

IF(SVART)91,91,92
READIL1,1003)COEDTI(I)}
WRITE(LZ2,3009)COEDTI(I)

N



10

11

200

12

51

52
50

14

16

17

IF(1L-119+9,10
READ{L1,1001)(NOD{Js1),4=1,8)
READ(L1,1006)(ALT1{M,T)sM=1,8)
WRITE(L2,3010}(NOD(J,I)5d=1,8), (ALT1{JsT)+J=1,+8)
GO T0O 11
READ{L1,1007}(NOD{J,T),Jd=1+3)
READ(L1,1008){LARG{MyT}+M=1,3)
READ{L1,1008)(ALT2{M, T} M=1,3)
WRITE(LZ2y3011){NDOD{JsyI13+sJ=1,3)(ALT2{(39T)yJ=143}4{LARG{I+T)sJ=143)
T=NNOD{L)+1
READ{L1,1005)IN0D(T, 1}
WRITE{L2,3012)INCDI(T,1)
READ(LL1,1009){(CE(14J),J=1,7)+1=1,NGRUP}
WRITE{L2,3013}
D0 200 I=1,NGRUP
WRITE{LZ2,3014)1+(CE(I4J)sd=1,7)
DO 12 I=1,2
ICT{I}=0
READ{L1,1005)NPONS
WRITE(L2,3015)NPONS
[IF{NPONS)5G,50,51
WRITE(LZ2,3016)
DO 52 I=1,NPONS
READ(L1,1010)NO+E{1)4E(2)+E(3)5ALFA
WRITE(LZ,3017INOsE{L),E{2)+E(3),ALFA
ALFA=ALFA#*RAD
M=3%{ND-1)
B(M+1)=B{M+1)+E(])
B{M+2)1=B(M+2}1+E{2)*COSTALFA)-E{3)*SIN{ALFA)
B{M+31=B(M+3)+E(2)*SIN{ALFA)+E(3)*COS{ALFA)
WRITE(LZ2,3018)
DO 13 LK=14NELEM
L=TIPO(LK)
ICTILI=ICT(L)+1
T=1CT({L)
IR=T
IF(L-1)14,514,15

ELEMENTO DE PLACA (1)
I=NOD(9,LK)
DO 16 M=1,.48
X{34M)=ALT1{M,T)*.5
RE=CE(I+5)#*RAD
CX1=COS{RE}
CY1=SIN{RE)
DD 17 J=1,2
XG(Ji=0.
DO 17 M=1.+4%
L=NOD{M,LK}
XGLJY=XG{JY+.25%XE(J+L)
DO 18 M=1,8

1.



18

19

15
20

21

22

30

C

23
26
27

73.

L=NOD{M,LK)

X(l,Mi-(XE(I;L)—XG(l}l*Cx1+(XE{2 L1-XG{2))1*CY1
XC23M)=={XE(L,L)-XGILII*CYL+{XE(2,L)~- XG(2))*CX1
RE=CE{I,2}/CE{1,1)
D{1,1)=RE*CE{I42)*%(1-REXCE{L,3)%%2)/(1+CE(1,3))/(1-CE(]l,3)-2%RE*CE
*(L43)%%2)

Dl3r33=0(131]
Di292)=CE{I2)%{1-CE{I+3))/{1-CE(I,3)-2%RE*CE{1,3)%%2]
D{2+s1)=RE*CE(I52)*CE(T,3)/(1-CE{I,3)=-2%RE*CE{1,3)%%2)}
D{1,21=D(2,1)

Di{2+3)=D{2,1)
Di{143)=RE*CE{1,2)*%(REXCE(I,3) %24 E{1,3))/(14CE(I,3))/{(1-CE(I,3)~2
¥FRE*LCE{T,3)%%2)

DiGy4)=CE(I,4)

D(5,5)=CE(1,4)

D(6+6)=u5%(D11,1}-0(1,3 1)

DO 19 M=1,2

K(MI=-D(M,3}/D(3,3) »
DO 19 Jd=1.2

FI{JeMI=D(J4MI+D(Jd43)%KM)

CALL RIGIL(XsHGyNGAUSyNODyLKsKE4DsKoFI»KRO,CX1,C¥1,YML,IR,IRlyIR2)
GO TO 30

DO 20 J=1,3

BOUJI=LARG(J,T}

DO 21 M=1,2

DO 21 J=1,3

L=NOD{JsLK)

X{MyJ)=XE(M,L)

I=NOD(&44LK)

EM=CE({1,6)

G=CE(I,7)

DO 22 1I=1,3

X(3:I’=ALT2{I:T1

CALL RIGIZ(XsHGsNGAUSsNODsLKyKEyBOyKRO4EMsGyYM24+IR,IR3,IR4,IRD}
P=TIPO(LK)

NNPE=NNODI(P)
FORMACAQ DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA

- DB 27 L=1,NNPE

DO 27 M=1,NNPE

DO 26 4=1,3
J1=3%{NOD(LsLK)=-1)4J
JE=3%(L-1)+J

DO 26 I=1,3
IB=3%{NOD{MsLK)~-1)+]
IE=3*({M-1)+1
JB=J1-1IB+]

IF(JB) 26426423
A(1ByJB)I=A{IB,JB)+KE{IE,JE)
CONTINUE

CONTINUE



61

202

62

63

65

64

66
60
68

70

T2

71

READ(L1,1011) INDsNCARC

WRITE{L2,32019)}LK, INDsNCARC
IF{IND)60,60,61

WRITE{L2,3020)

DO 202 M=1,3
READ(L1,1006)1{QD{M,J),J=1,NNPE)
WRITE(L2,3021)IM,{QD{M,J)sJI=1,NNPE)

DO 62 J=142

DO 62 I=1,NNPE

L=NOD{I,LK)

X{JsI)=XE{JsL)

IF(TIPO{LK)~1)63,63, 64

DO 65 I1G=1,NGAUS

DO 65 JG=1,NGAUS

Y(1}=HG{IG,1)

Y(2)}=HG(JG,1)

CALL INTL{VYsXsYMLsJY,HGyNyN1sMC33,FN,I1G,J6)
DO 65 I=1,8

DO 65 J=148

DO 65 M=1,3

L=3%(NOD{I,LK)-1)+M
BILI=BIL)+N{I)*N{JI*QD(M,J) =FN

GO TO 60

DO 66 I1G=1,NGAUS

Y(1)=HG(IG,1)

CALL INT2{YM2,Y{1}sNsNL,XsJY4FN,C)

DO 66 I=143

DO 66 J=1,3

DO 66 M=1,3

L=3%(NOD(I,LK)~1)4H
BIL)=B{LI+N(TI)*N{J)IEFNEHG(IGs2) *QD{MyJ) .
IF{NCARC}67,67,68

WRITE{L2,3030)

DO 69 Q=1,NCARC
READ{L1,1012)E{1},E42),E{31,ALFA,Y(1)
WRITE(L2,3031)Q,E(1),E{2),E{3},ALFA,Y(1)
ALFA=AL FA*RAD | .
IF{TIPO(LKI-1)T70,70,71

READ{L1,1003)Y{2}

WRITE(L2,3032)Y(2)

DO 72 I=1,4

N{T)=o 2550 L+YMI{ L, ID#Y{1) )R {1+ YML(2, 1) %Y (2} 3% (YML{L 1D %Y (1) +Y(2) %Y

*M].IZ,I}-I} ’

J=1+4%

N{Ji=0.

DO 72 P=1,2

IPP=3-P

NOIY = 5% (1=Y{IPP I %%x2) % 1+YMLI{P, JIRY(P))*YML{P,J}%%Z+N{J)
GO 70O 73

DO 74 M=1,2



T4

T3

75

69
67
81
82

83

N{MI=(Y{L)+YM2(M))®.5%Y(1)
N{3)={1-Y(1)%%2)
Y{1)=E({2)*COS{ALFA)-E(3)%SIN(ALFA)
Y{2)})=E(2)*SIN{ALFA)}+E(3)*COS{ALFA)
DG 75 M=1,2

E(M+1)=Y{M)

DO 69 M=1,3

DO 69 T=1,NNPE
L=3*(NOD{I,LK}-1)}+M
BILI=BIL)+N{I}*E(M)
IFISVART)I132,13,81

DO 82 J=1.2

DO 82 I=1,NNPE

QTIJ’I):D.
IF(TIPO{LK)~-1)83,83,84
I=NOD{9,LK]}

RE=CE(I,5)*RAD
C{1I)=COS5{RE)

C{2)=SIN(RE)

D0 B85 M=1,2

J=3-M

5.

EE{MeMI=DI(M,MI*¥C(1)1%244D{J,J) %0 (2}**4+2*C(1)**Z*C(Z)**Z*(D(l 2)#2%
*Dlay4))

85

86

87

89

EE(MpJ)=DI{Mu D) +C L) #F2%C(2)%%2¥{D(1,13+D(2,2)-2%D{MyJ)+4*D(4+%))

EE(M,3)=D(My3)5C (1) %*#2+4D{J,3)1%C{2)%%2
K{M)=—EE(M,3)/EE(3,3)

DO 86 M=1,2
FI{Ms3)=EE( My J)+KIJIVXEE(M, 3}

DO 87 M=1,2

E(M)=E(MI+FI(M,J)

DO 88 IG=1,NGAUS

DO 88 JG=1sNGAUS

T0=0.

H=0.

Y(1}1=HG(1G,y1)

Y(2)=HG(JG,y 1)

CALL INT1{Y,XyYM1,JYsHG,NsN1,MC33,FN4IG,JG)
DO 89 1=1,8

H=H+ALT1{ I, T)&N( 1)

L=NOD{I,LK)

TO=TO+TEMP(L)*N{1)

D0 88 M=1,2

- FC=E(M)*COEDT LK}

a8

84

DO 88 I=1,.,8

QT (M, [)=QT(My I}+N{T)%FN*FC

IR5=1R
WRITE(L*IRSY((QTI(M, I} ,4M=1,2),1=1,8)
GO TQ 90

D0 100 IG=1.NGAUS

Y(1i=HG{IG,1)



101

100

90

102
13

104

1086
105

103

113

T0=0.

H=0.

Bl=0.

CALL INT2{YM2,Y(1)sNyN1+,XsJYsFN,C)
Do 101 I=1,3

L=NOD(I,LK}

TO=TO+TEMP{L)*N(]1)
H=H+ALTZ2{I,TI*N{( 1)
Bl=B1+LARG{(I,TI*N{I)

L=NOD(4,LK)
FC=CE{L,6)}*COEDT{LKY*TO*B1=xH**2/12.
DO 100 I=1,3

Do 100 J=1,2

QY{Js I1)=0T{J II¥NLIIFFN*¥FCHHGIIG 1} *C 1 J)
WRITE(2'IRI({QT(MyI1)sM=1,2)+41=1,3)
DO 102 M=1,2

DO 102 I=1,NNPE
L=3*{NOD[I,LK)-1)+M+1
B{L)=B(L)+QT(M,I)

CONTINUE

INTRODUCAD DAS CONDICOES DE APOIO
DG 103 I[=1,NBORD

DO 103 J=1,3
IF{APlJ4,1)}1104,104,103
IB=3%(NB{I)-1)+J

D0 105 KJ=2,8M

AUIByKJ}=0.

JL=IB-KJ+1

[F{JL}105,105,1086

AlJLeKJI}=0.

CONTINUE

A{IByl)=1.

BliIB)=0.

CONT INUE

ICT(1)=0

ICT(2)=0 ‘
SOLUCA0D DO SISTEMA DE EQUACOES
CALL SOLVETAsB,NEQsMM)
WRITE(LZ2,2000)

WRITE(LZ2,2001M(1,8(3%1-2),8(3%[-1),B(3%1},1I=1,NPONT)

WRITE(L2,2002)

DD 110 LK=1,NELEM

L=TIPO(LK)
WRITE(LZs2003)LK,L
ICT(RLI=ICTILI+]
NNPE=NNOD(L)

80 113 J=1,NNPE
Q=NOD(JsLK]

0O 113 1=1,2
X{I,d)=XE(1,Q)

76-



112

114

116
115

120
121
il9

118

122

124

125
123

126

IR=ICTA{L)
IR5=IR
IF{L-1)111,111,112

READ(BZ'IRS]({ESP{H1J3s4=1,3}yM=1'2)fALTtllpALT(Z?sALT{B)

DO 114 J=1,3
LRGA(JI=SQRTIESPI1,JI%%2+ESP{2,J)**2)
IF{SVART) 115,115,118
READ(2*IRS}{{QT(MsI}+M=1,2)1,1=1,3)
K1=0 _

K2=0

DO 117 IG=1,NGAUS

HO=0D.

8l=0.

X1=0.

x2=0.

Y{l}=0.

Y{2)=0.

Ki=K1l+1

IR3=NGAUS*(IRS-1}+K1
READ(LZ2*IR3I{N{M),H=1,3)

DO 118 M=1,3

IFISVART)1194119,120

D0 121 J=1,2
Y{J)=Y(J)-N{M}I*QT{J,M)
BI=B1+LRGA{M)=N(M)
HO=HO+ALT{M)}*%N{M)
X1=X1+X{1l,M)=NIM)
X2=X2+X(2,:M}ENIM)
WRITE{L2,2004)K14B1,HOyX14X2

1=0

DO 122 J=1,3

D0 122 M=1,3

DO 122 L=1,3

ESF(JsM,L)=0.

DO 126 JG=1,NGAUS

D0 126 KG=1,NGAUS

K2=K2+1

IR4=NGAUS**3%{ [R5-1)%K2
READ{Z22*IR4)}1 ( (TENS(M,L’J]v.J:l-yB)cL=1:3)'M':'-li?)]
Y{3)1=HG{KGs1])

IF(Y{3))124,123,124

I=1+1

DO 125 M=1,2

DO 125 L=1,3

DO 125 J=1,3
ESF{JeMeL)I=ESF{J oML )+TENS{I oM, L) EB1RHO*%2/6/Y(3)
DO 126 L=1,3

DO 126 J=14+3
ESF{Js34L)=ESF{J,3,L)+TENS{J+3,L})*81%HO
D0 130 M=1,3

7



132
131
134
135
133
136
130
117

111
141

140

145
151
144

143

IF(M-2)131,131,132
I=NGAUS*%*2
IFISVART1133,133,134
IF(M-23135,135,133
S(MI=YIM)

GO TO 136

S(M)=0.

DO 130 L=1,3

DO 130 J=1,3
Q=3%(NOD(J,LK)-1)+L
SIM)=SIMI+ESF(J,M,LI2B(Q) /1
WRITE{L2,2005)(5{M},;M=1,3)
WRITE(LZ2,4001)

GO TO 110

IF{SVART) 140,140,141
IR5=1IR
READ{L*IRSI((QTi{My 1)y M=1,2),1=1,8)
K1=0

DD 142 IG=1,NGAUS

DO 142 JG=1.NGAUS

Y(1)=0.

Y{2)=0.

X1=0.

X2=0.

Kl1=K1+1

IR1=NGAUS*%2%{ IR5-1)+K1
READ(11*IR1)(NI(I)},I[=1,8)
DO 143 1=1,8
IF{SVART 1144, 144,145

DO 151 J=1,2
Y{JY=Y{I)-N{I1=QT(J, 1)
X1=X1+N{I)%X(1,1)
X2=X2+N{I)%X(2,1}

HO=HO+N{ I)%X(3,11%2
WRITE(LZ2,2006)K1,HO,X1,X2
DO 150 M=1,5

IR2=UIR-1)%5 NGAUS*#2+NGAUSE*2% (M-1 ) +K]

. READ{21'{R2)((DBI(J,1)yd=143),1=1,8)

147
148

146
149
150

142

IF(SVART ) 14641464147
IF{M-2)148,148,146
S(M}=Y{IM)

GD TO 149

S{M)=0.

DO 150 1=1,8

DO 150 L=1,3
Q=3*{NOD({I,4LK)-11+L
S{M)=S{M}+DB(L,1}*B{Q})
WRITE(LZ2,2007)(S(M)s4M=1,5)
WRITE{(LZ,4001)

8



73

110 CONTINUE
4001 FORMAT{1H }

3019 FORMAT{1HO,"ELEMENTO SOLICITADU =V,01547s !
¥ 1H »*INDICACAD SOBRE CARGAS DIST. =*43154/, ‘
% 1H , *NUMERO DE CARGAS CONC. NO ELEM. =%,15)

3030 FORMAT(1HO,'CARGA CONC'y9Xs"P*s8Xy "ML1"sBX,*M2",6Xs "ALFAYy6Xs*Y(1)"
®e6Xs'YI(2)10)

3031 FORMAT{iH ,110,5F10.3)

3032 FORMAT(1H+,70X,F10.3)

3000 FORMAT(1H1,18A%)

3001 FORMAT(1HO,*NUMERO DE PONTOS NODAIS DA ESTRUTURA ='415,7
* 1H ,*NUMERDO DE ELEMENTOS DO TIPO 1 =1,15,/4
* 1H , *NUMERO DE ELEMENTOS DO TIPO 2 ' =315/
* 1H o "NUMERDO DE PONTOS DA FRONTEIRA =',15)

3002 FORMAT{(1H ,'NUMERO DE GRUPOS DE CARAC. ELAST. IGUAIS =Y 4154/
* 1H s "LARGURA DA SEMI-BANDA DA MATRIZ DE RIGIDEZ =1 41547
% 1H "NUMERDO DE PONTDS DE INTEGRACAQ DE GAUSS =V43154/
¥ 1H ,*INDICACAC DE SOLICITACAD DEVIDA A TEMPERATURA =1',I5)

3003 FORMAT({1HOs8X,'NO"5;1X,'CO0ORD. X1'41X,"COCRD. X2'46X,"TEMP?}

3005 FORMAT(1H+,20X,F10.3)

3007 FORMAT(1HO,*EL TIPD COEDT NO1 NO2 NO3 NO4 NO5 NG6 NO7 NOSB H
*1 HZ H3 H4 H5 H&6 HT H8 Bi B2 B3 GRUPQO')

3008 FORMATH{1H ,12,15}

3009 FORMAT(1H+,8X,E10.3}

3010 FORMAT(1H+,18X,814+8(1X,F4.2},25%X+3(1XsF4.2)}}

3011 FORMAT{1H#+,18X+814,8(1XsF4.2)425X43{1X+F4%4.2)}

3012 FORMAT{(1H+,108X,13}

3013 FORMAT(1HO, 'GRUPD®*4 13X, *E1",13X,'E2%,12X,'P12%',14X,"G*",12X%Xs*ANG*,
¥14Xe'EVy 14X, G}

3014 FORMAT(1H 5 15,2(5X+E10.31+5%X,F104355X+9E104345X4F10.3,5XE10.3+5Xy

¥E10.3) :
3015 FORMAT{1H1,'SOLICITACOES'y///+1H »'CARGAS COUNCENTRADAS NOS PONTOS
CENODAISY///7+1H TNUMERO DE PONTOS NODAIS SOLICITADOS =',13)

3016 FORMAT{1IHO y8X s TNO'3 99X TP ,8X,"M11,8X,"M21,6X,1ALFAY)

3017 FORMAT{1H ,I110,4F10.3)

3018 FURMAT(1HO,///,1H 'CARGAS QUE ATUAM NGS ELEMENTOS')

3020 FORMAT(1HGs' DIRECADTy7X,'NOL',TXsINOZ2Y, TX, 'NO3 Y, 7X,'NO4" 27X, "NOS
LTy INO6Y s TX s *NOT* 9 TXy *NOB*)

3021 FORMAT(1H ,19,8F10.3)

30056 FORMAT(LIHO:2Xs 'NDO REST."+4Xs'0DIR. 17+4X,'DIR., 2',4X,'DIR. 31%)

3040 FORMAT{1H +4110)

2000 FUORMAT{(1H1,'DESLOCAMENTOS NODAISY,/,
* 1HO s 8X s "NO" 98X 'U3 ", 44X, 'ROT. 1'44X'ROT. 27)

2001 FORMAT(IH ,110,3F10.3)

2002 FORMAT{L1HO, IXe "ELEMYy 1N *TIPO" 42X, "PTa INT.*,8X,'BO* 48X, "HO? +BXs*X
LY B VX295 B8Ry MLV B8X T M2V Ty "MI2F, X, "T130,7TX,tT22M)

2003 FORMAT(1HO,215)

2004 FORMAT(1H+,10X,110,4F10.3)

2005 FORMAT{1H#*,60X,F10.3,10X,2F10.3)

2006 FORMAT{1H+,10X,110,10X,3F10.3)



2007 FORMAT (1H+,60X,5F10.3)

1000 FORMAT(18A%)

1001 FORMAT(811C)

1002 FORMAT{2F10.0)
1003 FORMAT(F10.0)

1004 FORMAT(4110)

1005 FORMAT(I10)

1006 FORMAT(8F10.0)
1007 FORMAT(3110)

1008 FORMAT(3F10.0)
1009 FORMAT(7F10.0)
1010 FORMAT{110,4F10.0)
1011 FORMAT{2110)

1012 FORMAT(5F10.0)

CALL EXIT
END

// DUP
#DELETE EFLA
*STORE WS UA EFLA
// XEQ EFLA 8
*FILES(1,TEMP1,0EC3)
*FILES (2, TEMP2,0EC3)
#FILES(11,N1,0EC3)
*FILES(12,N2,0EC3)
*FILES(21,D8,0EC3)
*FILES(22,TENS,0EC3)
*FILES(32,E5P,0EC3)
*LOCALEFLA,RIGI1,RIGI2

DEC3

OEC3

80.



VI - EXEMPLOS DE APLICACAOQ

81.

a) Para se averiguar se o efeito da deformacao por esforco cortan-

te estava sendo devidamente levado em conta,

estudou-se uma vi-

ga bi-apoiada com uma carga uniformemente distribuida quando a

relacao entre a altura da peca e o seu comprimento assumiu 0s

valores de 0.05, 0.15, 0.20 e 0.40.
Segdo
Tronsvefsnl
! .
10 t/m h ,
‘Y vy
‘ = .
b om —— i
Fd
, E:2vm
: G=0.8 t/m”

h/% wp* wE* PROGRAMA
0.05 25000.0 25187.5 25187.5
0.10 3125.00 3218.75 3218.75
0.15 925.926 988.426 088.425
0.20 390.625 437 .500 437 .500
0.40 49.3767 72.9887 72.2656

* = deslocamento dado pela resistencia dos materidis sem se 1e
P var em conta a deformacao por esfor¢o cortante.
*x wy = deslocamento dado pela resisténcia dos materiais

se em conta a deformacao por esforco cortante.

lTevando-

[



82.

0BS.: Neste exemplo foram utilizados quatro elementos distribui

dos no semi-vio e dois pontos de integracao numerica.

Comparou-se o calculo da grelha da figura 8 apresentado por
Gere and Weaver (ref. 9) com o calculo da mesma estrutura feito
pelo programa . o calculo efetuado na referencia acima indica-
da e feito por um programa convencional de calculo matricial de
estruturas reticuladas no qual nao se leva em conta a deforma -
cdo por esforco cortante. Nota-se, por isso, que, apesar da
quase identidade nos valores dos esforcos nos dois calculos, po
de-se observar uma Tigeira diferenga quanto aos deslocamentos ,

provocada justamente por esse efeito.

Examinou-se a convergencia para a solucao exata de placas delga
das de uma placa circular isotropa engastada com uma carga con-

centrada no centro. O0s resultados estao indicados na figura 9.

Procurou-se examinar o comportamento do elemento de placa em re
lacao a teoria de placas delgadas, usando-se para tanto, rela-
goes entre a eéhéssura e o lado da placa de 0.005, 0.01, 0.05 ,
0.1. Calculou-se o deslocamento no centro e os momentos My e
M2 ao longo da Tinha indicada na figura 10 para uma pTacaqudfi

da isotropa apoiada, sujeita a uma solicitacao uniformemente

- distribuida, utilizando-se dois e tres pontos de integracao.Com

parando-se o0s resultados com os obtidos pela teoria das placas
delgadas verificou-se, como ja havia sido concluido {(ref. 5) ,
que a utilizacao de dois pontos de integracao elimina a energia
de deformacao por esforgo cortante, que havia sido introduzida

para que o elemento fosse utilizado no estudo de placas espes-



83.

sas e possibilita um calculo rapido e, consequentemente, mais
economico, fornecendo assim resultados excelentes para o estudo

de placas delgadas.

e) Para o exame do comportamento do elemento no estudo de placas

[

espessas, comparou-se os resultados do programa com os da teo-

ria de placas espessas de Love (ref. 22) para deslocamentos do
ponto central de uma placa circular isotropa apoiada e solicita
da por uma{@ﬁrga uniformemente distribuida (fig. 11), usando-se
relacoes entre a espessura e o raio da placa de 0.10, 0.20,0.40
e 0.60 e utilizando-se dois e tres pontos de integracdo.: Veri-
fica-se que os resultados do programa aproximam-se satisfatoria
mente dos resultados da teoria das placas espessas quando utili
zamos trés pontos de integracao (erro nao superior a 5% para o
exemplo mais desfavoravel). Observa-se curicsamente que o ele-

mento tende a ser cada vez.mais-rigido que a solugdo da teoria

:das placas espessas quando se faz crescer a relagao espessura/

raio e que esse aumento de rigidez coincide, no caso estudado
com o aumento de rigidez devido 3 consideracio das deformacdes
do plano medio da placa, embora se saiba que esta hipotese nao
esta implicita na funcdo de deslocamento do elemento, esta ob-

servacao niao deixa de ser uma coincidencia agradavel.



we3P &
L L=60m SECCAO TRANSVERSAL
® 2L P=li6t DAS PEGAS
; 3 E=30 (;
=5 2 =
X @ G=12 Elemento Incidéncia
3 L / 2L ® 2L,
7 2L | 3 i
J[SP P 1/ / 2 | 4
® @ A - X 9 3 | 2
3 /: af 7 : o 4 5 | 2
5L PL 0.47| 5 2 | 6
/
DESLOCAMENTOS DOS NOS E REAGOES DE APOIO
PROGRAMA CONVENCIONAL PROGRAMA PROPOSTO
Deslocamentos Reagdes Deslocamentos Reag¢des
NO Uz 9, 0o F3 M, Mo Usg 0, =P Fz M Mo
I | -70.171-0.288 |-0684 o 0 o) -71.51 |-0.286 | -0.683 o) 0 0
2 |-120.92| 0.353 0554 (0] 0 o] -123.39 0.351 0.554 0 0 0
3 o 0 ) 29.93 |-1565.7 | 9l.I13 0 0] 9] 29.94 |-1566.5 | 9l.14
4q 0 0 0 .02 733.4 | 136.70 0 0 c 11.02 732.9 { 136.72
5 0] o o) 68.78 {-2295.1 |-110.81 0 0 0 68.76 |~-2293.3 |-110.99
6 0 0 0 18.27 |- 70.56 |-1234.49 0 o 0 18.28 |-70.22 |-1235.6
0OBS: 1) O programa convencional citado ndo leva em conto o efeito do esforgo cortante

2) A convenglio de sinais ¢ da ondlise matricial de estruturas reticulodos.

FiG. 8 - EXEMPLO DA GRELHA.




Divisdoes em elementos finitos

X
{c) 24 nds {(d) 32 nds

Desiocamentc do ponto 0O

A

W, -
‘WE‘ wp Deslocamento caiculado pelo programa

W — Desiocamento calcuiade pela teoria de pilacas delgadas
1.040
09985 —
0866
0.203
—p-

a b ¢ nh° de elementos 9

FIG.9 —PLACA CIRCULAR ISOTROPA ENGASTADA COM UMA FORCA NO
PONTO O. CONVERGENCIA PARA A SOLUGAO DA TEORIA DAS PLACAS.



a) Deslocamento vertical ao longo de (OQA)
wp 4

ou de (0C)

tntegra¢cdo 3 x 3 Integragdo 2x2 a
b) Momentos fletores go longo de (DE)
$ Mp
M
MI M2
- 2x
Integra¢do 2 x 2 a
q —
'%5@ RN NN Mp— Momentos fletores caiculados pelo programa.
' M - Momentos fletores calcuiados pela teoria das
# C# 8 placos.
) i Wp- Deslocamentos verticais calcuiodos pelo pro-
¢ ) ¢ grama.
ola - . W - Deslocamentos verticais calculados pela
tecrio das placas
oy 1 1 h- Espessura da placa
w*—m - - LA*M D- Rigidez da 4placa
M, 4% g i w= 0.04062 _99
2 D
Mo FIG. 10 — PLACAS QUADRADAS DELGADAS

ISOTROPAS E SIMPLESMENTE
APOIADAS COM UMA CARGA UNIFORME .



a)

Deslocamento vertical ao longo de (0OA) ou de (0B).

X
Integragdo 3 x 3 Integra¢do 2 x 2 a
b) Deslocamento vertical ao longo de (OA) ou de (0B).
Wp
w ol 0.1
X
Integragdoc 3 x 3 integragdo 2 x 2 d
= q
%f | ) 1 y W — Deslocamento caiculado levando-se em
conta o alongamento radial da placa .
x 4
qk_z B W— Deslocamento calculade ndo se levando em
contag o alongamento radial da plaocg.
(=]}

c) Esquema

l. o L FIG. Il = PLACAS CIRCULARES ESPESSAS
% IS6TROPAS E SIMPLESMENTE APOIADAS
* COM UMA CARGA UNIFORME.
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VII - CONCLUSAOQ

Para a criacaoc de uma ferramenta que possibilitasse
0 estudo de estruturas cujos esquemas estruturais fossem arelhas ,
placas ou um conjunto dessas duas pegas, sendo de especial interes
se os tabuleiros de pontes, resolveu-se utilizar o metodo dos ele-

mentos finitos devido as suas potencialidades.

Foram desenvolvidos dentre os inumeros elementos pos

El T

e,
-sTveis para o estudo de placas e grelhas, que fossem espessas ou

delgadas, elementos degenerados de eiementos isoparametricos para-
bolicos tridimensionais porque alem de serem elementos de maior or
dem e, portanto, mais refinados, possibilitam grande Tiberdade na
representacao da forma e do carregamento. Usou-se, para tanto,uma
formulacao indicial simples (ref. 28) que possui as vantagens de
diminuir o numero de operacOes a serem programadas e permitir a
passagem do elemento de placa de trés'para duas dimensoes, reduzin
do-se em muito o tempo de execucao do programa, devido ao abaixa-

mento da ordem de integracfo numerica.

- Fez-se um programa de analise estatica elastica de

estruturas e, finalmente, apresentaram-se exemplos de utilizacao do
programa elaborado com estes elementos em que Se compara casos ja
estudados nas teorias de grelhas e placas, levando-se, ou nao, em
conta a influencia do. esforgo cortante na deformacio e c@ﬁé]u%h%se
gque, nos casos de grelhas delgadas e espessas e no de.placas delga
das, conseque-se resultados excelentes ao se utilizar somente dois
pontos de integracac numerica, tendo-se, no entanto, necessidade

de recorrer a tres pontos de integracdo apenas para o estudo de



89.

placas espessas, embora nao se cometam erros apreciaveis quando se
utilizam dois pontos de integracdo nestes casos. Tais conclusoes

tornam o programa economicamente bastante viavel.
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APENDICE I

CALCULO AUTOMATICO DAS PROJECOES DE e

Como, para facilitar a entrada de dados do programa,

so e fornecido aoc computador o valor da espessura "e" perpendicu-

lar ao eixo yy € nas funcoes de transformacao de coordenadas o que

e", e ;m=1,2 nos eixos X 5 M =1,2

se usa sao as projecoes de m

foi necessario calcula-las a partir de "e" no programa, o0 que se

realizou do seguinte modo: -

— — e — e ——— - AL e pwwe—————— ’
i . l
H

of

y2 ¥
™ «
¥ e.z B- . i q+.1-r__ 4
i g Sy 2
1 . el -

i
k E
F ]

Fazendo-se Yo, = 0 em 3.4.6 ter-se-a:

Jm] = N1,1 Xpi 3 ™ S 1,2
J
cos o = 1
S
Y
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Joq .
sen o = 2l
N S
I+ 9o
J
tg o = <21
11

a = artan (tg «)

a' = o + %

€1 = cos af
c, = sen o'
e = C_ e
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APENDICE II

EXPLICACAO SOBRE 0 FATOR R

Pelas hipoteses da resistencia dos materiais para a

flexdo de pecas com secao transversal retangular chega-se a:
_ 2
My = @ Ie 7 (1)

onde M e o momento fletor, o a tensac normal maxima, I a iner

max
cia a flexao e h a altura numa determinada secao transversal da pe

ca.

Para pecas com secao transversal circular submetidas

a torcao pode-se escrever:

M= 1. I, 4 (2)

onde Mt e o momento torsor, a tensao cisalhante maxima, I a

t
inercia a torgdo e d o diametro numa determinada sec¢ao transversal

Tmax

circular. Para efeito de simplificacao, as formulas deduzidas pa-
ra as pecgas de secao transversal circular sao usadas para as pecas
com secao transversal de qualquer forma, logo, para a secao trans-

versal retangular, pode-se escrever:
_ 2
M, = 1 I P (3)

Porem quando se admite uma tensao cisalhante varian
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do Tinearmente ao longo de h chega—ée a:

2
't max f h (4)

esta equacao(4)pode ser corrigida para se obter a equacgao(3) atra-

ves do fator 8.

B =1 (5)



APENDICE III

CALCULO DO FATOR DE INTEGRACAD FN NO CASO UNIDIMENSIONAL

dxqg| [y 395] | dyy

2] P21 Y22 | Ve

W

Como para Y, = o, dy2 = 0 vem

dx1 = J.I.l dyT

de = V.2 2

de

1
-
=
=%

=
—

sendo Jm] = Ni, ni
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APENDICE IV

95.

CONYENCAO DE SINAIS

A Figqura 12 indica o sentido para o qual os

esfor-

¢os aplicados, os esforgos seccionais e os deslocamentos sao consi

derados positivos.

Yz

a) esforfgos seccionais no
eleamento de greiha.

c) deslocamentos

i C " A
{ l")'le L M2 |
\"Mz

b) esforgos secciongis no
eléthento de placa.

d) esfor¢os aplicados

FIG. 12 - CONVENGOES DE SINAIS
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