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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

USO DE ALGORITMOS DE DECOMPOSIÇÃO DINÂMICA DE MODOS
PARA ACELERAÇÃO DE SOLUÇÕES NUMÉRICAS EM SIMULAÇÕES DE

FLUIDOS

Felipe Ignacio Munoz Toledo

Março/2026

Orientadores: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho
Renato Nascimento Elias

Programa: Engenharia Civil

Neste estudo, um modelo de ordem reduzida (ROM) foi acoplado diretamente
a um solucionador físico para prever a evolução do sistema e substituir progressi-
vamente as soluções do modelo de ordem completa (FOM). A Decomposição em
Modos Dinâmicos (DMD), implementada por meio da biblioteca PyDMD, foi em-
pregada para realizar as previsões do ROM. Dois problemas clássicos de dinâmica
de fluidos computacional foram considerados como estudos de caso: o escoamento
em torno de um cilindro 2D com número de Reynolds Re = 100 e o problema da
cavidade com tampa móvel (lid-driven cavity) com Re = 400. O solucionador FOM
utiliza a plataforma FEniCSx.

A qualidade da aproximação do modelo DMD online foi avaliada utilizando a
norma residual gerada exclusivamente pela previsão DMD, garantindo que as pre-
dições de velocidade e pressão permanecessem dentro de uma tolerância aceitável.
Além disso, a norma de Frobenius foi empregada para monitorar a precisão das
matrizes de velocidade e pressão previstas, avaliando a capacidade não intrusiva do
DMD em capturar e reproduzir a dinâmica do sistema. Experimentos foram con-
duzidos variando o número de modos dinâmicos necessários para atingir a precisão
desejada. O uso do DMD como alternativa ao solucionador não linear reduziu o
tempo computacional das simulações numéricas em até 20% para o caso do escoa-
mento do cilindro e aproximadamente 30% para o problema da cavidade, com pouca
ou nenhuma perda na qualidade da solução.
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In this study, a reduced-order model(ROM) was directly coupled to a physics-
based solver in order to predict the system evolution and progressively replace the
solutions of the full-order model (FOM). Dynamic Mode Decomposition (DMD),
implemented through the PyDMD library, was employed to perform the ROM pre-
dictions. Two classical computational fluid dynamics problems were considered as
case studies: the two-dimensional flow around a cylinder with Reynolds number
Re = 100 and the lid-driven cavity problem with Re = 400. The FOM solver is
implemented using the FEniCSx platform.

The quality of the online DMD approximation was evaluated using the residual
norm generated exclusively from the DMD prediction, ensuring that the predicted
velocity and pressure fields remained within an acceptable tolerance. In addition,
the Frobenius norm was employed to monitor the accuracy of the predicted velocity
and pressure matrices, assessing the non-intrusive capability of DMD to capture and
reproduce the system dynamics. Numerical experiments were conducted by varying
the number of dynamic modes required to achieve the desired level of accuracy. The
use of DMD as an alternative to the nonlinear solver reduced the computational
time of the numerical simulations by up to 20% for the cylinder flow case and
approximately 30% for the cavity problem, with little or no loss in solution quality.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD)

A simulação computacional é cada vez mais utilizada para prever o resultado de
fenômenos do mundo real e para explorar a resposta e o desempenho de sistemas
físicos complexos demais para serem investigados por meio de soluções analíticas.
A simulação tornou-se comum na ciência e na engenharia, com sua adoção ace-
lerada pelo rápido crescimento do poder computacional nas últimas décadas [14].
Essas simulações físicas baseiam-se principalmente na solução de equações diferen-
ciais parciais (EDPs) contendo múltiplas escalas de tempo. Tanto o modelo quanto
o método de solução dependem do propósito da simulação: eles devem ser precisos
e eficientes. Precisão significa que a simulação irá prever com confiabilidade o com-
portamento do sistema real, e eficiência significa viabilidade com os meios técnicos
disponíveis, no nosso caso, em relação ao tempo de processamento do computador.
As simulações computacionais são caracterizadas por seu alto consumo de recursos
computacionais, razão pela qual a busca contínua por métodos que forneçam solu-
ções precisas e eficientes tem sido um tópico crucial na modelagem numérica [15].
Tradicionalmente, esses problemas têm sido abordados usando modelos de ordem
completa (FOM), nos quais solucionadores numéricos são usados para calcular as
variáveis que descrevem a física do sistema.

O processo de modelagem em simulações físicas envolve duas etapas principais:
o desenvolvimento e a validação do modelo. Na fase de desenvolvimento, são defini-
dos os objetivos do modelo, identificados os limites do sistema e as variáveis, feitas
as suposições apropriadas e formuladas as equações de conservação juntamente com
as relações constitutivas. Durante a validação, os parâmetros desconhecidos são
estimados e o modelo é resolvido de forma analítica ou numérica. Em seguida, os
resultados são analisados quanto à consistência e comparados com dados experimen-
tais ou de referência para garantir sua precisão. Esse processo iterativo continua com
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a revisão e o refinamento das suposições, equações e parâmetros até que o modelo re-
presente adequadamente o sistema físico em estudo. A figura 1.1 mostra o esquema
de soluçao em uma modelagem fisica.

Figura 1.1: Etapas envolvidas na modelagem de processos para o desenvolvimento
e validação de modelos segundo IMRAN et al. [1]

A Dinâmica de Fluidos Computacional (CFD) é a análise de sistemas que envol-
vem escoamento de fluidos, transferência de calor e fenômenos associados, como rea-
ções químicas, utilizando simulações computacionais. Essa técnica é muito poderosa
e abrange uma ampla gama de áreas de aplicação industriais e não industriais[16].
É um dos campos de crescimento mais rápido nas ciências aplicadas. Na aerodi-
nâmica, o desenvolvimento de CFD tem sido aplicado ao estudo das características
aerodinâmicas de automóveis, com o objetivo de melhorar a estabilidade, o de-
sempenho do motor e a segurança. Atualmente, o design de veículos é fortemente
influenciado pela otimização aerodinâmica de suas carrocerias [17]. Na hidrodinâ-
mica, consolidou-se como ferramenta fundamental para análise, otimização e suporte
ao projeto de processos de mistura em tanques agitados, possibilitando melhorias
na eficiência energética, na reologia do sistema e na compreensão dos fenômenos
envolvidos na dinâmica de misturas multifásicas [18]. Em meteorologia, modelos
CFD têm sido utilizados para modelagem da qualidade do ar, incluindo o estudo
de microclimas urbanos, a análise de dados geoespaciais e a aplicação de modelos
de transporte químico [19]. Tudo isso visa apoiar pesquisadores e autoridades de
saúde no desenvolvimento de planos de gestão científica com o objetivo de avaliar e
mitigar impactos na saúde da população.

Para compreender esta área de estudo, é necessário compreender seu contexto
histórico. No passado, não havia poder computacional suficiente para resolver pro-
blemas relacionados ao transporte de fluidos, por isso métodos analíticos e experi-
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mentais eram utilizados. Os métodos analíticos limitavam-se a geometrias simples e
de baixa dimensionalidade, como a resolução de sistemas unidimensionais (1D) ou
bidimensionais (2D), bem como escoamentos em regime permanente. Em contraste,
os métodos experimentais exigiam inúmeros recursos para sua implementação, inclu-
indo equipamentos caros, monitoramento contínuo de variáveis e pós-processamento
de informações. Devido a essas limitações, o CFD proporcionou vantagens subs-
tanciais na redução do tempo de desenvolvimento e dos custos de novos projetos.
Também possibilitou o estudo de sistemas onde experimentos controlados são difí-
ceis ou mesmo impossíveis de realizar, como é o caso de sistemas de grande porte.
Além disso, possibilitou a análise de sistemas em condições perigosas ou além de
seus limites operacionais normais, por exemplo, em estudos de segurança e cenários
de acidentes.

1.1.1 Fluxo de trabalho da metodologia de simulação em

CFD

O fluxo de trabalho em Dinâmica dos Fluidos Computacional é estruturado de forma
sistemática, iniciando-se pela identificação do problema físico, na qual se definem o
regime de escoamento (laminar ou turbulento), sua natureza (estacionária ou transi-
ente), as hipóteses constitutivas (fluido newtoniano ou não newtoniano, compressível
ou incompressível) e o objetivo do estudo, estabelecendo-se assim as equações gover-
nantes que descrevem o fenômeno [20]. Em seguida, na etapa de pré-processamento,
constrói-se o domínio computacional por meio da geração ou simplificação da ge-
ometria, realiza-se a discretização do domínio através de uma malha adequada,
cujo refinamento e qualidade influenciam diretamente o erro de discretização [21], e
selecionam-se os modelos físicos, as propriedades do fluido e as condições de contorno
que completam a formulação matemática. Nessa mesma fase, definem-se as configu-
rações do solucionador, incluindo o método numérico (por exemplo, volumes finitos
ou elementos finitos) [22], os esquemas temporais, os algoritmos de acoplamento e
os critérios de convergência. A etapa de resolução numérica consiste na montagem e
solução do sistema algébrico resultante, geralmente por meio de métodos iterativos,
com monitoramento dos resíduos e da estabilidade. Por fim, no pós-processamento,
analisam-se e interpretam-se os campos obtidos (velocidade, pressão, temperatura),
calculam-se grandezas derivadas de interesse para o engenheiro e realiza-se a veri-
ficação e validação do modelo, avaliando tanto o erro numérico quanto a fidelidade
física da solução o que permite garantir a confiabilidade dos resultados e fundamen-
tar conclusões científicas ou decisões de projeto. A Figura 1.2 apresenta, de forma
ilustrativa, o esquema do processo de construção de uma solução em CFD.

Do ponto de vista computacional, as etapas mais custosas do fluxo de trabalho
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Figura 1.2: Fluxo de trabalho da metodologia de simulação em CFD de acordo com
QUARTERONI et al. [2]

concentram-se na resolução dos sistemas algébricos de grande dimensão oriundos
da discretização espacial das equações governantes [23]. Em simulações transi-
entes e não lineares, esses sistemas devem ser resolvidos a cada passo temporal,
frequentemente por meio de métodos iterativos cuja convergência depende do con-
dicionamento da matriz, do esquema temporal adotado e das estratégias de pré-
condicionamento. O custo total da simulação cresce proporcionalmente ao número
de graus de liberdade e ao número de passos temporais, podendo ser estimado, de
forma simplificada, como O(n k Nt), onde n representa os graus de liberdade, k o
número de iterações internas e Nt os passos no tempo.

O refinamento da malha, embora reduza o erro de discretização, aumenta signi-
ficativamente o consumo de memória e o tempo de processamento, tornando o Mo-
delo de Ordem Completa (Full Order Model – FOM) computacionalmente oneroso,
especialmente em estudos paramétricos, otimização ou quantificação de incertezas
[24]. Dessa forma, a limitação central não é apenas a estabilidade numérica, mas a
escalabilidade computacional do problema, o que motiva o desenvolvimento de estra-
tégias de redução de ordem capazes de preservar a dinâmica dominante do sistema
com menor custo computacional. Na seção seguinte, serão apresentados modelos
de aprendizado de máquina que atualmente vêm auxiliando nas diferentes etapas
deste fluxo de trabalho, contribuindo tanto para o aprofundamento da compreensão
física do problema quanto para a obtenção de soluções computacionalmente mais
eficientes, em geral mais rápidas e menos custosas quando comparadas aos Modelos
de Ordem Completa tradicionais.
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1.2 Aprendizado de Máquina Cientifico (SciML)

Nossa capacidade de coletar, armazenar e acessar grandes volumes de informações
está crescendo a taxas sem precedentes graças a tecnologias aprimoradas de sen-
sores, plataformas de computação e maior conectividade de serviços. Com esse
aumento no volume de informações, houve um processo semelhante de avanço no
processamento e na análise desses dados, como nas áreas de métodos computacio-
nais e estatística. Esses avanços tiveram um impacto profundo na maneira como
concebemos os fenômenos que interpretamos, na maneira como nos comunicamos e
na tomada de decisões[25]. Hoje, os computadores realizam tarefas que antes eram
consideradas inéditas para máquinas, graças ao desenvolvimento de uma abordagem
de aprendizagem para essas atividades. O aprendizado de máquina (Machine lear-
ning, ML) é um campo da ciência da computação que envolve o desenvolvimento de
procedimentos que permitem aos computadores aprender a partir de dados sem a
necessidade de instruções explícitas, mas sim por meio de um conjunto de estruturas
sequenciais conhecidas como algoritmos [26]. Em termos simples, o aprendizado de
máquina permite que os computadores aprendam a partir de dados e tomem deci-
sões com base no que aprenderam. É como ensinar um computador a reconhecer
rostos em fotos, entender a linguagem falada, traduzir textos ou até mesmo jogar
jogos como xadrez ou Go, tudo sem ser explicitamente programado para isso. O
Aprendizado de Máquina Científico é uma disciplina emergente dentro da comuni-
dade de ciência de dados, sendo também um componente essencial da Inteligência
Artificial (IA). Trata-se de uma tecnologia computacional capaz de ser treinada com
dados científicos para ampliar, aprimorar ou automatizar as capacidades humanas
[27]. A principal diferença entre o aprendizado de máquina científico e o aprendi-
zado de máquina tradicional reside no domínio da aplicação. O SciML tem profunda
consciência da natureza dos dados com os quais trabalha e do conhecimento do do-
mínio, que se baseia em mecanismos físicos e fundamentos científicos empíricos. Esse
domínio integra princípios físicos. simetrias, restrições, avaliação de especialistas,
simulações computacionais, análise de incertezas e outros elementos que permitem
o desenvolvimento de modelos mais interpretáveis, precisos e consistentes com a
realidade física.

O aprendizado de máquina científico combina aprendizado de máquina e compu-
tação científica para desenvolver métodos escaláveis, robustos e interpretáveis que
integram leis da física e conhecimento de domínio de forma objetiva. Seu objetivo
é abordar desafios específicos em dados científicos e extrair informações valiosas
usando abordagens que respeitam os princípios subjacentes, impulsionando assim
uma nova geração de descobertas científicas baseadas em dados nas ciências em
geral. A Figura 1.3 mostra como o aprendizado de máquina científico combina mo-
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Figura 1.3: Integração entre Modelos Digitais e Algoritmos de Aprendizado de Má-
quina, segundo QUARTERONI et al. [2]

delos baseados em física e algoritmos de aprendizado de máquina. Modelos físicos
fornecem insights mecanicistas, causalidade e leis fundamentais (como métodos de
elementos finitos ou Monte Carlo), enquanto o aprendizado de máquina permite o
manuseio de grandes volumes de dados, a busca de correlações e o aprimoramento
da previsão.

A literatura em SciML cresceu exponencialmente desde 2015, com pesquisadores
desenvolvendo novas arquiteturas e metodologias projetadas especificamente para
aplicações científicas. As Redes Neurais Informadas pela Física (PINNs) [28]
surgiram como uma abordagem inovadora ao incorporar diretamente as leis físicas
nas arquiteturas de redes neurais. PINNs têm sido utilizados em CFD para simular
escoamentos incompressíveis e reconstruir campos de escoamento tridimensionais a
partir de um número limitado de observações de velocidade e pressão. Além disso,
essas redes permitem mais inferências ao longo dos períodos de tempo medidos,
gerando previsões com alta sensibilidade e confiabilidade, facilitando a análise de
escoamentos turbulentos [29].

Paralelamente, os avanços em descoberta de equações, como o Algoritmo
SINDy [30], permitiram a identificação automática das equações governantes a par-
tir de dados. A identificação SINDy é aplicada a escoamentos de fluidos complexos,
utilizando métodos de regressão como mínimos quadrados limiarizados e LASSO
adaptativo, para a simulação de escoamento incompressível em torno de um cilindro
tridimensional [31]. Essa abordagem reproduz com sucesso escoamentos de alta di-
mensão, incluindo regimes transitórios, fornecendo uma representação interpretável
da dinâmica subjacente.

Equações diferenciais ordinárias neurais [32] são redes neurais que usam
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equações diferenciais para gerar previsões de forma flexível e eficiente, adaptando-se
a diferentes tipos de dados e permitindo treinamento integrado. Os desenvolvimen-
tos recentes em operadores neurais e DeepONets [33] ampliaram ainda mais a
capacidade de aprender operadores e resolver eficientemente equações diferenciais
parciais paramétricas.

Outra classe de métodos desenvolvida em SciML, e que tem gerado considerá-
vel interesse na comunidade de engenharia, são os Modelos de Ordem Reduzido
(ROM). Esses modelos permitem a geração de aproximações de baixa ordem de sis-
temas altamente complexos, otimizando o uso de recursos operacionais e facilitando
a compreensão de padrões subjacentes nos dados [34].

A Decomposição Ortogonal Própria (POD) teve sua origem no campo da
dinâmica dos fluidos com Lumley, em 1967 [35], como uma tentativa de decompor
o campo vetorial aleatório que representa o movimento turbulento do fluido em um
conjunto de funções determinísticas, onde cada uma captura uma parcela da energia
cinética flutuante total do escoamento. A ideia era que a POD pudesse auxiliar na
identificação das estruturas coerentes que povoam os fluxos turbulentos, mas que, no
entanto, são notoriamente difíceis de definir e observar [36]. Devido à disponibilidade
de bases de dados de campos de velocidade bidimensionais ou volumétricos, a POD
tornou-se uma ferramenta clássica na dinâmica dos fluidos experimental e numérica
na atualidade, além de constituir a base de outros algoritmos amplamente utilizados
em SciML.

A Decomposição Dinâmica de Modos (DMD) teve origem na comunidade
de dinâmica dos fluidos como uma técnica destinada a decompor escoamentos com-
plexos em uma representação simplificada baseada em estruturas coerentes espaço-
temporais, conforme proposto por Schmid–Sesterhenn [3].

A decomposição modal apresenta perspectivas promissoras para uma ampla
gama de aplicações. Por um lado, a decomposição modal tem sido aplicada na simu-
lação e no controle aerodinâmico de aeronaves e automóveis, bem como em outros
campos, fornecendo suporte importante para os respectivos processos de projeto e
otimização [37]. Por outro lado, com o contínuo desenvolvimento do hardware com-
putacional e dos algoritmos, o custo computacional da decomposição modal tende
a se tornar mais acessível, possibilitando sua aplicação em simulações e controles
de escoamentos mais complexos e em larga escala. É justamente em razão dessa
questão que o interesse deste trabalho se concentra no algoritmo DMD de machine
learning, devido ao seu elevado grau de interpretabilidade e ao seu baixo custo com-
putacional. Essas características permitem reduzir significativamente o tempo de
processamento e a complexidade da análise em uma ampla gama de problemas em
CFD.
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1.3 Integração de Aprendizado de Máquina em

CFD

Um aspecto fundamental na integração de técnicas de Aprendizado de Máquina em
simulações de Dinâmica de Fluidos Computacional é a distinção entre abordagens
intrusivas e não intrusivas, que determina o grau de modificação necessário no
solver numérico [38]. Os métodos não intrusivos são abordagens nas quais ape-
nas dados provenientes de simulações ou experimentos são utilizados para construir
o modelo reduzido ou substituto, sem requerer acesso direto ou modificações nas
equações governantes, nos esquemas de discretização ou na estrutura interna do
solver, aprendendo relações entrada–saída a partir de dados de simulações de alta
fidelidade ou experimentais [39]. Exemplos típicos incluem redes neurais convolucio-
nais (CNNs), amplamente empregadas na previsão rápida de campos de velocidade e
pressão por meio da extração automática de padrões espaciais complexos [8]; funções
de base radial (RBF), utilizadas como métodos de interpolação e aproximação não
linear em problemas paramétricos [40];Decomposição em Modos Dinâmicos (DMD),
técnica baseada na decomposição espectral de dados que permite identificar estrutu-
ras coerentes e dinâmicas dominantes do escoamento [41]; e Regressão por Processos
Gaussianos (GPR), abordagem probabilística que fornece predições com estimativa
explícita de incerteza, sendo particularmente útil em modelagem substituta e quan-
tificação de incertezas [42].

Por outro lado, modelos intrusivos incorporam o aprendizado diretamente no
processo de resolução das equações diferenciais parciais, modificando explicitamente
o esquema numérico. A projeção de Galerkin [43] projeta as equações governantes
em um subespaço reduzido, impondo ortogonalidade do resíduo. Isso resulta em
um sistema de baixa dimensão para os coeficientes modais, sendo uma abordagem
intrusiva. Outro exemplo incluem solvers híbridos ML–CFD onde o modelo substitui
termos específicos como a viscosidade turbulenta em RANS ou os closures SGS
em LES [44]. Do ponto de vista metodológico, a distinção intrusiva/não intrusiva
reflete não apenas uma diferença técnica, mas também epistemológica: enquanto
os modelos não intrusivos aceleram ou substituem simulações, os intrusivos buscam
redefinir o próprio processo de resolução, sendo as estratégias híbridas atualmente
as mais promissoras, ao substituir apenas os componentes mais custosos ou incertos
do solver, mantendo a integridade física do modelo. Nesse contexto, a justificativa
deste trabalho reside justamente na utilização de um método não intrusivo, como
a Dynamic Mode Decomposition (DMD), para projetar a solução em paralelo ao
solver, possibilitando sua substituição quando numericamente viável e em etapas
que não comprometam a estabilidade do sistema.

8



1.4 Estrutura da dissertação

O objetivo desta dissertação é investigar o uso de modelos de ordem reduzida, ba-
seados em Decomposição em Modos Dinâmicos, como uma alternativa eficiente aos
simuladores físicos tradicionais para a predição da dinâmica de escoamentos não
estacionários. O foco está na construção de um esquema de trabalho que permita
a integração de uma solução projetada por um modelo DMD com o solucionador
físico de ordem completa.

As principais questões abordadas são:

• O DMD é capaz de fornecer predições acuradas dos campos de velocidade e
pressão?

• Há redução de recursos computacionais?

• Qual é o número mínimo de modos dinâmicos necessário para alcançar o nível
de precisão desejado?

• Qual é o impacto da incorporação do DMD na confiabilidade das predições de
longo prazo em comparação com os resolvedores FOM tradicionais?

O restante da dissertação encontra-se organizada em mais quatro capítulos. O
Capítulo 2 apresenta a revisão bibliográfica. Já o capítulo seguinte detalha a meto-
dologia do trabalho. No Capítulo 4 apresentam-se os resultados dos experimentos
numéricos. A dissertação se encerra com uma discussão das principais conclusões e
de trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Aprendizado de Máquina Científico

Neste capítulo será abordado o Aprendizado de Máquina Científico como um arca-
bouço integrador entre os modelos físicos tradicionais e as ferramentas modernas de
aprendizado de máquina. Será apresentada a forma como a integração entre ciência
computacional e machine learning permite enfrentar problemas caracterizados por
alta dimensionalidade, comportamento multiescala e elevados custos computacio-
nais. Em particular, serão discutidos diferentes métodos de aproximação utilizados
nesse contexto, tais como modelos de ordem reduzida, modelos substitutivos e bases
construídas a partir de snapshots, destacando seu papel na redução da complexidade
sem comprometer a estrutura física essencial do sistema. Além disso, será introdu-
zido o Dynamic Mode Decomposition (DMD) como ferramenta para a extração de
padrões dominantes a partir de dados. Por fim, será analisado como a incorporação
de técnicas de aprendizado de máquina pode contribuir para a aceleração de soluções
numéricas, aumentando a eficiência computacional em problemas de engenharia e
física aplicada.

Para compreender o contexto da integração de modelos de machine learning
nesta seção, consideremos um problema científico genérico em engenharia. Seja
xt o conjunto de entradas dinâmicas no tempo, s o conjunto de parâmetros ou
características estáticas do sistema, e F (·) o modelo responsável por produzir a
variável alvo yt. Tanto xt quanto yt podem ainda depender de dimensões espaciais,
introduzindo uma estrutura espaço-temporal no problema. De forma geral, o modelo
pode ser representado como:

yt = F (xt, s)

A função F (·) pode ser definida a partir de uma lei física, da qual se deriva
um esquema numérico de solução baseado em equações diferenciais ou outros prin-
cípios mecanicistas. Alternativamente, pode ser concebida como um modelo de
caixa-preta, construído exclusivamente a partir de dados. Na prática, existem si-
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tuações em que o modelo mecanicista é insuficiente para descrever processos pouco
compreendidos ou altamente complexos. Nesses casos, abordagens orientadas por
dados podem explorar as observações disponíveis e, quando possível, incorporar co-
nhecimento físico parcial para melhorar a capacidade preditiva do modelo. Nesse
contexto, a integração física–aprendizado de máquina busca aumentar a eficácia e
a precisão preditiva de F (xt, s) por meio da combinação entre observações experi-
mentais e conhecimento científico.

2.1 Aprendizado de Máquina Científico e sua Inte-

gração na Física

Os objetivos centrados na aplicação considerados nesta seção descrevem diferen-
tes formas pelas quais a integração física–machine learning pode ser explorada no
contexto da modelagem científica. De maneira geral, essa integração pode ser em-
pregada para: (i) corrigir ou compensar limitações de um modelo mecanicista F (·);
(ii) desenvolver versões computacionalmente mais eficientes desse modelo, mantendo
consistência com os princípios físicos subjacentes; ou (iii) possibilitar a descoberta
de novo conhecimento físico ou estrutural, incluindo a identificação da forma funci-
onal de F (·) [45]. A seguir, discute-se como cada um desses objetivos se manifesta
em diferentes cenários de integração entre modelos baseados em física e abordagens
orientadas por dados.

Em primeiro lugar (i) , existem situações em que um modelo mecanicista é in-
suficiente para representar processos pouco compreendidos ou altamente complexos.
Nesses casos, abordagens baseadas em machine learning permitem explorar de forma
mais eficiente as observações disponíveis, incorporando, quando possível, conheci-
mento físico prévio como regularização ou restrição estrutural. O trabalho de Taira,
Rigas e Fukami [46] apresenta uma análise crítica do estado da arte do machine le-
arning em dinâmica dos fluidos, destacando sua contribuição no desenvolvimento de
modelos avançados de turbulência, na otimização do controle de escoamentos e no
projeto aerodinâmico. Tais aplicações evidenciam a consolidação das técnicas orien-
tadas por dados como ferramentas centrais na modelagem e no controle de sistemas
fluidodinâmicos complexos.

Por outra parte, no contexto do objetivo (ii), numerosos modelos físicos apre-
sentam elevado custo computacional ou resoluções espaciais e temporais limitadas.
Nesse cenário, introduz-se o conceito de redução de escala, entendido como a aprendi-
zagem de um operador não linear que mapeia informações obtidas em escala grosseira
(baixa resolução) para representações em escala fina (alta resolução), preservando
a coerência física do sistema. Um exemplo representativo desse enfoque é o traba-
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lho que propõe uma Rede Neural Profunda Informada pela Física (PI-DNN) para
emular o processo de Assimilação Contínua de Dados (CDA) [47]. Nesse estudo,
a rede é treinada para aproximaro operador teórico — conhecido como mapa de
forma determinante – que relaciona dados de baixa resolução à solução de alta fide-
lidade do sistema dinâmico. A metodologia é validada no problema bidimensional de
convecção de Rayleigh–Bénard, demonstrando que o modelo aprendido é capaz de
reconstruir campos de velocidade, pressão e temperatura com precisão comparável
à obtida pelo simulador numerico dinâmico tradicional, porém com custo computa-
cional significativamente reduzido.

Por fim, a participação do machine learning na descoberta de novo conheci-
mento físico ou estrutural — incluindo a identificação da forma funcional de F (·) —
manifesta-se de maneira particularmente relevante em problemas inversos na mode-
lagem física. Nesses casos, redes neurais e outros modelos baseados em dados são
empregados para inferir parâmetros desconhecidos, termos constitutivos ou mesmo
a estrutura das equações governantes a partir de observações experimentais ou nu-
méricas. Um exemplo representativo dessa abordagem é o framework Otimização de
uma Função de Perda Discreta (ODIL) [48], que combina métodos numéricos tradi-
cionais para equações diferenciais parciais com ferramentas típicas do aprendizado
de máquina, como a diferenciação automática. Nesse trabalho, problemas inver-
sos governados por EDPs — incluindo reconstrução de escoamentos descritos pelas
equações de Navier–Stokes — são resolvidos por meio da minimização de uma função
de custo discreta associada às aproximações numéricas das equações governantes.

Em conjunto, esses enfoques demonstram que o aprendizado de máquina pode
assumir o papel de modelo substituto, oferecendo alternativas computacionalmente
eficientes aos modelos mecanicistas ou numéricos tradicionais, sem abdicar da incor-
poração explícita de conhecimento físico [49]. Conforme sintetizado na Tabela 2.1,
essa integração pode se manifestar sob diferentes objetivos aplicados, que vão desde
a melhoria e parametrização de modelos físicos existentes, passando por estratégias
de redução de escala e modelos de ordem reduzida, até abordagens voltadas à mo-
delagem inversa, descoberta de equações governantes e quantificação de incerteza.
A tabela organiza esses cenários segundo sua finalidade científica e os respectivos
requisitos, evidenciando a amplitude e a versatilidade do paradigma Physics–ML na
modelagem contemporânea.
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Tabela 2.1: Objetivos centrados na aplicação do uso de métodos híbridos Fí-
sica–Aprendizado de Máquina em termos do problema científico genérico, adaptado
de WILLARD et al. [13].
Nome do obje-
tivo

Descrição do objetivo Requisitos

Melhoria do mo-
delo físico

Versão aprimorada de F (·) que
apresenta melhor aderência às
observações disponíveis

Observações (podem ser
utilizadas amostras sinté-
ticas, mas não são obri-
gatórias)

Redução de escala
(Downscaling) [50]

Versão aproximada de F (·) ca-
paz de fornecer uma saída Yt em
alta resolução a partir de uma
entrada Xt em resolução mais
grosseira

Amostras sintéticas em
alta resolução (também
podem ser utilizadas ob-
servações de alta resolu-
ção, embora geralmente
sejam difíceis de obter)

Parametrização
[51]

Substituição de um componente
de F (·) quando F (·) é composto
por modelos interconectados de
diferentes processos

Amostras sintéticas (por
exemplo, provenientes de
subprocessos específicos)

Modelos de ordem
reduzida [52]

Versão simplificada de F (·),
computacionalmente mais efici-
ente e potencialmente menos
precisa

Equações governantes
(por exemplo, modelos
complexos de alta fideli-
dade)

Resolução direta de
EDPs [53]

Solução computacionalmente
eficiente de equações diferenci-
ais parciais em uma única etapa
de inferência

Equações governantes
(por exemplo, modelos
complexos de alta fideli-
dade)

Modelagem inversa
[54]

Descoberta de características es-
táticas S a partir de xt e yt

Observações (podem ser
utilizadas amostras sinté-
ticas, mas não são obri-
gatórias)

Descoberta das
equações governan-
tes

Identificação das equações go-
vernantes subjacentes a F (·)

Observações

Geração de dados Geração de amostras sintéticas
realistas sem recorrer explicita-
mente à avaliação direta de F (·)

Dados sintéticos (ou ob-
servações)

Quantificação de
incerteza [55]

Estimativa da incerteza em yt
dada a entrada xt

Observações ou amostras
sintéticas
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2.2 Métodos de aproximação para sistemas comple-

xos

2.2.1 Modelos Substitutos

No contexto de projeto e otimização, modelos de simulação permitem avaliar o
desempenho de sistemas sob diferentes configurações de variáveis de projeto, faci-
litando a identificação de soluções ótimas. Entretanto, tais modelos são frequente-
mente implementados por meio de códigos computacionais de alta fidelidade, como a
Dinâmica dos Fluidos Computacional, os quais podem ser extremamente custosos do
ponto de vista computacional. Apesar do avanço contínuo da capacidade de proces-
samento, a crescente necessidade de representar fenômenos físicos com maior nível
de detalhe tem levado ao desenvolvimento de modelos cada vez mais complexos,
aumentando significativamente os custos associados. Consequentemente, torna-se
geralmente inviável depender exclusivamente de simulações de alta fidelidade para
caracterizar de forma abrangente a relação funcional entre as variáveis de projeto
(entradas) e as métricas de desempenho (saídas), especialmente em problemas que
exigem um grande número de avaliações do modelo [56]. Esse desafio é particu-
larmente crítico em processos de otimização, nos quais as simulações precisam ser
executadas iterativamente para múltiplas combinações de parâmetros.

Figura 2.1: Uso de um modelo substituto para substituir simulações computacionais
custosas é uma forma de melhorar a eficiência, segundo SCHMID [3].

Com o objetivo de mitigar essa carga computacional, recorre-se ao uso de mode-
los substitutos, também denominados modelos de aproximação ou surrogate models.
Esses modelos consistem em representações matemáticas simplificadas que emulam o
comportamento de modelos de alta fidelidade, aproximando a relação entrada–saída
subjacente [8]. Dessa forma, permitem reduzir significativamente o tempo de com-
putação, viabilizando a exploração eficiente do espaço de projeto, bem como pro-
cessos de otimização, análise de sensibilidade e quantificação de incerteza. Modelos
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substitutos são amplamente empregados em problemas de otimização, especialmente
quando não existe uma expressão analítica fechada que descreva a relação entre en-
tradas e saídas, ou quando tal relação não é adequada para métodos tradicionais
baseados em gradientes. Nesse contexto, diversas técnicas têm sido propostas para
sua construção, tornando essencial a adoção de critérios sistemáticos para a seleção
da abordagem mais apropriada conforme a aplicação considerada.

Figura 2.2: Classificação dos métodos de modelagem substituta: abordagens analí-
ticas e baseadas em aprendizado de máquina conforme MOHAMMADI et al. [4].

Existem diversas técnicas comumente empregadas para a construção de mode-
los substitutos, entre as quais se incluem os modelos polinomiais de superfície de
resposta (Polynomial Response Surface, PRS) [57], os modelos baseados em redes
neurais e os modelos de funções de base radial (Radial Basis Function, RBF) [58].

2.2.2 Modelos de Ordem Reduzida

Existem diversas definições para Redução de Ordem de Modelos (MOR, do inglês
Model Order Reduction), cuja interpretação depende do contexto de aplicação. Ori-
ginalmente desenvolvida na teoria de sistemas e controle [59], a MOR tinha como
objetivo reduzir a complexidade de sistemas dinâmicos preservando, tanto quanto
possível, seu comportamento entrada–saída. Posteriormente, a área foi incorporada
ao campo da análise numérica, especialmente com o desenvolvimento de métodos
como o PVL [60]. Atualmente, a MOR constitui uma área de pesquisa em expansão,
impulsionada pela integração entre teoria de sistemas e métodos numéricos. Seu ob-
jetivo é simplificar sistemas dinâmicos de grande escala, frequentemente descritos
por um elevado número de equações e variáveis, permitindo simulações mais rápidas
e com menor custo de armazenamento, sem comprometer a confiabilidade dos [61].
Em alguns casos, busca-se inclusive viabilizar previsões em tempo real, favorecendo
aplicações em otimização e controle de processos.

A Figura 2.3 apresenta uma classificação geral dos métodos de Ordem Reduzida
, organizada de acordo com o domínio de análise e a estratégia conceitual adotada
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Figura 2.3: Diferentes técnicas de redução de ordem de modelos de acordo com
KUMAR e EZHILARASI [5].

para a redução do modelo. O objetivo da MOR é capturar de forma rápida as ca-
racterísticas essenciais de um sistema ou estrutura. Isso implica que, em uma etapa
inicial do processo de redução, as propriedades mais relevantes do modelo original
já estejam adequadamente representadas na versão reduzida [62]. O processo de re-
dução é interrompido quando todas as propriedades necessárias do modelo original
forem preservadas com precisão suficiente. Todo esse procedimento deve ser condu-
zido de maneira automática e eficiente, evidenciando que, em muitos casos, apenas
uma quantidade mínima de informação é suficiente para descrever adequadamente
o comportamento do modelo.

Os métodos baseados no domínio do tempo partem diretamente das equações
diferenciais que descrevem o sistema original e reduzem sua dimensão por meio
de técnicas de projeção em subespaços de menor dimensão. Nesse grupo incluem-
se métodos como Galerkin [63], síntese modal [64], truncamento balanceado [65],
decomposição ortogonal própria (POD) e variedades centrais [66]. Sua principal ca-
racterística é a preservação da dinâmica temporal dominante do sistema, mantendo
propriedades físicas relevantes como estabilidade, energia ou estrutura matemática,
o que os torna especialmente adequados para aplicações em dinâmica dos fluidos e
mecânica estrutural.

Por outro lado, os métodos no domínio da frequência concentram-se em preser-
var a resposta do sistema a excitações harmônicas, priorizando a conservação de
polos, zeros e características de estabilidade. Técnicas como aproximações de Padé
e Routh [67], correspondência de momentos [68] e equações de estabilidade [69] per-
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mitem construir modelos reduzidos que reproduzem fielmente o comportamento em
frequência do sistema original, sendo amplamente utilizados em sistemas lineares e
aplicações de controle.

O domínio tempo–frequência, representado principalmente pelo uso de wa-
velets [70], combina informações temporais e espectrais, permitindo capturar fenô-
menos não estacionários e dinâmicas multiescala. Esse enfoque é particularmente
útil em sistemas com transientes acentuados ou mudanças abruptas de regime, nos
quais métodos puramente temporais ou frequenciais podem ser insuficientes.

As técnicas de otimização e inteligência artificial abordam a redução de
ordem por meio de processos de aprendizado e otimização. Métodos como redes
neurais [71], algoritmo Fuzzy [72], algoritmos genéticos [73] e otimização por enxame
de partículas [74] possibilitam a construção de modelos reduzidos que aproximam
o comportamento do sistema sem depender estritamente de uma formulação física
explícita, priorizando eficiência computacional e capacidade de generalização.

Por fim, os métodos data-driven fundamentam-se exclusivamente em dados
provenientes de simulações de alta fidelidade ou medições experimentais. Nesse
grupo encontram-se técnicas como Decomposição em Modos Dinâmicos, Identifi-
cação Esparsa de Dinâmicas Não Lineares (SINDy) [30], truncamento balanceado
orientado por dados [75] e correspondência de momentos orientada por dados [76], as
quais identificam estruturas dinâmicas, modos dominantes ou até mesmo equações
governantes diretamente a partir dos dados, sendo especialmente valiosas quando o
modelo físico é desconhecido ou excessivamente complexo para manipulação direta.

2.2.3 Modelos de Aprendizado de Máquina Científico Base-

ados em Snapshots

Tradicionalmente, métodos numéricos têm sido utilizados principalmente para re-
solver equações diferenciais parciais (EDPs), nas quais uma equação física é dis-
cretizada tanto no espaço quanto no tempo. A maneira como essa discretização é
realizada define as diferentes abordagens para a obtenção de soluções aproximadas
para o problema [77], dando origem a métodos como o Método dos Elementos Fini-
tos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno (MEB) e o Método dos Volumes
Finitos (MVF). A forma como os diferentes métodos são escolhidos e sua eficácia
são tópicos de discussão, dependendo da natureza do problema, mas o foco principal
é a obtenção de uma solução aproximada no tempo e no espaço para uma equação
governante.

Seja u(x, t) uma variável definida em um domínio espacial Ω ⊂ Rd e em um
intervalo temporal t ∈ [0, T ]. Após a discretização espacial com n graus de liberdade
e a discretização temporal em m instantes {t1, t2, . . . , tm}, define-se cada snapshot
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como

yi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
u(x1, ti)

u(x2, ti)
...

u(xn, ti)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ Rn, i = 1, . . . ,m.

A matriz de dados é então construída como

Y =
[︂
y1 y2 . . . ym

]︂
∈ Rn×m,

onde cada coluna representa o estado espacial completo do sistema em um ins-
tante temporal específico. Conforme ilustrado na Figura 2.4, na análise de estabili-
dade temporal observa-se a evolução no tempo em cada posição espacial, enquanto
na análise de estabilidade espacial reorganiza-se a estrutura dos dados priorizando
a variação ao longo de uma direção espacial dominante.

Figura 2.4: Esquema da sequência de snapshots para análises de estabilidade tem-
poral (a) e espacial (b). Adaptado de SCHMID [3].

A organização dos dados na forma de snapshots constitui a base estrutural para
a aplicação de técnicas modernas de aprendizagem científica. Esse arranjo matricial
não apenas sistematiza a informação proveniente das simulações de EDPs transien-
tes, como também preserva explicitamente a correlação espaço-temporal inerente ao
fenômeno físico analisado. Os snapshots permitem interpretar a evolução dinâmica
do sistema como uma sequência de estados em um espaço de alta dimensão, abrindo
caminho para a identificação de padrões coerentes e estruturas dominantes. Den-
tro desse contexto, a técnica adotada nesta tese é a Dynamic Mode Decomposition
(DMD), um método orientado a dados que fornece uma aproximação linear ótima da
dinâmica subjacente, extraindo modos espaciais associados a escalas temporais es-
pecíficas. Como os dados considerados nesta tese provêm da discretização de EDPs
dependentes do tempo, cada aplicação pode ser formalmente interpretada como a
análise da evolução de um sistema dinâmico de grande dimensão, cuja representa-
ção matricial compacta possibilita a identificação de mecanismos dominantes e a
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construção de modelos reduzidos eficientes.

Figura 2.5: Sequência de snapshots do desprendimento de vórtices. Adaptado de
KUTZ et al. [6]

Considere um sistema dinâmico discreto da forma

yi+1 = F (yi), (2.1)

onde F : Rn → Rn é um operador (possivelmente não linear) que governa a evolução
temporal do sistema. Dado o estado yi ∈ Rn no instante discreto i, o estado
subsequente é obtido pela aplicação direta de F .

Assumindo que m observações sucessivas estejam disponíveis, formando o con-
junto {y0,y1, . . . ,ym−1}, define-se a matriz de snapshots como

Y =
[︂
y0 y1 . . . ym−1

]︂
∈ Rn×m, (2.2)

cuja estrutura organiza os estados observados em colunas e fornece uma representa-
ção matricial compacta da evolução do sistema ao longo do tempo discreto.
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2.3 Decomposição em Modos Dinâmicos

A modelagem e o controle baseados em dados de sistemas complexos são uma área
em rápida evolução, com grande potencial para transformar as ciências da engenha-
ria, biológicas e físicas. Há uma disponibilidade sem precedentes de medições de alta
fidelidade a partir de registros históricos, simulações numéricas e dados experimen-
tais, e embora os dados sejam abundantes, os modelos muitas vezes permanecem
ilusórios. Sistemas modernos de interesse, como um fluido turbulento, um sistema
epidemiológico, uma rede de neurônios, mercados financeiros ou o clima, podem ser
caracterizados como sistemas dinâmicos não lineares e de alta dimensão que exi-
bem fenômenos multiescala no espaço e no tempo. Por mais complexos que sejam,
muitos desses sistemas evoluem em um atrator de baixa dimensão que pode ser
caracterizado por estruturas coerentes espaço-temporais.

2.3.1 Origem

A Decomposição em Modos Dinâmicos foi introduzida inicialmente no contexto da
dinâmica dos fluidos [3] como uma técnica orientada por dados para extrair in-
formações dinâmicas de campos de escoamento complexos. A formulação original
representava a dinâmica por meio de uma matriz construída a partir de snapshots
sequenciais do sistema, revelando conexões com métodos numéricos como o algo-
ritmo de Arnoldi [78]. O método rapidamente ganhou atenção na comunidade de
mecânica dos fluidos porque permite identificar estruturas coerentes e componentes
oscilatórias diretamente a partir dos dados, mesmo quando a dinâmica subjacente é
não linear.

Desenvolvimentos posteriores aprimoraram a formulação original ao incorporar
a Decomposição em Valores Singulares (SVD) como etapa de pré-processamento
[3]. Essa modificação possibilitou o cálculo de um conjunto reduzido de modos
dominantes, melhorando a estabilidade numérica e a eficiência computacional. Pos-
teriormente, a formulação conhecida como Exact-DMD [79] foi proposta, ampliando
a aplicabilidade do método para uma classe mais ampla de conjuntos de dados e
fornecendo um procedimento mais consistente para o cálculo dos modos dinâmicos.

Com o tempo, a DMD passou a ser reconhecida como um método baseado em
regressão que aproxima a evolução linear local de um sistema dinâmico a partir
de medições resolvidas no tempo. Devido a essa formulação orientada por dados,
o método possui uma conexão natural com conceitos de aprendizado de máquina
[80], nos quais as matrizes de snapshots podem ser interpretadas como conjuntos
de treinamento e o operador subjacente é obtido por meio de um procedimento de
otimização de mínimos quadrados.

Um marco teórico importante no desenvolvimento da DMD foi a demonstração
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de sua relação com o operador de Koopman [81]. O operador de Koopman é um
operador linear, porém de dimensão infinita, que descreve a evolução temporal de
observáveis de sistemas dinâmicos não lineares. A DMD pode ser interpretada como
uma aproximação numérica de dimensão finita da análise espectral de Koopman
obtida diretamente a partir de dados. Essa relação explica por que a DMD é capaz
de extrair características dinâmicas relevantes de sistemas não lineares utilizando
ferramentas baseadas em álgebra linear.

2.3.2 Operadores de Koopman

O operador de Koopman é definido para sistemas dinâmicos de tempo discreto. Um
sistema dinâmico contínuo induzirá um sistema dinâmico de tempo discreto dado
pelo mapa de fluxo Ft :M →M , que mapeia o estado x(t0) para um tempo futuro
x(t0 + t):

Ft(x(t0)) = x(t0 + t) = x(t0) +

∫︂ t0+t

t0

f(x(τ)) dτ (2.3)

Isso induz o sistema dinâmico de tempo discreto.

xn+1 = F (xn), n = 0, 1, 2, . . . (2.4)

Para definir um operador de Koopman, começamos com um espaço F de funções
g : Ω → C, onde Ω é o espaço de estados do nosso sistema dinâmico. As funções
g, denominadas observáveis, servem como ferramentas para medir indiretamente o
estado do sistema descrito em (2.3). Especificamente, g(xn) mede indiretamente o
estado xn. Operadores de Koopman nos permitem capturar a evolução temporal
desses observáveis por meio de uma estrutura de operador linear. Para um domínio
adequado D(K) ⊂ F , definimos o operador de Koopman através da fórmula de
composição.

[Kg](x) = [g ◦ F ](x) = g(F (x)), g ∈ D(K) (2.5)

Neste contexto,
[Kg](xn) = g(F (xn)) = g(xn+1)

representa a medição do estado um passo de tempo à frente de g(xn). Esse processo
captura efetivamente a progressão dinâmica do sistema.

A propriedade fundamental do operador de Koopman K é a sua linearidade.
Essa linearidade se mantém independentemente de as dinâmicas do sistema, con-
forme representadas em (2.5), serem lineares ou não lineares. Consequentemente,
as propriedades espectrais de K tornam-se uma ferramenta poderosa na análise do
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Figura 2.6: Esquema da sequência de snapshots para análises de estabilidade tem-
poral (a) e espacial (b), conforme COLBROOK [7]

comportamento do sistema dinâmico [82].
Para estudar espectros, assumimos que F é um espaço de Banach 1. Para que o

espectro de K seja significativo e não trivial, assumimos que seu domínio, D(K), é
denso em F e que o próprio K é um operador fechado. Se essas condições não forem
atendidas, o espectro englobaria todo o conjunto C.

É crucial reconhecer que o operador de Koopman não é definido unicamente pelo
sistema dinâmico em (1.1); ao contrário, ele depende fundamentalmente da escolha
do espaço de observáveis F . Nesta revisão, focamos nos casos em que F é definido
como o seguinte espaço de Hilbert:

F = L2(Ω, ω) (2.6)

com produto interno

⟨g1, g2⟩ =
∫︂
Ω

g1(x)g2(x) dω(x) (2.7)

e norma
∥g∥ =

√︁
⟨g, g⟩ (2.8)

para alguma medida positiva ω.
Ao passar de uma definição pontual em (2.1) para o espaço L2(Ω, ω), é necessário

um cuidado, pois L2(Ω, ω) consiste em classes de equivalência de funções. Assumi-
mos que o mapeamento F é não singular em relação a ω, significando que

ω(E) = 0 =⇒ ω({x : F (x) ∈ E}) = 0. (2.9)
1Um espaço de Banach é um espaço vetorial normado completo, ou seja, é um espaço vetorial

onde toda sequência de Cauchy converge para um limite dentro do próprio espaço.
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Isso garante que o operador de Koopman seja bem definido, já que

g1(x) = g2(x) =⇒ g1(F (x)) = g2(F (x)) para ω-quase todo x. (2.10)

O cenário acima do espaço de Hilbert é padrão. Na maior parte da literatura
sobre Koopman, isso ocorre por dois motivos. Primeiro, é uma suposição razoável
para muitos sistemas dinâmicos, particularmente se estudarmos a dinâmica em um
atrator. Segundo, trabalhar com operadores em um espaço de Hilbert é muito mais
fácil computacionalmente do que em um espaço de Banach. Para operadores de
Koopman em espaços mais gerais, veja MAUROY et al. [83]. Algoritmos práticos
para operadores de Koopman em espaços de Banach mais gerais permanecem, em
grande parte, um problema em aberto, veja NATHAN KUTZ et al. [84].

Como K atua em um espaço de funções de dimensão infinita, trocamos a não
linearidade em (1.1) por um sistema linear de dimensão infinita. Isso significa que as
propriedades espectrais de K podem ser significativamente mais complexas do que
as de uma matriz finita, tornando-as mais desafiadoras de calcular. Embora isso
possa parecer desanimador, como exploraremos na Seção 4, existem metodologias
que permitem a análise de propriedades espectrais infinito-dimensionais por meio de
uma série de aproximações de dimensão finita.
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2.3.3 Derivação do Algoritmo DMD

O método consiste, basicamente, em uma regressão de dados (representados como
instantâneos no tempo de um sistema dinâmico) em dinâmica localmente linear.
Seja um sistema dinâmico discreto descrito implicitamente

yk+1 = A(yk), (2.11)

onde yk ∈ Rn representa o estado do sistema no instante k e A é um operador
(possivelmente não linear). O objetivo do método é aproximar a dinâmica do sistema
por meio de um operador linear A tal que:

yk+1 ≈ Ayk. (2.12)

sendo que A é escolhido de modo a minimizar ∥yk+1−Ayk∥2 sobre todos os snapshots
i = 0, 1, . . . ,m − 1. Considerando a matriz de snapshots descrita na Equação Nº
2.12 , podemos dividir a matriz em duas submatrizes. Definimos as matrizes de
snapshots como:

Y1 =
[︂
y1 y2 · · · ym

]︂
, Y2 =

[︂
y2 y3 · · · ym+1

]︂
(2.13)

onde Y1,Y2 ∈ Rn×m contêm estados consecutivos do sistema, deslocados de um
passo temporal. Finalmente, o DMD pode ser formulado formalmente como um
problema de otimização [3]:

Aopt = argmin
A
∥Y2 − AY1∥F (2.14)

em que ∥ · ∥F denota a norma de Frobenius. O operador linear que melhor aproxima
a dinâmica no sentido dos mínimos quadrados é dado por

A = Y2Y
†
1, (2.15)

onde Y†
1 denota a pseudoinversa de Moore–Penrose [85] de Y1. No caso em que Y1

possui posto completo por linhas, sua pseudoinversa pode ser escrita como

Y†
1 = YT

1

(︁
Y1Y

T
1

)︁−1
. (2.16)

Entretanto, como a matriz A pode possuir dimensão elevada, torna-se compu-
tacionalmente custoso calculá-la diretamente. Assim, introduz-se uma projeção de
baixo posto por meio da decomposição em valores singulares (SVD), permitindo
obter uma aproximação reduzida do operador dinâmico.

Em outras palavras, a partir exclusivamente de dados observáveis, é possível
resolver o sistema linear apresentado na Equação 2.14 e obter um operador linear
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capaz de reproduzir, de forma aproximada, o comportamento não linear de um sis-
tema complexo. Essa abordagem mostra-se particularmente vantajosa em cenários
nos quais não há conhecimento prévio sobre a dinâmica do sistema. No contexto
de simulações numéricas, isso evidencia o caráter não intrusivo do método, uma vez
que ele permite reconstruir as soluções — e até mesmo estimar estados que não
estão presentes no conjunto de dados original — sem a necessidade de acesso ao
código-fonte do modelo computacional empregado.

O objetivo do método DMD consiste em construir, a partir das medições de um
sistema dinâmico, uma matriz A ∈ Rn×m que modele a evolução temporal dos es-
tados observados. Em particular, considera-se que as medições yk ∈ Rn satisfazem
aproximadamente a relação yk+1 ≈ Ayk, caracterizando um modelo linear discreto
para a dinâmica observável. Sob a perspectiva teórica, a matriz A pode ser interpre-
tada como uma aproximação de dimensão finita do operador de Koopman K, o qual
é um operador linear de dimensão infinita que atua sobre o espaço de observáveis
do sistema. No contexto do DMD, essa aproximação é obtida ao restringir K ao su-
bespaço gerado pelas medições disponíveis, isto é, ao subespaço de dimensão finita
induzido pelas colunas da matriz de instantâneas Y = [y1 y2 · · · ym]. Dessa forma,
ainda que a dinâmica subjacente do sistema seja não linear, a evolução temporal dos
observáveis pode ser descrita por meio de um operador linear efetivo, permitindo
a extração de propriedades espectrais, tais como autovalores, modos dinâmicos e
frequências associadas, diretamente a partir dos dados experimentais ou numéricos.

A Decomposição em Modos Dinâmicos (DMD) é geralmente considerada sob três
perspectivas principais:

• Diagnóstico: O DMD extrai de forma natural características espaço-
temporais de baixo posto em sistemas de alta dimensão, permitindo resultados
fisicamente interpretáveis em termos de estruturas espaciais e suas respostas
temporais associadas. Essas características podem ser utilizadas como ferra-
menta de diagnóstico na caracterização de sistemas dinâmicos complexos. Por
exemplo, em [86], os autores empregaram DMD para analisar a dinâmica de
escoamentos multifásicos em meios porosos, destacando que as informações
obtidas são mais interpretáveis e práticas do que animações tridimensionais
do escoamento.

• Estimação de estados e previsão de estados futuros: O DMD busca
construir operadores lineares que representem a dinâmica de um sistema com-
plexo, sendo ótimo dentro do intervalo de dados disponíveis. Dependendo da
natureza da dinâmica e de estratégias como amostragem inteligente de dados
ou atualização do modelo de regressão, o método pode ser empregado para
estimar estados futuros a partir das informações contidas no conjunto de da-

25



dos original. Em [87], por exemplo, foi utilizado o streaming DMD — uma
variação do DMD tradicional na qual a base é atualizada em tempo real —
para realizar previsões de curto prazo da geração de energia em um parque
eólico, obtendo resultados satisfatórios.

• Controle: Devido à sua capacidade de previsão de curto prazo, o DMD pode
ser integrado a técnicas de controle. As estimativas futuras permitem a tomada
de decisões capazes de influenciar o estado subsequente do sistema. O trabalho
apresentado em [88] introduz o DMDc — uma variação do DMD que fornece
aproximações precisas para sistemas complexos com forçamentos exógenos —
tornando-o adequado para aplicações em controle.

2.3.4 Formulação Numérica do Método DMD

Ao particionar a matriz de snapshots conforme descrito nas Equações 2.2 e 2.13 e
formular o problema segundo a Equação 2.14, torna-se possível determinar os modos
DMD e seus respectivos autovalores, fundamentais para a reconstrução do sinal.

Do ponto de vista numérico, não é recomendável calcular diretamente a matriz

A = Y2Y1
†, (2.17)

pois o produto resulta em uma matriz A ∈ Rn×n de dimensão potencialmente ele-
vada. Além disso, a pseudoinversa Y1

† pode apresentar problemas de mau condici-
onamento numérico, comprometendo a estabilidade dos cálculos.

A principal característica do DMD como técnica de redução de dimensionalidade
consiste em evitar a decomposição espectral direta de A, projetando a dinâmica
sobre um subespaço de dimensão reduzida. Para isso, calcula-se a decomposição em
valores singulares truncada de posto r da matriz Y1:

Y1 ≈ Ỹ1 = UrΣrV
T
r , (2.18)

onde Ur ∈ Rn×r, Σr ∈ Rr×r e Vr ∈ Rm×r. A pseudoinversa de baixo posto é então
dada por

Ỹ†
1 = VrΣ

−1
r UT

r , (2.19)

o que implica a aproximação implícita

A ≈ Y2VrΣ
−1
r UT

r . (2.20)

Em vez de calcular A explicitamente, projeta-se o operador dinâmico sobre o
subespaço gerado por Ur, definindo o operador reduzido
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Ã = UT
r Y2VrΣ

−1
r , (2.21)

em que Ã ∈ Rr×r. Resolve-se então o problema de autovalores reduzido

ÃW = WΛ, (2.22)

onde Λ ∈ Cr×r contém os autovalores da DMD e W os autovetores associados.
Os modos dinâmicos no espaço original são reconstruídos como

Φ = Y2VrΣ
−1
r W, (2.23)

e as amplitudes modais são obtidas projetando o estado inicial:

b = Φ†x1. (2.24)

A evolução temporal do sistema pode, portanto, ser aproximada por

xk ≈ ΦΛ k−1b, (2.25)

fornecendo, assim, uma representação modal compacta da dinâmica do sistema ba-
seada exclusivamente nos dados observados. A seguir, apresenta-se um resumo do
algoritmo DMD padrão, consistente com a formulação numérica anteriormente des-
crita.
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Algorithm 1 Reconstrução de sistemas dinâmicos utilizando o método DMD pa-
drão
1: Entrada: Y = {y0, . . . ,ym−1}
2: Saída: Reconstrução do sinal ỹ(t) ≈ y(t)
3: Definir

Y1 = {y0, . . . ,ym−2}, Y2 = {y1, . . . ,ym−1}

4: Calcular a SVD de Y1:
Y1 = UΣVT

5: Definir o posto truncado r e construir o operador reduzido:

Ã = UT
r Y2VrΣ

−1
r

6: Resolver o problema de autovalores:

ÃW = WΛ

7: Calcular os autovalores contínuos a partir dos autovalores discretos:

ωi =
ln(λi)

∆ti
, ∆ti = ti+1 − ti

8: Calcular os modos DMD :

ΨDMD = Y2VrΣ
−1
r W

9: Calcular o vetor de amplitudes iniciais:

b = Ψ†
DMDy0

10: Reconstruir a aproximação temporal:

ỹ(t) =
r∑︂

i=1

biψie
ωit
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2.3.5 Tipos de DMD

A Decomposição Dinâmica de Modos possui diversas variantes desenvolvidas para
lidar com diferentes desafios presentes na análise de sistemas dinâmicos, como ru-
ído em dados experimentais, não linearidades, presença de entradas de controle ou
múltiplas escalas temporais. Cada extensão modifica ou amplia a formulação clás-
sica do método a fim de melhorar a robustez, a interpretabilidade ou a capacidade
de modelar fenômenos físicos complexos. A Tabela 2.2 apresenta um resumo das
principais variantes de DMD encontradas na literatura, destacando suas caracte-
rísticas técnicas e aplicações típicas em análise de dados e modelagem de sistemas
dinâmicos.

Tabela 2.2: Resumo das variantes de DMD, características e aplicações técnicas
Variante de
DMD

Principais Características
Técnicas

Aplicações Técnicas

Exact DMD Calcula o operador linear apro-
ximando a evolução temporal
com SVD robusta, preservando
autovalores e modos precisos

Análise de sistemas lineares ou
quase lineares, identificação de
modos dominantes

Optimized DMD Minimização não-linear do erro
de reconstrução, relaxa a res-
trição de intervalos de amos-
tragem uniformes

Ajuste de dados experimentais
irregulares, identificação de
frequências e amortecimento

Sparse DMD Penalização de L1 para promo-
ver esparsidade nos modos, re-
duzindo redundância

Seleção de modos dominantes,
redução de ordem em sistemas
de alta dimensionalidade

DMD com Controle
(DMDc)

Extensão do DMD para sis-
temas com entradas externas,
separa dinâmica do sistema e
efeitos de controle

Modelagem de sistemas con-
trolados, engenharia de con-
trole, análise de resposta a for-
çamentos

Multi-resolution
DMD

Decomposição hierárquica em
múltiplas escalas temporais,
captura transientes rápidos e
lentos

Identificação de dinâmicas em
diferentes escalas, análise de
fenômenos multi-temporais

Extended DMD Elevação dos dados para
espaço de observáveis não-
lineares, aproximação do
operador de Koopman

Representação de dinâmicas
não-lineares complexas, previ-
são e análise de estabilidade

Total Least-Squares
DMD & Forward-
Backward DMD
(fbDMD)

Técnicas de ajuste que redu-
zem o efeito de ruído em dados
ruidosos, melhorando robustez
dos autovalores

Experimentos físicos com ru-
ído, análise de sinais e identi-
ficação de modos confiáveis

Online DMD /
Streaming DMD

Atualização incremental do
operador DMD em tempo real
sem acesso ao conjunto com-
pleto de dados

Monitoramento contínuo, pre-
visão em tempo real e análise
de sistemas dinâmicos em ope-
ração
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A nomenclatura associada ao método DMD pode gerar certa confusão na lite-
ratura. O DMD original, introduzido por SCHMID [3], apresentou o método como
uma técnica baseada em dados para extrair modos dinâmicos globais a partir de
sequências temporais de snapshots. Na formulação moderna, o operador linear que
descreve a evolução temporal dos dados é aproximado por um operador reduzido
Ã, obtido a partir da decomposição em valores singulares da matriz de dados. Pos-
teriormente, o denominado Exact DMD ampliou a formulação original ao permitir
o cálculo direto dos modos dinâmicos associados ao operador aproximado, propor-
cionando estimativas mais robustas e precisas dos autovalores e modos do sistema.
Atualmente, o exact DMD é o algoritmo mais amplamente utilizado na literatura
e é frequentemente considerado o padrão de referência entre as diferentes variantes
do método.

A partir deste ponto, o termo DMD padrão fará referência ao exact DMD.
Dentro desse enquadramento padrão, existe ainda uma variação denominada opt-
DMD rank [89], que integra o arcabouço do DMD padrão, mas difere na sub-
rotina empregada para a determinação do posto truncado r, particularmente no
procedimento associado ao cálculo dos valores singulares utilizados na projeção da
matriz A. Nesta tese são consideradas duas variantes principais: o DMD padrão
(incluindo a variação opt-DMD rank) e o streaming DMD [90], que será apresentado
posteriormente.

A escolha do posto de truncamento r para o DMD é uma decisão crítica e não tri-
vial. Caso r não capture de forma adequada a dinâmica essencial do sistema, o DMD
pode deixar de considerar escalas relevantes presentes nos dados observáveis. Por
outro lado, um valor excessivamente grande de r pode introduzir erros associados
ao mau condicionamento da pseudoinversa, especialmente quando há grande dispa-
ridade entre os valores singulares mais significativos e os menores. O aumento de r
impacta a qualidade da aproximação obtida pelo DMD. Além disso, as estruturas
de baixo posto extraídas pelo DMD são hierarquizadas em termos de sua relevância
dinâmica, o que representa uma diferença importante em relação a outros méto-
dos baseados em SVD truncada, como a Decomposição Ortogonal Própria, onde a
energia de cada modo espacial está diretamente relacionada ao seu valor singular
correspondente. A Decomposição em Valores Singulares constitui o procedimento
central do DMD, sendo responsável pela redução de dimensionalidade do problema.
Em cenários com instantâneas de alta dimensão, a SVD pode representar a maior
parte do custo computacional. Por isso, aprimorar sua eficiência resulta em reduções
significativas no tempo de processamento. Diversos algoritmos foram desenvolvidos
com este objetivo, e a escolha do método mais adequado depende das características
específicas da aplicação considerada.
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2.3.6 DMD de posto ótimo

O trabalho de Matan Gavish e David L. Donoho [91] investiga de forma rigo-
rosa o problema da recuperação de matrizes de baixo posto a partir de observações
contaminadas por ruído, formulado pelo modelo Y = X + Z, em que X representa
a estrutura de interesse (exatamente ou aproximadamente de baixo posto) e Z é
uma matriz de ruído com entradas independentes e média zero.Tradicionalmente,
esse problema é abordado por meio da Truncated SVD (TSVD), que preserva ape-
nas os r maiores valores singulares da matriz observada, assumindo que o posto
verdadeiro é conhecido; entretanto, tal hipótese raramente é satisfeita na prática e
pode comprometer a eficiência estatística do estimador. O principal resultado do
artigo demonstra que existe um limiar ótimo de corte rígido (hard threshold) para
os valores singulares que minimiza o erro quadrático médio assintótico (AMSE),
mesmo quando tanto o posto quanto o nível de ruído são desconhecidos. Esse limiar
depende apenas das dimensões da matriz e do comportamento estatístico do espec-
tro singular sob ruído branco, estando intimamente relacionado à borda superior da
massa espectral descrita pela lei de Marchenko–Pastur. Notavelmente, o método
proposto adapta-se automaticamente ao posto efetivo da matriz e ao nível de ru-
ído, supera a TSVD mesmo quando esta conhece o posto verdadeiro e apresenta
desempenho superior a estratégias clássicas de shrinkage, como o soft thresholding.
Em termos assintóticos, garante ordens de erro menores do que aquelas obtidas por
truncamentos ideais ou ajustes ótimos alternativos, evidenciando que a separação
espectral baseada em um limiar teoricamente fundamentado constitui uma estraté-
gia estatisticamente ótima para problemas de denoising e redução de ordem, com
implicações diretas em métodos como POD, DMD e outras técnicas baseadas em
decomposição espectral.

Algorithm 2 Limiarização Rígida de Valores Singulares (SVHT)
1: Entrada: Valores singulares σ = [σ1, . . . , σp], dimensões m, n
2: Saída: Posto ótimo r
3: Calcular β =

min(m,n)

max(m,n)
4: Calcular o fator ω = 0.56β3 − 0.95β2 + 1.82β + 1.43
5: Calcular o limiar τ = mediana(σ)ω
6: Determinar o posto r =

∑︁
i

1{σi>τ}

7: if r = 0 then
8: Emitir aviso: valores singulares indistinguíveis do ruído
9: Definir r = 1

10: end if
11: Retornar r
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2.3.7 DMD Incremental

O método Incremental Dynamic Mode Decomposition [92], também conhecido como
Streaming DMD, estende o DMD clássico ao permitir a atualização progressiva da
decomposição modal à medida que novos dados se tornam disponíveis. Diferente-
mente da abordagem padrão, que requer o conjunto completo de snapshots, o iDMD
incorpora cada nova medição de forma sequencial. Essa atualização é realizada por
meio de uma decomposição em valores singulares incremental. Como resultado, os
custos computacionais e os requisitos de memória são significativamente reduzidos.

Algorithm 3 Reconstrução de sistemas dinâmicos utilizando o método Streaming
DMD
Requerimentos: Snapshots independentes {yi}, número de modos DMD r, ϵSVD,

matrizes SVD U, V,Σ caso já estejam inicializadas
Resultados: Reconstrução do sinal ỹ(t) ≈ y(t)
1: Se i = 0 então
2: {yi} = {y0}. As matrizes U, V e Σ devem ser inicializadas
3: Inicializar U = UY ← [y0/∥y0∥]
4: Inicializar Σ = ΣY ← [∥y0∥]
5: Inicializar V = VY ← [1]
6: Inicializar Y = [yi]
7: senão
8: Calcular o vetor l = UT

Y yi
9: Calcular o escalar g =

√︁
yTi yi − lT l

10: Calcular o vetor h = yi−UY l
g

11: Se g > ϵSVD então
12: Atualizar Y ← [Y yi] {opcional}

13: Aplicar SVD em Q =

[︃
ΣY l
0 g

]︃
= U ′Σ′V ′T

14: Se rcount ≤ r então
15: Atualizar U ← [UY h]U ′

16: Atualizar V ←
[︃
VY 0
0 1

]︃
V ′T

17: Atualizar Σ← Σ′

18: senão
19: Atualizar U ← UYU

′[:, : r]
20: Atualizar V ← VY V

′T [:, : r]
21: Atualizar Σ← Σ′[:, : r]
22: fim Se
23: fim Se
24: fim Se
25: Retornar U, V,Σ e Y (opcional)
26: O cálculo dos modos DMD e autovalores procede de forma idêntica ao Algoritmo

1 (linhas 3–8)
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2.4 Estruturas CFD Aceleradas para Predição Rá-

pida

2.4.1 Modelo Básico Acoplado CFD-ML

O acoplamento entre CFD e ML manifesta-se principalmente em dois paradigmas
distintos. O primeiro consiste na incorporação de modelos de ML dentro da arqui-
tetura dos solucionadores CFD com o objetivo de melhorar e acelerar os métodos
numéricos tradicionais. O princípio fundamental desta abordagem é aproveitar mo-
delos baseados em dados como substitutos de componentes específicos da modelagem
física. O segundo paradigma baseia-se na operação independente dos modelos CFD
e ML, onde a eficiência computacional é incrementada através da interação de dados.
Neste caso, a CFD gera conjuntos de dados de alta qualidade para o treinamento
dos modelos de ML, enquanto os modelos treinados permitem uma predição rápida
das características do campo de escoamento em novos cenários. Esta abordagem
estabelece um mecanismo sinérgico entre CFD e ML mediante a troca de dados.

Figura 2.7: Fluxo de trabalho da simulação híbrida FOM/DMD de um sistema
dinâmico conforme JIANG et al. [8]

Para o caso do primeiro paradigma, de substituição de uma parte do solucio-
nador numérico por um modelo substituto de ML, temos o trabalho proposto por
Youngsoo Choi, no qual se desenvolve um modelo de ordem reduzida construído em
tempo real e integrado diretamente na simulação do escoamento, permitindo a subs-
tituição progressiva do modelo de ordem completa (FOM) do solucionador físico.
Diferentemente dos métodos offline, que requerem a execução prévia de simula-
ções completas do FOM para a geração de bases reduzidas, o ROM é construído
dinamicamente durante a simulação e ativado apenas quando atinge um nível de
confiabilidade adequado. Para a construção online do modelo reduzido, emprega-se
a decomposição modal dinâmica , utilizando atualizações de posto baseadas em um
único vetor de instantâneas por iteração. A metodologia é validada no caso de es-
coamento ao redor de um cilindro com número de Reynolds Re=100, verificando-se
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a correta predição do número de Strouhal e obtendo-se uma aceleração computaci-
onal de aproximadamente 4,4 vezes em comparação com o solucionador FOM. Na
Figura 2.7 é mostrado o esquema de trabalho utilizado, onde o solucionador numé-
rico das equações de velocidade e pressão é substituído de forma adaptativa pelo
modelo baseado em ML/ROM, sempre que a predição do modelo se mantém dentro
da tolerância estabelecida pelo sistema.

Figura 2.8: Esquema do arcabouço híbrido ANCHOR para inferência adaptativa
com controle de erro de ROY et al. [9]

Outro exemplo representativo desta abordagem é o trabalho proposto por ROY
et al. [9], denominado ANCHOR (Adaptive Numerical Correction for High-fidelity
Operator Rollouts), o qual propõe um esquema híbrido de inferência que acopla de
maneira adaptativa um operador neural previamente treinado com um solucionador
numérico clássico. Nesta metodologia, o operador neural atua como motor principal
de predição, enquanto um estimador de erro baseado na física, construído a partir
do resíduo da equação em derivadas parciais, permite monitorar online a acumula-
ção de erro durante inferências de longo horizonte temporal. Inspirado em técnicas
de passo de tempo adaptativo, o método utiliza uma média móvel exponencial do
resíduo normalizado da PDE para ativar intervenções corretivas do solucionador
numérico sem requerer acesso a soluções de referência. Os resultados demonstram
que este estimador de erro apresenta forte correlação com o erro relativo real em
norma, permitindo um controle de erro sensível à instância e livre de dados durante
a inferência. A metodologia é validada em múltiplos problemas canônicos de PDEs
dependentes do tempo, incluindo as equações de Burgers em 1D e 2D, Allen–Cahn
em 2D e condução de calor em 3D, mostrando uma melhoria significativa na estabi-
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lidade e robustez das predições de longo horizonte em comparação com operadores
neurais independentes, mantendo ao mesmo tempo uma eficiência computacional
muito superior à dos solucionadores de alta fidelidade.

A abordagem consiste na integração de um modelo substituto baseado em ML
dentro do ciclo de simulação, atuando de forma acoplada ao solucionador físico. A
partir dos campos de velocidade em instantes anteriores, são extraídos blocos locais
do domínio que constituem a entrada do modelo substituto. Estes blocos são proje-
tados em um espaço de baixa dimensão por meio de Análise de Componentes Prin-
cipais e, posteriormente, processados por uma rede neural do tipo MLP, responsável
por predizer a informação reduzida associada ao campo de pressão. Finalmente,
mediante uma transformação inversa e um processo de montagem, reconstrói-se o
campo de pressão completo, que é utilizado diretamente dentro do solucionador
CFD.

Desenvolvem-se duas variantes deste esquema híbrido, ambas capazes de reduzir
significativamente o número de iterações necessárias para a convergência do soluci-
onador de pressão durante simulações não estacionárias. A validade da abordagem
é demonstrada mediante a correta predição de grandezas físicas globais, como o co-
eficiente de arrasto e o número de Strouhal, ao mesmo tempo que se obtém uma
aceleração computacional de até um fator oito em comparação com o solucionador
tradicional. Este trabalho se enquadra na categoria de solucionadores CFD híbridos
acoplados, nos quais modelos físicos e modelos data-driven interagem diretamente
durante a simulação, permitindo melhorar a eficiência computacional sem compro-
meter a fidelidade física dos resultados.

O segundo paradigma baseia-se na operação independente dos modelos CFD e
ML, onde a eficiência computacional é incrementada através da interação de dados.
Neste caso, a CFD gera conjuntos de dados de alta qualidade para o treinamento
dos modelos de ML, enquanto os modelos treinados permitem uma predição rápida
das características do campo de escoamento em novos cenários. Esta abordagem
estabelece um mecanismo sinérgico entre CFD e ML mediante a troca de dados, au-
mentando significativamente a eficiência computacional sem comprometer a precisão
das predições.
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Figura 2.9: Representação esquemática do modelo substituto acoplado ao solucio-
nador CFD segundo SOUSA et al. [10]

36



Capítulo 3

Método Proposto

3.1 Fluxo de trabalho tradicional em CFD

Tradicionalmente, métodos numéricos têm sido utilizados principalmente para resol-
ver equações diferenciais parciais, nas quais uma equação física é discretizada tanto
no espaço quanto no tempo. A maneira como essa discretização é realizada define
as diferentes abordagens para a obtenção de soluções aproximadas para o problema
[77], dando origem a métodos como o Método dos Elementos Finitos, o Método dos
Elementos de Contorno e o Método dos Volumes Finitos . A forma como os dife-
rentes métodos são escolhidos e sua eficácia são tópicos de discussão, dependendo
da natureza do problema, mas o foco principal é a obtenção de uma solução aproxi-
mada no tempo e no espaço para uma equação governante. A Figura 3.1 apresenta
o esquema comumente utilizado de trabalho para a construção de uma simulação
em problemas de CFD.

Figura 3.1: Integração entre Modelos Digitais e Algoritmos de Aprendizado de Má-
quina conforme QUARTERONI et al. [2]
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3.2 Equações Governantes

O escoamento viscoso no domínio é descrito pelas equações de Navier–Stokes incom-
pressíveis, equipadas com condições de contorno de Dirichlet e Neumann prescritas.

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+ ν∇2u em Ω× (0, T ], (3.1)

∇ · u = 0 em Ω× (0, T ], (3.2)

u = uD em ΓD × (0, T ], (3.3)

(−pI+ ν∇u) · n = tN em ΓN × (0, T ], (3.4)

onde t representa o tempo, u é o campo de velocidade, p é a pressão, ρ é a den-
sidade do fluido, e ν é a viscosidade cinemática. As equações governantes requerem
uma condição inicial u(x, 0) = u0(x).

A Equação (3.2) representa a condição de incompressibilidade do fluido, a qual
deriva do fato de que, em um meio contínuo incompressível, a densidade de massa
permanece constante ao longo do movimento. Essa restrição impõe uma condição
adicional ao problema que, se não for tratada adequadamente, pode levar a compor-
tamentos numéricos instáveis no método dos elementos finitos. Em particular, o uso
de funções de interpolação não compatíveis para os campos de velocidade e pressão
pode gerar oscilações espúrias na pressão, fenômeno que ocorre independentemente
do valor do número de Reynolds.

A estabilidade da solução aproximada por elementos finitos (uh, ph) do problema
estacionário de Stokes ou das equações de Navier–Stokes incompressíveis é garan-
tida apenas se os espaços discretos de velocidade Vh e de pressão Qh satisfizerem a
denominada condição de Ladyzhenskaya–Babuška–Brezzi (LBB) [93], também co-
nhecida como condição inf-sup. Essa condição é expressa pela seguinte desigualdade
discreta:

inf
qh∈Qh

sup
wh∈Vh

(qh,∇ ·wh)

∥qh∥0 ∥wh∥1
≥ β > 0,

onde β é uma constante positiva independente do tamanho da malha. Na litera-
tura, diversos pares de elementos finitos foram identificados como satisfazendo essa
condição, sendo, portanto, adequados para a simulação numérica de escoamentos
governados pelas equações de Navier–Stokes incompressíveis.
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3.2.1 Formulação por Elementos Finitos do Problema

O problema de Navier–Stokes incompressível em regime transiente pode ser for-
mulado em sua forma fraca, necessária para a aplicação do método dos elementos
finitos. Sejam v ∈ V o espaço de funções de teste para a velocidade e q ∈ Q o
espaço de funções de teste para a pressão. A forma fraca é obtida multiplicando as
equações governantes por funções de teste apropriadas e integrando sobre o domínio
Ω:

∫︂
Ω

∂u

∂t
·v dΩ+

∫︂
Ω

(u·∇)u·v dΩ+

∫︂
Ω

ν∇u : ∇v dΩ−
∫︂
Ω

p∇·v dΩ =

∫︂
Ω

f ·v dΩ, (3.5)

∫︂
Ω

q∇ · u dΩ = 0. (3.6)

Para transferir o conjunto de equações governantes para um sistema linear
de equações algébricas, introduzem-se funções de teste, convertendo o problema
diferencial original em um problema formulado em termos de integrais sobre o do-
mínio. Uma vez que tanto o campo de velocidade quanto o campo de pressão são
incógnitas do problema, adota-se uma formulação mista, na qual são definidos dois
espaços de aproximação distintos para a solução discreta.

Sejam Vh ⊂ V e Qh ⊂ Q os espaços discretos de elementos finitos associados
à velocidade e à pressão, respectivamente. As soluções aproximadas são expressas
como combinações lineares das funções de base desses espaços, dadas por:

uh(x, t) =
Nv∑︂
i=1

Ui(t)φi(x), ph(x, t) =

Np∑︂
j=1

Pj(t)ψj(x), (3.7)

onde φi e ψj representam as funções de base associadas aos espaços de velocidade
e pressão, respectivamente, e Ui(t) e Pj(t) são os coeficientes desconhecidos do pro-
blema.

De forma análoga, escolhem-se funções de teste vh ∈ Vh e qh ∈ Qh. Subs-
tituindo as aproximações discretas na formulação fraca das equações de Navier–
Stokes incompressíveis, obtém-se a seguinte formulação variacional discreta: encon-
trar (uh, ph) ∈ Vh ×Qh tal que, para todo (vh, qh) ∈ Vh ×Qh,
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∫︂
Ω

∂uh

∂t
· vh dΩ +

∫︂
Ω

(uh · ∇)uh · vh dΩ

+

∫︂
Ω

ν∇uh : ∇vh dΩ−
∫︂
Ω

ph∇ · vh dΩ

=

∫︂
Ω

f · vh dΩ,∫︂
Ω

qh∇ · uh dΩ = 0.

(3.8)

A formulação variacional discreta acima conduz, após a discretização temporal e
o processo de montagem, a um sistema de equações algébricas que pode ser resolvido
numericamente por meio de métodos iterativos adequados. No presente trabalho, as
equações de Navier–Stokes são resolvidas utilizando elementos finitos do tipo Taylor–
Hood, nos quais o campo de velocidade é aproximado por funções de interpolação
de ordem superior em relação à pressão, garantindo a estabilidade da formulação
mista.

Além disso, adota-se uma estratégia de solução monolítica, na qual os campos de
velocidade e pressão são resolvidos simultaneamente em um único sistema acoplado.
Após a discretização espacial pelo método dos elementos finitos, o sistema algébrico
resultante pode ser representado na forma de blocos como[︄

A BT

B 0

]︄[︄
u

p

]︄
=

[︄
f

g

]︄
, (3.9)

onde u representa o vetor de velocidades, p corresponde ao campo de pressão,
A está associado aos termos de momento da equação de Navier–Stokes, e B repre-
senta o operador de divergência relacionado à condição de incompressibilidade do
escoamento. A escolha dessa abordagem também está relacionada ao objetivo deste
trabalho de integrar modelos de Machine Learning em um contexto não intrusivo.
Nesse sentido, a obtenção simultânea dos campos de velocidade (variáveis vetoriais)
e pressão (variável escalar) facilita a organização e o tratamento dos dados gerados
pelas simulações numéricas, permitindo sua utilização direta em etapas posteriores
de projeção e construção de modelos baseados em dados. Essa estrutura é particu-
larmente conveniente para o desenvolvimento de modelos substitutos e técnicas de
redução de ordem, nas quais os campos físicos são utilizados como entradas para
algoritmos de aprendizado de máquina sem a necessidade de modificar o solver nu-
mérico original.
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3.2.2 Discretização com elementos Taylor-Hood P2-P1

Para satisfazer a condição de estabilidade de LBB, utiliza-se elementos Taylor-Hood:

• Velocidade u: elementos quadráticos P2.

• Pressão p: elementos lineares P1.

Sejam {ϕi} as funções de forma P2 para a velocidade e {ψj} as funções de forma
P1 para a pressão. Aproximando os campos como

uh(x, t) =
Nu∑︂
i=1

Ui(t)ϕi(x), ph(x, t) =

Np∑︂
j=1

Pj(t)ψj(x), (3.10)

a formulação discreta do problema resulta em um sistema de equações diferenciais
ordinárias (EDO) de grande dimensão:

M
dU

dt
+C(U)U+KU−DTP = F, (3.11)

DU = 0, (3.12)

onde:

• M é a matriz de massa,

• C(U) é a matriz de convecção não linear,

• K é a matriz de rigidez associada à difusão viscosa,

• D é a matriz de divergência,

• F é o vetor de forças externas.

O sistema acoplado de velocidade e pressão é então resolvido em cada passo de
tempo usando uma abordagem adequada (por exemplo, método de decomposição de
blocos ou método de segregação), respeitando as condições de contorno de Dirichlet
e Neumann.
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3.2.3 Métodos de integração por marcha temporal

Em problemas dependentes do tempo, como as equações de Navier–Stokes, é necessá-
rio também discretizar a variável temporal. A integração por marcha temporal
consiste em avançar a solução de um instante tn até tn+1 utilizando um passo de
tempo ∆t. Existem diferentes métodos de integração, que podem ser classificados
em:

• Métodos explícitos: a solução no tempo seguinte é calculada apenas a partir
da informação conhecida no tempo atual. Por exemplo, o método de Euler
explícito:

un+1 = un +∆t F (un, tn),

onde F (u, t) representa o termo do lado direito do sistema diferencial. Os
métodos explícitos são fáceis de implementar, mas exigem passos de tempo
pequenos para garantir estabilidade.

• Métodos implícitos: a solução no tempo seguinte depende também da so-
lução desconhecida em tn+1, o que leva à resolução de um sistema algebraico
em cada passo. Por exemplo, o método de Euler implícito:

un+1 = un +∆t F (un+1, tn+1).

Os métodos implícitos são geralmente mais estáveis e permitem passos de
tempo maiores, embora exijam resolver sistemas lineares ou não lineares em
cada passo.

• Métodos de ordem superior: esquemas como Crank–Nicolson combinam
os enfoques explícito e implícito para obter maior precisão temporal. A forma
típica do Crank–Nicolson é:

un+1 = un +
∆t

2

(︁
F (un, tn) + F (un+1, tn+1)

)︁
.

• Métodos multi-step e Runge–Kutta: para problemas que requerem alta
precisão temporal, podem ser utilizados métodos multi-step ou esquemas de
Runge–Kutta de ordem superior, que consideram múltiplas avaliações de F
dentro de cada passo de tempo.

A escolha do método de integração temporal depende da estabilidade, precisão
e custo computacional requerido pelo problema, assim como da natureza linear
ou não linear do sistema.
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3.3 Fluxo de trabalho Proposto

A Figura 3.2 apresenta o fluxo de trabalho utilizado para incorporar uma aproxima-
ção linear obtida por meio do nosso modelo de ordem reduzida, neste caso, DMD,
juntamente com o modelo de ordem completa. De forma análoga a um problema
transiente, a simulação começa com a integração temporal a partir de uma condição
inicial. No primeiro passo de tempo, apenas uma instantânea de pressão e veloci-
dade está disponível; portanto, o sistema ainda não pode ser aproximado usando o
ROM, sendo necessário resolvê-lo com o FOM. Como esta é uma abordagem aco-
plada, as matrizes de pressão e velocidade são armazenadas separadamente para
evitar problemas de consistência numérica.

Figura 3.2: Fluxo de trabalho proposto

A partir do segundo passo de tempo, o modelo de ordem reduzida — neste
caso, baseado em DMD — é inicializado como preditor para pressão e velocidade,
utilizando as matrizes de snapshots correspondentes. Esse modelo é continuamente
atualizado a cada passo de tempo para a reconstrução do sistema, com um posto
variável ajustado de acordo com a precisão desejada. O principal critério para
essa adaptação é o resíduo acumulado na predição do modelo DMD. Em seguida,
é realizada uma previsão de um passo à frente, e a norma L2 do resíduo R(u, p)

é avaliada na equação global. Se essa norma exceder a tolerância estabelecida, a
previsão não é aceita, e o solucionador de ordem completa é chamado novamente
para atualizar as matrizes com a solução obtida. Por outro lado, se a norma do
resíduo estiver abaixo da tolerância, a previsão é considerada válida e substitui o
FOM, que então é utilizado para atualizar o vetor de solução acoplada para pressão
e velocidade, iniciando assim um novo ciclo de simulação. Uma forma comum de
avaliar a precisão de uma previsão é através do erro local, definido no passo de tempo
k como

ek = yk − ŷk, (3.13)

onde o vetor numérico
yk = [uk pk] (3.14)
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representa o vetor acoplado que combina o campo de velocidade uk e o campo de
pressão pk, e ŷk representa a aproximação DMD de yk. No entanto, esta avaliação
requer acesso tanto à solução de referência obtida pelo modelo de ordem completa
quanto à solução aproximada do DMD, o que pode ser computacionalmente custoso.

Como alternativa, propõe-se o resíduo como uma medida representativa do erro
local, permitindo avaliar a qualidade da previsão DMD sem necessitar da solução
exata em cada passo de tempo. Seja

L(u, p) = f (3.15)

um sistema governado por um operador diferencial. Para uma solução aproximada
(ûk, p̂k), o resíduo é definido como

R(ûk, p̂k) = L(ûk, p̂k)− f . (3.16)

O operador diferencial corresponde à versão discretizada das equações de Na-
vier–Stokes. A norma do resíduo quantifica a magnitude da contribuição dos er-
ros locais, servindo assim como uma métrica para a aproximação. Neste trabalho,
o resíduo é calculado utilizando os campos de velocidade e pressão previstos pelo
DMD no passo de tempo futuro, juntamente com os termos do passo FOM anterior,
permitindo uma previsão de passo único para a transição entre a previsão do modelo
de ordem reduzida e o solucionador físico de alta fidelidade.
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3.4 Métricas de desempenho

Com o objetivo de avaliar a precisão, a estabilidade e a eficiência computacional da
solução proposta baseado no DMD, são definidos e analisados diferentes indicadores
de erro e desempenho. Esses indicadores permitem comparar quantitativamente a
solução reduzida obtida por meio do DMD com a solução de referência (modelo de
alta fidelidade), tanto do ponto de vista numérico quanto computacional.

3.4.1 Erro local

O erro local é utilizado para avaliar a precisão pontual da solução aproximada ob-
tida por meio do DMD em comparação com a solução de referência. Essa análise
é realizada tanto para o campo de velocidade quanto para o campo de pressão,
permitindo estudar a distribuição espacial do erro ao longo de todo o domínio do
problema físico.

Para uma grandeza genérica ϕ(x, t), o erro local é definido como:

elocal(x, t) = |ϕref(x, t)− ϕDMD(x, t)| (3.17)

onde ϕref corresponde à solução de referência e ϕDMD à solução reconstruída por
meio do DMD.

Esse indicador permite identificar regiões do domínio nas quais a aproximação
apresenta maiores discrepâncias, bem como avaliar a capacidade do método DMD
de capturar estruturas espaciais relevantes do escoamento.

3.4.2 Erro global baseado na norma de Frobenius

Para avaliar o erro global da solução reconstruída, emprega-se a norma de Frobenius
aplicada à diferença entre os campos completos da solução de referência e da solução
DMD. Esse erro fornece uma medida integrada do desempenho do modelo reduzido
em todo o domínio e para cada instante de tempo.

O erro de Frobenius é definido como:

EF (t) =
∥Xref(t)−XDMD(t)∥F

∥Xref(t)∥F
(3.18)

onde ∥ · ∥F representa a norma de Frobenius e X agrupa as variáveis do sistema (ve-
locidade e/ou pressão) discretizadas espacialmente. O erro na equação 3.18 permite
avaliar a precisão global do modelo reduzido e sua evolução temporal.
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3.4.3 Erro absoluto residual e acumulação do erro

Com o objetivo de analisar a estabilidade temporal do método DMD e verificar se
os erros de predição se acumulam ao longo da simulação, define-se o erro absoluto
residual entre estados consecutivos do sistema.

O erro residual é expresso como:

Eres(t) = ∥XDMD(t+∆t)−ADMDXDMD(t)∥2 (3.19)

onde ADMD representa o operador dinâmico aproximado por meio do DMD.
A análise desse erro permite avaliar a capacidade do modelo de manter predições

consistentes ao longo do tempo e detectar possíveis fenômenos de crescimento ou
acumulação do erro numérico durante simulações prolongadas.

3.4.4 Avaliação do speed-up computacional

Por fim, avalia-se a eficiência computacional do método DMD por meio do cálculo
do speed-up, o qual quantifica a redução do tempo de computação em comparação
com a solução de referência de alta fidelidade.

O speed-up é definido como:

S =
Tref

TDMD
(3.20)

onde Tref corresponde ao tempo total de simulação do modelo completo e TDMD ao
tempo requerido para a reconstrução e predição por meio do DMD. O speed-up na
equação 3.20 permite avaliar o potencial do método como ferramenta de redução de
ordem, especialmente em aplicações nas quais são necessárias simulações em tempo
quase real ou múltiplas avaliações paramétricas.
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3.5 Implementação computacional

3.5.1 DOLFINx: A nova geração do framework FEniCSx

O Projeto FEniCSx é uma plataforma de computação científica de código aberto
destinada à resolução de equações diferenciais parciais por meio do método dos ele-
mentos finitos [94]. Sua estrutura é composta por diversos blocos de construção,
ou seja, componentes de software que, em conjunto, formam o ecossistema FEniCS.
Esses componentes permitem traduzir formulações específicas do método dos ele-
mentos finitos em implementações computacionais funcionais para a resolução de
problemas científicos e de engenharia.

Figura 3.3: Arquitetura do FEniCSx e submódulos do DOLFINx, adaptado de
BARATTA et al. [11]

O FEniCSx é composto por quatro bibliotecas principais. A primeira é o UFL,
um linguagem específica de domínio que permite expressar formas variacionais de
elementos finitos; o Basix é uma biblioteca destinada à construção de elementos
finitos; o FFCx é responsável pela geração de kernels de montagem em linguagem
C de alto desempenho a partir das formulações definidas em UFL; e o DOLFINx, o
componente de maior porte, encarrega-se da gestão de malhas de elementos finitos,
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da montagem sobre as malhas, das estruturas de dados de álgebra linear e dos solu-
cionadores, bem como das operações de entrada e saída de dados (I/O). O UFL e o
FFCx são escritos em Python, enquanto o Basix e o DOLFINx são implementados
em C++, contando com interfaces em Python para a maior parte de suas funciona-
lidades. Essas bibliotecas, juntamente com os módulos que compõem o DOLFINx,
estão resumidas na Figura 3.3.

Em termos resumidos, o DOLFINx introduz as seguintes melhorias principais:

1. O DOLFINx consiste em uma reescrita completa, a partir do zero, da biblioteca
DOLFIN, desenvolvida utilizando C++ moderno e Python moderno. Sua
arquitetura baseia-se em uma abordagem orientada a dados e funcional, em
contraste com o design tradicional orientado a objetos, o que permite maior
flexibilidade, escalabilidade e manutenibilidade do código.

2. O DOLFINx integra-se de forma fluida com ferramentas modernas do ecossis-
tema Python, tais como NumPy e Numba, bem como com as metodologias
empregadas neste trabalho, por exemplo a Decomposição em Modos Dinâmi-
cos - pyDMD . Essa integração facilita a implementação de kernels de célula
de elementos finitos, a geração de malhas e os algoritmos de montagem, sem
perdas significativas de desempenho em relação a implementações equivalentes
em C++.

3. Os algoritmos do DOLFINx são projetados considerando a computação mas-
sivamente paralela, com ênfase na escalabilidade e na execução eficiente em
arquiteturas modernas de alto desempenho.

3.5.2 pyDMD: Framework em Python para Decomposição

em Modos Dinâmicos

O PyDMD é um pacote em Python projetado para executar o DMD de forma intui-
tiva e acessível. Desde o seu lançamento em 2018 [95], o PyDMD implementou uma
ampla variedade de algoritmos de DMD, incluindo variantes avançadas como Optimi-
zed DMD, CoSTS, Parametric DMD, Randomized DMD e Physics-informed DMD,
bem como ferramentas para análise de sistemas não lineares e pré-processamento de
dados. A versão mais recente do pacote oferece acesso a esses métodos de ponta por
meio de um código open-source, testado, documentado e modular, acompanhado
de diversos tutoriais em Jupyter Notebook que facilitam seu uso e extensão. O
PyDMD consolidou-se como uma ferramenta flexível e completa para cientistas e
engenheiros que trabalham com dados reais de diversos domínios, tornando-se uma
referência para a aplicação e o desenvolvimento de técnicas modernas de DMD.
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Como mostrado na Figura 3.4, observa-se a variedade de métodos DMD que podem
ser implementados com o módulo PyDMD.

Figura 3.4: Resumo de todas as funcionalidades do PyDMD na versão 1.0 conforme
ICHINAGA et al. [12]

3.5.3 Arcabouços de validação

Com o objetivo de validar o fluxo de trabalho proposto neste estudo, foram conside-
rados dois problemas clássicos e amplamente utilizados na literatura de Dinâmica de
Fluidos Computacional : o problema da cavidade com tampa móvel em regime lami-
nar (lid-driven cavity) e o escoamento ao redor de um cilindro em regimen laminar.
Esses dois casos de estudo foram selecionados por constituírem benchmarks bem
estabelecidos para a validação de métodos numéricos e de técnicas de modelagem
reduzida, permitindo a avaliação do desempenho do método proposto em diferentes
regimes de escoamento.

O problema da cavidade é frequentemente utilizado como teste para verificar a
precisão e a estabilidade de métodos numéricos aplicados às equações de Navier–
Stokes incompressíveis, uma vez que apresenta uma estrutura de vórtices bem co-
nhecida e amplamente documentada na literatura. Por outro lado, o escoamento
ao redor de um cilindro representa um problema clássico de dinâmica de fluidos
externa, caracterizado pela formação de esteiras vorticosas e por fenômenos dinâ-
micos complexos, sendo particularmente útil para avaliar métodos de análise modal
e técnicas baseadas em dados. No presente trabalho, a resolução numérica das
equações governantes é realizada por meio de um solver monolítico implementado
em Python utilizando a biblioteca FEniCSx. Nessa abordagem, os campos de ve-
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locidade e pressão são resolvidos de forma acoplada dentro de um único sistema
algébrico, permitindo maior robustez na solução do problema incompressível. A ge-
ração das malhas computacionais é realizada com Gmsh, enquanto a visualização e o
pós-processamento dos resultados numéricos são conduzidos por meio da ferramenta
ParaView, amplamente utilizada para análise de dados em simulações de CFD.

Uma vez obtidos os campos de velocidade e pressão ao longo do tempo, os dados
gerados pelas simulações são utilizados como entrada para a etapa de análise baseada
em dados. Nesse contexto, a técnica de DMD é aplicada para identificar estruturas
coerentes e padrões dinâmicos dominantes do escoamento. Para a implementação
dessa metodologia, utiliza-se a biblioteca PyDMD, a qual fornece uma coleção de
algoritmos para a decomposição modal dinâmica e suas variantes. Conforme menci-
onado anteriormente, essa abordagem permite integrar técnicas de aprendizado de
máquina e modelagem baseada em dados de forma não intrusiva, utilizando apenas
os dados provenientes das simulações numéricas sem a necessidade de modificar o
solver original.
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Capítulo 4

Experimentos Numéricos

Os experimentos numéricos foram executados em um Lenovo IdeaPad S145-15IWL
com Ubuntu 24.04.3 LTS (64 bits), kernel 6.14.0-37-generic e ambiente GNOME 46.
O equipamento possui um processador Intel Core i5-8265U de 8 núcleos, 8 GB de
RAM, gráficos Intel UHD 610 e NVIDIA GeForce MX110, e 256 GB de disco.

4.1 Problema da Cavidade

4.1.1 Importância do Problema

O problema da cavidade impulsionada por tampa (lid-driven cavity) é um caso
clássico na área de Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD) [96], amplamente
utilizado devido à sua geometria simples e à complexidade do escoamento gerado. O
movimento imposto na fronteira superior induz a formação de estruturas vorticais
internas e gradientes acentuados de velocidade, tornando-o um modelo adequado
para o estudo de fenômenos fundamentais da mecânica dos fluidos.

Esse problema é frequentemente empregado como caso de referência para vali-
dação de métodos numéricos, permitindo avaliar a precisão de esquemas de discreti-
zação, estratégias de acoplamento pressão-velocidade e técnicas de estabilização em
diferentes regimes de número de Reynolds. À medida que esse número aumenta,
o escoamento apresenta transições no seu padrão, com o surgimento de vórtices
secundários e mudanças na estrutura do fluxo, o que o torna um caso paradigmá-
tico para o desenvolvimento e comparação de algoritmos aplicados às equações de
Navier–Stokes.

51



4.1.2 Geometria, condições de contorno e parâmetros de si-

mulação

O domínio do problema corresponde a uma cavidade quadrada bidimensional com
dimensões L = 1.0 e H = 1.0, definida no plano (x, y) e completamente ocupada por
um fluido incompressível, Ω = [0, 1]× [0, 1]. Na fronteira superior (y = H) aplica-se
uma condição de velocidade horizontal constante, conhecida como lid-driven boun-
dary condition, dada por u = (U0, 0), com U0 = 1. Nas paredes laterais (x = 0

e x = L) e na parede inferior (y = 0) aplica-se a condição de não deslizamento
(no-slip), u = (0, 0), garantindo a aderência do fluido às superfícies sólidas. Para
fixar a pressão e evitar indeterminação, esta é definida em um ponto específico do
domínio, escolhido como (x, y) = (0, 0), onde p = 0.

Figura 4.1: Esquema da cavidade quadrada com tampa móvel (lid-driven cavity).

O problema foi resolvido numericamente utilizando elementos finitos mistos P2-
P1, com elementos de Lagrange de segunda ordem para a velocidade e de primeira
ordem para a pressão. O passo de tempo adotado foi ∆t = 0.1, a viscosidade
cinemática ν = 0.001 e o tempo final de simulação T = 30, sendo a integração
temporal realizada pelo esquema implícito backward Euler com parâmetro θ = 1.
A velocidade da tampa móvel foi fixada em U0 = 1.5 (Re=400), e as condições
de contorno foram aplicadas por meio de Dirichlet BCs na tampa e nas paredes,
enquanto a pressão foi fixada em um ponto para evitar indeterminação. A solução
do sistema não-linear foi obtida pelo método de Newton (NewtonSolver) com to-
lerâncias relativa e absoluta de 10−8 e máximo de 50 iterações. O sistema linear
resultante foi resolvido utilizando GMRES, com pré-condicionador ILU computado
pelo solucionador direto MUMPS. Esta configuração assegura a captura adequada
da dinâmica vortical interna característica da cavidade impulsionada por tampa,
garantindo precisão e estabilidade numérica do esquema temporal implícito.
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4.1.3 Geração da Malha

O domínio computacional consiste em uma cavidade quadrada unitária discretizada
por meio de uma malha estruturada de elementos triangulares gerada com Gmsh.
A geometria é definida por quatro pontos nos vértices e quatro linhas que delimi-
tam uma única superfície bidimensional. A malha final contém 11.861 nós e 6.034
elementos no total. O interior do domínio é discretizado utilizando 5.830 elementos
triangulares quadráticos (triângulos de seis nós), correspondendo a uma aproximação
espacial de segunda ordem (elementos P2). As fronteiras do domínio são representa-
das por 200 elementos de linha quadráticos, enquanto os quatro pontos geométricos
permanecem como entidades de dimensão zero. A utilização de elementos quadráti-
cos aumenta o número de graus de liberdade em comparação com uma discretização
linear, proporcionando maior precisão espacial na solução numérica do problema.

Tabela 4.1: Resumo dos elementos da malha da cavidade unitária gerada com Gmsh
Tipo de entidade Quantidade
Pontos geométricos 4
Linhas geométricas (bordas) 4
Superfícies (2D) 1
Nós totais na malha 11.861
Elementos totais 6.034
Elementos de ponto (0D) 4
Elementos de linha quadráticos (1D) 200
Elementos triangulares quadráticos (2D) 5.830

Figura 4.2: Malha estruturada da cavidade unitária
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4.2 Escoamento ao Redor de um Cilindro

4.2.1 Importância do Problema

O escoamento ao redor de um cilindro é um caso clássico e amplamente utilizado em
Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD) por concentrar fenômenos fundamen-
tais da mecânica dos fluidos externa. Trata-se de um problema que envolve separação
da camada limite, formação e desprendimento periódico de vórtices (esteira de von
Kármán) e transição de regime laminar para turbulento [97], dependendo do nú-
mero de Reynolds. Esse caso é particularmente relevante para a avaliação de forças
aerodinâmicas (arrasto e sustentação oscilatória) e para o estudo de instabilidades
hidrodinâmicas associadas à emissão de vórtices.

4.2.2 Geometria, condições de contorno e parâmetros de si-

mulação

O fluxo é descrito em um sistema de coordenadas cartesianas, onde o eixo x está
alinhado com a direção do escoamento e o eixo y é transversal e ortogonal ao eixo
do cilindro, em um domínio bidimensional que representa um canal retangular com
comprimento l = 2, 2 e altura 0, 41. As condições de contorno impõem uma ve-
locidade uniforme de entrada u = (1, 5, 0) na fronteira de entrada Γin (localizada
em x = 0), correspondendo a um número de Reynolds Re = 100. Condições de
não deslizamento, ou seja, velocidade nula, são aplicadas nas paredes do canal Γwalls

(em y = 0 e y = H) e na superfície do cilindro Γobs. Finalmente, uma condição
de pressão zero p = 0 é prescrita na fronteira de saída Γout. O cilindro possui raio
r = 0, 05 e está localizado na posição (cx, cy) = (0, 2, 0, 2).

Figura 4.3: Esquema geométrico do problema de escoamento ao redor de um cilindro.
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4.2.3 Geração de Malha

Foi utilizada uma malha não estruturada, refinando os elementos até um tamanho
mínimo hmin = r

2
nas regiões próximas ao cilindro, ou seja, para distâncias d ≤ r.

Fora dessa região, o tamanho dos elementos aumenta gradualmente até um máximo
hmax = 0, 1H para distâncias d ≥ H. A simulação foi realizada em uma malha
bidimensional composta por 3968 células e 4132 vértices.

Figura 4.4: Malha não estruturada para o escoamento ao redor de um cilindro

A malha foi gerada utilizando Gmsh (versão 4.13.1), com a geometria represen-
tando um canal contendo um obstáculo circular. A malha resultante é de segunda
ordem (curvilinear) e foi otimizada utilizando o algoritmo do Netgen. Foram utili-
zados 45.152 nós e um total de 11.629 elementos, distribuídos entre elementos qua-
driláteros de segunda ordem, elementos lineares e pontos geométricos. A geração da
malha foi realizada com recombinação de elementos triangulares em quadriláteros e
refinamento próximo ao obstáculo. A Tabela 4.2 apresenta um resumo quantitativo
dos principais elementos da malha.

Tabela 4.2: Resumo dos elementos da malha gerada com Gmsh para o escoamento
ao redor de um cilindro

Tipo de entidade Quantidade
Pontos geométricos 5
Linhas (bordas geométricas) 5
Superfícies (2D) 1
Nós totais na malha 45.152
Elementos totais 11.629
Line (1D) 448
Quadrilateral (2D) 11.176
Point (0D) 5
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4.3 Estratégia de avaliação

As duas simulações foram executadas conforme as condições específicas descritas em
cada exemplo e seguindo rigorosamente o workflow acoplado FOM–ROM apresen-
tado na Seção anterior. Em ambos os casos, a integração temporal inicia-se a partir
de uma condição inicial resolvida exclusivamente pelo modelo de ordem completa,
uma vez que, no primeiro passo de tempo, ainda não há snapshots suficientes para
construir a aproximação reduzida via DMD.

À medida que a simulação avança, os campos de velocidade e pressão são armaze-
nados separadamente, garantindo consistência numérica na construção das matrizes
de snapshots. A partir do segundo passo de tempo, o modelo de ordem reduzida
(ROM-DMD) passa a atuar como preditor, fornecendo uma estimativa da solução
no passo futuro. Essa previsão é então validada por meio da norma do resíduo da
equação global. Neste trabalho, foi adotada uma tolerância fixa de 10−4 para a
norma do resíduo em ambos os problemas analisados. Caso a norma exceda esse
valor, o passo é rejeitado e o FOM é novamente acionado para corrigir a solução e
atualizar a base de dados. Caso contrário, a previsão do ROM é aceita, substituindo
temporariamente o FOM e iniciando um novo ciclo computacional.

Para analisar a influência do grau de truncamento na qualidade da aproximação,
o posto reduzido r da DMD foi variado sistematicamente. No problema da cavidade
impulsionada por tampa foram considerados r = 20, 40, 60 e o posto ótimo ropt,
enquanto no escoamento ao redor de um cilindro adotaram-se r = 20, 40, 80 e ropt.
Essa escolha permitiu investigar o compromisso entre custo computacional e precisão
da reconstrução modal.

Durante as simulações, diferentes métricas quantitativas foram monitoradas para
avaliar desempenho e robustez do método: (i) a norma do resíduo, utilizada como
critério de transição entre ROM e FOM com tolerância 10−4, (ii) o erro de Fro-
benius associado à reconstrução completa dos snapshots, (iii) o erro local definido
como a diferença entre a solução FOM e a aproximação DMD quando ambas estão
disponíveis, e (iv) o tempo computacional total de execução. Ambos os casos foram
executados na mesma máquina computacional, garantindo uniformidade nas condi-
ções de comparação e permitindo uma análise consistente do ganho de desempenho
proporcionado pelo modelo de ordem reduzida.
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Capítulo 5

Resultados e Discussões

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos a partir da implementação do
arcabouço proposto para a aceleração de simulações numéricas. A metodologia de-
senvolvida é avaliada por meio de dois casos de referência clássicos da Dinâmica dos
Fluidos Computacional: o problema da cavidade com tampa móvel e o escoamento
ao redor de um cilindro.

5.1 Problema da Cavidade

5.1.1 Campos de Velocidade e Pressão

Inicialmente, realiza-se uma comparação visual entre a solução de ordem completa
(FOM) e a aproximação obtida via DMD no instante final da simulação (t = 15 s).
Para essa análise, foi empregado o modelo DMD com posto ótimo (r = 135) e modo
exato habilitado, conforme implementado no pacote PyDMD.

A Figura 5.1 apresenta a comparação entre os campos de velocidade obtidos pelo
FOM e pelo modelo reduzido. Observa-se que a aproximação DMD reproduz ade-
quadamente as principais estruturas do escoamento, incluindo o vórtice primário no
interior da cavidade e os gradientes intensos próximos à tampa móvel. A distribuição
espacial do campo, bem como a posição e intensidade das regiões de recirculação,
mostram elevada concordância entre as duas soluções.

As diferenças visuais são mínimas e restritas a pequenas variações locais, não
comprometendo a representação global da dinâmica do escoamento. De modo geral,
os resultados confirmam que o posto ótimo selecionado é suficiente para capturar
os modos dominantes do sistema, garantindo uma reconstrução fiel do campo de
velocidade no instante analisado.
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(a) Simulação FOM da velocidade t = 15 s (b) Aproximação Online DMD da veloci-
dade t = 15 s

Figura 5.1: Comparação entre a simulação FOM original e a aproximação online
DMD do campo de velocidade em t = 15 s.

Realiza-se a comparação entre a solução FOM e a aproximação Online DMD para
o campo de pressão no instante t = 15 s. Observa-se elevada concordância global
entre as distribuições, indicando que o modelo reduzido reproduz adequadamente
a estrutura espacial do campo. Nota-se uma leve diferença de coloração em um
dos cantos do domínio, associada à condição de referência da pressão (fixação em
um ponto para garantir unicidade da solução). Essa discrepância é local e não
compromete a representação global do campo,

(a) Simulação FOM da velocidade t = 15 s (b) Aproximação Online DMD da veloci-
dade t = 15 s

Figura 5.2: Comparação entre a simulação FOM original e a aproximação online
DMD do campo de pressão em t = 15 s.
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5.1.2 Erro Local

A Figura 5.3 apresenta a distribuição do erro local para os campos de velocidade e
pressão no instante t = 15 s. Observa-se que, para a velocidade, a magnitude do erro
é da ordem de 10−3, indicando boa concordância com a solução FOM. O erro não se
distribui de forma uniforme no domínio, concentrando-se principalmente na região
central da cavidade, onde se desenvolvem estruturas vorticais e maiores gradientes
de velocidade. Isso é esperado, pois tais regiões apresentam maior complexidade
dinâmica e são mais sensíveis à truncagem modal do DMD. Para o campo de pres-
são, o erro apresenta magnitude ainda menor e distribuição espacial mais suave,
sem concentrações intensas localizadas. As pequenas discrepâncias observadas estão
associadas às regiões de maior acoplamento com o campo de velocidade e à condição
de referência da pressão.

(a) (a) Erro local da velocidade em t = 15 s (b) (b) Erro local da pressão em t = 15 s

Figura 5.3: Distribuição do erro local entre a solução FOM e a aproximação Online
DMD para os campos de velocidade e pressão em t = 15 s (r = 55).

5.1.3 Análise do Posto

A Tabela 5.1 permite analisar diretamente a influência do posto reduzido r da matriz
DMD tanto na quantidade de previsões aceitas dentro da tolerância prescrita quanto
na qualidade da reconstrução medida pelo erro relativo de Frobenius.

Observa-se inicialmente que o aumento do posto r está diretamente associado
ao crescimento do número de previsões realizadas exclusivamente pelo ROM dentro
da tolerância de 10−4. Para r = 20, apenas 11 previsões foram aceitas, indicando
que a base modal reduzida é insuficiente para capturar adequadamente a dinâmica
dominante do sistema. À medida que o posto aumenta para r = 40 e r = 60,
o número de previsões cresce significativamente (141 e 188, respectivamente), evi-
denciando que uma maior quantidade de modos melhora a capacidade preditiva do
modelo reduzido.
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Tabela 5.1: Número de previsões do ROM dentro da tolerância prescrita e erros
relativos de Frobenius (em porcentagem) para os campos de pressão e velocidade
em diferentes postos utilizando DMD
Posto Previsões com DMD Erro relativo de Fro-

benius para veloci-
dade [%]

Erro relativo de Fro-
benius para pressão
[%]

20 11 0,13 0,09
40 141 0,54 0,41
60 188 0,86 0,69

Ótimo* 185 0,78 0,62

Entretanto, a análise dos erros relativos de Frobenius revela um comportamento
distinto. Embora o número de previsões aumente com r, o erro relativo também
cresce progressivamente. Para r = 20, os erros são relativamente baixos (0,13% para
velocidade e 0,09% para pressão), enquanto para r = 60 os erros atingem 0,86% e
0,69%, respectivamente. Esse comportamento sugere que o aumento excessivo do
posto pode introduzir modos menos relevantes dinamicamente, potencialmente as-
sociados a ruído numérico ou pequenas flutuações da solução, degradando levemente
a qualidade global da reconstrução.

Comparando-se o caso de posto ótimo (ropt) com r = 60, observa-se que ambos
apresentam número de previsões bastante semelhante (185 contra 188), indicando
capacidade preditiva praticamente equivalente. No entanto, o caso ótimo apresenta
erros relativos menores (0,78% para velocidade e 0,62% para pressão), evidenciando
melhor equilíbrio entre precisão e capacidade de generalização. Esse resultado sugere
que valores excessivamente elevados de r podem levar a um ajuste excessivo da base
modal aos snapshots disponíveis, caracterizando um possível efeito de overfitting, no
qual o modelo captura componentes pouco relevantes da dinâmica em detrimento
da robustez global da aproximação. De forma geral, os resultados indicam que o
aumento do posto reduzido melhora a frequência de utilização do ROM no esquema
acoplado, reduzindo a dependência do FOM. Entretanto, existe um compromisso
claro entre capacidade preditiva e qualidade da reconstrução, sendo o posto ótimo
aquele que maximiza o número de previsões mantendo o erro global controlado. Essa
análise reforça a importância de um critério sistemático para seleção do posto da
DMD, especialmente em simulações transientes acopladas FOM–ROM.

Os gráficos apresentados mostram a evolução do posto efetivo das matrizes DMD
para velocidade e pressão ao longo dos passos de tempo da simulação da cavidade
com número de Reynolds 400, utilizando o método opt-DMD. O eixo horizontal re-
presenta os passos de tempo da simulação, enquanto o eixo vertical indica o posto
efetivo da matriz DMD, ou seja, o número de modos dinâmicos necessários para
capturar a dinâmica dominante do sistema em cada instante. A cor púrpura cor-
responde à velocidade e a laranja à pressão. O opt-DMD ajusta dinamicamente o
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número de modos retidos para representar adequadamente o sistema; assim, o au-
mento do posto indica a emergência de estruturas de fluxo mais complexas ao longo
do tempo,

Figura 5.4: Histórico temporal do posto ótimo da matriz DMD para a velocidade
(esquerda) e pressão (direita)

enquanto regiões de platô sugerem comportamentos relativamente estáveis ou pe-
riódicos, nos quais não são necessários modos adicionais. No caso da velocidade,
observa-se um incremento progressivo do posto de aproximadamente 15 até 115,
evidenciando que, inicialmente, o fluxo é relativamente simples, dominado pelo de-
senvolvimento de vórtices na cavidade, e que, com o avanço da simulação, surgem
escalas de movimento mais complexas, aumentando o número de modos necessários.

A estabilização final do posto sugere a aproximação de um estado quase esta-
cionário, característico de um fluxo de cavidade a Re = 400. Para a pressão, o
comportamento do posto é semelhante ao da velocidade, refletindo o forte acopla-
mento entre ambos os campos, sendo que pequenas diferenças na inclinação ou saltos
no gráfico podem indicar respostas locais da pressão a alterações do fluxo, como a
formação ou dissipação de vórtices em instantes específicos. Esses resultados evi-
denciam a capacidade do opt-DMD de ajustar continuamente o número de modos
dinâmicos ao longo da simulação para capturar a dinâmica dominante do sistema,
destacando que, inicialmente, poucos modos são suficientes para representar o fluxo
simples e o desenvolvimento da camada limite.

61



5.1.4 Evolução da norma do resíduo

A análise do histórico da norma do resíduo para os três cenários evidencia de forma
clara a influência do posto de truncamento r na qualidade da aproximação e na
dinâmica do acoplamento FOM–ROM.

(a) Opt* case

(b) r = 20

(c) r = 40

Figura 5.5: Histórico temporal da norma do resíduo para o FOM-ROM acoplado

No caso Opt*, observa-se um comportamento equilibrado, no qual o FOM pro-
move reduções significativas do resíduo, atingindo ordens próximas à precisão de
máquina, enquanto o DMD mantém a solução dentro da tolerância prescrita, carac-
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terizando um regime estável com adequada representação das estruturas dinâmicas
dominantes. Para r = 20, verifica-se um aumento da atividade oscilatória e uma
maior frequência de reativações do modelo completo, sugerindo uma menor esta-
bilidade aparente na implementação do MOR. Contudo, esse comportamento pode
estar associado a uma sub-representação modal, implicando perda de informação
espectral relevante e, consequentemente, uma limitação na capacidade preditiva do
modelo reduzido. Por outro lado, para r = 40, a inclusão de um número maior
de modos proporciona maior fidelidade na reconstrução da dinâmica do sistema,
produzindo resultados bastante semelhantes ao caso otimizado. A principal dife-
rença reside no fato de que as regiões de ativação do modelo de ordem reduzida
não são uniformes ao longo da simulação, em comparação com o modelo otimi-
zado. Em termos globais, os resultados demonstram que a escolha de r estabelece
um compromisso intrínseco entre precisão espectral, estabilidade numérica e custo
computacional, sendo o caso otimizado aquele que melhor equilibra tais aspectos no
contexto do acoplamento adaptativo entre modelos de ordem completa e reduzida.

5.1.5 Ganho de desempenho

Os resultados apresentados na Tabela 5.2 mostram a comparação do custo compu-
tacional entre o modelo de ordem completa e o modelo reduzido obtido a partir
da técnica de decomposição modal dinâmica. Observa-se que o tempo de execução
do FOM para a simulação completa é de 300 s, servindo como referência para a
avaliação do ganho computacional proporcionado pelo modelo reduzido.

Rank Tempo ROM [s] Tempo FOM [s] Tempo Total [s] Speedup
FOM – 300 300 –
20 9 238 247 1.22
40 35 213 248 1.18
60 74 181 255 1.17

Opt* 83 146 229 1.31

Tabela 5.2: Comparação do custo computacional entre o modelo de ordem completa
(FOM) e o modelo reduzido.

Para os diferentes valores do posto considerados, verifica-se que o tempo total
de execução é reduzido em relação ao FOM, resultando em fatores de aceleração
(speedup) superiores à unidade. No caso de rank igual a 20, o tempo total de
execução é de 247 s, correspondendo a um speedup de aproximadamente 1.22. À
medida que o posto aumenta para 40 e 60, observa-se um aumento no custo associado
ao cálculo do ROM, refletido no crescimento do tempo de reconstrução do modelo
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reduzido. Consequentemente, o ganho computacional tende a diminuir ligeiramente,
resultando em speedups de 1.18 e 1.17, respectivamente.

Por outro lado, o caso identificado como posto ótimo apresenta o melhor de-
sempenho computacional, com um tempo total de 229 s e um speedup de aproxi-
madamente 1.31, conforme apresentado na Tabela 5.2. Esse resultado sugere que
existe um compromisso entre a dimensão do subespaço modal utilizado na reconstru-
ção do escoamento e o custo computacional do método reduzido. Assim, a escolha
adequada do rank permite preservar as principais estruturas dinâmicas do escoa-
mento enquanto reduz o tempo de processamento em comparação com o modelo de
ordem completa. De forma geral, os resultados indicam que o uso do modelo re-
duzido possibilita uma diminuição do custo computacional da simulação, mantendo
ao mesmo tempo a capacidade de capturar as características dinâmicas principais
do escoamento. Esse comportamento reforça o potencial de técnicas baseadas em
decomposição modal como ferramentas eficientes para acelerar simulações numéri-
cas e para o desenvolvimento de modelos substitutos em problemas de dinâmica de
fluidos computacional.
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5.2 Escoamento ao Redor de um Cilindro

5.2.1 Campos de Velocidade e Pressão

Nesta seção, apresentamos e discutimos os resultados obtidos com o modelo de-
senvolvido. Para isso, iniciamos com uma comparação visual entre o escoamento
original e a previsão aproximada dos campos de velocidade e pressão no passo de
tempo final, onde foi aplicado um modelo DMD com posto ótimo ( r = 135 ) e modo
exato habilitado, conforme implementado no pacote PyDMD. A Figura 5.6 mostra
essa comparação, na qual é possível observar visualmente a semelhança entre ambos
os campos ao comparar a simulação FOM com os resultados obtidos via DMD.

(a) Simulação FOM da velocidade t = 3 s

(b) Aproximação Online DMD da velocidade t = 3 s

Figura 5.6: Comparação entre a simulação original FOM e a aproximação online
DMD para o campo de velocidade em t = 3 s.

A Figura 5.7 apresenta a comparação entre a simulação completa e a aproxima-
ção reduzida por meio do Online DMD para o campo de pressão em t = 3 s. De
modo geral, observa-se uma excelente concordância qualitativa entre ambas as solu-
ções, especialmente na distribuição global do campo e na localização dos gradientes
mais intensos ao redor do obstáculo circular. O modelo DMD consegue capturar
corretamente a estrutura principal do campo de pressão, incluindo a região de alta
pressão a montante do cilindro e a zona de baixa pressão na esteira. Isso indica
que os modos dominantes retidos na decomposição são suficientes para represen-
tar a dinâmica principal do sistema neste instante temporal. Entretanto, podem
ser observadas pequenas diferenças em regiões onde o gradiente de pressão é mais
acentuado, particularmente nas proximidades da superfície do cilindro e na região
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imediata de separação. Essas discrepâncias são esperadas, uma vez que o modelo
reduzido tende a suavizar estruturas de pequena escala devido à truncagem modal.

(a) Simulação FOM da pressão t = 3 s

(b) Aproximação online DMD da pressão t = 3 s

Figura 5.7: Comparação entre a simulação original FOM e a aproximação online
DMD para o campo de pressão em t = 3 s.

5.2.2 Erro Local

Com base na comparação anterior, a Figura 5.8 apresenta o erro local entre os
campos de velocidade e pressão obtidos pelo Modelo de Ordem Completa e pelo
modelo reduzido FOM–DMD no instante t = 3 s. A distribuição espacial do erro
revela características importantes sobre o desempenho do modelo reduzido.

No campo de velocidade, observa-se que os maiores valores de erro estão concen-
trados principalmente na região de formação e desprendimento de vórtices a jusante
do cilindro. Essa região é caracterizada por fortes gradientes, comportamento al-
tamente não linear e elevada sensibilidade às estruturas coerentes transientes. A
concentração do erro nessas áreas indica que a base modal truncada do DMD, em-
bora capaz de capturar a dinâmica dominante, apresenta limitações na reconstrução
de escalas espaciais menores e de fenômenos convectivos mais complexos. Ainda
assim, a magnitude do erro permanece relativamente baixa quando comparada aos
valores característicos do campo de velocidade, sugerindo boa capacidade preditiva
global. Para o campo de pressão, o erro apresenta menor extensão espacial e está
mais localizado nas proximidades do obstáculo e na região imediata da esteira. A
distribuição mais compacta do erro indica que a reconstrução do campo de pressão
é mais estável e menos sensível às estruturas vorticosas de pequena escala.
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(a) Erro local da velocidade t = 3 s

(b) Erro local da pressão t = 3 s

Figura 5.8: Erro nas aproximações de velocidade e pressão calculado em cada nó do
domínio.

5.2.3 Análise do Posto

Para avaliar ainda mais o desempenho do ROM, testamos nossa estratégia utilizando
diferentes valores de r. A Tabela 5.3 consolida os resultados para r = {40, 60, 80},
bem como o caso em que o DMD otimiza r durante a execução da simulação
(Ótimo*). Avaliamos com que frequência as previsões em tempo real apresentam
resíduos dentro da tolerância prescrita e os erros relativos de Frobenius entre as so-
luções do Modelo de Ordem Completa e aquelas obtidas pelo método FOM-DMD.

À medida que r aumenta, a qualidade da previsão por passo de tempo melhora,
indicando uma aproximação local mais precisa pelo ROM. Apesar disso, os erros de
Frobenius para pressão e velocidade permanecem quase constantes devido à baixa
tolerância na norma dos resíduos, garantindo previsões confiáveis.

Observamos que, para este caso ótimo, 135 passos de tempo — cerca de 45% dos
300 passos de tempo totais — foram processados utilizando DMD, em vez de exigir
a computação do modelo FOM completo. Isso sugere que modelos de posto dinâ-
mico oferecem uma melhor aproximação local e eficiência adaptativa em comparação
com modelos de posto estático, pois capturam de forma mais eficaz as mudanças
temporais do sistema.

O posto de decomposição ótimo para ambas as matrizes de velocidade e pressão
varia a cada passo de tempo durante a simulação, refletindo os modos dinâmicos
necessários para melhor aproximar as soluções numéricas. Notavelmente, ambas as
matrizes exibem um comportamento linear em relação a o posto e compartilham o
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Tabela 5.3: Número de previsões do ROM dentro da tolerância prescrita e erros
relativos de Frobenius (em porcentagem) para os campos de pressão e velocidade
em diferentes postos utilizando DMD
Posto Previsões com DMD Erro relativo de Fro-

benius para veloci-
dade [%]

Erro relativo de Fro-
benius para pressão
[%]

40 38 1.5158 0.2245
60 55 1.5138 0.2245
80 90 1.5087 0.2451

Ótimo* 135 1.4081 0.2452

mesmo tamanho, destacando um padrão consistente na evolução do posto dinâmico.
A Figura 5.9 ilustra essas variações ao longo da simulação.

Figura 5.9: Evolução temporal do posto ótimo da matriz DMD para Velocidade (à
esquerda) e Pressão (à direita)
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5.2.4 Evolução da norma do resíduo

Com relação à evolução dos erros ao longo do tempo, a Figura 5.10 mostra a evo-
lução da norma do resíduo, calculada a partir do vetor de solução contendo pressão
e velocidade, ao longo da simulação. A linha tracejada vermelha indica o nível
de tolerância definido, enquanto os marcadores azuis representam as aproximações
obtidas via DMD e os marcadores cinza correspondem às soluções do Modelo de
Ordem Completa . O intervalo de tempo inicial marca a janela temporal usada para
inicializar o método. Pode-se observar que o modelo DMD captura com sucesso a
dinâmica subjacente e fornece previsões para velocidade e pressão apenas dentro
dessa janela de inicialização. Em contraste, o FOM fornece resultados ao longo de
toda a duração da simulação.

(a) Caso Opt*

(b) r = 40

Figura 5.10: Histórico temporal da norma do resíduo para o sistema acoplado FOM-
ROM
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Na Figura 5.10(a), o ajuste dinâmico do posto permite que a simulação avance
por mais passos de tempo, possibilitando uma captura mais precisa da dinâmica
do sistema ao longo de toda a simulação. Por outro lado, a Figura 5.10(b), que
utiliza um posto constante (r = 40), alcança previsões precisas apenas até certo
ponto no tempo, após o qual o resíduo começa a crescer e ultrapassa o nível de
tolerância pré-definido. Vale ressaltar que, embora o caso com posto ótimo permita
que a simulação prossiga por mais tempo, ele também apresenta um aumento mais
pronunciado do resíduo nas etapas finais em comparação com o caso de posto fixo.
Isso indica a existência de um compromisso entre a manutenção da precisão e a
extensão do horizonte temporal ao empregar estratégias de redução adaptativa.

5.2.5 Ganho de desempenho

Por fim, com relação à eficiência, a Tabela 5.4 apresenta o tempo total de execução e
o ganho de desempenho obtido para diferentes postos DMD. À medida que o número
de modos dinâmicos aumenta, a previsão se torna mais precisa (como demonstrado
anteriormente), ao mesmo tempo em que melhora a eficiência computacional geral.
Embora se saiba que adicionar mais modos aumenta o custo computacional do al-
goritmo DMD, o aumento no número de soluções ROM aceitáveis ainda evidencia
uma maior eficiência do sistema. A configuração ótima alcança o maior ganho de
desempenho com o menor tempo computacional entre todos os casos.

Tabela 5.4: Tempo total de simulação e speedup para as predições do DMD usando
vários postos
Rank Tempo ROM [s] Tempo FOM [s] Tempo Total [s] Speedup
FOM – 900 900 –
40 27 786 823 1.097
60 105 735 840 1.071
80 223 630 853 1.055

Opt* 250 510 760 1.184
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Capítulo 6

Conclusões e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusões

A partir da aplicação do modelo de ordem reduzida baseado em DMD)aos dois casos
estudados — o escoamento ao redor de um cilindro e o problema clássico da cavidade
com tampa móvel — podem-se destacar as seguintes conclusões:

• A estratégia de redução de ordem implementada em regime online mostrou-
se viável e eficiente, permitindo a integração direta do modelo reduzido ao
solver de ordem completa , com substituição progressiva das iterações não
lineares após a fase inicial da simulação, sem necessidade de pré-processamento
extensivo.

• No caso do escoamento ao redor do cilindro, o modelo DMD foi capaz de
capturar adequadamente os principais fenômenos físicos, incluindo a separação
da camada limite e o desprendimento periódico de vórtices na esteira (formação
da esteira de von Kármán), preservando a dinâmica transiente do escoamento.

• Para o problema da cavidade, o método reproduziu corretamente a formação
do vórtice primário central e das regiões de recirculação secundárias, demons-
trando que os modos dinâmicos extraídos representam de forma consistente os
padrões dominantes do escoamento.

• Em ambos os casos, a evolução temporal dos campos de velocidade e pressão
apresentou boa concordância com a solução de ordem completa, indicando que
o ROM baseado em DMD mantém fidelidade física adequada.

• A escolha apropriada do número de modos dinâmicos mostrou-se fundamental
para garantir o equilíbrio entre precisão e eficiência computacional, evitando
perda de informação relevante ou degradação da estabilidade numérica.
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• Observou-se redução no tempo total de simulação em comparação com o mo-
delo de ordem completa, evidenciando o potencial da abordagem para acelerar
simulações transientes em Dinâmica dos Fluidos Computacional.

6.2 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, propõe-se:

• Avaliar o desempenho do método para números de Reynolds mais elevados,
especialmente em regimes com turbulência.

• Investigar critérios adaptativos para ativação e desativação do ROM durante
a simulação, com base em indicadores de erro ou normas de resíduo.

• Estender a metodologia para geometrias mais complexas, simulações tridimen-
sionais e possíveis acoplamentos com modelos de turbulência.

• Verificar como a escolha do esquema de solução (acoplado ou monolítico) in-
fluencia o processamento e a predição do modelo DMD.
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