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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessdarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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LAPLACE

Marco Felipe Fialho Santos

Margo,/2020
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No escopo da geoffsica e engenharia, existem miultiplos fenomenos fisicos asso-
ciados a problemas praticos que podem ser modelados por Equacoes Diferenciais
Parciais. Para resolve-los, algumas técnicas numéricas foram desenvolvidas e o aco-
plamento entre métodos é util, principalmente, para melhorar a eficiéncia da mode-
lagem. Tipicamente, o acoplamento ¢ feito via particao do dominio. Este trabalho
foca em unir a versatilidade do Método dos Elementos Finitos para dominios com
geometrias complexas com a eficiencia computacional do Método das Diferencas
Finitas. A estratégia escolhida para o acoplamento permite a montagem de uma
matriz global, evitando métodos iterativos. A metodologia proposta é aplicada ao
Operador de Laplace, presente na Equacao de Poisson, na Equacao da Onda e na
Equacao de Helmholtz, todas bastante utilizadas por engenheiros e geofisicos. Ex-
perimentos numéricos para problemas unidimensionais sao realizados para avaliar a
convergéncia e o tempo necessario para solugao dos sistemas de equagoes. Proble-
mas bidimensionais sao resolvidos para avaliar a qualidade da solucao e o tempo de

montagem da matriz associada ao sistema de equacoes.
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Franciane Conceicao Peters

Department: Civil Engineering

In the scope of geophysics and engineering, there are multiple physical phenom-
ena related to practical problems that can be modeled by Partial Differential Equa-
tions. To solve them, many numerical techniques have been developed, and coupling
between methods is useful mainly to improve modeling efficiency. Typically, the
coupling is done by domain partition. This work aims to join the versatility of the
Finite Element Method for domains with complex geometries to the computational
efficiency of the Finite Difference Method. The chosen coupling strategy allows the
assembly of a global matrix, avoiding iterative methods. The proposed methodology
is applied to the Laplace Operator, appearing in Poisson’s Equation, Wave Equation,
and Helmholtz Equation, all very used by engineers and geophysicists. Numerical
experiments for one-dimensional problems are performed to evaluate convergence
and time required to solve the systems of equations. Two-dimensional problems are

solved to assess solution quality and matrix assembling time.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos fisicos de interesse das areas de engenharia e geofisica sao usualmente
descritos por equagoes diferenciais parciais (EDP’s). As solu¢oes analiticas destas
equagoes sao, geralmente, de dificil obtencao, visto que a maioria dos problemas
praticos de engenharia envolve geometrias irregulares, meios heterogéneos, descon-
tinuidades, dentre outros aspectos. Portanto, habitualmente recorre-se a métodos
aproximados para o calculo das solugoes.

A modelagem numérica de fenomenos fisicos é uma ferramenta fulcral na andlise
dos mais diversos tipos de problemas: no projeto de uma barragem, ha interesse
na andlise de tensoes e deformacoes dos materiais, governados pela Mecanica do
Continuo; na investigacao de estruturas geoldgicas, baseia-se na solucao de proble-
mas inversos, envolvendo a Equacdao da Onda; no resfriamento de uma turbina, a
andlise térmica ¢ feita a partir da solugao da Equacao de Calor; para citar alguns.

As solucoes dos problemas regidos pelas equacgoes supracitadas, bem como di-
versas outras, podem ser obtidas por métodos aproximados, tais como o Método
dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno (MEC), o
Método das Diferengas Finitas (MDF) e outros. Estas alternativas apresentam ca-
racteristicas positivas e negativas, de tal maneira que nao ha unanimidade sobre o
melhor método para todos os tipos de problema.

A proposta de acoplamento de métodos numeéricos oferece uma alternativa a
abordagem tradicional, na qual emprega-se um tnico método em todo o dominio
do problema estudado. O foco desta metodologia é aproveitar as vantagens de cada
abordagem, aplicando-lhes em regices do dominio as quais s@o mais apropriadas.
Exemplificando, problemas de trinca apresentam particoes com elevada singulari-
dade, onde geralmente o MEC fornece resultados melhores que o MEF, sugerindo
a aplicagao deste tltimo método em regices afastadas da trinca. Outro exemplo é
um problema com dominio cuja geometria é regular em algumas regioes, nas quais o
MDF tem grande eficiéncia, em fungao de seu baixo custo computacional, podendo

o MEF ser aplicado em regioes de geometria irregular.



Dentro deste contexto, propoe-se uma metodologia de acoplamento nao itera-
tivo, empregando elementos finitos e diferengas finitas (MEF/MDF). O escopo de
aplicacao é definido no Operador Laplaciano, em razao de sua presenca em diversas
EDP’s, sendo de absoluta relevancia nos problemas de engenharia e geofisica, confi-

gurando um ponto de partida coerente para o desenvolvimento da técnica proposta.

1.1 Revisao Bibliografica

Os problemas a serem abordados nesta dissertacao sao descritos por EDP’s elipticas,
que caracterizam estados estaciondrios e problemas de valor de contorno. A teoria
associada a este contexto ¢ apresentada de maneira resumida, basecando-se nos livros
de CHAPRA e CANALE [1], LEVEQUE [2] e SMITH [3].

Conforme indicado por BREBBIA et al. [4], muitos problemas de engenharia
apresentam acoplamento entre as diferentes partes de seus sistemas, como ocorre
na interacao solo-estrutura e fluido-estrutura. Por vezes é possivel negligenciar o
acoplamento simultaneo entre as partes, como no caso do projeto de edificios sob
solicitagao de cargas de vento. Entretanto, em alguns casos como de estruturas
flexiveis offshore, o sistema sélido (estrutura) e o sistema liquido precisam ser con-
siderados simultaneamente.

A ideia de acoplamento surge naturalmente de exemplos como os citados ante-
riormente. Contudo, o escopo deste tema abrange outras situacoes. Uma definigao
para formulagdes acopladas é dada em ZIENKIEWICZ e CHAN [5], onde é indi-
cado que tais formulagoes sao aquelas aplicaveis a multiplos dominios e varidveis

dependentes, que usualmente descrevem fenomenos fisicos diferentes, nos quais:

a) nenhum dominio pode ser resolvido corretamente quando separado do outro;

b) nenhum conjunto de varidveis dependentes pode ser explicitamente eliminado.

Ainda de acordo com ZIENKIEWICZ e CHAN [5], duas categorias distintas

classificam estes tipos de problema:

Classe I: Problemas que apresentam fenomenos fisicos distintos, nos quais héa su-
perposicao parcial ou total de subdominios. Nesta classe, o acoplamento

se da via equagoes diferenciais usadas para descrever aqueles fenomenos;

(Classe II: Problemas nos quais o acoplamento ocorre apenas nas interfaces dos

subdominios. Neste caso, duas classificagoes sao acrescentadas:

a) problemas com subdominios regidos por diferentes fenémenos fisicos,
i.e., EDP’s distintas;



b) problemas com subdominios regidos pelo mesmo fenémeno fisico, ou
seja, uma unica EDP, mas com diferentes técnicas numéricas aplica-

das aos subdominios.

Além das classes apresentadas, os acoplamentos ainda podem ser classificados
em iterativos e nao iterativos ou diretos. O acoplamento direto é caracterizado pela
montagem de uma matriz global, levando em consideragao as equagoes pertinentes
a cada método usado em cada particao do dominio. Ja o acoplamento iterativo
consiste na solucao de sistemas de equacoes associados a cada subdominio, usando a
solugao de uma particao como dado de entrada em outra, de modo iterativo, visando
a atender um critério de convergeéncia.

Como exemplos da Classe I, citam-se os problemas de escoamento do ago durante
o processo de extrusao, nos quais a condicao de escoamento é dependente do campo
de temperatura, e fenomenos de excitacdo dinamica em solo saturado, em que as
tensoes e deslocamentos no solo dependem da poropressao, afetada pela percolagao.

Alguns problemas da Classe Ila podem ser citados, como a interacao fluido-
estrutura na andlise dos modos de vibragao de uma barragem [6, 7], o problema
de calor conjugado, no qual sao acopladas a transferéncia de calor por convecgao
(fluido) e por condugao (sélido) [8, 9], dentre outros.

Acoplamentos da Classe IIb buscam particionar o dominio e combinar as van-
tagens de diferentes métodos numéricos, objetivando aprimorar aspectos da solugao
aproximada, como eficiéncia e precisao. A proposta desta dissertacdo encontra-se
no ambito destes tipos de problema.

Um dos primeiros trabalhos a contribuir para o tépico de acoplamento de in-
terface foi feito por MCDONALD e WEXLER [10], que empregaram solucoes de
equagoes integrais para representar dominios semi-infinitos em problemas de elasti-
cidade, sugerindo o acoplamento MEC/MEF. Outros trabalhos como os de ZIEN-
KIEWICZ et al. [11] ¢ de BREBBIA ¢ GEORGIOU [12] também foram pioneiros
no acoplamento entre elementos finitos e elementos de contorno.

O Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ (PEC) desenvolveu estudos
sobre o acoplamento MEC/MEF, aplicado a problemas de elasticidade [13, 14] e
analise dinamica [15], usando subdominios com malhas coincidentes e nao coinci-
dentes [16] . Em PAULA [13] é empregada a técnica de acoplamento FE-approach
[4, 17], que consiste em tratar a regiao modelada pelo MEC como um tinico elemento
finito. Na tese de SOARES JR. [15] o acoplamento ¢é feito de maneira iterativa, com-
patibilizando deslocamentos e esforgos na interface MEC/MEF. Mais recentemente,
a dissertacao de FONTES JR. [14] estuda o acoplamento pela técnica FE-approach
empregando implementacgao paralela.

Ao longo dos anos, diversos tipos de acoplamentos tem sido desenvolvidos. Além



do emprego do MEC/MEF em problemas de elasticidade, citam-se: MEF/MDF
aplicado & interagao fluido-estrutura [18], a liquefagao de solo poroso [19], & interacao
entre ondas acusticas e eldsticas [20] e ao crescimento de tumores [21]; MDF/MEC
em transferéncia de calor [8], MEC/MEF para tratar da interacdo solo-estrutura
nao linear [22], entre outros.

Com enfoque no acoplamento MEF/MDF, Classe IIb, sob o qual serd desenvol-
vida esta dissertagao, cita-se o trabalho de BOULBRACHENE et al. [23] como um
dos primeiros a combinar tais métodos. Neste artigo é apresentada uma formulagao
para o acoplamento aplicado ao problema de Poisson, por meio da decomposicao de
dominios [24], configurando uma abordagem iterativa.

Algumas combinacoes de elementos finitos e diferencas finitas aplicadas a pro-
blemas de propagacao de onda elastica também tem sido exploradas ao longo dos
anos [25-28]. Nos artigos de MOCZO et al. [25] ¢ MA et al. [26] sdo empregados
acoplamentos da Classe IIb, iterativos. No primeiro, as aproximagoes de ambos
os métodos sao de O(h?), com as malhas de elementos finitos e diferengas finitas
coincidentes numa pequena regiao de overlap. No segundo, a aproximacao do MDF
possui erro O(h'), empregando uma regiao de superposigao de malhas com nés nio
coincidentes. Em funcao disto, foi desenvolvida uma técnica de interpolacao entre
as aproximacoes de velocidade calculadas na regiao do MDF para transferéncia para
regiao do MEF.

Outros trabalhos apresentando acoplamento Classe IIb, iterativo, MEF/MDF

tem sido desenvolvidos em diversas dreas [20, 29, 30].

1.2 Objetivo

A proposta deste trabalho é o acoplamento entre o Método dos Elementos Finitos e o
Método das Diferencas Finitas, aplicado ao Operador de Laplace em problemas uni
e bidimensionais regidos pela Equacao de Poisson. A importancia deste operador
deve-se a sua presenca em EDP’s de interesse das areas de engenharia e geofisica,
como a Equagao da Onda e a Equacao de Helmholtz.

A técnica utilizada para realizar o acoplamento MEF /MDF consiste na imposic¢ao
de continuidade forte na interface entre as regioes dos métodos, tanto para fungao
como para seu gradiente. A continuidade da solucao aproximada é imediata, en-
quanto emprega-se um operador de diferencas finitas na interface para aproximar o
fluxo entre as regides e acoplar os métodos. O diferencial desta estratégia esta em
nao requerer operacoes iterativas ou esquemas de interpolagao na regiao de interface

de acoplamento, sendo independente de um processo de convergencia.



1.3 Organizacao da Dissertacao

Este trabalho é composto por sete capitulos, sendo o primeiro capitulo o de In-
troducao.

O capitulo 2 versa sobre as ideias bésicas associadas as equagoes diferenciais
parciais, a fim de contextualizar o tipo de problema abordado nesta disserta¢ao. Ao
final do capitulo, fica definida a formulagao forte do problema difusivo escalar, sobre
o qual s@o desenvolvidas as formulagoes dos métodos numeéricos.

O capitulo 3 apresenta os métodos de diferencas finitas e de elementos finitos.
Os operadores do MDF sao definidos e é apresentado como calculd-los pela Série
de Taylor. A formulagao de Galerkin Continuo ¢ desenvolvida sucintamente para o
MEF e sao definidas as discretizacoes dos problemas uni e bidimensionais.

No capitulo 4 é definido o acoplamento direto MEF/MDF, apresentando as
equagoes usadas nos nos de interface. O acoplamento iterativo MEF/MDF utilizado
neste trabalho é brevemente formulado, baseando-se no algoritmo de Neumann-
Dirichlet.

O capitulo 5 trata da implementacao computacional, versando sobre os algorit-
mos desenvolvidos para execucao dos métodos numéricos.

No capitulo 6 sao realizados quatro experimentos numéricos, um unidimensi-
onal e outros trés bidimensionais. A validacao dos cédigos desenvolvidos é feita,
bem como a avaliagao do desempenho dos métodos de acoplamento previamente
comentados.

O capitulo 7 apresenta as consideragoes finais desta dissertacao, concluindo o

trabalho e sugerindo temas para estudos futuros.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Neste capitulo sao introduzidas brevemente algumas ideias basicas associadas as
equagoes diferenciais parciais, a fim de contextualizar o tipo de problema abordado
nesta dissertagao. Ao final do capitulo, fica definida a formulagao forte do problema

difusivo escalar.

2.1 Introducao as Equacoes Diferenciais Parciais

Conforme apresentado em CHAPRA e CANALE [1], equagoes diferenciais parciais
sao aquelas que empregam derivadas parciais de uma fungao incognita de variaveis
independentes. A derivada parcial de maior ordem presente na EDP define a ordem
da equacgao. Uma equagao diferencial parcial é linear se o for em suas derivadas e
na funcao desconhecida, com cocficientes dependendo apenas das variaveis indepen-
dentes.

Com foco nas EDP’s lineares, de segunda ordem e considerando duas varidveis
independentes, pode-se escrevé-las na seguinte forma geral

0%u 0%u 0?

u
A B D= 2.1
Ox? + Oxdy + C@yz i 0, (21)

sendo A, B e C fungoes de = e y, e D sendo uma fungao de x, y, u, du/0x e du/dy.

Tabela 2.1: Classificagao de EDP’s lineares, de segunda ordem, em duas variaveis

Categoria | B? — 4AC Equagoes
Eliptica <0 Laplace, Poisson;
Parabdlica =0 Fourrier, Schrodinger;
Hiperbdlica >0 Propagacao de Onda.

A classificacdo de uma EDP depende dos termos que multiplicam as derivadas de

segunda ordem (A, B e ('), podendo ser eliptica, parabdlica ou hiperbdlica (Tabela
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2.1). Esta classificacdo é util, uma vez que cada categoria esta associada a um tipo
especifico de problema, que demanda técnicas apropriadas de solugao.

As EDP’s elipticas, como a Equacao de Laplace ou Equagao de Poisson, tipica-
mente modelam problemas estacionarios e fenomenos de equilibrio, como apontado
em LEVEQUE [2]. Alguns problemas estaciondrios e de valores de contorno sao a
percolacao de agua sob uma barragem, a distribuicao de temperatura numa chapa
aquecida e o campo elétrico préximo a um condutor.

Geralmente, objetivando obter a EDP que descreve um certo fenomeno fisico, é
necessario estabelecer uma equagao de equilibrio ou de conservacao ¢ uma equagao
constitutiva. Em CHAPRA e CANALE [1] hd um exemplo simples, mas til, so-
bre como formular a equagao do problema de calor estacionario numa chapa fina
homogénea, i.e., a Equacao de Laplace. A seguir sao apresentadas as equacoes

relacionadas ao problema

dq  Jq
“or oy (22)
ou
qi = —ka : (2.3)
Pu O%u
I2 + 8_y2 =0. (2.4)

A Eq.(2.2) é a EDP que expressa a conservacao de energia da placa, sendo ¢ uma
funcao de x e y, representando o fluxo de calor. Na Eq.(2.3), v é uma funcao de x e
y, definindo o campo de temperatura, ¢; é o fluxo de calor na dire¢ao da dimensao
1 e k é o coeficiente de condutividade térmica, considerado constante neste exemplo
em razao de o meio ser homogéneo. Esta ultima equacgao é a Lei de Fourrier para
conducao de calor e define a equagao constitutiva do problema. A Equacao de
Laplace é dada pela Eq.(2.4) e é obtida pela substituicao da Eq.(2.3) na Eq.(2.2). A
Equacao de Poisson poderia ser obtida de maneira andloga, a diferenca sendo o lado
direito da Eq.(2.4), que passaria a valer f(z,y), uma funcdo descrevendo as fontes
e sumidouros de calor.

Para uma dada fungao f de n varidveis independentes, o Laplaciano A (ou
Operador de Laplace) e o operador del V (ou nabla) sdo expressos por

)
Af =V2f =div(grad(f)) = a7 (2.5)

Is 27
Z;
i=1 Oz

0 0

sendo o divergente e o gradiente expressos por div e grad, respectivamente.



O escopo de aplicagao do referido operador é extenso, abrangendo nao apenas as
equagoes previamente citadas, mas também a Equacao da Onda, de Helmholtz, de
problemas de potencial e outras.

Em razao do exposto, esta dissertacao tem seu foco voltado aquele operador
diferencial. As formulacées dos métodos numéricos sdo apresentadas no proximo
capitulo, contemplando dominios uni e bidimensionais, associados a problemas de
valores de contorno definidos pela Equagao de Poisson, com condi¢oes de contorno

essenciais (Dirichlet) e naturais (Neumann).

2.2 Formulacao do Problema

Seja 2 C R®, com s € {1, 2}, um dominio limitado aberto com contorno continuo
de Lipschitz por partes denotado por I'. O problema consiste em encontrar uma
o € H' () tal que grad () € Hgy, (), satisfazendo

—Ayp = —div (grad () = f a.e. em Q, (2.7a
p=g em Ip, (

grad(p) -n=gq em [y, (2.7c

I'=TIpUTly, (2.7d

com Hy, () ={ve L*(Q); div(v) € L*(Q)}, f € L? (), g € H> (I'p) NC°(I'p),
q € L2 (I'y). As definicdes dos espacos Hz (I'), CO(I'), L% (), e H* (2) sdo encon-
tradas em ADAMS [31]. Além disso, a abreviagao “a.e”, do inglés almost everywhere,
designa “em quase toda parte”, o que significa que a Eq.(2.7a) pode ser violada ape-
nas num conjunto de medida de Lebesgue zero. Por fim, a operacao « -y é o usual
produto escalar entre os vetores & e y, pertencentes ao R®, e n é o vetor unitario
normal a I, orientado saindo de () e definido a.e. em I'. A parte do contorno na
qual sao prescritas condicoes essenciais ¢ chamada de I'p, enquanto a regiao onde

se prescrevem condicoes naturais chama-se ['y.



Capitulo 3

Métodos Numéricos Aplicados ao

Operador de Laplace

Este capitulo apresenta os métodos numéricos empregados nesta dissertagao. O
MDF tem seus operadores de diferencas finitas definidos e é apresentado como obteé-
los via Série de Taylor, bem como suas ordens de aproximagao. O MEF empregara a
formulacao Galerkin Continuo, que sera brevemente apresentada. As discretizacoes

dos problemas uni e bidimensionais sao definidas.

3.1 Meétodo das Diferencas Finitas

O MDF consiste em substituir os operadores diferenciais da EDP a ser resolvida por

aproximacoes de diferencas finitas, que podem ser obtidas via manipulagao da Série

de Taylor
n—0o0
hret™ (x)
oleriy= 3 (31)

na qual o sobrescrito (n) indica a ordem da derivada e h é a distancia entre o ponto
que se deseja aproximar a fungao ¢ e o ponto x, onde seu valor é conhecido. Esta
série esta associada ao Teorema de Taylor, encontrado em CHAPRA ¢ CANALE
[1], que essencialmente estabelece que qualquer fungao suficientemente suave pode

ser aproximada por um polinomio.

3.1.1 Dominio Unidimensional
Nesta sec¢ao, considerando um dominio unidimensional, a Eq.(2.7a) fica

— P (z) = f(z) para a <z <b. (3.2)

Assumindo que uma funcao ¢ (z) atenda os critérios do Teorema de Taylor, é



valida sua expansao em série sobre o ponto de interesse Z, resultando em

he® (z)  h3p® (7)

©(T+h) =9 @) +heW (7) + st 0 (h") (3.3)
2,2 (7 303 (7
o) = (@) - n @)+ D LD 600y

com O(hP) significando ordem de aproximagcao e p sendo a taxa de convergéncia.
A soma da Eq.(3.3) com a Eq.(3.4) resulta na seguinte expressao para derivada de

segunda ordem de ¢

T—h)—20(T)+¢(T+h)
h2

el

©? () = +0 (r%) . (3.5)
Considerando uma malha com (m + 2) pontos, a coordenada x do i-ésimo né é
dada por x; = a + ih, com h = (b—a) (m +1)"". A aproximacio ¢(z;) é denotada
por ¢t Definindo a aproximagao por diferenga centrada para derivada segunda

como sendo . . .
©i — 298 + i
h? ’

pode-se substituir ¢ na Eq.(3.2) por D%pl obtendo-se as seguintes equacoes

D?gp =

(3.6)

algébricas para os nés do dominio

_SO?—l + 275? - SO?H
2

= f(x;) para i =1,2,...,m. (3.7)

Note que ¢} e ¢ .| nao sdo definidos pela Eq.(3.7). No caso de uma condigao
de contorno de Dirichlet para x = a ou x = b, a solucao aproximada é exata, dis-
pensando céalculos. Caso a condi¢ao de contorno seja de Neumann, pode-se subtrair
a Eq.(3.4) da Eq.(3.3) para chegar a

T+h)— (T —h)
2h

o
eW(z) = + O(h?), (3.8)
e, por fim, a aproximacao por diferenca centrada para a primeira derivada fica

definida por

h h
Pit1 — Pie1
Dol = il ol .
©; o (3.9)

Considerando o contorno a esquerda, i.e. ¢ = 0, a Eq.(3.9) acrescenta o valor
desconhecido de " ;. A fim de tratar deste inconveniente, as Eq.(3.9) e Eq.(3.7) sao

manipuladas para obter

(3.10)
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Analogamente, considerando o contorno a direita (i = m + 1), pode-se escrever

h? h 2

Denotando por ¢(a) e g(b) os valores prescritos de ¢ (a) e M) (b), respectiva-
mente, Dol ¢ Dl | sao substituidos nas Eqs.(3.10)-(3.11), definindo as seguintes

equacoes algébricas para os pontos do contorno

oy — of q(a) | f(xo)

=T + 5 (3.12)
h h
Pmt+1 — Fm q(b)  f(rmi1)
= T (3.13)

Conforme apontado em LEVEQUE [2], quando ambas as condigoes de con-
torno sao do tipo natural, o problema esta mal posto. Portanto destaca-se que
as Eqs.(3.12)-(3.13) sao apresentadas simultaneamente por uma questao de con-
cisao e nao sao empregadas concomitantemente no mesmo problema. No caso de
um problema Dirichlet-Dirichlet, a formulagao do MDF resultard num sistema de m
equagoes para m incognitas. Ou ainda, caso seja um problema Neumann-Dirichlet
ou Dirichlet-Neumann, o sistema linear tera (m+1) equagoes para (m+1) incognitas.

As provas de consisténcia e estabilidade sao encontradas em LEVEQUE [2], o que

garante a convergéncia do método, esta sendo de O(h?) para formulacao apresentada.

3.1.2 Dominio Bidimensional

Assumindo um dominio € bidimensional, a Eq.(2.7a) se torna

-t ge _ f(z,y) a.e. em Q. (3.14)

Uma vez que o MDF serd empregado neste trabalho apenas a dominios retan-
gulares, considere o quadrado © = (0,1) x (0,1). Para discretizar este dominio,
emprega-se um grid cartesiano uniforme (Fig. 3.1), com um né de indice i dado por
(x:,yi), sendo x; = iAz e y; = iAy, conforme feito em LEVEQUE [2]. Nomeando
gpﬁfj a solugao aproximada para ¢(z;,v;), pode-se empregar o operador de diferenca

centrada para derivada segunda, Eq.(3.6), para discretizar a Eq.(3.14) em

_90?—14‘ + 290?,]' - 90?4-1,]' 4 _/55?,]'—1 + 290?,]‘ - 90?,]‘4—1 —f
(Az)? (Ay)? e

(3.15)

11
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Figura 3.1: Grid cartesiano uniforme para diferengas finitas

A fim de simplificar a notagao, faz-se Arx = Ay = h e ent@o reescreve-se a
Eq.(3.15) como

h h h h h
—Qij1 — Py TG — Wi T P f
- 27.7

e (3.16)

Considerando h = 1/(m + 1), tem-se um grid de (m + 2)? nés. Parai=1,2,...,m
ej=12,...,m, a Eq.(3.16) define as equagoes algébricas dos nés do dominio.

Analogamente ao ocorrido no caso unidimensional, os valores de 9087]-, i +1,50 goﬁo
e gpﬁfm .1 nao sao definidos pela Eq.(3.16). Nestes nés do contorno, caso a condi¢ao
dada seja essencial, a solugao ¢ imediata. Por outro lado, para condi¢ao de contorno
natural, considera-se a situagao ilustrada na Fig. 3.2, representado um né (m+1, j)
no contorno a direita de {2 e seu esténcil.

Similarmente ao feito no caso unidimensional, sera aplicado o operador dado na
Eq.(3.9), considerando ¢ = m+1, manipulando-se aquela equagéo com a Eq.(3.16), a
fim de eliminar o termo desconhecido ¢! +2,; € Inserir a condigao de contorno natural

O@m1,;/0z, resultando em

h h h h
“Pma1-1 Q‘Pm,j + 490m+1,j — Pmt1,+1
B2

2890m+1,j
h Ox

= fm+1,5 + (3.17)

incorporando desta forma a condicao de contorno de Neumann.
Manipulacoes semelhantes podem ser realizadas para se obter as equagoes para

os nds de contorno em caso de condigoes naturais. As Eqgs.(3.18)-(3.20) definem as

12



relagoes nos nos da face superior, esquerda e inferior do dominio, respectivamente

_w?—l,m—i-l - 290?,771 + 4@3771—}—1 - w?—l—l,m—i—l _ f + g 890i,m+1 (3 18)

h2 i,m+1 h ay ) .
— 0041 — 207 ; + 408 — 06 4 ~ it 200, (3.19)

h? T h Ox '
—Sﬁ?—l,o - 2‘??,1 + 480?,0 - 90?+1,0 R 20¢ip (3.20)

h? T oy '

h
® Pm+lj+l
® ® - - ——— - (o]
@Z@,j 8021+1,j ¢?n+2,j

h
@® Pm+1,j-1

Figura 3.2: Esténcil de um né (m + 1, 5), incluindo um né virtual (m + 2, 7)

Agora seja o caso do n6 (m + 1,m + 1), no extremo superior direito do
dominio © (Fig. 3.3) e considere as condigoes de contorno naturais 0@, +1.m41/0
e 0Pm+1,m+1/0y. Manipulando o operador dado na Eq.(3.9) para aproximar a deri-

vada nas dire¢oes x e y junto com a Eq.(3.16), chega-se a

_290?n7m+1 + 490}7%+17m+1 - 2¢Q’H—1,m
h? B

2 (0 0
oo 2 (st Do) g

Os demais nds nos cantos, sob condi¢oes de contorno de Neumann, tem suas
expressoes algébricas obtidas de modo andlogo ao que foi feito anteriormente. Os

nés (0,m+ 1), (0,0) e (m+ 1,0) sao regidos, respectivamente, por

=200 1 40— 200 2 (0Vomi1 = OPomi1
e = fom+1 + A o7 + oy ; (3.22)
_24/3]1Z 0ot 4@3 0 2908 1 2 (Opoo  Opoo
o = foot 2 ( fho Do), (3.23)
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—2<an,0 + 43521+170 - 29021“71 2 (890m+1,0 n 8Sf9m+1,0> (3.24)

12 = fmt+10+ n o7 oy

h
(@) Pm+1,m+2
|
|
|
|
|
|
|

h h
wm,m—l-l SDm+2,m+1

() @?n—l—l,’m,
Figura 3.3: Esténcil do né (m + 1,m + 1), incluindo os nés virtuais (m + 2,m + 1)

e (m+1,m+2)

Conforme comentado para o caso unidimensional, a convergéncia do MDF para

dominios bidimensionais ¢ garantida, sendo de O(h?) [2].

3.2 Método dos Elementos Finitos

O MEF empregado neste trabalho é baseado na formulagao de Galerkin Continuo,
resolvendo o problema estabelecido pelas Egs.(2.7a)-(2.7d) na forma variacional. A
esta formulagao fica associado um espaco de elementos finitos, que sera definido pela
dimensao do problema e grau do polinomio empregado na aproximacao, conforme

apresentado a seguir.

3.2.1 Formulagao Galerkin Continuo

O Teorema de Gauss, ou Teorema da Divergéncia, é empregado para reescrever o
problema em sua forma integral ([32], [33]). Para atender os requisitos do teorema,
faz-se n € H*(Q) e p € HY(Q) tal que grad(y) € Hyy, (), obtendo-se

/Q —div(grad(y))ndQ =

/ngd(gp)grad(n) dQ—/

I'p

gmd(g&)-nndf—/ grad(y) -nndl’. (3.25)

I'y

Sendo assim, fazendo o produto da Eq.(2.7a) com n € H'(Q) e integrando em
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2, da Eq.(2.7a), Eq.(2.7c) e Eq.(3.25) resulta

d d(n)dQ) = dQ d . drl’ dr’. )
/Q grad()grad(n) / o+ /g () -mydl + / gdl’.  (3.26)

I'v

Observando que
/F grad(p) -nndl’ =0 se n=0 em Ip, (3.27)
D
o conjunto solucao Sr, e o espaco de funcoes teste Vp, sao definidos por
Sr,={ve H'(Q); v=yg em Ip}, (3.28)
Vi, ={ve HY(Q); v=0 em Ip}. (3.29)
Consequentemente, da Eq.(3.28) e Eq.(3.29) segue que

/ grad(e) -mndl =0 VYn €V, . (3.30)
I'p

Portanto, o problema definido nas Eqgs.(2.7a)-(2.7d) tem sua formulagao fraca, ou
formulacao variacional, que consiste em encontrar ¢ € Sp, satisfazendo a seguinte

equagao variacional

/g'rad(gp)g’rad(fr)) dQ) = / fnd$2 +/ gndl’, VneVp,. (3.31)
Q Q I'y

A fim de obter a formulacao de elementos finitos associada, considere o con-
junto M" = {Q,...,Qn.} composto por elementos finitos nio degenerados
Q; (i =1,...,Ne) como sendo uma adequada partigao do dominio €2, conforme defi-

nido em ERN e GUERMOND [33]. Para k > 1 e Q. € M", seja P*(Q.) o espago de
polinémios com ordem p < k nas coordenadas locais do elemento padrao associado

Q.. Seja o espaco de elemento finito
H" " ={ve H (Q); v, € P"(Q0)}, (3.32)

no qual v, é a restricio de uma dada funcao v ao elemento §2,. Adicionalmente,
definem-se o conjunto solugao S;ﬂ}f e o espaco de funcoes teste V}’Dk para o problema

discreto

S?If ={ve H"; v =g¢g" em I'p}, (3.33)
Vﬁ[’)k ={ve H" (Q); v=0 em Ip}, (3.34)

com ¢" sendo o usual interpolante de g em I'p, obtido pela aproximacao de g a uma
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funcao de H™* tal que, nos nés da malha pertencentes a I'p, esta funcio assume o
valor de g.
Desta forma, a formulacao Galerkin Continuo para o MEF consiste em encontrar

h.k S ~ . .
e s 1, satistazendo a equagao variacional

/gmd(aph)gmd(nh) dQ:/fnth-l—/ qgndI’, Wnh e V}Zk. (3.35)
Q Q r

N

As provas de consisténcia, coercividade e convergéncia do método podem ser
encontradas em ERN e GUERMOND ([33], assim como a estimativa de erro na
norma de Lebesgue, i.e., [[of| ;5 como definido em ADAMS [31], provando que a

seguinte inequagao é vélida
||SO - SO}L“Lz(Q) S C*(Llp)h(k:—i_l) ? (336)

sendo C*(p) > 0 uma constante dependente de ¢ e h = Sup{h.; Q. € M"}. A
Eq.(3.36) indica que a taxa de convergéncia do método é de k + 1 para a norma de
Lebesgue [32, 33].

3.2.2 Discretizagcao em Elementos Unidimensionais

Considerando um dominio uni-dimensional 2 = (a,b), a Eq.(3.35) pode ser reescrita

da seguinte forma

b b
WO = [ oo ar )~ gl @), com  (337)

o dr do a
ola) = 2. (3.33)

O dominio é discretizado em (m + 1) elementos lineares, resultando em (m + 2)

nés. As fungoes ¢"(x) e n'(z) ficam entao definidas
m—+1

@ (@) =D ¢ Ns(a), (3.39)

m+1

@) = 3 Nw), (3.40)
i=0
nas quais N;(z) e N;(z) sdo as funcoes de interpolacdo e 4,0? e nl' sdo coeficientes

constantes. Neste instante fica caracterizado o método de Galerkin, uma vez que as

fungoes usadas na interpolacao da solugao também sao empregadas na ponderagao.
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A funcao de interpolagao para o i-ésimo né é dada por

T —Zi—1
— sex; 1 S x <y,
Ty — Tj—1
Ni(z) = (3.41)
Tit1 — T
—— sex; S < Tigg.
Tit1 — T4

Substituindo a Eq.(3.39) e a Eq.(3.40) na Eq.(3.37), conclui-se que

m+1 m+1 b
dN; dN;
h ? J h
/ bV AP | L —

Jj=0

m+1

; n (/b SNidz + q(b)N;(b) — q(a)NAa)) . (3.42)

Uma vez que as constantes 5 sao arbitrarias, fazendo 9 = 1 ¢ /r)? = 0, para
j#iei=0,...,m+ 1, um sistema de (m + 2) equagoes algébricas e (m + 2)

incognitas é obtido

m+1 b
Z dN; dN;
= \Ja dr dz

b
/ FN;dx + q(b)N;(b) — q(a)Ni(a),i=0,...,m+1. (3.43)

Conforme mencionado no item 3.1.1, a existéncia de condigoes naturais em ambos
os nés de contorno pode inviabilizar a unicidade da solucao. Portanto, os termos
q(a)Ni(a) e g(b)N;(b) na Eq.(3.43) nao sao considerados simultaneamente no mesmo
problema. Nesta formulacao do MEF, um problema Dirichlet-Dirichlet gera um
sistema de m equacoes e m incognitas, enquanto um problema Neumann-Dirichlet
ou Dirichlet-Neumann resulta num sistema de (m+1) equagoes e (m-+1) incognitas.
A convergéncia do método empregando elementos lineares é de O(hF+1) [32, 33], ou

seja, O(h?), assim como na formulagao de diferencas finitas.

3.2.3 Discretizacao em Elementos Bidimensionais

Considerando um dominio bidimensional €2 com contorno I' (Figura 3.4), conforme

as definigoes da segao 2.2, reescreve-se a Eq.(3.35) como segue

dptomt oM ont / h / h
o = dQ dr. 44
or or T oy ay an oo (3.44)

N
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Ve

I'n

T'p y

'n
n Ve
Figura 3.4: Dominio bidimensional genérico
O dominio ¢é entao dividido em elementos finitos (2., conforme mostrado na
Fig. 3.5, com suas conectividades definidas pelos nés e arestas da malha gerada. Os

elementos triangulares sao apresentados a mérito de ilustracao e nao serao abordados

nesta dissertacao.

Arestas<.__ [

£

%

Figura 3.5: Malha genérica de elementos finitos, destacando o dominio de um ele-
mento €2,

Assumindo que a malha gerada possua N, nés, as funcoes ¢"(z,y) e n*(z,y)

ficam definidas por

N, —1
=0
Np—1
=0

nas quais N;(z,y) e N;(z,y) sdo as funcoes de interpolagao e gp? e nl sdo coeficientes
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constantes. Assim como no caso unidimensional, o método de Galerkin fica definido.
Neste trabalho sao empregados elementos quadrildteros bilineares [32-34] na
composicao da malha. Portanto, a funcao de interpolagao para o i-ésimo né (vide

Fig. 3.5) pode ser escrita na forma
Ni(z,y) =axy+br+cy+d, (3.47)

sendo a, b, c e d constantes adequadas. Estas constantes dependem das coordenadas
das conectividades dos elementos que contém o né i. O aspecto da funcao N;(z,y),
na regiao dos quatro elementos regulares que contém aquele no, é apresentado na

Fig. 3.6. Nos demais nés, a fungao N;(z,y) é nula.
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Figura 3.6: Funcao de interpolacao - problema bidimensional - elementos qua-
drilateros bilineares uniformes

Substituindo a Eq.(3.45) e a Eq.(3.46) na Eq.(3.44), chega-se a

No—1  Np—1
z C ON; ON;  ON; ON;
h v J [ J dO h _
;m; q Oz 8x+8y dy ?
N,—1
> of /fNidQJr/ gN;dI') . (3.48)
i=0 @ I'n

Como no caso 1D, sendo as constantes nf arbitrérias, faz-se n = 1 e 77? = 0,
para j #i1ei1=0,...,N, — 1, obtendo-se um sistema de NN,, equagoes algébricas e

N, incégnitas, dado por

Np—1
- N; ON; N; ON;
> ONONS | ONON 4 ot
o q Or Ox dy 0Oy

/fNidQ—i-/ gN;dl', i=0,1,...,N,— 1. (3.49)
JQ JI'n
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A unicidade de solucao depende de nao existirem apenas condicoes de contorno
naturais no problema, como previamente comentado. Uma vez que sao empregados
elementos retangulares bilineares, a convergéncia do método na norma de Lebesgue

¢ de O(h?) [32, 33], como na discretizagao unidimensional.
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Capitulo 4

Acoplamento MEF/MDF

Em estratégias de acoplamento do tipo Classe IIb [5], conforme apresentado no
capitulo 1, o objetivo de combinar MEF e MDF ¢é aproveitar as vantagens de ambas
as metodologias. A combinacao da eficiéncia computacional do método de diferencas
finitas com a versatilidade de aplicacao do método dos elementos finitos em dominios
de geometria irregular é uma estratégia com grande potencial e foi explorada em
alguns trabalhos[20, 23, 25-30]. As defini¢ées do acoplamento de interface entre o
MEF ¢ o MDF para solugao da Equagao de Poisson sao dadas a seguir.

Define-se Qpr e Qpr como os subdominios associados ao MDF e ao MEF, com
contornos dados por I'pr e I'gr, respectivamente. O dominio do problema é desig-
nado por = Qpp U Qgp, a interface entre os subdominios por I,y = I'pr N IR
e o contorno do problema é dado por I' tal que I'N I, = .

As condigoes de transmissao [24], ou de continuidade da solugao, em I, sao for-
temente impostas, no sentido de que tanto a fun¢ao ¢ como sua derivada direcional

sao continuas, i.e.,

opr =pf (4.1a)

grad(¢") - mppr + grad(e®) - nppr =0, (4.1b)

nas quais os indices superiores DF e EF sao os identificadores dos métodos
numéricos e os indices inferiores I7,; definem em que regiao do problema estao sendo
avaliadas as grandezas ¢ e n. Os tdpicos a seguir tratam das Eqs.(4.1a)-(4.1b) para

os casos de problemas uni e bidimensionais.

4.1 Direto ou Nao Iterativo

A proposta deste trabalho é acoplar os subdominios do MEF e do MDF por meio
de operadores de diferencas finitas, utilizados para aproximar a derivada normal na

interface entre os subdominios, aplicando-os na Eq(3.35) de elementos finitos. O
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conceito empregado consiste na substituigdo do termo ¢ = grad(y) - n, na regiao da
interface, por aproximagoes obtidas via diferencas finitas. Desta forma, os nés de
interface sdo descritos por equacoes com coeficientes relacionando pontos de ambos

os subdominios.

4.1.1 Unidimensional

Focando em problemas com uma unica dimensao, o dominio é definido por um
intervalo do tipo Q = (a,b) e a interface 17,,; se torna um ponto, denotado por x .
As Eqgs.(4.1a)-(4.1b) sao reescritas em

SODF(J?Int) = SCEF(IInt) ) (4.2a)
dQODF(HTInt) dSOEF($Int)

= ) 4.2b

dx dzx ( )

Uma vez que sao considerados apenas dois subdominios, um para cada método,
existem duas opgoes de posicionamento das malhas em relacao a interface. O pri-
meiro arranjo considera o acoplamento nao iterativo MEF /MDF (EDNI) e o segundo
considera o acoplamento nao iterativo MDF/MEF (DENI). Em ambos os casos, a
Eq.(4.2a) é imediatamente atendida assumindo que a incégnita ¢(x,;) é a mesma

para as equagoes de diferencas finitas e de elementos finitos.

EDNI

Q QEF QDF

Fa 1—‘b — I‘ae—e—e—e—c o O o |:|Fb

Flnt

Figura 4.1: Conceito do acoplamento EDNI

Assumindo uma malha com N®F nés no subdominio do MEF e NPF nés na
sub-regiao do MDF (Fig. 4.1), seja P! a solugdo aproximada para o i-ésimo né
da malha completa, isto é, considerando uma numeragao tinica para todos os nés do
problema. Definindo Int como o indice do né de interface, a equacao do i-ésimo no,
tal que i < Int, é dada pelo método dos elementos finitos, conforme a se¢ao 3.2.2.
Para o n6 de indice 7, tal que j > Int, a equacao é dada pelo método das diferencas

finitas, de acordo com a segao 3.1.1. Aplicando a Eq.(3.43) ao Int-ésimo né resulta

em
X Cint dN dN TInt
Int EDNI _
jz:; (/a dx dx] dgj) i - /a [N dz + q(Trpe) - (4.3)

Note que o termo q(zy,;) refere-se & condi¢ao de contorno de Neumann a direita
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do subdominio do MEF. A fim de atender a Eq.(4.2b), ¢ (x) pode ser aproxi-
mada pela Eq.(3.9), referente ao operador diferenga centrada, ou pela Eq.(3.10),
que emprega a técnica do né virtual (imaginary point [1]).

Considerando a Eq.(3.9) no né de interface e substituindo na Eq.(4.3) resulta em

Int . EDNI _ , EDNI .
"t dNppt dN EDNI Prnt—1 — PIntr1 / fnt
—Jdx = Ny dx, 4.4
jz; (/a dr  dr ) T 2h a N de,  (44)

EDNI EDNI 5 = -
com @727 € iy pertencendo as sub-regices do MEF e do MDF, respectiva-

mente.
Alternativamente, substituindo a FEq.(3.10) aplicada ao né da interface na

Eq.(4.3) segue que

Int -
Zn / " ANy AN; dz E‘DNI n i Nt — oM _
= \Ja dr dx h

hf(@im) (;’”t) . (4.5)

TInt
/ fNInt dz +

Uma vez que existem duas opgoes de equacao para o né da interface, daqui em
diante o acoplamento serd chamado de EDNIC, caso a Eq.(4.4) seja empregada. Do

contrario, o método chamar-se-4 EDNI, se for usada a Eq.(4.5).

DENI

Q Qpr Qer

Fa Fb B E— Fan u] u] u] o—e—e—e—erb

I‘Int

Figura 4.2: Conceito do acoplamento DENI

Analogamente ao que foi definido no item anterior, sejam os dois subdominios
MDF e MEF com NPT e NPF nés (Fig. 4.2), respectivamente, e seja PPN a
solucao para o i-ésimo né da malha completa. Assumindo novamente Int como o
indice do n6 de interface, a equacao para o né de indice ¢, tal que 7 < Int, é dada
pelo MDF e para o j-ésimo no, com j > Int, a equacao é dada pelo MEF. Aplicando

a Eq.(3.43) ao né de interface resulta em

NEF L nt—1

b AN, dN; ) b
i d DENI .fNInt dZI’ - Q(xlnt) . (46)
Z </xlnt dr dz Tt

Jj=Int

Como observado anteriormente, o termo q(x ;) refere-se a condigao de contorno

de Neumann, agora no lado esquerdo da malha de elementos finitos. Com o objetivo
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de atender a Eq.(4.2b), a derivada primeira da fungao ¢ pode ser aproximada pela
Eq.(3.9) ou Eq.(3.11).

Tomando a Eq.(3.9) no né de interface e substituindo na Eq.(4.6) resulta em

NEF L Int—1 b DENI DENT ’
1IN, AN _ -
j=Int TInt xr X it

DENT DENT 5 = :
com @ e o0 pertencendo as sub-regioes do MEF e do MDF, respectiva-

mente.

Por outro lado, substituindo a Eq.(3.11) aplicada no né de interface na Eq.(4.6)

segue que
NEF {Int—1
Y b dNint dN; DENT SD%NI - 90?755/1[ B
> W5 i) et 4 -
: I dr dx h
]=Int Int
b
hi(x
FNpdz + M . (4.8)

TInt

Como no item anterior, existem duas opgoes para definir a equagao do no de
interface. Deste ponto em diante, DENIC estara associado ao emprego da Eq.(4.7),

enquanto DENT corresponderd ao uso da Eq.(4.8) em z .

4.1.2 Bidimensional

No caso de problemas com dominio bidimensional, as Eqgs.(4.1a)-(4.1b) sdo manti-
das. A Fig. 4.3 mostra uma discretizagao para um problema acoplado MEF/MDF.
Naquela figura, (OJ) identifica os nds associados ao MDF, (o) designa os pontos
modelados pelo MEF e () sao os nés na interface entre os métodos.

Com as formulagoes dadas nas secoes 3.1.2 e 3.2.3, todas as equacoes algébricas
associadas aos nés do problema ficam definidas, a menos dos noés localizados em
I A Eq.(4.1a) é atendida de pronto, assumindo um unico grau de liberdade
nos noés da interface. A estratégia adotada para atender a Eq.(4.1b), consiste em
aplicar a formulagao do MEF aos nés em [7,,, considerando nesta parte do contorno
condigoes naturais, aproximando o valor de ¢ = grad(y) - n por um operador de
diferencas finitas.

Exemplificando, seja a regiao da interface proxima ao elemento €., ilustrada na
Fig. 4.4. Definindo 7, como o contorno do elemento finito {2, comum a 7,
verifica-se que npy,,, . = (—1;0). A fim de simplificar a notacao usada, os ndés na
interface sdo identificados por seus indices (k,l), como no MDF, de modo que a

funcéo de interpolagao passa a ser Ni ;. Portanto, o termo da Eq.(3.49) associado
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Flnt

Figura 4.3: Discretizacao do problema acoplado

(k—1,1+2)  (k1+2)

(k-1,0+1)  (ki+1)

ant,e Q@

(k—1,1)

)

k-1,1-1)  (ki-1)

Figura 4.4: Interface de acoplamento a direita de Qpp
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ao contorno natural pode ser reescrito como

D
qu,l dl"' = __Nk,l dr". (49)
Flnt,e Iy ax

nt,e

Na Eq.(4.9), o termo d¢"/0x é uma aproximagao de dp/dz, por meio de uma
interpolacao linear entre seus valores estimados nos nés (k,l) e (k,l + 1). Esta
estimativa é obtida da manipulacao da Eq.(3.17), resultando para o né (k, 1)

O~V = 2001y 40k — Pl R

oy 5h + 5 (4.10)

e para o né (k,l+1)

a@z,l-‘rl _ —SOZ,Z - 2¢Z—1,l+1 + 4S02,z+1 - SOZ,HQ n D1 (4.11)
ox 2h 2 '

Com as aproximagoes definidas nas Eqs.(4.10)-(4.11), reescreve-se o termo dado

na Eq.(4.9) a seguir

ol ol
/ — 5 NNy = =25 N Ny I (4.12)
Iy x Ox

Portanto . N
hOpy,  hopg

Ny, dl = —— — = 4.13
/pmyeq kit 3 Ox 6 oOr ( )

para um né (k, 1) genérico na face direita do grid do subdominio associado ao MDF.

Note que na Eq.(4.13) sdo definidos os coeficientes dos nés do MDF que contribuem
para a matriz do problema (vide Eqs.(4.10)-(4.11)). Uma vez que esses coeficientes
sao inseridos na formula¢do do MEF (Eq.(3.49)), fica assegurado o acoplamento dos

métodos numeéricos.

& & & &
£2e
(k—1,1) (k, 1) (k+1,0) (k+2,0)
........ ‘...‘
Flnt,e
(k—1,1—1) (k,1—1) (k+1,1—1)  (k+2,1—1)
] u] o u]

Figura 4.5: Interface de acoplamento acima de Qpp
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Analogamente ao que foi feito para a interface ilustrada na Fig. 4.4, pode-se

fazer o mesmo procedimento para se obter as equacoes nos nés da interface superior
(Fig. 4.5, Egs.(4.14)-(4.15)), esquerda (Fig. 4.6, Eqgs.(4.16)-(4.17)) e inferior (Fig.

4.7, Eqs.(4.18)-(4.19)) do subdominio de diferencas finitas. As figuras e equagoes

citados sdo apresentados abaixo.

0Pk —Pho1y = 2001 T APk, — O i hf,

ox 2h 2
0902+17l _ —902,1 - 2902“,1—1 + 490,klr+1,l - SOZH,Z n h frt1
ox 2h 2

D142 (k1,042

& ® o
D(kED) (kL)

& ° o

Qe FInt,e

& o O
L (k1) (k+1,1)
D l-1) (ki)

& é O

Figura 4.6: Interface de acoplamento a esquerda de Qpp

58011?;,1 B —902,1—1 - ZSOZH,Z + 4902,1 - 902,l+1 N D fra

ox 2h 2
I 111 _ —Op ) — 200 1 AOR L — PR N hfri1
or 2h 2

59011$,l _ —902—171 - 2902,l+1 + 4@2,1 - 902+1,l N h fry

ox 2h 2
o h A 2 h + 4 h . h h
Pr+1,1 _ Pk.1 Pht1,0+1 Prr1g — Prral n frt14
ox 2h 2

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Desta forma, todos os nés tem suas equagoes definidas, a menos dos casos espe-

ciais apresentados a seguir.
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(k—1,1+1) (k.1+1) (k+1,0+1)  (k+2,1+1)

m] m] m} O
ant,e
(k—1,0) (k,1) (k+1,1) (k+2,0)
........ ‘...‘
€2
& & & &

Figura 4.7: Interface de acoplamento abaixo de Qpp

Casos especiais

Seja um né (k,l) pertencente ao contorno I' do problema e a interface I, entre
os subdominios do MEF e do MDF, conforme indica a Fig. 4.8. Para este no, a
aproximagao de d¢"/dx nido poderd ser feita como nas Eqs.(4.10)-(4.11), em razdo

de nao existir o né (k, 1+ 1).

(k—1,1) (k.1) I

ant,e Qe

(k—1,0—1)

(k1 —1)

(k—1,1-2) (k,1—2)

Figura 4.8: Detalhe do acoplamento - né (k,[) pertencendo a I, e I’

Caso a condi¢ao de contorno seja essencial, a aproximagao sera baseada no ope-

rador de diferenca centrada, dado pela Eq.(3.9), i.e.,

h n h
89%,[ _ Prtag — Pr-1y

ox 2h

Por outro lado, se a condi¢ao de contorno for natural, a aproximacao adotada

(4.20)

serd obtida via manipulacao da Eq.(3.21), o que resulta em

0% _ —Phr 200 — i Afes Ok (4.21)
Ox h 2 oy '
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As aproximacoes de 890271 /0z ou 899’;’[ /Oy em outras condi¢oes, semelhantes a
apresentada na Fig. 4.8, também podem ser obtidas de forma anéloga a aqui apre-

sentada.

4.2 TIterativo

A ideia bésica do acoplamento iterativo consiste na resolucao independente de cada
subdominio modelado, prescrevendo condigoes de contorno na interface de modo
alternado até que um critério de convergencia seja atendido.

Em TOSELLI e WIDLUND [24], sdo apresentadas algumas formulagoes de
métodos de acoplamento iterativo, como o algoritmo de Dirichlet-Neumann,
Neumann-Neumann, Dirichlet-Dirichlet, dentre outros. O método de Dirichlet-
Dirichlet consiste em arbitrar um valor para condicao natural em I, e resolver
os dois subdominios de maneira independente. Apds esta etapa, toma-se a diferenca
do traco na interface entre os métodos e resolve-se os subdominios para condigao es-
sencial em I,,,. Por fim, uma combinacao linear das derivadas normais na interface,
obtidas em cada subdominio na tultima etapa, é comparada com o valor arbitrado
inicialmente. O método de Neumann-Neumann é analogo ao anterior, a diferenca
sendo que o valor inicialmente arbitrado o é para a condigao de contorno essencial.
Destaca-se o fato de que é necesséario resolver quatro sistemas de equagoes para
possibilitar a primeira avaliagao de convergencia nos métodos citados previamente.

Uma abordagem alternativa é o método Neumann-Dirichlet, por exemplo, no
qual prescreve-se a derivada normal em [7,; num subdominio e, apds resolvé-lo,
emprega-se o valor do trago encontrado como condigao essencial no outro sub-
dominio. Ao final, compara-se o valor arbitrado para derivada normal em I7,; com
uma ponderagao do valor calculado na resolucao do segundo subdominio. Portanto,
uma iteracao completa consiste na resolucao de dois sistemas de equagoes.

Em razao de sua maior simplicidade de implementagao e diversidade de
aplicagoes na literatura [8, 15, 35, 36], o algoritmo de Neumann-Dirichlet é esco-

lhido para realizar o acoplamento iterativo neste trabalho.

4.2.1 Unidimensional

No caso de um problema unidimensional, destaca-se que a iteragao deve ter inicio
no subdominio que contenha condi¢ao de contorno de Dirichlet. Este requisito é
intrinseco ao algoritmo Neumann-Dirichlet, uma vez que a condi¢ao de contorno
imposta em x,; é do tipo natural.

Similarmente ao apresentado na secao 4.1.1, em relagao ao no6 de interface, exis-

tem duas possibilidades para o posicionamento das sub-regioes do MDF e do MEF. A
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primeira op¢ao considerada é o acolamento iterativo MEF/MDF (EDI) e a segunda
é o acoplamento iterativo MDF/MEF (DEI).

Objetivando ilustrar o conceito do método, serd considerado um problema
Dirichlet-Neumann, i.e., com condi¢oes de contorno essenciais a esquerda (I'p) e
naturais a direita (), sendo os demais arranjos de condigao de contorno resolvi-

dos de maneira analoga.

EDI

Q Qpr Qpr

I'p I'n — I'p + o o o o olnN

Trne Lrnt

Figura 4.9: Conceito do acoplamento EDI

Definindo uma malha com N®¥ nés no subdominio do MEF ¢ NP* nés na sub-
regiao do MDF (Fig. 4.9), seja P! a solucdo aproximada para o i-ésimo né da
malha completa, isto é, considerando uma numeracao tnica para todos os nés do
problema.

Inicialmente, o problema na regiao dos elementos finitos é resolvido, arbitrando
um valor para ¢ (z,,), daqui por diante nomeada como FDEE sendo k referente
a k-ésima iteracao e E'F' o indice associado ao subdominio do MEF. O trago na
interface ¢ identificado por *oEL Desta forma, a Eq.(4.2a) é atendida diretamente,

fazendo
ot = FoTh . (4.22)

Posteriormente, o problema no subdominio do MDEF ¢é resolvido, impondo a
Eq.(4.22) como condigao de contorno de Dirichlet em z,;. Sendo assim, a solugao
via diferencas finitas pode ser usada para estimar a derivada primeira *DoPE na

interface dos subdominios usando a Eq.(3.10)

kDDPF — ‘PIDrgH - 90125 I hf (@) '

ph = Lo : (423)
Assumindo uma tolerancia tol, o critério de convergeéncia é dado por
kDPE _ kDEF
|| SOI’nt gplnt” < tOl. (424)

I* Do |

Caso a inequacao anterior nao seja atendida, o lago é reiniciado, atualizando a
derivada primeira como condi¢ao de contorno para o problema associado ao MEF
por

D¢ty = "Dy - (4.25)

30



Alcancada a convergéncia na k-ésima iteracdo, a solucdo numérica @7 fica

entao definida por

( A
k, EF
Yo

k EF
¥1

k, EF
Prnt—1
@Vt =g Pl =Rl (4.26)

k. DF
Crnt+1

k,,DF
YNEF 4 NDF_o
k,~DF

\  PNEFNDF_] )

DEI

Q Qpp Qpr

I'p I'n — 'pa o o o «o -+ oo N

1_\Imﬁ PINt

Figura 4.10: Conceito do acoplamento DEI

Similarmente ao que foi definido no item anterior, sejam os dois subdominios
MDF e MEF com NP e NI nés (Fig. 4.10), respectivamente, e seja P! a
solugao para o i-ésimo no da malha completa.

Como primeiro passo, o problema na regiao das diferencas finitas é resolvido,
arbitrando um valor para 90(1)(1: Int), deste ponto em diante nomeada como chpgff ,
sendo k referente a k-ésima iteracao e DF o indice associado ao subdominio do

DF

MDF. O trago na interface é identificado por *¢PI". Sendo assim, a Eq.(4.2a) é

atendida diretamente, fazendo
O = “Cln (4.27)

Subsequentemente, o problema no subdominio do MEF é resolvido, impondo
a Eq.(4.27) como condi¢ao de contorno essencial em x,,. Sendo assim, a solugao
via elementos finitos pode ser usada para estimar a derivada primeira *DPf na
interface dos subdominios como sendo

EF _EF
EF _ PInt+1 — Fint

kDSOInt - h (428)

Analogamente ao descrito no item anterior, o critério de convergéncia é dado por

|* Dol — *Dopk||
|*DeEE]|

< tol . (4.29)
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Caso o critério nao seja atendido, o laco é reiniciado, atualizando a derivada primeira

como condicao de contorno para o problema associado ao MDF por
Do = "Dyiy - (4.30)

Atendendo a tolerancia tol na k-ésima iteragao, a solucao numérica "’ fica

entao definida por

k, .DF )
Yo

k, DF
¥1

k, .DF
Splnt—l

@Vt =4 Fopll = Rl (4.31)

k EF
Prnt+1

k, EF
YPNEF { NDF _o

k,,EF
\ ¥YNEFLNDF_1 )

4.2.2 Bidimensional - Comentario

Conforme resultados apresentados no capitulo 6, é necessario um minimo de duas
iteragoes para atingir a convergéncia do algoritmo Neumann-Dirichlet para o pro-
blema 1D proposto. Ainda como apontado naquele capitulo, considerando proble-
mas nao lineares, nos quais ha a necessidade de recalcular as matrizes do problema,
o tempo para solucao dos sistemas seria, aproximadamente, o dobro daquele do
método nao iterativo.

Além disso, considerando as aplicagoes futuras do acoplamento MEF /MDF, nas
quais o objetivo é empregar o método das diferencas finitas na maior por¢ao possivel
do dominio, podem surgir algumas complicacoes no método iterativo de acopla-
mento. Uma vez que naquele método os subdominios sao resolvidos separadamente,
o problema associado ao MEF podera apresentar vazios, exigindo um refinamento
elevado da malha nas regioes proximas aos cantos do grid de diferencas finitas. Este
tema sera mencionado novamente no capitulo 7.

Adicionalmente, considerando as estruturas semelhantes das matrizes do MEF e
do MDF, o processo de formacao da matriz global do sistema é menos custoso do que
de algumas alternativas, como ocorre no caso do acoplamento direto MEF/MEC,
onde ¢é necessario inverter matrizes.

Portanto, com base no exposto, o acoplamento iterativo bidimensional nao sera

abordado.
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Capitulo 5
Implementacao Computacional

O presente capitulo apresenta, sucintamente, as etapas necessarias para realizar
os acoplamentos direto e iterativo MEF/MDEF, em 1D, e o acoplamento direto
MEF/MDF em 2D. Os c6digos foram desenvolvidos em linguagem C++ [37]. O
fato de a linguagem escolhida ser orientada a objetos facilitou o desenvolvimento
dos algoritmos e a transicao do problema unidimensional para o bidimensional. A
visualizacao dos resultados obtidos foi feita a partir de cdédigos implementados em

GNU Octave [38], em fungao da sua facilidade de manipulacao dos dados.

5.1 Problemas Unidimensionais

O diagrama exposto na Fig. 5.1 apresenta as principais fases do cédigo imple-
mentado para problemas unidimensionais: pré-processamento, processamento e pos-
processamento.

A fase de pré-processamento consiste das etapas de leitura de dados e do ma-
peamento dos subdominios. Na primeira etapa, a discretizacao do problema, as
condicoes de contorno, o termo de fonte f e as equacoes usadas para acoplar os
métodos sao lidos pelo programa. Na etapa de mapeamento, cria-se uma rotulagao
para os nés, identificando-os como modelados pelo MEF ou pelo MDF. Estas etapas
sao comuns aos dois tipos de acoplamento, direto e iterativo.

As rotinas associadas aos métodos aproximados, elaboradas na fase de proces-
samento, sao baseadas nas formulagoes desenvolvidas nos capitulos 3 e 4. O solver
de sistema de equagoes utilizado para os problemas unidimensionais baseia-se numa
simples adaptagao do Método de Eliminacao de Gauss, operando apenas os coefici-
entes nao nulos da matriz do problema.

Na fase de pds-processamento, a norma de Lebesgue e a seminorma de H'(Q)
sao calculadas com base nos resultados obtidos. As plotagens dos resultados sao

feitas em algoritmo desenvolvido no GNU Octave.
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Figura 5.1: Diagrama de processamento do cédigo - Problemas Unidimensionais
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5.2 Problemas Bidimensionais

Analogamente ao esquema apresentado na secao anterior, a Fig. 5.2 apresenta o
diagrama com as fases do cdédigo implementado para problemas bidimensionais.

As diferencas entre as fases de processamento deste algoritmo em relagao a versao
unidimensional sdo a auséncia da implementacao do acoplamento iterativo e dos
calculos dos erros e normas citados previamente. As demais etapas funcionam de
modo similar ao cédigo esquematizado na Fig. 5.1. Para solucao dos sistemas
de equagoes, empregou-se a rotina dgssv() do software SuperLU [39], um pacote
de bibliotecas para solucao de sistemas de equacoes lineares esparsas, tipicas de
mdétodos como o MDF ¢ o MEF.

Leitura dos dados
de entrada

Y

Mapeamento dos
subdominios

Pré-processamento

\/

Célculo da matriz e
vetor do MDF

\
Contribuicdo do MDF na
matriz e no vetor para 0s nés
da interface

Y

Processamento

Célculo da matriz e
vetor do MEF

Y

Solver do sistema de
equacdes

Y

Plotagem de
resultados

Pés-processamento

Figura 5.2: Diagrama de processamento do codigo - Problemas Bidimensionais
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Capitulo 6
Experimentos Numeéricos

Os experimentos numéricos apresentados a seguir objetivam validar os codigos de-
senvolvidos e viabilizar analises de precisao e eficiencia do método de acoplamento
direto.

O primeiro experimento, unidimensional, é feito de modo a possibilitar estu-
dos de taxa de convergéncia, tempo de processamento para solucao dos sistemas
de equacoes e avaliacao do nimero de iteragoes necessarias para convergéncia do
mdétodo iterativo. Também ¢ feita uma comparacao entre os resultados obtidos pelo
acoplamento direto via operador diferenga centrada, Eq. (4.4) e Eq. (4.7), e pela
técnica do né virtual, Eq.(4.5) e Eq.(4.8).

O segundo experimento foca em dois problemas bidimensionais, com o objetivo
de validar o cédigo desenvolvido, por meio de uma comparagao direta entre os re-
sultados obtidos pelo método dos elementos finitos e pelo acoplamento MEF/MDF.
Neste experimento, também sao comparados os tempos de montagem das matrizes
associadas ao MEF, aplicado em todo dominio, e da matriz relativa ao acoplamento
direto. No primeiro problema, metade do dominio é discretizado em elementos fi-
nitos, sendo a outra metade um g¢rid de diferencas finitas. O segundo problema
emprega uma decomposicao do dominio mais eficiente, usando o MDF em 81% da
regiao do problema, sendo o MEF aplicado nas bordas do dominio. Uma anélise da
reducao do tempo de montagem da matriz do problema também é feita, avaliando
diferentes proporgoes de area entre os subdominios do MEF e do MDF.

Todos os experimentos realizados possuem solucao analitica, sendo estas apre-

sentadas nos seus respectivos topicos.

6.1 Exemplo Unidimensional

Nesta secdo, o experimento numérico permite avaliar a acurdcia e eficiéncia com-
Y b
putacional dos métodos de acoplamento DENI e EDNI, conforme apresentados no

capitulo 4.
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O problema em questao foi resolvido usando malhas regulares. O dominio foi
uniformemente discretizado em 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e 2560 particoes. Para
os métodos acoplados, o dominio foi dividido ao meio, sendo a largura da malha de
elementos finitos a mesma do espacamento do grid de diferencas finitas. Foram
empregados elementos finitos isoparamétricos lineares. A tolerancia adotada como
critério de convergéncia dos métodos de acoplamento iterativo foi de tol = 1074

O método de solugao do sistema de equagoes lineares utilizado baseia-se na Eli-
minacao de Gauss. O solver opera apenas os coeficientes nao nulos das matrizes,
i.e., apenas as operagoes necessarias sao efetuadas, permitindo uma comparagao di-
reta entre o tempo gasto nas resolucoes de sistemas de equagoes entre os métodos
iterativo e direto.

A primeira anélise consiste em verificar qual equacgdo de acoplamento retorna a
melhor solugao para os métodos diretos. Com esta finalidade, os erros na seminorma
de H'(Q) e na norma de L?*(Q) [31] sdo avaliados para EDNI, EDNIC, DENT e
DENIC. Posteriormente, avalia-se a acuracia do MDF, MEF, EDNI, EDI, DENI
e DEIL. O desempenho do método de acoplamento iterativo é avaliado em relagao
ao nimero de iteragoes necessirias para convergéncia vs. erro na norma de L*(€).
Com a finalidade de avaliar a eficiéncia computacional dos métodos, uma tabela
¢ apresentada com tempo de execucao adimensional para resolver os sistemas de
equagoes necessarios.

O problema em estudo é modelado por

—o?(z) = f(x)
W) = —1; o27) =0 , para 0 < x < 2w, (6.1)
f(z) = —4[sen(2m) + cos(2m)(z — 27)]

com a solucao analitica dada por

Ganao(x) = cos(2z)(2m — x). (6.2)

37



10" : : 10" : :
—%—DENI —%— EDNI
—&- DENIC —&- EDNIC
10° 10° ¢ 1
nil} L
107 ¢ 107 f 3
1072 : ‘ 1072 ‘ ‘
107 102 107! 10° 107 1072 107! 10°
h h

Figura 6.1: Avaliacao da equacao de acoplamento direto - E = ‘gp — goh| m Vs h
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Figura 6.2: Avaliagao da equagao de acoplamento direto - E = |g0 — g0h| ;2 Vs h

s

Com base na Fig. 6.1, pode-se inferir que o erro na seminorma de H'(Q) é
equivalente para todos os métodos, indicando que possuem a mesma acuracia quanto
a esta seminorma. Por outro lado, na Fig. 6.2a o método DENI apresentou uma
acuracia de aproximadamente cinco vezes melhor que aquela de DENIC, em relacao
a norma de Lebesgue. Na Fig. 6.2b observa-se que o método EDNI demonstrou
uma precisdo na norma de L?(Q) préxima de duas vezes e meia maior que aquela de
EDNIC. Destaca-se que os quatro métodos possuem a mesma taxa de convergencia
naquela norma. Desta forma, uma vez que a acuracia de DENI e EDNI foram as

melhores, apenas estes métodos serao considerados nos experimentos subsequentes.

38



A mérito de ilustragao, os resultados para 20 particoes sao apresentado na Fig.
6.3.
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— Analitica
X * MDF
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(b)
10
— Analitica
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o
(0
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10 .o "
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Figura 6.3: Solugoes numéricas para 20 particoes do dominio
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A Fig. 6.4 indica os erros na seminorma de H'(2) e a Fig. 6.5 apresenta os erros

na norma de L*(2).

10’

—o—MDF *

1073 1072 107" 10°
h

Figura 6.4: Acurédcia das solucoes numéricas - E = |gp — <ph| g Vs h

10°

—*—DENI
—0- DEI

10° - : -

—*—EDNI -a

Figura 6.5: Acurdcia das solu¢oes numéricas - E = |g0 — g@h‘ ;2 VS h

A partir da Fig. 6.4 pode-se concluir que o método EDI é o menos acurado, apre-
sentando um erro aproximadamente duas vezes maior que os outros métodos, apesar
de possuir a mesma taxa de convergencia. Todas as outras solucoes apresentam a

mesma acuracia e taxa de convergencia.
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Na Fig. 6.5 é indicado que a alternativa menos acurada, em termos da norma de
L?*(Q), é o acoplamento EDI, que apresenta uma taxa de convergéncia préxima da
unidade. Destaca-se que os acoplamentos diretos EDNI e DENI e o iterativo DEI
obtiveram melhor resultado que o MDF. Ainda considerando a norma de Lebesgue,
o MEF, DENI e DEI tiveram resultados equivalentes. A menos do acoplamento EDI,
todos os demais apresentaram a mesma taxa de convergéncia, proxima de dois.

Com o objetivo de avaliar a relagao entre a acuracia da solugao e o nimero de
iteragoes computadas, é ilustrado na Fig. 6.6 os erros na norma de L?({2) correspon-
dente a solugao obtida de cada iteragao dos acoplamentos DEI e EDI. Aquela figura
indica que a solugao 6tima é alcangada com duas iteragoes, i.e., nao hd melhoria da

qualidade da solucao aproximada efetuando-se mais iteracoes.

—=-160 particdes
—%— 320 particdes
—B- 640 particdes
-9 1280 particdes
—%-2560 particoes

w102} w
********************** —==160 parti¢cbes
) 2l —*%—320 particdes
SN e & 107 |-~ 640 particdes
104t - o ~-¢-1280 particbes
—%*—2560 particbes
K- Ko ——— *
1 2 3 4 1 2 3 4
lteracao lteracao
(a) DEI (b) EDI

Figura 6.6: Limitacao de acuracia - £ = ‘gp — goh‘Lz vs. Iteracao

Tabela 6.1: Tempo adimimensional para solugao dos sistemas de equagoes

h tDBL | ¢DENI | (EDL | yEDNI
0.314159 1.868 1.975
0.157080 2.001 1.734
0.078540 2.016 1.925
0.039270 1.977 1.915
0.019635 1.918 1.986
0.009817 1.916 1.762
0.004909 1.720 1.719
0.002454 1.970 1.943

A tabela anterior é apresentada a fim de avaliar a performance computacional
dos métodos de acoplamento, sob o aspecto do tempo despendido para resolucao dos
sistemas de equacoes lineares. Os tempos adimensionais sao calculados dividindo-se
o tempo gasto pelo método de acoplamento iterativo e o tempo requerido pelo seu

correspondente no acoplamento direto.
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Na Tabela 6.1, tPF! e tPENI 30 0 tempos despendidos pelos acoplamentos DEI
e DENI, respectivamente, para solucionar os sistemas de equacoes relacionados a

e tFPNT s30 os tempos descritos anteriormente,

cada método. Analogamente, t#P!
associados aos métodos EDI e EDNI. Daquela tabela, pode-se inferir que os métodos
iterativos demandam aproximadamente o dobro do tempo requerido pelos métodos
diretos para resolver as equagoes algébricas, considerando a implementacao desen-
volvida neste trabalho.

Note que, uma vez que o problema aqui tratado é linear, poder-se-ia dispensar
uma nova resolucao das matrizes dos subdominios no acoplamento iterativo, empre-
gando, por exemplo, a decomposicao LU. Contudo, caso o problema fosse nao linear,
haveria a necessidade de recalcular as matrizes do problema, sendo esta a razao pela
qual foram computados os tempos de solugao dos sistemas de equacao em todas as
iteracoes. Desta forma, o acoplamento direto proposto apresenta um bom potencial

de aplicagao a problemas nao lineares.

6.2 Exemplos Bidimensionais

Os exemplos a seguir objetivam verificar a validade do cédigo desenvolvido, bem
como evidenciar o ganho de tempo proporcionado pelo acoplamento direto em
relagao a aplicacao exclusiva do MEF, sob o aspecto do tempo de montagem das
matrizes dos sistemas de equagoes.

Os problemas foram resolvidos usando malhas regulares. Nos dois primeiros
exemplos, o dominio foi uniformemente discretizado, com 20, 40 e 60 particoes para
cada lado da regiao quadrada (0;1) x (0;1). No primeiro exemplo, o dominio é
dividido em duas partes iguais, aplicando o MEF e o MDF em cada uma. J& o
segundo exemplo consiste em empregar o MDF em 81% da regiao do problema
(18 x 18, 36 x 36 e 54 x 54 elementos), enquanto o MEF é aplicado a uma faixa
com 1, 2 e 3 elementos de largura, respectivamente para cada malha empregada,
contornando a regiao definida pelo MDF. Esses exemplos ilustram a validade da
implementagao computacional.

O terceiro exemplo estuda a relagao entre o uso de diferengas finitas na malha
acoplada e a reduc@o do tempo de montagem da matriz. A avaliagao é feita para
uma malha exclusivamente composta por elementos finitos, outra so para diferencas
finitas e cinco malhas acoplando o MEF e o MDF', com a regiao de diferencas finitas
sendo 20%, 35%, 50%, 65% e 80% da &rea total do problema.
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6.2.1 Exemplo 1

Conforme comentado, o dominio usado neste primeiro exemplo é 2 = (0;1) x (0; 1).
Um esquema ilustrando uma malha com 6 x 6 particoes e a distribuicao de métodos
e seus subdominios é apresentado na Fig. 6.7. As malhas efetivamente usadas na

modelagem consistem em 20 x 20, 40 x 40 e 60 x 60 partigoes.

QMEF Qvpr

Figura 6.7: Exemplo 1 - bidimensional - esquema de subdominios

O enunciado do problema é dado por

~Vi=f, (6.3a)

Op oy
90(0: y) = @(Ly) = 6_y(1’0) = a_y(J“v 1) =0, (63b)
f(z,y)=f1(x,y)+f2(x,y), (63C)

sendo as fungoes auxiliares fi(z,y) e fa(x,y) dadas por

640
fi(z,y) = 1693 (y — 1) (1024x2 — 1024z + 7) , (6.4)
64x(z — 1)(2x — 1)2(192y* — 192y + 32
ol y) = S = D= DX ). (6.5)

3

A solucédo analitica do problema em questao é

—2562 + 51223 — 32022 + 64z
; ) . (6.6)

Pana (2, y) = (16y" — 32y° + 16y°) <
A fungao @pgne1 € representada na Fig. 6.8. A fim de apresentar as solucoes ob-

tidas pelo acoplamento MEF/MDF e pelo MEF, tomam-se os resultados nas se¢oes
r = 0,25, x = 0,75 e y = 0,50, indicados nas Fig. 6.9, Fig. 6.10 e Fig. 6.11,
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Figura 6.8: Solucao analitica @una.1

respectivamente. Nota-se que a qualidade da resposta do acoplamento MEF/MDF

¢é equiparavel a do MEF, ambas préoximas da solucao analitica.
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Figura 6.9: Exemplo 1 - bidimensional - solugoes na se¢ao x = 0,25

44



1.2 T T T T
1 - -
08¢ b
R 061 1
O
3
& o4t 1
02 b
Analitica
0% O MEF
* MEF/MDF
-0.2 L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y
(a) Malha 20 x 20
12 T T T T
1 - -
08 b
S 06F .
On
3
B 041 1
02 b
Analitica
o O MEF
* MEF/MDF
02 . , , .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y
(b) Malha 40 x 40
1.2 T T T T
1 - -
08 b
Q 06 ]
On
3
& 04t 1
02 b
Analitica
oe® O MEF
* MEF/MDF
02 . , , .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y

(c) Malha 60 x 60

Figura 6.10: Exemplo 1 - bidimensional - solucoes na secao x = 0,75
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Figura 6.11: Exemplo 1 - bidimensional - solucoes na secao y = 0,50
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6.2.2 Exemplo 2

Assim como no exemplo anterior, o dominio usado nesta segao é 2 = (0;1) x (0;1).
Para ilustrar o conceito da disposicao dos subdominios do MEF e do MDF,
apresenta-se o esquema para uma malha 10 x 10 na Fig. 6.12. A modelagem

empregou malhas com 20 x 20, 40 x 40 e 60 x 60 particoes.

[m] [m] [m] a [m} o o 4
[m] [m] [m] a o o o
[m] [m] [m] a o o o q
[m] [m] o o q
Qupr
[m] [m] [m] a [m} o o 4
[m] [m] [m] a [m} o o 4
[m} [m} [m} a [m] a a
QumEer

Figura 6.12: Exemplo 2 - bidimensional - esquema de subdominios

R
AN

5 ettt
S SIS
SRR

05 SN, SRTSSSSES 06 0.8
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Figura 6.13: Solucao analitica ¢gnq,2
O problema deste exemplo é enunciado a seguir

_V2S0 = f7 (673)

Oy dp
¢(0,y) = ¢(x,0) = —(l,y) = r,1) =0 6.7b
P0.9) = o(.0) = GE(L) = Fw ) =0, (67
f(z,y) = 27 [dsen®(wx)sen’(ry) — sen®(mx) — sen’(my)] , (6.7¢)
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com sua solucao analitica dada por

_[cos(2mx + m) 4 1][cos(2my + ) + 1]

Spana.Q(ZE» y) - 4 . (68)

O gréfico da solugao @gnq. 2 é apresentado na Fig. 6.13.

Analogamente ao que foi feito no exemplo anterior, as segoes y = 0,25, y = 0,50
e y = 0,75 sao tomadas para apresentar os resultados numéricos na Fig. 6.14, Fig.
6.15 e Fig. 6.16, respectivamente. Nao sao apresentados os resultados das secoes
para x, ja que sao equivalentes a aqueles para y, conforme esperado. Tal como no
exemplo anterior, as solugbes numéricas obtidas via acoplamento MEF /MDF e via

MEF concordam muito bem com a solugao analitica.
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Figura 6.14: Exemplo 2 - bidimensional - solucoes na secao y = 0,25

48



1.2 T T T T
1 - -
0.8 b
Q 0671 1
o
2
& 04t 1
021 b
Analitica
O MEF
* MEF/MDF
_02 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(a) Malha 20 x 20
12 T T T T
1 - -
0.8 b
S 06 b
o
=
B 04t 1
021 b
Analitica
O MEF
* MEF/MDF
02 ) ) ) )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(b) Malha 40 x 40
1.2 T T T :
1 - -
0.8r 1
Q 06l :
O
2
B 04t -
0.2r 1
Analitica
O MEF
*  MEF/MDF
02 ) ) ) )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

(c) Malha 60 x 60

Figura 6.15: Exemplo 2 - bidimensional - solucoes na secao y = 0,50
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Figura 6.16: Exemplo 2 - bidimensional - solu¢oes na secao y = 0,75
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6.2.3 Exemplo 3

Este ultimo exemplo objetiva evidenciar a reducao no tempo de montagem da matriz
do problema, em razao da eficiencia do método das diferencas finitas. As malhas
empregadas nessa avaliacao sao uniformes, constituidas por 100 x 100 particoes. A
comparacao se da entre resolver o problema utilizando apenas o MEF e usando o
acoplamento MEF /MDF, observando diferentes arranjos de subdominios. Os casos
analisados sao: apenas emprego do MEF ou do MDF, e acoplamentos com 20%,
35%, 50%, 65% e 80% do dominio modelados por diferencas finitas. A Fig. 6.17

apresenta o conceito de alguns dos esquemas utilizados.

Quipr Oner Qupr Qurpr
(a) MDF em 20% da area (b) MDF em 35% da &rea
Qg OymEr Qvpr Qver
(c) MDF em 65% da area (d) MDF em 80% da érea

Figura 6.17: Exemplo 3 - bidimensional - Alguns esquemas de subdominios usados
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Figura 6.18: Reducao do tempo de montagem da matriz do problema

Na Fig. 6.18, os termos Tvigr/mpr € Tyer designam o tempo necessério para
montagem das matrizes dos métodos de seus respectivos indices. Ja Aypr € Arotal
correspondem a area do subdominio do MDF e a &area total do dominio, respec-
tivamente. A partir deste gréfico, nota-se a significativa melhoria do desempenho
computacional proporcionada pelo acoplamento direto MEF /MDF. Este fato sugere
a aplicacao da técnica de acoplamento a problemas nos quais é necessario calcular
repetidas vezes a matriz do problema, como ocorre em problemas transientes ¢ nao

lineares.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Nesta dissertacao foi desenvolvida uma metodologia nao iterativa para acoplar o
método dos elementos finitos com o método das diferengas finitas para o Operador
de Laplace. Conforme mencionado previamente, o acoplamento direto atingiu uma
performance superior ao MEF, em termos de tempo de montagem da matriz, e
superior aos métodos iterativos, em relagao ao tempo gasto na resolucao dos sistemas
de equagoes algébricas.

Embora a formulacao aqui apresentada tenha um carater elementar, ha um
grande potencial de aplicagao do acoplamento direto MEF/MDF a problemas nao
lineares e transientes, nos quais é necessaria a resolucao de miltiplos sistemas de
equacgoes. Nestes tipos de problema, o ganho de eficiéncia computacional seria sig-
nificativo, conforme constatou-se no exemplo 3 do experimento bidimensional.

Também pode-se efetuar multiplas particoes em subdominios regidos pelo MDF
(Fig. 7.1). Aplicando o método de diferengas finitas a maior parte do dominio,

busca-se reduzir o tempo de montagem da matriz associada ao sistema de equacoes.

Qumpr

Figura 7.1: Conceito do acoplamento MEF/MDF em miiltiplos subdominios
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No tocante ao acoplamento iterativo, esquemas de decomposicao do dominio,
conforme o apresentado anteriormente, podem gerar dificuldades. Tendo em mente
que os subdominios seriam resolvidos isoladamente, o problema associado ao MEF
apresentaria vazios onde se encontram os grids de diferencas finitas. A fim de captar
a irregularidade geométrica dos cantos dos retangulos vazios, seria necessario refinar
a malha do MEF nas regioes proximas da irregularidade, onerando computacional-
mente o problema.

Além disso, considerando problemas de autovalores, como ocorre na analise dos
modos de vibracao de estruturas, por exemplo, a abordagem iterativa pode calcu-
lar frequéncias naturais associadas a cada subdominio modelado. Contudo, consi-
derando o problema global, podem surgir outros autovalores (ou frequéncias) nao
identificados nas particoes resolvidas separadamente, comprometendo a analise do

sistema como um todo.

7.1 Conclusoes

Inicialmente, no experimento unidimensional foram avaliadas duas equacgoes para
efetuar o acoplamento MEF /MDF, uma baseada no operador de diferenga centrada
para derivada primeira (Eq.(4.4) e Eq.(4.7)) e a outra baseada na estratégia do né
virtual (Eq.(4.5) e Eq.(4.8)). A dltima abordagem apresentou o melhor resultado
para o problema tratado na se¢ao 6.1.

Conforme verificado no capitulo 6, os acoplamentos EDNI e DENI resultaram
em solucoes mais acuradas do que aquela obtida via diferencas finitas, sendo menos
custosas computacionalmente do que o método dos elementos finitos, uma vez que
reduzem a quantidade de integragoes numeéricas.

Ainda sobre o experimento unidimensional, apesar do acoplamento DENI apre-
sentar a mesma acuracia que sua versao iterativa DEI, seu custo computacional as-
sociado a solucao dos sistemas de equacgoes foi aproximadamente a metade do custo
via método iterativo. Sendo assim, o acoplamento DENI foi a melhor estratégia
para resolver o problema proposto.

Nos dois primeiros exemplos da se¢ao 6.2, validou-se o cédigo computacional
para o acoplamento MEF/MDF para problemas bidimensionais. O terceiro exem-
plo daquela segao ilustrou a reducao do tempo de montagem da matriz do problema,
comparando diferentes malhas acopladas com o MEF. Deste modo, ficaram compro-

vadas a acuracia e eficiéncia computacional do método de acoplamento proposto.
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7.2 Sugestoes de Trabalhos Futuros

Em vista dos resultados obtidos com esta dissertagao, sao feitas algumas sugestoes

para futuros trabalhos na area:

e Elaborar acoplamentos para elementos e operadores de diferencas finitas de
ordem superior, considerando equacoes adequadas nas interfaces entre os

métodos;

e Desenvolver o acoplamento MEF /MDF aplicado a problemas regidos por ou-

tras classes de EDP, i.e., parabdlicas e hiperbdlicas;

e Avaliar desempenho do acoplamento proposto nesta dissertacdo em proble-
mas nao lineares, sob o aspecto da eficiéncia computacional na montagem das

matrizes;

e Aplicar a técnica apresentada a problemas de geometria irregular, empregando
o MEF para modelar o contorno nao regular e o MDF na maior parte possivel

do dominio.
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