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Um dos processos mais complexos na solucdo de problemas por meio de
métodos verdadeiramente sem malha é a integracdo numeérica dos subdominios locais,
especialmente naqueles que ndo estdo totalmente dentro do dominio global do problema.
As integragdes numéricas no método sem malha local de Petrov-Galerkin (MLPG) séo
realizadas por meio de técnicas de quadratura sobre os subdominios locais. Uma das
técnicas mais utilizadas € a da Quadratura Gaussiana. No entanto, existem divergéncias
na utilizacdo da quadratura de Gauss e este trabalho propde uma abordagem diferente.
Comumente, a quadratura é realizada através da determinacdo de pontos Gauss sobre o
dominio e contorno do problema. Em seguida, sdo criados novos subdominios utilizando
como ponto central cada um dos pontos de Gauss e, por meio dos novos subdominios,
sdo calculadas funcdes de forma (®;) e suas derivadas (d;;). Este trabalho propde uma
técnica que utiliza como dominio de integracdo os proprios subdominios criados pelo
método dos minimos quadrados moveis (MQM), diminuindo a intensidade
computacional do MLPG. Por fim, sera avaliado se a utilizagdo das técnicas descritas é
vantajosa em relacdo as técnicas tradicionais, que restringem o posicionamento de

subdominios nas proximidades do contorno global.
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Numerical integration in the local subdomains is the most complex process in
the solution of problems by a truly meshless method, especially if the boundary of the
local subdomain surpasses the global boundary of the problem. Numerical integration in
meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) is performed by quadrature techniques applied
over local subdomains. One of the mostly used techniques is the Gauss quadrature.
However, the gaussian quadrature is not a universally accepted integration technique and
this work proposes an alternative approach to the numerical integration dilemma.
Traditionally, in order to apply the gaussian quadrature, Gauss points are created over the
domain and the boundary of the local subdomains. Subsequently, new subdomains are
created using the Gauss points as their central point, which are used to compute the
interpolation functions (®;) and their derivatives (®;;). This work proposes an integration
technique which uses the integration subdomain as the local moving least squares (MLS)
interpolation domains, decreasing the computational intensity of the MLPG. The
performance of both, traditional and proposed, integration techniques are compared in

terms of performance and viability.
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1 INTRODUCAO

Na década de 70, iniciaram-se estudos em métodos numéricos que ndo exigissem

a geracdo de malhas para solucionar problemas de equac@es diferenciais. Contribuindo,

assim, para o advento dos Métodos sem Malha.

A pesquisa surge com o desenvolvimento do Método de Hidrodinamica de
Particulas Suavizadas — do inglés, Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) (LUCY,
1977) e (GINGOLD & MONAGHAN, 1977). Esse metodo foi aplicado em dindmica de
gases em problemas astrofisicos bi e tridimensionais, como problemas de fissdo em

protoestrelas opticamente espessas.

Apesar de iniciar na década de 70, a popularizagdo académica dos Métodos sem

Malha ocorreu na década de 90, na qual surgiram diversas formulacdes.

O Método dos Elementos Difusos — Diffuse Element Method (DEM) —
desenvolvido por Nayroles (NAYROLES, et al., 1992) foi proposto a fim de solucionar
alguns inconvenientes do Método dos Elementos Finitos (MEF): a dificuldade de gerar
uma malha de boa qualidade e o fato de que as derivadas nos contornos dos elementos
sdo descontinuas, enquanto a aproximacéo da solucdo é continua dentro do elemento.

Desta forma, a formulacdo do DEM ndo utiliza fungdes locais de interpolagdo de base

polinomial, substituindo-as por polinbmios encontrados por Minimos Quadrados

Ponderados (MQP). Essa substituicdo é valida apenas para a vizinhanga do ponto no qual

é centrado o subdominio de integracao, conhecido como ponto de interesse ou ponto base.

A formulacdo do Método de Galerkin livre de Elementos — Element-free

Galerkin Method (EFG) (BELYTSCHKO, et al., 1994) baseia-se no principio variacional
de Galerkin, de forma semelhante aquela utilizada por MEF. Contudo, o EFG utiliza do
método dos Minimos Quadrados Mdveis (MQM) para construir as funcdes de
aproximacdo e de ponderacdo da formulacdo fraca do problema. Inicia-se aqui, a

utilizacdo do MQM em Métodos sem Malha.



O Método dos Elementos Naturais — Natural Element Method (NEM) —
,apresentado por (BRAUM & SAMBRIDGE, 1995), emprega uma formulacao fraca por

meio do Método de Residuos Ponderados (MRP) de Galerkin, utilizando como fung@es

de aproximagéo as coordenadas naturais dos pontos vizinhos ao ponto de interesse.

O Método de Particulas Reprodutoras do Ndcleo — Reproducing Kernel Particle
Method (RKPM) — (LIU, et al., 1993) deriva do SPH e ambos, portanto, possuem
caracteristicas semelhantes. A funcdo de aproximacao é obtida através de uma versdo
avancada de MQM aplicada a particulas e que leva em considera¢do o volume nodal

atribuido a cada uma dessas particulas.

O maior diferencial apresentado pelo Método de Elementos Finitos Parti¢do de
Unidade — Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) — (MELENK &

BABUSKA, 1996) e (BABUSKA & MELENK, 1997) em relacdo ao FEM classico é a
possibilidade oferecida pelo PUFEM de construir espacos de funcdes aproximacoes

conformes a partir de sistemas de espacos de aproximacgdes locais sem perda de

propriedades de convergéncia (LI & MULAY, 2013).

Método dos Pontos Finitos — Finite Point Method (FPM) (ONATE, et al., 1996)
utilizou a técnica de Minimos Quadrados Ponderados (MQP) para a interpolacdo dos
dados e 0 método de colocacdo pontual para resolver equacdes diferenciais que governam
os problemas estudados. Uma das caracteristicas do FPM é que a funcdo de ponderagédo

utilizada na aproximacéo é a funcéo Delta de Dirac.

Todos os métodos acima, exceto os baseados em particulas e Delta de Dirac,

necessitam da criacdo de subdominios ou células auxiliares para realizar as integracoes
numéricas necessarias para montagem dos sistemas de equaces lineares. Cabe salientar

que o subdominio de integracdo é empregado para a distribui¢do dos pontos de integracéo,

no caso da quadratura de Gauss, 0s pontos de Gauss, €, portanto, ndo sustenta nenhuma

ligagdo direta com a distribuicdo de pontos do problema. Esse é o diferencial do Método
sem Malha Local Petrov-Galerkin (MLPG). E, particularmente, essa caracteristica de

verdadeiramente sem malha foi essencial na escolha desse metodo para esse trabalho.



O Método Meshless Local de Petrov-Galerkin — Sem malha Local Petrov-

Galerkin (MLPG) (ATLURI & ZHU, 1998) — baseia-se em uma formulago fraca local
de Petrov-Galerkin. Para isso, no método tradicional, subdominios de interpolacéo locais
sdo criados para cada ponto Gauss e a funcdo é também aproximada para cada um. A

aproximacéo é realizada utilizando a técnica dos Minimos Quadrados Méveis (MQM) e

ao gerar o sistema discreto de equacdes através da formulacdo residual Petrov-Galerkin

permite que se escolha a funcédo de aproximacao e de ponderacao de espacos de funcbes

diferentes. A utilizacdo de funcbes de espacos diferentes resulta em um sistema de

equacOes que possui matrizes ndo-simétricas.

A formulacdo método sem malha baseada no método de Petrov-Galerkin mostra-
se mais vantajosa em comparacdo com aquela baseada no método de Galerkin. Visto que,

na formulacdo de Galerkin, a partir das derivadas de segunda ordem, as derivadas da
funcdo peso utilizadas na funcdo de aproximagdo e ponderagdo apresentam

descontinuidades no contorno dos subdominios locais. Isto posto, a preciséo da integracdo
na regido de descontinuidade esta atrelada a sua divisdao em sub-regiGes e a utilizacdo de
esquemas de integracdo mais elaborados (RAJU & PHILLIPS, 2002). A utilizacdo do

método de Petrov-Galerkin, propicia um esquema de integracdo mais simples, porém de

alta ordem, aplicada sobre o contorno como um todo soluciona o problema de forma

precisa (PHILLIPS & RAJU, 2002).

Existem, portanto, diversas combinagdes entre funcbes de aproximacdo e
funcBes de ponderacdo. Cada uma dessas combinacdes gera uma variacdo da formulacdo
do MLPG. Foram propostas seis variacbes do MLPG (ATLURI & SHEN, 2002),

expostas a seguir.

O MLPG-1 obtém a equacdes de governo do problema discretizada por meio de
uma formulacédo fraca local. Utiliza como funcdo de pondera¢do a mesma funcdo peso
utilizada da aproximacgdo por MQM, Funcdo de Base Radial ou a funcdo de Shepard

utilizadas para encontrar a funcéo de aproximacao.



No MLPG-2, as equacOes de governo discretizada sdo encontradas através de
uma formulacg&o fraca local ndo simétrica. A funcdo de aproximacgéo é encontrada atraves
das mesmas técnicas do MLPG-1. A funcédo de ponderacéo utilizada em cada subdominio
é a funcdo de colocagdo Delta de Dirac. Nesse método, a integracdo numérica nao é
necessaria, pois a matriz de “rigidez” e o vetor de “for¢as” sdo obtidos por meio das

derivadas das fungdes de aproximacéo.

O MLPG-3 utiliza com funcéo de ponderacéo o residuo da equacédo de governo,

encontrado através do método de MQM discretos. A funcéo de aproximacéo € encontrada

de maneira semelhante aos outros dois métodos anteriores.

O MLPG-4, também conhecido como Local Boundary Integral Equation
(LBIE), utiliza como fungdo de ponderacdo a solugdo fundamental modificada da
equacdo diferencial no contorno do problema de governo. A funcdo de aproximacéo é

encontrada similarmente aos outros métodos.

O MLPG-5 usa a funcdo degrau de Heaveside como funcéo de ponderacdo. O

problema é discretizado utilizando uma formulacdo local fraca simétrica. Uma
caracteristica interessante desse método € a de que a discretizacdo do problema envolve

apenas integrais de contorno sobre cada um dos subdominios circulares, causando um

aumento da efetividade dessa variagao.

O MLPG-6 é a variacdo que utiliza uma formulacdo equivalente a formulacéo

de Galerkin, utilizando a prépria funcéo de aproximacgado como funcgéo de ponderacdo em
cada um dos subdominios. O problema € discretizado por formulagdo fraca local
simétrica. A funcdo de aproximacdo, e consequentemente a funcdo de ponderacédo, sdo
encontradas por MQM, Funcéo de Base Radial (FBR) ou funcgio de Shepard. Contudo,
segundo (ATLURI, et al., 1999), 0 MLPG-6 ndo é computacionalmente eficiente e ndo

apresenta bons resultados.

Existem estudos e pesquisas que visam encontrar novas variagdes do MLPG

(SOARES, et al., 2012).



O MLPG foi inovador na utilizacdo de uma formulacao fraca sem a necessidade
de nenhuma malha auxiliar para realizar a integragdo numerica, isso se deve ao carater

local da formulacéo.

Ap6s o desenvolvimento da formulacdo MLPG, algumas outras formulacGes
“classicas” foram desenvolvidas, pode-se citar: Point Interpolation Method (LIU & GU,
2001); Gradient Smoothing Method (LIU & XU, 2008); Generalized Meshfree
Approximation (PARK, 2009) (PARK, et al., 2011) e Maximum Entropy Approximation

Method (ORTIZ, et al., 2010) e (ORTIZ, et al., 2011).

Além destes, existem Métodos sem Malha desenvolvidos recentemente como:
Hermite-Cloud Method (LI, et al., 2003); Point Weighted Least-Squares Method
(WANG, et al., 2005).

No Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ, trabalhos utilizando

métodos sem malha vém sendo desenvolvidos através dos anos.

Iniciou-se em 2007, na tese de (MIERS, 2007), na qual foram desenvolvidas
aplicacdes do método das equacdes integrais de contorno local (Local Boundary Integral
Equation LBIE) e Método livre de elemento de contorno (Boundary Element Free Method
BEFM) em conjunto com a funcdo de Green numérica em problemas de fratura linear

elastica e elastoplasticas.

Posteriormente, em 2010 (DA SILVA, 2010) utilizou-se do método dos
elementos de contorno com as forgas inerciais e tensdes plasticas aproximadas por uma
interpolacdo por método dos minimos quadrados mdveis ortogonais para solucionar
problemas elastoplasticos de estatica e dinamica, desta forma, evitou-se o uso de células

de integracdo para discretizagdo do dominio dos problemas.

Em 2013, a tese de (COSTA, 2013) desenvolveu uma solucdo alternativa
eficiente para problemas de propagacéo acustica por meio do desenvolvimento do método

das solu¢des fundamentais (MSF).

Em 2013 tambem, (FONTES, et al., 2013) uma soluc¢do por meio de MSF para
solucionar problemas da mecanica da fratura linear elastica. Ademais, em 2014,
(FONTES, et al., 2014) foram desenvolvidas técnicas avancadas e eficientes com

aplicacdo em métodos sem malha para analise de problemas de elasticidade e da mecénica



da fratura, utilizando o0 MSF via superposicdo da funcdo de Green numérica (FGN) e
também o acoplamento iterativo entre MSF e FGN e o método local de Petrov-Galerkin
(MLPG)

Em 2017, (KONDA, et al., 2017), utilizou 0 MLPG-1 com uma integracédo

numérica alternativa na solucao de problemas de anélise de flexdo de placas Reissner.

Como citado anteriormente, algumas variagbes do MLPG ndo necessitam de
integracdo numérica para encontrar a solugdo do problema. Contudo, a variacéo utilizada
nesse trabalho, MLPG-1, exige a integracdo numeérica local sobre cada um dos

subdominios para solucionar as equaces diferenciais do problema.

A integracdo numérica no MLPG-1 ainda é um topico que exige estudos no

intuito de melhorar a eficiéncia e a preciséo.
1.1 MOTIVACAO

Desde a década de 50, os métodos numéricos sdo utilizados para realizar
simulacbes de problemas reais em engenharia. As simulagdes computacionais
possibilitaram um desenvolvimento exacerbado em diversos campos académicos. Devido
ao avanco no ramo da computacdo, atualmente, a utilizacdo de métodos numéricos que
ndo necessitam de malhas mostra-se cada vez mais factivel. Em consequéncia do aumento
do interesse em métodos sem malha, especialmente o0 MLPG, faz-se necessario estudos

que avaliem a viabilidade de sua utilizacdo para solucionar problemas de engenharia.

Assim, na solugdo de equacOes diferenciais via métodos sem malha, um dos
principais problemas encontrados é a realizacdo de uma integracdo numérica eficiente. A
integracdo numerica aplicada tradicionalmente ao meétodo MLPG envolve um alto custo
computacional, tornando-se um grande desafio na propagacdo dos métodos sem malha.

A principal caracteristica que contribue para a maior dificuldade desse processo é a
necessidade de criacdo de um subdominio de interpolacdo para cada um dos pontos de

Gauss utilizados na integracdo numeérica, aumentando exponencialmente o tempo

necessario para a montagem do sistema de equagdes.

Portanto, o estudo em relacdo ao uso de um esquema de integracdo numérica

alternativo que permita solucionar equacdes diferenciais de forma mais eficiente,



diminuindo o custo computacional, seria altamente benéfico para a popularizacdo dos

métodos sem malha.
Além da integracdo numerica, 0 estudo que avalie os impactos causados a

solucdo devido a utilizacdo de diferentes métodos de imposicdo das condi¢Bes de

contorno essenciais. Desta forma, busca-se aprimorar os parametros utilizados no MLPG

a fim de otimizar a solugdo computacional.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Essa dissertacdo tem como objetivo principal o estudo de métodos sem malhas
e desenvolvimento de técnicas eficientes de integracdo numérica a serem aplicadas em

MLPG. Pode-se destacar como objetivos especificos:

e Estudo e aplicacdo de uma nova técnica de integracdo numérica a ser
aplicada nos métodos sem malhas local Petrov-Galerkin em problemas
de elasticidade 2D;

e Avaliar o impacto na solucdo do problema quando se realiza variacfes
em parametros utilizados em MLPG como: nimero de pontos que
discretizam o problema, nimero de pontos de Gauss, coeficientes de

penalidade ou ordem da base monomial utilizada no MMQM.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O Capitulo 1 apresenta uma breve introducdo do assunto dessa dissertacio (o
método sem malha Local Petrov-Galerkin MLPG), assim como a motivacdo e 0s
objetivos a serem perseguidos nesse estudo.

As técnicas utilizadas para a construcdo das fungdes de forma utilizadas pelo
MLPG sdo explicitadas no Capitulo 2, em que sdo abordados o método dos Minimos

Quadrados Moveis e a escolha das fungdes de forma utilizadas.

O Capitulo 3 descreve detalhadamente o método MLPG aplicado em problemas
de elasticidade 2D. Uma breve apresentacdo das equagOes diferenciais que governam a
elasticidade é exposta. Ademais, a formulagéo fraca local do MLPG é desenvolvida e

discretizada, apresentando as integrais que deverao ser solucionadas no problema.



O Capitulo 4 expde a integragdo numerica utilizada para solucionar as integrais

supracitadas. Retrata-se nesse Capitulo: a) 0 método numérico utilizado para realizar a
integragdo: a Quadratura de Gauss-Legendre; b) as transformagGes de coordenadas
usadas para simplificar os calculos; c) a integracdo que é tradicionalmente utilizada no

MLPG; d) uma técnica de integracdo alternativa proposta por esse trabalho; e) uma
descricdo da implementagdo numeérica desenvolvida computacionalmente para 0 MLPG-

1.

O Capitulo 5 discorre sobre resultados obtidos para problemas de elasticidade

2D utilizando a implementacdo computacional abordada no capitulo anterior.

No Capitulo 6, as conclusdes alcancadas sdo expostas e sdo sugeridas propostas

para trabalhos futuros.

Finalmente, no Capitulo 7 sdo encontradas as referéncias bibliograficas.

Essa dissertacdo foi integralmente realizada nos laboratérios LAMEC

(Laboratério de Mecanica Computacional) do Programa de Engenharia Civil da COPPE

na Universidade Federal do Rio de Janeiro.



2 FUNCOES DE INTERPOLACAO

O método sem malha Local Petrov-Galerkin utiliza fun¢Ges aproximadas como
solucdes de problemas governado por equacdes diferenciais. Contudo, antes de calcular
a solucdo aproximada, é necessario fazer a aproximacao do campo de funcGes incognitas
utilizando fungdes de forma (LIU, 2010). Diferentemente do Método dos Elementos

Finitos, as funcfes de forma s&o calculadas durante a solugéo do problema por meio de
técnicas de interpolacdo entre os pontos campo, pertencentes a subdominios, distribuidos

sobre o corpo analisado.

A fungdo aproximada utilizada pelo MLPG deve possuir algumas caracteristicas

a fim de garantir uma solucdo adequada.

A funcéo de interpolacdo deve ser numericamente estavel. A estabilidade tange
dois sentidos: a estabilidade da interpolacédo e a estabilidade da solucdo. Estabilidade da
interpolacdo significa que a funcdo é estdvel mesmo que hajam pequenas perturbacdes no
posicionamento dos nés dentro do subdominio local e, portanto, as matrizes (utilizadas
no processo de calculo das fungdes de forma) devem ser bem condicionadas mesmo para

nos distribuidos arbitrariamente (LIU & GU, 2005). A estabilidade da solucdo denota que
as solucdes numeéricas obtidas utilizando as fung¢des de forma ndo possuem “oscilagdes

numéricas”, que podem ocorrer caso haja uma incompatibilidade entre o esquema de

interpolacdo e a natureza fisica do problema.

O método sem malha deve convergir, em outras palavras, a solu¢do numérica
deve se aproximar da resposta analitica a medida que a distancia entre nos tende a zero.
Para que haja convergéncia, as fungdes de forma utilizadas devem satisfazer um certo
grau de consisténcia (LI1U, 2010). O grau de consisténcia de uma funcédo de interpolacéo
é igual a ordem da funcdo polinomial a qual a funcdo de interpolacdo é capaz de

reproduzir fidedignamente.

A fungdo de interpolagéo deve ter um carater local, isto é, a funcéo deve ter valor

nulo para todos os pontos fora do subdominio local. A localidade da funcdo de



interpolacdo garante a esparsidade da matriz global e, consequentemente, melhora a

eficiéncia computacional do método.

Além disso, as funcbes de forma devem ser linearmente independentes para
todos 0s pontos campo, no intuito de formar uma base nodal (LI & MULAY, 2013). A
independéncia é necessaria para que as fungdes deslocamento construidas a partir da base

nodal estabelecam um sistema de equacdes discretas estavel.

Existem diversos métodos utilizados na construcao das funcdes de forma, entre

eles, destacam-se:

e Métodos de Interpolagdo Pontual — Point Interpolation Method (P1M):

o PIM polinomial,
o PIM radial;
e Métodos de Minimos Quadrados Méveis: (MQM)
o Aproximacao por MQM;
o Aproximacao por MQM Modificado;
e Métodos de Particdo de Unidade — Partition of Unity (PU):
o Elemento Finito de Particdo de Unidade;

o Nuvens-hp — hp clouds;

Um dos métodos de aproximacao mais utilizados em métodos sem malha é o
Método dos Minimos Quadrados Méveis (MMQM ). Segundo (ATLURI & SHEN, 2002)
e (LIU & GU, 2005), o MMQM possui excelente preciséo e eficiéncia computacional,
tornando-o ideal para os métodos sem malha. Segundo (PECHER, 2006), a precisao da
integracdo e, consequentemente, do método é controlada pela precisdo da aproximacao

por MQM, atesta-se, entdo, a importancia da construcéo de funcGes de forma adequadas.
2.1 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS MOVEIS

Supondo um dominio global expresso por pontos arbitrariamente distribuidos.

Ao redor de um ponto de interesse ou ponto base x; € tragado uma vizinhanca circular,
denominada de suporte local ou subdominio ;, dentro da qual a aproximacao pelo

MMQM seré definida. A forma aproximada u® da funcéo u pode ser definida como:
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u'x) =pT(x)a(x) Vxe Q; (2.1)

onde a(x) = [a,(x),a,(x), ...,an(x)]T é 0 vetor dos coeficientes que representam as
funcbes & determinar de coordenadas espaciais do ponto x; e pT(x)=

[p1 (%), p2(X), ..., pm(X)] é a base monomial composta por um conjunto de polindmios

continuos até a n-ésima ordem.

Esses mondmios podem ser obtidos através dos polindbmios completos de um

triangulo de Pascal, como mostra a Figura 1 abaixo:

Figura 1: Mondmios de um polindmio completo de grau mm (adaptado de (RIBEIRO, 2013))

Comumente, a aproximacdo pelo MMQM ndo exige polindmios de ordens
superiores a 3. Os problemas de elasticidade bidimensional possuem derivadas de

segunda ordem, contudo, a formulacdo fraca do MLPG-1 diminui esse requisito para

derivadas de primeira ordem, portanto uma base linear que conseguir representar
suavemente qualquer funcédo e a suas primeiras derivadas é adequada. Portanto, utiliza-

se 0 polinbmio a sequir:

P’ = [1,xy %% xy,y°] (2.2)
As dimens@es dos subdominios ao redor do ponto base x; sdo estabelecidas pela
ordem da base monomial utilizada. Visto que, para garantir uma boa aproximacao e que
ndo haja singularidade na matriz, é necessario que dentro do subdominio €; esteja contido
um ndmero de pontos igual ou maior do que o nimero de componentes do vetor p* (x).
Desta forma, caso seja utilizado o vetor acima, seriam necessarios ao menos 6 pontos

contidos dentro do subdominio ;.
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A funcdo aproximada é obtida ao se determinar o vetor a(x) através da

minimizacao da norma ponderada L,:

09 = ) wio[u" - uy]?
i=1

(2.3)
Substituindo (2.1) em (2.3):
n mm 2
Jx) = z w;(x) Z p(xpa(x) —u, (2.4)
i=1 j=1

onde w; (x) é a funcdo peso associada a posi¢do x dos pontos campo dentro do subdominio

Q;; n é 0o numero de pontos campo dentro do subdominio €;; u; representa os valores

prescritos para a fungdo u em x — x;, como mostra a Figura 2.

Au

1y

Y
0 X;

Figura 2: Funcio aproximada u" (x) e 0s parametros nodais u; na aproximagdo por MQM (LIU & GU,
2005)

Em outras palavras, o objetivo é encontrar o vetor solugio aproximado u®(x)
- 7 - ’ ~ 2
mais préximo possivel da solugéo real u(x), de tal forma que ||u® —u||’ = 0. E o erro

da aproximacéo estara em funcao da distancia dos pontos campo x; até o ponto central x

do subdominio, devido a presenca da fungéo peso w; (x).
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Minimizando (2.4) em relacéo a a;(x):

2

a n mm
3o Z w;(x) Z pT(xpa(x) —u;| |=0, j=12,..,mm (2.5)
Mi=1 j=1

Escrevendo (2.5) em notagdo matricial, tem-se:

0 0 pa_ o (2.6)
2 1] = 2 [(Pa— w)™W(Pa —w)] = 0

Realizando as multiplicagdes matriciais, obtém-se:

% [aT(PTWP)a — a”(PTWu) — (uTWP)a + u"™Wu] = 0 (2.7)

Continuando a minimizar o funcional e substituindo Q = PTWP e ¢ = uTWu,

obtém-se:

d
3a [J] = [Qa + Q"a] — (PTWu) — (P"Wu) = 0 =
2 (2.8)
2PTWPa — 2P"Wu = PTWPa — PTWu =0
onde P é a matriz na qual estdo agrupados os vetores p(x) dos pontos campos contidos
dentro do subdominio Q;; e W é a matriz diagonal que agrupa os valores da funcdo peso

w; (x). Expressas por:

P1(x1) pP2(x1) - Pm(x1)
P= P1(.x2) D2 (‘xz) .Pm.(xz) (2.9)
pl(.xn) P2 (‘xn) i’m.(xn)
wlx—xq) - 0
W(x) = :
0 vee W(x — xn) (2'10)

E possivel reescrever (2.8) como um sistema linear com o seguinte formato:
A(x)a(x) = B(x)u (2.11)

onde A = PTWPe B = PTW.
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Considerando que a matriz A seja inversivel, a equagdo (2.11) pode ser

solucionada para a(x):
a(x) = A 1(x)B(x)u (2.12)
Substituindo a expresséo (2.12) em (2.1), tem-se:
u? = pTA1(x)B(X)u (2.13)

A equaco (2.13) pode ser reescrita como:

uhzz (X)), XEQ
£ ¢l( ) L X (2.14)

sendo uM uma estimativa da funcio aproximada na forma de uma funcéo interpolada;
¢;(x) é o vetor de fungdes de forma da aproximacdo por MQM associado ao ponto base

x;, tal que:

¢i(x) = ;I’j (x)[A"1(x)BX)];; (2.15)

Para solucionar problemas de elasticidade, também sera necessario a utilizacédo
das derivadas parciais da funcéo de interpolagdo. De acordo com (BELYTSCHKO, et al.,

1996), a equacdo (2.15) pode ser reescrita como:
¢"(x) =y (x)B(x) (2.16)
na qual:
y'(®) =p'a™! (2.17)
A matriz A é simétrica e, portanto, é possivel obter y(x) por meio de:
Ay=p (2.18)
As derivadas parciais de y podem ser calculadas a partir da derivagéo de (2.18):
Ay, =p;— Ay (2.19)

A derivada parcial da funcdo de interpolacdo ¢; pode ser obtida utilizado a

expresséo a seguir:
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¢ =vyiB+vy"B; (2.20)
2.2 FUNCOES PESO

A escolha da fungéo peso adequada é um fator de suma importancia na solucao

de problemas por Métodos sem Malha. A maioria das func¢des de forma utilizadas em

Métodos sem Malha séo funcdes em formato de sino.

Através da Equacdo (2.13) é possivel afirmar que a continuidade da funcéo de
interpolacdo ¢ depende da continuidade do mondmio base p e da suavidade das matrizes
A e B. Como as matrizes A e B sdo construidas a partir da funcdo peso W, a escolha da

funcdo peso possui carater fundamental na performance da aproximacgéo por MQM.

Segundo (LIU & GU, 2005), as funcBes peso comumente utilizadas em Métodos
sem Malha devem possuir as seguintes propriedades:

e W(x —x;) > 0 dentro do suporte local;

e W(x —x;) = 0 para qualquer ponto fora do suporte local;

e W(x — x;) decresce monotonicamente a partir do ponto base x;

e W(x—x;) é suficientemente suave, especialmente no contorno do
suporte de forma a garantir que seja possivel uma inclusdo e exclusao

suave de nos quando o dominio do suporte se move.

A escolha da funcdo peso é arbitraria desde que atenda as propriedades

supracitadas.

Nesse trabalho a funcdo peso utilizada como fungdo de ponderagdo do erro é a
funcdo Spline de quarta ordem, representada pela Figura 3, com suporte nos dominios

locais, que possui ordem de continuidade 3:
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d\> d\? dn*
1-6 —’) 8(—’) —3(—‘),03d-s ;
w;i(x) = (ri * T; T; =T (2.21)
0,

onde d; = ||[x — x;||, é a distancia Euclidiana entre qualquer ponto campo contido no
subdominio x e o ponto central do subdominio local x;; e ; é o raio do suporte local no

qual a funcéo peso esta contida.

Para calcular as derivadas parciais das matrizes A e B das equagdes (2.19) e

(2.20), é preciso calcular a derivada da fungdo peso W. Logo, é necessario que a derivada
seja continua no interior do subdominio local e valor nulo no seu contorno, como

mostrado na Figura 4.

X

Figura 3: Comportamento da funcéo spline de 42 ordem

Essa funcdo peso foi escolhida de acordo com o0 método de construcéo de funcéo
de interpolacéo abordado em (LIU & GU, 2005) e (ATLURI, et al., 1999) e atende a todos

0S pré-requisitos inescusaveis para a precisdo do MPLG-1.
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-2
dw /dx

Figura 4: Derivada primeira da funcéo peso spline de 42 ordem
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3 METODO SEM MALHA LOCAL PETROV-GALERKIN EM

ELASTICIDADE

Como citado anteriormente, existem métodos sem malha que utilizam células de

integracdo auxiliares para efetuar a integracdo numérica necessaria para montar o sistema

linear matricial. Contudo, 0 método MLPG n&o possui essa exigéncia.

Isso se deve a utilizacdo do método dos residuos ponderados para a obtencéo da

formulacdo fraca, no qual as informagdes adquiridas a partir de um subdominio local do
ponto séo utilizadas para tentar satisfazer a equagdo ponto a ponto. Portanto, a integracao
pode ser implementada localmente, executando integraces numeéricas sobre 0s
subdominios locais. Ademais, 0 MLPG ¢é estavel por utilizar a formulagdo fraca (LIU,
2010)

Portanto, o problema é representado por um conjunto de pontos arbitrariamente
distribuidos sobre o contorno e dominio, conhecido como dominio global. Este € divido
em subdominios menores que sdo delimitados por uma vizinhanca de influéncia ao redor
de cada ponto. A implementacdo do método dos residuos ponderados é aplicada aos
subdominios locais e, consequentemente, a formulacéo fraca do problema fisico deve ser
satisfeita localmente para cada um dos nos que representam o problema. Para garantir que

haja uma representacao fidedigna do problema, sem a perpetuacéo de erros de integracéo,

é necessario que a unido dos subdominios locais cubra todo o dominio global do

problema.

O MLPG utiliza 0 método dos Minimos Quadrados Méveis (MQM), abordado

no Capitulo (2.1) para construir as funcdes de forma utilizadas na solucio do problema.

Contudo, anteriormente a apresentacdo da formulacdo do MLPG, sera realizada

uma apresentacédo sobre elasticidade.

3.1 ELASTICIDADE

Elasticidade é a propriedade de um material constituinte de um corpo, deformado

sob acdo de forcas mecénicas ou térmicas, de retornar a sua configuracao original quando
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cessada a acdo das forcas (VILLACA & GARCIA, 1998). A teoria da elasticidade,
portanto, se propde a estudar o comportamento de corpos materiais que possuam a

propriedade supracitada ao serem submetidos a acfes externas.

Nesse trabalho, todos os corpos submetidos a acdo de forcas externas serdo

constituidos de materiais perfeitamente elasticos, ou seja, eles retornardo completamente

a sua forma inicial apoés a retirada das forcas.

Ademais, a estrutura molecular dos corpos elasticos ndo sera considerada. Os

materiais dos corpos estudados serdo considerados:

e Homogéneos, possuem as mesmas propriedades em todos 0s seus pontos;
e Is6tropos, tal que em cada ponto as propriedades s&o iguais em qualquer
direcéo;

A determinacéo da distribuigéo de tensdes, deformacoes e deslocamentos de um
corpo elastico sob influéncia de um sistema de forcas prescritas necessita obedecer a

algumas consideracOes: condicdes de equilibrio, relacdes de tensdo-deformacdo e

condigOes de compatibilidade.

De acordo com o principio da conservacdo do momento linear, 0 comportamento
de um solido bidimensional, representado pela Figura 5, linearmente elastico em

equilibrio, submetido a um carregamento externo, pode ser descrito através das equacdes
diferenciais do equilibrio, que devem ser satisfeitas para qualquer ponto do interior do
solido:

0ij i + bi =0 em (31)
onde aj; € o coeficiente do tensor de tenses correspondente ao campo de deslocamentos

u;; b; corresponde a componente das forcas de corpo; € o dominio global do problema.

Ademais, deve-se descrever o problema no contorno global I' = I;, U I através

das condi¢bes de contorno, definidas por:
U; = UuU; em Fu (32)

t; = o;jin; = El' em]} (33)
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onde u; corresponde a componente do deslocamento prescrito no contorno I;;; t; é a

componente da forca de superficie prescrita no contorno I3; n; € a componente do vetor

normal unitario ortogonal ao contorno com sentido para fora do dominio.

Assim, o problema estd completo e a sua solugéo resulta no campo de tensdes e,

consequentemente, deformacdes de um solido elastico.

YA

L\
/;‘: >
T ///

Ny

ny
Figura 5: Representagdo do continuo de um sélido bidimensional

As relacdes entre tensfes e deformacdes devem ser relacionadas através das

propriedades do material (relagBes constitutivas) que precisam estar de acordo com o

comportamento conhecido do material. Esse trabalho considera que o material do qual os
corpos estudados sdo compostos é linearmente eléstico e, portanto, a relagdo entre as

componentes de tensdo e deformacdo € uma expressao linear.

Ao afirmar que o solido é linearmente el&stico, atribui-se ao material do qual o

corpo é constituido as seguintes propriedades:

e A relacdo entre a tensdo e as deformacdes resultantes é linear;
e Apbés a remogdo da carga externa, as deformaces desaparecem

completamente;
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e A taxa ou velocidade de carregamento ndo influi na analise;
e AsdeformacGes e a rotacdo sdo pequenas em relacdo ao tamanho do solido

do problema.

Por conseguinte, é possivel expressar as componentes de tensdo como fungoes

lineares de nove componentes de deformacéo:
0ij = Cijri€nl (3.4)
onde C;j; € o tensor elastico completo com 81 coeficientes; o;; € o tensor de tensdes de
Cauchy; g; € o tensor das pequenas deformacdes.
Essas sdo as equagOes constitutivas classicas da elasticidade.

Como mencionado previamente, o solido considerado é composto por material
homogéneo e isotropico. Desta forma, os coeficientes do tensor eléstico de quarta ordem

tornam-se constantes e simétricos, consequentemente, podem ser escritos da seguinte

forma:
Cijir = 4661 + (881 + 8:16j) (3.5)

A partir, da substituicdo da expressdo (3.5) nas equagOes constitutivas (3.4),

obtém-se: a Lei de Hooke generalizada:
O-L'j = Aé‘ijgkk + 2‘LlSij (36)

onde A e p sdo as constantes de Lamé definidas por:

1= Ev (3.7)
(1+v)(1-2v)

E 3.8

4=6= ) @

onde G é o Modulo de Elasticidade Transversal; E é o Médulo de Elasticidade

Longitudinal; v é coeficiente de Poisson.

As expressoes (3.4) a (3.8) sdo validas considerando a hipotese de pequenas
mudangas de configuracdo, na qual assume-se que as componentes de deformacdo e as

rotacbes sofridas pelos segmentos elementares sdo infinitesimalmente pequenos em
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relacdo as dimens6es do corpo. A partir dessa hipdtese, é possivel afirmar que a mudanca
de configuracdo (deformagcéo) do sélido ndo introduz alteragdes perceptiveis na atuagdo

do sistema de cargas (VILLACA & GARCIA, 1998).

Como citado anteriormente, as deformaces resultantes dos carregamentos séo
muito pequenas em relacdo a unidade, portanto, é possivel relacionar o tensor de

deformagdes &;; com os deslocamentos u; por meio da seguinte expressao:

1 (3.9)
&kl = > (uk,l + ul,k)

Logo, obtém-se a expressdo da tensdo o; em termos das derivadas dos

deslocamentos através da substituicio das equacdes (3.5) e (3.9) na equacéo (3.4):

3.10
O'ij = Guj_kk + muk'kj ( )

onde uy, sdo os deslocamentos.
Finalmente, substituindo (3.10) na equacéo (3.1), obtém-se a equacéo de Navier:

(3.11)

uj,kk + uk,kj + b] =0

1-2v

As condicOes de compatibilidade de deformagdes garantem que a geometria do
deslocamento e da deformag&o sejam consistentes com a preservacao da continuidade do
corpo (UGURAL & FENSTER, 2003). Portanto, quando ha a deformacéo do corpo, o
correspondente campo de deslocamentos deve ser representado por fungdes continuas e

univocas, a fim de preservar a continuidade (VILLACA & GARCIA, 1998).

As equacOes de compatibilidades da deformacdo podem ser expressas de forma
geral por:

azgnk azgml _ azgnl N az‘c:mk -0 (3.12)
0x,,0x, 0x,0x;, 0x,0x, 0x,0x;

Nesse trabalho sdo estudados sélidos bidimensionais, desconsiderando o eixo z

na geometria do dominio.
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Existem dois tipos de estados tipicos em solidos bidimensionais. O primeiro € o
estado plano de tensdes, no qual a espessura do sélido na direcdo z € muito pequena em
comparagdo com as demais dimensdes nas direcdes x e y. Consequentemente, as forcas
externas sdo aplicadas sobre o plano x—y e a tenséo em z é nula (o, = 0). O segundo é o
estado plano de deformacdes que, por outro lado, possui a dimensdo na direcdo z muito
maior que as dimens@es nas outras dire¢des. Sendo assim, as forcas externas sdo aplicadas
uniformemente ao longo do eixo z e, devido a grande espessura, 0 deslocamento no eixo

z ¢ restringido (g, = 0).
A seguir serdo abordadas as formulagdes para ambos os tipos de estado.

3.1.1 Estado Plano de Tensao

Considerando uma chapa plana representada pela Figura 6, na qual a carga é
distribuida uniformemente sobre sua espessura paralelamente ao plano da chapa. As
tensdes a,, T, € T,,, 30 zero em ambas as faces. Portanto, as tensGes atuantes sdo oy, gy,

€ Tyy

.uql.

Figura 6: Placa fina submetida a um carregamento sob estado plano de tensdo (UGURAL & FENSTER,
2003)

Substituindo as tenses atuantes na Lei de Hooke (3.6), obtém-se as relactes

deformacéo- tenséo para o estado plano de tenséo:

23



1
& =% (0, —voy)
(3.13)

1
& =% (Uy - UUx)

Yxz = Vyz =0 (3.14)

v
&, = —E(O'x-i-O'y)

Contudo, &, ndo estd contida em nenhuma outra equacdo de governo do estado
plano de tensédo e pode ser calculada independentemente.

3.1.2 Estado plano de deformagéo

Considerando um corpo cilindro longo submetido a um carregamento lateral,

preso por planos rigidos em suas extremidades, representado pela Figura 7. Assume-se

que o carregamento externo seja uma funcao apenas das coordenadas x e y.

\

Figura 7: Estado plano de deformagdes em um corpo cilindrico (UGURAL & FENSTER, 2003)

Apresentando essas consideragdes, espera-se que todas as segdes transversais

desse corpo apresentardo deformacdo idéntica, inclusive as secOes proximas as

24



extremidades. Desta forma, ha deformacdo nas direcbes xe y, mas 0S apoios nas

extremidades impedem deslocamento em z, portantow = 0 .

Nesse caso, as deformacdes do corpo dependem apenas de x e y, escritas como:

u

= ox

_ v
=9y (3.15)

_6v+6u
Yoy = By dy
ow
£Z=£=

_Ou GW_O
=2t ox " (3.16)

_6v+aw_
9z dy

yx V4

Yyz 0

O estado plano de deformacao pode ser descrito como aquele no qual cada ponto
permanece no seu plano transversal apés a aplicacdo da solicitagdo (TIMOSHENKO &

GOODIER, 1951).
A partir de (3.15), tem-se as seguintes relagdes tensao-deformacéo:
Oy = 2Gex + Ay + &)
oy = 2Ge, + Mg + &)
Txy = Gy (3.17)
Tyz = Tyz =0
o, = Aex + &) =v(0y + 7y)

Contudo, a tensdo g, ndo esta contida em nenhuma outra equacéo de governo do

estado plano de deformacéo e pode ser calculada independentemente.
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3.2 FORMULACAO DO MLPG

Seja a distribuicdo aleatdria dos pontos no dominio £ e contorno 9Q, apresentada
na Figura 8. Para um nd de interesse i, a forma fraca local da equacéo (3.1) pode ser
apresentada em sua da seguinte forma:

00 :
f V; <—” + bi) dn — af vi(uﬁ1 - ﬁi)dl“ =0 (3.18)
2q a r

j Qu

onde v; é funcdo teste ou funcdo de ponderacdo; e a € o coeficiente de penalidade,

utilizado para forcar as condicdes de contorno essenciais na forma fraca.

Figura 8

Nos |

i r(;l_” I‘[?I ]-"_[

Figura 8: Representagdo dos dominios e contornos do problema.

Na Figura 8, pode-se observar o dominio global @ com contorno essencial T, e
contorno natural T, dominio de integragdo Q4 com contorno interno Iy; totalmente
contido no dominio do problema, contorno interno que cruza com o contorno essencial

FQu e contorno interno que cruza com o contorno natural FQt.

Inicialmente, a formulacdo apresentada é obtida por meio da imposicdo das

condicgdes de contorno essenciais pelo Método da Penalidade. Esse método consiste na
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introducdo de um parametro () que produz um custo alto para a violagdo das condigdes
de contorno essenciais, portanto, o valor de o deve possuir uma ordem muito maior do
que os outros termos do problema. A dificuldade em aplicar as condi¢Ges de contorno de
Dirichlet se deve ao fato de que as funcdes de aproximacéo calculadas pelo MQM néo

possuem a propriedade do delta de Kronecker.

Existem outras maneiras de impor as condi¢fes de contorno essenciais na

formulacdo fraca, como o Método da Interpolacéo Direta no contorno, que posteriormente

sera abordado no decorrer desse trabalho.

Aplicando a integragao por partes em (3.18), obtém-se:

an oy Z—Zdﬂ - anvibidQ - LnQviaijnj al + a eruvi(u? —u;)dlr =0 (3.19)
onde:

00y =Ty U I, (3.20)

I =00oNnT (3.21)

Substituindo as condic@es de contorno do problema (3.2) e (3.3), obtém-se:

favi 0 f bdn+j
naxjaij ﬂvii ¢

Q Q Tou
jr

Como explicitado anteriormente, O MLPG utiliza dos principios do Método de

V; (U? — 'l_ll)d[' — f v; Eld[' (3 22)
Tot .

Vi tldF—j v; tldF=0
r

Qu Q

Petrov-Galerkin. Nesse método matematico a funcgéo tentativa u e a funcéo teste v ndo
pertencem ao mesmo espaco. Portanto, € possivel escolher uma funcédo teste v de tal
maneira que ela possua valor nulo sobre I, (o contorno do subdominio Qq que esta

contido dentro do dominio do problema Q). Desta forma, tem-se:
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vi(u? — 'l_ll)d[' — f V; Eld['

dv;
—lO'ijd..Q —f Uibl'd.Q + fo
0 T'oe
(3.23)

020 9% Q Fou
- J. Vi t,_d[' =0
Fou
E possivel rearranjar de tal forma que se tenha a seguinte formulagdo local
simetrica:
avi h
——0;;d2 +«a viu;dl’ — v; t;dl’
2q ax] T'ou Tou
(3.24)

=f V; Eld["i‘ af viﬁid["i‘f vlbjdﬂ
FQt FQu .QQ

Avaliando a formulagdo fraca acima em cada um dos pontos de interesse do

dominio do problema e escrevendo na forma matricial, tem-se a seguinte equacao:

f svod.(2+af
0

Q T'ou

=f Vde+aj
r

Qt Tou

vudl"—f vtdrlr
I"Qu
(3.25)

vudl + f vbd
2q

onde &, corresponde a matriz de deformacdes corresponde ao vetor de tensdes da fungédo

de ponderacdo obtida através da aproximacdo por MQM; e o corresponde ao vetor de

tensdes da funcdo aproximada.

Dado que se trata de um problema de elasticidade bidimensional, tem-se que:

{0-11}
o = {022
Tys (3.26)
v, v,
&= ov, 0V, (3.27)
dx, dx;
_ [V11 V12] (3.28)
V21 V22
h
u= {u;} (3.29)
%)
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3.3 DISCRETIZACAO

O problema de elasticidade 2D solucionado por meio da formulacdo fraca
apresentada na equacéo (3.25) permite uma distribuicdo do erro encontrado, de acordo

com o método adotado, pois 0 MLPG satisfaz as equacdes de equilibrio nos pontos campo
plenamente apenas dentro dos dominios da integracdo numérica. Portanto, o MLPG

desenvolve um sistema discreto de equacdes mais estaveis e precisas, que ndo necessitam

atender exatamente as equaces de equilibrio em cada ponto campo, em comparagdo com
métodos sem malha que utilizam formulagdes fortes (LIU, 2010). Logo, a equagao (3.25)
e as condicBes de contorno devem ser satisfeitas em todos os subdominios de integracdo

local de cada um dos pontos campo que discretizam o problema.

E possivel calcular a funcdo aproximada u™ para os deslocamentos em um ponto

campo x qualquer utilizando as funcdes de forma obtidas por meio do MQM:

U
Uy
. ~ 3.34
! : l= b (2x2n) U(2nx1) (3:34)
|, |

\5, )

onde n é 0 nimero de pontos campo contidos no suporte local Q; referente ao ponto

-G [8 ot o)

campo x, a matriz ¢ € a matriz que contém as fungdes de interpolacdo obtidas pelo
método dos Minimos Quadrados Moveis construida utilizando estes mesmos pontos

campo.
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Por meio de relagcdes obtidas em (TIMOSHENKO & GOODIER, 1951), é
possivel utilizar os deslocamentos para obter as deformacdes e, em seguida, as tensdes
por meio das relagdes:

€ = Bu (3.35)
o = De = DBu (3.36)
onde € é o vetor que contém as deformacdes nodais; o € 0 vetor que contém as tensdes

nodais; u é o vetor com as componentes de deslocamento; e D é matriz de constantes

elasticas do material; e B € a matriz operador diferencial.

A matriz de constantes elasticas do material D para o Estado Plano de Tensdes

é dada por:

1-v (3.37)

E, para problemas de Estado Plano de Deformacdes, pode ser apresentada por:

1-v v 0
E v 1-v 0
D=
— 1-2 (3.38)
(1+v)(1-2v)| 0 v
2
E o operador diferencial B é representado por:
— a O -
0x
0 9]
B = 3y (3.39)
o 0
dy O0x |

E o vetor t é o vetor de forgas de superficie no ponto x, que pode ser definido

como:
o
ty n, 0 mny|~
tz{ }: ] 0y = No = NDBu
ty 0 n, ny {Txyy (3.40)

onde N é a matriz que contém as componentes do vetor normal ao contorno local.
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Ademais, insere-se uma matriz S nas integrais definidas apenas no contorno I,
no qual as condigdes de contorno de Dirichlet sdo empregadas. A matriz S € utilizada para

verificar o tipo de condicdo de contorno nos pontos campo dispostos sobre o dominio

global, sendo definida por:

g=[% 0] (3.41)
0 S,

onde S; e S, sdo coeficientes unitarios que estabelecem se hd ou ndo condicGes de

deslocamento prescrito, sendo S; = 1 caso haja deslocamento prescrito e, caso contrério,

Si=0'

Portanto, utilizando as expressfes acima para representar um problema de
elasticidade 2D, pode-se reescrever a formulacdo fraca do problema utilizando os

deslocamentos ficticios i como incdgnita:

n n
j=1"%0 j=1 "Tou

n

—Z f w;(x)NDS Bep; i, dI (3.42)
j=1"Tou

= w;(x)tdl' + «a w;(x)Sudl’ + w;(x)b d,
er I"Qu .QQ

A partir dessa expressdo € possivel construir um sistema de equacdes lineares
global que considerard a contribuicdo de cada ponto campo x no resultado final da

incognita ficticia ©; do ponto base, dado pela equagao:

n
D Kyt =fi, i=12,..,N (3.43)
j=1

onde, N é nimero de pontos total utilizado para representar o problema e as componentes

K;; da matriz K sdo calculados pelas integrais:

K = f e, DB A0 +a | wSddr— | w@NDSBpar (44
n

Q I'ou Fou

e 0os componentes f; do vetor de forgas f sdo calculados por:
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fi=| w®Ur+ «| wSsudr+ | w;bdo, (3.45)
FQt rQu .QQ

A matriz K é denominada Matriz de Rigidez Nodal do i-ésimo ponto base; e o
vetor f € denominado Vetor de Forcas Nodais e é formado pela soma das contribuigdes

das forcas de volume aplicadas sobre o dominio do corpo analisado e das forcas de

superficie aplicadas sobre o contorno.

Em problemas de elasticidade 2D, a matriz K possui dimensdo 2N X 2N, pois
cada no possui apenas 2 graus de liberdade. Isso se deve a quantidade de incdgnitas do
problema. Caso um problema com h graus de liberdade fosse analisado, a matriz K teria

dimensdo hN X hN.

Cada componente K;; representa a influéncia da rigidez do ponto campo x; sobre
0 ponto base x;. Por consequéncia, terdo valores ndo-nulos apenas os componentes K;;
referentes aos pontos campo x; que estiverem contidos no subdominio de influéncia do
ponto base x;. A influéncia propiciada por um ponto campo x; sobre o ponto base x; €

proporcional a distancia entre ambos, isso se deve a utilizacdo de fungdes Spline como

funcdo peso do MQM utilizado para calcular as funcdes de forma e, consequentemente,

como funcéo de ponderacdo do MLPG-1. Desta forma, a matriz global K é nao-simétrica

€ esparsa.

A componente #; do vetor de deslocamentos @ representa os deslocamentos
ficticios do ponto campo, pois a aproximacao por MQM exige um pds-processamento

para encontrar os deslocamentos reais. Faz-se necessario, entdo, a aplicacdo da equacao
(3.42) para a obtencdo dos deslocamentos reais.

A matriz global K é montada por uma amalgama das matrizes de rigidez locais

organizadas de acordo com as relacdes entre o nimero do né e a posicdo das linhas e
colunas. Portanto deve ser montado um esquema de numeracdo para especificar a
topologia do sistema, como mostra a Figura 9. O deslocamento horizontal (u;) é

governado pelas linhas e colunas impares da matriz global K, segundo (2i — 1), enquanto
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o deslocamento vertical (uy), pelas linhas e colunas pares de K seguindo a expressdo

(2i), onde i é o nimero do ponto campo.

Kiq K, Kicn-1) K1)
Koiiv1r Kaiipz - Kii-nenv-1) Kei-1)ew
Kair  Kepz Kapev-1y  Kepew
RAEH Kanyz K(ZN)(ZN—l) K(ZN)(ZN) |

Figura 9: Montagem da matriz K global (LIU & GU, 2005)

A montagem do vetor de deslocamentos ficticios @ e do vetor de forcas f é

realizado de maneira semelhante.
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4 TECNICAS NUMERICAS IMPLEMENTADAS

4.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Um dos procedimentos mais custosos computacionalmente na solucdo de

problemas por métodos sem malha é a integracdo numerica nos dominios da formulagéo

fraca. Através dos ultimos anos, novos métodos de integracéo foram desenvolvidos a fim

de melhorar a eficiéncia e diminuir o custo computacional dos algoritmos.

A integracdo numérica garante a convergéncia do método numérico. Dominar e
otimizar técnicas de integracdo numérica sdo fundamentais para garantir o

desenvolvimento de algoritmos mais robustos e computacionalmente eficientes.

No procedimento de integracdo numeérica, evidencia-se a diferenca entre os

métodos verdadeiramente sem malha daqueles que néo o séo.

Métodos ndo verdadeiramente sem malha utilizam durante a integracédo
numerica uma malha auxiliar pouco complexa. Esses métodos dividem o dominio do
problema em pequenos elementos planos, nos quais sdo realizados os procedimentos de
integracdo da formulagdo fraca. Esse tipo de abordagem é mais antigo e esta atrelado a
formulacdo fraca de Galerkin. Algumas das técnicas mais conhecidas: Quadratura de

Gauss no dominio global utilizada em EFG (DOLBOW & BELYTSCHKO, 1998), a

integracdo nodal e a integracdo nodal estabilizada em diagramas de VVoronoi (BEISSEL

& BELYTSCHKO, 1996) e (CHEN, et al., 2001).

Os métodos sem malha ndo utilizam elementos ou malha para realizar essas
integracbes numeéricas. As integracGes sdo baseadas no suporte e, majoritariamente,

utilizam o suporte local utilizado nas aproximac¢des como dominio. Os diferentes métodos

verdadeiramente sem malha utilizam diferentes técnicas de integracdo: a Quadratura de
Gauss baseada no suporte utilizada no MLPG (ATLURI & SHEN, 2002), a Quadratura
de Minimos Quadrados Maveis na formulagdo de Galerkin (DUFLOT & NGUYEN-
DANG, 2002), integracfes utilizando técnicas de transformacdo de coordenadas
(KHOSRAVIFARD & HEMATIYAN, 2010), a Quadratura de Particdo de Unido
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(CARPINTERI, et al., 2002) e, inclusive, técnicas que sdo baseadas em métodos

probabilisticos, a integracdo de Quase-Monte Carlo (ROSCA & LEITAO, 2008).

Além disso, existem Métodos sem Malha que ndo exigem nenhum tipo de

integracdo numérica, como por exemplo o MLPG2, que utiliza um método de colocagdo

da funcédo Delta de Dirac como fungéo teste em cada um dos suportes.

Para efeito desse trabalho, o foco serd em torno de integracfes baseadas no

suporte e aplicados na formulacdo MLPG-1. Serdo estudados especificamente as

Quadraturas de Gauss aplicada sobre um dominio local.

4.2 QUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE

Como aludido anteriormente, existem diversas técnicas de integracdo numérica,

contudo, esse trabalho se restringira a utilizacdo da Quadratura Gaussiana, sendo essa a

técnica mais utilizada nos métodos sem malha (DOLBOW & BELYTSCHKO, 1999).

Em uma regra de quadraturas gaussianas genérica, a integral definida de uma
funcdo f(x) é linearmente aproximada sobre um intervalo [-1,1] por meio de uma fungéo

polinomial aproximavel g(x) e por uma fungéo peso conhecida W (x):

1 1
ff(x)dxzf W(x)g(x)dx (4.1)

Que por sua vez, pode ser aproximada pelo somatério dos valores da fungéo

g(x) em pontos especificos (x;) multiplicados pelos pesos da fungdo W (x) nos pontos

Wi.

w dx = 19 (X;
| wegedx ;wg(x) 4.2)

No caso especifico da quadratura de Gauss-Legendre, a fungéo peso W (x) tem

valor unitario, tal que é possivel aproximar a integral da fungdo f (x) da seguinte maneira:

f_llﬂx)dx ~ iwif(xi) @3)

onde n é o numero de pontos x; utilizados na quadratura.
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Desta forma, € necessario calcular os nés x; e seus respectivos pesos. As
abscissas dos pontos de avaliacéo x; sdo as raizes dos polinémios de Legendre de n-ésima

ordem P, (x). Os polindmios de Legendre podem ser definidos pela seguinte formulagéo

recursiva:
Po(x) =1 (4.4)
Pi(x) =x (4.5)
nPy(x) = 2n = DaPy_1(x) — (n = 1) Py (x) (4.6)
Pi0) = o (ePa() = Pas () 4.7)

Esses polinémios, geralmente, ndo sdo analiticamente solucionaveis, portanto, as raizes
devem ser aproximadas numericamente, nesse trabalho foi utilizada a iteracdo de

Newton-Raphson:

f (xn) (4.8)

Xn4+1 = Xn _f,(x )
n

A iteracdo de Newton-Raphson deve ser iniciada com um palpite inicial, dado

por:
1
l — —
Xg =COS| TT 4
0 1 (4.9
n+ 7

Apos definir todas os nds x;, é preciso calcular os pesos respectivos por meio da

seguinte formula:

(4.10)

2
I THEHIE

A popularidade da quadratura gaussiana em métodos sem malha se deve a sua
capacidade de integrar exatamente polinémios unidimensionais, sendo possivel integrar

exatamente polinémios de ordem 2n — 1 por meio de uma regra de Quadratura de Gauss

de ordem n (STROUD & SECREST, 1966).

Ademais, devido a geometria dominante ser a circular, esse trabalho utilizara

coordenadas polares, a fim de facilitar os calculos matematicos.
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4.3 FORMACAO DO SISTEMA DE EQUACAO  USANDO

TRANSFORMAGCAO DE COORDENADAS

Inicialmente, o subdominio Q; em duas dimensdes é representado como um
circulo em coordenadas cartesianas, tomando seu centro como a origem do plano, como

mostrado na Figura 10:
x? + x5 =17 (4.11)

onde x; e x, sdo as coordenadas do ponto base x; do subdominio ;.

JAN
Xz
@) ®) O
O
e} O
o}
e
Qi ° P
e /1;1/ .
7
) Xi yd ®
/
o e
™ e
e O
X ° o
>
X1
Figura 10 : Subdominio local em coordenadas cartesianas globais
E:
x;(X) = X;i+ Xj (4.12)

onde, x; é 0 ponto base; e X é 0 vetor posicao de x;.

Primeiramente, transforma-se o subdominio de coordenadas cartesianas globais

para coordenadas cartesianas locais, como mostrado pela Figura 11.
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Figura 11: Subdominio em coordenadas cartesianas locais

Para transformar de coordenadas cartesianas locais para coordenadas polares,

conforme na

Figura 12, considera-se as seguintes variagoes:

0<7r(x,x)<m (4.13)
91 < H(xi,X) < 92 (414)
0
®:
®:
™~

Figura 12: Subdominio representado em coordenadas polares
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Nas quais a relacdo entre coordenadas polares e cartesianas é dada por:
x; = rcos(6) (4.15)
x, = rsin(6) (4.16)

E o Jacobiano da transformacéo é:

dx; Ox,
J = or or | _ cos(8)  sin(6) (4.17)
! 0x; 0x; —rsin(8) rcos(6) '
206 06

E seu determinante:

Jal =7 (4.18)
Em seguida, é necessario transformar o subdominio em um dominio
normalizado (¢,7) definido entre [-1,1], conforme Figura 13, a fim de facilitar a

quadradura gaussiana.

-1

Figura 13 : Subdominio normalizado

Isso posto, as relagBes entre coordenadas polares (r,0) e as coordenadas

normalizadas (&,7) é dada pelas seguintes expressoes:

r= %(1 1), fel-11] (4.19)
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g = (92 ; 91)77 + (92 ‘; 91)’ 0 € [-1,1] (4.20)

E o determinante do Jacobiano dessa transformacéo:

dr Or R;

c ol |5 0O (8, — 6
00 06 0 6, — 0, 4
¢ dn 2

Ap0s a realizacdo das transformagdes e da aplicacdo da quadratura de Gauss-

Legendre, a formulagdo discretizada dos elementos Kj; da matriz K e dos elementos f; do

vetor f do problema pode ser escrita da seguinte maneira:

ng ng
Ky = U2l ) > ey ew(E mDB(E, 1)
j=1i=1
ng
+alls] Y awi(©)Sy(Em (4.22)
i=1

ng
+11s1 ) @ wi(NSDBab;(€,)
i=1

ng ng
=113 ) aw@©F+ alls| ) ciwi()su
i=1 i=1

ng ng (4.23)

A ADIPWTAAGEN

i=1 j=1

Para os termos nos quais a integracdo é definida somente sobre o contorno, a
transformacdo € mais simples. A transformacdo necessaria no contorno é uma
transformacéo linear de uma reta qualquer (x € [x;, x,]) para uma reta normalizada (€ €

[—1,1]). Dada pela seguinte expressao:

(g —x1) (xz +x1) (4.24)
X = > &+ >

Ademais, o determinante do Jacobiano para a transformacédo linear aplicada

sobre o contorno seguindo a expressao:
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lIx; — x| (4.25)

|]3| = 2

4.4 TECNICAS DE INTEGRACAO NUMERICA

Apos a apresentacgdo das técnicas numéricas utilizadas na integracéo, a descri¢do

e o desenvolvimento da integragdo numerica sao apresentados.

Inicialmente, duas técnicas diversas serdo implementadas computacionalmente:
a) a Quadratura de Gauss aplicada sobre novos subdominios gerados especificamente
para a integragéo, estes serdo circulares e terdo como ponto central os pontos de Gauss,
denominada para efeito desse trabalho de integracdo tradicional; e b) a Quadratura de
Gauss-Legendre utilizando os proprios subdominios do MQM como dominio de
integracdo para cada ponto de Gauss. Primeiramente, sera abordada a integracdo

tradicional.

A Quadratura de Gauss é uma técnica de integracdo numérica muito utilizada no
Método dos Elementos Finitos. Isso ocorre, pois, as equacdes a serem integradas possuem
um carater polinomial e a propriedade do delta de Kronecker, ademais 0s préprios

elementos finitos fornecem os limites de integracdo para as integrais.

Contudo, nenhuma dessas condigdes é atendida pelo MLPG-1. As funcbes a
serem integradas possuem caracteristicas racionais. Ademais, a utilizacdo de suportes
locais em forma de circulo ou de se¢des circulares implica na falta de correspondéncia
entre os limites de integracdo locais e globais, como mostrado na Figura 14. N&o obstante,
a quadratura gaussiana ainda fornece resultados precisos e confiaveis para a integracdo

numeérica no método MLPG.
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Figura 14: Diversas geometrias dos dominios locais de integragao.

A incompatibilidade entre os limites do dominio global e os limites dos

subdominios locais € a razdo principal para a proposicdo de uma técnica de integracédo
alternativa. As técnicas de integracdo tradicionalmente utilizadas em métodos sem malha
ndo solucionam essa incompatibilidade, mas a evitam ao limitar o posicionamento de

pontos campo de tal forma que o subdominio ndo cruze com o contorno global.

Por meio dessa limitagdo, os subdominios locais teriam geometria circular ou

semicircular, facilitando assim a delimitacdo dos limites de integracdo como descrito por
(MAZZIA, et al., 2007). Contudo, a falta de pontos campo nas regiGes proximas ao
contorno global podem gerar resultados menos precisos, especialmente em problemas

com cantos ou falhas.

Outrossim, as técnicas de integracdo comumente utilizadas sdo mais custosas
computacionalmente. 1sso se deve a necessidade da criagdo de subdominios locais de

interpolacdo para cada ponto de Gauss, e em seguida, efetuar uma aproximacgao por MQM

utilizando-os como suporte local, aumentando o nimero de operagdes necessarias para

obter a solucdo do problema.
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4.4.1 Técnica de integracédo tradicional

A integracdo tradicional consiste, na delimitacdo, sobre cada ponto base x;, de
um subdominio local de integracdo Qf,, que servirda como suporte da funcio de

ponderagdo v. Em seguida, sdo distribuidos pontos de integragdo de Gauss xG; dentro de

Ol,, e a partir das distancias entre os pontos de Gauss e o ponto central x;, calcula-se a

funcao de ponderagdo v(x), que no caso do MLPG-1 é a mesma funcéo daquela utilizada

como func¢édo peso do MQM.

Posteriormente, para cada xG; € delimitado um outro subdominio de interpolacdo

o)

tr» N0 qual a funcéo peso w da interpolagédo por MQM tem valor ndo nulo, portanto, o

suporte da funcéo aproximada u®. A aproximacéo por MQM é, entdo, realizada sobre Q{r
utilizando todos ponto campo x; contido em Q{r para calcular a funcéo de interpolacéo

¢ (xG;). Como pode ser visto na

Figura 15.
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Figura 15: Representacdo do subdominio de integracdo e do subdominio local. Onde® é um ponto campo

x;; ¢ $ é um ponto de Gauss
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Na Figura 15, o circulo azul corresponde ao subdominio de integracio Qf.

centrado no ponto base x; e tem como raio a distancia até o ponto campo mais préximo;

e o circulo vermelho ao subdominio local !

te» Centrado no ponto de Gauss em vermelho

e tem como raio uma distancia arbitraria, desde que seu subdominio englobe pontos

campo suficientes para garantir a convergéncia do MQM.

A escolha do raio do subdominio de integracdo como a menor distancia entre
dois pontos campo € interessante, pois evita, na maioria dos casos, que hajam
subdominios com geometria complicada como: setores circulares ao analisarmos pontos
campo proximos ao contorno. Na Figura 16 é possivel perceber que mesmo para pontos
nessa situacdo, o subdominio de integracdo nunca atravessara os limites do dominio
global, sendo assim, os limites de integracdo do subdominio serdo sempre 0 e 2T
radianos. Para pontos do contorno, segue-se 0 mesmo raciocinio, desta forma a geometria
dos subdominios de integragdo, para dominios retangulares, sera semicircular ou ¥4 de

circulo, como mostrado em Figura 17.
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Figura 16: Subdominios locais para pontos proximos ao contorno
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Figura 17: Subdominios locais para pontos no contorno

A quadratura de Gauss é realizada utilizando as fun¢bes ponderacdo v e

aproximada u® encontradas no método elucidado em 3.3.

A matriz de “rigidez” global K € montada utilizando como elemento Kj; o
somatorio das parcelas referentes aos pontos campos x; contidos nos subdominios de
interpolacao Q{e de cada um dos pontos de Gauss xG; contido no subdominio de
integracdo Q. do ponto x;.

O custo computacional da integracédo tradicional se deve ao fato de que todo o

processo do método MQM deve ser repetido para todos os subdominios gerados para cada

ponto de Gauss, pois € necessario calcular a funcéo de interpolacdo de cada subdominio
local. Portanto, o aumento do nimero de pontos campo usados para discretizar o
problema ou 0 aumento do nimero de pontos de Gauss na integracdo numerica, amplifica
exponencialmente a quantidade de operagdes necessarias (especialmente de inversédo de

matrizes) na solugéo.
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4.4.2 Técnica de integracédo proposta
A integracdo proposta nesse trabalho procura otimizar computacionalmente a
solugéo do MLPG-1.
A integracdo procura utilizar o mesmo subdominio como base da funcéo

aproximada u e da funcéo de ponderacdo v. Desta forma, ndo € necessario gerar um novo

subdominio para cada ponto de Gauss e, portanto, ndo é necessario calcular as matrizes

A e B, suas derivadas ou suas inversas.
O raio do subdominio de integracéo deve ser maior que o utilizado na integracéo

tradicional, pois na integracdo proposta, o subdominio de integracdo deve englobar todos

0S pontos campo que serdo usados na montagem da matriz K local do ponto base, como

mostra a Figura 18.
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Figura 18: Subdominio da integragdo proposta
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Contudo, € possivel perceber pela Figura 18 que ha areas do subdominio de
integracdo que nédo estdo dentro do dominio global do problema e gerardo um erro caso
sejam consideradas na integracdo numérica. Consequentemente, essas areas precisam ser
desconsideradas, gerando um outro inconveniente: a determinacdo dos limites de
integracdo para subdominios de geometria pouco convencional, como mostra na Figura

14.

Devido a geometria complexa, deve-se dividir os subdominios em areas de

geometria mais simples e realizar a quadratura de Gauss separadamente em cada uma

dessa areas e, em seguida, somar as devidas contribuicdes.

Nesse trabalho, foram estipulados quatro modelos de integracdo numérica
diferentes para dominios globais retangulares: (a) circulo completo, quando o subdominio
estd totalmente contido dentro do dominio global; e (b) trés para as trés situacdes

diferentes de interseccdo entre o contorno global e o subdominio de integra¢do, mostrado

na Figura 19.

Q
o—0
C
Q

Figura 19: Diferentes geometrias de subdominios

A integracdo desses subdominios diferenciados é realizada através da divisdo

entre setores circulares e triangulos, nos quais a quadratura de Gauss serd aplicada

separadamente.

Para 0s pontos nos quais o subdominio de integracdo nédo toca o contorno global,

a integracao é realizada de maneira semelhante aquela realizada pelo método tradicional.
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Para 0s outros pontos, € necessario classificar em qual das geometrias da Figura
19, o subdominio do ponto se encontra. Inicialmente, é necessario determinar as
distancias entre o ponto base do subdominio de integracédo e os lados do contorno e entre

0 ponto base e 0s Vvértices.

Apos classificar qual a geometria do subdominio, realiza-se o procedimento

adequado.

Para o primeiro tipo, no qual o subdominio ultrapassa apenas um dos lados do

contorno global, utiliza-se o valor conhecido do raio de integragdo e a distancia (d,) entre
0 ponto base e o contorno e a distancia desconhecida (d) para montar um triangulo
retangulo. E utilizando o teorema de Pitagoras, determina-se a d. Em seguida, determina-
se 0 angulo 6 entre o raio (r;) e d;. Os dois tridngulos sdo semelhantes, portanto, 0s

calculos séo realizados apenas uma vez. Utilizando esses valores, é possivel calcular

quais serdo os angulos 6; e 6,, que sdo os limites da integracdo do dominio em setor

circular, além dos pontos x; e x,, que sdo os limites de integracdo do contorno, como
mostrado em Figura 20. A quadratura de Gauss sera aplicada em um setor circular e em

um tridngulo isésceles.
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Figura 20: Divisdo do subdominio em geometrias simples

Para subdominios que ultrapassam dois lados do contorno global e um dos
vértices, o procedimento para calcular é semelhante, porém realizado duas vezes, pois a

geometria é dividida em um setor circular e quatro triangulos, como mostrado em Figura
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21. Nesse caso, € preciso notar que os triangulos ndo sdo necessariamente isosceles,
portanto h& a necessidade de calcular quatro angulos 6 e quatro comprimentos d
desconhecidos diferentes. Nesse caso, a integracdo ¢ aplicada em um setor circular e em
4 triangulos retdngulos. Esse caso é o que possui 0 maior nimero de subdivisdes, sendo,
portanto, 0 mais custoso computacionalmente, pois cada subarea demandard uma

quadratura de Gauss propria.
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Figura 21: Divisdo do subdominio em geometrias simples
O dltimo tipo de geometria é apenas uma aplicacdo especial daquele apresentado
na Figura 20, contudo ao invés de calcular as propriedades geométricas de apenas um
triangulo isosceles, calcula-se dois. O subdominio é dividido conforme a Figura 22. A
quadratura sera aplicada em dois triangulos is6sceles e dois setores circulares: o primeiro

possui variacdo angular de 6 = 65 e 0 segundo de 6 = 2w — (26, + 26, + 63).
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Figura 22: Divisdo do subdominio em geometrias simples
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A quadratura de Gauss nos setores circulares foi descrita anteriormente no

capitulo 4.4.1.

Contudo, as transformacdes dos dominios triangulares ndo foram descritas. Ha
a transformagao de um triangulo qualquer para um triangulo normalizado, como mostra
na Figura 24. A transformacdo de coordenadas € similar aquela apresentada por
(RIBEIRO, 2013). As coordenadas do triangulo séo determinadas por coordenadas de
area (&1,&,,&5), que sdo funcdes lineares que mapeiam um elemento triangular de

coordenadas naturais, apresentadas na Figura 23:
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Figura 23: Parametrizacéo do tridngulo de geometria linear (RIBEIRO, 2013)

O determinante do Jacobiano da transformacéo é dado por:
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Figura 24: Transformacdo de coordenadas do triangulo
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4.5 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

A formulacdo do MLPG-1 apresentada no capitulo utiliza o método das

penalidades para impor as condi¢cdes de contorno essenciais na formulacdo fraca do
problema. Os coeficientes de penalidade a sdo nimeros muito grandes para garantir que
a diferenca do valor prescrito e o valor aproximado seja muito pequena. Sendo assim,
uma forma simples de impor as condigdes de contorno de Dirichlet e manter a dimenséo

e esparsidade da matriz K.

Contudo, segundo (LIU, 2010), o método da penalidade é menos preciso que
outros métodos como: Multiplicador de Lagrange e da Interpolagdo Direta. Ademais, a
imposicdo das condic¢des de contorno de Dirichlet ndo podem ser impostas precisamente,

apenas aproximadamente, e, portanto, dependem do coeficiente de penalidade escolhido.

A escolha do coeficiente € uma outra desvantagem, pois dificilmente um mesmo
coeficiente é aplicavel em todo tipo de problema. Idealmente, escolhe-se um coeficiente

de penalidade muito grande a fim de minimizar o erro, ndo obstante, um coeficiente

grande demais pode gerar uma degeneracdo do sistema linear e pode causar instabilidade

na solugdo numeérica.

Apesar dos problemas, o0 método da penalidade é o método mais comumente

utilizado no MLPG para todas as condi¢des de contorno de Dirichlet (LIU & GU, 2005).

Alguns métodos alternativos sdo descritos para reflexdo sobre os problemas

descritos anteriormente, entre eles, o0 método da Interpolacédo Direta.

O meétodo da Interpolacdo Direta se aproveita da localidade do MLPG ao
estabelecer as equacgdes do sistema linear, pois o sistema € montado ponto a ponto. Desta
forma, € possivel usar conjuntos de equacgdes para pontos campo do dominio diferentes
dos utilizados nos pontos de contorno. Portanto, para pontos campo localizados no
contorno, é possivel impor as condi¢des de contorno essenciais utilizando uma equacéao

de colocacéo de maneira oposta a aproximacao via MQM.

Assumindo deslocamentos prescritos no i-ésimo ponto campo do contorno:
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{u?=ﬂi
h _ =
Vi =i (4.28)
Atraveés da aproximacdo por minimos quadrados moveis:
Up
1% _
L R e WP LY
CE ot 0 ¢ 0 dl), 7 (4.29)

n
\v,)
O sistema acima produz duas equacdes lineares para o i-ésimo ponto campo:

{¢1u1 + pouy + -+ Ppu, = 45
= ﬁi

P11 + P + -+ Py (4.30)

O ponto campo usado nesse exemplo possui condi¢fes de contorno prescritas
em ambas as dire¢Oes, contudo, gera-se apenas uma equacao linear caso apenas uma das

direcdes seja prescrita, enquanto o outro deslocamento sera obtido por meio da solucéo

do sistema global de equacGes.
A montagem da matriz global é realizada normalmente para todos os pontos
campo do dominio. Entretanto, para os pontos campo localizados sobre o contorno, as

linhas da matriz K correspondentes sdo substituidas pelas equacgdes (4.30). E o vetor de
forcas f terd os componentes correspondentes a esses pontos substituidos pelos valores

prescritos.

Desta forma a matriz modificada K e o vetor f possuem as seguintes formas:

Kiq K, o Kin-1) Kien)
o b, 0 by 0
0 b1 0 bn (4.31)
Konyt Kenyz K@enyen-1) Kewvyew)]
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_{ U } 4.32

A modificacao da matriz global K pode ser realizada para introduzir as condi¢cfes

de contorno sem causar grandes prejuizos na solugdo do problema, pois K no MLPG néo
apresenta simetria. Desta forma, a substituicdo de suas linhas ndo interfere na solucéo do

sistema linear de equagoes.

O método da interpolacdo direta é simples e eficiente no tratamento das
condigdes de contorno essenciais. Sendo implementado para solugdo de problemas de
elasticidade 2D em (LIU & GU, 2005)

4.6 DESCRICAO SUCINTA DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

Os problemas de elasticidade 2D analisados nesse trabalho sdo solucionados por

um programa implementado em Fortran 90, utilizando como compilador o Intel® Fortran

2015. As duas técnicas de integracdo numérica foram implementadas como sub-rotinas,

mantendo a estrutura base do programa sem mudancas.

O programa segue fidedignamente os métodos apresentados anteriormente,

desta forma, as funcdes de interpolacio sdo calculadas por meio do método dos Minimos
Quadrados Moveis, tanto para o dominio de integracdo de cada ponto campo guanto para
0s subdominios locais de cada ponto de Gauss. As matrizes montadas para representar o
sistema linear de equacdes sdo apresentadas em (3.44) e (3.45) e integradas por meio da
quadratura de Gauss. O sistema linear final € solucionado por meio de uma eliminacgéo

de Gauss com pivoteamento parcial.

Antes de iniciar a solu¢do do problema, é necessario definir alguns parametros

iniciais referentes a: a) o nimero de pontos que precisam estar contidos no subdominio
de interpolagéo; b) o nimero de pontos de Gauss empregados na quadratura; c) a ordem

de aproximagdo da base polinomial; d) as propriedades fisicas do material (ma6dulo de
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elasticidade e coeficiente de Poisson); e) o nimero de nds com condigdes de contorno

prescritas; f) a fungdo peso; g) e o coeficiente de penalidade utilizado.

Os pontos campo sdo distribuidos primeiramente sobre o contorno e em seguida
no dominio. A disposigdo e numeragdo dos pontos campo tém significativa influéncia na
solugéo por MLPG, visto que isso pode alterar a esparsidade da matriz K e, portanto, a

performance da solucéo.

Para a solucdo utilizando a integragdo tradicional traga-se o subdominio de
integracdo para cada ponto campo, nesse trabalho o raio utilizado foi a distancia ao ponto
campo mais proximo. Desta forma, os dominios de integracdo sempre sdo obtidos por
geometrias mais simples de acordo com a sua posi¢ao no dominio ou contorno: 0s pontos
campo dentro do dominio engendram circulos completos ou setores circulares como
geometria de seus subdominios de integracéo; os pontos campo localizados nos cantos do
contorno global geram quarto de circulos; enquanto pontos campo do contorno terdo

semicirculos. Logo, assim sdo definidos os limites de integracdo de cada um dos

subdominios.

Em seguida sdo distribuidos os pontos de Gauss ja em coordenadas
normalizadas, de maneira semelhante aquela descrita no capitulo 4.2. Para cada ponto de
Gauss € montado um suporte de interpolacdo, inicialmente contendo um numero de
pontos campo igual & ordem da base polinomial escolhida. Contudo, foi observado nesse
trabalho que comumente um numero de pontos campo igual a ordem da base polinomial
ndo € suficiente para evitar a singularidade da matriz A do MMQM. Portanto, o programa

verifica o condicionamento da matriz A e, caso haja singularidade, o raio do suporte é

aumentado a fim de englobar mais pontos campo e, desta forma, melhorar o

condicionamento da matriz.

Posteriormente, é aplicado o MMQM sobre cada subdominio de interpolacédo a
fim de calcular as fungBes de interpolagdo ¢(x) e suas derivadas que serdo empregadas
no MLPG-1. Apos a obtencdo das funcbes de interpolacéo as integrais do MLPG séo
calculadas por meio da quadratura de Gauss, com 0 proposito de montar a matriz local

K,«2n €0 vetor local f,,,. A sobreposicdo das matrizes locais K, de todos os pontos
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de Gauss inseridos no subdominio de integracéo resultara no par de linhas correspondente

aquele ponto base na matriz global K,y,y € Vvetor global f,, como ja explicado no

capitulo 3.

Para a integracdo proposta, inicialmente, calcula-se o raio de integracdo centrado
em um ponto base, garantindo que o subdominio de integracdo inclua pontos campo
suficientes para que a matriz A ndo apresente problemas de singularidade. A dimenséo
do raio do subdominio integracdo serd igual aquela do raio do subdominio local, portanto,
estes séo sobrepostos.

Em seguida, sdo distribuidos os pontos de quadratura de Gauss no subdominio
de integracdo. Calcula-se, entdo, as matrizes A e B que serdo utilizadas pelo MMQM.
Essas matrizes séo utilizadas para calcular a fungéo de interpolagdo ¢ (x)e suas derivadas
para todos os pontos de Gauss, mudando apenas o vetor de coordenadas do ponto de
Gauss pT(ij). Desta forma, é preciso calcular as matrizes A e B, suas inversas e suas

derivadas apenas uma vez para cada ponto base.

A montagem da matriz K e do vetor f global é semelhante ao descrito

anteriormente.

Esse trabalho utiliza dois métodos diferentes para aplicar as condi¢bes de
contorno essenciais: penalidade e interpolacdo direta. O método da penalidade ja aplica
as condicdes de contorno de Dirichlet diretamente na formulacdo e, portanto, ndo ha a
necessidade de mudancas na matriz global K. Contudo, para o método da interpolacdo
direta, nesse ponto ha a necessidade de fazer mudancas na matriz K e no vetor f para

impor as condic¢des de contorno do problema.

Esses procedimentos devem ser repetidos para cada ponto campo para realizar a
montagem completa da matriz K,y € vetor F,5. Apds a montagem do sistema linear

global, a sua solugdo € determinada através de decomposi¢cdo LU com pivoteamento
parcial, por meio do solver DGRTSF na biblioteca Sparse Linear Equation Solver

(SUPERLU).
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Assim obtém-se o valor ficticio @ da funcdo incdgnita u. O valor aproximado do
problema deve ser calculado pela multiplicacdo entre os valores ficticios encontrados i e

as funcgdes de interpolacéo ¢, explicitado na equacéo (3.34).
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesse capitulo sdo apresentados e discutidos resultados de problemas de
elasticidade 2D, solucionados pelo programa implementado nesse trabalho. Todos os

exemplos foram solucionados no Laboratorio de Mecéanica Computacional da
COPPE/UFRJ em um computador com as seguintes especificagdes: Processador Intel®
Core™ {7-3770 CPU 3.40 GHz e 4.00GB de RAM.

5.1 TESTES INICIAIS

Inicialmente, serd solucionado um problema simples para avaliar: (a) a
disposigdo correta dos pontos campo; (b) o calculo dos limites de integracdo; (c) a
disposicdo dos pontos de Gauss; (d) a transformagdo de coordenadas cartesianas para
coordenadas polares; (e) a imposicdo de condices de contorno em ambas as diregdes;

(f) a capacidade do programa de solucionar problemas de elasticidade 2D.

Considerando problema teste em dominio de dimensdes [0,1] x [0,1] com um
deslocamento linear aplicado sobre seu contorno: u, = 1.0 e u,, = 1.0. Trés padrdes de
disposicdo nodal serdo avaliados, como mostra a Figura 25: (a) 9 nos arranjados
regularmente e nd interno centralizado; (b) 9 nds arranjados regularmente e né interno

descentralizado; (c) 16 nds arranjados arbitrariamente.
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Figura 25: Distribui¢Bes Nodais do Exemplo Teste
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Os trés casos forma solucionados utilizando os seguintes parametros iniciais: 6
pontos de Gauss; coeficiente de penalidade o = 10°; base monomial linear; e E = 1.0 e

v = 0.0.

Em todos os trés casos, as condi¢Ges de contorno prescritas foram atendidas
corretamente. Portanto, o programa serd utilizado para solucionar problemas de

elasticidade 2D.

5.2 BARRA RETANGULAR SUBMETIDA A UMA CARGA AXIAL

Considere uma barra retangular com dimensdes 6000 x 3000 e com as seguintes
propriedades do material: E = 1.0 e v = 0.25. A barra e sua discretizagdo nodal sao

representadas pelas Figura 26 (a) e Figura 26 (b).
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Figura 26: Barra retangular e sua representagdo nodal

A barra sera submetida a dois tipos diferentes de solicitagdo:(a) uma carga

uniforme; (b) uma carga linearmente variavel, apresentados na

Figura 27. Em ambos os casos, a carga serd aplicada na extremidade direita da

barra. A quadratura de Gauss utilizard 9 x 9 pontos de Gauss e o coeficiente de penalidade
a = 10° para ambos os casos. Ademais, ambas utilizardo raios de integracdo e de

interpolagéo de dimensdes iguais.
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Figura 27: Cargas axiais aplicadas na barra

Os resultados da solucdo do problema estdo apresentados nas Tabela 1 a Tabela

4.As funcgdes de forma utilizadas na solucdo do problema foram calculadas usando duas
bases monomiais distintas: linear e quadréatica. Para o caso de carregamento 1, a solugdo

analitica é dada pela expressao:

Uy =X 5.1
Y
Tabela 1: Deslocamentos horizontal no N6 13 — Casol Integragdo Tradicional
ux
Base Monomial ~ Analitico  Numérico Erro
Linear -6000 -5986.864 -0.22%
Quadratica -6000 -5993.91  -0.102%

Tabela 2: Deslocamentos horizontal no N6 13 — Casol Integragdo Proposta

ux
Base Monomial  Analitico  Numérico Erro
Linear 6000 5906.50 1.56%
Quadratica 6000 6075.30 1.255%

Os resultados mostram um nivel de precisdo aceitdvel no céalculo do

deslocamento. Apesar da integragdo proposta apresentar um erro maior.

Para o caso de carregamento 2, a solucao analitica é dada pela expressao:
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Tabela 3: Deslocamentos vertical no N6 11 — Caso 2 Integracdo Tradicional

u
y
Base Monomial  Analitico  Numérico Erro
Linear 12000 10659.63 11.170%
Quadratica 12000 12035.679 0.297%

Tabela 4: Deslocamentos vertical no N6 11 — Caso 2 Integra¢do Proposta

u
y
Base Monomial ~ Analitico  Numérico Erro
Linear 12000 10206.54 14.95%
Quadratica 12000 12156.60 1.305%

5.3

5.4

Devido aos resultados muito pobres, especialmente para a base monomial

linear, o problema foi discretizado utilizando as seguintes distribui¢6es de pontos campo:
(@) 13 x 9 (117 nos), e 25 x 17 (425 nos). Os resultados estdo dispostos nas Tabela 5 a

Tabela 8:
Tabela 5: Deslocamentos verticais no N6 11 — Caso 2 com 117 nds Integracdo Tradicional
u
Yy
Base Monomial ~ Analitico  Numérico Erro
Linear 12000  12701.50 5.85%
Quadrética 12000  12005.62 0.047%

Tabela 6: Deslocamentos verticais no N6 11 — Caso 2 com 117 n6s Integracdo Proposta

u
y
Base Monomial  Analitico  Numérico Erro
Linear 12000 12925.88 7.72%
Quadratica 12000 12279.56 2.330%
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Tabela 7: Deslocamentos verticais no N6 11 — Caso 2 com 425 nds Integracdo Tradicional
u

y
Base Monomial  Analitico  Numérico Erro
Linear 12000 12124.05 1.03%
Quadratica 12000 12000.89 0.007%

Tabela 8: Deslocamentos verticais no N6 11 — Caso 2 com 425 nés Integracdo Proposta

u
y
Base Monomial  Analitico  Numérico Erro

Linear 12000  12259.02 2.16%
Quadratica 12000  12119.60 0.997%

E notavel que no caso de carregamento 2, no qual a solugéo analitica do campo
de deslocamentos é quadratica, as fun¢des de forma obtidas através da base monomial

linear conseguem reproduzir de maneira limitada o campo de deslocamentos, gerando
erros mais expressivos. Isso se deve ao fato de que a consisténcia da aproximacéo por
MQM depende da ordem da base monomial empregada. As fungdes de forma possuem
consisténcia C™, sendo m a ordem completa da base monomial.

Contudo, melhorando a discretizacdo do problema, a solu¢do do problema
converge para uma solugdo com um erro mais aceitavel. Apesar da melhora, diante dos

resultados, recomenda-se a utilizacdo uma base monomial de ordem igual ou superior a

dois para solucionar problemas de elasticidade 2D.

9

Tempo (s)

0 100 200 300 400 500
Numero de nds
—@— Integracdo Tradicional ---4---- Integragdo Proposta

Figura 28: Comparativo do tempo necessario para a solugao do exemplo 5.2
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Apesar de pequena, diferenca no tempo de solucdo é consideravel, pois a

integracdo proposta, para a discretizagdo mais robusta (425 pontos campo), é quase 3
vezes mais rapida. No entanto, é perceptivel que o processo de integracdo proposto
apresenta uma precisdo menor do que o método tradicional. E provavel que o erro do
método proposto esteja relacionado a descentralizacdo da funcao peso de ponderacédo do

MQM em relacdo ao ponto de Gauss.

5.3 VIGA EM BALANCO

Considere uma viga engastada em balanco representada pela configuragdo nodal
mostrada na Figura 29, por 121 n6s. A viga possui as seguintes dimensdes L =100cm e
h = 10cm, médulo de elasticidade do material E = 2.0 x 108 Pa e coeficiente de Poisson

v = 0,25. A viga sera submetida a um carregamento pontual p = 1000N na extremidade

livre.
A solucdo analitica do problema é dada por:
W= _Pyx® ey’ py®  (PLE pct 5.5
x 2E 6E 66 ' \2E 26)”
. _ upxy? +px3_pL2x +pL3 5.6
Y 2E 6E 2E  3E
ondec =2
2
NGAI X,
™
§ ¢ ¢ 5 ¢ ¢ &
5 5 o o o o
T o [ ¥ Q 4 o ,E

Figura 29: Viga engastada
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Nesse exemplo, sdo comparados os dois esquemas de integragdo numerica: o
tradicional e o proposto. Comparar-se-4 0 tempo necessario para solucionar o problema

e a precisdo obtida em ambos 0s métodos.

O grafico apresentado pela Figura 30 exibe uma comparacdo entre 0 tempo

necessario para a montagem do sistema de equacdes para o problema apresentado na
Figura 29. Inicialmente, a viga é representada por 121 nés e ndo héa diferenca no tempo
gasto por ambos os métodos (ambos montam o sistema de equagdes em 1 segundo).
Contudo, a medida que o problema se torna mais robusto em relagdo ao nimero de pontos,
percebe-se a diferenca entre ambas os métodos de integracdo. Para uma discretizagdo
mais refinada (101 x 11) 1111 nods, a diferenca é perceptivel: a integragdo tradicional
leva 38 segundos, enquanto a proposta 3 segundos. E para um namero ainda maior de
pontos a diferenca torna-se realmente relevante, usando 4221 nos, a diferenca no tempo

de solucéo é 40 vezes menor.
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—@— Integracao Tradicional - -@-- Integracdo Proposta

Figura 30: Comparativo do tempo necessario para a solugao do exemplo 5.3
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Contudo, ha um declinio na precisdo da resposta obtida, como mostrado na

Tabela 9.

Tabela 9: Erro do deslocamento vertical (u,) do n6 A utilizando técnicas de integragdo diferentes

Integragéo Tradicional Integragéo Proposta
Ndmero de Pontos  Analitico Numérico Erro Analitico Numérico  Erro
121 0.1667 0.1657 0.582% 0.1667  0.1638  1.720%
1111 0.1667 0.16668 0.006% 0.1667  0.1655 0.672%
4221 0.1667 0.1667 0.0003% 0.1667 0.16649 0.106%

5.4 PLACA TRAPEZOIDAL

Considerando uma placa trapezoidal fixada em ambas as bordas sobre os eixos
dos planos e submetida a um carregamento axial unitario na dire¢cdo do vetor n como

indicado na

Figura 32. Ademais, E = 1.0 e v = 0.2. A placa foi discretizada através de 90
pontos campo. A solucdo de referéncia para o problema foi obtida por meio da solucdo

utilizando o software de elementos finitos ANSYS Mechanical APDL 19.0, por meio de

uma discretizacdo utilizando 7200 elementos do tipo SHELL 181, as solugfes obtidas

estdo dispostas na

Figura 33. Nesse exemplo, além do uso de duas técnicas de integracdo diferentes,
0 parametro perturbado € o numero de pontos de Gauss usado na integragdo numeérica.
Foram testadas solugbes com: 2x2, 4x4, 8x8, 10x10, 12x12, 16x16, 20x20 e 24x24

pontos de Gauss.
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Figura 31: Placa trapezoidal

X,

Figura 32: Discretizac&o da placa trapezoidal

Os resultados obtidos podem ser observados na

Figura 34, na qual podemos perceber a convergéncia da solucdo para ambos 0s
processos de integracdo. Contudo, a integracdo proposta apresenta um erro maior em
relacdo a tradicional. E provavel que o erro venha das fungdes de forma construidas por
MQM, pois a funcdo peso utilizada como ponderacdo do erro varia em funcdo da
distancia, sendo assim, pontos de integracdo mais distantes do ponto central do
subdominio local do MQM podem apresentar erros maiores. E como o raio de integragédo

da integracdo proposta é maior do que o da integracéo tradicional, os pontos de Gauss sao
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mais distantes do ponto base e, consequentemente, podem abrigar erros maiores. O erro

maior também € perceptivel no exemplo da viga em balanco.

Figura 33: Solugdo de referéncia para o deslocamento u, obtida pelo ANSY'S
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Figura 34: Grafico do erro x nimero de pontos de Gauss
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS

FUTUROS

6.1 CONCLUSOES

Nos ultimos anos, métodos sem malha tém sido mais utilizados como uma

alternativa confiavel a outros métodos numericos: Elementos Finitos e Diferencas Finitas.

Apesar dos avancos continuos e relevantes em relagdo a precisdo, eficiéncia

computacional e estabilidade dos métodos sem malha, ainda ha lacunas a serem estudadas

a fim de solidificar a utilizacdo dos métodos sem malha.

Este trabalho estudou especificamente um método sem malha, o Sem malha
Local Petrov-Galerkin (MLPG). Ademais, a variacdo do MLPG utilizada nesse trabalho
foi a MLPG-1, no qual a funcdo de ponderacdo do MLPG ¢ igual a funcdo peso da
aproximagao por MQM.

O MLPG-1 mostrou-se um método apropriado para a solucdo das equacdes
diferenciais que governam o problema da elasticidade 2D. As solug8es encontradas foram
condizentes com aquelas encontradas por meio de outros métodos numéricos e com a

solucdo analitica.

A solucdo através do MLPG-1 apresentou-se estavel em relacéo a alteracdes no
nimero de pontos campo total, tal que a resposta aproximada convergia para a resposta

analitica a medida em que o nimero de pontos campo usados para discretizar o problema

aumentava.

Contudo, o numero de pontos campo contidos dentro do suporte e,

consequentemente as dimensbes dos suportes locais, sdo parametros que causam
alteracdes substanciais na solugdo. Devido ao carater local do método MLPG, o aumento
excessivo do raio de integracdo ou dos raios dos suportes locais causam a degeneracao da
solugdo. Ademais, hd uma queda na eficiéncia computacional, pois diminui a esparsidade

da matriz global

68



Em relagédo a imposicéo das condic¢des de contorno essenciais, é possivel afirmar

que o método da colocacéo direta produz resultados mais precisos, em compara¢do com
método da penalidade. Contudo, o0 método da colocacdo direta exige uma imposi¢do
direta por meio de uma substituicdo de linhas na matriz global K. Além disso, 0 método

de colocacdo diminui o nimero de integrais a serem solucionadas, diminuindo o nimero

de operacBes necessarias para solucionar o problema, apesar de ndo ter havido uma
diferenca perceptivel no tempo de solucdo para ambos os casos. O método da penalidade
impbe as condi¢cdes de contorno essenciais com uma menor precisdo e sO mostra
funcionalidade para uma certa faixa de grandeza. Utilizando nimeros muito pequenos (<
10%) ndo ocorre a imposigdo, porém, para valores muito grandes (> 102) a solugo

obtida é trivial (u = 0).

A integracdo proposta e a tradicional divergem em dois pontos capitais:

eficiéncia computacional e precisdo da solucéo.

A eficiéncia computacional foi avaliada comparando a velocidade com a qual os
métodos solucionavam os problemas. A medida em que os problemas se tornavam mais

discretizados, por meio do aumento do nimero de pontos, a discrepancia entre a
velocidade de solucéo entre os dois métodos se tornava mais evidente, de tal forma que,
a integracdo proposta foi até 40x mais célere que seu contendedor. Essa diferenca
também foi constatada, em uma menor proporcao, quando houve um aumento no nimero
de pontos de Gauss utilizado na quadratura, apesar de que a diferenca entre o tempo de

solucdo dos métodos sé € relevante para um nimero de pontos de Gauss exageradamente
grande. Desta forma, é possivel afirmar que o MLPG-1 utilizando integracdo proposta
soluciona problemas de elasticidade 2D mais rapidamente do que o método tradicional

de integragéo.

Contudo, a solucdo obtida pelo método proposto € pior. O erro obtido é maior

devido a utilizacdo do mesmo subdominio como subdominio de integracdo e de
interpolagdo, pois 0 método dos minimos quadrados moveis ndo esta otimizado quando

aplicado sobre os pontos de Gauss, visto que o ponto de Gauss ndo € mais o ponto central

do subdominio de interpolacéo. Sendo assim, ha um erro intrinseco & aproximagao maior
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do que o apresentado pela integracéo tradicional. Isto posto, caso utilize-se da integragédo
proposta, é preciso um numero de pontos muito superior para obter-se a mesma ordem de

precisdo alcancada pelo método tradicional.

Assim sendo, 0 esquema proposto de integracdo exibe indicios de ser um método
promissor. Apresentando uma velocidade muito superior e uma precisao aceitavel,
contudo a discretizagdo precisa ser mais refinada a fim de obter uma precisdo comparével

com a apresentada pelo método tradicional.

Ademais, resultados recentes, ainda sendo estudados pelo LAMEC, mostram-se
promissores utilizando um novo esquema de integracdo baseado no apresentado nesse
trabalho. Mantendo ambos os subdominios de integracdo e o de interpolacdo local
conceéntricos, porém diminuindo o raio do subdominio de integracdo, como mostrado em
Figura 36. Desta forma, a distribuicdo dos pontos de quadratura é realizada em uma area
mais préxima ao ponto base, tornando essa quadratura uma representacdo mais correlata
com a integracdo tradicional, melhorando a distribui¢do dos pesos dos pontos campo em

relacdo aos pontos de Gauss.

Os resultados mais recentes mostram que essa integracdo mantém a eficiéncia
computacional da integragdo proposta por esse trabalho, mas apresentando uma melhora

significativa na precisao das solucdes.

Figura 36: Novo esquema de integracdo em desenvolvimento no LAMEC
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Sendo assim, a integracdo tradicional é uma alternativa vidvel para solucionar
problemas que exigem um grande nimero de pontos, reduzindo expressivamente o custo

computacional do MLPG-1, tornando o método sem malha mais exequivel e

comercialmente factivel.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

As recomendagdes que surgem dos estudos realizados nesse trabalho sdo

exteriorizadas a seguir:

e Pode-se aplicar o esquema de integracdo proposto em uma das outras
cinco vertentes do MLPG, a fim de analisar se ha melhora quando troca-
se a funcdo de ponderacado do MLPG;

e Estender a solucdo proposta para problemas de elasticidade
tridimensional,

e Utilizar o MLPG-1 acoplado do esquema de integracdo proposto para
solucionar outros tipos de problemas, especialmente problemas que
apresentam solugdo laboriosa e intricada quando solucionados por
métodos que utilizam malha, como: fraturas, trincas e problemas que

apresentam descontinuidades;

e Melhorar 0 armazenamento da matriz global, aproveitando de sua
esparsidade;

e Utilizar o MLPG-1 acoplado do esquema de integracdo proposto para
solucionar outros tipos de problemas, especialmente problemas que
apresentam solucdo laboriosa e intricada quando solucionados por

métodos que utilizam malha, como: fraturas, trincas e problemas que

apresentam descontinuidades.
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