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OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM CIÊNCIAS EM ENGENHARIA
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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)
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Michael Leone Madureira de Souza

Dezembro/2017

Orientadores: Ney Roitman

Daniel Alves Castello

Programa: Engenharia Civil

O principal objetivo deste trabalho é apresentar um procedimento simples de

ajuste de modelos computacionais para avaliação do comportamento dinâmico de

estruturas. Foram realizados ensaios experimentais em uma viga bi-apoiada, onde

a excitação externa é fornecida por impactos de um martelo instrumentado e as

medições são realizadas em três pontos por acelerômetros piezoelétricos. O arranjo

experimental é submetido a um processo de montagem e desmontagem para simular

um cenário mais próximo do real, onde grande variabilidade das propriedades modais

é, em geral, observada. O módulo de Young e os coeficientes do modelo de amorte-

cimento proporcional são adotados como variáveis incertas e ajustadas ao longo de

um procedimento de otimização. A propagação das incertezas é realizada a partir

do método de simulação de Monte Carlo. O grande número de dados experimentais

permite uma investigação da função de verossimilhança. O modelo calibrado é vali-

dado a partir da comparação entre os dados experimentais e as predições numéricas

para a curva de amortecimento e função de resposta de freqüência (FRF). Por fim,

o modelo validado é utilizado para identificação de danos, que neste trabalho são

simulados pelo acréscimo de pequenas massas ao longo da estrutura. A otimização

determińıstica é realizada a luz do problema inverso aplicado via método dos ele-

mentos finitos. A solução do problema inverso é buscada utilizando-se o algoritmo

de enxame de part́ıculas e a função lsqnonlin do Matlab.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

MODEL UPDATING ANALYSES ON STRUCTURAL DYNAMICS

Michael Leone Madureira de Souza

December/2017

Advisors: Ney Roitman

Daniel Alves Castello

Department: Civil Engineering

The main objective of this work is to present model updating analyses. Experi-

mental modal analyses are performed on a simply supported beam. Measurements

come from three accelerometers and the input excitation is provided by an impact

hammer. The experimental set-up is submitted to a process of assembling and dis-

assembling the beam supports in order to simulate a scenario closer to the real

one in which one may face variability of modal data. The Young’s modulus and

the coefficients of the proportional damping model are considered as the updating

structural variables in optimization procedure. Data variability is taken into account

along the model updating process by means of the likelihood function and through

Monte Carlo simulation analysis. The great number of experimental data allows the

likelihood function investigation. The calibrated model is assessed by comparing

the model-predicted natural frequencies and the frequency response function (FRF)

with their measured counterparts. Finally, the calibrated model is used for damage

identification which is simulated by an addition of small masses on the structure.

Inverse method is applied to perform this study based on a finite element analysis

model updating.
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4.5 Regiões de ressonância da FRF no AC1. . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.6 Convergência das simulações para a hipótese 2 de Σεε. Valores nor-
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B.23 FRF no acelerômetro AC3 no cenário B2 de dano. . . . . . . . . . . . 91

B.24 APCC entre as FRFs computacionais no AC3 no cenário B2 . . . . . 91

xii



Lista de Tabelas
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Caṕıtulo 1

Introdução

Modelos computacionais são utilizados para simular o comportamento de sistemas

reais em praticamente todas as áreas da ciência e engenharia. Sua aplicação é muito

variada: otimização, projeto, análise de estabilidade, análises preditivas, etc. [1].

No contexto de sistemas estruturais, esses modelos são geralmente utilizados para

avaliar deformações, deslocamentos, tensões, respostas devido a cargas impostas,

tais como ambientais, tráfego, etc.

Problemas reais possuem inúmeras informações que a priori são desconheci-

das, ou incertas, geralmente relacionadas às propriedades do sistema f́ısico, como,

por exemplo, as condições de contorno, de carregamento, propriedades f́ısicas,

geométricas, etc. Muitas vezes, hipóteses são formuladas para contornar essa falta de

informação, o que pode acabar levando a erros que diminuem a acurácia e, portanto,

a qualidade da solução.

Infelizmente, a presença de incertezas não está relacionada somente ao sistema

em análise. Tanto as hipóteses simplificadoras associadas ao processo de modelagem

como os sinais aferidos nos ensaios experimentais podem gerar imprecisões nos dados

utilizados para a solução do problema.

Neste cenário surge o conceito de ajuste de modelos (model updating) que

pode ser entendido como um processo de calibração, ou ajuste, de determinados

parâmetros do modelo. Nesse processo ocorre a reconstrução do modelo computa-

cional da estrutura a partir de informações observadas sobre seu comportamento.

Sobre o prisma de problemas de vibração, por exemplo, são realizados ensaios

experimentais na estrutura para inferir sobre determinadas propriedades dinâmicas

do sistema, i.e., frequências naturais, formas modais, etc. com o objetivo de for-

necer subśıdios para o desenvolvimento de um modelo computacional que simule o

comportamento da estrutura real.

A modelagem de incertezas é adicionada ao processo de ajuste de modelos com-

putacionais. Nesta etapa, a investigação das incertezas associadas aos parâmetros

do modelo ocorre a partir da inferência sobre os valores médios de suas incógnitas e
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a influência dos respectivos desvios na predição numérica.

Destaca-se o fato de que uma das abordagens para a modelagem de incertezas

baseia-se na Teoria da Probabilidade, [2].

Inúmeras são as aplicações do model updating, dentre as quais é posśıvel citar:

verificações de dimensionamento, validações, predições de resposta estrutural sobre

condições de carga especiais ou excepcionais, estimação de propriedades estruturais,

etc. Uma das aplicações mais difundidas na literatura técnica é a identificação de

danos estruturais, [3] e [4].

Danos são definidos como modificações introduzidas nas estruturas de forma que

sua performance atual e/ou futura seja prejudicada. Nesse contexto, de acordo

com FARRAR et al. [5], SHM é o nome dado ao desenvolvimento da estratégia de

identificação de danos nos campos da engenharia de estrutura, tanto civil quanto

mecânica, naval e aeroespacial.

No presente trabalho considera-se a calibração e validação do modelo computaci-

onal de uma viga bi-apoiada e, posteriormente, a identificação de danos estruturais

no sistema. É válido ressaltar que no contexto deste trabalho, o dano é simulado

através da aplicação de massas pontuais ao longo do comprimento da estrutura.

1.1 Revisão Bibliográfica

O conceito de ajuste de modelos foi inicialmente introduzido por volta da década

de 60 no âmbito da engenharia de controle e engenharia aeronáutica. Inicialmente

denominado por identificação de sistemas (system identification), buscava o desen-

volvimento de métodos de modelagem numérica baseados em observações do com-

portamento real dos sistemas. Essa área do conhecimento começou a receber atenção

devido ao fato de que apesar de grande esforço dedicado à geração de modelos com-

putacionais sofisticados, estes demonstravam pouca correlação quando tinham suas

predições confrontadas com às obtidas experimentalmente.

De acordo com MOTTERSHEAD et al. [3] a diferença observada entre os da-

dos experimentais e as predições pode ser ocasionada pelas incertezas relativas aos

ensaios experimentais e também por: (i) erro relativo ao modelo matemático, i.e.,

incertezas inerentes às equações que governam o problema f́ısico; (ii) erro relativo aos

parâmetros, seja por hipóteses simplificadores, condições de contorno inadequadas,

etc. e (iii) erro relativo à ordem do modelo, problemas na discretização de sistemas

complexos.

Quando a formulação matemática é conhecida, assim como sua ordem, o pro-

blema de identificação é reduzido para um problema de estimação de parâmetros.

Em 1971 ASTROM et al. [6] introduzem os fundamentos principais desta área

de pesquisa. A formulação do problema está basicamente associada às entradas
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(est́ımulos) e sáıdas (respostas) do sistema, a uma determinada classe de mode-

los e à escolha do modelo que melhor represente o caso de interesse. Os métodos

de solução são divididos inicialmente em: métodos com processamento em tempo

real, quando o processo é realizado durante a aquisição de informações do sistema,

muito presente na engenharia de controle, e os métodos onde o processamento ocorre

após a aquisição das informações. Os autores apresentam ainda inúmeras consi-

derações sobre representações paramétricas, i.e., através de modelos de estado, e

não-paramétricas, tais como funções de resposta impulsiva e séries de Volterra, dis-

cutindo as principais vantagens e desvantagens de cada abordagem.

O problema de estimação de parâmetros passa a ser um problema de otimização

quando a escolha do modelo equivalente ao sistema f́ısico é calibrado a partir da

minimização de uma função custo. Sobre esse prisma, inúmeras questões são susci-

tadas, tais como a existência de mı́nimo global, unicidade da solução, a influência

ou não do sinal de entrada na solução, etc. Os métodos decorrentes do processo

de otimização estão associados geralmente a uma solução determińıstica, ou seja,

definida a métrica para a busca da solução, esta é determinada sem que nenhuma

consideração sobre sua incerteza seja desenvolvida.

Os métodos clássicos da estimação de parâmetros são baseados em aproximações

por mı́nimos quadrados. Em 1795 Karl Friedrich Gauss definiu que ”o valor mais

provável de uma variável desconhecida é aquele para o qual a soma quadrática da

diferença entre os dados observados e estimados, ponderada pelo grau de confiança

na medição, é mı́nima”, formulando o método dos mı́nimos quadrados. Desde então

esse método vem sendo aprimorado para aplicação em diversos problemas. Nesse

sentido, em 1981, STREJC [7] apresentou diversas formulações propostas para es-

timações de parâmetros baseadas no método dos mı́nimos quadrados.

Com o surgimento de tecnologias de hardware e software mais eficientes e

acesśıveis, a análise via método dos elementos finitos, MEF, foi adotada quase como

padrão por engenheiros e pesquisadores. Sua validação passou a ser realizada a par-

tir da comparação entre os valores obtidos das análises experimentais e as predições

numéricas, [3].

A necessidade crescente de inferir o ńıvel de confiança nos modelos computaci-

onais fomentou a aplicação de teorias estat́ısticas, probabiĺısticas e estocásticas, no

procedimento adotado para avaliar o grau de correlação entre a predição numérica e

o comportamento real do sistema, [8] e [9]. A abordagem determińıstica cede espaço

à uma solução dada por distribuições de probabilidade para as variáveis do vetor de

parâmetros, [10].

Apesar de atrair a atenção da comunidade cient́ıfica mais recentemente, já em

1980, ASTROM [11] apresentava um estudo completo dos métodos de maximização

da função de verosimilhança e avaliação de erros dentro do conceito de ajuste de
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modelos.

O cenário atual dessa linha de pesquisa no campo da dinâmica de estruturas

apresenta inúmeros trabalhos que propõem novas metodologias para o processo de

ajuste de modelos computacionais. Destaca-se ainda, o fato de que muitas destas

abordagens já são utilizadas em problemas da indústria em estruturas de grande

porte e complexas.

SHABBIR et al. [12] ajustaram o modelo computacional de uma passarela es-

taiada a partir da aplicação do algoritmo enxame de part́ıculas com algumas modi-

ficações em seu código que objetivam diminuir o risco da otimização ser atráıda por

mı́nimos locais. Neste trabalho os autores realizaram ensaios com a estrutura em

operação.

Outros autores também ensaiaram estruturas reais em estado operacional para

proceder o ajuste numérico. É posśıvel citar RIBEIRO et al. [13], REYNDERS et

al. [14] e REN et al. [15].

WANG et al. [16] realizaram o ajuste computacional de uma placa de material

compósito a partir de uma metodologia de processamento de imagens denominada

por digital image correlation, DIC.

É crescente o número de metodologias de model updating que aplicam processos

estat́ısticos, probabiĺısticos ou estocásticos, [17], a fim de realizar ajuste de modelos

computacionais. Atualmente existem inúmeros trabalhos publicados que aplicam o

Teorema de Bayes nesse processo. YUEN et al. [18] apresentam uma revisão de

diversos métodos que podem ser divididos em procedimentos de ajuste a partir de

medições de parâmetros modais e metodologias que utilizam sinais no domı́nio do

tempo.

SIMOEN et al. [1] dissertaram sobre a necessidade da quantificação de incertezas

relativas a certos parâmetros dos problemas f́ısicos, ao mesmo tempo que apresen-

taram um comparativo entre as abordagens determińıstica, Bayesiana e Fuzzy em

um problema de ajuste de modelo associado à identificação de danos. Uma viga em

concreto armado foi constrúıda e ensaiada em situação ı́ntegra e danificada.

Ao também aplicar o conceito bayesiano, BEHMANESH et al. [19] confirmaram

a necessidade de considerar os efeitos da variação da temperatura e amplitude da

excitação no módulo de elasticidade do concreto, tanto no momento da calibração

do modelo computacional quanto na identificação de dano simulado.

Outros trabalhos, [20], [21] e [22] combinaram o conceito Bayesiano de inferência

com aplicação de algoritmos heuŕısticos, tais como algoritmos genéticos e de redes

neurais, com métodos de confiabilidade estrutural e análise de risco, entre outros,

para realizar o ajuste computacional.

No campo de model selection e model class, linha de pesquisa que propõe metodo-

logias para realizar a escolha do melhor modelo posśıvel para o ajuste computacional,

4



é posśıvel citar os trabalhos de BECK [23] e YEUN [18].

Para concluir, tratando agora do presente trabalho, este se localiza entre as

duas grandes metodologias enunciadas anteriormente, i.e., determińısticas e pro-

babiĺısticas. Obtém-se informações acerca da incerteza dos parâmetros apesar da

utilização da abordagem determińıstica. Considera-se, portanto, uma aproximação

para o cálculo da matriz de covariância do vetor de parâmetros de interesse. A

contribuição está assentada em uma breve avaliação da função de verosimilhança e

seu impacto na validação de modelos computacionais.

1.2 Objetivo e Organização do Trabalho

Este trabalho objetiva aplicar uma estratégia simples de estimação de parâmetros e

propagação de incertezas para avaliar a acurácia do modelo computacional adotado.

Sua qualidade é aferida de acordo com o grau de correlação entre as predições

numéricas e os dados obtidos experimentalmente. Posteriormente, o modelo validado

é utilizado para identificação de danos. As propriedades f́ısicas do sistema real

consideradas incertas, ou desconhecidas, são adicionadas ao problema como variáveis

do vetor de parâmetros de interesse.

Inicialmente foram realizados ensaios experimentais para estimar duas proprie-

dades modais, frequências naturais e taxas de amortecimento para um número de

modos de vibração pré-definido. Após o devido tratamento estat́ıstico, estes foram

utilizados como dados de entrada para o processo de ajuste computacional.

Posteriormente validou-se o modelo computacional a partir da comparação entre

os resultados experimentais e as predições numéricas. A influência das incertezas

relativas às variáveis do vetor de parâmetros foi levada em consideração no cálculo da

curva de amortecimento e na obtenção das funções de resposta em frequência, FRFs.

A propagação das incertezas foi medida a partir de gráficos de barra e de dispersão

e as relações entre as variáveis estimada de acordo com o cálculo do coeficiente de

correlação.

Por fim, utilizou-se o modelo calibrado, e a melhor função de verosimilhança

obtida na validação dos resultados, para identificar os danos estruturais impostos

à viga. Nesta análise, os danos foram simulados através da aplicação de massas

pontuais ao longo do estrutura.

O presente trabalho está estruturado da seguinte forma:

• Caṕıtulo 2: descreve as abordagens teóricas, hipóteses e premissas adotadas

ao longo de toda a análise.

• Caṕıtulo 3: detalha o procedimento experimental, apresentando a metodolo-

gia e equipamentos utilizados para realização dos ensaios, além de apresentar
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as frequências naturais e taxas de amortecimento estimados após as análises

modais.

• Caṕıtulo 4: apresenta os resultados alcançados na calibração e validação do

modelo computacional, assim como detalha as soluções obtidas para a identi-

ficação de danos. Discussões sobre as predições computacionais são realizadas.

• Caṕıtulo 5: formula as conclusões obtidas após a análise cŕıtica dos resultados e

tece as considerações finais, propondo linhas de atuação para trabalhos futuros.

1.3 Metodologia

O processo de ajuste foi aplicado ao modelo computacional proposto para simular a

resposta dinâmica de uma viga de alumı́nio bi-apoiada. Posteriormente, utilizou-se

o modelo calibrado e a melhor função de verosimilhança obtida na validação dos

resultados, para identificar os danos estruturais impostos à viga.

De forma a facilitar o entendimento da sistemática adotada neste trabalho, a

Figura 1.1 apresenta um fluxograma das etapas realizadas no processo de ajuste do

modelo computacional e a Figura 1.2 um outro fluxograma da etapa de identificação

de danos.

O modelo da viga foi desenvolvido com aux́ılio do software Matlab versão 2014b

[24] e os códigos disponibilizados pela Lund University, [25], escritos de acordo com a

abordagem estabelecida pelo método dos elementos finitos, MEF. Foram utilizados

elementos de pórtico plano e realizados estudos de convergência de malhas para

assegurar a eficiência da discretização da estrutura.

Ensaios experimentais foram executados, ver Caṕıtulo 3, para extrair as proprie-

dades associadas à resposta dinâmica da viga de alumı́nio localizada no Laboratório

de Dinâmica e Processamento de Imagens e Sinais, LADEPIS. O sinal foi aferido

por três acelerômetros piezoelétricos e a excitação fornecida através de impactos

aleatórios aplicados através de um martelo também piezoelétrico.

Efetuou-se o pós-processamento dos sinais a partir de dois programas desenvolvi-

dos no LADEPIS, denominados: Analisador [26] e STFT [27]. O Analisador estima

a FRF experimental, permitindo assim a obtenção das frequências naturais. Já o

STFT, além das frequências, estima as taxas de amortecimento modal. Os resul-

tados experimentais, x, são tratados estatisticamente e simplificados em variáveis

aleatórias com média µx e desvio padrão σx.

É importante ressaltar que após os ensaios experimentais, e o respectivo trata-

mento estat́ıstico, as variáveis aleatórias experimentais não sofreram nenhum tipo

de reamostragem, seja ela experimental ou numérica.
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Após a criação do modelo computacional, foram escolhidas três variáveis a serem

otimizadas, são elas: o módulo de elasticidade, E, e os coeficientes do amortecimento

proporcional de Rayleigh, α e β. Portanto, θ = [E α β]T . A escolha da variável

E foi baseada no fato de que quaisquer incertezas geométricas e f́ısicas poderiam ser

incorporadas no ajuste do módulo de elasticidade. Já a escolha dos coeficientes α

e β se deu em função da dificuldade de aferição precisa de suas magnitudes e sua

elevada influência na resposta dinâmica.

A otimização foi executada através da redução progressiva do reśıduo ξ entre a

predição do modelo computacional e a resposta experimental, ou seja, pela mini-

mização da função custo adotada, ver Caṕıtulo 2. A função lsqnonlin [28] do Matlab

foi escolhida para obter a solução ótima do vetor de parâmetros, θ̂.

Ao término da otimização, iniciou-se a etapa de avaliação das incertezas de cada

uma das variáveis ajustadas, bem como seus efeitos na resposta dinâmica da viga.

Foram adotadas três hipóteses de construção da matriz de covariância dos dados,

ou seja, foi realizada uma investigação a respeito da função de verosimilhança, ver

Caṕıtulo 2. A partir das simulações de Monte Carlo foi posśıvel propagar as incer-

tezas do vetor de parâmetros.

A análise cŕıtica da qualidade do model updating foi baseada na comparação

entre os dados experimentais e as predições do modelo computacional. Portanto,

foram avaliadas a dispersão do vetor de parâmetros θ, a adequação da curva de

amortecimento e as FRFs. Estimativas das regiões de confiança foram obtidas para

balizar essa tomada de decisão, ver Caṕıtulo 4.

Após o término da validação do modelo computacional, inicia-se a etapa de iden-

tificação do dano estrutural. No presente trabalho, este dano foi simulado através da

aplicação de massas pontuais ao longo da estrutura, ver Caṕıtulo 3. Foram eleitas

duas novas variáveis para o processo de otimização, sendo elas: a posição Xm e a

magnitude Mm da massa aplicada. Com isso, definiu-se o novo vetor de parâmetros

como: η = [Xm Mm]T .

Nesta etapa a otimização foi realizada com o aux́ılio do algoritmo enxame de

part́ıculas, [29] e [30], com pequenas adaptações implementadas para melhoria na

convergência [31]. A análise cŕıtica dos resultados foi baseada na qualidade da re-

cuperação da informação real, i.e., posição e magnitude da massa em cada cenário

de dano simulado. Adicionalmente foi feita uma comparação entre as FRFs experi-

mentais e computacionais, ver Caṕıtulo 4.
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Ajuste do vetor θ

ω̂ , ζ̂ ξ ≤ erro

Sistema Fı́sico

µω , µζ

Propagaç~ao das

Incertezas

(ωxζ) e FRFs

Modelo

de Σεε é

válido?

Póxima

Hipótese de Σεε
Grava Saidas

Fim das

Hipóteses

de Σεε?

Fim

Não

Sim

Não Sim

Não

Sim

Figura 1.1: Fluxograma do ajuste do modelo computacional.
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Ajuste do

vetor η

ω̂dmg , ζ̂
dmg ξ ≤ erro

Sistema Fı́sico

µdmgω , µdmgζ

FRFs

Fim

Não

Sim

Figura 1.2: Fluxograma da identificação de danos.

9



Caṕıtulo 2

Desenvolvimento Teórico

2.1 Introdução

O presente caṕıtulo apresenta as hipóteses adotadas, desde as premissas formuladas

para quantificação e propagação de incertezas, bem como às utilizadas na solução do

problema dinâmico e de identificação de dano. A abordagem computacional também

é apresentada.

2.2 Problema Dinâmico

A equação de movimento de sistemas lineares, para um modelo computacional que

apresenta um número discreto de graus de liberdade N e amortecimento viscoso, é

dada de acordo com a Eq. 2.1, [32]

M ü+Du̇+K u = F (2.1)

onde M , D, K são matrizes de dimensão (N x N) e representam respectivamente

as matrizes globais de massa, amortecimento e rigidez. O vetor F representa a

excitação externa que atua no sistema. Já a aceleração, velocidade e deslocamento

são definidos, respectivamente, pelos vetores ü, u̇ and u.

A Eq. 2.1 pode ser reescrita como um sistema de 2N equações diferenciais aco-

pladas quando formulada considerando a representação em espaço de estados, como

apresentada na Eq. 2.2, [33]

Ar + Bṙ = P (2.2)

A =

[
K 0

0 −M

]
; B =

[
D M

M 0

]
; P =

[
F

0

]
(2.3)
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r =

[
u

u̇

]
(2.4)

onde as matrizes A, B e P são dadas pela Eq. 2.3 e o vetor de estados r pela Eq.

2.4.

O amortecimento proporcional de Rayleigh é adotado como hipótese básica para

o amortecimento da estrutura, [32].

D = αM + βK (2.5)

A função de resposta em frequência Hpq(ω) é dada de acordo com a Eq. 2.6

Hpq(ω) =
N∑
k=1

[
φkpφkq

µk(iω − λk)
+

φ∗kpφ
∗
kq

µ∗k(iω − λ∗k)

]
(2.6)

onde φkp representa o coeficiente do autovetor associado ao k-ésimo modo de vibração

no p-ésimo grau de liberdade (relativo à medição da resposta), φkq o coeficiente do

autovetor associado ao k-ésimo modo de vibração no q-ésimo grau de liberdade

(relativo à excitação da estrutura), µk corresponde ao k-ésimo elemento da diagonal

da matriz µ = ΦTBΦ, onde B é dado pela Eq. 2.3, λk representa o k-ésimo autovalor

do problema, N corresponde ao número de modos de vibração de interesse e ω a

frequência angular em rad/s. O supeŕındice (•)∗ indica o complexo conjugado da

variável considerada.

2.3 Formulação via Problema Inverso

A equação governante de um sistema f́ısico pode ser escrita, de forma compacta,

pela Eq. 2.7,[34], onde y representa o vetor de dados, θ o vetor dos parâmetros do

modelo matemático e G é a função que governa o problema f́ısico. Caso y e θ sejam

funções, G é denominado operador do sistema. Para problemas não lineares G é o

operador que mapeia o espaço de parâmetros θ para o espaço solução.

y = G(θ) (2.7)

É posśıvel dividir a solução da Eq. 2.7 em duas abordagens, a saber;

(i) problema direto: consiste na busca pelas predições y dado que a estrutura

do modelo e seus parâmetros sejam conhecidos, assim como as condições de

contorno, condições iniciais e a excitação que atua no sistema.

(ii) problema inverso: considera-se que a estrutura do modelo G é conhecida e

utilizam-se os dados dispońıveis y, a fim de obter os parâmetros θ.
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Na presente análise, o vetor de dados y contém as médias amostrais para as

frequências naturais e taxas de amortecimento modal obtidas após ensaios na estru-

tura real, denominadas por µω = [µω1 , ... , µωN ]T e µζ = [µζ1 , ... , µζN ]T respectiva-

mente.

É necessário enfatizar que o vetor de dados y não se modifica ao longo do traba-

lho. Após a realização dos ensaios, a massa de dados de frequências naturais e taxas

de amortecimento é condensada nas médias amostrais µω e µζ respectivamente.

Por outro lado, o vetor ym representa as predições do modelo computacional

para as mesmas caracteŕısticas modais obtidas experimentalmente, i.e., frequência

natural e taxa de amortecimento. Então, ym = [ω1 , ... , ωN , ζ1 , ... , ζN ]T .

O vetor de parâmetros desconhecidos, ou incertos, θ é constitúıdo de três

variáveis relacionadas às propriedades f́ısicas do sistema estrutural, são elas: o mo-

dulo de elasticidade E e os coeficientes do amortecimento proporcional de Rayleigh

α e β.

Portanto, pode-se resumir tais definições de acordo com as Eq. 2.8, 2.9 e 2.10.

y = [µω µζ ]
T (2.8)

ym = [ω ζ]T (2.9)

θ = [E α β]T (2.10)

Há na literatura diversas metodologias desenvolvidas para solucionar a Eq. 2.7

de acordo com as caracteŕısticas do problema e com a abordagem escolhida, i.e.

determińıstica ou estocástica. É posśıvel citar, por exemplo, a solução de sistemas

lineares pelo método dos mı́nimos quadrados e de sistemas não lineares pelo método

de Gauss-Newton. Para maiores informações ver [6] e [3].

Do ponto de vista matemático, a solução do problema está intimamente ligada

à dispersão dos dados observados, ou seja, a incerteza associada ao fenômeno de

interesse. Neste sentido, adotou-se um modelo de observação, com a premissa de

erro aditivo, ε, de acordo com a Eq. 2.11.

y = G(θ) + ε (2.11)

A Eq. 2.11 é fundamentada na hipótese de que o modelo matemático, operador

G, é perfeito e a discrepância eventual entre os dados experimentais y e os compu-

tacionais ym está relacionada à presença de incertezas/rúıdos de medição, ε. Neste

contexto, ε é modelado de acordo com uma função de densidade de probabilidade

(probability density function, pdf) normal Gaussiana com média zero e variância
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desconhecida, ε ∼ N (0 , σ2
εI).

Entretanto, conforme exposto no Caṕıtulo 1, há inúmeras fontes que impõem er-

ros à solução da equação da dinâmica e, consequentemente, às predições do operador

G. Com isso, a diferença entre os resultados experimentais e numéricos é dado por

um reśıduo definido como ξ. Portanto, o objetivo passa a ser encontrar a solução

que minimiza esse reśıduo.

É posśıvel definir matematicamente essa busca pela melhor solução como um

problema de otimização descrito pela Eq. 2.12.

θ̂ = argmin
θ∈Dθ

S(θ) (2.12)

onde θ̂ representa a solução ótima do vetor de parâmetros, Dθ representa o espaço

solução e S é a métrica para avaliar a diferença entre os dados experimentais e

computacionais, denominada função objetivo ou custo, tal que S : θ ∈ Rn 7→ R.

Para a presente análise foi adotada a função custo definida pela Eq. 2.13, [35].

A matriz W é dada de acordo com a hipótese estabelecida para a função de verosi-

milhança, detalhadas no Item 2.4.2.

S(θ) = (y− ym)TW−1(y− ym) (2.13)

Para obter a solução ótima, utilizou-se o código interno do Matlab denominado

lsqnonlin, que tem o objetivo de realizar uma regressão não linear a partir de uma

métrica pré-definida pelo usuário. Essa métrica corresponde a função custo definida

na Eq. 2.13.

Apesar de o Matlab disponibilizar dois algoritmos dentro do código do lsqnonlin

para proceder a otimização, trust-region-reflective (utilizado na presente análise) e

o Levenberg-Marquardt, ambos são aplicáveis para minimizar diferenças quadráticas

||S||2 e utilizam o conceito de vetor gradiente para atingir a convergência, [34]. Para

mais detalhes sobre a função, ver [28].

2.4 Propagação de Incertezas

2.4.1 Simulações de Monte Carlo

A propagação das incertezas relativas ao vetor de parâmetros θ é realizada a partir

do conhecimento de sua pdf π(θ) com o aux́ılio de uma metodologia para sortear

números aleatórios. Porém, invariavelmente em problemas reais, a distribuição de

probabilidade deste vetor é desconhecida e, desta forma, é usual adotar hipóteses

acerca dessa pdf.

Nesta análise adotou-se a hipótese de que o vetor θ possui uma distribuição
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normal truncada com média igual à solução ótima θ̂ e matriz de covariância conhe-

cida. Esse truncamento decorre da necessidade de que os valores sorteados sejam

estritamente positivos.

Apesar de ser posśıvel classificar, em algumas situações particulares, o trunca-

mento como tendencioso (biased), este faz-se necessário dado que o modelo utilizado

descreve um sistema f́ısico rela. Dado este cenário, busca-se mensurar o impacto das

hipóteses acerca das pdfs e das matrizes de covariância dos dados na validação do

modelo computacional.

Nesse contexto o valor médio do vetor de parâmetros é adotado como igual

à solução determińıstica obtida no processo de otimização, i.e., µθ = θ̂. Para a

estimativa da matriz de covariância do parâmetro, Σθ, foi utilizado o procedimento

de cálculo detalhado no Item 2.4.2.

É importante ressaltar que a inferência sobre θ ocorre no campo da análise mul-

tivariada, haja vista que o vetor de parâmetros é função de três variáveis, conforme

definido na Eq. 2.10.

Seja uma variável aleatória X com distribuição normal, média µ e variância σ2,

sua pdf é dada pela Eq. 2.14, representada por X ∼ N (µ, σ2) e denominada função

normal univariada. Porém, há situações onde mais de uma variável aleatória com

distribuição normal é utilizada para solução do problema. Neste caso a função é

denominada por função normal multivariada.

fX(x|µ, σ2) =
1√
2πσ

e
−(x− µ)2

2σ2 (2.14)

A função multivariada é generalizada a partir da Eq. 2.14, onde a média µ

e a variável x passam a ser vetores e a variância σ2 é substitúıda pela matriz de

covariância Σ. A função normal multivariada é dada pela Eq. 2.15.

f(x|µ,Σ) =
1√

|Σ|(2π)d
e
−1

2
(x− µ)T Σ−1 (x− µ)

(2.15)

onde a incógnita d indica a dimensão da distribuição. Para mais distribuições de

probabilidade e maiores informações sobre o campo de funções multivariadas, ver

[2] e [36].

A propagação das incertezas, por sua vez, é realizada com o aux́ılio das si-

mulações, ou análises, de Monte Carlo [37].

No presente trabalho as simulações de Monte Carlo foram executadas em ambi-

ente Matlab com o aux́ılio do algoritmo desenvolvido por Tim Benham denominado

rmvnrnd. Esse código gera números pseudo-aleatórios a partir de uma distribuição

de probabilidades normal truncada. Para maiores informações, ver [38].

Após uma análise de convergência, conclui-se que 1000 simulações seriam su-
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ficientes para que a geração de números pseudo-aleatórios convergisse. O critério

de erro adotado foi visual, ou seja, o valor da razão entre a soma das médias das

amostras sorteadas e o valor esperado, i.e., média e desvio padrão para cada modo

de vibração, deve aproximar-se da unidade.

Para visualizar as realizações e a dispersão dos resultados obtidos pela análise de

Monte Carlo, adotou-se a função plotmatrix do Matlab, [39]. Esse código apresenta

um gráfico em forma de matriz quadrada onde o número de linhas é igual ao número

de variáveis avaliadas. Os elementos da diagonal principal contém gráficos de barras

e os elementos fora da diagonal contém os gráficos da dispersão entre as respectivas

variáveis.

Para fundamentar a tomada de decisão sobre a qualidade do modelo computa-

cional foram realizadas estimativas para os intervalos de 98% de confiança, através

dos percentis de 1% e 99%. Para o cálculo dos percentis foi utilizada a função prctile

do Matlab, [40].

2.4.2 Cálculo do Operador Jacobiano

Uma das técnicas para obtenção de uma estimativa para a matriz de covariância é a

linearização da região próxima ao ponto de ótimo θ̂. Essa formulação é realizada a

partir da derivação parcial das predições do problema f́ısico em relação às variáveis

que compõem o vetor de parâmetros, [35].

A linearização é calculada através do operador jacobiano J, onde J ∈ R2NxNp ,

e Np representa o número de variáveis que compõem o vetor de parâmetros, i.e.

Np = 3. O jacobiano pode ser formulado matematicamente pela Eq. 2.16.

J(θ) =
∂ym(θ)

∂θ

∣∣∣∣∣
θ=θ̂

(2.16)

Esse procedimento de derivação parcial foi realizado numericamente a partir de

um algoritmo escrito de acordo com o método das diferenças finitas e a escolha da

formulação com diferença centrada.

Adicionalmente, o Anexo A apresenta a formulação do operador jacobiano a

partir da derivação da equação do movimento, Eq. 2.1. Para maiores detalhes ver

[41], [42], [43] e [44].

Portanto, após o cálculo do jacobiano é posśıvel obter uma estimativa da matriz

de covariância através da Eq. 2.17.

Cov(θ)θ=θ̂ = Σ̂θ = (JTJ)−1JT Σεε J(JTJ)−1 (2.17)

onde J representa o operador jacobiano e Σεε a matriz de variância dos dados.

Destaca-se aqui um ponto relevante no trabalho. Dado o fato da disponibilidade
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de algumas dezenas de resultados experimentais para cada um dos modos de vibração

avaliados, foi posśıvel explorar o impacto da função de verossimilhança, [34], no

processo de ajuste do modelo computacional.

De maneira mais espećıfica, três cenários foram considerados para a construção

da matriz de covariância dos dados Σεε, utilizada para construção da função custo

S(θ), Eq. 2.13, assim como para a obtenção do estimador Σ̂θ, Eq. 2.17.

O presente trabalho adotou três hipóteses básicas a respeito de Σεε:

• Hipótese 1: a matriz Σεε é diagonal, Eq. 2.18. Não há variância cruzada, ou

seja, a correlação entre os diferentes elementos da matriz é considerada nula.

A matriz W da função custo é igual à matriz de covariância dos dados.

Σεε =

[
Σωω 0

0 Σζζ

]
, W = Σεε (2.18)

onde Σωω e Σζζ simbolizam, respectivamente, a matriz diagonal das variâncias

da frequência natural e taxa de amortecimento.

• Hipótese 2: a matriz Σεε é completa, Eq. 2.19. Aproveitando a grande

quantidade de ensaios, calculou-se a variância da massa total de dados experi-

mentais. Nesta hipótese a matriz W da função custo também é igual à matriz

de covariância dos dados.

Σεε =

[
Σωω Σωζ

Σζω Σζζ

]
, W = Σεε (2.19)

onde Σωζ representa a covariância entre as frequências naturais e taxas de

amortecimento e é simétrica à Σζω.

• Hipótese 3: a matriz Σεε é diagonal na forma Σεε = s2I2Nx2N . De acordo

com BECK et al. [35], a covariância pode ser estimada no ponto de ótimo.

Neste caso não há nenhuma informação sobre a covariância dos dados experi-

mentais. Adicionalmente, essa hipótese foi subdividida em três formulação, a

saber:

W = 1 (2.20)

1a formulação: considerada formulação padrão, [35].

ŝ2 =
1

2N −Np

(y− ym)T (y− ym) (2.21)

16



2a formulação: modificação na formulação padrão onde tenta-se di-

minuir a influência da ordem de grandeza das diferentes sáıdas, i.e.,

frequências naturais e taxas de amortecimento, na estimativa de ŝ2.

ŝ2 =
1

2N −Np

2N∑
r=1

(
ymr
yr
− 1

)2

(2.22)

Nessa formulação, o operador jacobiano é dado por:

J(θ) =



∂ω1

∂E

1

µω1

∂ω1

∂α

1

µω1

∂ω1

∂β

1

µω1
...

...
...

...
...

...
∂ωN
∂E

1

µωN

∂ωN
∂α

1

µωN

∂ωN
∂β

1

µωN

∂ζ1
∂E

1

µζ1

∂ζ1
∂α

1

µζ1

∂ζ1
∂β

1

µζ1
...

...
...

...
...

...
∂ζN
∂E

1

µζN

∂ζN
∂α

1

µζN

∂ζN
∂β

1

µζN


θ=θ̂

(2.23)

3a formulação: adota-se como premissa que o módulo de elasticidade

E e os coeficientes de amortecimento α e β são independentes.

Para o módulo de elasticidade E tem-se que:

ŝ2E =
1

N − 1
(µω − ωm)T (µω − ωm) (2.24)

JE =
∂ωm

∂E

∣∣∣∣∣
E=Ê

, Σ̂E = σ̂2
E = ŝ2E (JTEJE)−1 (2.25)

Para os coeficientes de amortecimento α e β tem-se que:

ŝ2αβ =
1

N − 2
(µζ − ζm)T (µζ − ζm) (2.26)

Jαβ =



∂ζ1
∂α

1

µζ1

∂ζ1
∂β

1

µζ1
...

...
...

...
∂ζN
∂α

1

µζN

∂ζN
∂β

1

µζN


α=α̂, β=β̂

(2.27)
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Σ̂αβ = (JTαβJαβ)−1JTαβ ŝ
2
αβI Jαβ(JTαβJαβ)−1 (2.28)

Portanto, a estimativa da matriz de covariância do parâmetro θ é dada por:

Σ̂θ =

 σ̂2
E 0 0

0
Σ̂αβ

0

 (2.29)

O objetivo do cálculo da covariância dos dados com as três hipóteses é analisar o

impacto dessas diferentes metodologias na construção da função de verosimilhança.

A partir da obtenção de grande quantidade de resultados experimentais, conforme

demonstrado no Caṕıtulo 3, buscou-se avaliar a qualidade das predições numéricas

em função do ńıvel de informação a priori fornecido para o ajuste de modelos com-

putacionais.

2.5 Identificação de Dano

Os danos na estrutura foram simulados a partir da aplicação de massas pontuais ao

longo da estrutura. Este procedimento está descrito no Item 3.2.2.

De forma geral, o processo de identificação de dano segue as mesmas hipóteses

estabelecidas nos itens 2.2 e 2.3. Nesta etapa o modelo computacional já esta cali-

brado, i.e., θ̂ = [Ê α̂ β̂]T .

Um novo vetor de parâmetros foi escolhido para o processo de identificação de

dano, sendo composto por duas variáveis, a saber: posição Xm e a magnitude Mm

das massas aplicadas à estrutura, de acordo com a Eq. 2.30.

η = [Xm Mm]T (2.30)

A representação dos dados seguem a mesma formulação apresentada na Eq. 2.8,

ou seja, y para as médias amostras obtidas experimentalmente e ym para as predições

computacionais, porém, agora ambas na situação de dano. A métrica utilizada para

avaliar a discrepância entre y e ym continua sendo descrita pela função custo dada

pela Eq. 2.13.

A escolha da função de verosimilhança utilizada para solução do problema de

identificação de dano é vinculada à eficiência das hipóteses na comparação das

predições computacionais e dados experimentais apresentada no Item 4.2.

Para realizar o processo de busca pela solução ótima foi utilizado o algoritmo

enxame de part́ıculas (particle swarm optimization, PSO), [29], que altera as matri-

zes globais de massa e de amortecimento em função do vetor de parâmetros η e do
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vetor ótimo θ̂, de acordo com as Eq. 2.31 e Eq. 2.32.

M(η) = M + ∆M(η) (2.31)

D(θ̂, η) = α̂M (η) + β̂ K(Ê) (2.32)

O PSO, possui um conceito de busca baseado na procura aleatória por uma po-

pulação de part́ıculas [30], onde a convergência é dada em função da melhor posição

encontrada por uma delas. Foram adicionados novos coeficientes para melhorar a

convergência do enxame de part́ıculas, [31].

Define-se inicialmente o número de part́ıculas, npar, de iterações, niter, de

variáveis a otimizar, nvar, além dos valores máximos e mı́nimos assumidos por cada

variável do processo. O conceito básico que orienta a busca é que, a cada iteração, as

npar part́ıculas recebem um valor aleatório referente a cada uma das nvar variáveis.

Esse valor atribúıdo às part́ıculas é entendido como suas respectivas posições.

De forma a tornar o entendimento mais claro, lança-se mão de um exemplo

simples e ilustrativo onde existe um tabuleiro de dama com uma de suas casas

pintadas de vermelho. O objetivo é utilizar o algoritmo para identificar essa posição.

Inicia-se o processo lançando aleatoriamente no tabuleiro as npar peças de dama.

Mede-se a distância de cada peça à casa vermelha e ao final verifica-se qual é a menor

distância obtida, melhor posição global, registrando-a. Posteriormente, as peças são

jogadas novamente no tabuleiro, de forma aleatória, repetindo-se as etapas descritas

anteriormente. Esse processo se encerra quando as niter são atingidas ou o critério

de convergência é alcançado.

É necessário ressaltar que existe um procedimento que relaciona a posição das

part́ıcula com a melhor posição global, de forma a garantir a convergência da oti-

mização. O conceito do PSO é resumidamente explicado pelo pseudo-código Algo-

ritmo 1.

Algorithm 1 Enxame de Part́ıculas

1: Gerar a 1a população de part́ıculas
2: Calcular a posição inicial de cada part́ıcula
3: Definir a melhor posição global
4: while n < niter do
5: Gerar nova população
6: Calcular suas posições
7: Verificar se a melhor posição global foi superada
8: Avaliar critério de convergência
9: end while

10: Xm e Mm
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Caṕıtulo 3

Procedimento Experimental

3.1 Introdução

O presente caṕıtulo apresenta em detalhes o aparato experimental utilizado,

bem como o procedimento adotado para realização dos ensaios e estimação dos

parâmetros modais. A estrutura ensaiada foi uma viga de alumı́nio bi-apoiada.

Objetivou-se inferir sobre as frequências naturais e taxas de amortecimento dos pri-

meiros seis modos de vibração. A excitação foi fornecida através de impactos de

um martelo instrumentado e as respostas captadas por acelerômetros instalados ao

longo do comprimento da viga.

O pós-processamento dos sinais foi realizado em dois programas desenvolvidos

no Laboratório de Dinâmica e Processamento de Imagens e Sinais, LADEPIS: Ana-

lisador [26] e STFT [27]. O Analisador estima as FRFs experimentais e frequências

naturais, ao passo que o STFT infere sobre as taxas de amortecimento modal.

Os resultados experimentais v foram tratados estatisticamente e representados,

de forma simplificada, a partir de sua média µv e desvio padrão σv.

O caṕıtulo é organizado como se segue: o Item 3.2 apresenta o esquema expe-

rimental utilizado para a análise dinâmica, detalhando os sensores, equipamentos

e sistemas de aquisição de dados, além do procedimento de ensaio e o Item 3.3

descreve o pós-processamento e o tratamento estat́ıstico realizado nos dados experi-

mentais e apresenta a dispersão das frequências naturais e taxas de amortecimento,

com aux́ılio de histogramas.

3.2 Esquema Experimental

3.2.1 Descrição dos Ensaios

Com o objetivo de extrair informações para subsidiar o ajuste da modelagem compu-

tacional do problema, foram realizados ensaios em uma viga de alumı́nio bi-apoiada,
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conforme ilustrado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Vista da viga ensaiada e sua instrumentação

O LADEPIS disponibilizou todos os equipamentos necessários para a realização

do ensaio experimental, a saber: a) viga de alumı́nio, estrutura bi-apoiada com seção

retangular de 6mm de altura e 76,2mm de largura, e 1464mm de comprimento, con-

forme apresentada na Figura 3.1; b) martelo instrumentado fabricado pela PCB

Piezotronics, modelo 086C01, Figura 3.3a; c) 3 acelerômetros piezoelétricos fabrica-

dos pela PCB Piezotronics, modelos 336C e 336C31, Figura 3.3b; e d) sistema de

processamento de sinais, composto pelo condicionador de sinal, fabricado pela PCB

Piezotronics, modelo 481, o sistema de aquisição, modelo APS2000 e o software,

AqDados7, ambos produzidos pela Lynx Tecnologia, Figura 3.3c.

A estrutura é apoiada sobre roletes soldados nos perfis de aço, que por sua vez

estão fixados na bancada de ensaio. De forma a reduzir a vibração entre os corpos

na região do apoio, introduziu-se uma tira de borracha entre o rolete e a viga,

permitindo assim a medição das acelerações. A Figura 3.3 detalha a região do apoio

do aparato experimental.

Figura 3.2: Ilustração do apoio da viga sobre o rolete.

O ensaio foi do tipo SIMO (single input multiple output) e os acelerômetros

foram instalados na direção vertical em três pontos distintos na superf́ıcie superior da

viga. Tanto a posição do impacto quanto a posição dos acelerômetros mantiveram-se

inalteradas em todos os ensaios realizados.
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(a) Martelo

(b) Acelerômetros

(c) Sistema de processamento de sinais
(d) Imagem do apoio da viga

Figura 3.3: Esquema experimental utilizado

A posição dos acelerômetros e do impacto do martelo foram definidos de forma

que fosse posśıvel inferir sobre as propriedades modais, frequência natural ω e taxa

de amortecimento ζ, para os primeiros seis modos de vibração. A Figura 3.4 ilustra

a posição dos acelerômetros e dos impactos realizados.

Figura 3.4: Ilustração do aparato experimental.

onde as siglas AC1, AC2 e AC3 representam as posições dos acelerômetros e as

seções S1 e S2 as posições onde as massas foram aplicadas na etapa de ensaio com

simulação de dano estrutural.

Os detalhes sobre os ensaios com danos simulados são descritos no Item 3.2.2.

O procedimento de ensaio contou com um processo de desmontagem e monta-

gem da viga, buscando-se, assim, considerar diferenças no comportamento da taxa

de amortecimento e das frequências naturais em função das posśıveis diferentes for-
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mas no posicionamento, por exemplo, dos apoios, dos fios de aquisição ligados aos

acelerômetros, etc. A desmontagem e montagem da viga ocorreu entre ensaios con-

secutivos.

Esse processo tenta simular a variação das propriedades modais observada em

estruturas em operação para as quais, em geral, observa-se certo ńıvel de dispersão

dos dados experimentais. Ao todo foram realizados 7 ensaios com 6 processos de

montagem e desmontagem.

Os ensaios tiveram duração média de 10 minutos onde, em cada análise, foram

aplicados 20 impactos com intervalos aleatórios. Ou seja, o intervalo entre excitações

consecutivas variaram entre 21 e 39 segundos, resultando em um intervalo médio de

30 s.

Foi adotada uma frequência de amostragem de 1000 Hz, com um filtro passa

baixa na ordem de 250 Hz, para garantir a análise dos sinais na faixa de 0 - 250 Hz.

As massas dos acelerômetros foram medidas para posterior inclusão no modelo

computacional, sendo mAC1 = 13, 4g, mAC2 = 13, 4g e mAC3 = 11, 8g. As massas

dos fios ligados aos acelerômetros não foram consideradas na modelagem numérica.

3.2.2 Descrição dos Ensaios com Simulação de Dano

Todos os equipamentos, bem como a metodologia apresentada no item 3.2.1 foram

mantidos. O dano estrutural foi simulado através da aplicação de pequenas massas

ao longo do comprimento da viga de alumı́nio.

A aplicação das massas pontuais foi realizada com o aux́ılio de uma pequena

borracha aderente de forma à solidarizar os corpos, conforme ilustrado na Figura

3.5b.

Foram definidos quatro cenários de dano onde massas pontuais foram adicionadas

no bordo superior da estrutura em duas seções espećıficas denominadas S1 e S2. As

massas utilizadas estão detalhadas na Figura 3.5a e a disposição na viga encontra-se

ilustrada na Figura 3.4.

(a) Massas pontuais

(b) Ligação massa-viga

Figura 3.5: Massas utilizadas na simulação de dano
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Tabela 3.1: Cenários de dano simulados

Cenário Mm
Mm

Mv

Seção

A1 158,4 g 9 % S1
A2 49,6 g 3 % S1
B1 94,5 g 5 % S2
B2 36,9 g 2 % S2

A criação desses cenários de dano objetivou investigar a capacidade de recu-

peração das informações experimentais posição e magnitude das massas com a

redução gradativa de sua influência no comportamento global da estrutura. A razão

entre a magnitude da massa pontual e da massa total da viga Mm/Mv, além de suas

respectivas posições em cada cenário de dano, estão detalhados na Tabela 3.1.

Cada cenário de dano simulado foi ensaiado somente uma vez, com duração apro-

ximada de 10 minutos, com a mesma metodologia detalhada no item 3.2.1, i.e., 20

impactos com intervalos aleatórios, variando entre 21 e 39 segundos, resultando em

um intervalo médio de 30s. A análise com dano também contou com a desmontagem

e montagem da viga, porém nesta etapa esse processo foi realizado entre ensaios de

cenários de dano distintos.

Foi adotada a janela de 0 - 250 Hz para análise dos sinais, com a aplicação do

filtro de passa baixa na ordem de 250 Hz e frequência de amostragem de 1000 Hz.

As massas dos acelerômetros foram mantidas no modelo computacional.

3.3 Resultados Obtidos

3.3.1 Pós-Processamento e Tratamento Estat́ıstico

Após a conclusão dos ensaios experimentais, iniciou-se a etapa de pós-processamento

dos sinais obtidos durante a análise. De acordo com o estabelecido no Item 1.3, dois

programas desenvolvidos no LADEPIS foram utilizados para estimar as frequências

naturais, as taxas de amortecimento e as FRFs experimentais; são eles o Analisador

[26] e o STFT [27].

O Analisador estima a função de resposta em frequência considerando o esti-

mador HV , [45] e o valor das frequências naturais são obtidas através dos picos das

FRFs. O intervalo de duração do ensaio, número de médias calculadas, percentagem

de sobreposição entre as janelas, bem como o tipo de janela são algumas das opções

fornecidas pelo programa. Para esta análise as FRFs foram estimadas selecionando-

se todo o sinal obtido em cada ensaio, com 100 médias, 65 % de sobreposição e

janela Hamming.
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Ao contrário do Analisador, onde selecionou-se o sinal de todo o ensaio, no

STFT o intervalo observado é o da resposta dinâmica de um impacto por vez. A

técnica denominada STFT (Short Time Fourier Transform), que deu origem ao

nome do software de pós-processamento em questão, aplica as chamadas trans-

formadas tempo-frequência (TFDs) no sinal para leva-lo a um domı́nio onde as

informações da escala temporal e da escala em frequência estejam presentes simul-

taneamente, domı́nio tempo-frequência.

Isso decorre do fato de que na escala temporal é posśıvel verificar a perda de ener-

gia ocasionada pelo amortecimento, onde o cálculo da taxa de amortecimento pode

ser realizado com o decremento logaŕıtmico, por exemplo. Porém, não é posśıvel

discernir os modos de vibração presentes no sinal. Quando passa-se para a escala da

frequência, através da FFT (Fast Fourier Transform), por exemplo, o cenário se mo-

difica. Os diversos modos são facilmente identificados, por outro lado, a informação

sobre a energia dissipada é perdida.

Ao término do pós-processamento foram estimadas 21 FRFs, uma vez que a viga

foi ensaiada 7 vezes e monitorada por 3 acelerômetros. A partir das funções de

resposta em frequência, foi posśıvel obter um grande número de pólos como ilustra

a Figura 3.6.

A diminuição do número de medições do quarto e sexto modos decorreu da

dificuldade de posicionar os acelerômetros e o impacto do martelo de forma a medir

com a mesma qualidade todos os modos de vibração de interesse, ou seja, do 1o ao

6o modo.

Modo de Vibração
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Figura 3.6: Número de medições dos pólos experimentais obtidos para os seis pri-
meiros modos de vibração.

Com o aux́ılio do Matlab os polos experimentais estimados passaram então
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por um tratamento estat́ıstico onde a massa de dados foi modelada por variáveis

aleatórias com média µ e desvio padrão σ, representando cada modo de vibração.

A Tabela 3.2 detalha os resultados obtidos.

Tabela 3.2: Resultado do tratamento estat́ıstico dos dados experimentais. Unidades:
µω em [Hz] e µζ em [%].

Modo
Frequência Natural Amortecimento

µω σω µζ σζ

1o 6,78 ± 0,01 0,40 ± 0,03

2o 26,93 ± 0,01 0,20 ± 0,01

3o 60,46 ± 0,04 0,27 ± 0,04

4o 106,59 ± 0,10 0,38 ± 0,03

5o 166,46 ± 0,24 0,40 ± 0,07

6o 242,49 ± 0,52 0,44 ± 0,08

3.3.2 Apresentação e Discussão dos Resultados

Ensaios Modais

O ensaio na viga permitiu obter uma grande quantidade de dados experimentais con-

forme apresentado na Figura 3.6. Com o aux́ılio do Matlab, verificou-se a dispersão

dos resultados em relação a cada modo de vibração através da função plotmatrix,

[39].

Essa função apresenta os gráficos em forma de matriz quadrada, onde na di-

agonal são detalhados gráficos de barra e fora da diagonal gráficos de dispersão.

Considerando, por exemplo, uma situação hipotética onde tem-se 8 realizações de

um vetor v e que estas estão organizadas nas colunas da matriz V da seguinte forma:

V =

[
−2 −1 −1 0 0 0 1 2

4 1 1 0 0 0 1 4

]
A posição a11 da Figura 3.7 apresenta o gráfico de barra das amostras da variável

aleatória x, onde os valores: {−2,1,2} aparecem uma vez cada; o valor {−1} aparece

duas vezes; e o {0} aparece três vezes. De forma análoga, o gráfico presente na

posição a22 ilustra o gráfico de barras das amostras da variável aleatória x2, onde o

valor: {4} aparece duas vezes e os valores {0,1} aparecem três vezes cada.

A posição fora da diagonal a21 ilustra os cinco pontos da parábola (x, x2), ao

passo que o gráfico presente na posição a12 ilustra os mesmos cinco pontos, porém

com o par ordenado (x2, x). Portanto as posições (i, j) e (j, i) representam o mesmo

gráfico com eixos invertidos. Ou seja, a ”matriz”é simétrica.
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A partir dos gráficos de barras é posśıvel verificar os valores mais prováveis de

ocorrência para uma determinada variável submetida a um processo de simulação

numérica ou amostragem experimental. Adicionalmente, é posśıvel inferir sobre

a relação entre as diversas variáveis presentes no estudo através dos gráficos de

dispersão e dos coeficientes de correlação.

0 1 2 3 4-2 -1 0 1 2

0

1

2

3

4

-2

-1

0

1

2

Figura 3.7: Exemplo da sáıda da função plotmatrix para o vetor V .

Passa-se agora à análise dos resultados experimentais, onde os polos experimen-

tais estimados para os seis primeiros modos de vibração da viga bi-apoiada são

apresentados na Figura 3.8.

Inicialmente é posśıvel verificar que para os três primeiros modos de vibração,

sub-figuras 3.8a, 3.8b e 3.8c, existe certa ”segmentação”dos dados, tanto nos gráficos

de barras quanto nos de dispersão. Ou seja, não foram amostrados valores entre,

por exemplo 6,76 - 6,78 Hz ou 6,78 - 6,8 Hz, para as frequências naturais do primeiro

modo de vibração.

Esse comportamento é repetido no 2o e 3o modos e pode ser devido às incertezas

associadas ao processo de medição experimental, assim como uma dificuldade dos

sistemas de aquisição e programas de identificação fornecerem valores com precisão

da ordem de 10−2, por exemplo. Ou seja, está relacionado a resolução da análise

espectral do sistema de medição.

Ao analisar todos os gráficos de barras para os valores amostrados experimen-

talmente das frequências naturais, posição a11 de cada sub-figura da Figura 3.8,

é posśıvel perceber que existe uma região mais provável de se encontrar cada

frequência natural e ainda que esse gráfico possui certa simetria.
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(d) 174 pares (ω, ζ)exp para o 4o modo
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Figura 3.8: Dispersão dos polos experimentais estimados.

Utilizando a função ksdensity do Matlab, [46] estimou-se a pdf mais provável de

originar as frequências naturais para cada um modos de vibração. De forma a obter

uma visão geral, todas as realizações experimentais obtidas foram normalizadas pela

média amostral de cada modo de vibração. Esse procedimento permite a união de

todas as curvas em um único gráfico, conforme pode ser vista na Figura 3.9.
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Figura 3.9: Estimativa das pdfs das frequências naturais experimentais dos seis
primeiros modos de vibração.

A análise da Figura 3.9 permite concluir que, de forma geral, os desvios associa-

dos às frequências naturais para os seis primeiros modos de vibração são baixos, da

ordem de 10−3.

É interessante notar que conforme o número do modo de vibração se eleva, o

suporte da distribuição de probabilidades aumenta. Esse comportamento sugere

que o desvio padrão das frequências naturais seja maior para os modos de vibração

com frequências mais altas.

Realizando esta mesma análise para os valores amostrados experimentalmente

das taxas de amortecimento modal, posição a22 de cada sub-figura da Figura 3.8,

é posśıvel também verificar uma região mais provável de se encontrar cada taxa de

amortecimento. Porém, sem a simetria e grau de semelhança entre os diferentes

modos de vibração verificados nas frequências naturais.

Então, analogamente ao realizado para as frequências naturais, estimou-se a pdf

mais provável de originar as taxas de amortecimento de cada modo de vibração,

Figura 3.10.
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Figura 3.10: Estimativa das pdfs das taxas de amortecimento experimentais dos seis
primeiros modos de vibração.

A análise da Figura 3.10 permite concluir que os desvios associados às taxas de

amortecimento são superiores aos verificados para as frequências naturais, indepen-

dente do modo de vibração avaliado. Além disso, as pdfs estimadas são diferentes

para cada modo e não é mais posśıvel verificar o mesmo grau de semelhança com

a normal Gaussiana. Pelo contrário, o 1o e 2o modos de vibração assemelham-se a

uma distribuição bimodal, por exemplo.

Ressalta-se, porém, que a incerteza associada às taxas de amortecimento aumenta

conforme a frequência do respectivo modo de vibração se eleva. Essa conclusão é

ocasionada pelo aumento do suporte das pdfs conforme a frequência do modo cresce.

Portanto, é posśıvel concluir que independente da propriedade modal em análise,

a incerteza na inferência das caracteŕısticas dinâmicas da estrutura é maior em

modos de vibração mais elevados.

Passa-se agora a avaliar as dispersões entre as frequências naturais e as taxas de

amortecimento modal, posição a21 ou a12 de cada sub-figura da Figura 3.8.

Adicionalmente, foram realizados os cálculos do coeficiente de correlação, Eq.

3.1, de forma a obter uma estimativa sobre o grau de dependência linear entre essas

duas propriedades modais em cada um dos seis modos de vibração analisados.

C =
cov(ω, ζ)√
var(ω)var(ζ)

− 1 ≤ Ck ≤ 0 ou 0 ≤ Ck ≤ 1 (3.1)

O coeficiente de correlação calcula a dependência linear entre duas variáveis de

interesse, onde o valor obtido desse cálculo está, em termos absolutos, entre zero e

um. Quanto mais próximo de 1, maior é a correlação, ao passo que quanto mais
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aproximar-se de 0, menor é a dependência entre as variáveis.

Tabela 3.3: Coeficiente de correlação entre as amostras experimentais da frequência
natural e taxa de amortecimento.

Modo de Vibração Coeficiente de Correlação

1o 0,306

2o 0,262

3o 0,006

4o -0,468

5o -0,823

6o -0,734

Porém, mesmo que as pdfs que geraram os valores amostrais de frequência natural

e taxa de amortecimento fossem conhecidas em cada um dos modos de vibração, não

seria posśıvel sugerir uma distribuição de probabilidades para o vetor de parâmetros

θ, haja vista o comportamento não linear do mapeamento de θ em seu subespaço

solução, i.e., θ ∈ Dθ.

Ensaios com Dano

Após o pós-processamento dos sinais medidos nos ensaios e o devido tratamento

estat́ıstico, ver Item 3.3.1, a Tabela 3.4 apresenta as médias amostrais das frequências

naturais obtidas experimentalmente para a estrutura em situação ı́ntegra, sem danos,

e para os quatro cenários de dano simulados.

O desvio padrão verificado para a estimativa das frequências naturais nos cenários

de dano simulado demonstraram, em termos gerais, o mesmo grau de incertezas

obtido no pós-processamento da viga ı́ntegra, i.e., na ordem de 0,01 Hz para os três

primeiros modos de vibração, e de 0,3 Hz para o 4o, 5o e 6o modos.

Nesta etapa buscou-se avaliar somente o grau de aproximação para as frequências

naturais uma vez que, devido às modificações impostas à estrutura nos cenários

criados, o amortecimento estrutural, a priori, não é mais governado pelo modelo

proporcional de Rayleigh.

A métrica adotada para avaliar a variação entre as frequências naturais no estado

ı́ntegro e danificado é dada por ∆ω =

(
1− µdmgω

µω

)
× 100%.

A análise da Tabela 3.4 permite verificar que todas as frequências naturais ob-

tidas são inferiores às evidenciadas na situação ı́ntegra. Esse comportamento era

esperado, uma vez que, por exemplo, considerando um sistema dinâmico não amor-

tecido com um grau de liberdade, as frequências naturais podem ser calculadas por
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ω =
√

K
M

. Portanto, seja em função do aumento da massa modal do sistema, ou a di-

minuição de sua rigidez, as frequências obtidas devem ser necessariamente inferiores

às calculadas com suas propriedades iniciais.

Para um sistema com múltiplos graus de liberdade o conceito é análogo, porém a

solução passa a ser calculada através do problema de autovalores e autovetores dado

por (K − ω2M )φ = 0, onde a relação de proporcionalidade entre as frequências

naturais e as matrizes globais de massa e rigidez é mantida.

Tabela 3.4: Frequências naturais para a estrutura ı́ntegra e com dano. Unidades:
µω em [Hz] e ∆ω em [%].

Modo
Íntegra Cenário A1 Cenário A2 Cenário B1 Cenário B2

µω µdmgω ∆ω µdmgω ∆ω µdmgω ∆ω µdmgω ∆ω

1o 6,78 6,59 2,7 6,71 0,9 6,50 4,1 6,66 1,7

2o 26,93 25,19 6,5 26,31 2,3 26,57 1,3 26,76 0,6

3o 60,46 57,16 5,5 59,14 2,2 59,16 2,2 59,84 1,0

4o 106,59 104,32 2,1 105,21 1,3 102,61 3,7 104,48 2,0

5o 166,46 165,25 0,7 165,78 0,4 165,46 0,6 165,87 0,4

6o 242,49 234,54 3,3 238,73 1,5 232,9 4,0 237,82 1,9

É posśıvel verificar também que as maiores variações entre frequências naturais

ocorreram nos cenários A1 e B1, uma vez que as magnitudes das massas impostas

nesses casos são maiores do que as evidenciadas em A2 e B2, respectivamente.

De forma a facilitar a visualização da influência do dano simulado no comporta-

mento estrutural, foram comparadas as FRFs experimentais ı́ntegras e com danos

na posição AC1 dos acelerômetros, para todos os cenários de dano simulados, Figura

3.11. As FRFs das demais posições dos acelerômetros são apresentadas no Apêndice

B.

De maneira geral, a análise da Figura 3.11 permite afirmar que as massas im-

postas para simular danos estruturais não tiveram grande influência nas taxas de

amortecimento modal, mesmo para os cenários onde as massas pontuais eram maio-

res, cenários A1 e B1. Portanto, o mesmo modelo de amortecimento utilizado para

a situação ı́ntegra deve ser capaz também de simular os cenários com danos.

Já para as frequências naturais, o cenário A1 é o que produz as maiores variações

entre as FRFs ı́ntegra e danificada, Figura 3.11a, seguido por B1, Figura 3.11c.

Essas variações são evidenciadas principalmente nos modos de vibração com elevadas

frequências naturais.

Por outro lado, a Figura 3.11b e 3.11d demonstram a baixa influência no com-

portamento dinâmico da estrutura nos cenários A2 e B2, onde as massas aplicadas

representam, respectivamente, 3 % e 2 % da massa total da viga.
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(b) FRFs experimentais para o cenário A2
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(c) FRFs experimentais para o cenário B1
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(d) FRFs experimentais para o cenário B2

Figura 3.11: Comparação entre FRFs ı́ntegra e danificada para a posição AC1 dos
acelerômetros.

Todos esses resultados estão detalhados na Tabela 3.4.

É válido ressaltar que quanto menor a diferença entre a resposta ı́ntegra e dani-

ficada, maior a dificuldade em obter predições computacionais acuradas no processo

de identificação de dano.
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Caṕıtulo 4

Apresentação e Discussão dos

Resultados

Após realizar o procedimento experimental, Caṕıtulo 3, o processo de ajuste de

modelos é iniciado. Conforme apresentado detalhadamente no fluxograma da Figura

1.1, o modelo computacional é calibrado, validado, e posteriormente, utilizado para

identificação dos danos simulados, detalhado na Figura 1.2.

Os resultados obtidos são apresentados ao longo deste caṕıtulo e divididos em

três partes: no Item 4.1 encontram-se os resultados da calibração do modelo com-

putacional, no Item 4.2 encontram-se os relativos à validação dos modelos de acordo

com as hipóteses adotadas, e por fim, os resultados obtidos para a identificação da

posição e magnitude das massas que simulam os danos estruturais são detalhados

no Item 4.3

A avaliação desses resultados segue uma lógica de comparação de acordo com

as respostas fornecidas por cada hipótese da matriz de covariância adotada. A

hipótese 1, amplamente utilizada na literatura, Σεε diagonal, é o ponto central para

a investigação da função de verosimilhança.

4.1 Estimação do Parâmetro θ

A solução ótima do vetor de parâmetros é apresentada na Tabela 4.1 de acordo com

as três hipóteses estabelecidas.

Tabela 4.1: Solução ótima do vetor θ.

Hipótese de Σεε E [GPa] α β

1 76,7 3,14 e-1 9,14 e-6

2 76,6 3,23 e-1 10,14 e-6

3 76,8 3,20 e-1 10 e-6

34



Após a análise da Tabela 4.1 é posśıvel concluir que, do ponto de vista da oti-

mização, não há diferença representativa entre as predições computacionais dos três

modelos de função de verosimilhança utilizados.

Isso significa que, a prinćıpio, para o presente trabalho, a solução ótima do

vetor de parâmetros não depende do ńıvel de informação a priori dispońıvel para o

processo de busca determińıstica, uma vez que todas as três hipóteses convergiram

para a mesma solução.

Ao término do ajuste, iniciou-se a etapa de propagação das incertezas relaciona-

das ao vetor de parâmetros, as variáveis módulo de elasticidade E e os coeficientes

do modelo proporcional de amortecimento α e β, Eq. 2.10. A avaliação da quali-

dade do modelo computacional proposto foi realizada posteriormente a análise da

dispersão das predições numéricas.

4.2 Validação do Modelo

Estimativas para os intervalos de confiança foram obtidos após a propagação das

incertezas das variáveis que constituem o vetor θ. Através dessa abordagem es-

tat́ıstica foi posśıvel fundamentar a tomada de decisão a respeito da qualidade do

modelo computacional. Levando-se em consideração que um dos objetivos desta

análise é a investigação da função de verosimilhança, buscou-se avaliar as dispersões

de θ de acordo com a hipótese adotada para a matriz de covariância.

Para aferir a influência da incerteza de θ em ym, foram comparados os dados

experimentais e numéricos para a curva de amortecimento (ω x ζ) e para a função

de resposta em frequência Hpq(ω).

De forma a não prolongar demasiadamente o presente item, somente as funções

de resposta em frequência para a posição do acelerômetro AC1 foram apresentadas.

As demais FRFs obtidas para a validação do modelo, posições dos acelerômetros

AC2 e AC3, encontram-se no Apêndice B.

4.2.1 Hipótese 1 de Σεε

Propagação das Incertezas

Conforme detalhado no Item 2.4, essa hipótese adota que a matriz de covariância

Σεε é diagonal, Eq. 2.18. Não há variância cruzada, i.e., não existe correlação entre

os diferentes elementos da matriz.

A propagação das incertezas associadas à θ foi realizada com 1000 simulações

de Monte Carlo. A convergência das amostras foi atingida para esse número de

gerações, tanto para as médias, como para os desvios das amostras, conforme é

posśıvel verificar na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Convergência das simulações para a hipótese 1 de Σεε.

Na Figura 4.1 as médias são normalizadas pela média contendo as amostras.

De maneira análoga ao realizado no Item 3.3 a dispersão dos resultados é anali-

sada com o aux́ılio da função plotmatrix do Matlab. Para maiores informações sobre

a função ver [39].

Os gráficos de barras de todas as variáveis da Figura 4.2, posição a11 para

o módulo de elasticidade, a22 para o coeficiente α e a33 para o coeficiente β do

modelo de amortecimento proporcional, indicam que os desvios das gerações das

três variáveis tem ordens de grandeza razoáveis quando comparados com os valores

ótimos obtidos na análise determińıstica.

Por exemplo, para E os resultados variam basicamente no intervalo {7, 5 , 8, 0}×
1010, ou seja, apresenta uma variação de 0, 5×1010, que representa por volta de 7 %

do valor ótimo, Ê = 7, 67 × 1010. Além disso, o gráfico não evidencia a ocorrência

de nenhum truncamento durante a propagação das incertezas. Essas conclusões são

verificadas também para α e β.

A análise da dispersão dos dados permite inferir sobre as relações de dependência

linear entre as diversas variáveis que compõem o vetor de parâmetros. Na Figura 4.2

a posição a21 está associada a dispersão do par (E x α), a posição a31 está associada

ao par (E x β) e , por fim, a32 associada a (α x β). A Tabela 4.2 apresenta os valores

calculados do coeficiente de correlação para cada par de variáveis avaliados.
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Figura 4.2: Dispersão do vetor de parâmetros para hipótese 1. Unidades: E em
[Pa].

Tabela 4.2: Correlação entre as variáveis do vetor θ na hipótese 1.

Par de Variáveis Coeficiente de Correlação

(E x α) 0,1108

(E x β) -0,0974

(α x β) -0,1901

A partir da análise da Tabela 4.2 é posśıvel verificar que a correlação entre as

variáveis que compõem o vetor de parâmetros é baixa de maneira geral. Uma das

posśıveis explicações para essa conclusão vem do fato de que a matriz de covariância

dos dados utilizada nesta hipótese, Σεε é diagonal, e assim, portanto, não é capaz

de fornecer informações sobre a variância cruzada, i.e., a covariância, dos dados

experimentais.

A baixa correlação obtida entre as variáveis E, α e β, é um resultado, de certa

forma, esperado do ponto de vista intuitivo do comportamento dinâmico das es-

truturas. Em diversos casos a frequência natural da estrutura pode ser estimada a

partir do problema não amortecido.

Avaliação das Predições Computacionais

A Figura 4.3 apresenta a curva de amortecimento e a Figura 4.4 a FRF na posição

do acelerômetro AC1. As duas curvas foram obtidas considerando a hipótese 1 da

matriz de covariância dos dados.
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Da análise da curva de amortecimento para a hipótese 1 é posśıvel constatar que o

modelo computacional obteve bons resultados na simulação dos cinco primeiros pólos

da viga bi-apoiada. Entretanto, não foi capaz de simular os dados experimentais

obtidos para o sexto modo de vibração que encontra-se totalmente fora do intervalo

de confiança estimado.

A solução determińıstica, curva vermelha, se aproxima do resultado médio expe-

rimental, asterisco em azul, e o respectivo desvio de cada modo, barras verticais em

azul, estão de maneira geral dentro do intervalo de 98 % de confiança.
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Figura 4.3: Curva de amortecimento na hipótese 1.

É posśıvel acrescentar que, para este caso, a solução ótima converge para a

solução média, curva preta pontilhada. Porém, essa convergência não é verificada

para todo e qualquer cenário, conforme demonstrado posteriormente.

É interessante observar que do ponto de vista do comportamento global da viga

as taxas de amortecimento variam entre {0, 2− 0, 6} %, aparentemente convergindo

para algo em torno de 0,4 % se forem observados os últimos três modos de vibração.

Para o presente trabalho, surge então um questionamento sobre a adequação do

modelo de amortecimento proporcional de Rayleigh para frequências mais altas da

viga de alumı́nio, haja vista que esta formulação é crescente e os dados experimentais

sugerem uma convergência das taxas de amortecimento.

Vale ressaltar que a não adequação do modelo de amortecimento prejudica, em

certa medida, a avaliação das predições computacionais para os modelos de função

de verosimilhança, uma vez que a simulação do comportamento real pode não ter

sido perfeitamente atingida por falhas em qualquer uma dessas hipóteses, ou até em

ambas.
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Portanto, considerando a alta sensibilidade das taxas de amortecimento, após

a análise da Figura 4.3 é posśıvel concluir que os resultados obtidos simulam o

comportamento dinâmico da viga de alumı́nio de forma satisfatória para os cinco

primeiros modos de vibração.

A Figura 4.4 apresenta a FRF para a posição do acelerômetro AC1. Con-

forme procedimento adotado anteriormente, as FRFs para as posições AC2 e AC3

encontram-se no Apêndice B.
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Figura 4.4: FRF no acelerômetro AC1 na hipótese 1.

A análise da FRF do acelerômetro AC1 evidencia o mesmo comportamento ob-

tido para a curva de amortecimento, Figura 4.3, onde as FRFs dos sete ensaios

experimentais realizados encontram-se no interior do intervalo de 98 % de con-

fiança. O comportamento da incerteza também é análogo, ou seja, quanto maiores

as frequências avaliadas, maior é a região englobada para as predições do modelo

computacional, principalmente para a janela de frequências na região de ressonância.

De forma a permitir uma visualização mais precisa, a Figura 4.5 apresenta em

detalhes as regiões de ressonância para cada um dos seis modos de vibração anali-

sados.

Ao observar as regiões de ressonância da Hpq(ω) para a hipótese 1, percebe-se

a inclusão de todas as FRFs experimentais no intervalo de confiança do modelo

computacional, inclusive para o sexto modo de vibração, o que não ocorrera na

análise da curva de amortecimento.

Por outro lado, as soluções ótima, curva vermelha, e média, linha preta ponti-

lhada, não convergem para o mesmo resultado como verificado na curva de amor-

tecimento, Figura 4.3. Pelo contrário, essas soluções alternam-se como a melhor
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aproximação da FRF experimental em cada um dos modos de vibração analisados.

Por exemplo, o 1o e 3o modos são melhor aproximados pela solução ótima, ao passo

que para o 2o e 4o a solução média é mais satisfatória.

Nenhuma das duas soluções computacionais, i.e., ótima ou média, conseguiu

aproximar-se com boa qualidade dos resultados experimentais do 4o e 5o modos de

vibração. Um dos posśıveis motivos é o que diz respeito à localização da excitação

com o martelo e da medição pelo acelerômetro AC1, que não privilegiam a aferição

de tal modo.

É interessante notar que ao contrário do evidenciado na curva de amortecimento,

praticamente todas as FRF experimentais do 6o modo de vibração encontram-se no

interior do intervalo de 98 % de confiança, conforme demonstra a Figura 4.5f. No

entanto, não é posśıvel concluir qual das duas soluções, a ótima ou a média, é a

melhor. Isso pode ser devido ao fato do modelo computacional perder acurácia para

os modos de vibração mais elevados.

Portanto, haja vista a boa correlação entre os dados experimentais e computaci-

onais, evidenciadas tanto na curva de amortecimento Figura 4.3, quanto nas FRFs,

Figuras 4.4 e 4.5, tem-se sinais positivos a favor do modelo.
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 3o modo
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(d) Região de ressonância do 4o modo
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(e) Região de ressonância do 5o modo
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(f) Região de ressonância do 6o modo

Figura 4.5: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC1 na hipótese 1.

4.2.2 Hipótese 2 de Σεε

Propagação das Incertezas

A hipótese 2 adota que a matriz de covariância Σεε é completa, Eq. 2.19, conforme

abordado no Item 2.4. Aproveitando a grande quantidade de ensaios, calculou-se a

variância da massa completa de dados experimentais.

A propagação das incertezas associadas à θ foi realizada de maneira análoga à

hipótese 1, onde atingiu-se a convergência da amostragem com 1000 simulações de

Monte Carlo, conforme é posśıvel verificar na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Convergência das simulações para a hipótese 2 de Σεε. Valores norma-
lizados.

A Figura 4.7 apresenta o gráfico de barras e de dispersão das amostras geradas

na propagação das incertezas relativas às variáveis que compõem o vetor θ.
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Figura 4.7: Dispersão do vetor de parâmetros para hipótese 2. Unidade: E em [Pa].
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De maneira geral, os gráficos de barras das incertezas das variáveis obtidos pela

hipótese 2, Figura 4.7 é bem similar com o obtido na hipótese 1, Figura 4.2. Os

desvios das realizações são compat́ıveis com os valores ótimos estimados, apesar de

para o coeficiente α, posição a22, o gráfico de barras apresentar que ocorreu um

truncamento durante o sorteio dos números aleatórios.

Por outro lado, os gráficos de dispersão são bem diferentes, independente do par

de variáveis analisado. A Tabela 4.3 detalha os valores obtidos do coeficiente de

correlação para a combinação em pares das variáveis E, α e β.

Tabela 4.3: Correlação entre as variáveis do vetor θ na hipótese 2.

Par de Variáveis Coeficiente de Correlação

(E x α) 0,3075

(E x β) -0,7901

(α x β) -0,3442

A Tabela 4.3 confirma a grande diferença nos gráficos de dispersão obtidos na

hipótese 2 quando comparados com os verificados na hipótese 1. De maneira geral, os

coeficientes de correlação sugerem uma dependência linear superior para as amostras

geradas pela hipótese 2, inclusive com o par (E x β) saindo de um coeficiente, em

valores absolutos, de 0,0974 para 0,7901, o que indica alta correlação, ou seja, forte

dependência linear entre as variáveis.

Esse comportamento já era esperado, uma vez que o ńıvel de informações forne-

cido a priori para o ajuste computacional na hipótese 2 é superior quando comparado

com a hipótese 1. Portanto, uma das posśıveis explicações para essa acentuada dife-

rença na relação cruzada das variáveis, vem do fato de que a matriz de covariância

dos dados utilizada nesta hipótese, Σεε é completa. Ou seja, é capaz de fornecer

informações sobre a variância cruzada, o que na hipótese 1, matriz diagonal, não era

posśıvel.

Entretanto, é válido ressaltar que essa conclusão não prova a dependência linear

entre as variáveis. Apenas demonstra a influência da qualidade da informação a

priori fornecida ao processo computacional.

Avaliação das Predições Computacionais

A Figura 4.8 apresenta a curva de amortecimento estimada de acordo com a hipótese

2. É posśıvel verificar o mesmo comportamento observado na curva obtida para a

hipótese 1, i.e., a solução ótima converge para a solução média, a solução deter-

mińıstica aproxima os valores médios experimentais, com seus respectivos desvios,

até o quinto modo, etc.
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Figura 4.8: Curva de amortecimento na hipótese 2.

Vale para a hipótese 2 o mesmo questionamento levantado para a curva de amor-

tecimento da hipótese 1, ou seja, a adequação do modelo de amortecimento propor-

cional para altas frequências. O modelo proposto por Rayleigh resulta em taxas de

amortecimento continuamente crescentes para o aumento das frequências naturais,

e, ao analisar a Figura 4.8, essa premissa parece não se adequar ao comportamento

real da estrutura, uma vez que os dados experimentais sugerem uma convergência

do amortecimento.

Porém, do ponto de vista do ajuste computacional, uma análise comparativa

entre a Figura 4.3 e 4.8 permite constatar a quase identidade entre as predições

numéricas para as curvas de amortecimento considerando a hipótese 1, Σεε diagonal,

e a hipótese 2, Σεε completa.

Corrobora para essa constatação o fato de que as taxas de amortecimento são

propriedades modais muito senśıveis, dif́ıceis de serem medidas de forma acurada,

especialmente se tratando de estruturas civis que, de maneira geral, possuem ordem

de grandeza baixa, inferior a 1 %.

Passa-se agora a análise da FRF para a posição do acelerômetro AC1, Figura

4.9. Objetivando não prolongar o presente item, conforme realizado anteriormente,

as FRFs para as posições AC2 e AC3 são apresentadas no Apêndice B.
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Figura 4.9: FRF no acelerômetro AC1 na hipótese 2.

A análise da FRF no acelerômetro AC1 evidencia o mesmo comportamento ob-

tido para a respectiva curva de amortecimento. As FRFs dos sete ensaios experi-

mentais encontram-se no interior do intervalo de 98 % de confiança e quanto maiores

as frequências avaliadas, mais alargada é a região de confiança para as predições do

modelo computacional.

De forma a permitir uma visualização mais precisa, a Figura 4.5 apresenta em

detalhe as regiões de ressonância para cada um dos seis modos de vibração analisa-

dos.

A análise da Figura 4.10a à 4.10f confirma a inclusão de todas as FRFs expe-

rimentais na região de confiança do modelo computacional, inclusive para o sexto

modo de vibração, assim como verificado para a hipótese 1.

Conclui-se então que as variâncias cruzadas são irrelevantes quando comparadas

às variâncias diagonais, sendo posśıvel portanto desconsidera-las na propagação das

incertezas dos parâmetros de interesse sem perda na qualidade das predições do

modelo.

Portanto, é válido afirmar que a estimativa da matriz de covariância do vetor de

parâmetros Σθ pela hipótese 1, Σεε diagonal, fornece resultados numéricos muito

próximos aos verificados na hipótese 2, onde a matriz de covariância dos dados Σεε

é completa.

Essa conclusão é importante pelo fato de que, geralmente, a utilização de matrizes

diagonais reduz o esforço computacional e permite uma série de simplificações nos

cálculos matriciais, quando comparadas com matrizes completas.

Além disso, fica clara a possibilidade de realizar um estudo sobre as incertezas do

vetor de parâmetros sem que seja necessária a obtenção de grande massa de dados ex-
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perimentais para estimar as matrizes de covariância, uma vez que ensaios podem ter

elevado custo e demandarem muito tempo de processamento e pós-processamento.

Portanto, é posśıvel afirmar que, para este caso, não há diferença representativa

nas predições do modelo computacional em função da escolha entre a hipótese 1

ou 2 para a matriz de covariância dos dados, demonstrando assim a viabilidade da

formulação de Σεε como uma matriz diagonal.
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 3o modo
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(d) Região de ressonância do 4o modo
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(e) Região de ressonância do 5o modo
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(f) Região de ressonância do 6o modo

Figura 4.10: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC1 na hipótese 2.
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4.2.3 Hipótese 3 de Σεε - 1a formulação

Propagação das Incertezas

A última hipótese para formulação da matriz de covariância, hipótese 3, propõe, de

acordo com BECK et al. [35], que a covariância pode ser estimada como uma matriz

diagonal avaliada no ponto de ótimo do vetor de parâmetros.

Conforme detalhado no Item 2.4.2, a hipótese 3 foi dividida em três formulações

distintas, onde neste item avalia-se a 1a formulação adotada.

A propagação das incertezas, realizadas através das simulações de Monte Carlo,

convergiu com 1000 realizações.
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Figura 4.11: Dispersão do vetor de parâmetros para 1a formulação da hipótese 3.
Unidade: E em [Pa].

Ao observar a Figura 4.11, que apresenta a propagação das incertezas para o

vetor θ, é evidente a diferença dos resultados em relação às outras duas hipóteses.

O gráfico de barras do módulo de elasticidade possui variação dos resultados muito

inferior às obtidas nas hipóteses 1 e 2, na ordem de 0, 06 × 1010, o que representa

menos de 1 % do valor ótimo, e não indica nenhum tipo de truncamento realizado

durante a simulação. Por outro lado, os gráficos de barras dos coeficientes de amor-

tecimento revelam variação muito elevada nas gerações obtidas, levando assim ao

truncamento da simulação.

Por exemplo, o gráfico de barras do coeficiente α indica resultados variando no

intervalo {0 , 50} de uma variável que possui solução ótima de α̂ = 0, 3. Compor-

tamento análogo é verificado para β, onde as amostras são verificadas no intervalo

{0 , 5} × 10−4 e a solução determińıstica vale β̂ = 10 × 10−6. Ou seja, a partir
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desses resultados não há como realizar nenhum tipo de inferência sobre as variáveis,

ficando o cálculo dos coeficientes de correlação inócuo.

A partir dessa propagação de incertezas do vetor θ as predições computacionais

devem ser fortemente impactadas, provavelmente não refletindo o comportamento

dinâmico verificado em estruturas reais.

Avaliação das Predições Computacionais

A Figura 4.12 apresenta a curva de amortecimento estimada de acordo com a 1a for-

mulação da hipótese 3. É evidente a grande diferença desta curva quando comparada

com às obtidas com as hipóteses anteriores. Apesar de todos os dados experimentais

dos pólos, médias e respectivos desvios, estarem dentro do intervalo de confiança,

as incertezas relacionadas às taxas de amortecimento não permitem fundamentar

qualquer análise sobre as predições do modelo computacional.

Conforme suspeita levantada anteriormente, a curva de amortecimento forne-

cida por esta formulação não é satisfatória para análise cŕıtica do comportamento

dinâmico de uma estrutura real, em especial às estruturas civis que possuem, nor-

malmente, baixas taxas de amortecimento.
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Figura 4.12: Curva de amortecimento para 1a formulação da hipótese 3.

A elaboração do intervalo de confiança, neste caso, não aumentou o ńıvel de in-

formação para auxiliar na validação do modelo computacional. Pelo contrário, sua

formulação aumenta, em muito, a possibilidade de variação das taxas de amorteci-

mento.

Após a análise da curva de amortecimento, fica claro que para a presente análise

a 1a formulação da hipótese 3 não resultou em predições computacionais satisfatórias
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na investigação das incertezas relativas ao vetor de parâmetros e na curva de amor-

tecimento, sendo, portanto, desnecessária a verificação das FRFs para a posição do

acelerômetro AC1.

Portanto, o método proposto pela 1a formulação da hipótese 3 foi considerado

não válido para o presente estudo e descartado do hall de métodos a serem utilizados

na etapa de identificação de danos.

4.2.4 Hipótese 3 de Σεε - 2a formulação

Propagação das Incertezas

A 2a formulação da hipótese 3 objetiva diminuir a diferença entre a magnitude das

variáveis que compõem o vetor de parâmetros a partir da normalização das sáıdas

do modelo computacional com as médias amostrais, conforme detalhado no Item

2.4.2.

A propagação das incertezas, conforme verificado para as demais hipóteses,

também convergiu com 1000 simulações de Monte Carlo.
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Figura 4.13: Dispersão do vetor de parâmetros para 2a formulação da hipótese 3.
Unidade: E em [Pa].

A Figura 4.13 apresenta as gerações para o vetor θ. Nesta formulação, todos

os gráficos de barras demonstram que não houve nenhum truncamento durante as

simulações. Para os coeficientes de amortecimento, a variação nas gerações obtidas

é coerente com as respectivas soluções ótimas das variáveis, são da mesma ordem de

grandeza, ponto positivo a favor dessa formulação em detrimento da 1a.

Entretanto, ao analisar o gráfico de barras de E, é posśıvel constatar que o

intervalo das realizações, {5 , 10} × 1010 é da mesma ordem de grandeza do valor
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ótimo da variável Ê = 7, 7× 1010. Por se tratar de uma variável de elevado impacto

no comportamento estrutural, tal como é o caso do módulo de elasticidade, sugere-

se a partir dos resultados obtidos na propagação das incertezas que, assim como o

verificado na 1a formulação, as predições computacionais não devam ser satisfatórias

para descrever o comportamento dinâmico de uma estrutura real.

Avaliação das Predições Computacionais

A Figura 4.14 apresenta a FRF estimada de acordo com a 2a formulação da hipótese

3 para a posição do acelerômetro AC1.
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Figura 4.14: FRF no acelerômetro AC1 na 2a formulação da hipótese 3.

Conforme verificado anteriormente na propagação das incertezas, Figura 4.13,

a elevada dispersão associada ao módulo de elasticidade resultou em um intervalo

para a região de ressonância muito elevado quando comparado às estimativas de

intervalo de confiança obtidas nas outras hipóteses.

De forma análoga à conclusão obtida para a curva de amortecimento na 1a for-

mulação, a predição computacional para a FRF no acelerômetro AC1 não é razoável

para descrever o comportamento dinâmico de uma estrutura real, não fornecendo os

subśıdios necessários para qualquer tomada de decisão do ponto de vista de projeto

de engenharia.

Portanto, o método proposto pela 2a formulação da hipótese 3 também foi con-

siderado não válido para o presente estudo e descartado do hall de métodos a serem

utilizados na etapa de identificação de danos.
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4.2.5 Hipótese 3 de Σεε - 3a formulação

Propagação das Incertezas

A última formulação da hipótese 3 adota que as variáveis módulo de elasticidade

E e o par de coeficiente do amortecimento proporcional de Rayleigh (α , β) são

independentes, conforme detalhado no Item 2.4.2.

A propagação das incertezas associadas à θ foi realizada com 1000 simulações

de Monte Carlo. A convergência das amostras foi atingida para esse número de

gerações, tanto para as médias, como para os desvios das amostras, conforme é

posśıvel verificar na Figura 4.15.
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Figura 4.15: Convergência das simulações para a 3a formulação da hipótese 3 de
Σεε. Valores normalizados.

Ao observar a Figura 4.16, que apresenta a propagação das incertezas para o

vetor θ, é posśıvel verificar que o gráfico de barras dos coeficientes α e β apresentam

o intervalo de valores das realizações compat́ıveis com os valores ótimos calculados

na análise determińıstica.

Por outro lado, ao analisar o gráfico de barras do módulo de elasticidade, é

posśıvel verificar que a variação das amostras é da ordem de 0, 002× 1010, valor esse

muito inferior à solução ótima, Ê = 7, 7 × 1010. Esse fato sugere que a região de
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ressonância dos modos de vibração seja muito bem definida no momento da predição

computacional das FRFs.
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Figura 4.16: Dispersão do vetor de parâmetros para hipótese 3. Unidade: E em
[Pa].

De forma análoga ao realizado nas hipóteses anteriores, o coeficiente de correlação

foi calculado e apresentado na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Correlação entre as variáveis do vetor θ para a 3a formulação da hipótese
3.

Par de Variáveis Coeficiente de Correlação

(E x α) -0,0033

(E x β) -0,0665

(α x β) -0,1129

Conforme pode ser verificado na Tabela 4.4, as dependências lineares entre as

variáveis é praticamente nula. Essa conclusão era inicialmente esperada em função

de esta ser uma das premissas dessa formulação, E e (α x β) serem independentes.

Avaliação das Predições Computacionais

A Figura 4.17 apresenta a curva de amortecimento estimada de acordo com a 3a

formulação da hipótese 3. De forma geral, o comportamento é similar às obti-

das na hipótese 1 e 2, ou seja, a solução ótima, curva vermelha, converge para a

solução média, curva preta pontilhada. Porém, nessa metodologia, tanto o valor
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médio quanto o desvio dos pólos experimentais dos seis modos de vibração avaliados

encontram-se no interior da estimativa de intervalo de confiança.

Outra diferença verificada é a elevada incerteza associada a região do primeiro

modo de vibração. Nas hipóteses 1 e 2 as estimativas de intervalo de confiança inici-

avam bem limitadas e aumentavam progressivamente com a elevação da frequência

do modo de vibração avaliado.

É interessante verificar que a diminuição de informação a priori fornecida para

o ajuste computacional, premissa básica da hipótese 3, aumenta a tolerância das

predições computacionais. Esse efeito é intuitivo, haja vista que quanto menor é

o ńıvel de conhecimento de um sistema, maior deve ser a incerteza relacionada às

respostas numéricas.
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Figura 4.17: Curva de amortecimento para a 3a formulação da hipótese 3.

A discussão levantada anteriormente sobre a formulação do modelo proporcional

de amortecimento é menos conclusiva nesta formulação devido ao fato do inter-

valo de confiança envolver um número maior de valores posśıveis para as taxas de

amortecimento modais.

A Figura 4.18 apresenta a predição computacional da 3a formulação da hipótese

3 na FRF para a posição do acelerômetro AC1. Conforme procedimento adotado nas

hipóteses anteriores, a FRF para os demais acelerômetros AC2 e AC3 encontram-se

no Anexo B.
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Figura 4.18: FRF no acelerômetro AC1 para a 3a formulação da hipótese 3.

A baixa incerteza relacionada ao módulo de elasticidade, Figura 4.16, produz

regiões de ressonância muito bem definidas, principalmente para os três primeiros

modos de vibração. A Figura 4.19a ilustra, por exemplo, que uma diferença de 0,1

Hz na frequência natural do 1o modo já é suficiente para que as FRFs experimentais

não estejam dentro do intervalo de 98 % confiança. Ao passo que a frequência do

modo de vibração de interesse aumenta esse comportamento deixa de existir.

A predição computacional não foi capaz de simular satisfatoriamente o 4o e 5o

modos de vibração. Isso pode ser explicado, por exemplo, pela localização da ex-

citação do martelo e do ponto de medição do acelerômetro AC1 que não privilegiam

a aferição de tais modos.

No entanto, haja vista o cenário onde o ńıvel de informação a priori dispońıvel

para o ajuste computacional é baixo ou nulo, a 3a formulação da hipótese 3 pode

ser vista como uma alternativa bastante eficiente para a simulação numérica do

comportamento dinâmico da estrutura.

Portanto, de maneira similar às hipóteses 1 e 2, essa formulação é considerada

válida para o presente trabalho. Entretanto, a 3a formulação da hipótese 3 foi

descartada do hall de metodologias a serem utilizadas na etapa de identificação de

danos em função de sua menor qualidade quando comparada com as hipóteses 1 e

2.
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(a) Região de ressonância do 1o modo
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 3o modo
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(d) Região de ressonância do 4o modo
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(e) Região de ressonância do 5o modo
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(f) Região de ressonância do 6o modo

Figura 4.19: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC1 na 3a formulação
da hipótese 3.

4.3 Identificação de Dano

Após a calibração e validação, o modelo computacional foi utilizado para identificar

danos que no presente trabalho foram simulados a partir da aplicação de massas

ao longo da estrutura e divididos em quatro cenários. Para maiores detalhes ver

Caṕıtulo 3.

Essa etapa da análise consiste na otimização de um novo vetor de parâmetros

em função das variáveis que serão ajustadas, mantendo-se fixo o vetor θ na posição
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dada pela solução determińıstica.

O modelo de função de verosimilhança adotado é o definido pela hipótese 1.

Essa escolha se deu em razão da simplicidade de sua formulação e dos bons resul-

tados obtidos quando comparada com a hipótese 2, Item 4.1, onde há uma grande

quantidade de dados experimentais.

Conforme detalhado no Caṕıtulo 2 a identificação de danos foi realizada no am-

biente Matlab utilizando o algoritmo enxame de part́ıculas com implementações em

seu código de forma a auxiliar na convergência.

De forma a avaliar a qualidade do processo de identificação dos cenários de dano,

ver Tabela 3.1, foram comparados os dados experimentais e a predição computaci-

onal para a posição e magnitude da massa imposta à estrutura, assim como o grau

de correlação entre as funções de resposta em frequência Hpq(ω).

É válido ressaltar que nesta etapa não foram realizadas simulações de Monte

Carlo para verificar a dispersão da posição ou magnitude da massa em cada cenário,

assim como análises de sensibilidade do número de populações e de iterações a serem

executadas durante a otimização.

Buscou-se somente a investigação da qualidade da predição computacional do

dano a partir do modelo validado, verificando a variabilidade da posição e magnitude

através de rodadas consecutivas do algoritmo.

Aproveitando a simetria da estrutura e os cenários de dano criados, ver Tabela

3.1, foram aplicadas restrições na busca da posição e magnitude das massas pelas

part́ıculas. A Eq. 4.1 apresenta as condições de contorno para o cenário A e a Eq.

4.2 para o cenário B de dano.

cenário A:

[
{Xm ∈ R \ 0 ≤ Xm ≤ 0, 5L}

{Mm ∈ R \ 0 ≤Mm ≤ 0, 5kg}
(4.1)

cenário B:

[
{Xm ∈ R \ 0, 5L ≤ Xm ≤ L}

{Mm ∈ R \ 0 ≤Mm ≤ 0, 5kg}
(4.2)

Porém, mesmo aproveitando-se a simetria da estrutura, a presença de falsas

predições computacionais é recorrente neste tipo de otimização, i.e., identificação de

danos estruturais.

Então, sabendo-se que a função de resposta em frequência é uma das predições

computacionais avaliadas para investigar o grau de proximidade das respostas

numéricas, foi adotada a métrica APCC, (amplitude-phase correlation coefficient)

para verificar a correlação entre FRFs de soluções acuradas e soluções falsas, ou

entre FRFs experimentais e FRFs numéricas, etc.

O APCC é definido de acordo com a Eq. 4.3, [47].
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APCC(ω) =
2a∗(ω)b(ω)

a∗(ω)a(ω) + b∗(ω)b(ω)
(4.3)

onde os vetores a e b contém as FRFs analisadas e o supeŕındice (•)∗ indica o

complexo conjugado.

Quanto mais próximo de 1 estiver o módulo do APCC, maior é o grau de cor-

relação entre as FRFs comparadas. Esse valor decresce quanto menor for o ńıvel de

aproximação, indo à 0 no limite onde não há correlação alguma.

Portanto, a solução determińıstica obtida foi avaliada de acordo com o grau de

proximidade em relação aos dados experimentais. As predições computacionais do

vetor de parâmetros foram comparadas η com os dados reais dos cenários simulados

e com as respectivas FRFs experimentais.

A métrica adotada para avaliar a variação entre a posição e magnitude das

massas e as predições computacionais é dada por ∆v =
(

1− v

vexp

)
× 100%, onde v

representa a variável em análise.

De forma a não prolongar demasiadamente o presente item, somente as funções

de resposta em frequência para a posição do acelerômetro AC1 são apresentadas. As

demais FRFs, obtidas para as posições AC2 e AC3 dos acelerômetros, encontram-se

no Apêndice B.

4.3.1 Estimação do Parâmetro η

Considerando as propriedades estocásticas do algoritmo enxame de part́ıculas, o

processo de otimização foi realizado 10 vezes consecutivas para cada cenário de

dano simulado, onde buscou-se assim obter informações preliminares a respeito da

eficiência do algoritmo em cada caso.

Essa análise inicial contou com a investigação das variações da posição e mag-

nitude das massas obtidas e da verificação, ou não, da presença de falsas predições

computacionais. Em função de tratar-se de um problema simples, o tempo gasto

computacionalmente foi ı́nfimo e, portanto, desconsiderado nesse estudo.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados obtidos para o vetor η após o tratamento

estat́ıstico. Verificam-se que as melhores aproximações ocorreram nos cenários de

dano onde a magnitude das massas era maior, A1 e B1. A diferença entre os dados

experimentais e a médias dos resultados numéricos foi inferior à 3 %.

Observando a variação das predições computacionais, nota-se que a posição tem

desvio padrão de aproximadamente 30 mm, ao passo que para a magnitude da

massa a variação é despreźıvel. Isso pode ser explicado em função do processo de

discretização em elementos finitos.
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Tabela 4.5: Solução ótima do vetor η. Unidades: X em [mm] e M em [g].

Cenário Dado
Posição Magnitude

Xm ∆Xm Mm ∆Mm

A1
exp 300

0,6 %
150

2,7 %
comp 302 ± 33 146 ± 10−2

A2
exp 300

33,7 %
49,6

11,1 %
comp 199 ± 27 44,1 ± 10−2

B1
exp 859

0,2 %
94,5

0,3 %
comp 861 ± 29 94,2 ± 10−3

B2
exp 859

5,6 %
36,9

7,3 %
comp 907 * 39,3 *

* Valor obtido uma única vez em 10 tentativas

De acordo com a ilustração contida na Figura 4.20, existe uma região próxima aos

nós do MEF, correspondente à metade dos elementos de pórtico plano adjacentes,

onde a posição sorteada no enxame de part́ıculas é substitúıda pela posição do nó

mais próximo. Ou seja, as incertezas na posição da massa dentro dessa região são

completamente ignoradas no processo de otimização. Sabendo que os elementos

finitos possuem um comprimento aproximadamente igual, essa variação é mantida

constante ao longo do processo.

Por outro lado, uma vez adotadas 100 part́ıculas e realizadas 50 gerações por

rodada do algoritmo, a magnitude da massa é progressivamente diminúıda até atingir

um valor onde não seja mais posśıvel minimizar a função custo. Como não há

nenhuma restrição para Mm, o enxame de part́ıculas consegue obter reduções no

erro a partir de pequenas variações na magnitude da massa.

Figura 4.20: Ilustração da posição X em função da discretização pelo MEF.

É importante ressaltar que apesar de a Tabela 4.5 indicar uma predição com-

putacional satisfatória para o cenário B2, inferior à 8 % de diferença com o dado

experimental, esse valor foi obtido somente uma vez em 10 rodadas consecutivas do
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algoritmo. Para esse caso espećıfico, onde a magnitude da massa é de aproxima-

damente 2 % da massa total da viga, o enxame de part́ıculas forneceu uma falsa

predição. Em 9 das 10 otimizações realizadas o resultado obtido foi: Xm = 1361

mm e Mm = 32, 5 g.

De forma a fazer uma investigação preliminar sobre outros posśıveis falsos posi-

tivos, são apresentadas as curvas de ńıvel do funcional em alguns cenários de dano.

No presente item somente foram apresentadas as curvas para o cenário A1, Figura

4.21, e B2, Figura 4.22, por se tratarem dos cenários com a maior e menor magni-

tude de massa, respectivamente. As curvas para os casos A2 e B1 são semelhantes

à obtida para B2 e por esta razão não foram apresentadas.
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Figura 4.21: Curvas de ńıvel do funcional S(η) no cenário A1

Para o cenário A1, a Figura 4.21 ilustra uma curva de ńıvel onde a região de

mı́nimo é bem definida {0, 2 ≤ Xm ≤ 0, 4} m e {0, 1 ≤ Mm ≤ 0, 2} kg, o que está

coerente com a resposta ótima fornecida pelo enxame de part́ıculas e com os dados

experimentais. Esse comportamento bem definido, porém, não ocorre para as curvas

de ńıvel dos cenários A2, B1 e B2.

Para os demais cenários, a variável posição permite inferir sobre uma provável

região de mı́nimo, ou seja, entre {0, 1−0, 3} m para A2 e entre {0, 7−1, 0} m para os

cenários B1 e B2. Porém, a variável magnitude da massa, eixo vertical, não é capaz

de aumentar o ńıvel de informação dessa região para seu espaço solução {0 − 0, 5}
kg.

Isso indica que nessa região a variação de Mm influencia muito pouco no processo

de minimização da função custo dos três cenários. A Figura 4.23 ilustra essa situação

a partir da superf́ıcie 3D do funcional do cenário B2.
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Figura 4.22: Curvas de ńıvel do funcional S(η) no cenário B2

É válido ressaltar que o cálculo dessas curvas de ńıvel possuem diversas incertezas

do ponto de vista da posição de mı́nimos. Por exemplo, o falso positivo encontrado

para o cenário B2, Xm = 1361 mm Mm = 32, 5 g, não é acusado na Figura 4.22 nem

como provável região de mı́nimo.

Os mı́nimos globais encontrados durante a otimização pelo enxame de part́ıculas

não foram retratados nas curvas calculadas para os cenários A2, B1 e B2 em função

da inviabilidade computacional de aplicar pequenos incrementos de forma à obter

uma curva mais acurada.

Uma pequena sensibilidade foi realizada através do refinamento da malha para

o cálculo da superf́ıcie 3D do funcional, onde passou-se de uma malha de 50 para

1000 elementos a um custo computacional estimado em 3,5 horas para cada cenário.

Ao final das análises, todas as superf́ıcies 3D refinadas se mostraram idênticas às

iniciais.

Portanto, é posśıvel afirmar que, para o presente trabalho, a avaliação da eficácia

da identificação do dano através do estudo do funcional, seja por curvas de ńıvel ou

pelo gráfico 3D, não se mostrou eficiente. O algoritmo forneceu respostas numéricas

muito próximas aos cenários de dano simulados que não foram evidenciadas no

estudo da função custo.
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Figura 4.23: Superf́ıcie 3D do funcional no cenário B2.

Por fim, uma rápida investigação foi realizada a partir da divisão da identificação

de danos em duas etapas distintas: na primeira etapa a posição é conhecida e busca-

se identificar a massa, Figura 4.24, e na segunda a massa é conhecida e busca-se

identificar a posição, Figura 4.25. Essa abordagem objetiva explorar mais a fundo

o funcional S(η).
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Figura 4.24: Identificação de dano supondo conhecida a posição da massa Xm

A análise da Figura 4.24a explica o motivo da variável massa, Mm, apresentar

um desvio inferior à posição, Figura 4.25a. O funcional da identificação da massa é

uma curva suave que possui somente um mı́nimo global. Por outro lado, já no caso

da otimização da posição, a curva possui intervalos horizontais, onde existem pontos

de brusca mudanças de inclinação do gráfico, ”patamares”. Esse fato foi explicado

anteriormente e foi motivado pelo método de discretização e busca da solução ótima

adotado.

61



O falso positivo encontrado no cenário de dano simulado B2, Xm = 1361 mm

e Mm = 32, 5 g, localiza-se no mı́nimo global do funcional. Ou seja, a formulação

matemática do problema de identificação fornece um resultado que não é verificado

no sistema f́ısico real.

Além disso, é interessante observar que as duas soluções determińısticas obtidas

para massa, solução acurada Mm = 39, 3 g e falsa predição Mm = 32, 5 g estão

muito bem definidas no gráfico 3D do funcional para o caso onde supõe-se conhecida

a massa e busca-se a posição, Figura 4.25.
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Figura 4.25: Identificação de dano supondo conhecida a magnitude da massa Mm

É importante ressaltar que do ponto de vista da engenharia de projeto, a presença

de danos de pequena ordem são praticamente de imposśıvel identificação, haja vista

a presença de uma série de incertezas e limitações que estão associadas ao processo

de otimização, medições experimentais e processamento de sinais, Caṕıtulo 1.

4.3.2 Avaliação das Predições Computacionais

As funções de resposta em frequência do modelo computacional foram comparadas

com as obtidas experimentalmente de forma a validar a modelagem numérica para o

problema de identificação dos danos simulados. Somente as FRFs estimadas para a

posição do acelerômetro AC1 são apresentadas no presente item. As demais FRFs,

posições AC2 e AC3 dos acelerômetros, encontram-se no Apêndice B.

De forma geral, todas as predições computacionais da FRF produziram boas

aproximações para a frequência natural dos modos de vibração. Variações mais

elevadas foram verificadas para o 3o, 4o e 5o modo no cenário A1 e para o 6o modo

no cenário B2.

As taxas de amortecimento estimadas pelo modelo computacional, por outro

lado, não apresentaram a mesma acurácia das frequências, resultando em amplitudes

bem diferentes às verificadas experimentalmente.
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Observa-se que, salvo algumas exceções, as amplitudes dos gráficos experimen-

tais, curva preta, são inferiores às obtidas na solução ótima, curva vermelha ponti-

lhada, o que indica uma predição computacional inferior para as taxas de amorteci-

mento quando comparadas com as experimentais.
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Figura 4.26: FRF no acelerômetro AC1 no cenário A1 de dano.

Conforme demonstrado através dos gráficos comparativos entre as FRFs ı́ntegra

e danificada no Item 3.3, a variação nas taxas de amortecimento foram inexpressivas

em todos os cenários simulados. Com isso, esperava-se que as predições computaci-

onal mantivessem o mesmo ńıvel de acurácia para os dois processos de otimização,

o que não ocorreu.

A acurácia das predições computacionais para as taxas de amortecimento manti-

veram ńıvel aproximadamente igual nas duas etapas de otimização. Ou seja, os erros

na simulação numérica do amortecimento não foram influenciados pela aplicação da

massa pontual para simulação do dano estrutural.

Porém, é intuitivo notar que uma mudança do modelo de amortecimento, como

por exemplo a substituição da hipótese de amortecimento proporcional para uma

premissa geral não proporcional, pode fornecer predições numéricas mais acuradas

para a FRF, uma vez que as frequências naturais foram bem recuperadas pelo algo-

ritmo.

Conforme exposto na Tabela 4.5, o processo de otimização no cenário B2 resultou

em duas posśıveis soluções, a solução acurada, i.e., solução compat́ıvel com o cenário

real simulado, e um falso positivo. A possibilidade de obter mais de uma solução

reside no fato de o cenário B2 possuir magnitude da massa tão pequena que dificulta

o algoritmo em recuperar a informação experimental.
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Foi demonstrado no Item 3.3, a partir da Figura 3.11, que nesse caso de dano

simulado o comportamento da estrutura ı́ntegra é muito semelhante à estrutura

danificada.
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Figura 4.27: FRF no acelerômetro AC1 no cenário A2 de dano.
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Figura 4.28: FRF no acelerômetro AC1 no cenário B1 de dano.

É válido ressaltar ainda que o falso positivo obtido pelo modelo computacional

sempre foi relativo à posição da massa. A magnitude foi recuperada em todas as

rodadas do algoritmo, com diferença inferior à 8 % em relação ao valor experimental.

Nota-se na Figura 4.29 que, apesar de as FRFs numéricas serem, de maneira

geral, bem semelhantes, é posśıvel verificar que a amplitude da ressonância do 2o
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modo e a frequência natural do 6o diferem significativamente.

Aplicou-se então a métrica APCC, ver detalhes no Item 2.5, para avaliar o grau

de correlação entre as FRF estimadas para solução acurada e a falsa predição. A

Figura 4.30 apresenta os resultados para a posição do acelerômetro AC1. As demais

FRFs estão apresentadas no Apêndice B.

O APCC evidencia variações entre as FRFs numéricas nos picos de ressonância

de todos os modos de vibração avaliados. Diferenças entre as amplitudes das funções

estimadas e pequenas defasagens na frequência natural são alguns dos motivos que

produzem tais variações.

Esses resultados sugerem que talvez outra formulação da função custo seja capaz

de evitar a falsa predição. Por exemplo, a minimização da FRF, ou da forma modal,

poderia resultar em uma única solução para essa otimização. Porém, somente com

estudos mais profundos seria posśıvel afirmar qual das duas soluções seria obtida.

Caso não fosse posśıvel modificar a função custo, uma outra possibilidade seria

realizar a minimização com apenas alguns modos de vibração, escolhidos aleatori-

amente entre o 1o e o 6o, de forma reiterada, até que fosse posśıvel verificar uma

convergência da solução.

Portanto, fica claro a necessidade de melhorar a metodologia da otimização de-

termińıstica no processo de identificação de danos. Análises de sensibilidade, outras

formulações para a função custo, algoritmos mais robustos ou até mesmo a in-

trodução da Teoria da Probabilidade são ferramentas utilizadas para melhorar as

predições computacionais e assim tornar os modelos numéricos mais confiáveis.
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Figura 4.29: FRF no acelerômetro AC1 no cenário B2 de dano.
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Figura 4.30: APCC entre as FRFs computacionais no acelerômetro AC1 no cenário
B2 de dano.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

No presente trabalho objetivou-se aplicar uma estratégia simples de estimação de

parâmetros e propagação de incertezas para avaliar a acurácia do modelo computa-

cional criado para simular o comportamento dinâmico de uma viga bi-apoiada.

A partir de uma grande quantidade de dados experimentais obtidos nos ensaios

realizados, ver detalhes no Caṕıtulo 3, foram estudadas diferentes hipóteses para

o cálculo da matriz de covariância e seus impactos no modelo computacional. Ou

seja, uma breve avaliação da função de verosimilhança e sua influência nas predições

numéricas.

Por fim, o modelo calibrado foi utilizado para a identificação de danos, que foram

simulados a partir da aplicação de massas pontuais ao longo da estrutura.

A partir dos resultados obtidos na calibração, Item 4.1 e validação, Item 4.2, do

modelo computacional conclui-se que:

(i) Foi posśıvel inferir sobre a incerteza associada ao vetor de parâmetros θ, mesmo

em um processo de otimização determińıstica, a partir da estimação da sua

matriz de covariância.

(ii) As predições computacionais obtidas a partir da premissa de covariância diago-

nal, hipótese 1, são muito semelhantes às obtidas para a matriz de covariância

completa, calculada a partir de um grande número de dados experimentais,

hipótese 2. Essa conclusão fundamenta a viabilidade da simplificação da ma-

triz de covariância em uma matriz diagonal.

(iii) As duas primeiras formulações da hipótese 3 foram consideradas insatisfatórias

em função da baixa qualidade preditiva alcançada.

(iv) A 3a formulação da hipótese 3, covariância calculada na posição de ótimo

do vetor de parâmetros com premissa de independência entre E e o par de

coeficientes (α , β), mostrou-se eficiente em um cenário adverso, onde o ńıvel

de informação a priori fornecido para o ajuste computacional é baixo ou nulo.
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Para o processo de identificação dos danos simulados, Item 4.3.2 é posśıvel con-

cluir que:

(v) A utilização do enxame de part́ıculas se mostrou mais eficiente que a função

lsqnonlin do Matlab, haja vista sua estratégia estocástica de otimização, es-

pecialmente para identificação da posição do dano simulado.

(vi) Foi posśıvel identificar a posição e magnitude das massas nos cenários A1, A2

e B1, mesmo apesar dos cenários criados resultarem em pequena influência no

comportamento dinâmico da viga.

(vii) O modelo computacional produziu duas respostas posśıveis para o cenário

mais cŕıtico B2. Em 10 rodadas do algoritmo, a solução acurada da posição

da massa foi obtida somente 1 vez.

(viii) A predição computacional das FRFs dos cenários de dano simulado mostraram

boa aproximação para as frequências naturais e certa dificuldade em simular

as taxas de amortecimento.

De forma a aprofundar a análise do presente trabalho, ainda no contexto dos

métodos determińısticos de otimização, são sugeridos para futuros trabalhos:

• nova formulação para função custo, onde a minimização seja ralizada em

função da FRF ou da forma modal, por exemplo, tanto para o processo de

ajuste computacional, quanto para a etapa de identificação dos danos simula-

dos.

• a aplicação de outros modelos de amortecimento na simulação do comporta-

mento dinâmico da estrutura.

• a inferência sobre as incertezas relativas à posição e magnitude das massas

obtidas como solução pelo algoritmo enxame de part́ıculas.

• a aplicação das técnicas de calibração e validação apresentadas neste trabalho

em outros tipos de estruturas, para a situação ı́ntegra e com danos estruturais.
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Dispońıvel em: <\http://www.mathworks.com/matlabcentral/

fileexchange/34402-truncated-multivariate-normal>.

[39] PLOTMATRIX. “Plotmatrix MathWorks”. Dispońıvel em: <\https://www.
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Apêndice A

Derivação do Operador J

A partir da formulação da equação do movimento para o problema elástico não

amortecido tem-se:

ω2
rMφr = Kφr (A.1)

onde ω representa os autovalores, r representa o r-ésimo modo de vibração avaliado

e K = K(θ).

Realizando a derivação parcial da Eq. A.1 em função do vetor de parâmetros θ

e pré-multiplicando por φTr :

2ωr
∂ωr
∂θq

Mφr + ω2
r

∂M

∂θq
φr + ω2M

∂φr
∂θq

=
∂K

∂θq
φr +K

∂φr
∂θq

onde q representa a q-ésimo variável que compõe o vetor de parâmetros.

Sabendo que ∂M
∂θq

= 0 então

2ωr
∂ωr
∂θq

Mφr + ω2
rM

∂φr
∂θq

=
∂K

∂θq
φr +K

∂φr
∂θq

2ωr
∂ωr
∂θq

φTrMφr − φTr
∂K

∂θq
φr = −ω2

rφ
T
rM

∂φr
∂θq

+ φTrK
∂φr
∂θq

A partir da normalização da massa φTrMφr = 1 tem-se:

2ωr
∂ωr
∂θq
− φTr

∂K

∂θq
φr = φTr

[
K − ω2

rM
] ∂φr
∂θq

Da Eq. A.1 sabe-se que φTr (K − ω2
rM ) = 0. Então:

∂ωr
∂θq

=
1

2ωr
φTr

∂K

∂θq
φr (A.2)

Passa-se agora a avaliar o problema dinâmico com hipótese de amortecimento

viscoso, governado pela Eq. 2.1. Aplicando u = Φeλt na Eq. 2.1 e derivando duas
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vezes em relação ao tempo tem-se que:

[λ2M + λD +K]Φeλt = 0

Considerando a hipótese de amortecimento proporcional de Rayleigh, Eq. 2.5:

[λ2 + αλ]MΦ = −[1 + λβ]KΦ

[
−λ2 − αλ

1 + λβ

]
MΦ = KΦ (A.3)

Do ponto de vista espectral, o problema da Eq. A.1 é igual ao da Eq. A.3. Ou

seja, Φr = φr e −λ
2
r−αλr

1+λrβ
= ω2

r . Portanto, tem-se que:

−λ2r − αλr = ω2
r + λrβω

2
r

λ2r + (α + βω2
r)λ+ ω2

r = 0

λr =
−(α + βω2

r)±
√

(α + βω2
r)

2 − 4ω2
r

2

Sabendo que λr = Re[λr] + Im[λr]j e adotando a representação λr = −ζrωr +

ωr
√

1− ζ2r j tem-se então

−(α + βω2
r)

2
= −ζrωr

ζr =
1

2

(
α

ωr
+ βω2

r

)
Basta agora realizar a derivação parcial das taxas de amortecimento em função

do vetor de parâmetros.

∂ζr
∂θq

=
1

2

∂

∂θq

(
α

ωr
+ βω2

r

)
Após a expansão das derivações:

∂ζr
∂θq

=
1

2ω2
r

[
ω3
r

∂β

∂θq
+ ωr

∂α

∂θq
+ (βω2

r − α)
∂ωr
∂θq

]
(A.4)

Por fim, a partir da Eq. A.2 e Eq. A.4 é posśıvel obter o operador jacobiano:
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J(θ) =



∂ω1

∂θq
...
...

∂ωN
∂θq

∂ζ1
∂θq

...

...
∂ζN
∂θq


θ=θ̂

(A.5)
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Apêndice B

Funções de Resposta em

Frequência

B.1 FRFs Experimentais Íntegra X Danificada
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(a) FRFs experimentais para o cenário A1
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(b) FRFs experimentais para o cenário A2
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(c) FRFs experimentais para o cenário B1
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(d) FRFs experimentais para o cenário B2

Figura B.1: Comparação entre FRFs ı́ntegra e danificada para a posição AC2 dos
acelerômetros.
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(a) FRFs experimentais para o cenário A1
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(b) FRFs experimentais para o cenário A2
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(c) FRFs experimentais para o cenário B1
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(d) FRFs experimentais para o cenário B2

Figura B.2: Comparação entre FRFs ı́ntegra e danificada para a posição AC3 dos
acelerômetros

B.2 FRFs na Hipótese 1 de Σεε
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Figura B.3: FRF no acelerômetro AC2 na hipótese 1 de Σεε.
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Figura B.4: FRF no acelerômetro AC3 na hipótese 1 de Σεε.
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(a) Região de ressonância do 1o modo
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 4o modo
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(d) Região de ressonância do 5o modo

Figura B.5: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC2 na hipótese 1 de
Σεε.
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(c) Região de ressonância do 3o modo

ω [Hz]
100 102 104 106 108 110 112 114 116 118

|H
| [

m
/s

²/
N

]

0

0.5

1

1.5

2 Análise 1
Análise 2
Análise 3
Análise 4
Análise 5
Análise 6
Análise 7
Otimizado
Média
98 % de Confiança

(d) Região de ressonância do 4o modo
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(e) Região de ressonância do 5o modo
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(f) Região de ressonância do 6o modo

Figura B.6: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC3 na hipótese 1 de
Σεε.
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B.3 FRFs na Hipótese 2 de Σεε
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Figura B.7: FRF no acelerômetro AC2 na hipótese 2 de Σεε.
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Figura B.8: FRF no acelerômetro AC3 na hipótese 2 de Σεε.
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 4o modo
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(d) Região de ressonância do 5o modo

Figura B.9: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC2 na hipótese 2 de
Σεε.
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 3o modo
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(d) Região de ressonância do 4o modo
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(e) Região de ressonância do 5o modo
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(f) Região de ressonância do 6o modo

Figura B.10: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC3 na hipótese 2 de
Σεε.
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B.4 FRFs na 3a Formulação da Hipótese 3 de Σεε
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Figura B.11: FRF no acelerômetro AC2 na hipótese 3 de Σεε.
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Figura B.12: FRF no acelerômetro AC3 na hipótese 3 de Σεε.
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(a) Região de ressonância do 1o modo
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 4o modo
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(d) Região de ressonância do 5o modo

Figura B.13: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC2 na hipótese 3 de
Σεε.
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(b) Região de ressonância do 2o modo
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(c) Região de ressonância do 3o modo
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(d) Região de ressonância do 4o modo
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(e) Região de ressonância do 5o modo
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(f) Região de ressonância do 6o modo

Figura B.14: Regiões de ressonância da FRF no acelerômetro AC3 na hipótese 3 de
Σεε.
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B.5 FRFs no Cenário A1 de Dano
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Figura B.15: FRF no acelerômetro AC2 no cenário A1 de dano.
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Figura B.16: FRF no acelerômetro AC3 no cenário A1 de dano.
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B.6 FRFs no Cenário A2 de Dano
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Figura B.17: FRF no acelerômetro AC2 no cenário A2 de dano.
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Figura B.18: FRF no acelerômetro AC3 no cenário A2 de dano.
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B.7 FRFs no Cenário B1 de Dano
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Figura B.19: FRF no acelerômetro AC2 no cenário B1 de dano.
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Figura B.20: FRF no acelerômetro AC3 no cenário B1 de dano.
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B.8 FRFs no Cenário B2 de Dano
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Figura B.21: FRF no acelerômetro AC2 no cenário B2 de dano.
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Figura B.22: APCC entre as FRFs computacionais no acelerômetro AC2 no cenário
B2 de dano.
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Figura B.23: FRF no acelerômetro AC3 no cenário B2 de dano.
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Figura B.24: APCC entre as FRFs computacionais no acelerômetro AC3 no cenário
B2 de dano.

91


	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Revisão Bibliográfica
	Objetivo e Organização do Trabalho
	Metodologia

	Desenvolvimento Teórico
	Introdução
	Problema Dinâmico
	Formulação via Problema Inverso
	Propagação de Incertezas
	Simulações de Monte Carlo
	Cálculo do Operador Jacobiano

	Identificação de Dano

	Procedimento Experimental
	Introdução
	Esquema Experimental
	Descrição dos Ensaios
	Descrição dos Ensaios com Simulação de Dano

	Resultados Obtidos
	Pós-Processamento e Tratamento Estatístico
	Apresentação e Discussão dos Resultados


	Apresentação e Discussão dos Resultados 
	Estimação do Parâmetro 
	Validação do Modelo
	Hipótese 1 de 
	Hipótese 2 de 
	Hipótese 3 de  - 1ª formulação
	Hipótese 3 de  - 2ª formulação
	Hipótese 3 de  - 3ª formulação

	Identificação de Dano
	Estimação do Parâmetro 
	Avaliação das Predições Computacionais


	Conclusão
	Referências Bibliográficas
	Derivação do Operador J
	Funções de Resposta em Frequência
	FRFs Experimentais Íntegra X Danificada
	FRFs na Hipótese 1 de 
	FRFs na Hipótese 2 de 
	FRFs na 3ª Formulação da Hipótese 3 de 
	FRFs no Cenário A1 de Dano
	FRFs no Cenário A2 de Dano
	FRFs no Cenário B1 de Dano
	FRFs no Cenário B2 de Dano




