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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

RESOLUCAO DO PROBLEMA DE TRACADO DE RAIOS CINEMATICO VIA
METODO GALERKIN DESCONTINUO COM MINIMOS QUADRADOS

Gilmar Teixeira dos Santos

Junho/2011

Orientadores: Webe Joao Mansur

Eduardo Gomes Dutra do Carmo

Programa: Engenharia Civil

A teoria do raio assintotico permite a obtencao da solucao aproximada da equacao
da onda actstica ou elastica em altas frequéncias em meio suavemente heterogéneo.
A partir dessa solucao aproximada aparecem duas novas equacoes: a equacao eikonal
e a equacao de transporte. A equacao eikonal por sua vez é uma equacao diferencial
que pode ser transformada em um sistema nao linear de Equacoes Diferenciais Or-
dindrias (EDO) de primeira ordem, chamadas equagdes cinematicas do raio, ou mais
precisamente sistema de tragado de raios. Dentro deste contexto o presente trabalho
visa desenvolver uma formulacao do Método de Elementos Finitos de Galerkin Des-
continuo com estabilizacao local via Minimos Quadrados do residuo, para a solugao
do sistema de equagoes do tragado de raios cinematico. Como resultados apresentam-
se nesse trabalho a solucao do sistema de tragado de raios com diferentes modelos
de velocidades onde se faz uma andlise em termos dos parametros de estabilizacao

para a aplicacao da formulagao desenvolvida.
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The asymptotic ray theory maker possible to obtain an approximate solution of
the acoustic wave equation or elastic at high frequencies for mildly heterogeneous
media. From this approximate solution two new equations appear: the eikonal
equation and the transport equation. The eikonal equation in turn is a differential
equation that can be transformed into a nonlinear system of Ordinary Differential
Equations (ODE) of first order, called kinematic equations of the ray, or more pre-
cisely the system of ray tracing. Within this context, this work aims to develop a
formulation of the Finite Element Method with Discontinuous Galerkin stabiliza-
tion via local least squares residual for the solution of the equations of kinematic
ray tracing. As results are presented in this paper the solution of ray the tracing
system with different velocity models where it is carried out an analysis in terms of

stabilization parameters for the application of the developed formulation.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria do raio assintético permite obter uma solucao aproximada da equacao da
onda acustica ou eldstica em altas frequéncias em meios suavemente heterogéneos. A
partir dessa solugao aproximada aparecem duas novas equagoes: a equacao eikonal e
a equacao de transporte. A equacao eikonal por sua vez é uma equacao diferencial,
em que somente o tempo de transito aparece como incégnita, e nos fornece um
entendimento fisico dos efeitos de propagacao de ondas. Fazendo uso do método das
caracteristicas é possivel transformar a equacao eikonal em um sistema nao linear
de Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDO) de primeira ordem, chamadas equagoes
cineméticas do raio, ou mais precisamente sistema de tracado de raios.

A solugao numérica do sistema de tragado de raios pode ser executada, com pre-
cisao controlada através de varios métodos tais como: o método de Runge-Kutta e
o método preditor-corretor de Hamming (CERVENY, 2001)), entre outros. A uti-
lizagao do sistema de EDO de primeira ordem para o caminho do raio é bastante
vantajosa, uma vez que ele permite a descoberta da trajetéria do raio sismico sem
a necessidade da resolugao da equacao diferencial da onda original, de segunda or-
dem. Mas a solucao do sistema pode tornar-se complicada, devido ao fato de que a
vagarosidade é funcao da posicao espacial e pode ser nao linear.

O método do raio é computacionalmente rapido, contudo, apresenta um problema
basico, pois s6 pode ser aplicado em meios com parametros variando suavemente, e
mesmo para meios com variagoes suaves, apresenta algumas limitagoes de precisao.
A teoria do raio possui assim varias limitagoes importantes. E por ser uma aproxi-
macao de alta frequéncia, pode falhar em longos periodos de tempo ou na presenca
de gradientes de velocidade elevada.

Neste contexto, este trabalho aborda a solugdo de um sistema de EDO de
primeira ordem, mais especificamente o sistema de tracado de raios cinemético com
condigoes iniciais, através do Método de Elementos Finitos Galerkin Descontinuo
(MEFGD), que proporciona uma boa solu¢ao devido a sua robustez e precisao em

problemas suaves. Entretanto, o método de Galerkin pode apresentar oscilagoes



espurias proximo de descontinuidades ou de elevados gradientes, que sao comuns
em problemas praticos. Desta forma, surgiu a motivacao para desenvolver alterna-
tivas de evitar as oscilagoes espurias, e uma dessas alternativas sao os métodos de
estabilizacao. Mais especificamente no presente trabalho é feito uso do método de
Galerkin Minimos Quadrados (Galerkin Least Square, GLS ).

1.1 Revisao Bibliografica

KARAL e KELLER| (1959), publicaram uma descri¢ao consistente do método do
raio isotrépico em elastodinamica. Assim, a partir do final dos anos 1950 o método do
raio inicia seu caminho triunfal na geofisica. Muitos aspectos importantes da teoria
do raio e suas aplicacoes podem ser encontrados em CERVEN Y (2001)). Uma revisao
da teoria do raio compacto, em geral, em meios elasticos ¢ dada em CHAPMAN
(2002). Para as caracteristicas béasicas do método do raio sismico, opinides, suas
possibilidades e suas recentes ampliagoes veja CERVENY et al. (2005)).

ZHANG] (1990) elaborou um método que obtém o tragado de raios usando a
funcao p que é calculada usando o tempo de transito em cada né da rede. Ao longo
de cada raio, o valor da funcao p se mantém constante e as curvas de contorno desta
funcao representam o caminho do raio.

MATSUOKA e EZAKA|(1992)) apresentaram um algoritmo que utiliza os tempos
de transito calculados pelo método das Diferencas Finitas e aplicaram os procedi-
mentos dos principios da reciprocidade e o de Fermat para obter o tracado de raios.

Fazendo uso de uma interpolagao linear do tempo de transito calculado nos
limites de cada celula é o que caracteriza o método que foi desenvolvido por
ASAKAWA e KAWANAKA (1993), onde o tracado do raio é obtido com base no
principio de Fermat. O tragado do raio nao é representado por linhas que conectam
pontos discretos, mas por pontos que atravessam os limites das celulas no local exato
do tempo de minimo.

THEDY]| (1995) propés um novo método de tragado de raios, utilizando os al-
goritmos genéticos e tendo como base o Principio de Fermat. Onde a partir desta
formulagao probabilistica fez uso dos algoritmos genéticos de forma a se buscar os
extremos do problema, ou seja, determinando os raios cujos tempos de transito
obedecem ao Principio de Fermat.

CUNHA (2005) apresentou uma solu¢do para o sistema de tragado de raios
baseada no tratamento de Hamilton, onde centrou sua abordagem no incremento
da precisao e reducao do esfor¢co computacional. Identificou dois tipos de erros
na avaliacao numérica deste sistema de equacgoes diferenciais: erro na interpolagao
do campo de velocidade e de suas derivadas, devido o método de interpolacao por

splines ctibicas que é de quarta ordem e o erro no célculo das proximas coordenadas



do raio, x, e vetor vagarosidade, p, devido ao emprego do método de Runge-Kutta.

O Método de Elementos Finitos de Galerkin Descontinuo (MEFGD) foi intro-
duzido por REED e HILL| (1973), para soluc¢ao da equagao de transporte de néutrons.
No ano seguinte, [LESAINT e RAVIART] (1974), publicaram a primeira andlise do
método, em seu classico artigo, o qual apresenta a primeira estimativa de convergén-
cia do método para equacoes hiperbdlicas. Novas andlises deste método foram pro-
postas nos anos seguintes, veja, por exemplo, JOHNSON et al.|(1984) e JOHNSON
e PITKARANTA| (1986)).

O Método Galerkin Descontinuo (MGD) encontrou répidas aplica¢oes em areas
tao diversas, tais que em carater geral, suas principais aplicacoes sao: aeroacus-
tica, eletromagnetismo, dinamica dos gases, meteorologia, modelagem de aguas
rasas, oceanografia, simulacao de recuperagao de petréleo, simulagao de disposi-
tivos semicondutores, transporte de contaminantes em meios porosos, escoamentos
turbulentos, escoamentos viscoelasticos e previsao do tempo, entre muitos outros
BERTOLUZZA et al. (2009)), e em carater mais especifico em problemas de con-
vecgao dominante, problemas elipticos e equagoes de Hamilton-Jacobi (COCKBURN
et al., 2000).

Uma revisao histérica e recente evolucao, bem como uma extensa lista de refe-
réncias a respeito do MGD, foram revistos por COCKBURN et al.| (2000). Os
autores (HU et all [2000) apresentaram um procedimento de estudo do método
de Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados (GDLS) para as equagdes de

Hamilton-Jacobi.

1.2 A Implementacao Computacional

A fim de obter uma maior flexibilidade e robustez computacional, o presente tra-
balho foi desenvolvido de acordo com os conceitos basicos da Programagao Orientada
a Objeto, em linguagem C++ (DEITEL e DEITEL] 2001). Pois esta caracteristica
apresenta um grande atrativo para as etapas futuras deste trabalho, onde se espera
desenvolver recursos graficos mais sofisticados (interface grafica), capaz de promover

uma melhor visualizacao dos resultados numéricos obtidos.

1.3 Objetivos e Conteudos

Esta Dissertacao tem como principal objetivo apresentar uma formulacao do
Método de Elementos Finitos de Galerkin Descontinuo com estabilizacao local via
Minimos Quadrados do residuo, para a solucao do sistema de equacoes do tragado

de raios cinematico.



Finalizando este capitulo, a fim de proporcionar um melhor entendimento e
apreciacao desta dissertacao é conveniente destacar a organizacao deste trabalho,

descrevendo dessa forma os seus capitulos:

No Capitulo [2] serd apresentada de forma construtiva, porém sucinta, os principais
conceitos relativos ao problema de tracado de raios, bem como é apresentado

o problema em sua forma forte.

No Capitulo [3, definem-se alguns espagos de fungdes, bem como é apresentado
a formulacao Galerkin Descontinuo para uma equacao diferecial ondinaria, a
partir da qual é generalizada no intuito de desenvolver a formulagao variacional

do problema em sua forma forte dada no Capitulo [2|

No Capitulo [, descreve-se a formulagao aproximada de Elementos Finitos de
Galerkin Descontinuo, assim como a formulacao com estabilizagao local via

Minimos Quadrados para o sistema de tracado de raios.

No Capitulo 5 serao apresentados os modelos de velocidades considerado neste
trabalho.

No Capitulo [0 apresenta-se a solucao do sistema de tracado de raios em diferentes
modelos de velocidade, bem como a discussao dos resultados obtidos nas si-

mulacoes numéricas realizadas.

No Capitulo [7 serdo apresentados as conclusoes, bem como as perspectivas de

trabalhos futuros.



Capitulo 2

A Teoria do Raio

Este capitulo fornece alguns conceitos basicos relativos a teoria dos raios, onde
sao apresentados os pontos mais relevantes e abordados de forma sucinta. Tais
assuntos sao frutos do conhecimento disponivel na literatura. Para uma abordagem
completa e detalhada da teoria dos raios veja, por exemplo, CERVENY (2001)).

A teoria do raio tem sido aplicada ha décadas, e hoje continua a ser amplamente
utilizada, devido a sua simplicidade e aplicabilidade a uma ampla gama de proble-
mas. O raio apresenta-se como um elemento que desempenha um papel fundamental
em varios ramos da fisica, e por esta razao, nao é surpreendente que diferentes abor-
dagens possam ser utilizadas para defini-lo e obter o sistema de tracado de raios
cineméatico. Dentre as abordagens existentes, destacam-se duas consideradas prin-
cipais para a obtencao das equagoes do raio: teoria do raio geométrico e teoria do
raio assintético.

Ao longo do desenvolvimento do raio geométrico verificou-se que a teoria era
limitada e nao poderia explicar um grande nimero de fendomenos observados em
experimentos com luz. E quando Maxwell estabeleceu teoricamente que a luz é uma
modalidade de energia radiante que se propaga através de ondas eletromagnéticas,
os esforcos foram feitos no sentido de conciliar as teorias: de raios e de ondas. Estes
esforgos levaram ao desenvolvimento da teoria do raio assintético, onde na geofisica,
por exemplo, baseia-se em um método de aproximacao da equacao da onda acustica
ou eldstica em altas frequéncias (comprimento de onda muito pequeno) em meios
isotrépicos suavemente heterogéneos.

Aproximacoes de alta frequéncia sao obtidas basicamente a partir de uma solucao
tentativa que ¢ inserida na equagao da onda, gerando duas novas equagoes, mais
simples de serem resolvidas: a equacao eikonal e a equacao de transporte. Neste
contexto, é dada énfase a equacao eikonal, em que somente o tempo de transito T
aparece como incognita, e trata da parte cinematica do problema.

O tempo de transito e os raios sao dois elementos de fundamental importancia no

estudo de propagacao de ondas, e sao utilizados e definidos em sismologia e explo-



racao sismica em varias formas divergentes e com diferentes defini¢oes. Esses dois
elementos sao obtidos principalmente pela obten¢ao da aproximagao de alta frequén-
cia da equacao da onda actstica e/ou elastodinamica, onde ambos sdo provenientes
da equacao eikonal que ¢é similar nos dois casos.

A aproximacao de alta frequéncia para a equacao da onda acustica gera de forma
imediata a equacao eikonal (VT)? = 1/c?, como a equacao bésica para o calculo do
tempo de transito e os raios. Para o meio elastico isotrépico, a obtencao da equagcao
eikonal nao ¢ direta, uma vez que a aproximacao de alta frequéncia para a equagao
elastodinamica implica na separacao do campo de onda em duas ondas, que podem
se propagar separadamente: as ondas PE] e Sﬂ Entretanto os tempos de transito e os
raios sao novamente governados pela equacao eikonal similar a equacao para o meio
actstico: (VT)? = 1/a? para ondas P e (VT)?> = 1/B* para ondas S, onde @ e 8 sdo
respectivamente, as velocidades das ondas P e §.

Um formalismo para a aproximacao de alta frequéncia é apresentado no Apéndice
[Al

A equacao eikonal é resolvida normalmente pelo método das caracteristicas. As
curvas caracteristicas da equacao eikonal definem os raios, e sao representadas por
um sistema nao linear de EDO de primeira ordem, chamado de sistema de tragado
de raios. Diversos métodos numéricos convencionais podem ser usados para resolver
este sistema, de forma que o célculo dos raios (como um problema de valor inicial)
é direto. A solucao do sistema de tracado de raios de valor inicial fornece além
das trajetorias do raio, o tempo de transito e as componentes cartesianas do vetor
vagarosidade p para cada ponto do raio.

O sistema de tragado de raios possui diversas parametrizagoes, veja secao [2.3|
Em meios com camadas, é preciso completar a definicao de raios, baseado nas carac-
teristicas da equacao eikonal, com a Lei de Snell, nos pontos onde o raio tem contato
com uma interface estrutural (CERVENY], 2001).

2.1 A Equacao Eikonal

A equagao eikonal é uma Equagdo Diferencial Parcial (EDP) nao linear de
primeira ordem, cuja solugao é o tempo de transito T. E de acordo com ANDRADE
(1987)), esta associada com a Gtica geométrica que € a teoria que permite uma solugao
aproximada da equacao da onda para sinais de alta frequéncia.

Uma abordagem bastante interessante para obter a equacao eikonal a partir da
equagao da onda ¢é descrita de acordo com [SHEARER] (2009), veja Apéndice [A]

!Ondas P ou primérias sdo ondas longitudinais ou compressionais: sao mais rapidas com vi-
bragao na direcao de propagagao.

20Ondas S ou secunddrias sdo ondas tranversais ou cisalhantes: sio mais lentas que as ondas P
com vibragao transversal ao sentido de propagacao.



Considerando a equacao de propagacao de ondas compressionais em meios
isotrépicos nao homogéneos, dada por:
1 6%*¢
Vi — ——->=0 (2.1)
a’ ot
onde o potencial escalar para as ondas compressionais, ¢, obedece a relagao d = V¢
onde d é o deslocamento. A velocidade das ondas P, a, é uma funcao da posicao,
a = a(x), também conhecido como campo de velocidade. Assumindo uma solucao

harmonica da forma

$(1) = A(x)e o) (2.2)

onde T é o fator de fase e A é a amplitude local. Inserindo a equagao (2.2)) na
equagao ([2.1) e levando em consideragao a aproximacao de alta frequéncia com w

suficientemente grande (w — o), obtém-se duas novas equagoes dadas por

2VA-VT + AAT =0 (2.3)

1
VTl == (2.4)

A equagao (2.3) é chamada equacao de transporte que trata da parte dinamica
do problema e consiste na avaliacdo das amplitudes. A equacgao é chamada de
equacao eikonal que trata da parte cinematica e é responsavel pelo calculo dos raios
sismicos e do tempo de transito.

De acordo |SHEARER]/ (2009) a equacao eikonal pode ser expressa também
como

2 2
IVT|| = (2—;) + (g—;) = 7°(x) (2.5)

onde n(x) = 1/a(x) é chamada de vagarosidade e x = (xy, x;) é o vetor posicao. O
fator de fase T, é chamado também de funcao tempo de transito, onde o tempo de

transito T tem um gradiente cuja amplitude ¢ igual a vagarosidade local, ou seja,
VT =p (2.6)

onde p = (pi1, p2) é chamado de vetor vagarosidade. E a funcao T(x) = constante
define a superficie chamada frente de onda, e as linhas perpendiculares a T'(x) ou

paralelas a VT (x) sdo denominadas raios (veja figura .



Considerando a equacao eikonal como

IVT|| =

2.7
oy (2.7)
para ambos os meios isotropico actstico e elastico, onde v = ¢ para o caso actstico,
v = @ para as ondas P e v = 8 para as ondas S no meio elastico, sao apresentados a
seguir os procedimentos, para detalhes do desenvolvimento veja BLEISTEIN] (1984),
nos quais a partir da equacao eikonal obtem-se as equacoes do tracado de raios ou

o sistema de tracado de raios cinematico.

T{x) = constante

Raie

Frente de Onda

Figura 2.1: O raio na direcao do vetor, p, com frentes de ondas ortogonais, T(x) =
constante.

2.2 Sistema de Tracado de Raios

A equacao eikonal , derivada da propagacao da onda em altas frequéncias
em um meio isotropico suavemente heterogéneo, pode ser escrita em coordenadas
cartesianas como

pr+ps= m onde p;= 2—7: i=1,2 (2.8)
pi sao as componentes do vetor vagarosidade dado em ([2.6)).

A equacgao ¢ uma Equacao Diferencial Parcial de primeira ordem para T (x).
E pertence a classe de equacoes de Hamilton-Jacobi, que pode ser escrita sob a forma

do Hamiltoniano conforme indicado a seguir:

H(x,p) =0 (2.9)

A equagao (2.9) é usualmente resolvida em termos das caracteristicas, para maiores



detalhes veja, por exemplo, BLEISTEIN| (1984). As caracteristicas sao trajetérias
espaciais x; = x;(1), ao longo do qual H(x;, p;) = 0 é satisfeita e u é um parametro ao
longo da trajetoria. A curva caracteristica é uma solucao do sistema caracteristico
denominado de Equacoes Diferenciais Ordinéria de primeira ordem. Assim o sistema
caracteristico (CERVENY, 2001) da Equagao Diferencial Parcial ¢é dado por:

a’xi oH dp,

OH dT OH
=, = ——, — =p—, i=12 2.10
dp  dp; du Ox; du Pt Apr ! (2.10)

Uma vez que os raios sao definidos como as curvas caracteristicas da equacao

eikonal, o sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias (2.10) pode ser usado para
determinar a trajetéria dos raios e o tempo de transito ao longo deles. O sistema

(2.10)), é chamado de sistema de equagoes do raio ou o sistema de tragado de raios.

2.3 Parametrizacoes mais Comuns

Considerando o sistema do tragado de raios (2.10]), pode-se reescrevé-lo con-
siderando diferentes formas para a equacao eikonal (2.9)). Usa-se entdo uma forma
geral do Hamiltoniano (CERVENY, 2001)), que inclui muitas outras opgoes

n

1 1
H(x;, pi) = p [(Pipi)"/z - v_] (2.11)

onde n ¢ um numero inteiro diferente de zero. Quando n—0 em (2.11)), o Hamilto-

niano é dado por:

1 1
H(x;, p;) = 5 In(p;ip;) +1Inv = E(Vzpipi) (2.12)

O fator 1/n em (2.11]) é usado para obter um parametro u satisfatério ao longo do

raio.
O sistema de equagdes (2.10)) correspondente ao Hamiltoniano (2.11)), é dado por
Xm'

n_ dp, 10
— = (1) ' pis i

1 dT .
= - , — = 2 2.13
du di  nox, ( ) (PkPi)? (2.13)

v du
que representa o sistema de tragado de raios. Como a equagao eikonal H(x;, p;) = 0
é satisfeita ao longo de todo o raio, pode-se modificar o sistema ([2.13)), levando em

consideracao que pypr = 1/v*, dai é obtido

E_v pr du  nox;

Dessa forma para cada escolha de n existe uma interpretagao do parametro u, de

— (2.14)

5y, 10 (1) AT
’ du v

vn

modo que as equacoes dos raios fiquem alteradas coerentemente, de acordo com tal

parametro. Em geral na literatura, sao comuns trés escolhas para n, a saber: n = 0,



n=1en=2.

Tempo de Transito: paran =0, dT/du = 1. O parametro u ao longo do raio
¢ igual ao tempo de transito T, u = T. O sistema de tragado de raios ¢ dado em
relacao ao Hamiltoniano da seguinte forma:

dx; dp; Olnvy 1 dv
g Vi, % =~ = o (2.15)
Comprimento de Arco: paran =1, dT/du = 1/v. O parametro u ao longo do

raio é igual ao comprimento de raio s, u = s. O sistema de tracado de raios é dado

por:

as P ds — Ox;

- — = — 2.16
% ds v ( )

dx,- dpl 0 (1) dTr _ 1

Parametro Sigma: para n =2, dT/du = 1/v*. O parametro u ao longo do raio

é denotado por o, u = 0. O sistema de tracado de raios é dado por:

dsi _

dp 10 (1) ar ]
do _ Pr do  20x; ’

Para a solugao completa do sistema dado em (2.15), (2.16) e (2.17), é necessdrio

determinar as condic¢oes iniciais. Por questao de simplicidade foi adotado:

X1 = X, Xy =37, P1 = Dx e P2 = P;

Pontoinicial
via

Diregdio inicial

Figura 2.2: Condigoes iniciais.

2.4 Condicoes Iniciais

Para o sistema de tragado de raios (2.16) o raio é determinado pelas condigoes
iniciais, que incluem um ponto do raio, a direcao inicial do raio nesse ponto e pelo

tempo de transito inicial. (veja figura[2.2). Seja esta condigao:

x(o) = Xo, p(Ho) = Py e T(uo) = To (2.18)

onde, x( define a posigao inicial da fonte pontual e p, a vagarosidade inicial. De
acordo com [PORTUGAL) (2002)), para este tltimo vetor a diregdo devera ser fixada

por um parametro, 6.
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Dessa forma pode-se reescrever (2.18]) como

X(,U(),Q) = X, p(ﬂo,@) = Po e T(/lo,@) = To (219)

onde o parametro 6 pode ser interpretado como o angulo que o vetor p(uo, 8) faz com
a horizontal. Assim o vetor p, ¢ dado por p, = ny(cosd,sind) onde 1y = 1/v(Xy),

veja figura Sendo o vetor x = (x,z) e o vetor p = (p., p,). Em seguida, pode-se
reordenar as condigoes iniciais (2.19)) como:

X X0
< 20
X(uo,0) =4 px (o, 0) = cos 6/v(xo) (2.20)
D sin 8/v(xg)
T Ty

Determinada as condigoes iniciais pode-se entao resolver o sistema de tragado de
raios cinematico , onde se obtem:

e As trajetorias x; = x;(s) que descrevem os raios sismicos;

e A distribuicao das componentes do vetor vagarosidade em coordenadas carte-
sianas ao longo do raio p; = pi(s), e

e O tempo de transito ao longo do raio.

D, =1ncosf x
SSERNE
=
) 1
=
Il pl =i|VT|=—==n7
v
[ H
QU H
A J
Z

Figura 2.3: Vetor vagarosidade.

2.5 Lei de Snell na Interface

Considere uma onda propagando em um meio isotrépico com velocidade vy, que
incide sobre uma interface que representa uma descontinuidade de velocidade. Con-

sidere o vetor vagarosidade do raio que representa essa onda incidente dado por p;,.

11



(veja figura [2.4)).

Normal

Pinc

L1 Interface

7,

etrans Ptrans

Figura 2.4: Vetores vagarosidades de uma onda propagando em um meio isotrépico.

O angulo 6;,. é o angulo entre o vetor vagarosidade e a normal a interface e é
dado entre 0 < 0 < n/2. Verifica-se que dois novos raios surgem, o raio refletido e
o raio transmitido, sendo representados respectivamente pelos vetores vagarosidade
Prefi € Prranss onde os angulos Oy, € Gqns sa0 igualmente definidos.

Estes novos raios podem ser novamente modelados através das suas correspon-
dentes equacoes do raio. Entretanto, sao necessarias novas condigoes iniciais fisica-
mente viaveis para ambos os raios.

Pela Lei da reflexao, sabe-se que
Oine = Hrefl (221)

e pela Lei da refracao ou Lei de Snell, é sabido que

sin Hinc _ sin Htrans (2 22)
V1 B V2 ‘

A situagao ilustrada na figura [2.4] é quando v, > vy assim 6,45 > O3 € 0 vetor
vagarosidade é refratado longe da normal. O oposto ocorre quando v, < vy.
Considere um modelo homogéneo com camadas planas. Se a velocidade na ca-

mada i é v;, o vetor vagarosidade é dado por
1 )
P = (P, p;) = —(cos 6;,sin6)) (2.23)
Vi
onde 6; é o angulo entre o raio e o eixo z (veja figura [2.5)).
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Camada i

Camada i+ 1

Z4
Figura 2.5: Modelo com camadas planas.

Na camada i as condigoes iniciais do raio sao conhecidas, e ao resolver o sistema
de tracado de raios encontra-se a posicao do raio ao interceptar a interface que dar
acesso a camada i + 1, essa posicao por sua vez serd o ponto fonte tanto para o raio
refletido quanto para o raio transmitido. A partir da Lei de Snell determina-se o
angulo 6,1, e consequentemente o vetor vagarosidade nesse ponto. Determinando
assim as novas condicgoes iniciais do raio para resolver o sistema de tracado de raios

para a camada i + 1, e assim em diante.

2.6 Sistema de Tracado de Raios Cinematico com
Condicao Inicial

De acordo com o que foi apresentado nas se¢oes anteriores, pode-se entao apre-
sentar o sistema de tragado de raios com sua respectiva condicao inicial.
Considere o sistema de tragado de raios (2.16) dado por:

dS - pl

e 2|z 2.24
ds  0Ox; (v) (224)
ar 1

ds v
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e pode ser reescrito como:

dx
—_— =y X
ds p
dz
—_— =y
ds P
dp, 1 0
=——— 2.25
ds V2 0x(v) ( )
dp, 10
ds vzaz(V)
ar 1
ds v

com sua respectiva condicao inicial dada por:

X X0
<0
X(10,0) =3 px ¢ (o,0) =13 cosH/v(x) (2.26)
D sin 6/v(Xg)
T To

No sistema , pode-se considerar a velocidade com que o raio propaga no
meio como sendo v = a + bx + cz, ou seja, variando linearmente com o vetor posi¢ao
X = (x,7). Dessa forma, o sistema é um sistema de Equagoes Diferenciais
Ordinarias nao-linear de primeira ordem, e antes que possa ser resolvido deve-se
linearizar o sistema proposto. Embora nao seja feito aqui, pode-se adiantar que o

mesmo ao ser linearizado tem a forma dada por:

dy
A— +Ky=f 2.2
FE (2.27)

onde A e K sao matrizes de dimensao 5 x 5, f o vetor de dimensao 5x 1 e

X ¥
< %)
P=1p|=]¥s
Pz Y
T s

De acordo com as consideracoes feitas o sistema de tracado de raios cinemético

14



com condigoes iniciais é:

dv
AL iKY =f L

ds - sel01] (2.28)
w(0) = %

A definicdo do modelo de velocidades, como as escolhas dos campos de veloci-

dade, v(x,z), bem como os possiveis sistemas linearizados serao apresentados no

Capitulo [5
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Capitulo 3

Elementos Finitos Descontinuo -

Formulacao Variacional

Neste capitulo apresenta-se a formulacao de Elementos Finitos Descontinuo para
o sistema de tracado de raios dado pelo sistema de Equacao Diferencial Ordindria
de primeira ordem . Entretanto, inicialmente definem-se alguns espacos de
funcoes necessarios para o desenvolvimento deste capitulo.

Em seguida, uma apresentacao para o problema escalar de primeira ordem é
apresentado, visando um melhor entendimento para a formulacao de sistemas de
primeira ordem, que é o objetivo pretendido.

Dentre os varios métodos numéricos existentes para resolver os problemas de
uma forma geral destacam-se, por sua generalidade, o Método das Diferencas Fini-
tas (MDF) devido ao seu excelente desempenho computacional, e o Método dos
Elementos Finitos (MEF) devido a sua robustez e precisao.

Outro método numérico que vem sendo bastante estudado baseia-se no Método
dos Elementos Finitos Descontinuo, que na literatura, também é chamado de Método
Galerkin Descontinuo (MGD), Método de Elementos Finitos de Galerkin Descon-
tinuo (MEFGD) ou Método Descontinuo.

O Método de Elementos Finitos de Galerkin Descontinuo (MEFGD) faz uso do
mesmo espaco de funcoes que o método continuo, mas com a continuidade relaxada
na interface entre os elementos. A idéia fundamental do método é derivada do fato
de que as funcgoes de forma sao escolhidas de modo que qualquer variavel de campo,
ou suas derivadas ou geralmente ambas, nao precisam ser fortemente continuas na
interface entre os elementos.

Deste ponto de vista, o MEFGD inclui como seus subconjuntos, tanto o Método
de Elementos Finitos como o Método das Diferengas Finitas (ou Volume Finito).
Portanto, ele tem as vantagens de ambos, MEF e MDF', na medida em que pode ser
efetivamente utilizado em diversas aplicagoes, mantendo a flexibilidade geométrica

e maior aproximacao local, através do uso de elementos de ordem superior.
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A formulagdo de Elementos Finitos Descontinuos é uma formulagao local e a
acao é focada no elemento e suas fronteiras. Seja qual for a dimensao espacial ou
o numero de incognitas, a formulacao permanece basicamente a mesma e nenhum
recurso especial precisa ser introduzido. Para problemas de primeira ordem (que é
o problema em questdo) o algoritmo de Elemento Finito Descontinuo nao necessita
da montagem da matriz global, pois ele é marchante como os esquemas de Di-
ferencas Finitas, e assim, reduz a demanda sobre o nicleo de memoria e o tempo

computacional.

3.1 Espacos de Funcoes

Seja o espaco Euclidiano R" = {w = (wy,...,w,); w; € R(i = 1,...,n)}, com

produto interno e norma, definidos respectivamente como:

w-y:Zwiyi, com w e y€eR" (3.1)

i=1
wl = (w-w)'/ (3.2)

Seja L*(Q) o espaco dado por:

L*(Q) = { f: Q>R tal que f fPdx < oo} (3.3)
Q

onde a integral é no sentido Lebesgue.

O espaco L*(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno

i = fg fihdr, Vo f e Q) (3.4)

e norma correspondente dada por:

1/2
W llz2@) = (f f2dx) = (/. Nee)'? YfeL Q) (3.5)
Q
onde f = f(x) é uma funcao de valor real definida no dominio Q. O espaco L*(Q) é
um caso especial dos espagos de Lebesgue, (BRENNER e SCOTT) 2008).

Um espaco de Lebesgue ¢ definido pela seguinte expressao:

LP(Q) = {f : Q—R; f é mensurdvel em Q e flf(x)l”dx < 00} (3.6)
Q
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com sua correspondente norma dada por:

1/p
ey = (L |f(x)|”dx) para 1 <p<oo (3.7)

Para definir a classe H"(Q), primeiro define-se g como

alalf B aalf (9%]0

=D = = e 3.8
& f ox{'...0x;,"  Ox' oxy" (38)
Para a equacao 1} ap, ay,...,q, Sao inteiros nao negativos, @ = (ay,...,@,) €
o]l = @y + @y + -+ + @,. Agora, define-se para m = 1,2,..., o espaco H"(Q),
H'Q)={f: Q> R, felL’ Q) e Dfel*Q); |al<m) (3.9)
onde D*f denota a derivada fraca de ordem |a] (LI, [2006]).
O espago H™(2) é um espaco de Hilbert com o seguinte produto interno
(s Pdm@ = (fis iz + ), (D"fi - D" Az (3.10)
|ar|<m
A norma em H™(Q) é definida como:
Ny = (s Pamen) s Y € H'(Q) (3.11)

3.2 Galerkin Descontinuo para uma Equacao

Diferencial Ordinaria

Para ilustrar as idéias basicas do Método de Elementos Finitos Descontinuos,
considera-se uma Equacao Diferencial de primeira ordem, unidimensional, com u
especificado em um dos limites, e na proxima secao estende-se ao caso de Galerkin
Descontinuo aplicado a um sistema de Equacoes Diferenciais Ordinarias de primeira
ordem.

Considere a EDO no intervalo finito [a, b] com condic¢ao inicial

A(u)% + f(u)=0, xE€la,b] (3.12)

u(a) = u, (3.13)

onde, sem perda de generalidade, o coeficiente A(u) é considerada uma funcao da

variavel de campo u. Definindo dF = A(u)du, a Equacao Diferencial acima pode
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ainda ser escrita como

dF
W L fw=0, xelab] (3.14)
dx
Dividindo o intervalo [a,b] em subintervalos I; = [xj,x;],j = 0,1,--- ,N = 1.

Integrando a equacao ([3.14]) sobre o elemento j, I;, com respeito a funcao de pon-

deracao ¢(x) definida em I;, tem-se

f dF
Xj

o + f(u)] e(x)dx =0 (3.15)

e efetuando a integracao por partes sobre o operador diferencial, obtem-se

dp(x)
dx

Fu(xjn))e(xjer) = Fu(x))e(x;) + f ) (—F(u)

J

+ f(u)so(x)) dx=0 (3.16)

em I; = [xj,x;41], u é aproximado por uy, e ¢ por ¢, tomada no mesmo espaco de
fungoes de u;, (Método de Galerkin). Este espago serd o espago dos polindmios em
I; de grau < ¢ nas coordenadas locais

Xjrl — X

coa|l 2

Xj#l = Xj

o qual é denotado por P.(I}).
Substituindo u;, e ¢, na equagao (3.16|), encontra-se

dSOh ()C)
dx

F(up(xje)en(xje1) — Fun(x;)on(x;) + f : (—F(uh)

J

+f (uh)%(X)) dx=0
(3.17)

Na abordagem de elementos finitos continuo, a varidvel de campo u, é forcada
a ser continua ao longo da fronteira. A idéia fundamental do método descontinuo é
que uy seja descontinuo na fronteira do intervalo I;. Por isso, ¢ definido dois valores
de u, em x;
1
ui = lim uy(x) (3.18)

X—0X:
J

u; = lim w;(x) (3.19)

onde x — x;.r indica x tendendo a x; por valores superiores a x; ¢ x — Xx; indica x
tendendo a x; por valores inferiores a x;.
Note que a solugao discretizada u, ¢ descontinua somente nos pontos x;, j =

0,1,--- ,N — 1 e que a solucao u e as funcoes F(u) e f(u) sao assumidas suaves. A
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equacao somente contém varidveis definidas dentro do intervalo I;. Nao ha
nenhuma ligacao direta com outros intervalos. No método de Galerkin Descontinuo
a ligacao é realizada pela aplicacdo das condigoes de contorno natural (fraca) no
sistema de um elemento dado em . As condigoes de contorno natural consistem
em especificar F(u,(x;)) na fronteira "upstream”. No método Galerkin Descontinuo
a seguinte expressao ¢ usada (HULSEN| |1991)

Fup(x;)) = F(u;) (3.20)

ou seja, substitui o valor "upstream” fora do intervalo I;. Para xy = a tem-se u; = u,,
ou seja, a condi¢ao de contorno dada por (3.13). Agora encontra-se o seguinte
problema discretizado. Encontrar u;, € Pe(I;), j=0,1,---,N =1 tal que

F(un(xje))n(Xj1) — F(u;)pn(x;)

X ji+1 d
+ f (—F(uh) ‘Z‘)(Cx) + f(uh)gph(x)) dx=0 Mg, ePul) (3.21)

J

De acordo com HULSEN]| (1991) as condigoes de contorno para um elemento
(3.20) ¢ satisfeita fracamente. Assim integrando a equagao (3.21)) novamente, tem-

se que

F(un(xje))pn(xji1) = Fu;)on(x)) = (F(un(xje1))en(xje1) = F@)pn(x;))

il (A
+ f (% + f(uh)) on(x)dx =0 Vo, € P(I)) (3.22)

J

que de forma simplificada

Y (dF
f ( (;t;,c(x)) + f(l/lh)) en(0)dx + (Fu}) = F@y)) en(x) =0 Ve, € Pu(I) (3.23)

J

ou, mais frequentemente, escrita em termos do salto na fronteira do elemento

fxm (% + f(uh)) on(X)dx + [F(up)len(x)) =0 Vou € Pe(l;) (3.24)

J

onde o salto é definido por
[F(un)] = F(u7) — F(u;) (3.25)

este procedimento é ilustrado na figura abaixo.
O processo de solugao € o seguinte: inicia-se com x = a e, portanto u; = u,.
Dada a equacao (3.24)) para j = 0 calcula-se u;, em Iy. Isso nos dara u;. Em seguida,
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Figura 3.1: Uma ilustracao do salto em x; do elemento j: x; e xj;; sao as fronteiras
do elemento.

calcula-se u; em I; e entao encontra-se u;, assim em diante, até encontrar u;, em
todos os intervalos (HULSEN] 1991]).

Verifica-se agora as implicacoes da equagao salto. Em esséncia, a condicao de
continuidade em x; é satisfeito fracamente com relacao a uma funcao de ponderacao
@(x). Note-se que x; pode ser uma fronteira interna ou fronteira externa. Isto estd em
contraste com a formulagao de elementos finitos continuo, pela qual as condigoes de
continuidade estao satisfeitos fortemente através da fronteiras do elemento, [F(u)] =
0.

Se uy, e ¢, nao for restringido ao espaco de aproximacao Py(/;), mas lhes permitir

que estejam em espagos denso em L*(xj, x;41), a equagao (3.24)) é equivalente a

F(u;.)—F(uJ‘.) =0 em x=ux;

3.26
dF (u(x)) (3:20)

dx +f() em x€(xj,x1)

Note que F(u;.r) - F(uj‘.) = 0 implica que u; = u; para F(u) mondtono.

3.3 Galerkin Descontinuo para um Sistema de

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Wi(s2)
Ui(sd)

lJJi(S:H)
Wi(s241)

oy

: Se+1

Figura 3.2: Salto ou descontinuidade da fungao ¥(s).

Na segao anterior foi visto os conceitos relativos ao MGD aplicado a uma Equacao

Diferencial Ordinaria de primeira ordem. Deve ser notado que a formulagao varia-
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cional de Galerkin Descontinuo para sistemas de equacoes diferenciais é analoga a
formulacao apresentada para equacoes escalares.
Faz-se necessario definir o operador de salto ou descontinuidade espacial de uma

funcao ¥(s). E ilustrado na figura (3.2

[P(s.)] = P(sy) - P(s,) (3.27)
com
Yo(se) Wo(sy) Yo(s,)
Ui(se) Yi(sy) Yi(s,)
P(se) =| valse) | P(s)) =| yals)) e Y(s,)=| yas;) (3.28)
W3(se) W3(sy) Y3(s,)
Wa(s.) Wa(sy) Ya(s,)
onde
Yi(sy) = lim ¢i(s,), i=0,---,4 (3.29)
Yi(s,) = lim yi(s,), i=0,---,4 (3.30)

Deve-se notar que as fungoes ¥;(s) sao continuas dentro do intervalo e descontinua
apenas entre dois intervalos consecutivos.

Aplicando o Método dos Residuos Ponderados a equagao , obtem-se a for-
mulacao variacional ou forma fraca, onde admitindo um vetor de funcoes de ponde-
racao ¥ e considerando ainda os termos de salto devido as condigoes iniciais em cada
intervalo Q, = (., Se+1), deve-se entao encontrar o vetor ¥ onde y; € S¢,i=0,--- ,4,

tal que

Se+1 dy/
f [Ad— + st] c0Wds + A (P(s}) — P(s))) - 0P(s.)
Se s
Se+1
= f-0%ds YoV, onde oy;eS’, i=0,---,4 (3.31)

Se

ou

fﬂ [AZ—T t st] -9Wds + AP(sH)-¥(s,)
Se s
Se+1
= f-0Wds + AV(s))-0¥(s,) YOV, onde oy, €S’ i=0,---,4 (3.32)

Se

onde - denota o produto escalar entre dois vetores, e d¥(s.) sendo um vetor de
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mesma dimensao que ¥(s.) dado em (3.28]).
St={(y e H(Q,) : ¥ € PA(Q,)} (3.33)
com

Pi(Q,) = {n : n é um polinémio de grau < ¢ nas cordenadas locais &} (3.34)

e
_ Se+1 — Se
_ 2
&E=2 (3.35)
Set+1 — Se
O formulagao variacional equagcao ((3.32]) pode ser representado por uma forma bi-
linear, abordado da seguinte forma: encontrar o vetor ¥ onde y; € S¢, i =0,--- , 4,
tal que:
BGD(T,an) = FGD((%”) (336)
Yo, onde Ay, eSLi=0,---,4 (3.37)
onde [ gy
Bop(W,07) = f [Ad— + KSU] -0¥ds + AP(s)) 0¥ (s,) (3.38)
Se s

que representa os termos desconhecidos ou incognitas e

Fen@?) = [ f-owds+ AY(s) 0¥ (s.) (3.39)

Se

que representa os termos conhecidos.
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Capitulo 4

Elementos Finitos Descontinuos -

Formulacao Aproximada de
Galerkin

Neste capitulo apresentam-se algumas defini¢des preliminares, bem como a for-
mulacao aproximada de Galerkin descontinuo para o problema de tracado de raios
(2.28) na forma variacional (8.32). Em seguida, introduz-se também a formulagao
de Galerkin Minimos Quadrados (Galerkin Least Square, GLS).

4.1 Definicoes Preliminares

O dominio do problema consiste em todos os pontos entre s = 0 e s = L. Con-
sidere o dominio unidimensional Q € R descrito na figura [4.1 divide-se o dominio
em subdominios chamados elementos finitos, onde todos os elementos possuem o
mesmo tamanho, e cada elemento esta situado entre dois pontos chamados de nos.
A colegao de tais elementos é chamada de malha de elementos finito (ﬁgura. Sao
duas as razoes para subdividir o dominio em elementos finito: primeiro, representar
a geometria do dominio, e segundo, aproximar a solucao em cada elemento da malha

para melhor representar a solugao no dominio inteiro.

r 0 r
[ &
D=s=1L
Q=qur

Figura 4.1: Representacao do dominio Q e suas fronteiras I'.

Seja o modelo de elemento finito Q expressado como a uniao do dominio Q e de
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suas fronteiras I, veja figura
Q=QuUT (4.1)

Dividir o dominio global isolando todos os elementos, implica que cada elemento
local Q, é identificado como
Q. =Q,UT, (4.2)

a fronteira deste elemento e do elemento vizinho é dada pela intersecao
I.NIy=T, (4.3)
sendo assim, pode-se dizer que
QNQ =0, e+f (4.4)

Logo, o modelo de elementos finito conectado (4.1)) é a unido de todos os elemen-

tos
. Nel .
Q= |Q, (4.5)
e=1
onde, Nel é o nimero total de elementos.
Looq T,
. * . °
Se Se+1
Qe = Q. UL,

Figura 4.2: Representacao do dominio 2 como uma malha de elementos finitos.

Considere o conjunto de todas as funcoes admissivel $+¢ de dimensao finita, como

subconjunto do espaco S, ou seja, ™ c SY(£ > 1) onde:

SM =y e L(Q) ¢ € Pr(Q)] (4.6)

Ghes — {y,h =@l ylest; i=0,-- ,4} (4.7)

onde y¥*¢ denota a restricao de y" para Q..
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4.2 Aproximacao de Galerkin Descontinuo

A formulacao variacional do problema do tragado de raios obtida no Capitulo
equacdo (3.32)) é dado por: encontrar ¥ € H'(Q) tal que

Se+1
f [ACZ—SU + KS”] -0VPds + AVP(s)) 0%(s.)
s S

) fs”'f‘a?’ds +AP(s)) 0%(s.) VOP € H(Q) (4.8)

H'(Q ={n=0n.--- .0 m € H'(Q) (4.9)

onde ”-” denota o produto interno no R® definido na secao e 0V é a funcao de
ponderacao.

Em cada elemento Q, aproxima-se ¥ por ¥"¢ e S"5 ¢ 9¥ por d¥"¢ e §hE.
A aproximaciao "¢ é descontinua na fronteira desse elemento. O til indica que se
trata de uma aproximacdo. Substituindo "¢ e %" na equacio dada em (4.8)),

encontra-se

Se+1 d@h’e - - - -
f Ad— + K P 09"ds + AP"(s7)- 09" (s.)
Se s
Se+1
= f f-0P"ds + AP"(s))- 09"(s.) (4.10)
Considere lﬂ?’e eSH comi=0,---,4, dado por:
npe .
@) = Y Pewrel@), com =0, 4 (4.11)
n=1
o termo ¥7*"! sdo as funcgoes de interpolacio de Lagrange de grau € = npe — 1. A

partir de y/**, defini-se os vetores ¥"¢ e P respectivamente, como

e | | 2w e
ghe = : = : (4.12)
6 é retwrel )
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QPheim = \anf‘e“(g) , com i=0,---,4 e m=1,---,npe (4.13)

0
em (4.13)), tem-se que P"" assume ¥’ (£) na linha i e zero nas outras linhas.

Por exemplo, para a linha i = 0, considera-se

[Pl ]
el (g)
, onde WPl(g) = ; (4.14)

ool ()

0 ijh,e,o,m —

S O O O

d -
De (4.12]) pode-se obter d—?’h’e, que é dado por
s

%lﬁg’e(é‘:) Z wheO npe l(f)

& phe : - ; (4.15)
d _

$W@ zw” el ()

Substituindo as equagdes (4.12) e (4.15)) na equagao (4.10]), tem-se que o sistema

pode ser reescrito de tal forma que a formulacao de elementos finitos descontinuos
2 h,e,i "h,e,i 2 h,e,i 2 h,e,i ht _
consiste em: encontrar (Y, - ¥, Y5 ) onde ¥, € §*(n = 1,--- ,npe),

tal que
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£ 2 h,e0 d npe—1
n _an
21 1 75 €3]
f A : QP
B A e d npe—
I GG
AN npe—
) grtenrel ()
Se+1 n=
+ f K : LQPheim g
B AN e npe—
Z i ©
ey 2~ he,O\ynpe—1
gl 'J’n’ ’ \Pn (_1)
+A : SQPheim_1)
npe _
IR NG

AN e— npe—
IR SE(Y

Se+1 n=1

= f-oPtheinds + A : QP m(~1)  (4.16)
Se npe . e
I G0

vogheim i=0,.---.4 e m=1,...,npe (4.17)

No sistema (4.16)), a varidvel i estd diretamente relacionada com as varidveis
(x,2, px, Pz, T) do sistema de tragado de raios dado em (2.25). O termo npe corres-

ponde ao niumero total de pontos do elemento Q, em relacao a variavel i, ou seja

i=0 — x e npx=npe

i=1 — z e npz=npe

i=2 —> p. e npp,=npe (4.18)
i=3 — p, e npp,=npe

i=4 —> T e npT =npe

onde npx é o numero de pontos no elemento Q, da variavel x, e assim em diante.

O sistema (4.10) ou (4.16)) pode ser escrito na sua forma bi-linear da seguinte

forma: encontrar o vetor ¥ tal que:

Bgp(Phe, oPmeim), = Fop(@P™e™),, e=0,1,--- ,N—1 (4.19)

VoFrem  onde i=0,--- .4 (4.20)

28



onde

Frhe agrh.eim Ser! di/h’e Trh.e wh.e,im
BGD(T’,(?S””’ )e = Ad_ + Kyl 9Pt "ds
Se S

+API(s]) 0P (s) = 0,1, N=1 (4.21)

que representa os termos desconhecidos ou incognitas e

Se+1
FGD(ai/h,e,i,m)e — f f-al"i/h,e,i,mds + Agf/h,e(sg)_afyh,e,i,m(se) e = O, 1’ . ,N _ 1

que representa os termos conhecidos.

4.3 Formulacao Galerkin Minimos Quadrados
(GLS)

No fim da década de 80, foi desenvolvida uma nova classe de métodos de es-
tabilizacao por meio da observacao de que os termos de estabilizacao podem ser
obtidos através da minimizacao do quadrado da equacgao residual. Este método,
chamado método Galerkin de Minimos Quadrados (Galerkin Least Squares, GLS),
foi introduzido por HUGHES et al|(1989). Entretanto, neste trabalho faz-se uso da
formulacao Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrado, que é semelhante a des-
crita acima, exceto a formulacao de Galerkin descontinuo, onde é preciso introduzir
o termo de salto.

Para obter a formulagdo Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados (LS),
tem como principio basico que, a formulacao é obtida ao adicionar um operador
de estabilizacao a formulacao de Galerkin Descontinuo. Em outras palavras, pode-
se dizer que o método estabilizado Galerkin Descontinuo + Minimos Quadrados
para um problema de forma geral combina: um operador de estabilizacao dado pelo
residuo das equacoes que governam o problema a nivel de elemento e a formulagao
de Galerkin descontinuo.

Esta combinacao tem como principal objetivo, a obtencao de uma formulacao
variacional consistente com propriedades de estabilidade superiores as da aproxi-
macao original. O operador de estabilizacao é multiplicado por um parametro de
estabilizacao, que quando usado adequadamente, estes operadores garantem a esta-

bilidade sem comprometer a precisao.
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O operador de estabilizacao tem a seguinte forma:

Se+1 dT d 5 ) _ .
f o |A— + K¥|- |A—0P""" + KOV | ds
Se ds ds
Se+1 d _ ) . )
= f Qef' [Ad_ay/h,e,z,m + Kasyh,e,l,m] ds (423)
Se s

onde ”-”” denota o produto escalar entre dois vetores. Considerando a equacgao (4.23)),
destaca-se os termos Bgrs(P"¢, 0¥, e Fgrs(@P™4™),. que sdo adicionados a

formulagao Galerkin descontinuo, e sao definidos como:

~ I Se+l d¥v d -, . -
Bgrs (P, 0pheim), = f a* [Ad— + K&U] : [Ad—asvh’e”vm + Kasvh’e’”"] ds (4.24)
5 s s
L Se+l d -, . o
Fers(0@meim), = f a“f- [Ad—a gheim L Ko lph’e”’m] ds (4.25)
Se N
O termo a° é o parametro de estabilizacao dado por:
aAs

= — 4.26
1Al (4.26)

onde0.1<ac<l,e
1/2
Il = > @’ (4.27)

Conhecendo o operador de estabilizacao, pode-se entao descrever a formulacao

Galerkin Descontinuo + LS dada da seguinte forma: encontrar o vetor "¢ tal que:

Bopicrs (P, 09", = Fopigrs (09", e=0,1,--- ,N—1 (4.28)

voptem onde i=0,---,4 (4.29)
Na equagao (4.2§), tem-se que

Bepigrs (P, 09", = Bop(P"¢,0P""™), + Bors (P, 09", (4.30)

Fopicrs @P""), = Fop(@P""™), + Frs (09", (4.31)

e=0,1,--- ,N—-1 (4.32)

A equacao (4.28]) é desacoplada para cada intervalo, onde é resolvida sepa-
radamente para cada elemento, assim, o resultado obtido no passo anterior é uti-

lizado como condigao inicial para o intervalo seguinte, caracterizando uma estrutura
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marchante. Cabe ressaltar que no primeiro passo as condic¢oes iniciais sao dadas
pelas condigoes iniciais do problema em sua forma forte.

Assim como no método de elementos finitos continuo, o método dos elementos
finitos descontinuos também faz uso das fungoes de interpolacao ou funcoes de forma
para as aproximagoes locais, dependendo crucialmente das mesmas, onde envolve cal-
culos ao nivel dos elementos. Para muitas aplicagoes de engenharia, o uso das fungoes
de interpolacao lineares e quadraticas sao suficientes, entretanto nesta dissertacao,
faz-se uso das fungoes de interpolacao unidimensional de grau € = 1,2,3,4 e 5.

No Apéndice [B] sao discutidos e apresentados as fungoes de interpolacao de La-

grange e os procedimentos basicos para sua construgao.

31



Capitulo 5

Modelo de Velocidades

No Capitulo [2] foi apresentado a teoria do raio de forma sucinta, obtendo dessa
forma o sistema de tragado de raios para diferentes parametrizagoes. Conforme
dito anteriormente, o sistema de tracado de raios resolvido neste trabalho é o de
parametro s (comprimento de arco) dado na equagao . Para se obter o traga-
mento de raios e o tempo de transito deve-se definir o modelo de velocidade, objetivo
desse capitulo. Obter o tragamento de raios e o tempo de transito ¢ matematica-
mente equivalente a resolver um sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias de
primeira ordem e que para determinados modelos de velocidade é possivel obter a
solugao analitica para o sistema de tracado de raios.

Definir um modelo de velocidade consiste na caracterizagao da geometria através
de parametros adequados tais como, sua dimensao e a localizacao do ponto fonte, o
nimero de interfaces que compoe o modelo e principalmente na descricao do campo
de velocidades, onde determina se o modelo é homogéneo ou heterogéneo. As ve-
locidades sao utilizadas no cédlculo do tempo de transito dos raios.

Para obter o tracamento de raios e o tempo de transito das ondas sismicas, é
necessario conhecer os parametros fisicos e geométricos do meio. Por parametros
fisicos entende-se aqui como a velocidade de propagacao das ondas P e S, e sobre os
parametros geométricos, a forma e a posicao das interfaces. No presente trabalho
trata-se de modelos bidimensionais, com meios continuos e descontinuos, ou seja,
modelo com uma camada representado por uma tunica distribuicao de velocidade
e modelos com interfaces planas horizontais caracterizando mais de uma camada,

onde cada camada é representado por uma distribuicao de velocidade.

5.1 Dimensao do Modelo

De acordo com (CERVENY (1987), em alguns casos, o modelo no qual se faz o
calculo € a terra, e na maioria das aplicagoes, porém, é interessante calcular o tragado

de raio somente em alguns modelos de proporgoes significativamente menores que
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a terra. Sendo assim, o tamanho e a orientacao do modelo devem ser especificados
antes de iniciar o célculo.
Em coordenadas cartesianas, pode-se, por exemplo, especificar o tamanho do

modelo pelas as seguintes quantidades:

Xmins Xmax» Zmin € Zmax (51)

onde o modelo tem um formato retangular, que pode ser representado pelas ine-

quacoes dadas por:

Xmin <x< Xmax € Zmin <z< Zmax (52)

Dependendo da escolha de orientacgao do sistema de coordenadas cartesianas,
pode-se entao falar sobre os limites do lado esquerdo e direito e sobre os limites
superiores e inferiores do modelo. No presente trabalho, considera-se o eixo z sendo
o eixo vertical apontando para baixo e o eixo x sendo o eixo horizontal apontando

para a direita, veja a figura [5.1

Figura 5.1: Dimensao e orientacao do modelo de velocidades.

De acordo com o modelo dado na figura [5.1], considera-se a dimensao e a orien-
tagao dada por:
0<x<Xpar © 0<2<Zpux (5.3)

Ao contrario do limite superior do modelo (superficie da Terra ou no caso da
agua, superficie da Agua), chama-se todos os outros limites simplesmente de limite.

O tracado de raio de um raio especifico para quando atinge um dos limites.
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5.2 Interfaces no Modelo

O modelo definido acima pode ser dividido por interfaces em camadas individuais.
No caso do modelo com uma tnica camada diz-se que este € um meio continuo, isto
é, um meio que nao apresenta descontinuidade (interfaces).

Esta abordagem de modelos com camadas tem sido frequentemente utilizada. O
modelo ¢ dividido em camadas individuais, separadas por interfaces z = z(x), que
atravessam todo o modelo a partir do limite da esquerda até o limite da direita. As
camadas sao numeradas do topo para o fundo do modelo, ou seja, a primeira camada
¢ a camada superior. De forma similar, as interfaces sao numeradas do topo para o
fundo do modelo, sendo a primeira interface a superficie do modelo (figura .

Em aplicagoes praticas, as interfaces em modelos com camada sao geralmente
especificadas por pontos do modelo e é mais comum simular as interfaces por apro-
ximagao spline cibico ou por algum de seus variantes (splines com suavizagao, B-
splines de tensdo, etc.), (CERVENY] [1987).

A caracterizacao de interfaces planas em duas dimensoes é extremamente simples,
na medida em que podem ser descritas por retas. Dessa forma, é possivel defini-la
através de caracteristicas como o coeficiente angular, que corresponde ao mergulho
da interface, e sua intersecao com o eixo z, possibilitando assim a obtencao da
equacao da reta tornando possivel determinar, para cada coordenada x o valor da
coordenada z correspondente aquele ponto, definindo assim a interface ao longo de
toda a extensao do modelo.

A principio trabalha-se com modelos com uma tnica camada, e no caso de mo-
delos com camadas, estes com interfaces plano-horizontais (z = constante), simulando
diferentes situagoes geoldgicas, com distribuicao de velocidade constante ou varidvel
ao longo das camadas. A distribuicao de velocidade, independente do tipo de modelo
utilizado, com interface ou nao, é necessaria para o calculo do tempo de transito dos
raios.

A posigao da fonte sera fixada sempre na primeira camada, veja figura[5.2], abaixo
da primeira interface, considera-se que todo o fundo (parte de baixo do modelo) esta
repleto de refletores, dessa forma o que nos interessa sao todos os raios que chegam
ao fundo do modelo.

A leitura do angulo de partida do raio adotado nesse trabalho tem a orientagao

conforme apresentado na figura [5.3
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. Interface |
‘ Posicio da fonte
Primeira Camada
v
L Interface 2
Segunda Camada
Uz
Interface 3
Terceira Camada
L&

Interface 4
_lmerface5
Figura 5.2: Modelo com camadas plano-horizontal e com uma fonte na primeira
camada.

Superficie do Modelo

Figura 5.3: Orientacao do angulo de partida do raio em relagao a horizontal.

5.3 Raio Andmalo em Modelos com Camadas -
Lei de Snell

Em determinadas situagoes, o tracado de raio em modelos com camadas falha.
Ele pode falhar por vérias razoes. Por exemplo, a Lei de Snell (segao pode
produzir componentes complexas do vetor vagarosidade para a onda refletida ou
transmitida o qual se quer calcular. Além disso, se a interface nao é suave, no ponto
de incidéncia, o vetor n normal a interface nao é definido. Consequentemente, a Lei
de Snell niio pode ser aplicada, para maiores detalhes veja| CERVENY] (1987, [2001)).

Quando a energia sismica encontra um material de velocidade diferente, parte

dessa energia pode ser transmitida para o segundo material (figura . A refracao
descreve a curvatura do tracado de raio no modo como as ondas sismicas viaja de
um material para outro. Para uma onda que viaja de um material de velocidade
de v; para outro de velocidade v, (veja segao , os raios sao refratados de acordo
com a Lei de Snell.

sinf; sin6,

- (5.4)

V1 V2

onde
0, - angulo de incidéncia

6, - angulo de refragao
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vy - velocidade sismica do meio incidente

v, - velocidade sismica do meio refratado

A ﬁgura ilustra como a Lei de Snell descreve trés situagoes: 1) se a velocidade
diminui através da interface (v; > v,), o raio é refratado longe da interface, 2) se
a velocidade continua a mesma (v; = v;), 0 raio nao curva, ou seja, permanece na
mesma dire¢ao e 3) se a velocidade aumenta através da interface (v; < v;), o raio é
refratado préximo a interface.

Na figura [5.5| pode se observar que o angulo de refracao aumenta com o aumento
do angulo de incidéncia. De acordo com |LILLIE (1999), uma situacao especial,
conhecida como refragao critica, ocorre quando o angulo de refracao (6,) atinge 90°
(figura . Observe que a refragao critica s6 pode ocorrer quando v < v,, como na
figura

O angulo de incidéncia (6, ) necessério para a refracao critica é chamado de angulo
critico de incidéncia (6.). Definir o angulo de refragao (6, = 90°) na Lei de Snell
mostra como o angulo critico relaciona as velocidades dos dois materiais (LILLIE]

1999):

sinf. _ sin(90°)

= 9.5

Vi Va ( )
sin 6, 1

= — 5.6

Vi %) ( )

sinf, = n (5.7)
V2

@:sm4(ﬂ) (5.8)

V2

vy >V V=V " <V,
6, &, 6,
L interface vy interface V1 interface
vz Uz vl %
92/ 92
(a) Velocidade diminui. (b) Velocidade igual. (¢) Velocidade aumenta.

Figura 5.4: Tlustragao do comportamento do raio refratado através de uma interface.

Segundo UDIAS (1999), os raios com angulos de incidéncia 6; > 6. nao sao
refratados no meio com velocidade v, e sua energia é completamente refletida de

volta ao meio com velocidade v;. Esta situacao é chamada de reflexao total. Assim,
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N L6 | interface
N
vz

Figura 5.5: O angulo de refracao aumenta com o aumento do angulo de incidéncia.

L5 = L]
> U1 interface
’*'/:;2 = 90° vz

Figura 5.6: Se v, > v, o angulo de refracao 6, pode atingir 90°. Para esse caso, o
angulo de incidéncia 6; é chamado de angulo critico 6.

do ponto de vista do angulo de incidéncia, CERVENY (2001)), apresentou diferentes
comportamentos para os angulos de incidéncia: o angulo de incidéncia subcritico,
0, < 6., o angulo 6, tem um valor real, o angulo critico de incidéncia o angulo 6,
¢ igual a 7/2 e o raio é paralelo a interface, e o angulo de incidéncia supercritico,
0, > 6., neste caso diz-se que o angulo 6, tem um valor complexo. As ondas refletidas
supercritico carregam mais energia que as ondas subcritico, uma vez que no primeiro
caso, nenhuma energia é transmitida ao segundo meio, veja a figura 5.7

6, < 6, o, 8, > 8,

interface interface

interface
pa

g*/:rr,/2

.

(a) Subcritico. (b) Critico. (¢) Supercritico.

Figura 5.7: Tlustragao dos diferentes comportamento do angulo de incidéncia.

5.4 Distribuicao ou Campo de Velocidade

Para concluir a definicao do modelo de velocidade, deve-se fazer as devidas es-
colhas para o campo de velocidade. E dependendo da escolha do tipo de velocidade
adotada para o meio de propagacao da onda, o sistema de tracado de raios apresenta

solugao analitica e para outras escolhas somente a solugao numérica. Para alguns
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meios, considerados bem comportados, pode-se usar fungoes analiticas simples para
representar a aproximacao da distribuicao de velocidade do meio.

Entretanto segundo (BOTELHO, 1986), os meios geoldgicos reais, podem apre-
sentar um alto grau de complexidade, principalmente nas areas que possuem ar-
madilhas de petréleo; alguns parametros, como as velocidades das ondas, devem ser
representados por uma rede de pontos, posto que é muito dificil descreve-la através
de uma funcao analitica simples.

A solugao mais simples e rapida do sistema de tracado de raios, no entanto, é
baseado na solucao analitica, sempre que a complexidade do modelo permite tais

solugoes.

5.4.1 Tracado de Raio Analitico

Esta secdo foi desenvolvida de acordo com (CERVENY (2001). Para se calcu-
lar o tracamento de raios e o tempo de transito, deve-se fazer a escolha da funcao
que representa o campo de velocidade, e para determinadas escolha do campo de
velocidade, o sistema de tragado de raios, obtido no Capitulo [2, pode ser resolvido
analiticamente. As expressoes analiticas para os raios e o tempo de transito encon-
tradas na literatura sao em geral para meios homogéneos e para meios com gradiente
constante do quadrado da vagarosidade, 1/v?. Entretanto, em CERVENY (2001},
encontra-se as expressoes para solugoes analiticas gerais, corresponde ao sistema
dado em , para meios com gradiente constante de 1/v" e para um gradiente
constante de Inv.

Para chegar as solugoes analiticas, faz-se uso do sistema de tracado de raios

apresentados na segao [2.3) e as condigoes iniciais dado na segao [2.4]

5.4.1.1 Meio Homogéneo

O sistema de tracado de raios para um meio homogéneo produz solugoes simples
para qualquer parametro y ao longo do raio. O sistema mais utilizado é o que possui
como parametro o comprimento de arco, s, veja o sistema . A velocidade
constante no modelo é indicada por vy. Com as condicoes iniciais dada em , a

solucao é dada por:

x(s) = xo + vopxo(s — s0) (5.9)

2(s) = 2o + vopoo(s — o) '
px(s) = Pxo (510)
pz(s) = P

T(s)=To+ (s — s0)/vo (5.11)
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Assim, o raio é uma linha reta. A grande vantagem da solucao analitica acima
nao ¢ apenas a simplicidade do tracado de raio em si, mas também a simplicidade

da determinacao da intersecao das retas com as interfaces.

5.4.1.2 Gradiente Constante da n-ésima Poténcia da Vagarosidade

Seja o sistema de tracado de raios dado em ([2.14)), as solugoes analiticas sao
obtidas quando o gradiente de v™" é constante.

Considerando a distribuicao de velocidade dada por

v'=a+bx+cz (5.12)

onde, n é um inteiro arbitrario nao nulo (positivo ou negativo). Considera-se a parte
do espago na qual v7" = a + bx + cz > 0 e assume que o ponto inicial x, esta situado
nesta parte do espago de modo que v," = a + bxg + czo > 0.

Uma solucao linear simples é obtida para as componentes do vetor vagarosidade:

1
Px(u) = pyo + ;b(ﬂ — Ho)
(5.13)

1
p(1) = po + ;C(IJ = Mo)

Aqui u é um parametro ao longo do raio relacionando o tempo de transito da seguinte
forma: dT = v™"du. O sistema de tracado de raios (2.14) pode entéo ser resolvido

pela as expressoes abaixo:

_ 1
x(u) = xo + 0“ Ko X" (w) (pr + wa) dw

(5.14)
() =z0 + Oﬂ_ﬂo X2 (w) (pzo + %cw) dw
T(u) =Ty + fo o X" (w)dw (5.15)
onde
X(W) = pyps + p.p. = Biw? + Bow + B; (5.16)
com

1 1 1
B, = ;(52 +c?), By= ZZ(beo +cpo) € Bz =pyopo+ popo= 2 (5.17)
0

Essa é a solucao do sistema ([2.14))para qualquer n # 0. Quando n = 0, tem-se que
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o sistema (Tempo de Tréansito) correspondente é dado em (2.15)), e a distribuicdo de
velocidade, para que se possa obter a solucao analitica para esse sistema, é repre-
sentado por:

Inv=a+bx+cz (5.18)

Para maiores detalhes a respeito das expressoes analiticas para esse caso, veja CER-
VENY (2001). E para maiores informagoes sobre solugoes analiticas veja CERVENY
(1987) e MIQUELES (2006).

Quando n = 1 implica que u = s e gy = 59, dai tem-se o sistema de tracado de
raios onde o parametro é o comprimento de arco, fazendo sy = 0 e consultando as
integrais das equagoes e em um manual de férmulas matematicas, como
por exemplo em |SPIEGEL e LIU| (1998), e em seguida efetuando alguns célculos e
simplificacoes obtem-se as expressoes da solucao analitica para esse sistema, dada

respectivamente por:

. bB 2VB; VX +2B;s+ B b 1
x(s):xo+(p0 - 2 )ln ‘/_1\/_1 T2 +—(\/_——) (5.19)
VB, 2B, VB; 2vVB,— + B, B, Yo

Vo
B 2VB VX +2B;s+B 1
z(s):zO+(pZ° i )m ‘/_‘\/_1 T +i(«/_——) (5.20)
VB, 2B VB, 2B — + B, 1 Vo
Vo
Px(8) = pxo + bs (5.21)
p(s) = po +cs (5.22)
1 2
B, 2B,s+B Bz~ B 2B, VX +2B,s + B
S
T(s):T0—4jg+ 143 2VX + 0 In 1 : 2 (5.23)
voBi 1 8B, VB, 2 VB — + B,
Vo

5.4.2 Tragado de Raio Numérico

O sistema de tracado de raios em meios com variacao horizontal e vertical pode
ser resolvido numericamente e analiticamente, neste 1ltimo caso, somente para al-
gumas escolhas do campo de velocidade como visto anteriormente.

A abordagem mais geral é baseada na solucao numérica. No entanto, muitas
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das vezes ¢ dificil descrever a distribuicao de velocidade em todo o modelo por uma
funcao simples, fazendo-se necessario, subdividir o modelo em camadas adequadas
onde em cada camada a distribuicao de velocidade pode ser aproximada por fungoes
simples.

Os sistemas de tragado de raios apresentados na segao sao sistemas de
Equagoes Diferenciais Ordinérias de primeira ordem, com as devidas condicoes inici-
ais. Procedimentos numéricos para a solucao de um sistema de equacoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem com condigoes iniciais sao bem conhecidos. Varias téc-
nicas numéricas, que dao a solugao de tais sistemas com certa precisao, sao descritos
em detalhe em livros didéaticos sobre matematica numérica. Entre os mais populares
sao os métodos de Runge-Kutta e preditor-corretor de Hamming.

No presente trabalho, resolve-se o sistema de tracado de raios pelo o método de
Elementos Finitos Descontinuos com Minimos Quadrados conforme foi apresentado
no Capitulo[d Para se calcular o tragado de raio numérico, deve-se primeiramente
selecionar o parametro u ao longo do raio, que no presente trabalho serd o compri-
mento de arco s.

Considere o sistema de tracado de raios dado por:

o _,

dS - pz

— =—- 5.24
ds 8xi(v) (5:24)
ar 1

ds v

assim, dependendo da funcao distribuicao de velocidade adotada tem-se um sistema

especifico como exposto a seguir.

5.4.2.1 Distribuigao de Velocidade: Gradiente Constante da Velocidade

Para a obtencao do tracamento de raios, deve-se escolher as funcoes que represen-
tam a distribuicao de velocidade, tais fungoes representam as variacoes de velocidade
de um determinado meio, como: velocidade constante ao longo da camada, variagao
linear com a profundidade ou até mesmo variacao horizontal e vertical.

A primeira escolha da funcao distribuicao de velocidade para se calcular o tracado

de raio numericamente, é dada pelo gradiente constante da velocidade:

v=a+bx+cz (5.25)

Considerando a equagao (5.25)) e o sistema ([5.24]), tem-se que o sistema é nao

41



linear devido as duas ultimas equagoes. E ao submeter ao processo de linearizagao

(veja o Apéndice , tem-se que o sistema resultante é dado por:

dxn+1
ds
1000 0) g
0100 0] ds o\
00100 Cg’x
R)
00010 dp. n+l
00001 ds
dTn+l
ds
—bpz —sz " 0 0 apz — v”pﬁ
“bpt—ept 0 v 0[N apro vy
_2b2 _ 2bc o 0 o 7! 2ab  3b
+ (vn)3 (Vn)23 p1;+1 — (V”)3 (Vn)Z (526)
_2bc 2 o 0 0 e 2ac 3c
n\3 n)3 4 (vn)3 (V”)2
A L | 0 B I
(vn)Z (vn)Z p (vn)Z

5.4.2.2 Distribuicao de Velocidade: Gradiente Constante da Vagarosi-
dade

A segunda escolha da distribuicao de velocidade para se calcular o tracado de
raio numericamente, é dada pelo gradiente constante da vagarosidade:
1
= =a+bx+cz (5.27)
Considerando a equacao e o sistema (5.24]), tem-se que o sistema é um
sistema nao linear devido a primeira equacao. E ao submeter ao processo de line-

arizagao (veja o Apéndice [C)), tem-se que o sistema resultante é dado por:
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Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo, serao apresentados os resultados e respectivas analises referentes
a solucao do sistema de equacgoes do tragado de raios cinematicos pelo o método de
Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados desenvolvido neste trabalho, visando
avaliar a precisao dos resultados numéricos obtidos.

Inicialmente, serao considerados modelos de velocidades: homogéneo, com gradi-
ente constante da vagarosidade e com gradiente constante da velocidade, todos com
uma unica camada. Posteriormente, serd apresentado um exemplo com 3 camadas
plano-horizontais, onde cada camada possui uma velocidade constante.

Verifica-se em ambos os modelos a acuracia da solucao em relagao ao parametro
@, dentro do intervalo de defini¢ao (segao , que define o parametro de estabiliza-
¢ao necessario para a aplicacao do método proposto. Sendo este fator de estabiliza-
¢ao, um ponto bastante importante no que diz respeito a obtencao de uma solugao
mais precisa, pois é necessario determinar o melhor valor de & para caracterizar uma
boa aproximagcao.

Sao apresentados cinco exemplos, onde no primeiro, apresenta-se a solucao
numérica do sistema de tracado de raios para um modelo homogéneo onde é feita
uma comparagao com a solugao analitica. E feita uma avaliacao da formulagao
Galerkin Descontinuo + Minimos Quadrados com trés diferentes valores de a.

No segundo exemplo, apresenta-se a solu¢gao numeérica do sistema de tracado de
raios para um modelo com gradiente constante da vagarosidade, onde é feito uma
discussao com relacao a dois valores diferentes de As.

No terceiro exemplo, apresenta-se a solucao numérica do sistema de tracado de
raios para um modelo com gradiente constante da vagarosidade, onde é feito uma
discussao em termos do grau do polinémio ¢.

No quarto exemplo, apresenta-se a solugao numérica do sistema de tragado de
raios para um modelo com gradiente constante da velocidade, onde é feito uma
comparagao da solugao numérica (GDLS) com a solugdo dada por CREWES, veja
Apéndice D] Ressalta-se que CREWES (Consortium for Research in Elastic Wave
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Exploration Seismology) é um consércio, porém no presente trabalho refere-se como
método CREWES, por questao de simplicidade.

No quinto exemplo, apresenta-se a solucao numérica do sistema de tragado de
raios para um modelo com camadas plano-horizontais, onde cada camada possui
uma velocidade constante, e serd discutida a solucao do sistema para trés valores de
Q.

Em todos os exemplos, considera-se um modelo com dimensoes 0 < x < 1000 e
0 < z <1000, e também serao apresentadas as solugoes do sistema de tragado de
raios para um feixe de Nr raios, sendo assim deve-se indicar o angulo inicial e angulo
final de acordo com a orientagao dada na figura dessa forma considera-se Gi,icia

€ gfinah onde

Af = (efinal = Ouicia)|(NT — 1) (61)

indica a variacao do angulo, sendo que o primeiro raio parte com o angulo 6icia,
o segundo com 6., + A, assim em diante, obtendo-se dessa forma o angulo de
partida de cada um dos Nr raios.

As condicOes iniciais necessarias para a solucao do sistema sdo compostas pelo
ponto fonte dado pelas coordenadas xy e 79, sendo o mesmo para os Nr raios, o vetor
vagarosidade é dado por p,y = cos(8)/vy e p,o = sin(d)/vy, neste caso o angulo de
partida é especifico para cada raio de acordo com a variacao do angulo, equacgao
, e para finalizar, o tempo de transito inicial Ty, que serd o mesmo para todos
0s raios.

Serao considerado nos exemplos os seguintes parametros:

¢ - é o grau das funcgoes de interpolagao de Lagrange.

As - é o tamanho do passo (elemento).

@ - termo utilizado na definicao do parametro de estabilizacao a® dado na equacao
([4.26)). E seu intervalo de variagao ¢ 0.1 <@ < 1.

As unidades fisicas utilizadas nos exemplos nao serao explicitadas, entretanto

sao de acordo com o Sistema Internacional de unidades (SI).

6.1 Exemplo 1: Modelo Homogéneo

Neste primeiro exemplo, tem-se um modelo homogéneo com uma tinica camada,

onde a velocidade no meio é constante:

vy = 2500 (6.2)

e dessa forma apresenta-se a solugao analitica do sistema de tracado de raios con-

forme mostrado na secao [5.4.1.1] assim como a soluc¢ao numérica pelo método de
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Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados, que a partir de agora sera chamado
simplesmente de GDLS.

Considera para esta anélise, a solugao do sistema de tracado de raios para Nr = 10
e usa-se angulo inicial e angulo final dados respectivamente por: O = 70° e
O tina = 110°. Como condicoes iniciais considera-se como ponto fonte as coordenadas
dadas por xy = 500 e zp = 15, as componentes do vetor vagarosidade p,o = cos(8)/vo
e py = sin()/vy e o tempo de transito Ty = 0.

Na tabela 6.1, apresentam-se alguns parametros utilizados na solugao numérica

GDLS.

Tabela 6.1: parametros utilizados na solugao numérica do modelo homogéneo.
=2
As =0.1
GDLSa =03 GDLSa=0.6 GDLSa=0.85

Na figura [6.1] apresenta-se o modelo homogéneo com o tragado dos 10 raios:

————— ———— 2401
i
100 - 2400.5
200 + . 2400 6
n
% 300 + 1 [ q200.4
E 400t 1 | 25002
@
- L 4 -
3 500 2400
T GO0 1 | {995
5
S 7oof 1 b 24995
o
500 . 2499.4
900 1 2499.2
1000 2493

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Comprimento (metros)

Figura 6.1: Modelo homogéneo com uma camada - 10 raios.

A seguir é apresentado para cada raio uma tabela com a solucao analitica e a

solugao numérica para os 3 diferentes valores a.
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Tabela 6.2: Modelo homogéneo: primeiro raio com angulo de partida, 6 = 70°

Primerio Raio

x 4 Px P: T
Analitica 858.53971624  1000.07977436  0.00013680 0.00037587 0.41933200
a =03 85847764278 1000.04537588  0.00013675 0.00037583 0.41931999
a=0.6 85853971383 1000.07976764 0.00013680 0.00037587 0.41931999
@ =0.85 85851974716 1000.06868455 0.00013679 0.00037586 0.41931999

Tabela 6.3: Modelo homogéneo: segundo raio com angulo de partida, 8 = 74.44°

Segundo Raio

X Z Px P: r
Analitica 774.20649654  1000.04672338  0.00010726 0.00038534 0.40900000
a=0.3 774.15012030 1000.01399850 0.00010722 0.00038531 0.40899999
a=0.6 774.20649476 1000.04671682 0.00010726 0.00038534 0.40899999
a =085 774.18836169 1000.03617221 0.00010725 0.00038533 0.40899999

Tabela 6.4: Modelo homogéneo: terceiro raio com angulo de partida, 6 = 78.88°

Terceiro Raio

x Z Px Pz T
Analitica 693.46383836  1000.08220633  0.00007708 0.00039250 0.401556000
a=03 693.41196730 1000.05066027 0.00007704 0.00039246 0.40155999
a=0.6 693.46383714 1000.08219989 0.00007708 0.00039250  0.40155999
@ =0.85 693.44715433 1000.07203459 0.00007707 0.00039249  0.40155999

Tabela 6.5: Modelo homogéneo: quarto raio com angulo de partida, 8 = 83.33°

Quarto Raio

X

<

Px

D

T

Analitica

615.14095222

1000.09380320

0.00004643

0.00039729

0.39672000

615.09266520

1000.06301276

0.00004639

0.00039725

0.39671999

615.14095152

1000.09379684

0.00004643

0.00039729

0.39671999

615.12542277

1000.08387467

0.00004642

0.00039728

0.39671999

Tabela 6.6: Modelo homogéneo: quinto raio com angulo de partida, 6 = 87.77°

Quinto Raio

X

Z

Px

P:

T

Analitica

538.22476098

1000.05863157

0.00001551

0.00039969

0.39432000

538.17932778

1000.02821364

0.00001547

0.00039966

0.39431999

538.22476078

1000.05862526

0.00001551

0.00039969

0.39431999

538.21015128

1000.04882294

0.00001549

0.00039968

0.39431999
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Tabela 6.7: Modelo homogeéneo: sexto raio com angulo de partida, 6 = 92.22°

Sexto Raio

X Z Px P: T
Analitica 461.77523901 1000.05863157 -0.00001551 0.00039969 0.39432000
a =03 461.73206337 1000.02821364 -0.00001554 0.00039966 0.39431999
a=0.6 461.77523930 1000.05862526 -0.00001551 0.00039969 0.39431999
a=0.85 461.76135738 1000.04882295 -0.00001552 0.00039968 0.39431999
Tabela 6.8: Modelo homogéneo: sétimo raio com angulo de partida, 6 = 96.66°
Sétimo Raio
X Z Px Pz T
Analitica 384.85904777 1000.09380320 -0.00004643 0.00039729 0.39672000
a =03 384.81764402 1000.06301278 -0.00004646 0.00039725 0.39671999
a=0.6 384.85904856 1000.09379685 -0.00004643 0.00039729 0.39671999
a=0.85 384.84573815 1000.08387468 -0.00004644 0.00039728 0.39671999

Tabela 6.9: Modelo homogéneo: oitavo raio com angulo de partida, 6 = 101.11°

Oitavo Raio

x z Px P: T
Analitica 306.53616163 1000.08220633 -0.00007708 0.00039250 0.40156000
a =03 306.49614005 1000.05066029 -0.00007711 0.00039246 0.40155999
a=0.6 306.53616294 1000.08219991 -0.00007708 0.00039250 0.40155999
a =0.85 306.52329886 1000.07203460 -0.00007709 0.00039249 0.40155999

Tabela 6.10: Modelo homogéneo: nono raio com angulo de partida, § = 105.55°

Nono Raio

x 4 Px P: T
Analitica 225.79350345 1000.04672338 -0.00010726 0.00038534  0.40900000
@=03 225.75455029 1000.01399853 -0.00010729 0.00038531 0.40899999
a=06 225.79350532 1000.04671684 -0.00010726 0.00038534 0.40899999
@ =085 225.78098687 1000.03617224 -0.00010727 0.00038533 0.40899999

Tabela 6.11: Modelo homogéneo: décimo raio com angulo de partida, 8 = 110°

Décimo Raio

x Z Px P: T
Analitica 141.46028375 1000.07977436 -0.00013680 0.00037587 0.41933200
a =03 141.42215624 1000.04537591 -0.00013683 0.00037583 0.41931999
a =06 141.46028625 1000.07976767 -0.00013680 0.00037587 0.41931999
@ =0.85 141.44803562 1000.06868458 -0.00013681 0.00037586 0.41931999

48



Verificando as tabelas de a [6.11] observa-se a solugdo analitica e a solugao
numérica para os trés diferentes valores de @, sendo esta solucao o tultimo ponto
atingido por cada raio na parte de baixo do modelo. Pode-se destacar que para
ambos os valores de @ a solugao numérica referente as variaveis p,, p, e T foram
obtidas com uma 6tima precisao, mas no contexto geral, as variaveis x e z apresentam
uma aproximagao pior em relagao as outras variaveis, porém observa-se que para este
exemplo x e z também apresentaram étimas solugoes.

Depois de realizados intiimeros experimentos numéricos com o valor de & dentro
do intervalo de definicao, assim como para diferentes valores da velocidade, enfatiza-
se que para modelos homogéneos, mais especificamente para esse exemplo, o valor
de @ = 0.6 foi o que melhor aproximou da solucao analitica, isso levando em consi-
deracao que a solucao do sistema é dada pela obtencao das cinco variaveis.

Escolhendo o primeiro raio (figura , raio na cor branca), sao apresentadas
as variagoes do erro absoluto em funcao do comprimento de arco s, que serd um

indicativo da taxa de convergéncia do método em fungdo do parametro @ (veja

figura .
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Figura 6.2: Graficos do erro absoluto para o primeiro raio do modelo homogéneo.
Olhando a figura é possivel verificar que o menor erro absoluto corresponde
ao valor de @ = 0.6, na figura |6.2(e)| embora nao fique claro isso, tem-se que o erro

é praticamente zero para os trés valores de @. Fica assim evidenciado que o erro

absoluto aumenta com o aumento do parametro s.
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6.2 Exemplo 2: Gradiente Constante da Va-

garosidade - Variacao Vertical

Neste exemplo é considerado um modelo com gradiente constante da vagarosi-
dade com uma tnica camada, onde a velocidade no meio ¢ dada por v=!. Con-
siderando n = 1, tem-se a solucao analitica para o sistema de tragado de raios dado
em (2.16), conforme apresentado na segdo [5.4.1.2]

Serd analisada a solucao numeérica do sistema de tracado de raios em comparacao
com a solucao analitica, da mesma forma que no exemplo 1, onde ¢ ilustrado os
graficos dos erros absolutos em fun¢ao do comprimento de arco s, para as cinco
variaveis, e sera realizada uma breve discussao com a variacao do termo @, dentro
do intervalo de definicao.

Considera-se para esta analise, a solu¢ao do sistema de tracado de raios para
Nr = 31, sendo o angulo inicial i = 60° € 0 angulo final 6,y = 120°. Com as
seguintes condicoes iniciais: ponto fonte dado por xo = 500 e zy = 25, as componentes
do vetor vagarosidade sendo p.y = cos(6)/vy e p,o = sin(6)/vy e o tempo de transito
inicial dado por Ty = 0.

Considera-se a funcao com gradiente constante da vagarosidade dada por:

1
— =a+ bx + cz=0.0005 + 0x — 0.0000003z (6.3)
i,

sao analisados dois casos onde o primeiro se usa As = 0.1 e no segundo As = 10,
ambos com o mesmo grau £ = 4 e para os mesmo valores de @.

Considerando a equacao , observa-se que para este exemplo a vagarosidade
se apresenta com variacao vertical uma vez que b = 0, dessa forma, tem-se um
modelo onde a velocidade varia de 2000 para 5000 verticalmente, veja a figura [6.3]

Na figura 6.3, apresenta-se o modelo com o tracado dos 31 raios:
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Figura 6.3: Modelo com gradiente constante da vagarosidade (variacao Vertical) -
31 raios.

6.2.1 Primeiro Caso:

O primeiro caso diferencia do segundo, pelo o valor de As. Neste primeiro caso
apresenta-se a tabela [6.12 com alguns parametros utilizados na solu¢ao numérica

proposta:

Tabela 6.12: parametros utilizados na solugao numérica do modelo com gradiente
constante da vagarosidade (Variagao Vertical).
(=4
As =0.1
GDLSa=0.1 GDLSa=05 GDLSa=1

Considerando o raio destacado na figura (na cor branca) é feita uma andlise
com os trés diferentes valores de @&, o raio selecionado é o primeiro a chegar a parte
inferior do modelo, correspondente ao oitavo raio da direita para a esquerda. Em

seguida apresentam-se os graficos do erro absoluto das cinco variaveis para os valores

de @ dados na tabela
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Figura 6.4: Graficos do erro absoluto para o oitavo raio do modelo com gradiente
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de & utilizados foram encontradas solucoes bastantes satisfatorias quando @ = 0.1,
sendo o valor que apresenta a melhor aproximacao para as cinco variaveis.

Outro ponto importante a ser tratado é quanto a aproximacgao da solugao com
relacao a variacao de @. Olhando a figura [6.4] a primeira impressao que se tem é
que quanto maior o valor de @, maior é o erro absoluto, isso acontece em parte, com
excecao da variavel x.

Verificou-se que com o aumento de @, ha um aumento no erro absoluto das
variaveis z, px, pz e T, mas para a variavel x destaca-se que se for usado @ = 0.4
o erro absoluto é da ordem de 1.4, para @ = 0.6 o erro é da ordem de 0.8 e para o
valor de @ = 0.5 apresentado na figura o erro é da ordem de 0.09. Com isso
fica evidente a sensibilidade da aproximagcao com a variacao de @, tornando-o dessa
forma o fator complicador da aplicacao do método GDLS, onde é necessério a partir

dos diversos experimentos determinar o melhor valor para a.

6.2.2 Segundo Caso:

Considerando As = 10, é feito uma andlise do mesmo raio destacado na figura
6.3| (na cor branca) com os mesmos valores de a.

Olhando os graficos da figura[6.5] observa-se que hd um aumento no erro absoluto
das variaveis z, pz e T com o aumento de @, na figura embora apare¢a uma
oscilagao no grafico referente a variavel px, chama-se a atencao que para esta variavel
o erro absoluto é praticamente zero, tornando esta oscilacao insignificante.

No graficos da figura , verifica-se a sensibilidade da aproximacao com re-
lacao a variacao de @, ou seja, o erro absoluto das varidveis x para @ = 1 é menor que
para o valor @ = 0.5. Vale destacar que o uso de As = 10, influenciou no aumento do
erro absoluto, implicando dessa forma uma pior aproximagao em relacao ao primeiro
caso com As = 0.1.

Porém foi verificado que o uso de @ = 0.1, implica numa Otima aproximacao

mesmo quando se usa As = 10.
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Figura 6.5: Gréaficos do erro absoluto para o oitavo raio do modelo com gradiente
constante da vagarosidade (Variacao Vertical), As = 10
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6.3 Exemplo 3: Gradiente Constante da Va-

garosidade - Variacao Horizontal e Vertical

Neste exemplo, também leva-se em consideracao um modelo com gradiente cons-
tante da vagarosidade com uma tnica camada.

Faz-se uma comparagao da solugao numérica do sistema de tracado de raios com
a solugao analitica, da mesma forma que no exemplo 2, onde serd ilustrado os graficos
dos erros absolutos em funcao do comprimento de arco s, para as cinco variaveis,
e realiza-se uma breve discussao com um tunico valor para o termo @, levando em
consideracao trés valores para o grau do polinomio.

Apresenta-se a solucao do sistema de tracado de raios para um feixe de Nr = 51,
sendo o angulo inicial 6w = 30° e o angulo final 6,y = 150°. As condigoes
iniciais sao dadas pelo ponto fonte por xy = 500 e zg = 25, as componentes do vetor
vagarosidade p,y = cos(@)/vy e p,o = sin(f)/vy e o tempo de transito inicial dado por
T() = 0

Considera-se a funcao com gradiente constante da vagarosidade dada por:

1
S =a + bx + cz = 0.0005 - 0.0000001x — 0.0000001z (6.4)

Considerando a equacao (6.4]), tem-se que para este exemplo a vagarosidade se
apresenta com variacao horizontal e vertical uma vez que tanto b quanto c¢ sao

diferentes de zero.
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Na figura apresenta-se o modelo com o tragado dos 51 raios:
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Figura 6.6: Modelo com gradiente constante da vagarosidade (Variagado Horizontal
e Vertical) - 51 raios.

Na tabela[6.13] apresentam-se alguns parametros utilizados na solu¢ao numérica

proposta:

Tabela 6.13: parametros utilizados na solucao numérica do modelo com gradiente
constante da vagarosidade (Variagdo Horizontal e Vertical).

GDLSa =04
As=1

O raio destacado na figura (na cor branca) é o décimo quinto raio da direita
para a esquerda e tem como angulo de partida 6 = 63.6°, e foi escolhido por que é
um dos raios que chega ao fundo do modelo.

Em seguida apresenta-se os gréaficos do erro absoluto das cinco variaveis para os
valores de ¢ dado na tabela [6.13]

Assim como nos exemplos anteriores, nesse exemplo foram realizados intimeros
experimentos numéricos com diferentes valores de @, e o que justifica a escolha de
um unico valor para essa analise é que dentro do intervalo de definicao de @, foram
obtidas otimas aproximacoes. Dessa forma, considerando @ = 0.4, optou-se em

realizar uma andlise em termos do grau do polinomio.
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Figura 6.7: Graficos do erro absoluto para o décimo raio do modelo com gradiente
constante da vagarosidade (Variacao Horizontal e Vertical), GDLS @ = 0.4

Olhando a figura [6.7] observa que as varidveis x e z sao as que apresentam uma
maior dificuldade de aproximagao, assim como nos exemplos anteriores, uma vez que
o erro absoluto é bem maior em relagao as outras variaveis.

A principal observacao que se faz é que o aumento do grau do polinomio implica

no aumento do erro absoluto, o que se conclui que o uso de £ =2 é o que apresenta
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a melhor aproximacao para todas as varidveis.

6.4 Exemplo 4: Gradiente Constante da Veloci-
dade

Neste exemplo, é levado em consideracao um modelo com gradiente constante
da velocidade com uma tunica camada.

E analisado a solucao numérica do sistema de tracado de raios em comparacao
com a solu¢ao dada em [CREWES| veja Apéndice [D] Neste exemplo, leva-se em
consideragao a comparacao somente do ultimo ponto do raio que chegar ao fundo
do modelo.

O sistema de tracado de raios resolvido em (CREWES| é o sistema que tem como
pardmetro o tempo de transito T (veja o sistema [2.15)), no presente trabalho o
sistema tratado é o que tem como parametro o comprimento de arco s (veja o sistema
[2.16). No Capitulo[2 apresenta-se o sistema geral para diferentes parametros, ambos
obtém o tragado de raio. Para que se possa comparar os dois sistemas, faz-se uso
da seguinte estratégia: como no caso do sistema tratado (comprimento de arco),
obte-se como solugao x, z, px, pz e T, toma-se o tempo de transito obtido para
cada raio e usa-se na rotina dada em CREWES| o que corresponde que o raio vai
parar justamente quando alcangar este tempo, o que torna possivel a comparagao
da outras 4 varidveis, porém como as variaveis px e pz sao obtidas em geral com

Otimas aproximacoes, faz-se a comparacao somente das variaveis x e z.

6.4.1 Primeiro Caso: Variacao Vertical

Apresenta-se a solugao do sistema de tracado de raios para um feixe de Nr = 11,
sendo o angulo inicial ;. = 70° e o angulo final 6y, = 110°. As condigoes iniciais
sao: xg = 500 e zp = 30 como ponto fonte, p,y = cos(0)/vy e p,y = sin(@)/vy as
componentes do vetor vagarosidade e o tempo de transito dado por T, = 0.

Considera-se para esse exemplo, a funcao velocidade com gradiente constante

dada por:

v=a+bx+cz=2000+0x + 2z (6.5)

A equacao (6.5]) indica que para este exemplo a velocidade se apresenta com vari-
acao vertical uma vez que b = 0, dessa forma, tem-se um modelo onde a velocidade
varia de 2000 para 4000 verticalmente, veja a figura [6.§
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Na tabela apresenta-se alguns parametros utilizados na solu¢ao numérica

proposta:

Tabela 6.14: parametros utilizados na solugao numérica do modelo com gradiente
constante da velocidade (Variagao Vertical).
=2
As=1
GDLSa =02 GDLSa=05 GDLSa=0.8

A escolha dos possiveis valores de @ dado na tabela foi feito de forma
aleatéria uma vez que foi verificado que dentro do intervalo de definicao de @, os
valores encontrados como solu¢ao sao bem proximos dos que sao apresentados por
CREWES.

Na figura [6.8] apresenta-se o modelo com o tragado dos 11 raios:
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Figura 6.8: Modelo com gradiente constante da velocidade (Variagao Vertical) - 11
raios.

A titulo de comparagao, considera-se o ultimo ponto de todos os raios que chega
ao fundo do modelo, pela figura corresponde do segundo ao décimo raio, da

direita para a esquerda.
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Tabela 6.15: Comparacao da solucao GDLS x CREWES para trés valores de a.
Raio Variaveis CREWES GDLSa =02 GDLSa=05 GDLSa@=0.8

2° X 935.4730 935.4635 935.2599 935.2832
z 999.9334 999.5814 999.8226 999.8150
3° X 813.3767 813.4439 813.0675 813.0875
z 999.9486 999.8063 999.5757 999.5909
4° X 703.2901 703.3166 703.1558 703.1767
z 999.8326 999.6942 999.9082 999.9196
5° X 600.0949 600.0771 599.9295 599.9464
z 999.9029 999.6985 999.9308 999.9399
6° X 500.0000 499.9619 499.8191 499.8329
Z 999.9141 999.5321 999.7693 999.7926
7° X 399.9051 399.8419 399.7027 399.7156
zZ 999.9029 999.7033 999.9196 999.9330
8° X 296.7099 296.6000 296.4605 296.4732
zZ 999.8326 999.6939 999.9241 999.9276
9° X 186.6233 186.4653 186.5276 186.5394
z 999.9486 999.8125 999.5734 999.5796
10° X 64.5269 64.4374 64.2935 64.3075
z 999.9335 999.5836 999.8119 999.8110

Olhando a tabela [6.15] e partindo do principio de que a solugao dada por
CREWES também é uma solucao numeérica, pode-se dizer que a solucao do sis-
tema de tracado de raios pelo método GDLS apresentam resultados satisfatério,
uma vez que no contexto geral tem-se que para o intervalo de definicao de @&, obtem

solucoes bem proximas das apresentadas por CREWES|

6.4.2 Segundo Caso: Variacao Horizontal e Vertical

Neste caso, apresenta-se a solucao do sistema de tracado de raios para um feixe
de Nr = 41, sendo o angulo inicial @i = 60° e o angulo final 0,y = 120°. As
condigoes iniciais sao das por: xy = 500, zo = 30, p,o = cos(@)/vy, p.o = sin(@)/vy e
Ty = 0.

Considera-se para esse exemplo, a funcao velocidade com gradiente constante

dada por:

v=a+bx+cz=2000+ 1x+2z (6.6)

Considerando a equagcao [6.6], tem-se que para este exemplo a velocidade se apre-
senta com variacao vertical e horizontal, dessa forma, tem-se um modelo onde a
velocidade varia de 2000 para 5000, veja a figura [6.9]
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Na tabela apresenta-se alguns parametros utilizados na solu¢ao numérica

proposta:

Tabela 6.16: parametros utilizados na solugao numérica do modelo com gradiente
constante da velocidade (Variagao Horizontal e Vertical).
=4
GDLSa =04
As =0.1 As =1 As =10

Foi considerado um tnico valor de @&, e em seguida resolveu-se o problema para
trés diferentes valores de As, com grau £ = 4. Posteriormente, foi escolhido dois

raios para apresentar a solucao GDLS em comparacao com a solucao encontrada

por CREWES.
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Figura 6.9: Modelo com gradiente constante da velocidade (Variacao Horizontal e
Vertical) - 41 raios.

A titulo de comparacao, considera-se o ultimo ponto dos raios destacados na
figura[6.9] corresponde ao quarto e ao vigésimo sexto raio, da direita para a esquerda.
Foi verificado através de experimentos numéricos que ao variar o valor de @
dentro do intervalo de definicao, os valores encontrados eram bem préximos dos
apresentados por CREWES| dessa forma neste caso determinou-se, em analisar a

influéncia da variacao de As, fixando um valor de a@.

62



Tabela 6.17: Comparagao da solugao GDLS @ = 0.4 x CREWES para trés valores
de As.

Raio Variaveis CREWES As=0.1 As=1 As =10
4° X 952.3629  952.7603 952.4237 952.1061
999.9989  999.9779 999.9330 998.1125
101.1321  101.3404 101.0503 101.7068
999.5948  999.9971 999.6078 1000.2039

26°

N M| N

Olhando a tabela [6.17, observa-se que para ambos os valores de As a solucao
encontrada se apresenta proxima da encontrada em |CREWES| porém verifica-se que
quando se usa As = 10, os valores referentes a variavel z diferem dos apresentados
em (CREWES| ainda na parte inteira, mas em contexto geral verificou que, mesmo

usando As = 10, os valores ficaram bem proximos.

6.5 Exemplo 5: Modelo com Trés Camadas

Plano-Horizontais

Neste exemplo, é levado em consideracao um modelo com trés camadas plano-
horizontais, sendo que em cada camada tem uma velocidade constante: na primeira
camada v; = 2000, v, = 5000 e v3 = 3000. Como a velocidade é constante em cada
camada é possivel obter a solucao analitica para cada raio, aplicando dessa forma
a Lei de Snell nas interfaces do modelo. Para que se possa avaliar a eficiéncia do
método GDLS, encontra-se a solugao analitica de todos os raios que chegam ao fundo
do modelo.

Apresenta-se a solugao do sistema de tracado de raios para um feixe de Nr = 30,
sendo o angulo inicial iy = 50° € o angulo final 6, = 130°. Para este exemplo
considera as seguintes condicoes iniciais: xo = 500, zo = 15, py = cos(@)/vy, po =
sin(@)/vg e To = 0.

Na tabela [6.18] apresenta-se alguns parametros utilizados na solucao numérica

proposta:

Tabela 6.18: parametros utilizados na solugao numérica do modelo com trés camadas
plano-horizontais.

£=3
As =1
GDLSa=0.1 GDLS@a=0.5 GDLSa=09
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Na figura [6.10, apresenta-se o modelo com trés camadas com o tragado dos 30

raios:

")
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=
=
5
e _— ' o ; = b 43000
2 i i
800 F -
900 | .
1000 2000

1 | 1 | | | | 1 1
100 200 300 400 500 OO 700 8OO 900 1000
Comprimento (metros)

Figura 6.10: Modelo com trés camadas plano-horizontais - 30 raios.

Olhando a figura pode-se dizer que neste modelo com camadas os raios se
comportam de acordo com o que foi descrito na secao [5.3] que diz respeito a raio
anomalo. Temos um total de 12 raios que sao refletidos ainda na primeira interface
devido o angulo de incidéncia ser classificado como supercritico, ou seja, € maior que
o angulo critico, esses raios correspondem da direita para a esquerda do primeiro ao
sexto e do vigésimo quinto ao trigésimo.

H4& raios que atravessam a primeira interface, porém nao chegam ao fundo do
modelo, dessa forma nao sao levados em consideracao, no que diz respeito a anélise
do método proposto. Os raios que chegaram ao fundo do modelo, sao os que seram
considerados para que se possa calcular a solucao analitica afim de fazer uma possivel
comparagao com os resultados obtidos pelo método GDLS.

Veja na tabela a comparacao da solugao pelo método de GDLS para treés

diferentes valores de @ com a solugao analitica.
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Tabela 6.19: Comparacao da solucao GDLS x Analitica para trés valores de a.

Raio Variaveis Analitica GDLSa=0.1 GDLSa=0.5 GDLSa =09
11° X 892.746335 892.418215 892.932291 892.182001
Z 1000.000000  999.716262 999.734969 999.860949
12° X 792.203096 791.980854 792.423809 791.766856
Z 1000.000000  999.745974 999.791908 999.929430
13° X 702.628113 702.421365 702.816454 702.137279
Z 1000.000000  999.805071 999.872294 999.685318
14° X 619.371558 619.268079 619.521467 618.906154
Z 1000.000000  999.996205 999.761190 999.895703
15° X 539.442890 539.353270 539.691668 539.031980
Z 1000.000000  999.736250 999.839998 999.957363
16° X 460.557109 460.499797 460.821752 460.174148
Z 1000.000000  999.732378 999.854431 999.940303
17° X 380.628441 380.581737 380.964978 380.280922
Z 1000.000000  999.984290 1000.137035 999.843295
18° X 297.371886 297.301549 297.727175 297.946609
Z 1000.000000  999.754226 999.950296 999.921273
19° X 207.796903 207.850404 207.987629 207.304336
Z 1000.000000  999.714171 1000.556150 999.789828
20° X 107.253664 107.286407 107.703020 106.664137
Z 1000.000000  999.985618 999.907977 999.974883

Olhando a tabela [6.19, observa-se que a solugao obtida pelo método GDLS para
os trés valores apresentados de @ sao bastante satisfatoria no sentido que estao bem
proximas das solugoes analiticas. E em contexto geral, destaca-se que dentro do

intervalo de definicao de @, os valores obtidos foram bastante satisfatorios.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

7.1 Conclusoes

Esta dissertacao objetivou desenvolver uma formulacao do Método de Elementos
Finitos de Galerkin Descontinuo com estabilizagao local via Minimos Quadrados do
residuo, para a solugao do sistema de equacoes do tracado de raios.

Vale ressaltar que este trabalho tem seu foco em um ponto especifico da teoria
do tragado de raios. Concentra-se em meios para os quais o sistema de tracado de
raios tem solucao analitica e no caso do meio com gradiente constante da velocidade
que nao possui solucao analitica faz-se uma comparacao com a solucao dada por
CREWES|

Dessa forma, com base nos resultados apresentados, observa-se que o Método de
Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados mostrou-se acurado na solucao do
sistema de tracado de raios para os modelos de velocidade considerados. Porém, o
fato de a formulacao depender de um termo @, necessario na definicao do parametro
de estabilizagao é considerado o fator complicador, pois ha a necessidade de realizar
inimeros experimentos numéricos no sentido de obter o valor de @ que apresenta
uma melhor aproximacao.

Mais especificamente no exemplo 1, onde foi considerado um modelo homogéneo
verificou-se que @ = 0.6 corresponde ao valor que define o parametro de estabilizacao
que permite obter uma solucao bastante eficaz quando comparado com a solugao
analitica.

Resalta-se que os valores de @ tidos como 6timos, é levado em consideracao
somente os valores testados, dessa forma, nao implica que esse valor 6timo seja o
melhor dentro do intervalo de defini¢ao.

No exemplo 2, onde foi considerado um modelo com gradiente constante da
vagarosidade com variacao vertical, verificou-se que a aproximagao da solucao é

sensivel com a variacao de @, o que foi observado com a variavel x, onde se tem
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valores de @ bem proximos apresentando diferentes solugoes no que diz respeito a
aproximacao. Foi verificado também que para As maiores a aproximagao piora e
ficou evidenciado para este caso que o melhor valor de @ é igual a 0.1.

No exemplo 3, foi considerado um modelo com gradiente constante da vagarosi-
dade com variacao vertical e horizontal, neste caso foi verificado que diferentes va-
lores de @ dentro do intervalo de definicao apresentaram 6timas aproximagoes, porém
usando @ = 0.4 optou-se em realizar uma analise em termos do grau do polinomio e
foi evidenciado que o aumento do grau do polinémio piorou a aproximacao, sendo o
grau ¢ = 2 satisfatério na obtengao de uma 6tima solucao. Resalta-se que o grafico
do erro absoluto leva em consideracao somente o 1ultimo ponto de cada elemento,
assim quanto maior o grau do polinomio melhor sera o tragado do raio, porém em
termos do erro absoluto o aumento do grau implica no aumento do erro absoluto.

No exemplo 4, considerou-se um modelo com gradiente constante da velocidade,
onde foi feita uma comparacao com a solucao dada por CREWESL Sendo assim, no
primeiro caso onde temos somente variagao vertical de velocidade, mostrou-se que a
solucao com GDLS é proxima a solucao dada por CREWES|para os diferentes valores
de @ considerados. No segundo caso, com variacao horizontal e vertical verificou-se
que para diferentes valores de @ que a solugao aproximada era bem préxima das
apresentadas por CREWES| dessa forma optou-se em fazer uma andlise em termos
de As e foi verificado que mesmo aumentando o valor de As a solugao difere muito
pouco da apresentada por (CREWES.

Cabe ressaltar que o intuito nao foi avaliar quais sao as vantagens ou desvantagens
dos dois métodos (GDLS - |CREWES) utilizados para se determinar o tracamento
dos raios. Dessa forma, a comparacao se restringe a uma avaliagao da acuracia no
que diz respeito a obtencao das coordenadas x e z, deixando de lado uma investigagao
das verdadeiras diferencas dos dois métodos.

Ainda para os modelos com gradiente constante da velocidade (exemplos 4) o
método GDLS mostrou ser menos sensivel a variagao do parametro de estabilizagao,
pois as modificacbes do parametro @ alteravam de maneira pouco significativa os
resultados aproximados para a variavel x e z.

Com base nas analises comparativas realizadas através da rotina dada em
CREWES, observou-se que o método GDLS para o modelo com gradiente constante
da velocidade comportou de maneira compativel as solugoes obtidas com a rotina
dada em |[CREWES, validando dessa forma os resultados numéricos obtidos.

No exemplo 5, apresentou-se um modelo com camadas plano-horizontais, onde
foi verificado que o método GDLS foi bastante eficiente, pois dentro do intervalo de
definicao de @ foram encontradas solucoes bem proximas das analiticas, calculadas
fazendo-se uso da Lei de Snell nas interfaces do modelo.

No caso da ultima andlise, realizada a partir de um modelo com camadas plano-
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horizontais, constatou-se que os resultados obtidos sao compativeis com o compor-

tamento fisico previsto da Lei de Snell.

7.2 Sugestoes para Desenvolvimentos Futuros

Como perspectivas futuras para a continuacao das simulacoes e analises desen-

volvidas nesta dissertacao, destacam-se:

1. Elaborar mais simulacoes, principalmente para o caso com gradiente constante
da vagarosidade, no intuito de identificar a influéncia do gradiente em relacao
aos valores de @ encontrados como melhores valores, ou seja, verificar se a

variacao do gradiente implica na variacao de @ 6timo.

2. Avaliagao do sistema de tracado de raios pelo método GDLS para outros
parametros de integragao, por exemplo, os apresentados no Capitulo [2] tais

como parametro tempo de transito e parametro sigma.

3. Avaliar o sistema de tracado de raios com outras distribuicoes de velocidade,
tais como, gradiente constante do quadrado da vagarosidade v2 = a+bx+cz e
gradiente constante da velocidade logaritmica Inv = a+bx+ cz, meios bastante
utilizados na literatura. Sao modelos que proporcionam estudos analiticos tais
como os que se encontram, por exemplo, em CERVENY (1987}, 2001) e podem
ser aproveitados para ampliar a variedade de modelos investigados, acoplando-

os a formulagao GDLS.

4. Recomenda-se, ainda, um estudo do sistema de tracado de raios para outros

sistemas de coordenadas.

5. Propoe-se também um estudo do tracado de raios cineméatico em meios

anisotropicos heterogéneo.

6. Resolver a equacgao de transporte que trata da parte dinamica do problema e

consiste na avaliagao das amplitudes.

7. Aplicar o método de Galerkin Descontinuo em modelos com camadas incli-

nadas, bem como modelos mais complexos.

8. Representar as interfaces por splines cubicas, gerando assim mo-
delos, onde se possa aplicar o método GDLS possiveis de serem
comparados com o pacote SEIS88 (pode ser baixado no site
http://seis.karlov.mff.cuni.cz/software/seis/) que faz uso desse
tipo de modelo (CERVENY ¢ PSENCIK, [2001).
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9. Quanto ao tracado de raios: tem-se, a generalizacao dos procedimentos apre-
sentados para modelos tridimensionais, tendo em vista que todos os proce-
dimentos mostrados neste trabalho, mesmo que de forma sucinta, podem ser

diretamente considerados/deduzidos para modelos 3D.
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Apeéendice A
Aproximacao de Altas Frequéencias

Considere a equacao de propagagao de ondas compressionais em meios isotropicos

nao homogéneos, dada por:

2
e _19¢ =0 (A1)

a? o
onde o potencial escalar para as ondas compressionais, ¢, obedece a relacao d = V¢
onde d é o deslocamento. A velocidade das ondas P, a, é uma funcao da posigao,
@ = a(x), também conhecido como campo de velocidade. Aqui x = (x;,x) e V2 é 0

Laplaciano, que em R? é definido como

02f 0> f
_ + _
oxt  0x;

Vif=Af=

Agora assumindo uma solugao harmoénica da forma
¢(1) = A(x)e™ AT (A.2)

onde T é o fator de fase e A é a amplitude local.

pode-se expandir as derivadas espaciais de ¢ como:

V¢ - VA(X)e—iw[t—T(x)] _ iWA(X)VTe_iW[I_T(x)]
V2 = V2 A(x)e ™I7TO _ )y VA(x) VT e ™1™ _ )y VA(x) VT e -1l
_ l'WA(X)VZTe—iW[I—T(X)] _ W2A(X)VT VTe—iw[z—T(x)] (AS)

V2p = [V?A(x) — iwVA(x)- VT — iwVA(X)- VT — iwAX)V>T — w?*A(X)VT- VT ]e M1
V2 = [VA(x) — 2iwVA(X)- VT — iwAX)V>T — w?*A(x)VT- VT e M1

Mas VT-VT é a norma o que implica em VT-VT = ||[VT|]?, e separando a parte
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real da imaginaria tem-se
V2p = [VPA(X) — W AX)|IVT|* — i2wVA(X)- VT + wA(x)V2T)]e =Tl (A.4)

As derivadas temporais de ¢, sao dadas por:

0

E — (_iw)A(X)e—iw[I—T(x)] — _iWA(X)e—iW[I—T(x)]
62¢ . . —iw[t—-T(x)] 2 —iw[t—T(x)]
— = —iw(—iw)A(X)e = —w'A(X)e A5
or?

Substituindo (A.4) e (A.5) na equagao da onda (A.1]), obtem-se

[VZA(x) — w?AX)|IVT? — iQwVAX)- VT + wA(x)V>T)]e =T

1 .
+ 5w AX)e "M =0 (A6)
04

Dividindo ambos os membros de (A.6) pelo fator e ™=T®)! ¢ escrevendo a am-

plitude A(x) = A por economia de notacao, tem-se

2
A
VZA — W A|VT||* - iQwVA- VT + wAV>T) = —W—2 (A7)
@
Da parte imaginaria da equagao (A.7)), tem-se
2wVA-VT + wAV’T =0 ou 2VA-VT +AV’T =0
mas como V2 = A, pode-se escrever também
QVA-VT + AAT =0 (A.8)
Da parte real da equacao (A.7), tem-se
w2 A
VA - wA|VT|? = ——- (A.9)
a

dividindo ambos os lados de (A.9) por w?A e rearranjando, obtem-se

VA WAIVTIP  wPA _ VPA 1 1 VA

= - = — VTP == = |VT|? - = = —
w2A w2A a*w?A w2A VT a? VTl a? wlA

Agora faz-se a aproximagao de alta frequéncia com w suficientemente grande
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V2A
(w — o0) tal que o termo ) possa ser ignorado, o que implica em
w

1 1
2 _ 2 _
VT~ - ol 0= ||IVT| = 7 (A.10)
Dessa forma das equagoes (A.8) e (A.10]), obtem-se o sistema dado por

2VA-VT + AAT =0
1
2 _
IVTIE = —

As equacoes do sistema acima sdo chamadas respectivamente de equacao de

transporte e equacao eikonal. Aqui, o operador V é o gradiente, definido por

of of
Vf=|—,—
f (6)(?1 6x2)
A equacao eikonal pode ser expressa também como
IVTI? = n (A.11)

onde n(x) = 1/a(x) é chamada de vagarosidade. O fator de fase, T, é chamado

também de fungao tempo de transito.
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Apéendice B

As Funcoes de Interpolacao ou

Funcoes de Forma

As funcoes de forma sao desenvolvidas a partir da teoria da interpolacao La-
grangeana, e sao construidas ao longo de um sistema de coordenadas normalizadas.
Para obter as fungoes de forma em coordenadas normalizadas, é necessério introduzir
um parametro normalizado & € [—1, +1], isto requer a transformacao do problema de

coordenada s para uma coordenada local &, ou coordenada natural, como mostrado

na figura [B.1]

. e > .

Se Se+1 tf =-1 f =+1

Figura B.1: Mapeamento de um elemento, definido em s € [s., s.+1], para um ele-
mento canonico definido em & € [—1, +1].

Considere a malha de elementos finitos com Nel = 3 elementos como na figura
[4.2] tem-se que a fungao de forma é, entao, construida sobre cada um dos elementos
Q. = [Se, Ser1], € a titulo de ilustracao suponha que cada elemento possui apenas
dois nds, entao a relacao entre s e & pode ser representado pela a transformacao de
extensao linear

s =a+bé (B.1)

onde a e b sao constantes, e podem ser determinadas da seguinte forma:
Se=a+b(-1) e s, =a+b(+1) (B.2)

resolvendo para a e b, obtem-se

1

1 1 1
b= E(Se+1 —S,)==AS, € a= E(Se+] +8.) = S, + =AS, (B.3)

2 2
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Consequentemente a transformacao leva a forma

s=5,+ %Ase(l + &) (B.4)

onde s, denota a coordenada global do né esquerdo do elemento Q, e As, = (S,41—S¢)
é o tamanho do elemento. A transformada local £ é chamada de coordenada normal
ou coordenada natural, e seus valores sempre estao entre —1 e +1, com sua origem
no centro do elemento.

A coordenada local & é til de duas formas: (i) é conveniente na construcao das
funcoes de interpolacao; e (ii) é requerida em integracao numérica para a quadratura
de Gauss-Legendre.

A representacao da familia das fungoes de interpolagao de Lagrange em termos

das coordenadas naturais & satisfaz a seguinte propriedade:

1 se n=j

PrelE) = { (B.5)

0 se n#j

onde &; é a coordenada & do j-ésimo né do elemento. Para um elemento com npe

’ -1 ~ ~ . -1
nés, ¥’ (n = 1,2,--- ,npe) sao funcoes de grau npe — 1. Para construir P,

satisfazendo l) procede-se como segue. Para cada ¥, e_l, forma-se o produto de
npe — 1 funcoes lineares € = ¢; (j=1,2,--- ,n—=1,n+1,--- ,npe, j # n):

W E) = e = ENE - € E—E)E—En) - E— b (B6)

-1 , ., . .
Note que ¥,/ é zero em todos os nds exceto no i-ésimo né. Logo determina-se a

constante ¢, tal que ¥ = 1 em & = &,:

e = [E=ENE=E) - (E=E)E &) (E =] (B.7)

assim, a funcao de interpolagao associada ao né n do elemento Lagrangeano unidi-

mensional npe noés é

(=D& =& (€ = &-)E = &) - (£ = Enpe)

prrel(g) = B.8
" (é:]) (é:n_f])(gn _é:Z)'"(é:n_é‘n—])(é:n_§n+l)"'(§n_§npe) ( )
ou simplesmente dado por
_ 7 E-£)
prrel(g)) = — 20 (B.9)
/ jzll(ln) € —¢)

As fungoes de interpolacao que satisfaz (B.5]) sdo dita pertencentes a familia de

funcgoes de interpolacao de Lagrange, e o elemento finito associado pertence a familia
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de elemento finito de Lagrange.

A seguir apresenta-se as fungoes de interpolacao para os elementos unidimen-
sionais. As fungoes utilizadas neste trabalho foram obtidas a partir de , para
elementos com nimeros de nés npe variando de 2 até 6, ou seja, as fungoes de forma
possuem grau npe — 1 variando de 1 até 5.

Para a obtencao das funcoes de forma para o elemento linear, tem-se que as
fungoes sao polinomios de primeiro grau, pois o elemento possui apenas dois nos,

assim obtem-se
£-6 _ -1 1
&EH-&  —1-(=1) 2

£-& _ é+1 1
H-& 1-(-1) 2

Para a obtencao das fungoes de forma para o elemento quadrético, tem-se que

P& = (1-¢) (B.10)

GE (1+¢) (B.11)

as fungoes sao polinomios de segundo grau, pois o elemento possui apenas trés nos,

assim obtem-se

E-&HE-&)  E-0E¢E-D

1
W) = = = ——&(1 - B.
O e Th@-a)  Clmoci-n - 2umo (B2
E-ENE-&) (E+DE-D

P2(e) = = =1-& B.1

28) & —-ENE-&) O+D)O0-1) d (B.13)
E-ENE-&)  E+DE-0) 1

L = = —&(1 B.14
() &G-ENE-&H) 1+ DA -0) 2§( 4 ( )

Seguindo a mesma linha, obtem-se as fungoes de forma para o elemento ciibico,

que sao polinomios de terceiro grau, pois o elemento possui apenas quatro nos, assim

tem-se
Wi = -0 - (1 - &) (B.15)
WO = (-1 -38) (B.16)
O = (1 -1 +38) (B.17)
ﬁ@:%%hnu%> (B.18)

Para elementos quartico, tem-se que as fungoes de forma sao de quarto grau, pois

possuem cinco noés, dai

1
Vi) = —2£(4€ - 1)1 - ) (B.19)
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4
W3(6) = 36€ - D1 -26) (B.20)

Wi = (1 - &)1 - 48 (B.21)
4
Wi(6) = —360 - )1+ 26) (B.22)
1
Wi(6) = 648 - 1)(1 +6) (B.23)

Para o elemento quintico, as funcoes de forma sao obtidas de forma anédloga aos

elementos anteriores, dessa forma tem-se

1
(&) = —ﬁ@sf —9)(25¢% - 1)(£ — 1) (B.24)
P = 2(52 — 1)(25¢> - 1)(5¢ - 3) (B.25)
277 768 :
5 25 2 2
Vi) = —3 (€ — DQSE - 9)(5¢ - 1) (B.26)
WE) = 2 (&~ 1)(256 = 9)(5¢ + 1) (B.27)
48577 384 '
5 25 2 2
WiE) = =22 (E = DQ5E — 1)(5¢ +3) (B.28)
1
Po(E) = ﬁ@sgz —9)(25¢% - 1)(£ + 1) (B.29)

Como ja foi dito, neste trabalho faz-se uso de polinémios de mesmo grau para
todas as 5 variaveis. Entretanto, obtem-se sistemas com diferentes dimensoes devido
as diferentes escolhas dos polinémios (grau variando de 1 a 5). A dimensado do
sistema resultante da formulacao de Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados
¢ dada por:

4
5 (npe) x ) npe(i) (B.30)

i=0
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sendo npe o nimero de pontos de cada elemento, ou seja

npe =2
npe =3
npe =4
npe =5
npe =6

Ll Ll

grau = 1
grau = 2
grau = 3
grau = 4
grau =5
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dimensao
dimensao
dimensao
dimensao

dimensao

10x 10
15x 15
20 x 20
25 x 25
30 x 30

(B.31)



Apendice C

Obtencao dos Sistemas

Linearizados

Neste apéndice, serd descrito os sistema de tragado de raios linearizado de acordo
com cada escolha da funcao distribuicao de velocidade. O principal objetivo é obter
o sistema no formato da equagao dado no Capitulo [2| que é o formato como
foi efetuado a Formulagao de Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados no
Capitulo [4]

O processo de linearizagao apresentado a segui tem como base o desenvolvimento
da funcao nao-linear em uma série de Taylor em torno de um ponto de operacgao ou
ponto de equilibrio. Para maiores informagoes sobre expansao em série de Taylor e
linearizacao veja |JEFFREY] (2002).

C.1 Sistema Comprimento de Arco

Considere o sistema (2.16) que tem como parametro o comprimento de arco,

dado por:
dy _
dS - pl
e 2|z 1
ds ﬁxi(v) (C-1)
ar 1
ds v

O sistema ((C.1)) ¢ um sistema nao linear, ¢ o objetivo ¢ linearizar cada equagao

do sistema por uma aproximacao de 1¢ ordem para poder reescrever o mesmo em
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sua forma matricial dada por:

dy
A— +K¥P=f 2
ot (C.2)

ou seja, objetiva-se linearizar o sistema (C.1)) em torno do ponto de operacao dado

por r' = (x",Z", pt, pl, T").

C.1.1 Sistema com Gradiente Constante da Velocidade (v)

A funcao distribuicao de velocidade onde tem-se o gradiente constante da veloci-
dade é dada por:
v(X) =a+bx+cz (C.3)

Substituindo v no sistema (C.1), pode-se reescrevé-lo em componentes da

seguinte forma:

d_x = (a+ bx + cz)p;
ds
% = (a+ bx + cz)p;
ds
dp, 1

= - b
ds (a + bx + cz)? (C4)
ap. ___ 1
ds  (a+bx+cz)?
ar 1
ds  a+bx+cz

Considere que V' = a+bx"+c7". Agora expandindo a primeira equacao do sistema
(C.4) em série de Taylor, obtem-se:

dxn+l 6 "
— =@+bxX"+cpi+ —((a+bx+cpy)| (X =Xx")
ds 0x "
d n+1 n 9 n+1 n
+—((a+bx+cx)py)| @ -2+ —((a+bx+cps)| (P — P
6Z i 8px P
dxn+l
i (a+bx"+cz"p" + bp (X" = x") + cp (7" = 2 + (a + bx" + cZ)(p™t! - p7)
dxn+1 +1 +1 +1
T VP bpx™ = bplxt + epldt = eplt + VP = VIph
s
onde a equagao linearizada é dada por:
dxn+l
oo TP e =P = apl = vp) (C.5)
s
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De forma andloga, expandindo a segunda equagao de (C.4)):

dZn+1 a 1
—  =(a+bx"+c"p!+ —((a+bx+crpy)| (X —x")
ds Ox »
d n+1 n 9 n+1 n
+—((a+bx+cx)p)| (" =2")+ —((a+bx+cx)p)| (PI7 = pl)
az I 8pZ i
obtem-se
dzn+l b n. n+l n,_n+l n_n+l _ n n.n C 6
oy T bPIXT = epld™ = ViplT = apy = v (C.6)
Expandindo a terceira equagao de (C.4) como uma série de Taylor, tem-se
dp,"™! 1 ) 1
Y = — IR S — n+l _ .n
ds (a+bx"+cz")?  Ox ( (a+ bx + cz)? ) rn(x *)
0 1
NI P — n+l _ n
az( (@+bx+c2) ) D
dp,™! 1 2h? 2bc
al = - b+ ) n+l _ n
ds (a+bx"+cz")?*  (a+bx"+ cz”)3( ) (a + bx" + cz")? (z )
dp,"! _ 1 b 2b? o 2b? o 2bc ol 2bc I
ds (Vn)Z (Vn)3 (Vn)3 (vn)3 (Vn)S
onde a equagao linearizada é dada por:
dp,"'  2p? 2bc 2ab  3b
P _ . n+l _ 3Zn+1 _ - - - (C.7)
ds ") ") (COLNCD
De forma andloga, a quarta equacao de ((C.4) é expandida:
dp."! 1 ) 1
—_— == + — - Xy
ds (a + bx" + cz”)zc ox\ (a+bx+ cz)zc r”( )
0 1
B s — n+l _ n
0z ( (a + bx + cz)? C) |rn(Z Z)
e obtem-se
%n+1 _ 2bc o 2c? o 2ac 3¢ (C.8)
ds (Vn)3 (vn)3 (vn)3 (Vn)2
Expandindo a quinta equagao de (C.4)), tem-se
dr"! 1 0 1
- - 4+ — - n+1 4
ds a+ bx" + cz" Bx( a+bx+cz) rn(x *)
0 1
IR n+l _ n
0z (a+bx+cz) r,,(z z)
dr"! 1 b c
- — _ xn+1 — ") = n+l _ _n
ds a+bx"+cz" (a+bx"+ cz")z( ) (a + bx" + cz")? (2 )
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ar*' 1 b
ds Ton (V)2 (v1)2
onde a equagao linearizada ¢ dada por:
n+1
d_T ’ + b n+1 + ¢ Zn+1 _ 2
ds (vn)Z (vn)Z i

‘.
(vn)Z 2

n+1 ¢ n

w2

a

(v")?

(C.9)

Tomando as equagoes de (C.5) a (C.9), pode-se reescrever o sistema (C.4) de

forma linear dado por:

d n+l
_‘;f _ bpﬁx"” _ szzm—l _ Vnpz+l — Clpﬁ _ V"pﬁ
d n+l
d_i _ bpgx"“ _ CPZZM—I _ Vnp;z+1 — Clp? _ vnp?
dp,”' 2% ., 2bc i _ 2ab _ 3b
ds (Vn)3 (vn)3 (V")3 (Vn)Z
%"“ _ 2bc e 2¢? o = 2ac 3c
I R A U0 N (D SR (e
d_T +L2xn+1 C2n+l:£_ 612
ds ") (v Ve ()
Que em forma matricial é dado por:
dxn+1
10000) %
01 00O ds "
00100 ‘Z’x
s
00010 @"”
00 O0O01 ds
dTn+1
ds
—bpt  —cpy " 00 . apt —V'p"
—bpt —epi 0 vt O F ap —v'p!
20 2bc o 0 o ! 2ab  3b
+ (vn)3 (Vn)3 pl;-i-l — (vn)3 (vn)Z
2bc 2c2 0o 0 0 o 2ac 3¢
T3 ()3 z P 3 Y 2
(Z) (z) . e (2) (a)
r F v
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C.1.2 Sistema com Gradiente Constante da Vagarosidade
(1/v)

A funcao distribuicao de velocidade onde tem-se o gradiente constante da va-

garosidade ¢ dada por:

1
@—a+bx+cz (C.12)

Substituindo 1/v no sistema (C.1]), pode-se reescrevé-lo em componentes da

seguinte forma:

dx Dx
ds  (a+bx+cz)

dz _ P:
ds  (a+bx+c2)

dpx _ 0 - C.13
P —ax(a+bx+cz)—b ( )
dp, 0 3

E—az(a+bx+cz)—c

dT

£=a+bx+cz

Considere que 1/v' = a + bx" + ¢7". Agora expandindo a primeira equacao do

sistema ((C.13|) em série de Taylor, obtem-se:

(xn+1 _ xn)

i

@M:p—ﬁJrﬁ(L)
ds a+bx*+czt Ox\a+bx+cz

(Zn+1 _ Zn) +

i

(P = p)

+£( px ) ( px )
oz \a+bx+cz dpx \a+bx+cz/|,
dx"! Dl bp';

ds — a+bx"+cz"  (a+bx"+cz)?

— P @ =+ ———— (i = )
(a + bx" + c7")? a+bx"+cz" " * x

(xn+1 _ Xn)

n+1

dx
— vnpﬁ _ b(vn)2pzxn+l + b(v")zp’;x” _ C(vn)2p§Zn+l + C(Vn)Zpl;Zn + vnpl;+l _ vnpz

ds

onde a equagao linearizada é dada por:

dxn+1
o HDOY PR+ O i =PI =Vl - al) (C.14)
S

De forma andloga, a segunda equagao de ((C.13)) é expandida:
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(" = x7)

I

%rwl _ p? +£( Pz )
ds a+bx"+cz"* Ox\a+bx+cz

0 P: ) +1 9 ( D ) +1
4+ n ) + — n _ n
0z (a+bx+cz rn(z Z) Op. \a+ bx +cz rn(Pz P:
e obtem-se
dzn+l n\2 ..n_ n+l n\2 ..n_n+l n_n+l n.n n\2 ..n
7 +b(V)PIX"T 4+ (V) pidT = VIplT = VPl —a(V') Pl

Da terceira e quarta equagao de ((C.13)), tem-se respectivamente:

dpxn+1

=b
ds
dpzn+1
—_— = C
ds

e da quinta equagao de ((C.13]), tem-se:

Tn+]
Ccll_ _bxn+] —CZn+l =a
S

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

Tomando as equacoes de (C.14)) e (C.18)), pode-se reescrever o sistema (C.13) de

forma linear dada por:

dxn+1
% + b(vn)szx;Hl + c(vn)szerl _ vnp};+1 — vnpz _ a(vn)ZpZLC
dZn+l
% + b(vn)ZprrHl + C(vn)2plz1zn+l _ vnp21+l — vnpg _ a(vn)Zprzl
dpxn+1
=b

ds
dpan
L =c
dds +1

T"
d_ _ bx”” _ CZn+1 =a

S

Que em forma matricial é dado por
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S O O O =

o O O = O

S O = O O

S = O O O
- o O O O

b P!
b(v")*p!
0
0

dxn+1

dp n+1

)P
(V) p!
0
0

S O O O

S O O O O
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n+1
n+1
n+1

Dx

n+1

Tn+l

v'py —a(v')’py
V'pl = a(v")pl
b
c

a

(C.20)



Apendice D

Informacoes Referente ao
Consoércio CREWES

CREWES - Consortium for Research in Elastic Wave Exploration Seismology.

Neste apéndice, serd feita uma breve descricao do consércio CREWES. Onde se
fez uso de uma rotina que permite obter o tragado de raio, para que se possa fazer
uma comparac¢ao em termos dos pontos encontrados por esta rotina e com o método
de Galerkin Descontinuo com Minimos Quadrados.

Algumas observacoes sao feitas a respeito da rotina utilizada, assim como
apresenta-se os termos de licenca. Para informacoes mais detalhadas sobre o
consércio e a rotina aqui utilizada, veja MARGRAVE (2009) ou visite o site
http://www.crewes.org/

Vale destacar que a funcao resolve o sistema de tracado de raios, onde o
parametro é o tempo de transito, veja o sistema dado na equacao no Capitulo
2

D.1 Informacoes da Funcao Utilizada

Em MARGRAVE (2009) encontram-se algumas fungoes destinadas ao célculo do
tracado de raios. Entretanto, para este trabalho foi escolhida uma func¢ao, chamada
de funcao SHOOTRAYVXZ_G, que faz uso de interpolagao bilinear para se obter
uma melhor precisao. O raio serd encerrado quando atingir o tempo maximo ou
deixar o modelo de velocidade.

A seguir é descrito algumas observagoes da funcao SHOOTRAYVXZ_G com seus
principais argumentos, da mesma forma como foi apresentado na rotina para que
nao perca sua autenticidade:

[t ,r] = shootrayvxz_g(tstep, t0)

General ray tracer for a 2D gridded velocity model. The model is built by
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defining a matrix if velocity values and calling RAYVELMOD. This establishes 3
global matrices containing v* and the logarithmic derivatives of v with respect to
x and z. (The velocity model matrix may be deleted after calling RAYVELMOD
if memory is limited.) The aytracer implements an RK4 (4th order Runge-Kutta)
solution to the ray equations and, by default, uses nearest neighbor interpolation.
Bilinear interpolation is available for more accuracy. To get bilinear interpolation,
define a global variable called BILINEAR (all caps) and set its value to 1. This is
quite a bit slower than nearest neighbor for the same grid size.

If using nearest neighbor only, then SHOOTRAYVXZ is preferred because it is
much faster. Rays will be terminated when they reach the maximum time or leave
the bounds of the velocity model.

tstep ... vector of time steps, (e.g [0:.01:tmax] steps from 0 to tmax in 10 mil-
lisecond intervals.)

r0 ... initial values of the ray vector. r0(1) and r0(2) are the starting x and z
coordinates and r0(3) and r0(4) are the horizontal and vertical slownesses.

t ... output time vector. If the ray stays within the bounds of the model, this is
the same as tstep, otherwise it may be smaller.

r ... output ray matrix. This is an N by 4 matrix, where N = length (t), with
each row being a ray vector for the corresponding time. The ray vectors are as
described in r0 above.

G.F. Margrave and P.F. Daley, CREWES, June 2000

D.2 Termos de Licenca de Uso

Apresenta-se a seguir os termos de licenca de uso em sua forma original para que
a 0 mesmo nao perca sua originalidade:

BEGIN TERMS OF USE LICENSE

This SOFTWARE is maintained by the CREWES Project at the Department
of Geology and Geophysics of the University of Calgary, Calgary, Alberta, Canada.
The copyright and ownership is jointly held by its author (identified above) and
the CREWES Project. The CREWES project may be contacted via email at:
crewesinfo@crewes.org.

The term 'SOFTWARE’ refers to the Matlab source code, translations to any
other computer language, or object code

Terms of use of this SOFTWARE

1) Use of this SOFTWARE by any for-profit commercial organization is expressly
forbidden unless said organization is a CREWES Project Sponsor.

2) A CREWES Project sponsor may use this SOFTWARE under the terms of
the CREWES Project Sponsorship agreement.
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3) A student or employee of a non-profit educational institution may use this
SOFTWARE subject to the following terms and conditions:

This SOFTWARE is for teaching or research purposes only.

This SOFTWARE may be distributed to other students or researchers provided
that these license terms are included.

Reselling the SOFTWARE, or including it or any portion of it, in any software
that will be resold is expressly forbidden.

Transfering the SOFTWARE in any form to a commercial firm or any other
for-profit organization is expressly forbidden.

END TERMS OF USE LICENSE
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