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e a variacdo de temperatura no interior do elemento

— Espessura da casca



X
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N., ax — Forgas prescritas no contorno
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u,w — Componentes de deslocamento segundo x € z
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— Variagdes de temperatura nas superficies interna e externa da casca

— Trabalho virtual das forgas internas e externas

— Componentes de deformagao

— Vetor de deformacgdes do elemento

— Peso especifico do material da casca

— Distorgoes

— Espagamento nodal
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— Componentes de tensao

— Vetor de esforcos solicitantes

— Vetor de solicitagdes térmicas



1 INTRODUCAO

A andlise e o projeto de estruturas laminares, onde se inserem as placas e
cascas, quer aparecendo sob forma isolada (como € o caso das lajes de edificios e das
ctupulas) ou entdo associadas (como, por exemplo, nos reservatorios € vasos de pressao),
sdo de interesse permanente no ambito da engenharia estrutural e, conseqiientemente,
constituem objeto de estudo continuado por parte dos pesquisadores. Neste sentido, o
extraordinario avango trazido aos métodos numéricos pelo advento dos computadores,
que a cada dia ganham mais de capacidade de armazenamento e processamento de dados,
certamente em muito vem facilitando o aperfeigoamento de critérios de analise estrutural
com vistas a torna-los mais abrangentes e seguros.

Em termos gerais, nota-se uma clara preferéncia pelo uso do Método dos
Elementos Finitos (MEF) como técnica de abordagem numérica dos problemas
estruturais. Entretanto, para problemas especificos, algumas técnicas alternativas, como ¢
o caso do Método das Diferengas Finitas Energéticas (MDFE), vém se mostrando
bastantes competitivas e, assim, ganhando o seu espaco.

A utilizagdo do MDFE em problemas estruturais diversos vem sendo objeto de
uma linha de pesquisa em andamento no Programa de Engenharia Civil da
COPPE/UFRYJ, a qual j& deu origem a um conjunto expressivo de artigos, dissertagdes e
teses, citando-se por exemplo, mais recentemente, os trabalhos de MITTELBACH [1],
MITTELBACH et al. [2], MITTELBACH et al. [3], LIMA [4], LIMA et al. [5],
GARCIA [6], DIAS [7] ¢ GRACA [8]. Nos referidos trabalhos, pdde-se constatar a

potencialidade dessa técnica numérica na abordagem de problemas tanto estaticos como



dindmicos, assim como lineares e geometricamente nao lineares, de barras, placas, cascas
e hastes de paredes delgadas.

O presente trabalho representa, na verdade, um desdobramento da dissertacao
de mestrado de MITTELBACH [1], a qual envolveu a analise, pelo Método das
Diferencas Finitas Energéticas, dos efeitos de perturbacdo de bordo em problemas
axissimétricos de cascas cilindricas submetidas a solicitagdes de carater mecanico e/ou
térmico. A referida dissertagdo, além dos deslocamentos, enfatizou também o calculo de
esfor¢os, procurando verificar, numa situagdo que em principio ndo seria das mais
favoraveis para fins de modelagem numérica, se o MDFE, pela sua caracteristica de
aproximar as derivadas dos deslocamentos (que se associam aos esfor¢os) e ndo os
deslocamentos apresentaria, tal como ocorrido no trabalho de GRACA [8], um bom
desempenho nesse tipo de resposta. Foi concluido que, nos problemas estudados, a
escolha da discretizagdo, ao se admitir uma margem de erro Unica para deslocamentos e
esforcos, foi sempre comandada pelos esforgcos, contrariando de certa forma o
comportamento observado no trabalho de GRACA [8].

Em vista do exposto, e tal como sugerido por MITTELBACH [1], resolveu-se
ampliar a pesquisa, através da presente dissertacdo, onde se procurou analisar, com base
no MEF, os mesmos exemplos ja examinados por aquela autora pelo MDFE, e comparar
o desempenho dos dois métodos. Imaginou-se a principio que, sendo no MEF
aproximados os deslocamentos, mediante o uso de fungdes de interpolagdo, e ndo suas
derivadas, isto poderia sugerir um desempenho pior do mesmo em relagdo ao MDFE no

calculo dos esforgos.



Para obtencdo dos resultados pelo MEF, optou-se inicialmente pela utiliza¢ao
do programa comercial ANSYS, tendo-se escolhido o elemento bidimensional SHELL 61
de sua biblioteca. Entretanto, ja nos primeiros testes realizados, constatou-se que, apesar
de os deslocamentos fornecidos pelo programa estarem dentro do padrdo desejado, os
esfor¢os apresentavam discrepancias acentuadas em relagdo aos resultados esperados.
Como todas as tentativas de se chegar a um bom termo quanto aos esfor¢os foram
infrutiferas optou-se por desenvolver um programa de elementos finitos dirigido
especificamente ao problema em estudo, utilizando um elemento com as mesmas
caracteristicas do SHELL 61.

A presente dissertacdo possui a seguinte estrutura: no capitulo 2 desenvolve-se,
com base no Principio dos Trabalhos Virtuais, a formulagdo analitica para problema da
casca cilindrica sob solicitagdes mecanicas e térmicas, chegando-se as equagdes
diferenciais que regem o problema e as correspondentes condi¢des de contorno. No
capitulo 3 desenvolve-se o tratamento numérico do problema pelo MEF, o qual serviu de
base para a elaboragdo do programa computacional utilizado na obten¢do de resultados
(ao final desse capitulo, inclui-se também um topico com uma breve descri¢do do
MDFE). Tais resultados sdo mostrados e discutidos no capitulo 4 a partir da andlise de
seis exemplos de aplicagdo, previamente examinados por MITTELBACH [1] e
MITTELBACH et al. [2] pelo MDFE. Apresentam-se, por fim, no capitulo 5, as

conclusodes gerais da pesquisa.



2 FORMULACAO ANALITICA DO PROBLEMA

2.1 Introdugao

O objetivo deste capitulo é apresentar, com base no Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV), a formulacdo analitica para o problema da casca cilindrica axissimétrica,
sob solicitagdes de cardter mecanico e térmico, sendo desenvolvida, no préximo capitulo,

a correspondente formulagdo numérica pelo Método dos Elementos Finitos.

2.2 Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

O trabalho virtual ¢ definido como o trabalho hipotético realizado pelas forcas
externas e internas que atuam em um so6lido em equilibrio quando a este se impde um
campo de deslocamentos virtuais. O PTV estabelece que o trabalho virtual realizado
pelas forgas internas ¢ igual ao realizado pelas forgas externas. O campo de
deslocamentos virtuais, além de ser consistente com a hipotese de pequenas mudancgas de
configura¢do do solido, deve ser cinematicamente admissivel, isto ¢, deve ser continuo,
derivavel e atender as condic¢des de deslocamento prescrito no contorno.

Tem-se entdo:

OW; =W, (2 1 )

com OW; representando o trabalho virtual das forgas internas e 3W, o trabalho virtual das

forgas externas, cujas expressoes gerais sao as seguintes:



W, = [[[B,du,dV + [[ T,5u,dS 2.2)
v S

OW. = I”GUSSUdV (2.3)
\'

onde:

B; — for¢as de volume, distribuidas ao longo do volume V do sélido;

T; — forcas de superficie atuantes na regido Sy do contorno, onde se prescrevem as forcas;
du; — variagdo das componentes de deslocamento u;;

oij — componentes de tensdo;

dg;; — variacdo das componentes de deformagao ;.

2.3 Formulag¢do para o problema pelo PTV

No desenvolvimento da formulacao analitica da casca cilindrica, de acordo com
a Teoria Classica de Love, sdo admitidas as seguintes hipdteses: a casca ¢ delgada, com
pequenas mudancas de configuracao (deslocamentos transversais pequenos em relacao a
espessura e rotacoes, expressas em radianos, pequenas em relagdo a unidade); a tensdo na
dire¢do normal a superficie média (c,) pode ser desprezada em relagdo as demais tensoes
normais; € as linhas retas normais a superficie média permanecem retas € normais a esta
apos a deformacao e nao sofrem alongamento (Hipdtese de Kirchhoff-Love), sendo, com
isto, consideradas nulas, nas relagdes deformacao-deslocamento, a deformacao especifica
na direcdo z (g,) e as distor¢des transversais yx, € Yo, €stando a casca definida em relacdo

ao sistema de coordenadas x, 0, z mostrado na Figura 2.1 (note-se que, pela axissimetria



do problema em estudo, a componente de deslocamento uy e a distor¢do vy, sdo

automaticamente nulas).

Figura 2.1: Sistema de coordenadas da casca

2.3.1 Trabalho virtual interno

Devido as hipoteses simplificadoras adotadas, a expressdo do trabalho virtual

interno fica assim apresentada:
3W, = [[[(c,88, +0,88, +7,47,0)dV (2.4)
\%

anulando-se também, face a axissimetria, a contribui¢do representada pela parcela tyg Yxo.

Portanto, no presente caso,

W, = [[[ (o8¢, +0,0e,)dV 2.5)



Admitindo-se como constitutiva a lei de Hooke generalizada para materiais
homogéneos, isotropos e submetidos a uma variagdo de temperatura At= At(x,z), tem-se

para o problema em estudo:

c, = E (e, +veg) —aAt(l+ V)]

(2.6)

[(eq +vE,)—0At(l+ V)]

2
A%

onde E, v e a sdo, respectivamente, o mddulo de elasticidade longitudinal, o coeficiente
de Poisson ¢ o coeficiente de dilatagdo térmica do material da casca.

As seguintes relagcdes deformacao-deslocamento aplicam-se ao presente caso:

du d*w w
_ 7. €, = —-
*odx dx? “ ’ a @7)

escrevendo-se entdo as variagdes

de, =0u’—z0w"; dgy =—— (2.8)

onde u denota o deslocamento uy, segundo o eixo X, dos pontos da superficie média (z =
0), u, = w representa o deslocamento transversal, independente de z, e a designa o raio
do cilindro definido pela superficie média da casca (ver Figura 2.1).

Substituindo em (2.5) as relagdes deformacao-deslocamento (2.8), obtém-se:
’ " 8W
OW. = I”[GX (0u'-zdw")+c, (—?)]dV (2.9)
\%

A equagdo (2.9) pode ser reescrita da seguinte forma:

W, = [ { [ [GX(Su'—ZSW")+GG(—6—W)]dz}dA (2.10)
a



ou, ainda,
L h/2 SW
W, =2ma[{ | [0, (Bu’—28w") + G, (——)|dz}dx (2.11)
a
0 -h/2

sendo A a area da superficie média, h a espessura e L o comprimento da casca.

A seguir sao definidos os esforgos solicitantes, por unidade de comprimento:

h/2 h/2 h/2
N, = chdz; N, = JGedZ; M, = J.GXZdZ (2.12)
~h/2 -h/2 ~h/2

e, com a substitui¢ao destes em (2.11), a expressao do trabalho virtual interno assume o

aspecto:

L
SW, :ZRaI(NXSu'—MXSW"—NQS—W)dx (2.13)
a
0

Os esforcos solicitantes, em termos dos deslocamentos u ¢ w e da variagao de

temperatura At, sao obtidos substituindo-se (2.6) e (2.7) em (2.12). Segue-se entdo que:
N, =Cu'-vo)-N_
a
, W
N, =C(vu'——) =N, (2.14)
a

M, =-Dw"-M,

onde Ny, Ngt € My representam as denominadas solicitagdes térmicas, expressas por

h/2 h/2 h/2
EaAt EaAt EaAt
N, = I = dz; N, = _[ “ dz; M, = J- O 2dz (2.15)
~h/2 I-v ~h/2 I-v ~h/2 1-v
e
Eh Eh’
C= ) D:—2 (2.16)
I-v 12(1-v7)



traduzem as rigidezes extensional e flexional da casca.
Introduzindo (2.14) em (2.13) tem-se, por fim, a expressdao do trabalho virtual

interno sob a forma:

W, OW

L
8W, = [ {2ma[C(u' — v-)8u’ + Dw"dw” — C(vu' =) 2] +
s a a’ a

(2.17)
P[N8+ M dw" + Ny, 2 hdx
a

2.3.2 Trabalho virtual externo

O trabalho virtual externo, no presente problema, ¢ relativo ao carregamento de
dominio, definido por unidade de area, e ao carregamento de contorno, expresso por

unidade de comprimento, sendo dado por:

L
W, = j(pxsu +p,8w).2madx +[N,8u +Q 5w — M dw']> 2ma (2.18)
0

estando esses carregamentos representados na Figura 2.2.
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X, U
NxL
M Ty
N | =
Q. |
|
P |
= p, | <
|
|
|
S ‘ L
Zw
|
|
|
|
|
a |
X0 } —
Nl M, | |
NXO

Figura 2.2: Carregamentos de dominio e contorno da casca
2.3.3 Equagdes diferenciais e condigdes de contorno

Para a obtencdo das equacdes diferenciais de equilibrio e das condigdes de
contorno, inicialmente toma-se a expressao (2.13), sendo nela efetuadas as seguintes
integracdes por partes:

L L
INXSu'ZTEadX =[N Su2na]; - .[N;Su27cadx
0 0
(2.19)

L L
- JMXSW"2nadX =M &w'2mal; + IM;SW'2nadx =
0 0

L
=M &w'2mal; +[M’dw2na]; - JM16w2nadx
0
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Substituindo-se, entdo, (2.19) em (2.13), resulta a seguinte expressdo para o

trabalho virtual interno:

L
dW, = 2naI(—N;6u -M76w - N, 8—W)dx + 2na[NX8u - M, ow' + M;SW]E (2.20)
a
0

Igualando esta ultima com a expressao (2.18) para 6W,, obtém-se:

L

N
JION? +p,)du+(M7 +—>+p,)dw]dx +
0 a (2.21)

N, #NOBu+ (M] +Q 8w+ (M, ~M)sw'] =0

Como as variagoes ou e 0w sao arbitrarias no dominio ¢ no contorno da casca,
chega-se, entdo, as seguintes equacdes diferenciais de equilibrio, em termos de esforgos
solicitantes:

N, =-p,

(2.22)
M +%= P,

e, também, as seguintes condi¢des de contorno em x =0 e x = L:

N =N ou u=u (prescrito)
M, = Q ou w =w (prescrito) (2.23)
M, = Mx ou w'=w' (prescrito)

ficando essas expressoes assim apresentadas em fung¢do dos deslocamentos e das

solicitacdes térmicas (2.15):
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N
ot
=-p,
a
ou
ou
ou

u=u (prescrito)

w =w (prescrito)

w'=w' (prescrito)

(2.24)

(2.25)
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3 FORMULACAO NUMERICA PARA O PROBLEMA

3.1 Introdugao

A formulag@o numérica para o problema em foco foi desenvolvida pelo Método
dos Elementos Finitos (MEF), mediante o uso de um elemento com dois nds e trés graus
de liberdade por n6 (u, w e a rotacdo 6=w’), conforme se observa na Figura 3.1, com
fungdes polinomiais de interpolagdo de 1° grau para o deslocamento longitudinal u e do
3° grau para o deslocamento transversal w.

O capitulo se encerra com uma breve apresentagdo do Método das Diferencas
Finitas Energéticas (MDFE), cuja descricio mais detalhada pode ser vista em

MITTELBACH [1].

uy N,
0, M,
&) W, @7%Q2
u Py
= w = p,

z Q z
— ®%1%

O BN ) |
% 0, %NH
u, N,

(@) (b)

Figura 3.1: Elemento utilizado
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3.2 Fungdes de interpolagdo

Em funcdo do exposto no item 3.1, definem-se as seguintes fungdes de

interpolagdo no elemento:

u(x) = Y2 W X+u,

w(x) = 2w, —2W123+ 6,1+921X3 N -3w, +3W122—26,1—921X2 SO X+ W,
onde

0, =w,

0, =w)

(3.1)

(3.2)

Matricialmente, os deslocamentos nodais do elemento e as fungdes de

interpolacdo para os deslocamentos sdo ligados por:

{U}=[N]{a}

ou

3.3 Relagdes deformacao-deslocamento

(3.3)

(3.4)

O vetor de deformacdes {e} do elemento pode ser relacionado ao vetor de

deslocamentos nodais {a} — indicado na equac¢ao (3.4), como segue:
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{e}=[B]1{a} (3.5)
onde
u’ (Nl)’
e} =|-w"|; [B]=| -(N,)" (3.6)
- -(N,)

com N; e N, representando respectivamente as linhas 1 e 2 da matriz [N], explicitadas em

(3.4).

3.4 Relagodes tensdao-deslocamento

Substituindo (2.7) em (2.6) obtém-se as relagdes tensdao-deslocamento:

E
o, = 5 [(u’—W"Z—VE)—(XAt(l-FV)]
I-v a
(3.7)
E W ’ n
Gy = S [(——+vu'—vw'z) — aAt(1 + v)]
l-v a
Pode-se entdo, matricialmente, fazer:
o' }=[E fle}- (o7} (3.8)
ou, sob forma explicita,
1 z v
c, . a |[ u . At
czp=——|z 22 ZH-wi-Z% Atz (3.9)
I-v a l-v
O, 1 |[l-wW At
vV vz —
— a —

Para o problema em estudo, ¢ prevista uma variagdo de temperatura linear na
espessura e constante em X, ou seja,

At + At

At +§(Ati —At,) (3.10)
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onde At; e At. designam, respectivamente, as variagdes de temperatura nas superficies

interna e externa da casca.

Integrando (3.8) ao longo da espessura, chega-se a expressao

{o}=[E]{e}-{ot}

3.11)

onde {c} ¢ o vetor de esforcos solicitantes, [E] a matriz de elasticidade e {c;} o vetor de

solicitagdes térmicas, estabelecido com base em (3.10). Explicitamente,

h .

hoo 2 Mh

N, , 2 u’ 2

h E At. — At

1\/[X — E - O - O _WII _ o i e h2

N 1-v 12 1-v 12
0 vh 0 h At, + At h

i a | 2

3.5 Trabalho virtual interno (TVI)

A expressao (2.5) para o TVI, sob forma matricial, escreve-se:

W, = [[[8te}" o1V = [[I hjz 5ie}" {o" 1dz]dA = j[ hjZS{a}T (o 1dz]dx.2na

Obtendo 3{e}" de (3.5) e considerando (3.8), vem:

8W, =58a)" [[ [[B] ([E"{e} ~ {o})dz]dx.2ma

0 -h/2

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Apbs a integracdo ao longo da espessura, e com a utiliza¢do de (3.11) e (3.5), a

expressdo (3.14) pode ser assim reapresentada:
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W, =d{a}" j [B]" ([E]{e} — {o,})dx.2na = 8{a}" I[B]T ([E][Bl{a} - {o,})dx.2ma  (3.15)

3.6 Trabalho virtual externo (TVE)

Com base na Figura 3.1-b, a expressdo (2.18) do TVE, matricialmente, escreve-

S¢:

W, =2ma[8{a}" {F,} + [8{U}" {f}dx] (3.16)

onde {F.} ¢ o vetor de for¢as nodais do elemento e {f} ¢ o vetor de cargas aplicadas no

interior do elemento, expressos respectivamente por:

M, Py
{F.} = ; {f}z{p } (3.17)

Admitindo, na Figura 3.1-b, px constante e p, variando linearmente no elemento,

e considerando (3.3), vem:

W, =2madfa} " [{F,} +{f}[[N]"dx] = 2nad{a} [{F,} + {F:}] (3.18)

com
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0 0
l l ip22 _pzl 12
2 22 20 1
0 1_ LPZZ _pzl 13
c 0
Fy=p ] f+pag 21+ 30 ] (3.19)
5 l lp22 —Pu 12
0 2 20 1
0 _i _LPZZ_pzl 13
12 20 1

representando o vetor de agdes equivalentes nodais correspondente ao carregamento
atuante no interior do elemento e p,; e p, sdo, respectivamente, os valores do

carregamento p, nos nos inicial e final do elemento.

3.7 Matriz de rigidez do elemento e vetor de agdes equivalentes nodais

Igualando as expressdes (3.15) do TVI e (3.18) do TVE, chega-se a:

1

[IBI"([E1[BYa} - o, })dx = {F.} + {F¢} (3.20)
Fazendo

[[BI" {o, bax = {F.} (3.21)

vem

[[BI'[E[B{ajdx = {F,} +{F; } + {F.} (3.22)
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onde {F;} traduz o vetor de agdes equivalentes nodais correspondente a variagdo de

temperatura no interior do elemento, o qual, em funcao de (3.6) e (3.12), fica assim

apresentado:
At + At
i S 2
2
At + At
i Bnd 2 N |
At — At At. + At
B i e h2 _ i ¢ h12
{Ft}: o 12 24
¢ 1—v At] +Ate
——=h
2
At + A
_L‘[ehl
4
At — At At. + At
— ‘12 Ch? +— ¢ hl?

A matriz de rigidez do elemento [K.], dada por

[K.]= [[B]"[E][BJx

uma vez efetuada a integracdo, assume a forma:

c Cv
1 2a
Cv 12D 13Cl
— +
2a P 35a’
Cvl 6D 11CI?
— —+
[K ]= 123. 12 21032
= _C Gy
| 2a
Cv 12D  9Cl
— ——+
2a I 70a°
_Cvl 6D _13CP
12 1> 420a*

e c

12a 1
6D 11CI? Cv

74_7
1> 210a° 2a

4D CcP® Cvl
PR + P
1 105a® 12a
oit o C
12a |
6D 13CI° Cv
—_ + [
1> 420a° 2a
2D vl

1 1402’ 12a

ficando, pois, a equagdo (3.22) assim reescrita:

[K {a} = {F .} +{F} +{F}

Cv

2a
12D 9Cl

+
I 70a?
6D 13CI?

-—+
1> 420a°
&y

2a
12D  13Cl

+
I 35a?
_@ 3 11C12
12 210a’

_ OV
12a
6D 13CI?
1> 420a?
2D Cr
1 140a’
Cvl
12a
_ 6D 11CI°
1> 210a?
4D CP
74_7
1 105a% |

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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3.8 Matriz de rigidez global e vetor global de cargas

A matriz de rigidez global da casca, [K], ¢ montada em seguida, coletando-se a
contribuicao de cada matriz de rigidez de elemento, dada por (3.25), de acordo com o

esquema da Figura 3.2.

eeeeeeee

R A
[ R s
o[+ +[+ + + +|+ +
o4 +|+ + + +|+ +

+

+

+

+
T+t oo
Tt 4o o
Tttt
Tttt

T
e

i

(K]

Figura 3.2: Montagem da matriz de rigidez global da casca

Procede-se também a montagem do vetor de cargas global, {F}, através da
combinac¢do do vetor de for¢as nodais prescritas na casca com o vetor global de agdes
equivalentes nodais (este ultimo formado totalizando a contribui¢do dos carregamentos e

dos efeitos de temperatura nos elementos), conforme ilustrado na Figura 3.3.
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o[+ +[+ 4]+ +[o o]

X X XXX XX X- — — =X XXX XXXXXX
+
oF - - o
1

[k %] % % x[x x} — — D O [ Kk *[* *|x x

+ [+ ++ +]°

l i

Forcas nodais Acbes equivalentes
prescritas nodais

—~
-
-

Figura 3.3: Montagem do vetor global de cargas nodais

3.9 Sistema de equagdes

Uma vez estabelecidos a matriz de rigidez global e o vetor de cargas global,
chega-se a um sistema de equacdes lineares expresso por [K][D]={F}, ilustrado na Figura
3.4. Antes da sua resolugdo, devem-se impor as condi¢cdes de contorno cinematicas,
dependentes do tipo de vinculacdo externa existente na casca. Tais condigdes sdo
introduzidas pela técnica dos “zeros e uns”. Feito isto, resolve-se o sistema através do
Me¢étodo de Gauss. De posse do vetor [D] de deslocamentos nodais da estrutura, constroi-
se, para cada elemento, o respectivo vetor de deslocamentos nodais {a}, calculando-se
entao por

{F.} =[K ]{a} - {F} - {F} (3.27)

os esfor¢os nodais no elemento.



22

T+
e

¥
+
4
+
+
+

A

FEE T+
e el e e 4

oooooooo
oooooooo
IEEEERES
o+ 4+ 4+ 4
o4 4 4+ 4+ 4+
o4 4 4+ 4 4+
o4 4 4+ 4 4+
ot 4+ 4+ 4+
T+
4+t +

EEE
e

*
*
*
*
*

[K] (D] {F}

Figura 3.4: Sistema de equagdes lineares
3.10 Programa computacional

Com base no exposto nos itens precedentes, desenvolveu-se um programa na
linguagem Python [16], através do qual foram analisados os exemplos do capitulo 4,
devendo-se fornecer como entrada do programa os dados relativos a geometria, ao
material e ao carregamento da casca, bem como os comprimentos de cada trecho e o seu
respectivo niimero de elementos.

A escolha dessa linguagem deveu-se ao fato de ser uma ferramenta “open
source” multiplataforma, amplamente utilizada, com extensas bibliotecas nativas,
possibilitando uma produtividade substancial de codigo por possuir diversas estruturas de
dados implementadas. Apesar de a linguagem ndo ser, em geral, muito eficiente
computacionalmente, o tempo de processamento requerido para a execu¢do dos exemplos

estudados tornou desnecessario que se cogitasse em usar outras linguagens.
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3.11 Meétodo das Diferencas Finitas Energéticas (MDFE)

O MDFE e o MEF apresentam etapas de calculo semelhantes (MITTELBACH
[1]), sendo, entretanto, aproximadas no MDFE as derivadas dos deslocamentos (por
formas de diferencas finitas) e ndo os deslocamentos, como no MEF.

O MDFE difere do método convencional de diferencas finitas, onde as
representacdes discretas em diferencas finitas sdo aplicadas sobre as equacgdes
diferenciais que governam o problema, por serem tais representagdes introduzidas
diretamente na expressao do principio dos trabalhos virtuais (ou, alternativamente, na da
energia potencial total do sistema). A formulagdo energética, em relacdo a convencional,
utiliza derivadas de ordem mais baixa, necessita da prescri¢ao apenas das condigdes de
contorno geométricas e gera matrizes de coeficientes simétricas.

O MDFE, quando aplicado ao problema em estudo, baseia-se na avaliagdao das
integrais relativas aos trabalhos virtuais interno e externo através da consideracdo de um
somatério de contribuicdes dos trechos de integracdo estabelecidos ao longo do
comprimento da casca, em cada um dos quais todas as grandezas envolvidas sdo supostas
constantes. As derivadas dos deslocamentos, como ja frisado, sdo substituidas por formas
de diferengas finitas e igualam-se as expressdes assim obtidas para os trabalhos virtuais
interno e externo. Com isso chega-se a uma expressao do tipo:

fi(D1, D2, ..., DN)OD+ £2(Dy, Dy, ..., DN)ODo+...+ fy(Dy, D, ..., DN)ODN = 0.

Impondo-se as condigdes de contorno cinemadticas (note-se que se o
deslocamento D; ¢ prescrito, 6D;=0), e considerando que as variagdes dos deslocamentos
nodais incognitos sdo arbitrarias, chega-se a um sistema de equagdes algébricas lineares

do tipo
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Fi(X], Xz, ceesy XNI) = 0, 1=1aNI
onde X;, Xy, ..., Xnr passam a designar os NI deslocamentos nodais incognitos do
problema. De posse destes, os esfor¢os na casca podem ser calculados com base nas

expressoes (2.14), onde as derivadas sdo substituidas por formas de diferencas finitas.
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4 EXEMPLOS

4.1 Introdugdo

No presente capitulo sdo reexaminados os mesmos exemplos de cascas
cilindricas axissimétricas submetidas a pressdo interna, a variagdo de temperatura e a
solicitagdo de bordo apresentados por MITTELBACH [1] e MITTELBACH et al. [2],
com o objetivo de comparar os desempenhos dos métodos das Diferengas Finitas
Energéticas (MDFE) e dos Elementos Finitos (MEF) na analise desse tipo de problema.
Em tais exemplos, varia-se também o tipo de apoio e a discretizagao.

Para fins de comparacao dos resultados, foram adotados dois critérios distintos,
a saber: o uso de uma mesma discretizagdo pelos dois métodos (Critério 1) e a
consideragdo de sistemas de equagdes aproximadamente de mesma ordem por ambos o0s
métodos (estabelecida através de uma proporcionalidade no niimero de nos) (Critério II),
pois no MDFE, com excecdo dos nds do contorno (onde a rotagdo torna-se grau de
liberdade adicional ao serem eliminados os nods virtuais), trabalha-se com dois graus de
liberdade por n6 (u e w), ao passo que no MEF utilizam-se sempre trés (u, w e w").
Foram também consideradas, como em MITTELBACH [1], discretizagdes uniformes e
nao uniformes, estas Ultimas, subdivididas em tipo 1 e tipo 2, correspondendo a um maior
refinamento na regido proxima ao apoio (sendo, entretanto, mantido o mesmo nimero
total de elementos da discretiza¢do uniforme), conforme ilustrado na Figura 4.1.

Cabe ainda acrescentar que MITTELBACH [1], na comparagdo dos seus
resultados com os analiticos, admitiu como aceitdvel uma margem de erro em torno de

2% tanto para os deslocamentos quanto para 0s momentos maximos.
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Uniforme Nao Uniforme
| |
\ \
\ \
\ \
\ \
| | L3
| | | A3
\ \
\ \
\ L |
\ 1 \ ]
\ \
| b | L2
\ T \
| | WI .
T g T g 011 L
(@) (b)

Figura 4.1: Discretiza¢des adotadas

4.2 Exemplo 1 — Casca apoiada submetida a pressao interna constante

Na Figura 4.2 acha-se representado o esquema desse exemplo, assim como

explicitados os dados relativos a geometria, ao material e ao carregamento da casca.

X, u

Pz

— h=8,00x 10° m
a=8,00x10"m

E : L=3,00m
E=2,05x 10" N/m’
v=0,30

W o p.= 6,00 x 10° N/m’

ga—.,(

Figura 4.2: Casca cilindrica apoiada submetida a pressdo interna constante
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4.2.1 Discretizagdo uniforme

No caso de discretizacao uniforme foram adotados, de acordo com cada um dos
dois critérios estabelecidos no item 4.1:

Critério I: 30 elementos — A= 0,10 m (MDFE e MEF).

Critério II: 20 elementos — A = 0,15 m (MEF).
sendo A o espacamento nodal representado na Figura 4.1-a.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.1 e na Tabela 4.2 os resultados para o
maximo deslocamento transversal w e o maximo momento M,, obtidos tanto analitica
como numericamente (entendendo-se como MEF — 1 e MEF — 1II as andlises efetuadas
pelo Método dos Elementos Finitos segundo os critérios I e II), mostrando-se ainda, na
Figura 4.3 e na Figura 4.4, os respectivos graficos de w e My ao longo da casca. Nestes
graficos optou-se em mostrar o comportamento dos deslocamentos e dos momentos até a
altura de 0,6 m na casca, uma vez que, a partir de x = 0,5 m todos os valores numéricos

obtidos ja reproduzem, de forma precisa, a resposta (constante com x) de membrana.

Tabela 4.1: Exemplo 1 — Deslocamento w maximo para a discretizacdo uniforme

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,15 2,498 x 10 -
MDFE [1] 0,20 -2,387x 10 -4,44 %
MEF — I 0,20 2,429 x 10™ 2,76 %
MEF — 11 0,15 2,501 x 10™ 0,12 %
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Tabela 4.2: Exemplo 1 — Momento My maximo para a discretiza¢do uniforme

Abscissa x (m) M, méximo (Nm/m) | Diferenca percentual
Analitico [2] 0,05 -3,745 x 10° -
MDFE [1] 0,10 -1,856 x 10° -50,44 %
MEF - 1 0,10 -2,283 x 10° -39,04 %
MEF — 11 0,15 -5,826 x 10 -84,44 %

Deslocamento w - discretizagc&do uniforme

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0,00000 -
-0,00005
— Analitico
-0,00010 +—~\v+—————————| - MDFE |—
_ ~——-MEF -1
§ -0,00015 MEF - |

-0,00020

-0,00025

-0,00030

x (m)

Figura 4.3: Exemplo 1 — Deslocamentos w(x) analitico € numéricos para a discretizagao
uniforme
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Momento Mx - discretizagao uniforme
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

50,00
0,00 ==

\\\ /’O..”-‘- |
-50,00 % 4

_ -100,00 | /
E v A
£ -150,00 N
e
= 200,00 - N
N Analitico
-250,00 \ / _______ VDFE |1
-300,00 \ / ~——-MEF-1 —
-350,00 +—\ MEF - Il |
-400,00

x (m)

Figura 4.4: Exemplo 1 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizacao
uniforme

4.2.2 Discretiza¢ao nao uniforme
a) Discretizacdo tipo 1

Neste tipo de discretizagdo, toma-se Ls = 0 na Figura 4.1-b e considera-se a
casca dividida em duas partes, de comprimentos L; = 0,5 m e L, = 2,5 m, sendo adotados,
de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 15 elementos com A; = 0,033 m e 15 elementos com
A =0,167 m.

Critério II: 20 elementos — 10 elementos com A; = 0,05 m e 10 elementos com

>\,2 = 0,25 m.
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A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.3 e na Tabela 4.4, assim como na Figura

4.5 e na Figura 4.6, os resultados para o deslocamento transversal w e 0 momento My,

obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.3: Exemplo 1 — Deslocamento w méaximo para discretizagdo nao uniforme tipo 1

Abscissa x (m)

w maximo (m)

Diferenga percentual

Analitico [2] 0,15 2,498 x 107 -

MDEFE [1] 0,17 2,470 x 10™ -1,12 %
MEF — I 0,17 2,484 x 10™ -0,56 %
MEF — 11 0,15 2,495 x 10™ 0,12 %

Tabela 4.4: Exemplo 1 — Momento My maximo para a discretizacdo nao uniforme tipo 1

Abscissa x (m)

My méaximo (Nm/m)

Diferenga percentual

Analitico [2] 0,05 -3,745 x 107 -

MDFE [1] 0,07 -3,341 x 10° -10,79 %
MEF — 1 0,07 -3,488 x 10° -6,86 %
MEF — 11 0,05 -3,732x 10° 0,35 %
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Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0,00000
-0,00005 \ Analitico__|
\ ------- MDFE
-0,00010 -——-MEF-1
_ MEF - Il
£ .0,00015 -
3
-0,00020 -
-0,00025 - -
-0,00030 <)

Figura 4.5: Exemplo 1 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 1

Momento Mx - discretizagao nao uniforme tipo 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
50,00
0,00 AT
-50,00 -t /
\ /
-100,00 -|: /
‘ 9
E -150,00 H: 1
£ | / ’
< -200,00 'l y Analitico
25000 ({0 F MDFE
300,00 L SoooMerel
e \ / MEF - Il
-350,00 X/
-400,00
x (m)

Figura 4.6: Exemplo 1 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo nao
uniforme tipo 1
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b) Discretizacdo tipo 2

Neste tipo de discretizacdo, considera-se a casca dividida em trés partes, com L;
=0,2m, L, =03 me L; =2,5 m na Figura 4.1-b. Foram adotados, de acordo com os
critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 15 elementos com A; = 0,013 m, 9 elementos com A,
=0,033 m e 6 elementos com A3 = 0,417 m.

Critério II: 20 elementos — 10 elementos com A; = 0,02 m, 6 elementos com A,
= 0,05 m e 4 elementos com A3 = 0,625 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.5 e na Tabela 4.6, assim como na Figura
4.7 e na Figura 4.8, os resultados para o deslocamento transversal w e 0 momento My,

obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.5: Exemplo 1 — Deslocamento w méximo para discretizagdo nao uniforme tipo 2

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,15 2,498 x 107 -
MDFE [1] 0,15 2,494 x 10™ -0,16 %
MEF - I 0,15 2,498 x 10™ 0,00 %
MEF - II 0,15 2,496 x 10™ -0,08 %

Tabela 4.6: Exemplo 1 — Momento My maximo para a discretiza¢do ndo uniforme tipo 2

Abscissa x (m) M, maximo (Nm/m) | Diferenca percentual
Analitico [2] 0,05 -3,745 x 10° -
MDFE [1] 0,05 -3,703 x 10° -1,12 %
MEF - 1 0,05 -3,727x 10° -0,48 %
MEF — 11 0,05 -3,660 x 10° 2,27 %
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Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 2
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0,00000

-0,00005 \ — Analitico| |

000010 % — T MDFE |

\ -~ MEF-I

E .0,00015 +—— MEF - Il
* \

-0,00020 \

-0,00025 \\~ T

-0,00030

x (m)

Figura 4.7: Exemplo 1 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 2

Momento Mx - discretizacdo ndo uniforme tipo 2
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
50,00
0,00 //“\
-50,00 - /
g -100,00 7
£
= -150,00 /
= -200,00 / Analitico
-250,00 \ [ e MDFE
R / ———-MEF - |
300,00 14— MEF - I
-350,00 - \ /
-400,00 )

Figura 4.8: Exemplo 1 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo nao
uniforme tipo 2
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Cabe destacar que os valores de maximos numéricos para deslocamento e

momento que aparecem nas tabelas nao coincidem necessariamente com os dos

respectivos graficos, uma vez que aqueles foram obtidos nos pontos nodais (obedecendo

ao mesmo critério de MITTELBACH [1]). Obviamente, quanto mais refinada a

discretizagdo nas proximidades do maximo, mais representatividade tera o resultado

obtido no ponto nodal.
Para o presente

gerais:

exemplo, podem ser estabelecidos os seguintes comentarios

Discretizacio

Comentarios

Uniforme

Para os deslocamentos, nota-se que o grafico do MEF — I ja
apresenta um bom ajuste em relacdo a resposta analitica,
particularmente quanto a detec¢do do maximo, tanto em
termos do seu valor como da abscissa do ponto onde ocorre
(lembre-se, conforme destacado acima, que os resultados
numéricos expostos nas tabelas, onde o do MEF — II aparenta
ser o melhor dos trés, correspondem a valores nodais e nao
necessariamente ao maximo dos graficos). Para os momentos,
entretanto, todos os resultados numéricos apresentaram
discrepancias bastante acentuadas em relacdo aos analiticos,
quer em termos dos valores maximos e suas abscissas, quer
em termos dos proprios graficos ao longo da regido onde se

localizam os efeitos da perturbagao de bordo.

Nao uniforme tipo 1

Para os deslocamentos, tanto os graficos quanto os valores da
tabela j& apresentam uma boa concordancia com os resultados
analiticos. Todavia, algumas divergéncias ainda podem ser
observadas para os momentos. Note-se, entretanto, que nas
tabelas, face a discretizagdo mais refinada junto ao apoio, as
abscissas dos pontos nodais de méaximo momento e as
abscissas dos correspondentes maximos analiticos ja se

aproximam consideravelmente.
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Nao uniforme tipo 2

Tanto para os deslocamentos, quanto para os momentos, todos
os resultados numéricos apresentados se mostram em perfeita

sintonia com os analiticos.

4.3 Exemplo 2 — Casca engastada submetida a pressdo interna constante

Este exemplo ¢ semelhante ao anterior, variando apenas o tipo de apoio, que

agora se considera como sendo um engaste (Figura 4.9).

X,

Pz

‘
h=28,00x 10° m
a=8,00x 10" m
! L=3,00m
E=2,05x 10" N/m?
v=0,30

N p,= 6,00 x 10° N/m?
.

Figura 4.9: Casca cilindrica engastada submetida a pressdo interna constante

4.3.1 Discretizagdo uniforme

Neste caso foram adotados, de acordo com os critérios anteriormente

estabelecidos:

Critério I: 40 elementos — A= 0,075 m.

Critério II: 26 elementos — A =0,115 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.7 e na Tabela 4.8, assim como na Figura

4.10 e na Figura 4.11, os resultados para o deslocamento transversal w ¢ 0 momento M,

obtidos tanto analitica como numericamente.
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Tabela 4.7: Exemplo 2 — Deslocamento w maximo para a discretizacao uniforme

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,20 2,442 x 107 -
MDFE [1] 0,22 -2,385x 10™ -2,33 %
MEF - 1 0,22 2,424 x 10 -0,74 %
MEF — 11 0,23 2,413x 10 -1,19 %

Tabela 4.8: Exemplo 2 — Momento My méaximo (x=0) para a discretiza¢do uniforme

M, maximo (Nm/m) Diferenca percentual
Analitico [2] 1,162 x 10° -
MDEFE [1] 5,860 x 10° 49,57 %
MEF — I 1,169 x 10° -0,60 %
MEF — II 1,212 x 107 4,30 %

Deslocamento w - discretizagao uniforme

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0,00000
-0,00005 | *
| — Analitico

00000 — Ny 7m0 ... MDEE
_ ———-MEF - |
§ -0,00015 VEF - |

-0,00020

-0,00025 -

-0,00030 <)

Figura 4.10: Exemplo 2 — Deslocamentos w(x) analitico € numéricos para a discretizagao
uniforme
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Momento Mx - discretizagdo uniforme
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
1400,00
1200,00
1000,00 Analitico|
goo00 {fy— MDFE
_ -——-MEF -1
g 600,00 \ MEF - Il
z g
= 400,00 - )
200,00
0,00
-200,00 -
-400,00
x (m)
Figura 4.11: Exemplo 2 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizagdo

uniforme

4.3.2 Discretiza¢ao nao uniforme

a) Discretizacdo tipo 1

Tomam-se, na Figura 4.1-b, L; = 0,5 m, L, = 2,5 m e L3 = 0. Foram adotados,

de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 40 elementos — 20 elementos com A; = 0,025 m e 20 elementos com

A =0,125 m.

Critério II: 26 elementos — 13 elementos com A; = 0,038 m e 13 elementos

comi, =0,192 m.
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A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.9 e na Tabela 4.10, assim como na

Figura 4.12 e na Figura 4.13, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento My, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.9: Exemplo 2 — Deslocamento w méaximo para discretizagdo nao uniforme tipo 1

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,20 2,442 x 10™ -
MDEE [1] 0,20 2,433 x 10™ 0,37 %
MEF -1 0,20 2,442 x 107 0,00 %
MEF — 11 0,20 2,441 x 10™ -0,04 %

Tabela 4.10: Exemplo 2 — Momento My maximo (x=0) para a discretiza¢cdo nao uniforme

tipo 1
M; maximo (Nm/m) Diferenca percentual
Analitico [2] 1,162 x 10° -
MDEFE [1] 1,072 x 10° 7,74 %
MEF — I 1,162 x 10° 0,00 %
MEF —II 1,162 x 10° 0,00 %
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Deslocamento w-discretizagdo ndo uniforme tipo 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0,00000 \
-0,00005 +—\ T
\ Analitico
-0,00010 - MDFE |
_ \ ———-MEF -1
£ .0,00015 MEF - Il |—
> \
i \
0,00020 \\
-0,00025 ———
-0,00030
x (m)

Figura 4.12: Exemplo 2 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 1

Momento Mx - discretizacdo ndo uniforme tipo 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
1400,00
1200,00
Analiti
1000.00 \ nalitico| |
X ------- MDFE
800,00 \ ~——-MEF-1 | |
E 600,00 MEF - Il —
: 400,00 \
s ’ \
200,00 \
0,00 \ e
-200,00 N
-400,00
x (m)

Figura 4.13: Exemplo 2 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizagdo ndo
uniforme tipo 1
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b) Discretizacdo tipo 2

A casca foi dividida em trés partes: L; = 0,2 m, L, = 0,3 m e L3 = 2,5 m, sendo
adotados, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 40 elementos — 20 elementos com A; = 0,010 m, 12 elementos com
A = 0,025 m e 8 elementos com A3 =0,3125 m.

Critério II: 26 elementos — 13 elementos com A; = 0,015 m, 8 elementos com
A =0,0375 m e 5 elementos com A3 = 0,50 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.11 e na Tabela 4.12, assim como na
Figura 4.14 e na Figura 4.15, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento My, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.11: Exemplo 2 — Deslocamento w maximo para a discretiza¢do nao uniforme

tipo 2
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,20 2,442 x 10™ -
MDFE [1] 0,20 2,442 x 107 0,00 %
MEF — I 0,20 2,442 x 10™ 0,00 %
MEF —II 0,20 2,442 x 10™ 0,00 %

Tabela 4.12: Exemplo 2 — Momento My méaximo (x=0) para a discretizagdo ndo uniforme

tipo 2
M; méximo (Nm/m) Diferenca percentual
Analitico [2] 1,162 x 10° -
MDFE [1] 1,147 x 10° -1,29 %
MEF — I 1,162 x 10° 0,00 %
MEF — II 1,162 x 10° 0,00 %




41

Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 2
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0,00000
-0,00005 |\ Analitico
0,00010 \ """" MOTE
e \ ~——- MEF - |
E 1000015 \ MEF -1l |
= \
-0,00020 - \\
-0,00025 s
-0,00030
x (m)

Figura 4.14: Exemplo 2 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 2

Momento Mx - discretizagao nao uniforme tipo 2
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
1400,00
1200,00
I Analitico
1000,00 - |
\ MDFE
800,00 \ ~——-MEF-1 | |
E 600,00 MEF - Il —
: \
S 400,00 \
200,00 |y
0,00 \ /’ =
\ ‘
-200,00 N~
-400,00
x (m)

Figura 4.15: Exemplo 2 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo ndo
uniforme tipo 2
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Para este exemplo, cabem os seguintes comentarios:

Discretizacio

Comentarios

Uniforme

Quanto aos graficos do deslocamento w, como um todo, nota-
se que os do MEF — I e do MEF — II j& apresentam boa
concordancia com a curva analitica. Observa-se, também, que
todos os valores mdéximos ja situam-se proximos dos
analiticos. Para os momentos, onde ha defasagens ainda
significativas nos resultados, pode-se dizer que os graficos
relativos ao MDFE e ao MEF — 1, globalmente, sdo os que
melhor se aproximam da resposta analitica, porém o do
MDFE, estranhamente, apresenta um erro de cerca de 50 % no

valor do momento méximo (no engaste).

Nao uniforme tipo 1

Os graficos, tanto dos deslocamentos quanto dos momentos,
ja se aproximam bastante dos analiticos, evidenciando-se,
entretanto, pelos resultados da tabela, que o valor maximo de
My pelo MDFE ainda apresenta uma defasagem da ordem de

8 % em relagdo ao resultado analitico.

Nao uniforme tipo 2

Todos os resultados numéricos podem ser considerados como

plenamente satisfatorios.
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4.4 Exemplo 3 — Casca apoiada submetida a varia¢do uniforme de temperatura

Na Figura 4.16 vemos representado este exemplo e os dados numéricos

utilizados.

A | T h=5,00x 10" m
i a=1,00m
L L=1,00m
T E=2,1x 10" N/m?
v=0,30
N - a=12x10" (.C)"
SN NNNNNNN } S
. Ate= At; =20°C

Figura 4.16: Casca cilindrica apoiada submetida a variagao uniforme de temperatura

4.4.1 Discretizagdo uniforme

Foram adotados, neste caso, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — A = 0,033 m.

Critério II: 20 elementos — A = 0,05 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.13 e na Tabela 4.14, assim como na
Figura 4.17 e na Figura 4.18, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento My, obtidos tanto analitica como numericamente.
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Tabela 4.13: Exemplo 3 — Deslocamento w maximo para a discretizacdo uniforme

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,13 2,561 x 107 -
MDFE [1] 0,13 -2,536x 107 -0,98 %
MEF - 1 0,13 -2,559x 10™ -0,08 %
MEF — 11 0,15 2,541 x 107 0,78 %

Tabela 4.14: Exemplo 3 — Momento My maximo para a discretizagdo uniforme

Abscissa x (m) M, maximo (Nm/m) | Diferenca percentual
Analitico [2] 0,045 -1,228 x 107 -
MDFE [1] 0,033 -1,123 x 10° -8,55 %
MEF — I 0,033 -1,182x 10° 3,75 %
MEF — II 0,050 -1,207 x 10° -1,71 %
Deslocamento w - discretizagc&o uniforme
0 005 01 015 02 025 03 035 04
-0,00001 \
-0,00006
\ Analitico
_ 000011 +—V{———— " MDFE |
§ \ ———-MEF -1
-0,00016 \ MEF - 1
\
-0,00021 \\
-0,00026 N
x (m)

Figura 4.17: Exemplo 3 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizag¢ao
uniforme
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Momento Mx - discretizagdo uniforme
0 005 01 015 02 025 03 035 04
15
= /M—“H\;\“\_‘-
-5 1 Ve
i
25 -\
\
\
£ -45
£ i / »
z 65 b / — Analitico
= \“ A e MDFE
-85 1\ A ~—--MEF -1
105 : / MEF - Il
\\_:}/
-125
x (m)

Figura 4.18: Exemplo 3 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizagdo
uniforme

Nas figuras mostra-se o comportamento dos deslocamentos ¢ dos momentos até
a altura de 0,4 m na casca, uma vez que, a partir de x = 0,33 m, todos os valores

numéricos obtidos ja reproduzem, de forma precisa, a resposta (constante com x) de
membrana.

4.4.2 Discretiza¢ao nao uniforme

a) Discretizacdo tipo 1

Neste caso, faz-se na Figura 4.1-b L; = 0,3 m, L, = 0,7 m e L; = 0. Foram

adotados, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 15 elementos com A; = 0,02 m e 15 elementos com
A =0,467 m.
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Critério II: 20 elementos — 10 elementos com A; = 0,03 m e 10 elementos com

A2 =0,07 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.15 e na Tabela 4.16, assim como na

Figura 4.19 e na Figura 4.20, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento My, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.15: Exemplo 3 — Deslocamento w maximo para a discretizagdo nao uniforme

tipo 1
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenga percentual
Analitico [2] 0,13 2,561 x 10 -
MDFE [1] 0,14 2,547 x 107 -0,55 %
MEF — I 0,14 2,555 x 10™ 0,23 %
MEF — 11 0,12 2,554 x 10™ 0,27 %

Tabela 4.16: Exemplo 3 — Momento My méximo para a discretizagdo ndo uniforme tipo 1

Abscissa x (m)

M méximo (Nm/m)

Diferenga percentual

Analitico [2] 0,045 -1,228 x 10° -

MDFE [1] 0,040 -1,201 x 10° 2,20 %
MEF — I 0,040 -1,224 x 10° 0,33 %
MEF — 11 0,030 -1,145x 10° 6,76 %
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Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 1
0O 005 01 015 02 025 03 03 04
-0,00001 -
\ ------- MDFE
_-0,00011 \ -——-MEF-1 |
E \ MEF - Ii
3
-0,00016
-0,00021
-0,00026 Soeeee
x (m)

Figura 4.19: Exemplo 3 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 1

Momento Mx - discretizagao nao uniforme tipo 1

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4

E
E
Z o
= — Analitico—
------- MDFE | |
--—-MEF - |
MEF - Il —

x (m)

Figura 4.20: Exemplo 3 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo ndo
uniforme tipo 1
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b) Discretizacdo tipo 2

Foram tomadas na casca, de acordo com a Figura 4.1-b, L; = 0,25 m, L, = 0,25
m e L3 = 0,50 m, sendo entdo adotados, de acordo com cada um dos critérios
estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 20 elementos com A; = 0,0125 m, 5 elementos com
A2 =0,05 m e 5 elementos com A3 = 0,10 m.

Critério 1I: 20 elementos — 14 elementos com A; = 0,0178 m, 3 elementos com
A = 0,083 m e 3 elementos com A3 = 0,167 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.17 e na Tabela 4.18, assim como na

Figura 4.21 e na Figura 4.22, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento My, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.17: Exemplo 3 — Deslocamento w maximo para a discretiza¢do nao uniforme

tipo 2
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,13 2,561 x 10™ -
MDFE [1] 0,125 2,556 x 107 0,20 %
MEF - I 0,125 2,559 x 10 -0,08 %
MEF — 11 0,125 2,559 x 10™ -0,08 %

Tabela 4.18: Exemplo 3 — Momento My méximo para a discretizagdo ndo uniforme tipo 2

Abscissa x (m) M; méximo (Nm/m) | Diferenga percentual
Analitico [2] 0,045 -1,228 x 10° -
MDEFE [1] 0,0375 -1,206 x 10° -1,79 %
MEF — I 0,0375 -1,215x 10° -1,06 %
MEF — II 0,0357 -1,204 x 10° -1,95 %
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Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 2
0O 005 01 015 02 025 03 03 04
-0,00001
N MDFE
_-0,00011 1\ ~——-MEF-1 | |
E MEF - Ii
3
-0,00016
-0,00021 \
\\,,/
-0,00026
x (m)

Figura 4.21: Exemplo 3 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 2

Momento Mx - discretizacdo ndo uniforme tipo 2

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4

15
5 - Va
(‘: /S
-25 \ /’
E 45 "‘ 7
z 65 \ / Analitico
= - 7
A MDFE
-85 \ / ~——-MEF - |
-105 \ / MEF - 1l
\t"/

-125

x (m)

Figura 4.22: Exemplo 3 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizagdo ndo
uniforme tipo 2
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Os comentarios para este exemplo podem ser assim estabelecidos:

Discretizacio Comentarios
Os deslocamentos, tanto em termos das curvas como de
valores maéximos, ja mostram boa concordincia com os
resultados analiticos. O mesmo nao se pode dizer, entretanto,
Uniforme

dos graficos dos momentos, ainda que apenas o do MDFE
tenha apresentado uma defasagem mais acentuada no valor

maximo do momento (cerca de 8,5 %).

Nao uniforme tipo 1

Os momentos ja apresentam, nesta circunstancia, uma boa
proximidade com os resultados analiticos, exceto quanto ao
valor maximo dado pelo MEF — II, com erro de
aproximadamente 7 % (note-se que, para a discretizaciao
uniforme, o erro correspondente nao atingiu 2 %, porém os

valores obtidos nao se referem aos mesmos pontos nodais).

Nao uniforme tipo 2

Todos os resultados ja se revelam de 6tima qualidade.

4.5 Exemplo 4 — Casca apoiada submetida a variagao linear de temperatura na

espessura

Este exemplo ¢ semelhante ao representado na Figura 4.16, porém atribuindo-se

agora os seguintes valores para variacao de temperatura nas superficies externa e interna

da casca: At. = 20°C e At; = - 20°C.

4.5.1 Discretizagdo uniforme

Neste caso de discretizagdo foram adotados, de acordo com cada um dos

critérios estabelecidos:

Critério I: 40 elementos — A= 0,033 m.

Critério II: 26 elementos — A= 0,038 m.
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A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.19 e na Tabela 4.20, assim como na

Figura 4.23 e na Figura 4.24, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento My, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.19: Exemplo 4 — Deslocamento w maximo para a discretizagdo uniforme

Abscissa x (m)

w maximo (m)

Diferenga percentual

Analitico [2] 1,00 1,888 x 107 -

MDEE [1] 1,00 1,687 x 107 -10,65 %
MEF — I 1,00 1,882 x 107 0,32 %
MEF — 11 1,00 1,873 x 10™ 0,79 %

Tabela 4.20: Exemplo 4 — Momento My maximo para a discretizagdo uniforme

Abscissa x (m) M méaximo (Nm/m) | Diferenga percentual
Analitico [2] 0,130 3,201 x 107 -
MDEFE [1] 0,125 3,182 x 10° -0,59 %
MEF — I 0,125 3,199 x 10° -0,06 %
MEF — II 0,115 3,184 x 107 -0,53 %
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Deslocamento w - discretizagcdo uniforme

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,0002
0,00015 Analitico /
------- MDFE j
0,0001 ———-MEF -1
£ MEF - I
3 0,00005 -

-0,00005 | %/

-0,0001

x (m)

Figura 4.23: Exemplo 4 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
uniforme

Momento Mx - discretizacao uniforme

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
350
/V“"“\
, \
250 / \
E 200 / \
£ i \
s 150 | Analitico ;
/ ------- MDFE | |
100 f - —-MEF-1| %
50 ; MEF = " \\\I\
\
\
0

x (m)

Figura 4.24: Exemplo 4 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizag@o
uniforme
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4.5.2 Discretizagdo ndo uniforme
a) Discretizacao tipo 1

Foram considerados na casca, de acordo com a Figura 4.1-b, L; = 0,25 m, L, =
0,50 m e Ly = 0,25 m, sendo adotados, de acordo com cada um dos critérios
estabelecidos:

Critério I: 40 elementos — 15 elementos com A; = 0,0167 m, 10 elementos com
A2 =0,05m e 15 elementos com A3 =0,0167 m

Critério II: 26 elementos — 10 elementos com A; = 0,025 m, 6 elementos com
2 = 0,083 m e 10 elementos com A3 = 0,025 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.21 e na Tabela 4.22, assim como na
Figura 4.25 e na Figura 4.26, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento M,, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.21: Exemplo 4 — Deslocamento w méaximo para a discretizagdo nao uniforme

tipo 1
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 1,00 1,888 x 10™ -
MDEE [1] 1,00 1,796 x 10™ 4,87 %
MEF - I 1,00 1,885x 107 -0,16 %
MEF — 11 1,00 1,882x 10™ -0,32 %

Tabela 4.22: Exemplo 4 — Momento My maximo para a discretizagdo ndo uniforme tipo 1

Abscissa x (m) M, maximo (Nm/m) | Diferenca percentual
Analitico [2] 0,130 3,201 x 10° -
MDFE [1] 0,133 3,193 x 107 0,25 %
MEF — 1 0,133 3,200 x 10° -0,03 %
MEF — 11 0,125 3,199 x 10° -0,06 %
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Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,0002
—— Analitico |
o005 +—F T ... MDFE /
0,0001 oo MER-

MEF - I /
£ 0,00005 ‘
* /

0 ] B ﬁ\ T
\ / \\y/
-0,00005 -\~
-0,0001
x (m)

Figura 4.25: Exemplo 4 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 1

Momento Mx - discretizagao nao uniforme tipo 1

0 0,2 0,4 0,6 0.8 1
350
300 - /// T TN
250 |/
E 200 /
]
= 150 / Analitico|—
------- MDFE K
100 1 - MEF-1
50 MEF - Il |
0

x (m)

Figura 4.26: Exemplo 4 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo ndo
uniforme tipo 1
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b) Discretizagao tipo 2

Foram agora tomados, de acordo com a Figura 4.1-b, L; = 0,20 m, L, = 0,60 m
e L; = 0,20 m, considerando-se, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 40 elementos — 15 elementos com A; = 0,013 m, 10 elementos com
A2 =0,06 m e 15 elementos com A3 = 0,013 m.

Critério II: 26 elementos — 10 elementos com A; = 0,02 m, 6 elementos com A,
=0,10 m e 10 elementos com A3 = 0,02 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.23 e na Tabela 4.24, assim como na

Figura 4.27 e na Figura 4.28, os resultados para o deslocamento transversal w e o

momento M,, obtidos tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.23: Exemplo 4 — Deslocamento w maximo para a discretiza¢do nao uniforme

tipo 2
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 1,00 1,888 x 10 -
MDEFE [1] 1,00 1,855x 10™ -1,75 %
MEF — 1 1,00 1,886 x 10 0,11 %
MEF — 11 1,00 1,884 x 10 0,21 %

Tabela 4.24: Exemplo 4 — Momento My méximo para a discretizagdo ndo uniforme tipo 2

Abscissa x (m) M, méximo (Nm/m) | Diferenga percentual
Analitico [2] 0,130 3,201 x 107 -
MDEFE [1] 0,133 3,190 x 10° 0,34 %
MEF -1 0,133 3,200 x 107 -0,03 %
MEF — 11 0,140 3,195 x 107 -0,19 %
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Deslocamento w-discretizacdo ndo uniforme tipo 2
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,0002
—— Analitico j
oo00FS +—F7 —F 77— ... MDFE |
———-MEF -1
0,0001
MEF - Il
£ 0,00005 -
3
N DY,
-0,00005 \/
-0,0001
x (m)

Figura 4.27: Exemplo 4 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 2

Momento Mx - discretizacdo ndo uniforme tipo 2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
350
T i
300 v T . \\
/ \
250 \
£200 - \
E \
=150 1/ Analitico \
/ ------- MDFE \
100 ! ———- MEF - | \
50 / MEF - Il }
0 ‘
x (m)

Figura 4.28: Exemplo 4 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizagdo ndo
uniforme tipo 2
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Discretizacao Comentarios

Os resultados numéricos para w e My, em termos gerais, ja se

situam bem préximo dos analiticos, notando-se apenas uma

Uniforme
defasagem ainda acentuada (da ordem de 10,5 %) no valor de
Wmax pelo MDFE.
O resultado para wma, pelo MDFE, ainda apresenta uma
Nao uniforme tipo 1 diferenga expressiva (cerca de 5 %) em relagdo ao resultado

analitico.

Nao uniforme tipo 2 Todos os resultados numéricos ja atendem as expectativas.

4.6 Exemplo 5 — Casca apoiada submetida a solicitacdo de bordo e com variagdo de

temperatura uniforme no dominio

Este exemplo, em relagdo ao representado na Figura 4.16, apresenta também um

momento My, por unidade de comprimento, atuando no bordo inferior da casca.

h=5,00x 10" m

NE a=1,00m
L=1,00m
ul . E=21x 10" N/m’
v=0,30
o a=12x 107 (.C)"
AN . i Ate = At; = 20°C
e Mo = 265,5 Nm/m

Figura 4.29: Casca apoiada submetida a solicitagdo de bordo e com variacao de
temperatura uniforme no dominio
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Neste caso de discretizagdo foram adotados, de acordo com cada um dos

critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — A = 0,033 m.

Critério II: 20 elementos — A = 0,05 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.25, assim como na Figura 4.30 e na

Figura 4.31, os resultados para o deslocamento transversal w e o momento My, obtidos

tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.25: Exemplo 5 — Deslocamento w méaximo para a discretizagdo uniforme

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,16 2,506 x 107 -
MDFE [1] 0,17 2,486 x 107 -0,80 %
MEF — I 0,17 -2,505x 10 -0,04 %
MEF — 11 0,15 2,497 x 10™ -0,36 %
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Deslocamento w -discretizacdo uniforme
o 005 01 015 02 025 03 035 04
-0,00001 1y
h\
\
Q)
-0,00006 |
\ —— Analitico
— -0,00011 ||
E
3
-0,00016 —
-0,00021
-0,00026
x (m)

Figura 4.30: Exemplo 5 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
uniforme

Momento Mx - discretizacao uniforme
0 005 01 015 02 025 03 035 04
300
250 N
Analitico
e — N MDFE |
150 -——-MEF -1 |
£ MEF - Ii
£ 100 |
= 50
0 \ T y}/_\//f‘ =
-50 \\\\//
-100
x (m)

Figura 4.31: Exemplo 5 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizag@o
uniforme



4.6.2 Discretizagdo ndo uniforme

a) Discretizacao tipo 1
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A casca foi dividida em duas partes, a saber: L; = 0,17 m e L, = 0,83 m (Figura

4.1-b), sendo adotados, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 15 elementos com A; = 0,011 m e 15 elementos com

A2 =0,055 m.

Critério II: 20 elementos — 10 elementos com A; = 0,017 m e 10 elementos

com A, =0,083 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.26, assim como na Figura 4.32 e na

Figura 4.33, os resultados para o deslocamento transversal w e o momento My, obtidos

tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.26: Exemplo 5 — Deslocamento w maximo para a discretizacao ndo uniforme

tipo 1
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,16 2,506 x 107 -
MDEE [1] 0,16 2,505 x 10 -0,04 %
MEF — I 0,16 -2,505x 107 -0,04 %
MEF — 11 0,17 2,503 x 10™ 0,12 %
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Deslocamento w -discretizagdo nao uniforme tipo 1
o 005 01 015 02 025 03 035 04

-0,00001 \\
-0,00006
\\ —— Analitico
- 000011 +——H{——— MDFE |
§. \ ~——-MEF - |
-0,00016 \ MEF -1l
-0,00021 \\\
-0,00026

x (m)

Figura 4.32: Exemplo 5 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 1

Momento Mx - discretizagao nao uniforme tipo 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04
300
250 -| N
\ Analitico
200 \ ------- MDFE |-
150 -——-MEF -1 |
£ MEF - Il
£ 100 |
= 50
0 \‘ =T T
\\ ///
0 \\,__,/
-100
x (m)

Figura 4.33: Exemplo 5 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo ndo
uniforme tipo 1



b) Discretizacdo tipo 2
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A casca foi dividida em trés partes, com L; = 0,10 m, L, =0,20me L3 = 0,70 m

na Figura 4.1-b. Foram adotados, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 20 elementos com A; = 0,005 m, 5 elementos com A,

= (0,04 m e 5 elementos com A3 = 0,14 m.

Critério 1I: 20 elementos — 14 elementos com A; = 0,007 m, 3 elementos com

A =0,067 m e 3 elementos com A3 = 0,23 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.27, assim como na Figura 4.34 e na

Figura 4.35, os resultados para o deslocamento transversal w e o momento My, obtidos

tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.27: Exemplo 5 — Deslocamento w maximo para a discretiza¢do nao uniforme

tipo 2
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,16 2,506 x 107 -
MDFE [1] 0,18 2,491 x 10 -0,60 %
MEF — I 0,18 2,498 x 10™ -0,32 %
MEF — 11 0,17 -2,504 x 10™ -0,08 %
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Deslocamento w -discretizacdo ndo uniforme tipo 2

0 0,056 0,1 015 02 025 03 035 04

-0,00001 \\
-0,00006 8

\\ — Analitico
-0,00011 +——\——— MDFE

w (m)

-0,00016 ‘\ MEF -1l |

-0,00021 \\\\/
-0,00026 —

x (m)

Figura 4.34: Exemplo 5 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
ndo uniforme tipo 2

Momento Mx - discretizagcdo n&o uniforme tipo 2
0 005 01 015 02 025 03 035 04
300
250 - -
\w Analitico
200 \ ------- MDFE ||
_ 150 -——-MEF -1 |
E \ MEF - Il
£ 100 \
= 50 {
 ——
@ N\
-100 -
x (m)

Figura 4.35: Exemplo 5 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizacdo nao
uniforme tipo 2
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Discretizacao Comentarios
Os resultados numéricos para Wy, ja se situam bem proximos
' dos resultados analiticos. Para os momentos, especialmente
Uniforme

em relagdo aos resultados do MDFE e do MEF — 11, ainda se

observam algumas divergéncias.

Nao uniforme tipo 1

Todos os resultados ja se acham suficientemente proximos

dos analiticos.

Nao uniforme tipo 2

Os resultados numéricos se mantém suficientemente proximos
dos analiticos. Observa-se, entretanto que, nessa discretizagao,
os pontos nodais para Wp, numérico na tabela,
correspondentes ao MDFE e ao MEF — I, ndo mais
coincidiram com o ponto de maximo deslocamento analitico,
justificando-se, assim, os erros superiores obtidos em relagao

aos da discretizagdo anterior (menos refinada).

4.7 Exemplo 6 — Casca apoiada submetida a pressao hidrostatica e peso proprio

Este exemplo, com os correspondentes dados numéricos utilizados (sendo y o

peso proprio do material da casca), encontra-se representado na Figura 4.36.

h=5,00x 10> m

. i I a=1,00m
i f L=1,00m
l l L E=2,1x10" N/m’
l - l v=10,30
] v=7,70 x 10* N/m’
R e px = - yh =-3,85 x 10* N/m’
i"a—% p.=(x-L)x 10* N/m?

M, =455,6 Nm/m

Figura 4.36: Casca apoiada submetida a pressao variando linearmente e ao peso proprio
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Neste caso de discretizagdo foram adotados, de acordo com cada um dos

critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — A = 0,033 m.

Critério II: 20 elementos — A = 0,05 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.28, assim como na Figura 4.37 e na

Figura 4.38, os resultados para o deslocamento transversal w e o momento My, obtidos

tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.28: Exemplo 6 — Deslocamento w méaximo para a discretizagdo uniforme

Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,04 8,497 x 107 -
MDEFE [1] 0,03 7.824x 107 7,92 %
MEF — 1 0,03 8,391 x 107 -1,25 %
MEF — 11 0,05 8,379 x 107 -1,39 %
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Deslocamento w -discretizacdo uniforme
o 005 01 015 02 025 03 035 04

0,0001

0,00008 /"N
fi A
0,00006 :/ \ — Analitico| |
~ /, \ ------- MDFE
£ 000004 s \ - MEF-1
/‘ \ MEF - I
0,00002 /,' \

0 2 I

-0,00002

Figura 4.37: Exemplo 6 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
uniforme

Momento Mx - discretizacao uniforme
0 005 01 015 02 025 03 035 04

500

Analitico [

400 \
\ ------- MDFE

300 ~——-MEF-1 [
MEF - Ii
200

100 ~ \

M (Nm/m)

-100

x (m)

Figura 4.38: Exemplo 6 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizag@o
uniforme



4.7.2 Discretizagdo ndo uniforme

a) Discretizacao tipo 1
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A casca foi dividida em duas partes, a saber: L; = 0,17 m e L, = 0,83 m (Figura

4.1-b), sendo adotados, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 15 elementos com A; = 0,011 m e 15 elementos com

A2 =0,055 m.

Critério II: 20 elementos — 10 elementos com A; = 0,017 m e 10 elementos

com A, =0,083 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.29, assim como na Figura 4.39 e na

Figura 4.40, os resultados para o deslocamento transversal w e o momento My, obtidos

tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.29: Exemplo 6 — Deslocamento w méaximo para a discretizagdo nao uniforme

tipo 1
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,040 8,497 x 10™ -
MDEE [1] 0,045 8,411x 10 -1,01 %
MEF - I 0,045 8,597 x 107 1,18 %
MEF — 11 0,034 8,444 x 10” -0,62 %
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Deslocamento w -discretizagdo nao uniforme tipo 1
o 005 01 015 02 025 03 035 04
0,0001
0,00008 | /7N
_ / \ ------- MDFE
< 0,00004 | ~——-MEF-I —
/ \\ MEF - Il
0,00002 N
/ \
0 \\ I I I I
\\"'\*%_Q.WW
-0,00002
x (m)

Figura 4.39: Exemplo 6 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
nao uniforme tipo 1

Momento Mx - discretizagao nao uniforme tipo 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04

500
400 \ Analitico
\ ------- MDFE
300 \ ~——-MEF-1 [
E \ MEF - Il
£ 200 \\
= \
100 \
) | \\\M”“‘
-100
x (m)

Figura 4.40: Exemplo 6 — Momentos M analitico e numéricos para a discretizacdo ndo
uniforme tipo 1
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b) Discretizacdo tipo 2

A casca foi dividida em trés partes, com L; = 0,10 m, L, =0,20me L3 = 0,70 m
na Figura 4.1-b. Foram adotados, de acordo com cada um dos critérios estabelecidos:

Critério I: 30 elementos — 20 elementos com A; = 0,005 m, 5 elementos com A,
= (0,04 m e 5 elementos com A3 = 0,14 m.

Critério 1I: 20 elementos — 14 elementos com A; = 0,007 m, 3 elementos com
A = 0,067 m e 3 elementos com A3 = 0,23 m.

A seguir sdo apresentados, na Tabela 4.30, assim como na Figura 4.41 e na
Figura 4.42, os resultados para o deslocamento transversal w e o momento My, obtidos

tanto analitica como numericamente.

Tabela 4.30: Exemplo 6 — Deslocamento w maximo para a discretiza¢do nao uniforme

tipo 2
Abscissa x (m) W maximo (m) Diferenca percentual
Analitico [2] 0,04 8,497 x 107 -
MDFE [1] 0,04 8,599 x 10™ 1,20 %
MEF — I 0,04 8,631x 107 1,58 %
MEF — 11 0,04 8,623 x 107 1,48 %
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Deslocamento w -discretizacdo ndo uniforme tipo 2
o 005 01 015 02 025 03 035 04
0,0001
0,00008 //\\
0,00006 / — Analitico|__|
_ / S EEE T MDFE
£ 0,00004 |/ \ ~——-MEF-1 —
/I \ MEF - Il
0,00002 / \
0 I I I I
-0,00002
x (m)

Figura 4.41: Exemplo 6 — Deslocamentos w(x) analitico e numéricos para a discretizacao
ndo uniforme tipo 2

Momento Mx - discretizagcdo n&o uniforme tipo 2
0 005 01 015 02 025 03 035 04
500
400 \\ Analitico|
U MDFE
300 \ ~——-MEF-1 [
E MEF - Il
E 200 [\
s \
100 \\
0 T \'L%;g,}‘w‘
-100
x (m)

Figura 4.42: Exemplo 6 — Momentos My analitico e numéricos para a discretizacdo nao
uniforme tipo 2
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Discretizacao Comentarios
Os graficos para os deslocamentos ainda ndo demonstram a
concordancia esperada, apesar de que, para Wy, apenas o
Uniforme resultado do MDFE apresenta-se acima do limite desejavel.

Os graficos de momentos ja se situam bem mais proximos da

curva analitica.

Nao uniforme tipo 1

Todos os resultados ja se acham suficientemente proximos

dos analiticos.

Nao uniforme tipo 2

Todos os resultados mantém a proximidade com os analiticos.
Note-se que os pontos nodais para Wy.x numeérico, no tipo
anterior de discretizagdo, coincidiram com os pontos de
maximo deslocamento obtidos analiticamente, podendo-se
assim justificar os erros inferiores verificados em relagdo aos

da presente discretiza¢do (mais refinada).
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5 CONCLUSOES

O presente trabalho, que representa um prosseguimento a dissertagdo de
MITTELBACH [1], teve por objetivo estabelecer uma comparagdo entre os desempenhos
do Método das Diferencas Finitas Energéticas (MDFE) e do Método dos Elementos
Finitos (MEF) na andlise dos efeitos de perturbacdo de bordo em cascas cilindricas
axissimétricas submetidas a ac¢des de natureza mecanica e/ou térmica. Foram assim
reexaminados todos os exemplos da referida dissertagdo, somando-se ainda a estes um
outro caso analisado posteriormente por MITTELBACH et al. [2]. Enfatizou-se, em
especial, o calculo dos esfor¢os, procurando-se verificar se 0 MDFE, por aproximar as
derivadas dos deslocamentos ¢ ndo os deslocamentos, como no caso do MEF, tenderia a
produzir, neste calculo, resultados melhores do que o MEF, como previamente ocorrido
no trabalho de GRACA [8], ao serem analisadas placas espessas pela Teoria de Mindlin.
Note-se que o problema aqui estudado, pelo aspecto das funcgdes representativas dos
deslocamentos e esforcos na regido perturbada da casca, ndo se configura como dos mais
favoraveis para fins de modelagem numérica.

Foram utilizados, nas comparagdes de resultados, dois critérios distintos, a
saber: a mesma discretizagdo da casca por ambos os métodos numéricos considerados e
sistemas de equagoes algébricas aproximadamente da mesma ordem. Este ultimo critério
justifica-se em fun¢do de que no MEF tem-se, para cada no, além dos deslocamentos u e
w, também a rotacdo w’ como grau de liberdade, ao passo que no MDFE a rotacdo so
constitui grau de liberdade em nds de extremidade (face a eliminagdo dos nds virtuais).

Embora no MEF isto acarrete uma redu¢do do niimero de nds, procurou-se sempre,
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mediante uma proporcionalidade, preservar as mesmas caracteristicas da discretiza¢do do
MDFE na distribui¢do desses nos. O estudo envolveu ainda, em cada exemplo, sempre
discretizagdes uniformes e ndo uniformes, com estas ultimas, que foram subdivididas em
tipo 1 e tipo 2, correspondendo a um maior grau de refinamento na zona de perturbagdo
proxima aos apoios da casca.

Pode-se considerar que os objetivos da pesquisa foram plenamente atingidos e
dela resultaram as seguintes conclusdes de carater geral (as conclusdes de carater mais
especifico acham-se explicitadas no capitulo anterior):

1 — Ao se utilizar discretizacdes idénticas por ambos os métodos numéricos, foi
nitida a melhor performance do MEF.

2 — Quando se utilizou como critério de comparacdo sistemas de equacdes
algébricas de mesma ordem, ndo houve, em termos praticos, nenhum ganho
representativo de um método em relagao ao outro.

3 — Em todos os casos examinados, a discretizacao uniforme, como seria de se
esperar, ndo se mostrou indicada em nenhum dos dois métodos, qualquer que fosse o
critério de comparagdo escolhido.

Em resumo, se for admitida como “mais justa” a comparagdo pela ordem dos
sistemas de equagdes (visando compensar o grau de liberdade adicional de rotagdo no
MEF), pode-se afirmar que os dois métodos numéricos apresentaram desempenhos

equivalentes.
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