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Ao longo dos anos foram desenvolvidas vérias ferramentas e alguns métodos para
estudos em reservatdrios. Dentre estes, sdo abordados no presente trabalho, o Método dos
Volumes Finitos, ou Método do Volume de Controle ¢ um Método Misto de Elementos
Finitos, utilizando o MatLab, que comprovou toda a sua praticidade ao envolvermos
calculos matriciais. Além destes, também comparamos nossos resultados com um método
de Elementos Finitos de Pos-processamento para recuperagdo da Velocidade de Darcy. Sao
apresentadas as equagdes governantes para o fluxo de fluidos e para a aplicagdo em meios
porosos, que sdo as equagdes de conservacdo da massa e a Lei de Darcy. A avaliagdo
provinda da comparacdao entre os métodos citados busca identificar e, qui¢d, confirmar
tendéncias, como a de que uma melhor aproximag¢do da solu¢do acarreta um desempenho
computacional reduzido, além de propor a utilizacdo adequada das ferramentas disponiveis

e indicar caminhos ou procurar solu¢des para questdes com maior precisao.
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Through the years some tools and some methods for numerical reservoir simulation
had been developed. Amongst these, are compared in this work, the Finite Volume method,
or Control Volume method and the Mixed Finite Element method, using the MatLab.
Beyond these, we also compare our results with a Finite Element Post-processing method
to recover Darcy’s velocity. The governing equations for the fluid flow and the application
in porous media are presented, that the equations mass conservation and the Darcy’s law.
The evaluation come from the comparison between the cited methods intend to identify
and, maybe, to confirm trends, as of that one better approach of the solution causes a
reduced computational performance, besides considering the adequate use of the available

tools and indicating ways or to search, more precisely, solutions for questions.
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1 INTRODUCAO

1.1 Organizacao do Trabalho

Neste trabalho comec¢amos, no capitulo 1, abordando os aspectos gerais da
modelagem computacional e dos métodos numéricos envolvidos, além de caracteristicas da
producdo de petroleo, que € o principal motivo econdmico para a modelagem e simulagao
computacionais. No capitulo 2, apresentamos a fisica e a matematica por tras da simulagao
de reservatorios, detalhando seus elementos constituintes como 0s conceitos de meios
porosos, heterogeneidade, permeabilidades absoluta e relativa, porosidade, etc. No capitulo
3, explicamos o modelo utilizado, que ¢ o modelo monofasico de fluxo de fluidos
incompressiveis € as equacdes governantes no fluxo de fluidos e os métodos numéricos
abordados. No capitulo 4, sdo apresentados os exemplos e métodos utilizados e resultados
obtidos nas simulagdes. Os capitulos 5 e 6 tratam das conclusdes, propostas de trabalhos
futuros e bibliografia. No apéndice, encontra-se uma introdu¢do ao formalismo do método

dos elementos finitos, além dos codigos para o MatLab utilizados nas modelagens.
1.2 Aspectos Gerais

A modelagem computacional ¢ amplamente utilizada na Induastria Petrolifera, pois

permite a simulagdo de eventos, fendmenos fisicos, sem a necessidade de maiores gastos,



além do envolvido na estrutura computacional utilizada e podendo, com isto, viabilizar
respostas, ou mesmo, confirmar hipoteses. A estrutura basica da modelagem numérica
consiste na troca de equagdes diferenciais — que geralmente sdo muito complexas e de
dificil solug¢do analitica — por milhares ou milhdes de equagdes simples, mas que sdo
aproximagdes, com precisao definida pelo método numérico utilizado e pelo grau de
refinamento da malha de elementos que ¢ utilizada para particionar as estruturas envolvidas
no fenomeno estudado. Na maioria dos casos os sistemas de equagdo sdo lineares ou ndo,
podendo ser resolvidos milhares de vezes, em problemas dependentes do tempo.

Uma das principais utilizacdes da modelagem computacional, no setor petrolifero,
ocorre na simulagdo de reservatorios de petrdleo. Nos primérdios da computagdo, modelos
para simulagdo de reservatoérios foram construidos em duas dimensdes com, no maximo,
alguns poucos milhares de pontos representando todo o reservatdrio. Ao passo que hoje,
caracterizagdes de reservatorios modelam as formacdes de rochas porosas na escala de
metro. Isto nos d& modelos tridimensionais consistindo em varios milhdes de células.
Apesar de um aumento fantéstico no poder dos computadores, e das pesquisas acerca de
técnicas computacionais, os simuladores comerciais de reservatorio, raramente, podem
simular diretamente em malhas de modelos geoldgicos mais reais. Hoje, simulagdes sdo
utilizadas para estimar caracteristicas da producdo, calibrar pardmetros do reservatdrio,
identificar padroes de fluxo, etc. O grande objetivo ¢é possibilitar um melhor
direcionamento e controle dos pocos, de maneira que haja uma maximizacdo na
recuperagdo do petroleo. Porém, a aproximacao utilizada nos métodos ndo nos traz uma
precisdo adequada, ja que as variaveis envolvidas na modelagem de fluxo de fluidos em
reservatorios sdo muito dificeis de ser preditas e para muitas destas varidveis ndo existem

relacdes matematicas bem definidas. Além disso, computacionalmente falando, nao



conseguiriamos rodar simula¢des abordando todas as informagdes de todas as variaveis
disponiveis, mesmo nos mais modernos computadores. Entretanto, para o gerenciamento do
reservatorio, geralmente, ¢ suficiente descrever as tendéncias gerais a partir dos dados dos
padroes de fluxo do reservatorio.

Um dos métodos numéricos mais utilizados em modelagem computacional ¢ o
Método dos Elementos Finitos (MEF), que tem sido amplamente aplicado em uma grande
variedade de problemas envolvendo escoamento de fluidos, inclusive em meios porosos.

O sucesso do MEF se deve, na maior parte, aos procedimentos matematicos basicos: a
formulagdo variacional do problema, a discretizacdo dessa formulagdo através de elementos
finitos e a solucdo das equagdes lineares resultantes. Estas sdo as etapas basicas para
qualquer problema.

Porém, no processo de discretizacdo da formulagdo variacional, a primeira etapa a se
cumprir ¢ a construgdo das malhas de elementos. A maioria dos simuladores de
reservatorios comercial geralmente usa malhas estruturadas ou semi-estruturadas, como as
malhas ortogonais de diferencas finitas [18]. Em geologias e geometrias mais complexas
existem grandes dificuldades para se modelar com tais malhas, e uma alternativa ¢ usar o
método dos elementos finitos que manipula malhas estruturadas e ndo-estruturadas [4]. Para
garantir uma melhor aproximac¢do a malha deve ser refinada em regides onde hd uma
maior, ¢ mais rapida mudanca nos valores das varidveis, sem causar um custo
computacional maior, refinando, desnecessariamente, regides onde a solucdo ¢ bem
comportada. Em problemas transientes, a aplicagdo de malhas dindmicas adaptativas
oferece um alto nivel de flexibilidade na representacdo da malha, produzindo um aumento

na exatiddo da solu¢do, com menores custos computacionais [18].



Para a discretizacdo da formulagdo fraca ou variacional em si, existem diversos
métodos que sdo utilizadas, entre eles os métodos que sao abordados neste trabalho:
Método dos Volumes Finitos, Método Misto de Elementos Finitos e Método de Pos-

processamento da Velocidade.

1.3 Aspectos da Produgio do Petroleo

Neste item 1.3 abordamos os aspectos da producdo de petroleo descritos na
referéncia [36].

O proposito dos pogos de petrdleo e de gas ¢ o de produzir hidrocarbonetos de
formagdes subterraneas. O pogo seria o condutor para o escoamento dos fluidos das
formagodes para a superficie. Certos equipamentos devem ser instalados no pogo e varios
outros itens e procedimentos devem ser utilizados para manter e controlar este escoamento.
Este equipamento e qualquer procedimento ou itens necessarios para instala-los, sdo
denominados de "completagdo do pogo".

Antigamente, os pocos eram completados usando-se apenas uma coluna de tubos
enrascados, denominados "revestimento", normalmente, de sete polegadas que se destinavam a
evitar o desmoronamento das suas paredes e conduzir os fluidos da formagdo, para a
superficie. A coluna de revestimento de producdo de um pogo vai da superficie até certa
profundidade.

Na década de 1930, com a evolugdo da tecnologia de cimentagdo, alguns pocos foram
completados usando-se cimento. A cimentacdo de um pog¢o ¢ uma operagdo essencial em
todas as completagdes, pois € necessaria uma boa aderéncia do cimento no espaco entre o

revestimento e o reservatorio.



O fluxo dos fluidos para o poco ¢ estabelecido fazendo-se furos laterais, ou
perfuragdes, através da utilizagdo de um equipamento especial, contendo cargas explosivas
dirigidas, chamado vulgarmente de "canhao". Os tiros originados por este equipamento,
perfuram o revestimento, o cimento e penetram pela formagao adentro, abrindo canais para a
produgdo dos fluidos. Apos este "canhoneio", perfis a cabo sdo descidos para verificar se as
perfuragdes tiveram éxito.

Com o decorrer do tempo, a producdo dos fluidos, através destas perfuragoes tende a
cair e, dependendo do tipo de formagdo produtora, pode-se utilizar ou acido ou efetuar um
fraturamento hidraulico para aumentar as fraturas e permitir que a producgdo volte ao normal.
Hoje em dia, utilizam-se varios tipos de estimulagd@o, inclusive com explosdes subterraneas
controladas. Com o declinio da pressdo do reservatorio e do volume produzido, a producdo
através de tubulacao de menor didmetro, ou tubing, se toma necessaria, pois a velocidade do

escoamento através do revestimento se toma insuficiente para manter a produg@o.

1.3.1 Mecanismos de Producio

Existem varios mecanismos de producdo do petrdleo, que levam estes fluidos, do fundo
do poco até a superficie. De maneira genérica, os classificamos em: surgéncia e elevacao
artificial. Um pogo ¢é considerado surgente quando a pressdo do reservatorio € suficiente
para expulsar os fluidos da formacdo para a superficie, através da tubulagdo do pogo. Esta
pressdo deve ser maior do que a soma da pressdo na cabeca do poco mais a pressao do peso
da coluna dos fluidos, da superficie até a profundidade da zona produtora, acrescida da pressdo
por fric¢do, no interior da tubulacdo e nas restricdes encontradas pelos fluidos, no seu caminho

para a superficie.



Se os fluidos, para surgirem até a superficie, ndo necessitam de mais energia além da
energia natural do reservatorio, temos a surgéncia natural. Se for necessario fornecer alguma
energia auxiliar, no interior do pogo, para que os fluidos atinjam a superficie, temos uma
surgéncia artificial.

Varios sistemas de elevagdo artificial t€m sido desenvolvidos e testados,
continuamente. Entre estes sistemas, temos os seguintes: bombeio mecanico por hastes
(“sucker rodpumping”), elevagdo por gas (“gas lift”), bombeio elétrico submerso convencional
(“electrical submersible pumping”), bombeio elétrico a pistdo (“hydraulic piston pumping”),
bombeio hidraulico a jato (“hydraulic jet pumping”), elevacdo a émbolo (“plunger lift”) e
outros. A finalidade de qualquer sistema de elevagdo artificial ¢ criar uma determinada
pressdo na entrada do “tubing”, de maneira que o reservatorio possa responder e produzir a

vazao esperada.

1.3.2 Estimulacio de Pocos

As técnicas de estimulacdo de pocos, introduzidas no inicio do século XX, t€m sido
desenvolvidas através da melhor compreensdo dos processos envolvidos na produgdo do
petréleo. Modelos de acidificagdo foram desenvolvidos ao serem utilizados varios tipos de
acidos, com relacdo a sua reacdo com as formagdes, no sentido de melhorarem as suas
permeabilidades e porosidades.

Fraturamentos hidraulicos das formagdes foram experimentados, como os processos
mais energéticos, até a introducdo dos fluidos de polimeros saturados e outras técnicas
analiticas. Estas técnicas permitiram um substancial aumento de escoamento em

reservatorios com baixa ou alta permeabilidade. Outro notavel avango nas completagdes



dos pocos foi a evolugdo do “coiled tubing” (tubulacdo flexivel continua), para a
completacdo dos pocos. O “coiled tubing” envolve o deslocamento de uma coluna continua
de “tubing” de pequeno diametro para dentro do pogo. Ela ¢ descida, concéntricamente, na
tubulagdo existente no poco, usado no servico e entdo removido, sem qualquer dano a
completacdo existente. Sdo utilizados nos pogos horizontais e pogos direcionais com

inclinagdes maiores do que 50°.

1.3.3 Recuperaciio Secundaria

Chama-se recuperacdo secunddria de um campo de petroleo, as técnicas
empregadas, nos reservatdrios, para recuperar o 6leo que ndo se conseguiu retirar pelos
processos naturais e artificiais (recuperacdo primadria), através de injecdo de dgua ou gas.
Juntamente com a recuperacao primaria, formam o EOR (“Enhanced Oil Recovery”).

e Injecio de agua ou gas

E um dos processos mais difundidos na recuperagdo secundaria. E feito através da
injecdo de 4gua salgada ou gés, utilizando-se pogos ja perfurados ou pocos feitos
especialmente para esta finalidade (pocos de injecdo). Por estes pocos ¢ injetada a dgua, a
qual ird, além de manter a pressdo do reservatorio, deslocar o petrdleo para os pogos
produtores (Fig. 1.3.3.a). E a técnica mais antiga em recuperagdo secundaria, mas

atualmente muito mais aperfeigoada do que em seus primordios.
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Fig. 1.3.3.a. Esquema da recuperagdo secundaria por inje¢do de agua e gas [58].

1.3.4 Recuperacio Terciaria

Sdo diversos processos ou inje¢do de outros fluidos que ndo dgua e gas com o
objetivo de recuperar 6leo adicional. Sdo exemplos: métodos quimicos com inje¢do de
polimeros, surfactantes ou alcalinos, métodos térmicos com inje¢des de vapor e combustao
in situ, métodos misciveis com injecdo de gas carbonico, nitrogénio ou hidrocarbonetos e
métodos microbioldgicos. Estes métodos compdem o que chamamos de IOR (“Improved

Oil Recovery”).



e Injecao de polimeros
O objetivo da injecdo de polimeros ¢ prover uma melhor eficiéncia de deslocamento
e varredura volumétrica durante uma inje¢do d'dgua. A injecdo d'dgua aumentada por
polimeros, consiste em adicionar estes produtos, soliveis na dgua, antes de injeta-la no
reservatorio. O polimero melhora a recuperagdo do petrdleo, pelo aumento da viscosidade
da 4gua, decrescendo a sua mobilidade e contatando um maior volume do reservatdrio.
e Injecdo de surfactante/polimero
Este tipo de inje¢cdo também ¢ chamado de “micellar/polymer”, ou microemulsao.
Consiste em injetar um tampao que contem agua, surfactante, eletrélito (sal), usualmente
um co-solvente (dlcool) e, possivelmente, um hidrocarboneto (6leo). O tampdo de
surfactante ¢ seguido por 4gua adensada por polimeros. O mecanismo da inje¢ao
surfactante/polimero, para recuperar dleo, consiste em: baixar a tensdo interfacial entre o 6leo
e a agua, na solubilizacdo do 6leo, na emulsificagdo do o6leo ¢ da agua e melhoramentos da
molhabilidade.
e Injecdo alcalina
A injecdo alcalina ou caustica envolve a inje¢do de produtos quimicos, tais como
hidréxido, silicato ou carbonato de sodio. Estes produtos reagem com os 4cidos organicos do
6leo, em certos tipos de petroleo, criando surfactantes in sifu. Polimeros podem ser
adicionados & mistura alcalina, para melhorar o seu rendimento. Agua adensada com
polimeros pode ser usada, seguida por um tampao cdustico. O mecanismo de inje¢ao
alcalina recupera o o6leo devido a uma reducdo da tensdo interfacial resultante dos
surfactantes produzidos, pela mudanca na molhabilidade de o6leo para agua, e pela

emulsificacao do 6leo.



e Injecao de vapor e combustio in situ
A inje¢do de vapor ¢ indicada para reservatorios de 6leos viscosos e tem por objetivo
diminuir essa viscosidade através do fornecimento de energia térmica ao reservatorio. A
combustdo in situ também ¢ indicada para reservatorios com 6leos viscosos e também busca a
reducdo da viscosidade. Gases de combustdo e fragdo leve do 6leo vaporizada vao a frente
deslocando o 6leo.
e Injecio de solventes
O fluido injetado é miscivel com o 6leo, que se encontra em estado residual, retido
por forgas capilares. A saturagdo do novo fluido (6leo mais fluido injetado) é maior e o
fluido pode escoar. O gas carbdnico, mesmo quando injetado acima da pressdo minima de
miscibilidade (CO, miscivel) causa um inchamento de at¢ 20% no oleo e reduz sua
viscosidade. Estas inje¢des sao indicadas para reservatorios de 6leos leves.
Ainda existem os métodos de aquecimento eletromagnético, de vibragdo mecanica e
de injecdo de microorganismos, que sdo frentes de estudo recentes e em pleno

desenvolvimento.
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2 PROPRIEDADES FISICAS E MATEMATICAS

2.1 Sistema Petrolifero e Caracteristicas dos Reservatorios

O petréleo ¢ uma substancia oleosa, inflamavel, com cheiro caracteristico e, em
geral, menos densa que a 4gua e com cor variando entre o negro € o castanho escuro. De
origem organica, ¢ uma combinagdo de moléculas de carbono e hidrogénio, além dos
contaminantes — substancias presentes na composi¢ao quimica do petroleo diferentes do
carbono e do hidrogénio, como por exemplo, o enxofre. Admite-se que esta origem esteja
ligada a decomposicao dos seres que compdem o plancton - organismos em suspensao nas
aguas doces ou salgadas tais como protozodarios, celenterados e outros - causada pela pouca
oxigenacao e pela acdo de bactérias. Estes seres decompostos foram, ao longo de milhdes
de anos, se acumulando no fundo dos mares e dos lagos, nas chamadas rochas geradoras,
sendo pressionados pela sedimentagdao, e sob a acdo de altas temperaturas e, assim,
transformando-se em petrdleo.

A gravidade armazena a agua e os hidrocarbonetos separados, nos reservatorios —
meios porosos - que sdo rochas muito porosas e permedveis, ou seja, 0s poros sao bem
interconectados. Os hidrocarbonetos mais claros (metano, etano, etc) escapam, geralmente,
rapidamente, enquanto que os 6leos mais pesados se movem lentamente para a superficie.
Entretanto, quando o 6leo encontra uma rocha reservatério, capeada por uma rocha de

granulagdo fina e impermeavel, chamada rocha selante, e, além disso, camadas dobradas de
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rocha de baixa permeabilidade (ou impermeaveis) chamadas de armadilhas ou trapas, de
modo que a migragdo dos hidrocarbonetos seja bloqueada, encontramos uma acumulagio
possivel de ser produzida. A ocorréncia de todo este processo sincronizadamente
caracteriza o Sistema Petrolifero com seus elementos: rocha geradora, rocha reservatério,

rocha selante, trapa e sincronismo, conforme ilustrado na Fig. 2.1.a [46].

mmm“. ~ ‘
A

I LRocha Capeadora
) ] |
e i it

Fig. 2.1.a. O Sistema Petrolifero exemplificado, e seus elementos [46].

Quase toda rocha naturalmente formada, contém poros, e a fragdo da distribuicdo e
do volume de tais poros determina as propriedades da rocha, que sdo por sua vez os
parametros que governam o escoamento dos hidrocarbonetos no reservatério.

A principio, um reservatorio de hidrocarbonetos estd em equilibrio hidrostatico, e
contém agua, oleo e gas separados pela gravidade. Este equilibrio foi estabelecido durante
milhdes de anos através da separacdo por efeito da gravidade e de processos geoldgicos e

geotérmicos. Quando um pogo ¢ perfurado através da rocha selante e penetra a capa
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superior de hidrocarboneto, este equilibrio ¢ perturbado imediatamente. O reservatdrio €
conectado geralmente ao pogo e a superficie de produg¢dao por um conjunto das valvulas. Se
nao houvesse nenhuma valvula de produgdo para interromper o escoamento, sabendo que o
reservatorio, geralmente, esta sob alta pressdo, poderia ocorrer uma explosdo (blow out),
onde certamente haveria acidentes tanto em dire¢do a plataforma, quanto para o meio
ambiente proximo, através de derramamentos. Assim que o pogo esta pronto para produzir,
as valvulas s3o abertas ligeiramente, ¢ os hidrocarbonetos fluem para fora do reservatorio
devido a sobre-pressdo. Isto, por sua vez, ajusta o escoamento dentro do reservatorio € os
hidrocarbonetos fluem para o pogo, que por sua vez pode induzir instabilidades
gravitacionais, além de perturbagdes locais causadas pelas pressdes capilares.

Cerca de 20% dos hidrocarbonetos presentes sdo produzidos até que um novo
equilibrio se estabeleca. A medida que a pressdo cai, menos 6leo e gas estdo escoando,
levando a uma situagdo onde a produ¢do passa a ndo ser mais economicamente viavel.
Entdo a companhia operadora pode comegar a recuperacdo secundaria, por meios artificiais,
ou até mesmo a recuperagao terciaria.

Atualmente, técnicas de recuperagdo terciaria sdo consideradas demasiado caras,
para o uso comercial em larga escala, mas diversos estudos foram conduzidos e os
fundamentos matematicos estdo sendo investigados com cuidado, e em escalas menores a
recuperagdo tercidria estd sendo executada. Devemos notar que os termos: primario,
secundario, e terciario sd3o ambiguos. As técnicas de recuperagdo tercidria podem ser
aplicadas durante a producdo primaria, e a produgdo secundaria pode ser executada no
primeiro dia da produgao.

Nas proximas se¢des alguns conceitos peculiares @ modelagem do escoamento de

fluidos em meios porosos serdao apresentados.
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2.2 Meios Porosos

Um meio poroso ¢ um corpo composto de uma parte sélida, chamada matriz so6lida,
€ 0 espago vazio restante (ou espago de poro) que pode ser preenchido com um ou mais
fluidos (por exemplo, dgua, 6leo e gas). Alguns exemplos de meios porosos sdo: solo, areia,
arenitos, espuma, etc.

Uma fase ¢ definida por Bear e Bachmat [7] como sendo uma parcela quimicamente
homogénea de um sistema, considerando-se a separagdo das outras parcelas por um limite
fisico bem definido. No exemplo de um sistema monofasico, o espaco vazio do meio
poroso ¢ preenchido por um tnico fluido ou por diversos liquidos completamente misciveis
entre si (por exemplo, dgua fresca e dgua salgada). Em um sistema multifasico, o espago
vazio ¢ preenchido por dois ou mais fluidos imisciveis entre si, isto ¢, mantém um limite
distinto entre eles (por exemplo, dgua e 6leo). Pode somente haver uma fase gasosa desde
que os gases sejam, sempre, completamente misciveis. Formalmente a matriz solida do
meio poroso pode também ser considerada uma fase chamada de fase solida. A Fig. 2.2.a
mostra uma se¢do transversal bidimensional de um meio poroso preenchido com agua
(sistema monofasico, a esquerda) ou preenchido com dgua e o oOleo (sistema bifasico, a
direita).

Bear e Bachmat [7] definem componente como sendo parte de uma fase que seja
composta por uma espécie quimica homogénea identificavel ou por um conjunto das
espécies (ions, moléculas). O numero dos componentes necessarios para descrever uma
fase ¢ dado pelo modelo conceitual, isto é, depende dos processos fisicos a serem
modelados. O exemplo da dgua fresca e da salgada, dado acima, ¢ descrito por um sistema

monofasico com dois componentes.
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Matriz Solida Agua Oleo ou Ar

Fig. 2.2.a. Sec¢do Transversal de um meio poroso com preenchimentos diferentes. Modificada de [5].

A fim de modelar matematicamente o fluxo de fluidos em meios porosos algumas
restri¢des sdo feitas a geometria do meio poroso, como Corey [12]:

1. O espago vazio do meio poroso ¢ interconectado.

2. As dimensdes do espago vazio devem ser grandes comparadas ao tamanho médio do
trajeto livre das moléculas dos fluidos.

3. As dimensdes do espacgo vazio devem ser pequenas o bastante de modo que o fluxo
do fluido seja controlado por forcas adesivas nas interfaces fluido-sélido e por
forgas coesivas nas interfaces fluido-fluido (sistemas multifasicos).

A primeira suposicdo € dbvia ja que nenhum fluxo pode ocorrer em um espago
vazio desconectado. A segunda propriedade nos permitira substituir as moléculas fluidas no
espaco vazio por um meio continuo hipotético. Finalmente, a terceira propriedade exclui

casos como o de uma rede de tubulacdes da definicdo de um meio poroso.
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2.3 Heterogeneidade e Anisotropia

Um meio poroso ¢ dito ser homogéneo com respeito a uma quantidade (tomada a
média) macroscopica se esse parametro tiver o mesmo valor ao longo de todo o dominio.
Se ndo, ¢ chamado heterogéneo. Por exemplo, o meio poroso mostrado na Fig. 2.3.a tem
uma porosidade diferente nas partes com grios grandes e pequenos de areia e ¢

conseqiientemente heterogéneo com respeito a porosidade.

Fig. 2.3.a. Heterogeneidade do meio poroso. Modificada de [5].

As quantidades tensoriais macroscopicas podem também variar com o sentido, neste
caso 0 meio poroso ¢ chamado anisotropico com respeito a essa quantidade. Se ndo, ¢
chamado isotrépico. Como um exemplo, consideramos a Fig. 2.3.b. E ébvio que o meio
poroso ¢ mais resistivo ao fluxo do fluido no sentido do eixo-y do que no sentido do eixo-x.
A quantidade macroscépica correspondente chamada permeabilidade serda anisotrdpica.

Note que um efeito similar como na Fig. 2.3.b pode também ser conseguido com a

distribuicao de grao mostrada na Fig. 2.3.c.
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Fig. 2.3.b. Anisotropia do meio poroso com graos de mesma grandeza. Modificada de [5]

Fig. 2.3.c. Anisotropia do meio poroso com graos de diferentes grandezas. Modificada de [5]

2.4 Porosidade

A porosidade da rocha, denotada geralmente por ¢, é a fragdo vazia do volume do
meio, ¢ variade 0 a 1 (0<¢<1). A porosidade depende, geralmente, da pressao; a rocha é

compressivel, e a compressibilidade da rocha ¢ definida por:
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1 d¢
=47 2.4.1
c, 5 (24.1)

onde p ¢ a pressdo total do reservatdrio. Para modelos simplificados, ¢ habitual
negligenciar a compressibilidade da rocha e supor que ¢ depende somente da coordenada

espacial. Se a compressibilidade ndo puder ser negligenciada, ¢ comum usar uma

linearizagcdo de modo que:

p=gll+c.(p—p,)] (2.4.2)

Desde que a dimensdo dos poros seja muito pequena comparada a alguma escala de
interesse para a simulagdo do reservatorio, se supde normalmente que a porosidade ¢ uma
funcdo espacial continua por partes. Entretanto, pesquisas atuais tentam compreender
melhor a relacdo entre modelos do fluxo na escala do poro e na escala do reservatério [1].

As equagdes para o calculo da porosidade sdo baseadas em observagdes empiricas.
Rubey e Hubbert [25] propuseram uma relagdo onde a porosidade decresce mais

gradualmente quando em profundidades maiores
¢ = pye " (2.4.3)
onde ¢, ¢ a porosidade deposicional, 4., ¢ uma constante e Z ¢ a profundidade alcancada

pela rocha.
Falvey e Middleton [24] observaram que relagdes exponenciais de porosidade-
profundidade ndo fornecem bons valores para altas porosidades. Ent3o, propuseram uma

relacdo harmonica:

___ &
¢_1—%%WZ (2.4.4)
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onde A, € uma constante.

Existem tensdes diferentes, como a vertical, a isotropica, a pressao de poros, entre
outras. Isto levou a formulagao da chamada tensdo efetiva, descrita na Lei de Terzaghi [51].
=oc-P

o 2 (2.4.5)

eff

onde o representa as pressdes por carga e P, € a pressdo do fluido (Fig. 2.4.a).

) ——e

Fig. 2.4.a. Esquema da pressao efetiva.

A carga sedimentar ¢ parcialmente suportada pelo fluido, € ndo completamente pela
rocha. Com isto, Sclater e Christie [47] propuseram uma relagdo, substituindo a relagdo

porosidade-profundidade por uma relagdo porosidade-tensao efetiva:
¢=de (2.4.6)
com c¢=Ag (,o_bw -p,)g, onde Ay ¢ uma constante, p_bw ¢ o valor médio da massa

especifica da saturacdo de agua do pacote de sedimentos sobrepostos e p, € a massa

especifica da agua.
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Fig. 2.4.b. Relagdo exponencial versus relagdo harmonica, com ¢0 indicado para arenitos pelos autores [52].

A Figura 2.4.b mostra as diferencas entre as equacdes exponenciais ¢ harmdnicas

usando os valores de ¢, para arenitos recomendados por Sclater e Christie [47], em 1980 e
Falvey e Middleton [24], em 1981, respectivamente. Sclater e Christie usaram ¢, =45%,

visto que Falvey e Middleton sugeriram 49%. Mesmo se as mesmas porosidades iniciais
fossem utilizadas, ¢ evidente que algumas diferencas apareceriam entre as duas fungdes. A
equacdo harmonica prediz perda inicial rapida da porosidade, mas reducdo lenta da
porosidade em grandes profundidades. Conseqiientemente, ¢ dificil obter porosidades
baixas usando uma equacdo harmoénica. A equacdo exponencial, ao contrario, prediz uma
reducdo inicial mais lenta da porosidade, mas a perda da porosidade em grandes
profundidades ¢ mais rdpida do que aquela predita pela equacdo harmodnica, e as

porosidades baixas sdo mais faceis de se obter.
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Por isso ¢ muito importante a escolha do modelo de porosidade, pois podera gerar

um erro muito grande no célculo da permeabilidade, que sera abordada na segdo 2.6.
2.5 Propriedades dos Fluidos

O vacuo no meio poroso ¢ preenchido com as diferentes fases. A fragdo do volume

ocupada por cada fase ¢ a saturacdo (s ) dessa fase. Assim,

s, =1 (2.5.1)

TODAS AS FASES
Para finalidades praticas do reservatorio, geralmente somente trés fases sao

consideradas; (w) agua, (o) 6leo, e (g ) gas. Cada fase contém um ou mais componentes.

Um componente do hidrocarboneto ¢ uma espécie quimica Unica (metano, etano, propano,
etc.), como exposto e referenciado por Bear ¢ Bachmat [7] na se¢do 2.2. J&4 que o niimero
de componentes do hidrocarboneto pode ser muito grande, ¢ comum agrupar os
componentes em pseudocomponentes. Aqui ndo faremos nenhuma distingdo entre
componentes e pseudocomponentes.

Devido a variedade e as condi¢des extremas em um reservatorio, a composi¢ao do
hidrocarboneto das diferentes fases pode mudar durante uma simulagao (e pode as vezes ser

dificil de determinar unicamente). A fragdo de massa do componente i na fase j ¢
denotada por ¢, - Em cada uma das fases, as fragdes de massa devem somar 1, de modo que

para N componentes diferentes, nos temos:

N N N
DG =26 =26, =1 (2.5.2)
i=1 i '

I
—

I
—_
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Em seguida nos atribuimos uma massa especifica p e uma viscosidade y a cada
fase. Em geral, estas sdo funcdes da pressdo da fase p,(i = g,0,w) e da composigdo de cada
fase. Isto €, para o gas:

Py = Pe(PysCrys osCg) s © fy = [, (PysCrys wsCpy) (2.5.3)
e similarmente para as outras fases. Estas dependéncias sdo as mais importantes para a fase
gas, e, geralmente, sdo ignoradas para a fase agua.

A compressibilidade da fase ¢ definida da mesma forma que a compressibilidade da

rocha:

_Ldp
Pi dp,

c ,i=g,0,w (2.5.4)

Os efeitos da compressibilidade sdo mais importantes para o gas do que para o 6leo
e a dgua [1]. Em modelos simplificados, a compressibilidade da 4gua, conseqiientemente, ¢
negligenciada.

Devido as tensdes interfaciais, as pressdes das fases sdo diferentes, definindo a

pressdo capilar,

P =Pi—D;s (2.5.5)

i
para i, j = g,0,w. Embora outras dependéncias sejam relatadas, supde-se geralmente que a
pressao capilar ¢ uma funcdo somente das saturagoes.

Outros parametros de importancia sdo as pressoes de ponto de bolha para os varios
componentes. Na temperatura dada, as pressdes de ponto de bolha significam as pressdes
onde as fases respectivas entram em ebulicdo. Abaixo das pressdes de ponto de bolha, o gas
¢ liberado e temos transi¢cdes dos componentes entre as fases. Para a maioria dos modelos

realisticos, mesmo se ndo distinguirmos entre todos os componentes, um permite que o gas
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seja dissolvido no 6leo. Para tais modelos, um importante parametro dependente da pressao
¢ a solu¢do da razdo gas-O6leo R, para o gas dissolvido no dleo em condigdes de
reservatdrio. O comportamento termodindmico €, entretanto, um topico muito complexo
que geralmente ¢ simplificado significativamente ou mesmo ignorado na simula¢do do

reservatorio [1].

2.6 Permeabilidades Absoluta e Relativa

A permeabilidade absoluta, denotada por K, ¢ uma medida da capacidade da rocha
de transmitir um tUnico fluido em determinadas circunstancias. J4 que a orientacdo ¢ a
interconexao dos poros sdo essenciais para o fluxo, a permeabilidade ndo € necessariamente

proporcional a porosidade, mas, normalmente, esta relacionada a ¢. Kozeny e Carman [9,

27] formularam uma relagao matematica diferenciada de acordo com a porosidade:

= s;)(,lzfi)z ,se ¢>0,1 (arcias) (2.6.1)
K= % _se #<0,1 (folhelhos) (2.6.2)

As formacodes de rocha como os arenitos tendem a ter muitos poros grandes ou bem-
conectados e conseqiientemente a transmitir prontamente os fluidos. Sdo descritos
conseqiientemente como permeaveis. Outras formacdes, como folhelhos, t€ém menor,
poucos ou menos poros interconectados e, entdo, sdo descritas como impermeaveis.
Embora a unidade no Sistemas Internacional para a permeabilidade seja m’, ela ¢

representada, geralmente, em Darcy (D), ou, no seu submultiplo, mili-Darcy (mD). A
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definigdo precisa de 1D (~0,987.10°m’) envolve a transmissio de um liquido de Icp
(centipoise) de viscosidade através de uma rocha homogénea em uma velocidade de 1¢m/s

devido a um gradiente de pressio de latm/cm . Traduzido as condig¢des do reservatorio, 1D

¢ uma permeabilidade relativamente elevada.

Em geral, K ¢ um tensor, o que significa que a permeabilidade nos diferentes
sentidos depende da permeabilidade nos outros sentidos. Entretanto, por uma mudanca de
base, K pode, as vezes, ser diagonalizada, e devido a estrutura do reservatorio, a
permeabilidade horizontal e a vertical bastam para diversos modelos. Dizemos que o meio €
isotropico se K puder ser representado como uma funcdo escalar, por exemplo, se a
permeabilidade horizontal for igual a permeabilidade vertical. Além disso, devido as
transicdes entre formagdes de rocha diferentes, a permeabilidade pode variar rapidamente
sobre diversas ordens de valor. Variacdes locais da escala de 1mD a 10mD nao sao
Incomuns em um campo tipico.

A producao pode também mudar a permeabilidade. Quando a temperatura e a
pressao sdo mudadas, micro-fraturas podem abrir e significativamente mudar a
permeabilidade. Além disso, ja que a definicdo de permeabilidade envolve um determinado
fluido, diferentes fluidos experimentarao permeabilidades diferentes na mesma amostra de
rocha.

Mesmo que as fases ndo se misturem realmente, para a modelagem macro-escala,
supomos que todas as fases podem estar presentes na mesma posi¢ao. Assim, temos que a
habilidade de uma fase se mover depende do ambiente na posicdo real. Isto ¢, a
permeabilidade experimentada por uma fase depende da saturagdo das outras fases nessa

posi¢ao especifica, assim como da interacdo das fases com as paredes porosas. Assim,
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introduzimos uma propriedade chamada permeabilidade relativa, denotada por

k.(i=g,0,w), que descreve como uma fase escoa na presenca das duas outras. Assim, no

geral, e pela relagdo (2.5.1), podemos supor que:

k,=k.(s,,s,) (2.6.3)
onde o indice r significa relativo ¢ i denota uma das fases g,0 ou w. Assim, a
permeabilidade (efetiva) experimentada pela fase i ¢ K, =Kk, . E importante notar que as

permeabilidades relativas sao fungdes ndo-lineares das saturagdes, de modo que a soma das
permeabilidades relativas em uma posi¢ao especifica (com uma composi¢ao especifica) nao
seja necessariamente igual a um. Em geral, permeabilidades relativas podem depender da
distribuicdo do tamanho dos poros, da viscosidade do fluido, e das forcas interfaciais entre
os fluidos. Estas caracteristicas, que sdo revistas cuidadosamente por Demond e Roberts
[19], em 1987, sdo, geralmente, ignoradas. De maior importancia para a recuperacao do
0leo ¢ provavelmente a dependéncia da temperatura [1].

Um outro efeito ¢ aquele devido a adsorc¢do nas paredes porosas e a criagdo de gotas
isoladas, capturadas. As curvas de permeabilidade relativa ndo se estendem sobre todo o

intervalo [0,1]. A menor saturacdo onde uma fase é movel é chamada saturacdo residual.

Os efeitos da adsor¢do podem variar, e pode haver efeitos importantes. Particularmente
para a simulagdo de injecdo de polimero, a adsor¢do ocorrerd e terda um impacto
significativo nos resultados. A adsor¢do de um componente ¢ geralmente uma fungdo nao-
linear, dependente da matriz da rocha, e da concentragdo do componente real. As interagdes
microscopicas rocha-fluido implicam também que a permeabilidade absoluta da rocha nao

¢ uma propriedade bem definida. Os liquidos obedecem a condi¢des de contorno de “no-
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slip” (sem deslizamento), enquanto que os gases podem ndo experimentar 0s mesmos
efeitos, conhecidos, na literatura, como efeitos de Klinkenberg.

Obter medidas das quantidades discutidas acima ¢ muito dificil. Particularmente as
medidas da permeabilidade relativa sdo caras e problematicas [1]. Recentemente, técnicas
de laboratério obtiveram um grande progresso usando tomografia computadorizada e
ressonancia magnética nuclear para fazer uma varredura nas amostras de testemunhos onde
as fases reais estdo sendo deslocadas. Embora os procedimentos experimentais padrdao
existam para medir as permeabilidades relativas bifasicas, ha ainda geralmente uma
incerteza significativa a respeito da relevancia dos valores experimentais encontrados e ¢
dificil adotar dados confidveis para serem usados em um simulador. Isto é devido,
principalmente, aos efeitos dos contornos. Particularmente para sistemas trifasicos,
nenhuma técnica experimental de confianca existe. Assim, as permeabilidades relativas
trifasicas sdo modeladas geralmente usando as medidas bifésicas, onde diversos modelos
teoricos foram propostos. A maioria deles ¢ baseado no modelo de Stone [49], onde
conjuntos de permeabilidades relativas bifasicas sdo combinados nos dando os dados
trifasicos. Recentemente, um modelo matematicamente mais plausivel foi proposto [37,38]
para o caso com nenhuma gravidade (ou com gravidade e nenhum fluxo contra-corrente).

A incerteza a respeito da permeabilidade relativa €, entretanto, modesta comparada
a incerteza imposta pela esparsidade de dados da permeabilidade absoluta. Para medir K,
amostras do nucleo da rocha sdo usadas. Estes podem ter aproximadamente 10cm de
didmetro, medidos nos pogos verticais de teste a cada 25c¢m de profundidade. Claramente
estas amostras tém o volume insignificante comparado ao reservatorio de 6leo inteiro que
se estende sobre diversos quilometros. Das camadas externas de rocha e das minas sabe-se

que a permeabilidade da rocha pode variar extensamente, indicando que a modelagem da
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permeabilidade para um reservatorio baseado em amostras de nucleo ¢ um problema
tremendamente dificil. Alguma informagdo adicional pode ser obtida das medidas na
sismica, mas com a tecnologia disponivel hoje, somente as estruturas em grande escala
podem ser encontradas por esta técnica. Conseqiientemente, nds temos informagdes muito
limitadas sobre os dados dos reservatérios sub-superficiais. Além disso, ao comparar e
ajustar parametros assim que a producdo real comegar, modelos da permeabilidade podem
ser ajustados para caber os dados reais da produgdo, e desse modo esperancosamente
melhorar os modelos originais e predizer melhor a produgdo futura. Tais aproximacdes sao
chamadas “‘history matching” (acerto historico) [1].

No proximo capitulo detalharemos o modelo adotado nas simulagdes, bem como

uma abordagem acerca dos métodos utilizados.
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3 MODELO E METODOS NUMERICOS

3.1 Modelo do escoamento de fluidos incompressiveis monofasicos

O meio mais simples de descrever os deslocamentos de fluidos em um reservatorio
¢ por um modelo monofésico. Este modelo d4 uma equagdo para a distribuicao da pressao
no reservatorio e € usado em estudos, iniciais e simplificados, de escoamento de fluidos.
Apesar das discussdes feitas serem para um sistema monofasico, as observacdes podem ser
aplicadas para um sistema de fluxo multifasico.

Suponha que queremos modelar a filtragdo de um liquido em um meio poroso de
algum tipo. A equacao basica que descreve este processo € a equagdo da continuidade que

indica que a massa € conservada

LV-(pv)=gq 3.1.1)

o(gp)
ot

Aqui, o termo ¢ modela as fontes e os sumidouros, por volume, em posi¢cdes

designadas nos pogos. Para baixas velocidades de escoamento v, a filtracdo nos meios
porosos sdao modelados com uma relagdo empirica chamada lei de Darcy proposta pelo
engenheiro francés Henri Darcy [8, 30].

Darcy descobriu em 1856, através de uma série de experiéncias, que a velocidade de
filtragdo € proporcional a uma combinagdo do gradiente da pressdo do fluido e dos efeitos

devidos a gravidade. Mais precisamente, a densidade volumétrica do escoamento v (que
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nos referiremos como velocidade do escoamento) ¢ relacionada a pressdo p e a forcas da

gravidade com a seguinte lei:
K
v=—(Vp+pgVz) (3.1.2)
U

Aqui K ¢ a permeabilidade, y ¢ a viscosidade, g ¢ a constante gravitacional e z é a
coordenada espacial no sentido vertical ascendente. Escreveremos G =—gVz para a forga

gravitacional.

Na maioria dos modelos geoldgicos de reservatdrio de campo reais, K ¢ um tensor
diagonal anisotropico. Infelizmente, os simuladores comerciais de reservatdrio, raramente,
conseguem realizar simulagdes diretamente nestes modelos. Efeitos de estruturas
heterogéneas em pequena escala sdo incorporados conseqiientemente em modelos de
simulagdo designando os tensores da permeabilidade efetiva que representam o impacto de
estruturas heterogéneas em pequena escala em uma malha mais grosseira. Estes tensores de
permeabilidade efetiva, ou “upscaled”, tentam modelar os sentidos de escoamento
principais, que ndo podem ser alinhados com as dire¢des das coordenadas espaciais, e
podem conseqiientemente ser tensores cheios. Aqui nds supomos somente que K ¢ um
tensor simétrico e positivo definido, cujos autovalores sdo limitados uniformemente abaixo
€ acima por constantes positivas.

Notamos que a lei de Darcy ¢ analoga a lei de Fourier para conducao do calor (em
que K ¢ substituido pelo tensor de condutividade do calor) e a lei de Ohm da condugao
elétrica (em que K ¢ a condutincia elétrica). Entretanto, considerando que ha somente uma
forca responsavel pela condugdo térmica e elétrica, existem duas forcas responsaveis pelo
escoamento em meios porosos: a gravidade e o gradiente da pressdo. Desde que as forgas

da gravidade sdo aproximadamente constantes dentro de um dominio do reservatério Q,
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necessitamos somente usar a pressdo de campo do reservatdrio como nossa incognita
preliminar. Para resolver para a pressdo, nds combinamos a lei de Darcy (3.1.2) com a
equacdo da continuidade (3.1.1).

Para ilustrar, derivamos uma equagao que modela o escoamento de um fluido, dgua
(w), por exemplo, com um meio poroso caracterizado por um campo K de permeabilidade
e por uma distribui¢do correspondente da porosidade. Por simplicidade, nds supomos que a

porosidade ¢ ¢ constante no tempo e que o escoamento pode adequadamente ser modelado

supondo a incompressibilidade, isto €, massa especifica
constante no tempo. Entdo o termo da derivada temporal em (9) desaparece e

obtemos a seguinte equacao eliptica para a pressao da agua:

Voo, zv-{—ﬁ(pr—pr)}zﬂ (3.1.3)

w w
Para completar o modelo, n6s devemos especificar as condi¢gdes de contorno. A menos que

indicado de outra maneira, seguimos a pratica comum e usamos condi¢des de contorno de

fluxo nulo. Por isso, no limite do reservatorio 02 impomos v, -n=0, onde » indica o

vetor normal ao contorno 0. Isto nos da um sistema isolado onde nenhuma agua possa
entrar ou sair do reservatorio.

Note que ao reduzirmos o sistema de equagdes (3.1.1) e (3.1.2) a sua forma
simplificada (3.1.3), iremos obter as velocidades de Darcy a posteriori. Muitos métodos,

como veremos adiante, trabalham diretamente com (3.1.1) e (3.1.2).
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3.2 Método dos Volumes Finitos

Os métodos de Volumes Finitos tém uma motivagdo fisica ¢ sdo derivados da
conservagao de quantidades (fisicas) sobre as células de um volume. Assim, em um método
de volumes finitos as fungdes desconhecidas sdo representadas em termo dos valores
médios sobre um conjunto de volumes finitos, onde o modelo de Equacdes Diferenciais
Parciais, integrado, ¢ requerido para definir um sentido médio [29].

Embora os métodos de diferencas finitas e de volumes finitos tenham,
fundamentalmente, a interpretacdo e a derivagdo diferentes, os dois nomes s3o usados
permutavelmente na literatura cientifica, quando se consideram malhas estruturadas. De
fato, existem diversos esquemas de volumes finitos e diferengas finitas de ordem baixa,
cujos valores obtidos no centro das células com os esquemas de diferencas finitas
coincidlem com as médias das células obtidas com os esquemas de volumes finitos
correspondentes. As duas representagdoes das funcdes desconhecidas, conseqiientemente,
serdo usadas também permutavelmente doravante.

Para derivar um conjunto de equagdes de balanco de massa de volumes finitos para
(3.1.3), denota-se €. uma célula da malha em Q e considere a seguinte integral sobre €2,

[ [ﬂ—v-%]dx:o (3.3.1)
Q; pw

Invocando o teorema da divergéncia, supondo que v, ¢ suficientemente suave, a equacao

(3.3.1) se transforma na seguinte equagdo de balanco de massa:

LQ,. b, ndv = in Z—de (3.3.2)
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Aqui n denota a normal unitdria sobre OC, apontando para fora. Os métodos

correspondentes de volumes finitos sdo obtidos agora aproximando a pressdo p, com uma
fungdo constante da célula P = { pwi} e estimando v, -n através das interfaces da célula

y; =08, MOQ; através de um conjunto de pressdes vizinhas da cé¢lula. Para formular o

esquema de volumes finitos para a aproximag¢do padrdo TPFA (“two-point flux
aproximation”) que ¢ usado freqiientemente na simulacdo de reservatorios [1], ¢é
conveniente reformular ligeiramente a equacao (3.3.1), de modo que obtemos uma equacao
na forma:

V- AVu=f (3.3.3)
onde A=K/pu,. Até aqui, temos duas opgdes: podemos, de um modo ou de outro,

introduzir um potencial do fluxo u, = p, +p, gz € expressar nosso modelo como uma

equagao para u,,

VAV, =Tv (3.3.4)
pw’

ou podemos mover o termo da gravidade V-(Ap,G) para a direita. Por isso, pudemos
também supor que queremos resolver a equagao (3.3.3) para u .
Assim como o nome sugere, o esquema de TPFA usa dois pontos, as médias das

células u, e u,, para aproximar o fluxo v, =— I (AVu)-ndv . Para ser mais especifico,

Yij
consideremos uma malha hexaédrica regular com as linhas da malha alinhadas com os

eixos coordenados principais. Além disso, suponha que y, € uma interface entre células
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adjacentes no sentido da coordenada x de modo que n; = (1,0, 0)". O gradiente Vu sobre
7; no metodo TPFA ¢ substituido agora por

_ 2w, —uy)

5%—
Axl.+ij.

(3.3.5)

onde Ax, e Ax; denotam as dimensdes respectivas da célula na diregdo da coordenada x .
Assim, nos obtemos a seguinte expressio para v :

2u; —u,)
v, =0u, [ Adv=—A—"[ Adv (3.3.6)
7ij Ax +ij 7ij

i
Entretanto, na maioria dos modelos de simulacdo de reservatdrio, a permeabilidade K ¢

constante na célula, e por isso ndo ¢ bem definida nas interfaces. Isto significa que também

temos que aproximar A sobre y,. No método TPFA isto ¢ feito tomando-se uma média

harmoénica da distancia da largura das permeabilidades direcionais respectivas da célula,

A

g =N An; e A, =n,-An,. Para ser mais preciso, a permeabilidade 4, na dire¢do n;

sobre y, ¢ computada como segue:

-1
Ax, Ax,
ﬂ“g’/‘ :(Mi+mj)(71+7j] (337)

i
Por isso, para malhas ortogonais com as linhas da malha alinhados com os eixos

coordenados, aproximamos o fluxo v; no método TPFA da seguinte maneira:

-1
v, =~|7,| 4,6u, = 2%\(%+%) (w,-u,) (3.3.8)
Ly JY

Finalmente, somando sobre todas as interfaces das células adjacentes, temos uma

aproximagao para I v, -ndv, e o método associado TPFA ¢ obtido requerendo que a
a0,
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equacdo de balango de massa (3.3.2) seja satisfeita para cada célula da malha Q, € Q. Na
literatura, em métodos de volumes finitos ¢ comum expressar o fluxo v, em uma forma

mais compacta do que fizemos em (3.3.5). Os termos que ndo envolvem os potenciais da

célula u, sdo recolhidos geralmente em uma interface de transmissibilidade #,. Para o

método TPFA corrente as transmissibilidades sao definidas por:

A

i,if T

-1
t, = 2\7;;\(ﬂ+%] (3.3.9)

Assim introduzindo a expressdo para 7, em (3.3.5), vemos que o esquema TPFA para a

equagdo (3.3.3), na forma compacta, procura uma fungdo constante na célula u = {”,} que

satisfaca ao seguinte sistema de equagoes:

le.j(ui—uj)zj.gifdx, VQ cQ (3.3.10)
J

O sistema ¢ simétrico ¢ como a solucdo da velocidade depende apenas de Vp, temos
muitas respostas. Por isso, precisamos impor uma condi¢do de contorno, por exemplo

u, =0, para particularizar a solugdo . Isto €, adicionando uma constante positiva a primeira

diagonal da matriz A=[aq, ], onde:

B th,.j, k=i

~t,, k#i

(3.3.11)

Ay

A matriz A ¢é esparsa, consistindo de uma parte tridiagonal que corresponde a derivada em

x , € em duas bandas, fora da diagonal, que correspondem as derivadas em y .
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3.4 Método Misto de Elementos Finitos

Em métodos mistos de elementos finitos, os fluxos sobre os contornos da célula sdo
considerados como desconhecidos além das pressoes, € ndo sdo computadas usando uma
diferenciacdo (numérica) assim como nos métodos de volumes finitos. Para os MEF’s
mistos ha pouco a ganhar por reformular (3.1.3) em uma equagdo da forma de (3.3.3).
Retornaremos a formulagdo original e descrevemos como discretizar o seguinte sistema de
equagdes diferenciais com métodos mistos de elementos finitos:

v=—-A(Vp-pG) (3.4.1.a)
V-v=¢q (3.4.1.b)
Como antes, impomos condi¢des de contorno de fluxo nulo sobre 0C2. Para derivar

a formulacdo mista, definimos primeiramente o seguinte espago de Sobolev:

Hy™ (@) ={ve(L’(©Q)’} com,
3.4.2)
V-ve’(Q) e v-n=0 sobre 0Q.

onde v ¢ uma funcao localmente integravel.
A formulagdo mista de (3.4.1) (com condi¢des de contorno de fluxo nulo) sera:

Encontrar (p,v) e L’(Q)x Hy™(Q) tais que
IQU-A_ludx—IQpV-udx =IQpG~udx,
(3.4.3)
J-le-ua’x = _[qua’x

para todo u e Hy™(Q) e [ € ’(Q). Observamos outra vez que, desde que condigdes de

contorno de fluxo nulo estdo impostas, uma restricdo extra deve ser adicionada para fazer
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(3.4.2) e (3.4.3) bem definida. Uma escolha comum ¢ usar J pdx =0. Em métodos mistos
Q

de elementos finitos, (3.4.2) e (3.4.3) sdo discretizadas substituindo L*(Q) e Hy* (Q) por

subespacos de dimensdes finitas U e V', respectivamente. Por exemplo, no Método Misto

de Elementos Finitos de Raviart-Thomas [41] de mais baixa ordem (para malhas
triangulares, tetraédricas ou de paralelepipedos regulares. Figs. 3.4.a, 3.4.b e 3.4.c), L’(QQ)¢é
substituido por
U:{peLZ(Q):p|Qi:cTE,VQ,. eQ} (3.4.4)
e Hy™(Q) ésubstituido por
V= {l) e Hy™(Q):v|Q, possui componentes lineares VQ, € Q,

(3.4.5)
(v-n,)| ,, ©constante Vy, €Q,e v-n,; ¢continua sobre 7’,]-}

Fig. 3.4.a. Elemento triangulo [11].

Fig. 3.4.b. Elemento tetraedro [11].
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Fig. 3.4.c. Elemento paralelepipedo [11].

onde 7, ¢ o versor normal a y, apontando de €); para Q. O Método Misto de Elementos

Finitos de Raviart-Thomas correspondente deseja achar

(p,v)eUxV , tal que
(3.4.6)
(3.4.2) e (3.4.3) sejam verdade paratodo u €V e geU

Para expressar (3.4.6) como um sistema linear, observe primeiramente que as fun¢des em

V' sdo, para malhas admissiveis, medidas por fungdes de base {':”y} que sdo definidas por

v, <P(Q) UPQ) ¢,

(3.4.7)
L ra=v;
Wy -ny) |m:{ v
0, cc.
onde P(XK) ¢ o conjunto de fungdes lineares em K . Similarmente,
I, xeQ,
U={y,},onde y, = (3.4.8)
0, cc.

Assim, escrever p = ZQm DX, € V= Zyg_ v,V » permite que rearranjemos (3.4.6) como um

sistema linear emp={p,} eem v = {ui/.} . Este sistema tem a forma
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e S 49
c 0 \p) \S
Aqui f=[f,], g=[g,], B=[b;,] ¢ C=[c,,], onde:

su=lf,pGydd, g, =, ),
(3.4.10)
byu = [.[Q Vi Ay ydx], Cont = [J.Q V-, dx]

Note que para o Método Misto de Elementos Finitos de Raviart-Thomas abordado, nds

temos que

1, m=k
Cop =11, m=1 (3.4.11)

0, cc.
As entradas da matriz b, ,,, por outro lado, dependem da geometria das células da malha e

da forma de A. Ou seja, as entradas dependem se A ¢ isotropico ou anisotropico, se A €

constante na célula ou exibe variagdes na sub-malha no campo de permeabilidades.
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4 EXEMPLOS ABORDADOS

Nas proximas subsecoes, abordaremos exemplos para simulacao de escoamentos de
fluidos monofasicos incompressiveis em regime permanente € apresentaremos comparagoes
entre os métodos numéricos estudados para a resolugdo. O computador utilizado possui um
processador AMD Atlhon® 64 bits 3000+, 1,5 GB de memoéria RAM, com o sistema
operacional Windows XP Professional®. Os codigos para os exemplos foram construidos
em MatLab [6, 55] e sdo dados no apéndice. As imagens dos modelos foram, também,

construidas utilizando o MatLab e estdo apresentadas nas se¢des seguintes.

4.1 Exemplo com barreiras

Vamos utilizar um problema proposto por Mosé et al. [34], para analisar o
escoamento de fluido e os campos de pressdo e velocidade gerados a partir de um gradiente
de pressao imposto por condi¢des de contorno entre as fronteiras superior e inferior do

dominio. O dominio ¢é caracterizado por um campo de permeabilidades K =1m/dia em
presenca de duas barreiras paralelas de permeabilidade mais baixa, igual a K =10"m/dia
(Fig. 4.1.a). Verificaremos a razdo entre a massa que entra no trecho ab ea que passa pelo

trecho cd , conseguindo, com isso, avaliar a de conservagéo de massa. Considerando-se p,

constante e desprezando-se a variagdo temporal, a conservacdo de massa ¢ descrita pela

seguinte equagao:
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u . Xy u dy Xy
t = “onds = e =ludy—ud 4.1.1
m J.pf {uyJ nas ;!:Luyj (_de J.ux y uy X ( )

X

onde ¢ ¢ a porosidade do meio, p, a densidade do fluido, ¢, a compressibilidade do

fluido, uy = (u,,u,) € a velocidade de fluido e m' é a quantidade de massa que atravessa o

trecho analisado.

. ab .
P=100 m
ALy
E
| £
E b i

g | &
K.=10°nv/dia E
K.=1m/dia g

. P=0% m ) .

- 20 m. G0m T 20m

Fig. 4.1.a. Exemplo com barreiras e trechos analisados.

Calculamos, também a conservacdo de massa em trechos diferentes (Fig. 4.1.b):

imediatamente antes das barreiras e imediatamente apds as mesmas.
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P=100 m

: Ll 1t i1l ly] ]
E
E -
_ = ::;
K,=10°m/dia | B
«d

K.=1m/dia ;:3

P=99 m ) )

20 m. 60m © 20m

Fig. 4.1.b. Exemplo com barreiras e trechos analisados.

4.1.1 Resultados das comparacoes

Abaixo estd o grafico do campo de permeabilidades utilizado para o referido

exemplo:

Fig. 4.1.1.a. Campo de permeabilidades (m/dia), com malha de 350x350.
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Foram calculadas para o método dos volumes finitos as razdes entre a massa que

passa pelo segmento ab e a que passa pelo segmento cd , nos dando a porcentagem de
conservacdo da massa. Foram, também, cronometrados os tempos para processamento em
diferentes malhas e os resultados estdo descritos nas tabelas abaixo (Tab. 4.1.1.a e Tab.

4.1.1.b).

Malhas Conservacao da massa | Tempo de processamento

50x50 87,74% 0,923s
100x100 87,88% 1,301s
150x150 87,92% 1,670s
200x200 87,94% 2,723s
250x250 87,95% 3,895s
300x300 87,96% 5,796s
350x350 87,97% 8,695s
400x400 87,97% 13,346s
450x450 87,97% 15,872s
500x500 87,97% 25,698s
550x550 87,98% 27,780s

Tab.4.1.1.a. Conservagdo de massa versus tempo de processamento para o exemplo da Fig. 4.1.a.
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Fig. 4.1.1.a. Compara¢ao da conservagdo de massa entre métodos [35].

Pudemos observar pelos resultados obtidos, que ndo existe uma conservagdo de
massa muito precisa, comparada aos resultados obtidos por Ney [35] utilizando o método
de pos-processamento da velocidade e de volume de controle (Fig. 4.1.1.a), que possuem
uma taxa de 103% de conservagao de massa, em média, para o método do volume de
controle e 96%, em média, para o método do pds-processamento da velocidade.

Observamos, ainda, que ndo temos um ganho significativo no resultado, mesmo
com malhas muito maiores. A partir da malha de 200x200 temos uma melhora de 0,01% na
conservagao da massa. A malha de 600x600 alcancou o limite de memoria da maquina com
o MatLab, o que impossibilitou os célculos. Todas as malhas superiores a de 600x600

tiveram o mesmo efeito.
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Malhas Conservagdo da massa Tempo de processamento
50x50 100,04% 0,849s

100x100 100,01% 1,098s

150x150 100% 1,232s

200x200 100% 1,993s

250x250 100% 3,152s

300x300 100% 4,809s

Tab. 4.1.1.b. Conservagdo de massa versus tempo de processamento para o exemplo da Fig. 4.1.b.

No caso da Fig. 4.1.b, podemos observar que a conservagdo de massa ¢ precisa, nos
trechos analisados, que indicam que toda massa que entra pelo conjunto de barreiras,
também sai. Vemos também que com malhas pouco refinadas (150x150) ja alcangamos a

precisao total na conservacao da massa.

4.2 Exemplo dos cinco poc¢os

Abordamos o exemplo classico dos cinco pogos (Fig. 4.2.a), ou um quarto ( 4 ) dele

(“quarter-five spot”), ja que, devido a simetria, podemos simplificar o problema e os

resultados encontrados valem para as outras direcdes.
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|* »

ab

Fig. 4.2.a. Tlustrag@o do problema dos cinco pogos, onde I é o poco injetor ¢ P o poco produtor.

4.2.1 Resultados das comparacoes

Primeiramente, tratamos um exemplo com permeabilidade constante K =1m/dia
(Fig. 4.2.1.a), Q=[0,1]x[0,1] e g ==%1, onde simulamos um pogo injetor na origem ¢ um
poco produtor no extremo oposto, localizado pelo ponto P. Utilizamos, para isso, o método

dos Volumes Finitos.

50 2
5 18
0 16
3 1.4
0 12
24 1
a0 08
15 06
10 0.4
c 02

Fig. 4.2.1.a. Campo de permeabilidades constantes, com malha de 50x50.
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Utilizamos malhas com 30 curvas de nivel e calculamos, novamente, as razdes entre

a massa que passa pelo segmento ab e a que passa pelo segmento cd, nos dando a
porcentagem de conservacdo da massa, além da cronometragem dos tempos para

processamento. Os resultados estdo descritos abaixo (Tab. 4.2.a).

Malhas Conservacao da massa Tempo de processamento
50x50 77,28% 0,789s
100x100 88,04% 0,983s
150x150 91,88% 1,430s
200x200 93,86% 2,316s
250x250 95,06% 3,581s
300x300 95,87% 5,427s
350x350 96,45% 8,280s
400x400 96,89% 12,872s
450x450 97,23% 15,475s
500x500 97,50% 25,513s
550x550 97,73% 34,167s

Tab. 4.2.a. Conservagdo de massa versus tempo de processamento.

Neste exemplo, alcangcamos uma precisdo muito boa com um tempo de
processamento baixo. Com a malha de 250x250 ja temos um o6timo resultado, comparando-
se os outros resultados e seus respectivos tempos de processamento. Nas figuras a seguir

sdo mostrados os campos de pressdo para algumas malhas utilizadas. Note que devido a
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singularidade das solu¢des ocorrem variagdes muito grandes nos pontos que representam os

pogos injetor e produtor.

Presséo

Fig. 4.2.1.b. Campo de pressoes, com 30 curvas de nivel e

malha de 50x50.

Presséo

250

200

180

100

a0

Fig. 4.2.1.c. Campo de pressdes, com 30 curvas de nivel e

malha de 250x250.
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Fig. 4.2.1.d. Campo de pressdes, com 30 curvas de nivel e

malha de 550x550.

Agora trataremos de um exemplo com permeabilidade aleatoria (Fig. 4.2.1.e e Fig.
4.2.1.1), que nos mostra como a configuragdo das permeabilidades influencia a conservagao

de massa.

(a)

Fig. 4.2.1.e. Campo de permeabilidades aleatdrias, com malhas de 50x50 (a) ¢ 100x100 (b).
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(a)

Fig. 4.2.1.f. Campo de permeabilidades aleatorias, com malhas de 150x150 (a) e 200x200 (b).

Novamente, utilizamos malhas com 30 curvas de nivel e cronometramos os tempos

de processamento e as porcentagens de conservagdo de massa. Os resultados estdo na Tab.

4.2.1.b.

(b)

Malhas Conservagdo da massa Tempo de processamento
50x50 72,89% 1,001s

100x100 61,39% 1,296s

150x150 96,08% 1,929s

200x200 112,85% 2,972s

Tab. 4.2.1.b. Conservagdo de massa versus tempo de processamento.
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Observamos que a aleatoriedade dos campos de permeabilidade ¢é transferida para
os resultados de conserva¢do de massa, que nos mostra a influéncia da permeabilidade no

modelo. Nas figuras a seguir sdo mostrados os campos de pressdo para as malhas utilizadas.

Pressdo

Fig. 4.2.1.g. Campo de pressoes, com 30 curvas de nivel e

malha de 50x50.

Pressédo

100

@ 25

90 -

100

Fig. 4.2.1.h. Campo de pressdes, com 30 curvas de nivel e
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malha de 100x100.

Presséo
T

Fig. 4.2.1.i. Campo de pressdes, com 30 curvas de nivel e

malha de 150x150.

Presséo
200 @
180} &‘ 4
160 |
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140 F
13
120F
100} 14
80k
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B0 |
-B
40
i 7

a0 100 150 200

Fig. 4.2.1.j. Campo de pressoes, com 30 curvas de nivel e

malha de 200x200.
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4.3 Exemplo do poco SPE10

Abordamos, agora, um modelo de reservatorio mais realista. Simularemos dois
cortes horizontais de um modelo do “10th SPE Comparative Solution Project”, que esta
disponivel na internet [56] (Fig. 4.3.a). Descrevemos o reservatorio por uma malha
cartesiana regular de 60x220x85 blocos. O arquivo contendo o campo de permeabilidades

também esta disponivel na internet [57].

Fig. 4.3.a. Modelo do reservatorio SPE10 [56].

4.3.1 Resultados das comparagoes

O caso abordado possui um campo de permeabilidade descrito de acordo com a
camada estudada. Trataremos da primeira (Fig. 4.3.1.a e Fig. 4.3.1.b) e da ultima camada

(Fig. 4.3.1.c e Fig. 4.3.1.d).
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100 200 300 400 500 G600

Fig. 4.3.1.a. Campo de permeabilidades da camada 1.

Fig. 4.3.1.b. Campo das permeabilidades (logaritmo) da camada 1.
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Fig. 4.3.1.d. Campo das permeabilidades (logaritmo) da camada 85.

Os resultados obtidos para os campos de pressdo, estdo demonstrados nas figuras

abaixo:

54



Presséo

Fig. 4.3.1.e. Campo de pressdes, no método TPFA para a camada 1.
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Fig. 4.3.1.f. Campo de pressoes, no método MFEM para a camada 1.
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Fig. 4.3.1.f. Campo de pressdes, no método TPFA para a camada 85.
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Fig. 4.3.1.f. Campo de pressoes, no método MFEM para a camada 85.

Abaixo estdo os resultados obtidos para o campo de velocidades nos métodos

analisados:
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Fig. 4.3.1.g. Campo de velocidades na dire¢o x, no método TPFA para a camada 1.

a0 100 140 200

Fig. 4.3.1.h. Campo de velocidades na dire¢@o x, no método MFEM para a camada 1.
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Fig. 4.3.1.i. Campo de velocidades na direcdo y, no método TPFA para a camada 1.

Fig. 4.3.1.j. Campo de velocidades na dire¢ao y, no método MFEM para a camada 1.
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a0 100 140 200

Fig. 4.3.1.1. Campo de velocidades na diregdo x, no método TPFA para a camada 85.

50 100 140 200

. 4.3.1.m. Campo de velocidades na dire¢ao x, no método MFEM para a camada 85.
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Fig. 4.3.1.n. Campo de velocidades na dire¢do y, no método TPFA para a camada 85.

50 100 150 200

Fig. 4.3.1.0. Campo de velocidades na direc¢o y, no método MFEM para a camada 85.
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Cronometramos o tempo de processamento para os métodos dos volumes finitos, e

misto de elementos finitos. O resultado encontra-se na tabela abaixo (Tab. 4.3.1.a):

Meétodo Camada Tempo de processamento
TPFA 1 1,324s

MFEM 1 4,080s
TPFA 85 1,281s

MFEM 85 2,778s

Tab. 4.3.1.a. Tempo de processamento dos métodos.

Analisamos o desvio no céalculo das velocidades devido aos métodos, e expomos

abaixo os graficos obtidos:

Erro %%

0oz

0015

10.01

40.005

1-0.004

0.0

0.015

.02

Fig. 4.3.1.p. Grafico da diferenca (%) devido ao calculo das velocidades na dire¢do x, na camada 1, nos

métodos TPFA e MFEM.
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Fig. 4.3.1.q. Grafico da diferenca (%) devido ao calculo das velocidades na dire¢@o x, na camada 85, nos

métodos TPFA e MFEM.
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Fig. 4.3.1.r. Grafico da diferenca (%) devido ao calculo das velocidades na diregdo y, na camada 1, nos

métodos TPFA e MFEM.
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Fig. 4.3.1.s. Grafico da diferenca (%) devido ao calculo das velocidades na direg¢@o y, na camada 85, nos

métodos TPFA e MFEM.

Dos resultados obtidos temos que a ||d|| =5%, para a camada 1, e ||d|| =30%

para a camada 85. Isto indica que o alto contraste do campo de permeabilidades influi
diretamente na precisao do método, ja que a camada 85 possui uma configuracdo bem mais
contrastante do que a camada 1.

Concluimos, observando que, apesar do método dos Volumes Finitos ser mais
rapido em termos de processamento, quando tratamos de campos de permeabilidade
altamente contrastantes, ou inserimos outros elementos no modelo, como barreiras, ele ndo

apresenta uma boa precisdo, comparativamente ao método Misto de Elementos Finitos.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O objetivo deste trabalho foi comparar a aplica¢do e o comportamento dos métodos
de volumes finitos e misto de elementos finitos em modelos de reservatdrios de petroleo,
simulados através do calculo do escoamento de fluidos em meios porosos, em diferentes
situacdes. Foram exemplos simples, e a formulagdo computacional também, ja que o
software abordado, vislumbra um ambiente completo para a modelagem, porém sem muitas
possibilidades para maiores complexidades no modelo.

No que diz respeito aos resultados das comparacgdes, na conservacao da massa, os
métodos se mostraram muito satisfatorios pela precisdo da solucdo e desempenho
computacional. Porém, com complexidades inseridas no modelo, como anisotropia e
heterogeneidade, o método dos Volumes Finitos se mostrou pouco preciso, apesar do
excelente desempenho computacional. A comparagao entre 0 método Misto de Elementos
Finitos e o método dos Volumes Finitos, mostrou que a precisao alcangada pelo primeiro
tem como contrapartida o custo computacional maior cerca de 2,5 a 3,5 vezes em relacao
ao segundo, que demonstrou pouca precisdo quando tratamos de campos de
permeabilidades mais complexos. Dependendo da situagdo se estudard a possibilidade da
utilizagdo de um ou de outro.

Temos que ressaltar que a utilizagdo do MatLab como ambiente para a modelagem

funciona muito bem como ferramenta de prototipagem rapida, de exemplos simples.
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Em trabalhos futuros, seria interessante a utilizagdo destes métodos em outros
diferentes modelos de reservatorio, mais complexos em anisotropia, heterogeneidades e
barreiras, para um maior esforco em processamento e assim podermos detectar outros
fatores que influenciem a precisdao dos métodos.

Além disso, poderiamos utilizar malhas mais realistas, produzidas por geradores de
malhas profissionais ¢ adequarmos o codigo do MatLab para uma linguagem onde
possamos, além de reconhecer tais malhas, proporcionar uma visualizagdo em um software,

também profissional, para visualizagao.
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7 APENDICE

7.1 Principios Basicos do Método dos Elementos Finitos

Nesta se¢ao abordamos exemplos simples para a explicacdo e fundamenta¢ao do
método dos elementos finitos, do qual derivam os outros métodos utilizados no trabalho.

Passaremos por todas as fases da modelagem: a interpretacao inicial na passagem do
problema real para um modelo condizente, a formulagdo matematica do problema, a
utilizacao de métodos para a resolucdo das equacdes e a interpretacdo final dos resultados
obtidos da preditividade do modelo.

Utilizamos modelos simples em 1D e escrevemos os codigos no Visual Fortran 6.5.

7.1.1 Interpretacao Inicial e Formulacio Matematica

Partiremos do problema ja conhecido da mola (Fig. 7.1.1.a) e de sua discretizacao

em elementos finitos. Quando impomos uma forga F, na extremidade 2 provocamos um

deslocamento U em relacdo a extremidade 1 iguala U, —U,.

ez

I

ol k
¥

g ba

F 3

Fig. 7.1.1.a. Representacdo da mola como elemento finito.
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Matematicamente teriamos, representando uma unica mola de constante elastica £,
ou elemento finito, um sistema de duas equagdes. Uma para cada extremidade, ou uma para

cada no.

{FZ = kU, -U) (7.1.1.1)

Fl =k(U1 _Uz)

Podemos colocar este sistema na forma matricial tornando-o:

1S S S A ) S R

Para uma série de molas a formulagdo é exatamente a mesma. Tomemos como

exemplo um conjunto com cinco molas (Fig. 7.1.1.b).

ka
il ki k= ks ra

=

Fig. 7.1.1.b. Série de molas.

Nos sabemos que na verdade se hd uma extremidade fixa e, portanto apenas F, e F,

sdao diferentes de zero, mas mesmo assim fazemos a mesma formulagdo para todos os

elementos, logo:

(7.1.1.3)

74



O proximo passo ¢ montar a chamada matriz de rigidez global, que sera gerada a
partir da alocagdo de cada matriz 2x2 referente a cada elemento finito. Este procedimento ¢é

conhecido como montagem da matriz global, o que conduz ao seguinte sistema de equagdes

lineares:
F k, —k, 0 0 \|U,
F, -k, k +k, -k, 0 ||U, (7.1.1.4)
F, 0 -k, k,+k, —k, ||U, o
F, 0 0 —k, ky )\U,

Porém, esta ndo ¢ a configuracdo que traduz matematicamente o sistema. Resta-nos
impor as condi¢des de contorno do problema. Sabemos que as tensdes externas nos

elementos 2 e 3 sdo nulas e que F, e F, sdo conhecidos portanto:

F, k, 0 0 0 (U,
0 —k, k +k, —k 0 ||U

= ? ? (7.1.1.5)
0 0 -k, ky+k, -k ||U,
F, 0 0 0 ky U,

Feito isso nosso sistema esta pronto para ser resolvido. Lembrando que nossas

incdgnitas sdo os deslocamentos.

7.1.2 Formulagao de Fendmenos Térmicos

Uma formulagdo muito parecida ¢ usada quando lidamos com fendmenos térmicos

ao invés de mecanicos. Suponhamos o mesmo elemento Unico do inicio da formulagado

matematica, mas ao invés de uma mola este elemento esta representando uma barra de

metal de condutividade k£ (Fig. 7.1.2.a).
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Figura 7.1.2.a. Nova representacdo da mola, sujeita a um fluxo Q2 .

Mas a equacdo que, nos fendmenos térmicos, faz o papel da lei de Hooke ¢ a lei de
Fourier:

G=-kVT (7.1.2.1)
ou
sz (7.1.2.2)

De maneira analoga que a que fizemos no caso mecanico montemos o sistema:

, =k(T, - T,
{g _ k((T _7 )) (7.1.2.3)

{gl } = k(_ll _11]{;1 } (7.1.2.4)

Observamos que sua formulacdo por elementos finitos também resulta em uma
matriz 2x2 chamada agora de matriz de condutividade.

No caso de varios elementos, o procedimento a seguir serd da mesma maneira feita

na secdo 3.2.1 deste trabalho: montar os sistemas para cada elemento, obtendo para cada

um uma matriz de condutividade, e depois montar a matriz global de condutividade.
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Posteriormente, como no caso mecanico, ¢ necessario entrar com as condi¢des de contorno

que nesse caso sao temperaturas externas ¢ valores de fluxo de calor.

7.1.3 Aplicacdes em 1D

e Problema de uma barra com elementos finitos iguais nio sujeita a conveccio

1 k1 pe k= Z k3 = k4 5

Qr () e ) () Qa4

Fig. 7.1.3.a. Barra com elementos finitos iguais.

Depois de montar as matrizes de condutividade, referentes a cada elemento, e

aplicar as condigdes de contorno o sistema que descreve a barra ¢ descrito por:

0, k, 0 0 0 0 [T,
—k, k +k, -k, 0 0 ||z,

=l 0 -k k+k -k 0 {T,} (7.13.0)
0 0 —ky  ky+k, -k, ||T,
0, 0 0 0 0k |1,

Para k=1, A=1, [=8, T,=20 e 7,=70, temos uma configuracdo de
temperaturas dada por: 20.00000, 32.50000, 45.00000, 57.50000, 70.00000,
respectivamente, em cada no.

O resultado coincide com o que esperdvamos: a temperatura aumentando

gradativamente da esquerda para direita, j& que o n6 com maior temperatura estava na

extremidade da direita.
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e Problema de uma barra com elementos finitos de tamanhos variados nao

sujeita a convecg¢ao

1 2 3 4 B & 7 ) 5 10 11
Qu Ty —— " A  —— 10

Fig. 7.1.3.b. Barra com elementos finitos de tamanhos variados.

A posicao dos nds ¢ dada por um arquivo externo, e fazendo a conta entre a posi¢ao
do n6 subsequente com a dele obtém-se o tamanho / do elemento : 0.0000000, 1.000000,
2.000000, 4.000000, 6.000000, 8.000000, 10.00000, 15.00000, 20.00000, 25.00000,
30.00000.

Apos os célculos, obtivemos os seguintes valores para as temperaturas em cada no:
20.00000, 21.66667, 25.00000, 28.33333, 31.66667, 35.00000, 38.33333, 46.66667,
55.00000, 63.33333, 70.00000.

Novamente, o resultado coincidiu com a expectativa, porém, desta vez, obtivemos
um maior detalhamento dos valores de temperatura procurados, devido ao maior nimero de

elementos envolvidos no problema.

e Problema de uma parede com varias camadas de materiais diferentes sujeita a

convecciao
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Lado externo
da parede de
alvenaria

Ladeo internc
da parede de
alvenaria

Madeira Bateria de Gesso
Revestimento isolamento

Fig. 7.1.3.c. Esquema das camadas da parede. Modificado de [33].

Este ¢ um problema proposto por Moaveni [33] onde consideramos a
homogeneidade na vertical em todas as camadas, o que nos possibilita resolver um
problema em 1D.

O problema simula o isolamento térmico de uma residéncia exposta a frio intenso
onde varias camadas de revestimento sdo necessarias para fazer com que o calor retirado

pela conveccao do ar frio de fora da casa ndo baixe demais a temperatura no interior da

dela.
l 2 3 4 5 =] T
i o~ P
1 1 e —
o ( — | [ ——— e

Fig. 7.1.3.d. Representagdo das camadas por elementos finitos.
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A formulagdo do elemento no caso de haver convecgdo, que é regida pela Lei de
. ) N . k
Resfriamento de Newton, assemelha-se muito com o caso de conducdo substituindo-se 7

por A.
Entretanto Moaveni utiliza a conservacdo de energia para formular o problema
chegando ao mesmo resultado do método ja descrito. A logica da utilizagdo da conservagao

¢, para o elemento 1, por exemplo:

l

T Tz Tz

O =

o

Fig. 7.1.3.e. Representacdo do elemento 1.

hA(T, -=T,) = Ka(T, - T,) (7.1.3.2)
Fazendo isso para todos os elementos, montando o sistema e aplicando as condigdes

de contorno, com 6 elementos finitos, 7, =20 e T =70, obtivemos uma matriz de

condutividade com as seguintes temperaturas associadas, respectivamente, aos nos:
20.0000000000000,  20.5897522536560,  23.4090557101580,  27.9718757779179,

66.0789444756923, 67.6409909853759, 70.0000000000000, conforme esperado.
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7.2 Codigos Utilizados

Abaixo estdo os codigos utilizados nas comparagoes:

Code lines to ex_01_TPFA:
% Grid size.

Grid. Nx=100; Grid.hx=1/Grid.Nx;
Grid.Ny=100; Grid.hy=1/Grid.Ny;
Grid.Nz=1; Grid.hz=1/Grid.Nz;

% Permeabilities matrix.

Grid.K=ones(3,Grid.Nx,Grid. Ny);

K = Grid.K;
K(1,((0.4*Grid.Nx)+1):(0.44*Grid.Nx),1:(0.8*Grid.Ny))=10."(-5);
K(1,((0.56*Grid.Nx)+1):(0.6*Grid.Nx),((0.2*Grid.Ny)+1):Grid.Ny)=10.~(-5);
N=Grid.Nx*Grid.Ny*Grid.Nz;

% Source or prescribed pressures.

g=zeros(N,1); q(1:Grid.Nx,1)=99*10"6;
q((N-Grid.Nx):N,1)=100*10"6;

P=TPFA (Grid,Grid.K,q);
% Compute transmissibilities by harmonic averaging.

Nx=Grid.Nx; Ny=Grid.Ny; Nz=Grid.Nz; N=Nx*Ny*Nz;
hx=Grid.hx; hy=Grid.hy; hz=Grid.hz;

L =KA(-1);

tx = 2*hy*hz/hx; TX = zeros(Nx+1,Ny,Nz);

ty = 2*hx*hz/hy; TY = zeros(Nx,Ny+1,Nz);

tz = 2*hx*hy/hz; TZ = zeros(Nx,Ny,Nz+1);

TX(2:Nx,:,:) = tx./(L(1,1:Nx-1,:,:)+L(1,2:Nx,:,2));
TY(:,2:Ny,:) =ty./(L (1,:,1:Ny-1,:)+L(1,:,2:Ny,:));

TZ (:,:,2:Nz) =tz./(L (1,:,:,1:Nz-1)+L(1,:,:,2:Nz));

% Velocities.

V.x = zeros(Nx+1,Ny,Nz);
V.y = zeros(Nx,Ny+1,Nz);

81



V.z = zeros(Nx,Ny,Nz+1);

V.x(2:Nx ,:,:) = ( P(1:Nx-1,:,:)-P(2:Nx,:,:)). *TX(2:Nx,:,:);
V.y (:;,2: Ny,:) = (P(:;,1:Ny-1,:)-P(:,2:Ny,:)).*TY(:,2:Ny,:);
V.z (:,:,2: Nz) = (P (:,:,1: Nz-1)-P(:,:,2:N2z)).*TZ(:,:,2:Nz);

% Plot of pressures.

figure(1);
contourf(P',30); colorbar; title('"Pressdo');

% Plot of permeabilities.

figure(2);

pcolor((squeeze(K(1,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title('K");

% Mass conservation in ab.

mab = 0;

for i=1:1:Grid.Ny;

mab = mab + ((V.x((0.4*Grid.Nx),i,1)*hy)-(V.y((0.4*Grid.Nx),1,1)*hx));
end

% Mass conservation in cd.

mcd = 0;

for j=1:1:Grid.Nx;

mcd = med + ((V.x(((0.6*Grid.Nx)+1),j,1)*hy)-(V.y(((0.6*Grid.Nx)+1),j,1)*hx));
end

% Ratio of mass conservation.

(1 - ((mab-mcd)/mab))

Code lines to ex_02_TPFA:

% Grid size.

Grid.Nx=250; Grid.hx=1/Grid.Nx;
Grid.Ny=250; Grid.hy=1/Grid.Ny;
Grid.Nz=1; Grid.hz=1/Grid.Nz;

% Permeabilities matrix.
Grid.K=ones(3,Grid.Nx,Grid.Ny);
K = Grid K
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N=Grid.Nx*Grid.Ny*Grid.Nz;

% Source or prescribed pressures.

q=zeros(N,1); q([1 N])=[1 -1];
P=TPFA(Grid,Grid.K,q);

% Compute transmissibilities by harmonic averaging.

Nx=Grid.Nx; Ny=Grid.Ny; Nz=Grid.Nz; N=Nx*Ny*Nz;
hx=Grid.hx; hy=Grid.hy; hz=Grid.hz;

L =KA(-1);

tx = 2*hy*hz/hx; TX = zeros(Nx+1,Ny,Nz);

ty = 2*hx*hz/hy; TY = zeros(Nx,Ny+1,Nz);

tz = 2*hx*hy/hz; TZ = zeros(Nx,Ny,Nz+1);

TX(2:Nx,:,:) = tx./(L(1,1:Nx-1,:,:)+L(1,2:Nx,:,:));
TY(:,2:Ny,:) =ty./(L (1,:,1:Ny-1,:)+L(1,:,2:Ny,:));

TZ (:,:,2:Nz) =tz./(L (1,:,:,1:Nz-1)+L(1,:,:,2:Nz));

% Velocities.

V.x = zeros(Nx+1,Ny,Nz);
V.y = zeros(Nx,Ny+1,Nz);
V.z = zeros(Nx,Ny,Nz+1);
V.x(2:Nx ,:,:) = ( P(1:Nx-1,:,:)-P(2:Nx,:,:)). *TX(2:Nx,:,:);
V.y (:,2: Ny,:) = (P(;,1:Ny-1,:)-P(:,2:Ny,:)).*TY(:,2:Ny,:);
V.z (:,:,2: Nz) = (P (:,:,1: Nz-1)-P(:,:,2:Nz)).*TZ(:,:,2:Nz);

% Plot of pressures.

figure(1);
contourf(P',30); colorbar; title('"Pressdo');

% Plot of permeabilities.

figure(2);
peolor((squeeze(K(1,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title('K');

% Mass conservation in ab.

mab = 0;

for 1=1:1:(Grid.Nx/2);

mab = mab + ((V.x(Grid.Nx,1,1)*hy)-(V.y(Grid.Nx,i,1)*hx));
end
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% Mass conservation in cd.

mcd = 0;

for j=(Grid.Nx/2):1:Grid.Nx;

med = med + ((V.x(1,j,1)*hy)-(V.y(1,j,1)*hx));
end

% Ratio of mass conservation.

(1 - ((mcd-mab)/mcd))

Code lines to ex_03_TPFA:
% Grid size.

Grid.Nx=100; Grid.hx=1/Grid.Nx;
Grid.Ny=100; Grid.hy=1/Grid.Ny;
Grid.Nz=1; Grid.hz=1/Grid.Nz;

% Permeabilities matrix.

Grid.K=exp(5*smooth3(smooth3(randn(3,Grid.Nx,Grid.Ny))));
K = Grid K;
N=Grid.Nx*Grid.Ny*Grid.Nz;

% Source or prescribed pressures.

q=zeros(N,1); q([1 N]=[1 -1];
P=TPFA(Grid,Grid.K,q);

% Compute transmissibilities by harmonic averaging.

Nx=Grid.Nx; Ny=Grid.Ny; Nz=Grid.Nz; N=Nx*Ny*Nz;
hx=Grid.hx; hy=Grid.hy; hz=Grid.hz;

L =KA(-1);

tx = 2*hy*hz/hx; TX = zeros(Nx+1,Ny,Nz);

ty = 2*hx*hz/hy; TY = zeros(Nx,Ny+1,Nz);

tz = 2*hx*hy/hz; TZ = zeros(Nx,Ny,Nz+1);

TX(2:Nx,:,:) = tx./(L(1,1:Nx-1,:,:)+L(1,2:Nx,:,2));
TY(:,2:Ny,:) =ty./(L (1,:,1:Ny-1,:)+L(1,:,2:Ny,:));

TZ (:,:,2:Nz) =tz./(L (1,:,:,1:Nz-1)+L(1,:,:,2:Nz));

% Velocities.
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V.x = zeros(Nx+1,Ny,Nz);
V.y = zeros(Nx,Ny+1,Nz);
V.z = zeros(Nx,Ny,Nz+1);
V.x(2:Nx ,:,:) = ( P(1:Nx-1,:,:)-P(2:Nx,:,:)). *TX(2:Nx,:,:);
V.y (:;,2: Ny,:) = (P(:;,1:Ny-1,:)-P(:,2:Ny,:)).*TY(:,2:Ny,:);
V.z (:,;,2: Nz) = (P (:,:,1: Nz-1)-P(:,:,2:N2z)).*TZ(:,:,2:Nz);

% Plot of permeabilities.

figure(1);

pcolor((squeeze(K(1,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title('K');

% Plot of pressures.

figure(2);
contourf(P',30); colorbar; title('Pressao');

% Mass conservation in ab.

mab = 0;

for i=1:1:(Grid.Nx/2);

mab = mab + ((V.x(Grid.Nx,1,1)*hy)-(V.y(Grid.Nx,i,1)*hx));
end

% Mass conservation in cd.

mcd = 0;

for j=(Grid.Nx/2):1:Grid.Nx;

mcd = med + ((VX(I,J,l)*hY)-(Vy(l,],l)*hX)),
end

% Ratio of mass conservation.

(1 - ((mcd-mab)/mcd))

Code lines to ex 04 TPFA:

% Grid size.

Grid.Nx=60; Grid.hx=20%.3048; % Dimension in x-direction
Grid.Ny=220; Grid.hy=10%*.3048; % Dimension in y-direction
Grid.Nz=1; Grid.hz=2%*.3048,; % Dimension in z-direction
Nx=Grid.Nx; Ny=Grid.Ny; Nz=Grid.Nz; % Local variables
N=Nx*Ny*Nz; % Total number of grid points
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% Permeabilities matrix.

load spel0; % Read permeability from SPE10
Layer = 1; % which layer to extract

Grid. K=KU(:,1:Nx,1:Ny,Layer); % extract horizontal layer
K=Grid K;

% Source or prescribed pressures.

q=zeros(N,1); q([1 N])=[1 -1];
P=TPFA(Grid,Grid.K,q);

% Compute transmissibilities by harmonic averaging.

Nx=Grid.Nx; Ny=Grid.Ny; Nz=Grid.Nz; N=Nx*Ny*Nz;
hx=Grid.hx; hy=Grid.hy; hz=Grid.hz;

L =KA"(-1);

tx = 2*hy*hz/hx; TX = zeros(Nx+1,Ny,Nz);

ty = 2*hx*hz/hy; TY = zeros(Nx,Ny+1,Nz);

tz = 2*hx*hy/hz; TZ = zeros(Nx,Ny,Nz+1);

TX(2:Nx,:,:) = tx./(L(1,1:Nx-1,:,:)+L(1,2:Nx,:,:));
TY(:,2:Ny,:) =ty./(L (1,:,1:Ny-1,:)+L(1,:,2:Ny,:));

TZ (:,:,2:Nz) =tz./(L (1,:,:,1:Nz-1)+L(1,:,:,2:Nz));

% Velocities.

V.x = zeros(Nx+1,Ny,Nz);
V.y = zeros(Nx,Ny+1,Nz);
V.z = zeros(Nx,Ny,Nz+1);
V.x(2:Nx ,:,:) = ( P(1:Nx-1,:,:)-P(2:Nx,:,:)). *TX(2:Nx,:,:);
V.y (:,2: Ny,:) = (P(;,1:Ny-1,:)-P(:,2:Ny,:)).*TY(:,2:Ny,:);
V.z (:,:,2: Nz) = (P (:,:,1: Nz-1)-P(:,:,2:Nz)).*TZ(:,:,2:Nz);

% Plot of pressures.

figure(1);
contourf(P',30); colorbar; title('"Pressdo');

% Plot of permeabilities.

figure(2);

pcolor(logl10(squeeze(K(1,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title('log K');

figure(3);
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pcolor((squeeze(K(1,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title('K');

% Plot of V.x.

figure(4);

pcolor((squeeze(V .x(:,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title("Vx');

% Plot of V.y.

figure(5);

pcolor((squeeze(V.y(:,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title("Vy');

Code lines to ex_04_MFEM:

% Grid size.

Grid.Nx=60; Grid.hx=20%.3048; % Dimension in x-direction
Grid.Ny=220; Grid.hy=10%*.3048; % Dimension in y-direction
Grid.Nz=1; Grid.hz=2%.3048; % Dimension in z-direction

Nx=Grid.Nx; Ny=Grid.Ny; Nz=Grid.Nz; % Local variables
hx=Grid.hx; hy=Grid.hy; hz=Grid.hz;

N=Nx*Ny*Nz; % Total number of grid points

% NUmber of edges.

Ex=(Nx-1)*Ny*Nz; % Number of edges in x-direction
Ey=Nx*(Ny-1)*Nz; % Number of edges in y-direction
Ez=Nx*Ny*(Nz-1); % Number of edges in z-direction
E=Ex+Ey+Ez; % Total number of edges in grid

% Permeabilities matrix.

load spel0; % Read permeability from SPE10
Layer = 1; % which layer to extract

Grid. K=KU(:,1:Nx, 1:Ny,Layer); % extract horizontal layer
K=Grid.K;

% Source or prescribed pressures.

g=zeros(E+N,1); % Right-hand side
q(E+1)=1; % Injection in block (1,1,1)
q(E+N)=-1; % Production in block (Nx,Ny,Nz)
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% Computing and assembling.

B=GenB(Grid,Grid.K); % Compute B-block of matrix
C=Gen(C(Grid); % Compute C-block of matrix
A=[B,C';-C,sparse(N,N)]; % Assemble matrix

A(E+1LE+1)=A(E+1,E+1)+1;
% Linear system.

warning off;
x=A\q; % Solve linear system
warning on;

% Velocities.

v=x(1:E); % Extract velocities
vx=reshape(v(1:Ex),Nx-1,Ny,Nz); % x-component
vy=reshape(v(Ex+1:E-Ez),Nx,Ny-1,Nz); % y-component
vz=reshape(v(E-Ez+1:E),Nx,Ny,Nz-1); % z-component
p=reshape(x(E+1:E+N),Nx,Ny,Nz); % Extract pressure

% Plot of pressures.

figure(1);
contourf(p',30); colorbar; title('Pressao');

% Plot of permeabilities.

figure(2);
pcolor((squeeze(K(1,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title('K');

figure(3);

U = [zeros(1,Ny); vx; zeros(1,Ny)]; U=0.5*(U(1:end-1,:)+U(2:end,:));
V = [zeros(Nx,1), vy, zeros(Nx,1)]; V=0.5*(V(:,1:end-1)+V(:,2:end));
[Y,X]=meshgrid([ 1:Ny]*hy-0.5*hy,[ 1 :Nx]*hx-0.5*hx);

sy = linspace(0.5*hy, (Ny-0.5)*hy, 20);

sx = (Nx-0.5)*hx/((Ny-0.5)*hy)*( (Ny-0.5)*hy - sy );
pcolor(Y,X,log10(squeeze(Grid.K(1,:,:)))); shading flat;colorbar; title('log K');
hp=streamline(Y,X,V,U,sy,sx);

hn=streamline(Y,X,-V,-U,sy,sx);

set([hp, hn],'Color','k','LineWidth',1.5);

axis equal; axis tight; axis square;

% Plot of vx.

figure(4);
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pcolor((squeeze(vx (:,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title("Vx');

% Plot of vy.
figure(5);

pcolor((squeeze(vy (:,:,:)))); shading flat; axis square;
colorbar; title("Vy');
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