AVALIAGAO DO EFEITO DO ACAMAMENTO NA DEFORMAGAO DO SINAL:
MODELAGEM NUMERICA E CALIBRAGAO COM EXPERIMENTO FISICO

José Eduardo Mendonga Lira

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENACAO DOS PROGRAMAS
DE POS-GRADUACAO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO
DE JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO
DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS EM ENGENHARIA CIVIL.

Aprovada por:

Prof. Webe Joao Mansur, Ph.D

Prof. José Antonio Marques Carrer, D.Sc.

Prof. Djalma Manoel Soares Filho, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
MARCO DE 2004



LIRA, JOSE EDUARDO MENDONCA

Avaliacao do Efeito do Acamamento na De-
formacao do Sinal: Modelagem numérica e Cali-
bragido com Experimento Fisico [Rio de Janeiro]
2004

X, 94 p. 29,7 cm (COPPE/UFRJ, M.Sc., En-
genharia Civil, 2004)

Tese - Universidade Federal do Rio de Janeiro,
COPPE
1. Modelagem Numérica
2. Propagacao de Ondas
3. Malha Intercalada

I. COPPE/UFRJ II. Titulo (série)

i



Aos meus avés Alarico e Amélia por todo amor,
apoio e exemplo que me deram, & eles toda a

minha gratidao e saudade.

ii



Agradecimentos

Muitas pessoas contribuiram para a realizacdo deste trabalho, correndo o risco de acabar
esquecendo de alguém, gostaria de expressar aqui meus agradecimentos:

Ao geofisico André Romanelli, idealizador deste trabalho, pelas idéias e questionamentos de-
safiadores colocados ao longo do percurso, os quais sempre me fizeram ir adiante. André,
obrigado pela paciéncia e ajuda durante todo esse periodo! Ao geofisico Djalma Soares por
me apresentar a modelagem numérica e pelas diversas discussoes a respeito dos mais varia-
dos tépicos em propagagao de ondas, estando sempre pronto a ajudar e propor alternativas,
tornando o caminho menos arido e mais instigante. Ao professor Webe Mansur pelo ensi-
namento, encorajamento e ajuda a este geofisico/gedlogo na terra dos engenheiros e por me
mostrar que o suicidio nao era a solucdo, naqueles momentos em que nada dava certo! Queria
agradecer, também, ao geofisico Carlos Cunha, pelas explicagoes sobre modelagem numérica,
principalmente, a respeito de malha intercalada. Ao professor Carrer pelas discussoes sobre
a formulacdo integral e elementos de contorno.

Aos técnicos Freitas e a Marcos de Leao pelos ensaios e pelas discusées a respeito de todo
o funcionamento do equipamento no Laboratério de Fisica de Rochas, onde se mostraram
sempre disponiveis para ajudar e discutir, além de tornarem o ambiente de trabalho mais des-
contraido e produtivo. Um agradecimento especial ao amigo Antonio Freitas, pelo auxilio e
colaboragao nos servigos surgidos paralelamente ao trabalho desta dissertagdo. Aos geofisicos
Guilherme Vasquez e Lucia Dillon pela colaboragao e apoio durante o periodo em que estive
junto ao Grupo de Fisica de Rochas do CENPES.

A minha mae Alda, a quem tudo devo, pelo carinho, amor e presenca ao longo de toda a
minha vida e, principalmente, por nunca ter deixado de acreditar. Aldinha eu te amo! Ao
meu pai pelo incentivo e motivacdo ao longo de todos esses anos e para quem a educagao dos

filhos sempre foi a prioridade maxima.

iv



Aos meus filhos Jodo Pedro, Gabriela e Gustavo (que chegou hd tdo pouco tempo!), que
apesar de nem sempre terem conseguido entender a minha auséncia, estiveram sempre me
aguardando com um sorriso, me ensinando mais do que aprendendo. Obrigado por vocés
existirem. A minha esposa Janaina, pelo esforco desempenhado durante todo o tempo em
que temos estado juntos, de modo a que eu pudesse trabalhar e estudar mais tranqiiilamente
e por todos os seus planos e sonhos deixados para mais tarde, para que nés 4 pudéssemos
realizar os nossos. A vocé, Jana, todo 0 meu amor, minha gratidao e profunda admiracao.

Gostaria de agradecer ao gedlogo Joao Claudio pelo apoio ao longo do trabalho no TRO e &
Viviane, Ferrer e Carlos Manoel por tornarem o nosso ambiente de trabalho menos tenso e

mais divertido.

Finalmente, eu gostaria de agradecer & Petréleo Brasileiro S.A., PETROBRAS, o apoio e

suporte para a realizacao deste trabalho.



Resumo da Tese apresentada &8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessdrios para a

otencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

AVALIACAO DO EFEITO DO ACAMAMENTO NA DEFORMACAO DO SINAL:
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Orientador: Webe Joao Mansur
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O presente trabalho tem por objetivo a avaliacdo do efeito do acamamento na de-
formagao do pulso emitido. Foi realizada uma modelagem elastica utilizando o Método das
Diferencas Finitas com um esquema de malha intercalada para solucao da equacdo da onda.
A modelagem foi calibrada através de um experimento fisico, realizado no Laboratério de
Fisica de Rochas do CENPES, com 4 amostras independentes compostas por intercalacoes
de discos de vidro e aluminio. Apés a calibragao, foi analisado um modelo numérico com 32
camadas e o resultado comparado com os modelos 2 e 4 camadas, além do modelo homogéneo
composto por um cilindro de aluminio. As curvas geradas indicam que o acamamento pode
funcionar como um filtro de altas freqiéncias, também conhecido como filtro estratigrdfico,
produzindo um efeito muito similar ao da absor¢ao causada pelas rochas em subsuperficie,
verificado em registros sismicos. Futuros estudos pretendem quantificar o papel de cada um

destes fatores na deformacao do trago sismico.
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The purpose of this work is evaluate the role that fine layering plays on pulse shape
change. An elastic modelling was carried out using Finite-differences method with a staggered-
grid approach to solve the wave equation. The numerical model was calibrated with a physical
experiment, conducted at RockPhysics lab in CENPES. Four samples built with aluminum
and glass inter-bedded disks were used on experiment. After calibration, a comparison among
the 2, 4 and 32-disks models and a homogeneuos model(an aluminium cilinder) was conducted.
The results shows that the fine-layering may act as a high-cut filter (acting as a stratigraphic
filter) and very much like the absorption seen in real rocks below the earth surface. The next
step in this research will be quantify the absorption and stratigraphic effects on seismic pulse

shape change during the wave propagation.
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Capitulo 1

Introducao

O fenémeno da propagacao de ondas é bastante comum no nosso dia-a-dia. Sejam estas
ondas, ondas de ridio, micro-ondas, ondas maritimas ou mesmo ondas causadas por terre-
motos, elas estao sempre presentes. As ondas mais comuns na exploracao de petrdleo sao as
ondas sismicas artificialmente criadas para investigacao do interior da Terra. Ao contrario das
ondas de radio, que se propagam num meio que pode ser considerado, dentro de certos limites,
como homogéneo, as ondas que se propagam no interior da Terra percebem um meio bas-
tante complexo. Esta complexidade se verifica tanto na parte estrutural (domos, falhas, etc.),
quanto do ponto de vista composicional, englobando ai a parte geoquimica e detalhes como
saturacao, idade, ambiente deposicional, etc. A descoberta de campos de petréleo requer
um conhecimento bastante profundo do fenémeno ondulatorio, o qual fornecera importantes
informagdes sobre o complexo modelo que é o interior da Terra. A ferramenta mais utilizada,
nessa busca de dados do subsolo, é, sem duivida alguma, a prospeccao sismica. Este método
consiste na geracao de ondas sismicas e no registro das reflexdes (ecos) nas interfaces. A
compreensao do efeito dos mais diferentes fatores (composicao, estruturas, etc.) no fenémeno
ondulatério é de suma importancia na interpretacao dos dados provenientes do levantamento
sismico. Quando uma onda se propaga através de um corpo, varios fatores contribuem para
que esta onda se deforme, ou seja, que sua forma v4 mudando ao longo do percurso. Dentre
estes fatores, podem-se destacar, o espalhamento geométrico, a absor¢ao, reflexdoes na interfa-
ces e as multiplas. No caso dos levantamentos sismicos, problemas com acoplamento de fonte
e receptor podem também estar presentes. A continua transformacgao da energia da onda em
calor, devido, principalmente, ao fato das rochas nao serem materiais perfeitamente eldsticos,

faz com que a amplitude do sinal va sendo reduzida. As velocidades das diversas freqiiéncias



que compoe o sinal sao diferentes, o que faz com que a onda tenha sua forma modificada &
medida que se propaga, fenémeno conhecido como dispersdo. Estes efeitos, diminuicdo da
amplitude e dispersao, em conjunto sdo comumente chamadas de absorcdo. As rochas em
subsuperficie nas bacias sedimentares sao compostas, como pode ser visto nos perfis sénicos,
por camadas cuja espessura pode variar dentro de um intervalo de milimetros até alguns
metros, sendo que camadas ainda mais delgadas podem ser observadas. Supondo-se um pa-
cote sedimentar de 3-5 km, pode-se pensar que o pulso sismico deve se refletir e refratar por
centenas e até milhares de camadas. Essas camadas, que estdo abaixo da resolucao sismica,
nao sao percebidas claramente no levantamento. Porém, devido ao seu grande numero, ge-
rando multiplas com um atraso muito pequeno, elas acabam por deformar o sinal de maneira
bastante efetiva. O sinal percebido seria o resultado do somatério do sinal principal com uma
série de reflex6es com amplitude levemente menor, devido ao baixo contraste de impedancia
verificado entre as camadas delgadas, defasadas de um At muito pequeno. O efeito causado
por esse trem de ondas se assemelharia bastante ao efeito da absorcao descrito em paragrafos
anteriores. Tal efeito recebe comumente o nome de filtragem estratigrifica. O objetivo do
presente trabalho é a modelagem numérica de um experimento fisico de propagacao de on-
das em plugues de rocha de modo a avaliar o efeito do multi-acamamento na deformacao
do pulso emitido. Na prospecgao sismica o sucesso é buscado através de uma gama variada
de informagoes provenientes das mais diferentes fontes. No passado mapeavam-se grandes
estruturas e este mapeamento forneceu bons resultados, porém como as grandes estruturas
parecem ja ter sido todas, ou quase todas, descobertas, a busca vai em diregao a estruturas
cada vez menores. O aumento da resolucdo do método sismico e uma maior compreensao do
processo como um todo, tém permitido ao exploracionista obter informacoes cada vez mais
ricas a respeito tanto de estruturas delgadas como também, e principalmente, do fluido intra-
poros. A absorcao do sinal sismico advinda tanto das rochas quanto do fluido do reservatério
é uma area com um grande potencial a ser explorado. Porém o efeito causado pela absorcao
se assemelha em muito, como foi dito anteriormente, ao causado por um extrato rochoso
derivado de um ambiente com sedimentacdo ciclica. Ambos envolvem perda de amplitude
e filtragem de altas frequéncias. Algumas questdes surgem no momento se depara com este

fato:

e A deformagdo do trago sismico registrado seria a mesma caso a absor¢do do conjunto

rocha+fluido nao fosse considerada, ou seja, extratos formados por camadas muito



finas com baixo contraste de impedéncia entre elas, seriam os responsaveis pela

absor¢ao do sinal? Ou pelo menos por uma parte dele?
e Até onde vai a absorcao e onde comega o efeito da filtragem estratigrifica?

Neste ponto os métodos de simulagdo (modelagem) de dados sismicos possuem papel fun-
damental. Todos os métodos de modelagem sismica utilizam, de uma forma ou de outra, a
equagdo da onda. Alguns adotam a equacao diretamente, outros utilizam soluc¢bes integrais,
possuindo cada um deles suas vantagens e limitacoes. Neste trabalho serd apresentada a
equacao da onda e a sua solucdo pelo método das Diferencas Finitas, enfocando aplicacoes
da modelagem com base nesta equacao. O resultado da modelagem numérica sera calibrado
com um experimento fisico de propagacao de ondas em plugues de rocha, experimento este
realizado no Laboratodrio de Fisica de Rochas do CENPES. Foram utilizados 4 tipos de amos-
tras para a calibragao e gerado um modelo sintético para o caso de uma amostra com 32

camadas e dimensoes semelhantes aquelas utilizadas na calibragao.



Capitulo 2

Conceiltos Teodricos

Neste capitulo serdao apresentados alguns conceitos tedricos importantes para uma melhor
compreensdo da formulagao utilizada neste trabalho. Alguns conceitos basicos como tensdo e
deformacgdo sdo apresentados no apéndice (A), assim como um breve resumo de tensores. Tais
conceitos, que se encontram bastante esclarecidos e fazem parte do dia-a-dia do engenheiro,
sao por vezes um pouco aridos para o geofisico, ainda mais se a formacgao anterior deste
geofisico for geologia. Portanto, optou-se por apresentar tais conceitos em carater informativo
para o leitor gedlogo/geofisico, categoria na qual também se enquadra o autor do presente

trabalho.

2.1 Equacao do Movimento

Utilizando os conceitos de vetor e tensor de tensdo, apresentados no apéndice (A), serd
apresentada a deducado da equacao do movimento num meio continuo. Deducao que sera util
como uma introducao & formulacdo mais complexa utilizada mais & frente neste trabalho. Na
figura (2.1) observa-se um elemento ciibico em torno de um ponto qualquer z; com volume
igual a AziAzoAxs. Aplicando a 22 Lei de Newton' ao elemento cibico, seja entdo te;, 0
vetor de tensao na face de vetor normal igual a e; e coordenadas espaciais iguais a (z1, z2, 3),
W = W;e;, a forga de corpo (tal como o peso do elemento, por exemplo) por unidade de
massa, p a densidade de massa em z; e a a sua aceleracdo no ponto z;. A forga na face z1,
por exemplo, é dada por:

F1 = tel(ml,iL‘Q,l‘g)A.’BgA])g (2.1.1)

'!F = ma, onde F é o somatério de forcas atuantes no corpo, m é a massa do corpo e a a sua aceleracio.

4



(x,x,x+Ax)

te (x,Xx,x) g(xﬁAxl,xx,xJ)

(x +Ax,x,X)

(x,x,x)

(x,Xx +Ax,x )
Figura 2.1.1: Cubo indicando o posicionamento dos eixos e suas res-

pectivas componentes

que ¢ a tensdo multiplicada pela area da face. Analogamente teremos para as outras faces:
Fy = tes(21, 22, 23) A1 A3

F3 = te3(z1, 22, 23) Az1 Azs.

Aplicando entdo a 22 Lei de Newton em torno do ponto x;, temos que:

(ter(z1 + Az1,72,73) — te1(71,72,23)) AzaAzs +
(teo(z1, 22 + Az, z3) — teo(z1,22,23)) Az1Azs + (2.1.2)
(te3(x1, 22, w3 + Az3) — tes(x1,x2,23)) Ar1ALe + pW Az1AZoALs

= (paAxi1AzsAzs).

Dividindo os dois lados da equagéo (2.1.2) por Az AzyAz;z teremos:

(te1($1 + Az, 9, 13) — te1($1,$2,$3)> n

Axq
(te2($13$2 + A.’L‘Q,.’L'{g) - te2(x17$27$3)> + (2'13)
Amg
te ) ) A — te [ ad’2)
( 3(z1, 22, 73 + Ax3) 3(%1, 72 $3)) + oW
Axg
= (pa).

Fazendo Ax; — 0, temos que:

(&ﬂ)+(&ﬂ)+(&ﬁ>+dvzma_ (2.1.4)

0x1 019 Oz3
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Seja te; = Te; e da equacio (A.2.3) Te; = Tje;, temos entdo que a equagio (2.1.4)
pode ser reescrita da seguinte maneira:
0z

e; + pW;e; = pa;e; (2.1.5)

ou

divT + pW = pa. (2.1.6)

Na forma mais comumente utilizada em propagacao de ondas tem-se entao:

OT;;
a;_’ + pW; = paj, (2.1.7)
j
onde fazendo pW; = f; e a; = 0%u;/0t? escreve-se:
0T;; u
a;j] +fi=p 6t2’, (2.1.8)

onde t é o tempo e u;, a componente do deslocamento na dire¢do i. A equacdo (2.1.8) é
conhecida como a equagao elastodinamica, ou equagao de Cauchy. Supondo um meio 2D, ela

pode ser expandida e escrita da forma:

e R @19
o g+

Substituindo 1 e 3, por x e z, respectivamente, temos:
agjz + Bg;z + fr = p% (2.1.10)
aér;m + agz“ +f2= pa;;Z,

2.2 Tensao vs. Deformacao - Lei de Hooke generalizada

Na equagio (A.2.16), secio (A.2.1), foi mostrada a equacgio da Lei de Hooke generalizada
como exemplo para andlise dos componentes dos tensores. Apés a breve discussdao sobre
tensores nos itens anteriores deste capitulo pdde-se compreender melhor a Lei de Hooke

generalizada, a qual é apresentada novamente na equagio (2.2.1):
Tij = Cijki ek (2.2.1)

Observa-se na equagao (2.2.1), que do lado esquerdo hd um tensor de segunda ordem, T;;,

conhecido como tensor de tensoes, representando o estado de tensoes. Do lado direito temos



um tensor de quarta ordem, Cj;x;, representando as propriedades mecénicas do corpo, sendo
conhecido como tensor de elasticidade. O outro tensor de segunda ordem, eg;, representa a
estado de deformacées do corpo e é conhecido como tensor de deformacio. Esta lei pode ser,

entdo, entendida de maneira mais simples na forma:

F = —kx, (2.2.2)

’

onde o sinal negativo estd presente apenas para indicar que F e x tém sentidos contrarios. E
importante lembrar que foram admitidas as seguintes premissas neste estudo, em relagdo ao

meio no qual sera realizada a modelagem:
1. A relacdo entre tensao e deformacdo é linear.
2. Apés cessarem os esforcos, as deformagcoes desaparecem.
3. As deformagbes sao muito pequenas.

Muitas das simplificacoes utilizadas serao feitas com base nestas premissas.

2.2.1 Tensor de elasticidade Cjj

Este tensor possui 81 elementos; porém, algumas simplificagbes podem ser feitas:
1. Como €ij = €44 temos que Cijlcl = Cz'jlk
2. Como T;; = Tj; temos que Cijkl = Cjikl

3. Existe um funcao chamada funcdo de energia de deformacdo (Lai et al., 1996) tal que,

ou
T, = 22 2.2.3
) aez'j ( )
Entdo, da equagao (2.2.1) tem-se que:
oT;;
= Cjikl- 2.24
Substituindo a equagio (2.2.3) em (2.2.4):
o0’U
Ciikl= ———. 2.2.5
Analogamente para Cy;;:
Oy = LU (2.2.6)
klij 8eij8€kl -



Como

o*U

o*U

Beijaekl N Beklaeij’

concluimos que:

Cijkt = Chiij

(2.2.7)

Estas consideragoes reduzem de 81 para 21 o numero de termos. Pode-se ainda escrever

esta matriz utilizando uma notagio simplificada (Péensik (1994)), ou seja, separando os pares

m =1, en =k,l e atribundo os seguintes valores:

1 para 1,1

2 para 2,2

3 para 3,3

4 para 2,3

5 para 1,3

6 para 1,2 .

Portanto a matriz do tensor pode ser escrita da seguinte forma:

Cii Ci2 Ci3 Cuu Ci5 Cig
C22 023 024 C25 C26
C33 C34 C35 Csp
(2.2.8)
Cu Cy5 Cue
Css Cse
| Cés
Como a matriz é simétrica e Cy,,, = Cy,n, costuma-se ndo representar os termos abaixo da

diagonal principal. Simplificagoes ainda maiores podem ser feitas dependendo do sistema

do meio em questao. Por exemplo, o sistema mais complexo, onde todos os 21 parametros

elasticos sdao independentes é o sistema monoclinico. No caso onde o meio é isotrépico, tem-se

que as constantes eldsticas se reduzem a apenas duas, A e u, conhecidas como constantes de



Lamé. Entdo a matriz (2.2.8) pode ser escrita como se segue:

[ A+2u A A 00 0]
A+24 A 0 0 0
A+24 0 0 0 (2.2
p 0 0
p 0
I nl

Ap6s algumas manipulagoes algébricas utilizando propriedades de tensores, deducoes es-
tas que estdo fora do escopo deste capitulo?, chega-se & seguinte equacdo para um sélido
isotrépico:

Ti; = )\(5'”9 + 2pe;4, (2.2.10)

onde 8 = ey, = dilatacao.

2.2.2 Definicao das constantes elasticas v,k, F, e G

Apesar das constantes de Lamé serem suficientes para descrever um meio eldstico e
isotrépico, outras constantes sdo bastante utilizadas em sismica, como razio de Poisson(v),
moédulo bulk ou incompressibilidade(k), rigidez ou mdédulo de cisalhamento, que pode ser
representado por G ou p e o médulo de Young(E). De modo a facilitar o entendimento do
papel destas constantes, que ocorrem freqiientemente na propagacdo de ondas, as mesmas

serdao descritas sucintamente nesta secao.

Médulo de Young

Fazendo 7 = j na equagdo (2.2.10):

Explicitando e;; na equagio (2.2.10) obtemos:

1

A
e I AN P 2.2.12
€ij 2% ij 3\ + 2 kkO?1] ( )

2Chou e Pagano (1992),cap. 10, apresentam parte da deducio da equacio (2.2.10)



Imagine-se, agora, uma barra cilindrica, que pode ser representada por um estado de tensoes

uniaxial onde, por exemplo, apenas 717 # 0. Da equagao (2.2.12), escrevemos:

1 A

= — Ty — ——T; 2.2.13

e11 2% 11 3\t 2 11 ( )
A

= = —— 1. 2.2.14

€22 €33 213> + 21) 11 ( )

Devido a premissa inicial, temos e13 = ej3 = eag3 = 0. O mddulo de Young é definido como

T11/e11 e pode ser escrito como:
3A+2

, 2.2.15
w ( )

que é a razao entre a tensdao uniaxial e a correspondente deformacao ao longo do eixo da

tensao.

Modbdulo de cisalhamento G

Fazendo i # j na equagédo (2.2.10) podemos escrever:

Tij = 2peqj, (2.2.16)
explicitando p:
=Ly (2.2.17)
2y 2.

A constante p é definida entdao como a metade da razdo entre a tensao e a deformagao

cisalhante.

Razao de Poisson v

Seja a mesma barra cilindrica e o mesmo estado de tensdes utilizados na definicao do
médulo de Young. A razdo de Poison é definida como —egq/e11 € —es3/e11, ou seja, a razao
entre a deformacao ao longo dos eixos perpendiculares e a deformagdo ao longo do eixo de
acao da tensdo. O sinal negativo indica que se ocorre um alongamento paralelo ao eixo z,
por exemplo, haverd uma contracio ao longo de y e z. Com base nas equagoes (2.2.13) e

(2.2.14) a razao de Poisson pode ser escrita como:

A

b Treant (2.2.18)
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Moédulo bulk ou incompressibilidade (k)

Seja o caso de um estado de tensdes hidrostitico, ou seja, T = oI, sendo I o tensor
identidade. Neste tensor os termos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os demais iguais a

z€ro, ou seja,

1 00
I=]01 0 (2.2.19)
0 01

Uma outra forma de representar a pressao hidrostatica é por 7;; = 0d;;, ou seja, Ti1 = Too =

733 = 0. Da equagdo (2.2.11):
3o

0= —— 2.2.20
2p+ 3 ( )
O moédulo de incompressibilidade é definido como a razdo entre a tensdo normal hi-

drostatica pela variacdo do volume e pode ser escrito como:

o 2
=—=A4+= 2.2.21

onde 0 foi definido nas equagdes (A.4.20) e (A.4.21). Utilizando a 2% Lei de Newton, pode-
se relacionar x com a velocidade de propagacao(v,) de ondas P em um fluido (Rosa (1999)),
ou seja:

F=ma=0S5,

onde m é a massa, S a drea de um elemento cibico com dimensées (A;AyA,), F' é 0o médulo

da forca e a € a aceleragdo, que pode ser escrita como a = —Av,/At. Tem-se que:
Awv,
— =08. 2.2.22
m =0 ( )

Como v, = Az/At, entdo V = Sv,At, sendo V o volume. Logo, multiplicando a equagéo (2.2.22)

por v, e fazendo m = pSv,At, onde p é a densidade, obtém-se:

o281 (22 = 5w, 2.2.23
14 At D

Como V = Sv,At, entdo AV = SAwv,At, logo:

Av, AV
—_— = 2.2.24
vp |4 ( )
Reescrevendo a equagio (2.2.23):
1 1 AV
—_— = = 2.2.25
pvp? Voo ( )



Finalmente, como da equagio (2.2.21) Kk = 0 /6, onde 0 = AV/V:

vp = \/g (2.2.26)

Como a propagacao de ondas compressionais em um meio eldstico é afetada também pela

rigidez do material, entao:

vp = % (2.2.27)

e a velocidade das ondas cisalhantes pode ser definida como:

vs = /2. (2.2.28)
P

Todas as constantes eldsticas descritas aqui estao relacionadas entre si, ou seja, apenas
duas delas sao independentes para o caso de sélido linear e isotrépico (Lai et al., 1996).
No anexo D é apresentada uma tabela que expressa as constantes em funcdo de pares das

mesmas.

2.2.3 Equagao da Onda

A equacao (2.1.8), conhecida como equagao elastodindmica, e a equagao (2.2.1), que é a
Lei de Hooke generalizada, serao utilizadas para se chegar a equacao da onda. Substituindo
a equacgao (2.1.8) na equagdo (2.2.1) temos:

0 8uk . 82UZ'
%j (ngkla—xl> +fi=p o2 (2.2.29)

Esta equagao é a mais geral possivel, sendo aplicdvel a um meio anisotrépico e heterogéneo.
Ela representa um sistema de 3 equacoes diferenciais, cada uma com 29 termos. Esta equagao
torna-se mais simples, ou menos complexa, & medida que se caminha em direcao a um meio
isotrépico e homogéneo. Substituindo a equacdo (2.2.10) na equagio (2.2.29), como as
constantes nao variam ao longo do meio:

2 2 2
8’U,j auz _8’11,1'

()\ + /1') 3%‘18:6] + H ijazcj

(2.2.30)

Para representagdo de um meio isotrépico heterogéno, que é o tipo de meio a ser modelado
neste trabalho, é necessario manter os termos com as derivadas das constantes. Substituindo,
novamente, a equacao (2.2.10) na equagao (2.2.29):

aQuj n 82”1’ ﬂ% 6_u8ui %3’&]‘ b= 32ui
8.’1),'8.’173' Maﬁbjaxj 8:171' 8$j 8:(7]' 8.’Itj B.Tj 8:(% vt

(A+p)
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O caso actstico pode ser obtido fazendo-se, na formulagao para um meio isotrépico, u = 0.
Substituindo a equagao (2.2.10) na equagao (2.1.8):
62ui

0

8.’Ei

(2.2.32)

E mais comum, no caso actstico, se trabalhar com velocidades e pressbes: entdo, fazendo
p

= —\0 (ver equagio (2.2.20))3e v; = a(;fj na equagio (2.2.32), escrevemos:

8p - 8’UZ'
6—:L'Z+fz_p8t.

(2.2.33)
como o sistema tem 4 incégnitas, os trés termos do tipo v; e p, portanto da equacio (2.2.21)*,

ou;
o g O 2.2.34
o=p K0 Haxi’ ( 34)

sendo k, 0 médulo bulk. Derivando a equagao (2.2.34), entao:

Ov; 18_p B

7ty - = 0. 2.2.35
or; KOt ( )
O conjunto de equagoes a seguir,
Op ov;
— — = fi 2.2.36
Bvi 1 8[)
ATt |
ox; + K Ot ’

descreve completamente o caso acistico (Psencik,1994). O conjunto de equagdes a ser utili-
zado neste trabalho e que servird para a reproducao do modelo fisico serd mostrado a seguir.
A razao pela opgao por trabalhar com coordenadas cilindrica, ao invés de coordenadas car-
tesianas, ficard clara mais a frente. As equacoes elastodindmicas em coordenadas cilindricas

que descrevem a propagacao de ondas sao as seguintes:

0%u, _ % Trr  TH9 0Ty 287'7«9
p ot? or r r 0z r 00
0%u, 071,, 1019, O71ry Trs
= Z —= 2.2.37
P o 0z + r 00 + or + r ( )
Pug _ Oy T | Omeg | 2
P o2 0 8z or ' rf

30Omitiu-se o sinal das egs.(2.2.20) e (2.2.21) por uma questio de convencdo. O sinal aqui presente indica

que a pressao (o ou p) e a dilatagao (#) possuem sinais contrérios.
*Observar que da equacio (2.2.21) tem-se, no caso acistico, que A = k.
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As relagbes constitutivas que relacionam tensdo e deslocamento, em coordenadas cilindricas,

sao mostradas a seguir:

Ju, A A Jug 8uz)\

— 9 A Adue
Trr (A +2p) or + rur—i_ r 00 + 0z
o\ Our | (A 42p) (A+2u) Qug ~ Ou,
00 = A8r+ r ur + r %-I_az/\
L Oup A A Ouy ou,
Tee = Ap o Dup TR (A 2p) (2.2.38)

1 Ouy Ouy _ug

™= e TR THY
_ Ouy n ou,
Tz = B, T,
Ouyg Hauz

Te0 = 'UE_FT 00

2.3 Consideracoes Finais

Foram apresentadas neste capitulo algumas propriedades e conceitos basicos de elastici-
dade. Conceitos como tensdo, tensor de tensoes, tensor de deformac¢ao, além das relagoes
tensao X deformagao, fornecidas pela Lei de Hooke generalizada, servem como base para
uma melhor compreensdo da formulagdo da equacdo da onda utilizada neste trabalho. A
seguir serd apresentado o método utilizado para solucionar o conjunto de equagoes, o conhe-
cido método das Diferencas Finitas, analisando limitagoes e vantagens deste procedimento,
além das condicoes de contorno utilizadas. Serd discutido também, ainda que brevemente, o

conceito de malha intercalada proposto por Virieux (1986).
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Capitulo 3

Discretizacao da Equacao da Onda

A discretizacao de uma equacao tem o objetivo de reduzir o problema, fisico continuo e
com infinitas solugées a um problema discreto com um niimero finito de incégnitas. Apoés
essa discretizacao o problema pode ser resolvido através do auxilio de computadores. Existem
varios métodos numéricos disponiveis, tais como o Método dos Elementos Finitos, o Método
dos Elementos de Contorno, Diferencas Finitas, etc. Cada um deles apresenta diferentes tipos
de aproximacdo. Um dos mais simples e computacionalmente mais rapidos e muito utilizado
em modelagem sismica, o qual serd utilizado neste trabalho, é o Método das Diferencas

Finitas.

3.1 Meétodo das Diferencas Finitas

A teoria por trias deste método é bastante simples e consiste em aproximar as derivadas
por diferencas. Seja um problema unidimensional e dF'/dz, a derivada de F' em relagdo a z,
onde F' é uma funcao qualquer dependente de uma varidvel independente z e P um ponto de

coordenada z. A definicao formal da derivada é dada a seguir:

d_F
dz

F(z+Az) — F
_ im LA Flo) (3.1.1)
P Az—0 Azx

A derivada corresponde & tangente & curva no ponto P. O método das Diferengas Finitas

(MDF) consiste em substituir a derivada continua pela secante, onde Az # 0, ou seja,

(3.1.2)

dF _ F(zi + Az) — F(z)
dz ) ;. - Az ’
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Neste caso seria utilizada a chamada diferenca progressiva, no caso de diferenca regressiva a

férmula seria escrita da seguinte maneira

(dF)w:w  Flai) = F(ai — Az) (3.1.3)

dz Ax
A diferenca entre elas serd tdo menor quanto menor for Axz. No presente trabalho serd
utilizado um esquema, de diferengas centrais, segundo a férmula

dF _ F(z; + Az) — F(x; — Ax)
dz /. - 2Ax

: (3.1.4)

A razdo da utilizagdo de um esquema de diferencas centrais serd explicada mais adiante. Os
termos regressiva, progressiva e centrais estao sempre relacionados ao ponto de aplicagao das
diferencas, de maneira similar & derivada.

Uma outra forma de serem obtidas as férmulas aproximadas é utilizando séries de Taylor
truncadas. As utilizacdo das séries de Taylor permite a obtencao das equacoes de diferencas de
uma maneira elegante, sendo que se obtém também a ordem do erro cometido na aproximagao.

Expandindo o valor de F' em z = z; + Az em torno do valor de F em z = z;, tem-se que:

dF Az? (d°F Azd (dPF
F(37z + Ail?) = F(-'BZ) + Az (%)z:mz + T (W>$:IZ + T (%)z_mz + (3'1'5)

Esta equacdo pode ser reescrita da seguinte forma, de modo a ser obtida a derivada

desejada,

dF F(z; + Az) — F(z;) Az (d*F Az? (d3F
&), @), a \aws),, B9

Azx 2!

=T;

Tomando-se a derivada como,

(dF) B F(z; + Az) — F(z;)

- = 1.
dz Az (8-1.7)

observa-se que o maior termo desprezado na equagao (3.1.5) é igual a uma constante mul-
tiplicada por Az, que é um nimero muito pequeno, ou seja, o erro cometido é da ordem de
Az, ou seja [O (Azx)]. Esta equacdo corresponde a uma aproximagcao de diferenca regressiva.
Um processo analogo seria feito para diferengas progressivas. No caso de diferencas centrais,

subtraindo da equacdo 3.1.5 a equagdo para F(z; — Az) tem-se que:

dF h3 (d3F
F(z; + Az) — F(z; — Az) = 2Ax (E>z:ml + 23 (W>z:m + ... (3.1.8)

Entao finalmente:

+ 0 (Az?). (3.1.9)

dz 2Azx

dF _ F(z; + Az) — F(z; — Ax)
dz . -
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Observa-se que o erro cometido é da ordem de Az?. Portanto, esse esquema é mais preciso
do que os anteriores, sendo este o motivo pela sua escolha. Para o caso de um operador de
quarta ordem, sejam z + Az e x + 2Ax, quatro pontos em torno de um ponto qualquer zx.

Reescrevendo a equagdo (3.1.5) para estes pontos obtém-se:

Fla; + Az) = F(z;) + Aw (‘g) + A;!’Q (if) 4 A;!”g (‘Zﬁ;) 4. (3.1.10)
Fla; — Az) = F(zi) — Aw (Cg) + A;!”Q (‘f;) _ A?fg (ﬁ:) b (3.111)
F(z; — 2Az) = F(z;) — 2Az (fg) + (22!37)2 (ZZ) ~ (ZA?’!I)3 (‘ZI;) +o.(3.1.12)
Pz — 203) = Fla:) — 20z (fg) + (22;”)2 (‘ZI;) - (Mgf)s (‘if) + .. (3.1.13)

Somando-se as equagdes (3.1.10) e (3.1.11) e as equagoes (3.1.12) e (3.1.13), tem-se:

F(zi + Az) + F(z; — Az) = 2F(z;) + Az (dzz) + 4zt (‘3“75) + (3.1.14)
O [(Az)°]
F(z; +2A0) + F(n; — 2A7) = 2F(m;) + 480? (£5) + 1842 (1) & (3.1.15)

0 [(Ac)P]
Multiplicando-se a equacao 3.1.14 por 16 e subtraindo-se a equacao 3.1.15 tem-se:

16[F(z; + Az) + F(z; — Az)] — [F(z; + 2Az) + F(z; — 2Az)] = (3.1.16)
2

30F (z;) + 12(Am)227}; + 0[(Az)q].

Reescrevendo-se a equacao 3.1.16, chega-se finalmente & equagdo 3.1.17, que representa uma

aproximacgao de quarta ordem para ‘fi L.
d*’F .
g F(zi — 2A1) + 16F(z + i — Ax) (3.1.17)

1
a? "~ 12(82)
0F(x;) + 16F (z; + Az) — F(z; + 2Az)] + O[(Ax)?]

Essa distancia Az entre os pontos no modelo deve ser calculada de acordo com o tipo de
modelo que se quer amostrar e deve respeitar os critérios de consisténcia, convergéncia e esta-
bilidade. Cada esquema numeérico possui os seus critérios, o esquema utilizado neste trabalho
é um esquema explicito com diferencas centrais. Para entender melhor as aproximacées por

diferencas centrais, diferengas progressivas e regressivas devemos observar a figura (3.1) na
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© Diferencgas regressivas

F(X)

@ Diferencas centrais

@ Diferencas progressivas

B
Reta=df/dx
C
A
A X AX
Xi - Ax Xi Xi + Ax

Figura 3.1.1: Representacdo grafica dos tipos de diferencgas
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péagina 18. Nos problemas denominados transientes, onde as equagoes diferenciais apresentam
derivadas temporais, como é o caso da equacao da onda, deve-se escrever a aproximacao para
tais derivadas no mesmo ponto P. Nas equagoes de (3.1.2) a (3.1.4) estava implicito que
as derivadas foram tomadas num mesmo passo de tempo. A equacdo (3.1.4), por exemplo

poderia ter sido escrita como:

dz /. 2Ax
No caso da equacao de difusao,
Pu  Ou
— = = 3.1.19
“or2 = Bt ( )
a representacdo da derivada temporal poderia ser feita da seguinte maneira:
@ _ u(l‘,‘,ti +At) —u(mi,ti)’ (3.1.20)
ot ), & At

onde At é o passo no tempo. Se forem aplicadas as equagoes (3.1.18), substituindo F' por u

e (3.1.20) na equagao (3.1.19), obtém-se a expressao:

w(zi, t; + At) — u(z;, t;) . u(z; + Az, ti) — 2u(zi, t;) + u(zi — Az, ;) . (3.1.21)
At Az?
onde:
cAt
u(zi, t; + At) = u(zy, t;) + N (u(z; + Az, t;) — 2u(z;, t;) + u(z; — Az, t;)) (3.1.22)

e que pode ser escrita da seguinte forma:
w(zi, t; + At) = mu(z; + Az, t;) + (1 — 2m)u(z;, t;) + mu(z; — Az, t;), (3.1.23)

onde m = cAt/Az?. Este tipo de formulacio ¢ denominada esquema de aproximacio
explicita, pois pode-se calcular o valor de u num instante de tempo ¢; + At utilizando apenas
o valor de w num instante anterior, ¢;. Neste trabalho serd adotado o esquema ezplicito:
apesar de estarem sujeitos a restricoes de estabilidade!, os esquemas ezplicitos sdo bem mais
rapidos que os esquemas implicitos. Para andlise de propriedades de esquemas implicitos e
explicitos ver Smith (1985). No caso de um termo com derivada temporal de segunda ordem,

podemos escrever:

d&’F  F(@iyti + At) = 2F (2, 6:) + F (i, — At)
di? ) oy At?

: (3.1.24)

!Para anélise detalhada sobre estabilidade e consisténcia de esquemas de diferencas finitas ver Ritchmyer

e Morton (1967)
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Esta aproximacao de sequnda ordem para a derivada segunda permite a obtengao da solugao
para o tempo t; + At utilizando apenas a solugdo nos tempos t; e t; — At. Caso se deseje

utilizar aproximacoes mais precisas, devem-se utilizar mais termos.

3.2 Malha Intercalada

Observa-se da equacgio (3.1.4) que o operador de derivada estd centrado exatamente no
ponto z;, enquanto os operadores das equagoes (3.1.2) e (3.1.3) estdo centrados em z; +Az/2

e T; — Ax/2, respectivamente. Seja a representagao de Fourier? para a derivada utilizando o
operador da equacao (3.1.2):
K22 p(K,) — F(K,)

fle+Az) — f(z) _F _
Az - Az N
eiKmAJ,‘ -1
= A T
'eiKmAz/Q eiKmA.'z:/Q o e—iKmA;L‘/Z
= ut 5 F(K,)  (3.2.1)
'eiKmAz/Q Az
= 21T_’L‘ sen (Kw7> F(Kw)

A 4
= iK, sinc <K$T$> e KeB2/2 (L),

Veé-se que o termo sinc (Kw%) representa uma funcdo caiza suavizando o processo e que

eif=Az/2 corresponde a um deslocamento de fase. Para o operador de derivada central, temos
que:
fz + Az) — f(z — Ax) F, eifalz _ e_iKmAmF(Kw) _
2Azx 2Azx
= L sen(K,Az)F(K,) (3.2.2)

Az
= K, sinc (K;Az)F(Ky).

Pode-se observar que neste caso ndo hé o termo referente ao deslocamento de fase, porém a
freqiiéncia da funcdo “sinc” na equagio (3.2.1) é menor do que em (3.2.2). Portanto, na
equagao (3.2.2) tem-se uma fungao caixa mais larga no espago, o que causa um maior grau de
suavizacao. Os operadores com um nimero impar de termos possuem uma implementacao
mais facil, porém, independente do nimero de pontos utilizados, tais operadores sempre
apresentardo um zero na freqiiéncia de Nyquist (Cunha et al. (1995)). Logo, os mesmos

produzirao algoritmos mais dispersivos e menos estdveis. Virieux (1984) introduziu o conceito

*Um répido e completo guia sobre a Transformada de Fourier pode ser encontrado em Brigham (1988).
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de malha intercalada, de modo a possibilitar a utilizacdo de operadores com um ntimero par
de pontos em modelagem elistica. O método consiste na superposicao de duas malhas de
pontos deslocadas de (1/2) uma em relagdo a outra. Seja o conjunto de equagdes (2.1.10)

modificado em Virieux (1986) para o seguinte sistema:

b +

ot or 0z

ot ozx 0z
OTpr vy v,

e (3.2.3)
oT,, dv, vy

g~ MG A
Ty, . % + v,

ot~ M\ T )

(3.2.4)

onde

b=1/p

vy _ 0 (Oug
oxr ot\ oz )’

O mesmo é vilido para as derivadas de z. A diferencga principal para as modelagens com
malha regular consiste em que no caso de malha intercalada, as velocidades e constantes
elasticas nao sao definidas nos mesmos pontos e que as velocidades e tensoes também nao sao
calculadas no mesmo instante de tempo. Outro fator importante diz respeito & dispersao.
No esquema proposto por Virieux (1986), a condicdo de estabilidade e curva de dispersido da
velocidade de fase da onda P nao dependem da razao de Poisson. O mesmo acontece para
o caso da velocidade de fase da onda S. Entao o mesmo cédigo utilizado para modelagem
eldstica pode ser aplicado em fluidos, ou em modelos com interface fluido-sélido (Virieux

(1986)). Veja na figura (3.2), em cuja legenda vy, =U, v, =V, T, =%, 1,, =T, T,, =E e
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B =b=1/p, entdo a discretizagio é escrita da seguinte maneira®:

k+1/2 prk—1/2 At k k
Ui j = U;; "+ Bij (A—w) [Ez’+1/2,j N Z]i—l/?,j]
At Tk —k
+ B <A_z> |:‘:‘i,j+1/2 - 51’,;’71/2]
k+1/2 k12 At 1k —k
Vz‘+1/2,j+1/2 - Vz’+1/2,j+1/2 + Bi+1/2,j+1/2 (A_w> [~i+1,j+1/2 - ~z‘,j+1/2]
At
+ Bij1/2,541/2 (A_z> [1—;]3—1/2,]'4—1 - Tilff-l/Q,j]
At
k k k4+1/2 k+1/2
21’4:1/2,]' = E'H—I/Q,j + (L +2M)i41)2, (E) [Ui+1,g/' -U;; / ] (3.2.5)

At k+1/2 k+1/2
+ Li+1/2,j (E) [Vz'+1/2,j+1/2 - Vi+1/2,j—1/2]

At
k+1 _ ok k+1/2 k+1/2
Ti+1/2,j - Tz‘+1/2,j +(L+ 2M)i+1/27j (A_z> [Vi+1/2,j+1/2 - Vi+l/2,jfl/2]

+ Litiya; (2—;) [Uzk:llgﬂ - Ui’fjm]
Bz = Sigryet Mijap (%) [Uzkﬁlﬂ - Uz‘lfflﬂ]
+ Mi,j+1/2 (ﬁ_;) [Vilr;%?jﬂp - Vik—t%?j-i—l/Z]
Neste esquema as varidveis sdo definidas de modo a que se tenha sempre a derivada de ordem
L3
L2
A e e B )
,.J AT i

Figura 3.2.1: Distribuicao dos pontos num esquema de malha inter-

calada

impar, e nimero par de termos, centrada num ponto de uma das malhas. Deve-se observar
que as derivadas estao sempre centradas nos pontos onde os termos a esquerda do sinal de

igual estao definidos (ver equagoes (3.2.5)). O esquema utilizado no presente trabalho foi

Ous
ox

Ou,

3E importante destacar que no trabalho original de Virieux, houve um erro no termo relativo a o

e

na discretizagdo de X,T e E.
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proposto por Levander (1988) e utiliza, diferentemente do proposto por Virieux (1986), um
operador de 4% ordem no espaco e 2% ordem no tempo.

Observando as equagbes (3.2.5) vé-se que a utilizagdo de indices ndo inteiros nao é
possivel em termos de geracao de cédigos para programacao em computadores, pois os mesmos
trabalham sempre com indices inteiros. Isto pode ser facilmente resolvido imaginando os
termos inteiro e ndo inteiros como fazendo parte de uma célula especial. Na figura (3.2)
pode-se definir os quadrados azuis como as novas células, e nomeé-las com o indice referente
ao ponto, por exemplo, esquerdo inferior. Deste modo, obtém-se de uma maneira muito
simples os novos indices inteiros dos operadores das derivadas. Seja a primeira equagao de
(3.2.5)

k+1/2 k—1/2 At & 5

At 1ok =k
+ Bij, (A—z> [:z’,j+l/2 - ‘:‘i,j—l/2]

Na implementacdo computacional devemos apenas observar a posicao dos pontos dos ope-

e E o &
Lpjt|® m o m o

® § o B o
e ®
ij L i) i,jt3
Figura 3.2.2: Esquema de malha intercalada com indicagdo das células

com os indices inteiros

radores em relagdo & celula azul na figura (3.2). Na linha de cédigo, com os indices inteiros,

as seguintes modificagoes deveriam ser feitas:

Uiy = U(,J)
Bi; = B(I,J)
Ez’+1/2,j = X(I,J) (3.2.7)
Ei_l/Q,j = X(I-1,J)
Eij+12 = Z2(I,J)
Ei’j_l/g = E(I,J-1)
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Algo que ndo fica muito claro no artigo de Virieux (1986) é que a atualiza¢do do campo de
velocidades deve ser feita antes e ndo em conjunto com as tensoes, ou seja, devem ser geradas
as matrizes nas duas primeiras equagoes de (3.2.5), para depois se atualizar os campos de

tensdes. A primeira equacdo de (3.2.5) pode ser escrita como:

Us(1,]) = mmﬂ+3mﬂ(§t

Z

)ExLﬂ—Exf—Lﬂ] (3.2.8)

+ B(,J) (%) [Eo(I,J) —Eo(I,J —1)],

z

lembrando que os subscritos se referem ao passo de tempo e que 1 se refere ao instante
passado, 2 ao presente e 3 ao futuro. A equagdo de V, com base nas colocagdes anteriores,

pode ser escrita como:

Vi(I.J) = Wi(IJ)+ B(I,J) (%) Bl +1,7) = Bo(I, J)] (3.2.9)
+ B(IJ) (%) (To(1, ] + 1) = Ty(I, J)]

Outro ponto a ser enfatizado é que os valores calculados de Us e V3 nas equagoes (3.2.8) e
(3.2.9), entrarao nas equacoes das tensoes de (3.2.5) para o cdlculo das mesmas num instante

posterior.

H4 outras maneiras de serem obtidos os indices inteiros de um esquema de malha inter-

calada, a abordagem exposta aqui é uma adaptagao da apresentada por Cunha (1992).

3.3 Discretizacao

No préximo capitulo explicaremos mais detalhadamente o problema fisico a ser tratado.
No momento apenas informaremos que o modelo possui simetria cilindrica e que, portanto,
optamos por utilizar a formulacdo apresentada no sistema (2.2.38), apenas baixando a ordem

das derivadas temporais para utilizarmos o esquema proposto por Virieux (1986). O sistema
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em coordenadas cilindricas pode ser escrito da seguinte forma:

ov, % n Trr  To9 n 0Ty, 18%9
p o or T T 0z r 00
Por = "oz Tree T or T r
Ovg  Otgg  T9, OTpg 2
Pt ~ 86 Tz ar Tr
o~ AF ot T Tog g
Oreg  \O0vr  (A+2p) (A+2u) Ovg ~ Ov,
ot A Or + o + r 00 + 0z A (3-3.1)
0, (O0vp A A Oyg ov,
ot A8r+7“vr+r39+(/\+2'u) 0z
0t pOv Ovg vg
o r 06 T or H T
0,  Ovy n ov,
aa Moz THar
O, Ovg | uov,
o - Mo, tree

3.3.1 Operadores

Os operadores utilizados foram de 2% ordem no tempo e 42 no espago. As derivadas sdo
definidas pela seguinte formulacdo (Graves (1996)):

0
P Dyv|p, (3.3.2)

onde D, representa a forma discreta do operador % aplicado na varidvel v, no ponto P, de
coordenadas (r = iAr, z = jAz). Entao a derivada espacial utilizando um operador de

quarta ordem pode ser escrita como:

1
Dyvrlp = t{colvnit1/2.2) = Vri-1/2,9)] — C1lvrGivs/ze) — ri-3/2.0)]} (3.3.3)

onde ¢g = 9/8 e ¢; = 1/24 (Levander (1988)). O operador da equagao (3.3.3) aplicado a

equacao de ‘9—5?" se apresentaria da seguinte forma:

K2(I,J) = KI1(I,J)+ (3.3.4)
At

At T) (FVi2AL, T +2) + 20V,2(1, T + 1) = 20V:2(1,J) + Vi2(1,J — 1) +
At

A T) (Va2 +1,0) + 20V.2(1, ) = 20V (1 = 1,0) +Va2(I = 2,0))

onde: K = 7,, e Ar = Az. O critério de estabilidade é obtido pela seguinte relacio (Graves
(1996)):
h
At < 0.495 . (3.3.5)

Umaz
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O esquema de 42 ordem conforme apresentado por Levander (1988) requer um niimero minimo
de amostras por comprimento de onda igual a 5. No caso do presente estudo foram utilizados
10 amostras por comprimento de onda. Os pontos de definigao dos pardmetros da modelagem

sdo mostrados na figura (3.3.1).
i,j+3
i,j+2

i+l m e m @

[ ] { | || @
ij NLj 2, i, j+3
® I *V.,p
®T . ,u
®V,p
o m =T ,T ,A+2u

1, ]
Figura 3.3.1: Detalhe da posi¢ao onde sao definidas as constantes e

os componentes da tensao.

3.3.2 Condigoes de contorno

Devido a simetria cilindrica simplifica-se o sistema (3.3.1), reduzindo-se o ntimero de
equagoes.

O modelo com simetria cilindrica é chamado de um modelo axi-simétrico. A vantagem
em se adotar um sistema de coordenadas cilindricas é que se pode trabalhar num modelo
2D, obtendo-se os resultados do modelo 3D. A figura (3.3.2) mostra o cilindro referente ao
modelo 3D e o plano em destaque que compoée o conjunto de pontos modelados. Constata-se
assim a economia em termos computacionais ao se utilizar as coordenadas cilindricas em
um modelo axi-simétrico. Serdo apresentadas a seguir algumas consideractes a respeito das

condigdes de contorno(CC) nas extremidades do modelo, a saber:

e Eixo de simetria (Extremidade esquerda)

e Topo do modelo
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Figura 3.3.2: Area hachurada indica regiao modelada que é represen-

tativa do restante do cilindro para um modelo com simetria axial

e Base

o Extremidade direita

CC no eixo de simetria

Sao apresentadas, a seguir, as consideracoes sobre o eixo de simetria:

o v =0

De modo a manter a simetria nao pode haver deslocamento na direcao r

e T, ry = O
A tensdo cisalhante presume um movimento diferenciado em ambos os lados do eixo, o

que contraria a hipdtese inicial de axi-simetria do modelo.
Ur
T
Como lim,_,¢ v, = 0, temos:
v 0

lim — =

r—=0 r ’

entdo, usando a regra de ’Hospital?, tem-se que:

ovp
.0 . Bt Ov
lim — = lim % =T
r—=0 r r—0 9T or
or
No eixo de simetria:
. v Ovp
lim — = . 3.3.6
r—0 1 or ( )

4Ver apéndice C, item C.3
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Trz
. i v
T

Como lim,_,¢ 7, = 0, logo,

.. Trz 0
lim — = —,
r—0 1
entao
T Tz 9,
lim = = lim - = =2
r—=0 7T r—0 9r or
or
No eixo de simetria:
s or,
lim — = 3.3.7
r—0 T or ( )
CC no topo
Na superficie do modelo devemos fazer as seguintes consideragoes:
Tyr =0 (3.3.8)

Try =0

CC na base

As condigées de contorno adotadas na base do modelo, considerando o fluido, nas condic¢oes

de pressao (5000 psi) do experimento, como incompressivel, foram as seguintes:

vp =0 (3.3.9)

v, =0

3.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentados o método de discretizacao utilizado para solucdo da
equacao da onda, conhecido como Método das Diferencas Finitas, o conceito de malha interca-
lada, o qual foi utilizado na modelagem, assim como as condigoes de contorno da modelagem.
Todo esse aparato numérico serd utilizado para reproduzir numericamente o experimento
fisico de propagacao de ondas pertencente ao Laboratério de Fisica de Rochas do Centro de
Pesquisas da PETOBRAS (CENPES). No préximo capitulo, além do modelo fisico propria-
mente dito, serao também discutidas as premissas basicas admitidas durante o processo de

geracao do modelo.
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Capitulo 4

O Experimento Fisico

Neste capitulo serd apresentado o experimento fisico utilizado para calibracao da mode-
lagem numérica. Serd analisado em maior detalhe o equipamento e a forma como se realiza
a geragao e gravacao do sinal. A parte referente & formulagao tedrica e equagoes foi descrita

no capitulo anterior.

4.1 O Equipamento

Nesta secdo serao apresentados os dispositivos de geracdo e registro dos sinais utilizados
no ensaio. O Laboratério de Fisica de Rochas do CENPES possui uma gama variada de
atividades, sendo que os dados basicos utilizados sao as velocidades e os médulos eldsticos
dinamicos de rochas. Para a determinacdo de tais parametros, o laboratério dispoe de um
equipamento de fabricacao prépria, confeccionado especialmente para o este tipo de trabalho
e, principalmente, para as caracteristicas das amostras comumente ensaiadas. O dispositivo

pode ser dividido em 3 partes:
e Geragao e registro do sinal
e Camara
e Vasos de pressao

A figura (4.1.1)! apresenta um esquema mostrando todos esses componentes e a forma como
estao interligados. Nos préximos itens serao apresentados os componentes do dispositivo do

ensaio.

'Desenho gentilmente cedido por Guilherme Vasquez
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4.1.1

Esta parte do dispositivo é composta por um gerador de funcao, um amplificador e um
osciloscépio. No caso do experimento em questdo foi utilizado o gerador de funcao, devido
ao sinal emitido ser mais facilmente modelado. O gerador de fun¢do, como o préprio nome
ja diz, é o responsdvel pela geracao do sinal senoidal de freqiiéncia controlada. O gerador é
o equipamento no alto & esquerda da figura (4.1.2). Nos ensaios no Laboratério de Fisica de
Rochas as freqiiéncias utilizadas normalmente sao 250 kHz e 500kHz, dependendo do tipo de
amostra e da resposta obtida. O equipamento permite outros valores de freqiéncia, porém
estes valores sdo os padroes. Apds a geragio, o sinal eletronico passa pelo amplificador (no

alto & direita da figura (4.1.2)) e vai diretamente para os cristais na camara (ver figura (4.1.5)

Gerador de
Funcdes

Microcomputador

Pré-Amplificador Amplificador
Sinal Emitido Sinal Recebido
Cabecote de Medida Vaso Hidraulico

Sinais Elétricos

Resisténcia de
aquecimento

| 5 , Fluido
Transdutbres - Hidraulico

Para Bomba
Hidraulica

Figura 4.1.1: Esquema do Experimento

Geragao e registro
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no item 4.1.2, pdgina 33). O sinal, apds ter percorrido toda a amostra presente na cimara,
passa pelo transdutor (cristal) receptor e volta ao amplificador e dai para o osciloscépio, onde

a sua forma pode ser registrada e o tempo de transito determinado.

Figura 4.1.2: Equipamentos para geracdo e aquisicdo do sinal

4.1.2 Camara

A cdmara propriamente dita é composta por duas estruturas de aco contendo os cristais
emissores e 0s receptores e as respectivas ligages elétricas. As figuras (4.1.3) e (4.1.4)
mostram as duas partes de aco, montadas e desmontadas, respectivamente. Os cristais
piezolétricos (emissores) sao transdutores que transformam o sinal elétrico em uma onda
mecanica que atravessa a amostra e que, ao atingir os cristais receptores, é transformada
em um sinal elétrico que é encaminhado para o amplificador e depois para o osciloscépio. O
cristal anelar transforma o sinal elétrico em uma onda mecénica do tipo P (ver figura (4.1.5),
pagina 33). O outro cristal de forma retangular no interior do anel é o gerador de ondas S.

A cdmara montada com uma amostra é apresentada na figura (4.1.6), faltando apenas
a colocacao da camisa de borracha para que o sistema fique acoplado, o que pode ser visto
na figura (4.1.7). No trabalho rotineiro do Laboratério de Fisica de Rochas, a utilizagao da
camisa de borracha visa também impedir que o éleo hidrdulico presente no vaso de pressao

contamine a amostra.
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Figura 4.1.3: Camara com partes montadas

Figura 4.1.4: Camara com partes desmontadas
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Figura 4.1.5: Cristais piezoelétricos montados no interior da camara

Figura 4.1.6: Camara montada sem a camisa de borracha
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Figura 4.1.7: Camara montada
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4.1.3 Vasos de Pressao

O sistema descrito nos itens anteriores deve ser, entdo, colocado nos vasos de pressao, que

correspondem aos cilindros azuis, mostrados na figura (4.1.8). Os vasos sdo preenchidos com

Figura 4.1.8: Vasos de Pressao

Oleo hidraulico e uma bomba automadtica incrementa a pressao deles. A aplicacao da pressao
tem por objetivo reproduzir as condicgoes reais de pressao a que esta submetida a rocha em sub-
superficie. Muitas das amostras utilizadas nos ensaios rotineiros do laboratério sao compostas
por arenito fridvel, portanto, a pressao efetiva utilizada é de grande importancia, ndo sé na
compactagao da amostra, como na melhoria do acoplamento cidmara-amostra. No caso do
experimento em questdo, utilizou-se a pressao apenas para garantir um bom acoplamento. A

pressao utilizada foi de 5000 psi.

4.2 Preparacao das Amostras

Para a calibragao do modelo numérico foram confeccionadas quatro amostras cilindricas
de 1,5 polegadas de didmetro de comprimento aproximadamente igual, sendo compostas por

intercalagoes de discos de vidro e aluminio, como pode ser visto nas figuras (4.2.1) a (4.2.4).
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Figura 4.2.1: Modelo de aluminio

Para melhorar o acoplamento dos discos foi utilizada uma pasta prépria para este tipo de

ensaio.
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Figura 4.2.2: Modelo de duas camadas

Figura 4.2.3: Modelo de quatro camadas



Figura 4.2.4: Modelo de oito camadas

4.3 A Modelagem Numérica

Partindo-se das curvas obtidas no experimento fisico e registradas no osciloscépio, fo-
ram gerados modelos numéricos representativos para cada amostra apresentada nas figuras
(4.2.2) até (4.2.4). Devido & complexidade do modelo fisico, optou-se por restringir o modelo

numérico da seguinte forma:

e A parte referente ao fluido nao foi modelada, pois, além de demandar mais memoria,
observa-se que a velocidade da borracha (600 m/s) é muito pequena em relagdo ao
vidro (5841 m/s) e ao aluminio (6063 m/s), logo, o tempo de propagagdo na borracha
é grande o suficiente para que qualquer onda que se propague neste material e dai para
o fluido, ao voltar para o corpo da amostra chegue no receptor em um tempo muito

maior do que o da onda direta.

e Limitou-se o modelo ao espago fisico entre os dois cristais. A modelagem do mate-
rial piezoelétrico, envolvendo equacoes de Maxwell, estaria fora do escopo do presente

trabalho.

e A utilizagio de coordenadas cilindricas em um modelo com simetria axial (axi-simétrico)

permitiu uma economia consideravel de memoria e tempo, pois 0 modelo se restrin-
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giu a area retangular limitada pelo raio, pelo eixo e pela extremidade direita (ver

figura (3.3.2) na pégina 27), considerando 6 = cte.

A seguir é fornecida uma tabela com alguns pardmetros utilizados na modelagem numérica.

Onde Nr e Nz representam o nimero de pontos do grid na diregao r e z

2 cam. 4 cam. 8 cam. Aluminio
Nr 86 86 83 87
Nz 339 350 355 333

At = 3,958 95 | Passos em t= 37894 | Ar = Az = 2,410 *m

Figura 4.3.1: Parametros da modelagem

4.3.1 Premissas basicas utilizadas na modelagem

Serao descritas a seguir algumas premissas e simplificagoes utilizadas na modelagem
numérica. Estas premissas se referem a fonte, receptor e interfaces do modelo. Como a mode-
lagem do experimento de propagacao de ondas em amostras de rocha, utilizando freqiiéncias
ultrassonicas, do Laboratoério de Fisica de Rochas, ainda nao havia sido realizada, surgiram
varios problemas que tornaram necessirias algumas consideragoes. Cada uma delas serd

discutida nos itens seguintes.

Fonte

A aplicacao da fonte se divide em duas partes, a primeira referente a forma como a fonte
é aplicada, ou seja, se a fonte é pontual ou ndo. A outra parte se refere & curva utilizada

como fonte, se sendide, gaussiana ou outra curva qualquer.

e Forma de aplicacao
Como pode ser visto na figura 4.1.5 na pégina 33 e nas figuras das paginas 36 e 38,
o cristal, assim como todas as amostras utilizadas no experimento, possui simetria
cilindrica. Observando-se, ainda, a figura (4.1.5) ver-se-4 que apesar do cristal ser
um anel, a excitacdo do mesmo nao possui simetria cilindrica. Na figura (4.3.2) é
mostrado um esquema reproduzindo a figura (4.1.5). Como a polarizagao do cristal
ocorre a uma velocidade muito maior do que a das ondas mecéanicas, considerou-se que,

para os objetivos do presente trabalho, o cristal é excitado de maneira uniforme ao
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longo de todo o anel, ou seja, a amostra percebe a excitagdo ao longo de todo o cristal
ao mesmo tempo. Devido a esta premissa, a fonte foi aplicada em toda a extensao do
cristal, ou seja, na modelagem a fonte foi aplicada na forma de uma onda plana restrita.

Na figura (4.3.1) vé-se no detalhe a forma de aplicacdo da fonte.

Fio
Cristal

Ponto de excitacdo do cristal

Figura 4.3.2: Esquema de excitagao do cristal

A

JgJlJdJl

Figura 4.3.3: Forma de aplicagdo da fonte no semi-plano utilizado na

modelagem

e A Forma de onda
Um dos grandes problemas enfrentados durante o decorrer deste trabalho foi, sem
divida alguma, a escolha da forma de onda a ser utilizada como fonte. Como se desejava
reproduzir o experimento, ou seja, obter resultados em termos de forma de onda, o mais
préximo possivel do original, era fundamental que cada detalhe fosse também o mais
préximo do real possivel. Quando da escolha da forma de onda a ser utilizada como
fonte, a primeira curva que vem & mente é uma fonte largamente utilizada em modela-

gem sismica, que é a segunda derivada da gaussiana, ver (Cunha (1997)). Esta curva,
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porém, ndo produziu resultados satisfatérios. Optou-se entao por tentar determinar a
forma da onda que seria emitida pelo cristal piezoelétrico para o interior da amostra.
O gerador de funcdo emite um sinal elétrico na forma de um pulso senoidal, este pulso
excita o cristal emissor que se contrai e dilata, gerando uma onda mecanica. Tentou-se
colocar os cristais (receptor e emissor) em contato, afim de que se pudesse registrar o
sinal emitido o mais préximo possivel do real. Porém, as tentativas foram infrutiferas,
devido principalmente & dificuldade de se conseguir um acoplamento satisfatério entre
os cristais. A pressdo necessdria sé seria possivel dentro dos vasos de pressao. Como
nao se conhecia a resposta impulsiva do cristal e devido a limitacées fisicas para tal
determinacao, tentou-se utilizar o préprio pulso senoidal como fonte, porém o resultado
novamente nao foi satisfatério. Tentou-se um trem de ondas senoidal, também com re-
sultados ruins. A ultima tentativa que se fez, e que forneceu melhores resultados, foi a

2 como fonte. Esta curva é obtida montando-se

utilizacao da curva do tempo do sistema
o sistema original sem amostra (ver figura (4.1.3) na pagina 32). O uso do termo tempo
do sistema é devido a utilizacao desta curva para determinacao do tempo gasto pela
onda para percorrer todo o sistema fisico e elétrico nos ensaios rotineiros do Laboratério
de Fisica de Rochas do CENPES, na auséncia da amostra. O valor de tempo lido na
primeira quebra dessa curva é subtraido do tempo gasto pela onda para percorrer o

sistema quando da presenca de uma amostra de rocha. A velocidade da onda na rocha

é calculada entao da seguinte maneira:

AZ’rocha

Vrocha ==
T;fotal - Tsist

O termo Tipta; —Tsist € 0 tempo gasto pela onda apenas na amostra e Az é o comprimento
da amostra ao longo do eixo z. O sinal emitido pelo cristal atravessa o ago da cdmara
chegando no receptor tendo se propagado apenas no ago. Considerando que o ago é um
material muito pouco atenuativo, a curva mais préxima da curva emitida pelo cristal
seria a curva do tempo do sistema, ou resposta impulsiva do sistema. Como o registro
desta curva é truncado no equipamento, algo que nao ocorre no experimento real, a

utilizagdo de um pulso truncado bruscamente nao seria a mais correta. Aplicou-se uma

2A forma de onda utilizada poderia ser chamada, caso o sinal emitido pelo gerador de fungdo fosse um spike,
de resposta impulsiva do sistema. Adotar-se-4 esta nomenclatura de modo a tornar mais ficil a compreensio
do tipo de curva utilizado, sabendo-se, contudo, que no caso da utilizagdo de um spike a curva pudesse ser

diferente da adotada na modelagem.
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funcdo de atenuagao exponencial no sinal a partir do 42 pico positivo, onde entao a
amplitude da onda foi sendo atenuada até chegar a um valor préximo de zero. A curva
original registrada no equipamento e a utilizada como fonte sdo apresentadas nas figuras

(4.3.4) e (4.3.5).

8.0E-01 7

4.0E-01 1

0.0E+00 -

-4.0E-01 -

-8.0E-01 -

Figura 4.3.4: Resposta ”impulsiva”do sistema, registrada no equipamento

Receptor

Ap6és a emissdo e propagacao da onda mecédnica na amostra, essa onda atinge novamente
um cristal piezoelétrico, igual ao emissor. O cristal é entdo excitado pela onda e gera uma
corrente elétrica que é recebida pelo fio condutor e levada ao amplificador e mostrada no osci-
loscépio. Novamente, apesar do cristal receptor ser simétrico em relacdo ao eixo, a captagao
do sinal para sua transmissdo nao possui simetria. O esquema de recepcao é idéntico ao
da figura (4.1.5). Portanto, outro problema surge, pois em se mantendo a premissa de que
a velocidade de polarizacao do cristal é muito alta e que o cristal se polariza de maneira
uniforme, como deve ser interpretada a recep¢do? Inicialmente se pensou em se registrar o
trago central do cristal, ou seja, o sinal captado seria referente ao circulo de raio médio (ver
figura (4.3.6)). Analisaram-se também os sinais recebidos nos circulos préximos ao circulo
central. Quanto mais para a extremidade do anel do cristal mais diferentes eram os tracos

registrados sendo que nenhum deles se parecia com o trago real registrado no equipamento.
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8.0E-01 7

4.0E-01 1

0.0E+00 1

-4.0E-01 1

-8.0E-01 -

Figura 4.3.5: Curva fonte da modelagem

Raio médio

Figura 4.3.6: Esquema mostrando o raio médio do anel do cristal

Buscando um paralelo com o processamento sismico, optou-se por somar os tracos de cada
circulo, ou seja o traco final seria entdo o trago empilhado. Esta opcao mostrou-se positiva

devido aos resultados que foram obtidos.

Interfaces

O modelo, como ja foi mostrado anteriormente, consiste em uma superposicdo de discos
de vidro e aluminio. De modo a melhorar o acoplamento entre esses discos, foi utilizada
uma, pasta industrial entre eles. Inicialmente estas interfaces ndo foram modeladas. Com
0 objetivo de gerar um sinal sintético mais préximo do original, optou-se por modelar de

alguma forma estas interfaces. Como os fluidos tém o médulo de cisalhamento (G) nulo
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e a espessura da interface é muito préxima de zero, decidiu-se utilizar o espaco entre uma
célula e outra (2,410"*m) como esta interface. Optou-se por utilizar um valor de G para
estes pontos de aproximadamente 10~ %G, onde G, corresponde ao médulo de cisalhamento
da camada superior & interface(ver figura (4.3.7)). Isto quer dizer que nas interfaces onde o
disco superior era de aluminio, onde G5 = G4, a interface possuia um G de aproximadamente
107G 4, ou seja:

G; =107%G 4.

Este valor de G foi aplicado em duas linhas de nés paralelas ao plano z.

Aluminio

Interface

Vidro

Figura 4.3.7: Interface com G; = 1075G 4
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4.4 Consideracoes finais

Foram apresentados neste capitulo o modelo fisico a ser reproduzido através da geragao de
um modelo numérico utilizando o Método das Diferencas Finitas para a solu¢ao da equacao da
onda. Foram apresentadas também as consideracées admitidas e as simplificacoes realizadas
de maneira a possibilitar a modelagem numérica. Detalhes a respeito de fonte e receptores,
assim como o tratamento nas interfaces e bordas foram abordados. No préximo capitulo,
serdo apresentadas as curvas geradas no modelo numérico em comparagao com aquelas do
experimento e também uma andlise dos resultados obtidos e os proximos passos no desenvol-

vimento deste estudo.
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Capitulo 5

Apresentacao dos Resultados

Os parametros da modelagem e a formulagio utilizada, assim como a andlise das pre-
missas admitidas para a confeccio do modelo numérico foram descritos nos capitulos 3 e
4. Serao apresentados neste capitulo os resultados obtidos na modelagem numérica utili-
zando o Método das Diferencas Finitas para solu¢ao da equacao da onda e 0os mesmos serao

comparados com 0s originais provenientes do experimento fisico.

5.1 Registro das formas de onda

O objetivo da modelagem numérica foi produzir um cédigo que pudesse reproduzir as
formas de onda do experimento fisico, ou seja, um programa que gerasse como resultado
curvas semelhantes aquelas obtidas no modelo real. A énfase foi dada na forma da onda, ja
que a amplitude dos sinais variou devido ao ganho aplicado ter sido diferente. A dificuldade,
no experimento fisico, de se garantir que o acoplamento se mantenha o mesmo e os cristais
estejam exatamente na mesma posicao para todos os ensaios, fez com que variagoes ocorressem
no registro das curvas. Durante o ensaio as cdmaras apresentam variagoes na forma do sinal
dependendo da posigdo em que os caps de aco (ver figura (4.1.4)) sdo colocados. Interferéncias
sdo comuns e apresentam um carater quase aleatério, sendo que a obtencao de um sinal limpo
nem sempre é simples. Devido a essas interferéncias, optou-se por registrar os sinais somente
quando o ruido eletrénico atingisse niveis satisfatérios. Essa analise foi feita visualmente no
osciloscépio. O registro do sinal com menor indice de ruido foi uma tentativa de facilitar
a modelagem, pois 0 modelo numérico nao englobou a parte elétrica. A inclusio da parte

elétrica na modelagem tornaria o problema muito mais complexo, devido ao acoplamento das
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equagoes de eletromagnetismo com a equacgdo da onda. A anilise das condigdes de contorno
seria também por demais complicada e envolveria andlises que extrapolariam o objetivo deste

trabalho.

5.2 Modelo homogéneo

O primeiro experimento a ser analisado foi realizado com o cilindro de aluminio (fi-
gura (4.2.1), pigina 36). As dimensdes da amostra e do modelo numérico representativo

deste experimento sdo mostradas na tabela (5.2). Na figura (5.2) sdo apresentadas as curvas

Comp.(cm) | Al | Diferenca perc.(%)
Real 3,44 1,2
Mod. | 3,48

Tabela 5.2.1: Dimensées do modelo real e numérico para a amostra de

aluminio
do experimento e a gerada pela modelagem numérica. As curvas sao semelhantes, sendo que

uma interferéncia no segundo pico ndo é percebida na curva modelada, ji a interferéncia no

terceiro e quarto picos é semelhante aquela do experimento.
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Original Aluminio

N\

1 22 43 64 85 106 127 148 169 190 211 232 253 \

Modelado Aluminio

/\/\/\
VAR,

1 1460 2919 4378 5837 7296 8755 10214 11673

Figura 5.2.1: Curvas modelada e original para a amostra de aluminio

O tempo relativo as primeiras quebras sao diferentes pois na modelagem algumas sim-
plificacoes foram efetuadas, como por exemplo a nao colocacao da parte elétrica. Tais sim-
plificacoes foram discutidas no capitulo (4). Na comparacdo entre os valores de velocidade
obtidos no experimento e na modelagem no caso da amostra de aluminio, a onda foi propa-
gada apenas na amostra, nao sendo utilizados os caps de ago, como foi feito na geragao dos

graficos da figura (5.2).

5.3 Modelo 2 camadas

Este modelo foi composto por dois discos, sendo o superior de vidro e o inferior de
aluminio. Nas interfaces foi aplicada uma pasta especial para melhorar o acoplamento do

modelo. As dimensdes do modelo sdo fornecidas na tabela (5.3) a seguir':

1V1=Disco de Vidro f1, All=Disco de Aluminio {1
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Comp.(cm) | V1 | All | Total | Diferenca perc.(%)
Real | 1,750 | 1,815 | 3,565 0,31
Mod. | 1,752 | 1,824 | 3,576

Tabela 5.3.1: Dimensoes do modelo real e

numérico para a amostra com duas camadas

Original 2cam.

/\/\/
NN/

1 15 29 43 57 71 85 99 113 127 141 155 169 183 197 211 225

Modelado 2cam.

e WA
\V

1 648 1295 1942 2589 3236 3883 4530 5177 5824 6471 7118 7765 8412

Figura 5.3.1: Curvas modelada e original para o modelo de 2 camadas

Nas figuras (5.3.1) e (5.3.2) sdo apresentadas as curvas original e modelada com uma
foto do modelo real e o modelo numérico construido.

Pode-se observar que a curva modelada tem um comportamento similar & original. O
modelo numérico apresentou um resultado bastante satisfatério para a amostra com dois
discos. A interferéncia entre o segundo e terceiro pico positivo que se apresenta na curva

original também pode ser identificada na curva modelada.

5.4 Modelo 4 camadas

Este modelo foi composto por 4 discos, sendo dois discos de vidro e dois discos de aluminio

intercalados, iniciando-se com o disco de vidro e finalizando com o disco de aluminio. Nas
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Figura 5.3.2: Modelo representando amostra de 2 camadas

interfaces foi aplicada, também, uma pasta especial para melhorar o acoplamento do modelo.

As dimensdes do modelo sdo fornecidas na tabela (5.4.1)? a seguir:

Comp.(cm) | V1 V2 | All | Al2 | Total | Diferenca perc(%)
Real | 0,921 | 0,886 | 0,966 | 0,068 | 3,741 14
Mod. 0,936 | 0,888 | 0,984 | 0,984 | 3,890

Tabela 5.4.1: Dimensoes do modelo real e numérico para a amostra com quatro camadas.

Na figura (5.4.1) sao apresentadas as curvas original e modelada, assim como uma foto
do modelo real. Na figura (5.4.2) é mostrado o modelo numérico. =~ Novamente pode-se
observar a semelhanca entre ambas as curvas. A curva modelada parece reproduzir a curva
original de forma bastante consistente nos trés primeiros picos positivos, onde foi iniciada a
atenuacdo na curva fonte. De maneira similar ao item anterior, uma interferéncia, desta vez

entre o segundo e terceiro picos positivos, é reproduzida na curva modelada.

2V1 = disco de vidro #1, V2 = disco de vidro #2, analogamente para o aluminio.
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Original 4cam.

N
AN

1 30 59 88 117 146 175 204 233 262 291 320 349 378 407 436 465 494 523

Modelado 4cam.

VAN

1 1412 2823 4234 5645 7056 8467 9878 11289 12700 14111 15522

Figura 5.4.1: Curvas modelada e original para o modelo de 4 camadas

R

50

100

150

200

260

300

Figura 5.4.2: Modelo numérico para amostra de 4 camadas
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5.5 Modelo 8 camadas

Este modelo foi composto por 8 discos, sendo quatro discos de vidro e quatro discos de
aluminio intercalados, iniciando-se com o disco de vidro e finalizando com o disco de aluminio.
Nas interfaces foi aplicada, também, de maneira similar aos dois itens anteriores, uma pasta

especial para melhorar o acoplamento entre os discos. As dimensoes do modelo sao fornecidas

na tabela (5.5.1), a seguir®:

Comp.(cm) | V1 V2 V3 V4 All | A2 | Al3 | Al4 | Total | Dif. perc.(%)

Real 0,456 | 0,452 | 0,455 | 0,455 | 0,488 | 0,494 | 0,504 | 0,480 | 3,784 0,85
Mod 0,456 | 0,456 | 0,456 | 0,456 | 0,504 | 0,504 | 0,504 | 0,480 | 3,816

Tabela 5.5.1: Dimensoes do modelo real e numérico para a amostra com 8 camadas.

3V1 = disco de vidro #1, a nomenclatura segue o mesmo padrdo das outras amostras
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Original 8cam.

PAA
Y

1 19 37 55 73 91 109 127 145 163 181 199 217 235 253 271 289 307 325 343 361

Modelado 8cam.

AN
N Y

1 1311 2621 3931 5241 6551 7861 9171 10481 11791 13101 14411 15721 17031

Figura 5.5.1: Curvas modelada e original para o modelo de 8 camadas

Nas figuras (5.5.1) e (5.5.2) sdo apresentadas as curvas original e modelada com uma
foto do modelo real e o modelo numérico construido. A semelhanca entre as curvas também
é bastante grande, repetindo o desempenho obtido para os dois modelos anteriores. Pode-se
observar que a diferenca entre as dimensoes do experimento e do modelo numérico permaneceu
por volta de 1%. O didmetro dos discos foi considerado constante e igual a 1 polegada, ou

2,54 cm.
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Figura 5.5.2: Modelo numérico para amostra de 8 camadas

5.6 Anadlise de um modelo mais complexo

No gréfico da figura (5.6.1) estao plotadas as curvas geradas na modelagem numérica para
o caso homogéneo (aluminio) e para os casos de 4 e um modelo de 32 camadas. Pretende-se
com esta comparacao analisar o comportamento das curvas com o incremento do niimero
de camadas. Foram colocadas apenas estas curvas de modo a que o grafico nao ficasse

sobrecarregado. Pode-se observar que:

e O tempo de chegada das ondas é diretamente proporcional ao ntiimero de camadas, ou

seja, quanto maior o numero de camadas maior atraso é observado no pulso
e A amplitude do primeiro pico parece decair com o aumento do nimero de camadas

Uma das tentativas de se tentar reproduzir matematicamente o efeito representado na figura
(5.6.1) pode ser feita utilizando o conceito de meio efetivo, conceito discutido no apéndice E.
Ao se tentar determinar, teoricamente, os mdodulos elasticos efetivos de uma mistura de graos
e poros, geralmente é necessario definir a fragdo volumétrica das varias fases, os respectivos
modulos eldsticos e ainda detalhes geométricos que representem o caso real. Se apenas as

fracGes volumétricas sao informadas, o melhor que se pode fazer é definir limites maximos
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5;‘ —alum
R e PN ’ — | —4c

32

1 1413 2825 4237 5649 7061 8473 9885 11297 12709 14121

Figura 5.6.1: Curvas modeladas

e minimos para tal mistura (Mavko et al. (1996)). Os limites de Hashin-Shtrikman (Hashin
e Shtrikman (1963)), Voigt-Reuss-Hill (Vasquez et al. (1996)) sdo bastante conhecidos na
literatura. No caso do experimento analisado, um modelo apropriado para estimativas seria
a conhecida Média de Backus (Mavko et al. (1996)). Esta formulagao tenta estimar os valores
de velocidade e médulos eldsticos de um meio estratificado, onde as camadas possuem uma
espessura pequena em relacdo ao comprimento de onda do pulso. No caso dos modelos

analisados, utilizando a Média de Backus, o tempo de percurso seria definido da seguinte

maneira:

Tyt = — (5.6.1)

bak — VPbak:’ L

onde,

VP = A /g (5.6.2)

p
e
1 -1
C = <)\ n 2M> . (5.6.3)

Sendo que V Py, € a velocidade da onda P vertical, L, o comprimento da amostra percorrida
pela onda, A e u as constantes da Lamé e p, a densidade. Onde o simbolo “()”significa a
média dos elementos ponderada pela sua fragao volumétrica. Imaginando-se um modelo com

dois constituintes a e b, a equacdo (5.6.3) poderia ser escrita da seguinte maneira:

1 -t 1 -1
C=f, <7/\a+2ua> + fo (THM) ; (5.6.4)

onde f, e fp sao as fragoes volumétricas de cada constituinte do modelo.
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Devido a dificuldade de se determinar precisamente a espessura e, por conseguinte, a
fracao volumétrica das interfaces no volume total da amostra do experimento, serao feitas
algumas aproximagcoes e consideracoes de modo a se poder realizar uma andlise mais quali-
tativa do experimento. Entdo, utilizando-se as equagcoes de (5.6.1) a (5.6.3) para modelar o

experimento da figura (5.3.1), na pagina 49, sao feitas as seguintes suposigoes:

e A espessura das interfaces entre os discos como sendo muito préxima da espessura de

uma, folha de papel

e Seguindo-se na mesma linha do item anterior, estima-se a espessura aproximada de

todo o modelo como sendo o equivalente a aproximadamente 1500 folhas de papel
e Sejam as espessuras dos cilindros de aluminio e vidro iguais®

e Seja a espessura modelada de cada um dos caps de ago como sendo aproximadamente

iguais aos cilindros de aluminio e vidro
Baseado nas consideracoes anteriores, pode-se descrever o volume do modelo como:
Viotal = Vai + Void + 2Vaco + Vinterf, (5.6.5)
como Vg = Vg = 0.5 % V.o, =V, pode-se escrever:
Viotat = 3V + Vinter s, (5.6.6)
sendo entdo que Vipter s = ﬁ%oml, finalmente,
3V = Volume dos cilindros e caps = 0.998V;ia1, (5.6.7)

restando para as interfaces o valor de 0,002V;y;4;. Para o caso de um modelo com n camadas

pode-se escrever:

Viotal = (3 + (n/1500))V. (5.6.8)

Entao escrevendo a equagao (5.6.3) para o caso de um modelo de duas camadas tem-se:

1 - 1 - 1 -
C=tu (55 + it (5ggr )+ e ( ) . o9
¢ )\al+2/v1'al v Avid + 2,Uvid mnter )\interf + 2uinte7‘f ( )

onde se observa que além dos valores de finterr serem muito pequenos, os valores dos médulos

elasticos também sao, logo o terceiro termo do lado direito da equagdo é muito pequeno em

4Considerando-se 0 modelo de duas camadas pressupde-se a existéncia de 3 interfaces
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relagao aos outros dois termos. Logo é necessario um nimero muito grande camadas de modo
a que o papel das interfaces nas velocidades seja importante, o que nao é o caso de nenhum
dos modelos aqui analisados. E importante observar que a influéncia, na Média de Backus,
das interfaces na determinacdo dos mdédulos eldsticos é muito pequena, mesmo para uma
quantidade de camadas da ordem de, por exemplo, 32, como foi o caso modelado. Represen-
tando neste caso menos de 1% do volume total. No caso de se considerar apenas os discos,
desprezando-se as interfaces, a Média de Backus apresenta valores bastante bons para esti-
mativas desta natureza. Voltando & figura (5.6.1) e em face das observagoes feitas a respeito
das curvas da figura, vé-se que a Média de Backus nao conseguiria justificar o aumento no
tempo, para o caso de 32 camadas. Neste caso talvez uma média simples obtivesse um resul-
tado melhor. Uma tentativa de se explicar tal fendmeno, ou seja, a atenuagdo e a absorcgao
das altas freqiéncias devido ao multi-acamamento foi apresentada por O’Doherty e Anstey
(1971).Segundo este conceito, intercalacdes de camadas muito finas, com baixo contraste de
impedancia, agiriam como um filtro corta-altas, devido a interferéncia de miltiplas de curto
periodo. Estas intercalacoes estariam numa escala sub-sismica, porém o seu efeito se faria
presente devido ao grande nimero de intercalagoes. O efeito desta filtragem estratigrdfica
seria similar ao efeito causado pela absor¢do intrinseca das rochas durante a passagem da
onda. O trabalho de O’Doherty e Anstey (1971), apesar de nao utilizar o termo filtragem es-
tratigrdfica, discute de maneira bastante palatdvel o assunto. Uma discussdo mais matematica
sobre o tema pode ser obtida em Shapiro e Hubral (1999) e Banik et al. (1985).De modo a
compreender melhor o conceito e sua importancia na deformacao do sinal, serdao apresentados

no apéndice (F) alguns fatores que contribuem para a formagao do pulso sismico registrado.

5.7 Consideracoes finais

Os curvas apresentadas na figura (5.6.1) mostram o efeito do acamamento na forma do
pulso. Observa-se efeito similar ao verificado na propagagao de ondas num meio real. E
importante destacar que modelos para simular o efeito da absor¢do ja foram propostos na
literatura, ver Trorey (1962), porém o cédigo gerado neste trabalho nao utilizou, proposi-
tadamente, qualquer formulagdo para gerar tal efeito. Portanto o resultado obtido, gerado
através de um cédigo calibrado com experimento real, indica um possivel efeito do conhecido

filtro estratigrdfico. Tais resultados deverao ser confirmados por trabalhos futuros em modelos
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mais complexos com um niimero de camadas maior. No préximo capitulo serdo apresentadas

as andlises finais do trabalho e os desdobramentos para os futuros estudos.
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Capitulo 6

Conclusoes e Desdobramentos

A modelagem numérica se inicia na escolha do conjunto de equagdes que melhor parecem
representar o fenémeno fisico. Apds isso, definem-se as premissas béasicas iniciais, as quais
podem ser modificadas ao longo do trabalho. A partir dai, o desenvolvimento e depuracgiao
do modelo vai determinando o curso da pesquisa. A modelagem nao é apenas uma operagio
matematica pura e simples, mas sim um processo de aprendizado muito valioso sobre o mo-
delo fisico. Elementos que & primeira vista parecem ser relativamente simples, se revelam por
vezes bastante complicados. E exatamente neste ponto em que o problema se revela mais
desafiador. A tarefa de analisar as diversas combinacbes de hipdteses, varidveis e condicoes
de contorno passiveis de produzir o resultado esperado é algo que demanda bastante tempo,
principalmente estando-se diante de um problema ainda nao modelado. Selecionar de cada
conjunto o grupo que possa fornecer o melhor resultado é uma tarefa drdua, porém extrema-
mente valiosa. O resultado final da modelagem vai além da confeccao do modelo, pois esta
é mais uma das conseqiiéncias de todo o processo. O que se objetiva é entender melhor o
processo fisico e de que maneira as varidveis interagem, de modo a se poder analisar modelos
mais complexos, impossiveis de serem confeccionados em laboratério, porém mais proximos

dos modelos encontrados na natureza.

6.1 Conclusoes

No presente trabalho as hipéteses aventadas produziram um resultado bastante bom em
relacao ao objetivo, que era o de reproduzir numericamente a forma de onda do ensaio fisico

para um grupo de amostras compostas por intercalacoes de discos de vidro e aluminio. Base-
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ado nas premissas apresentadas no capitulo (4) juntamente com os resultados do capitulo (5),

pode-se afirmar quanto ao conjunto de hipdteses, varidveis e condi¢oes de contorno adotado,

que:

A adocao de um cédigo utilizando a formulagao axi-simétrica, permitiu uma modelagem
3-D de fato, utilizando metade dos pontos necessarios para uma modelagem 2-D em

coordenadas cartesianas;

O método das Diferencas Finitas utilizando malha intercalada se mostrou bastante
rapido e preciso em um modelo onde as diferencas entre as propriedades mecéanicas dos

componentes do modelo (por ex.: borracha X ago) eram bastante significativas;

A velocidade de polarizagao do cristal é muito maior do que a velocidade de propagacao
da onda na amostra e, portanto, pode-se considerar que a onda emitida pelo cristal

possui simetria cilindrica;

A atenuacdo sofrida pela onda emitida pelo cristal ao passar por todo o o corpo do
equipamento, na auséncia da amostra, é desprezivel. Portanto pode-se aplicar a curva

de resposta impulsiva do sistema como forma de onda da fonte para a modelagem;

A aplicagao da fonte como uma onda plana restrita (ver figura (4.3.1)) corresponde ao

que de fato ocorre no experimento;

A atenuacao aplicada na curva de tempo do sistema, ou como foi dito anteriormente,

curva de resposta impulsiva do sistema, nao causou maiores danos a modelagem;

A hipétese, segundo a qual o trago de saida é igual ao empilhamento horizontal de
todos os pontos do cristal disposto num mesmo segmento de raio, aliada & premissa do

primeiro item, se mostrou correta;

A representacao do fluido na interface como uma lamina cujo médulo cisalhante é muito
menor do que os médulos dos discos de aluminio e vidro foi bastante efetiva, visto que
a representacdo de uma camada tdo delgada com contrastes tdo fortes, certamente

poderia causar problemas de instabilidade na modelagem:;

A reprodugio do sinal adqiiirido no osciloscépio pela modelagem, onde interferéncias

elétricas, cross-feed e problemas de acoplamento ndo foram modelados, indica que o
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equipamento presente no laboratério de Fisica de Rochas do CENPES é capaz de pro-
duzir um sinal limpo e claro, o que é uma garantia da qualidade, tanto do conjunto,

quanto dos dados 14 gerados;

e Apesar do cédigo utilizado na modelagem nio contemplar o efeito de absorc¢do, o re-
sultado do aumento do ntimero de camadas nas amostras apresentou resultado similar.
Isto confirma que o efeito do multi-acamamento se assemelha bastante ao causado pela
absorcao. Tais resultados poderao se confirmar quando da utilizacao de modelos mais
complexos, onde se pretende tentar avaliar, ou quantificar, a participacdo de cada um

dos fenémenos na deformacgao do pulso.

6.2 Desdobramentos

O préoximo passo neste trabalho serd a modelagem de ensaios mais complexos que, por
limitacoes fisicas, ndo podem ser realizados no laboratério. Pretende-se, também, incluir
formulacoes matematicas simulando o efeito da absor¢cao de modo a compara-los com o efeito
causado pelo incremento do niimero de camadas no modelo, o chamado filtro estratigrdfico. O
objetivo mais audacioso serd quantificar o papel de cada um desses elementos na deformagao

percebida no sinal sismico e tentar responder & segunda pergunta formulada na introdugao.
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Apéndice A

Conceitos de Elasticidade

Um corpo, sob a¢do de uma forca externa, pode sofrer deformagio, rotacio ou translacao.
Devido ao fato de estarmos analisando o fenémeno de propagacdo de ondas nos ateremos ao
primeiro efeito, a deformacao. Entende-se por deformacdo o processo no qual as distancias
entre pontos individuais do corpo se modificam. Estas deformacoes podem ser definitivas, ou
seja, ao cessar o esforgo o corpo nao retorna ao seu estado original, parciais ou temporarias.
No caso onde as deformagdes sao reversiveis (temporéarias), a agdo de uma forga externa causa
uma deformacdo, a qual se desfaz apds a forca ter cessado. Esta deformacdo, inicialmente
numa vizinhanga do local de aplicacao, pode se deslocar para pontos mais afastados. Enten-
demos entdao como propagacao de ondas o fenémeno de deslocamento de tais deformagoes.
A velocidade com que esta deformagdo, ou onda, se propaga através dos corpos depende
diretamente do tipo de material que compde o corpo, ou seja, das suas constantes eldsticas.
Serao considerados neste trabalho apenas os corpos perfeitamente eldsticos, que sao aqueles
se deformam e apés a forga ter cessado, retornam ao seu estado original. O meio utilizado na
modelagem eldstica serd considerado isotrdopico e heterogéneo. Neste capitulo discutiremos
alguns conceitos utilizados em elasticidade que facilitarao o entendimento do fenémeno de

propagacao de ondas, assim como o modelo matemético que o representa.

A.1 Tensao

Seja o volume V, em equilibrio, mostrado na figura (A.1.1), limitado pela superficie S. O
plano P secciona o volume passando pelo ponto M, sendo n o vetor unitario normal ao plano

P. Quando uma ou mais forcas, sdo aplicadas em um corpo, forcas internas sao induzidas. O
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Figura A.1.1: Volume com plano secante mostrando agao de forgas

comportamento de tal corpo, ou seja, a mudanga nas suas dimensoes, ou até mesmo, a sua
ruptura, é principalmente o resultado da distribuigdo interna de forcas (Lai et al., 1996). As

forcas atuantes em um corpo podem ser:

Forcas de corpo
Sao associadas & massa do corpo e estdo distribuidas por todo o volume, nio resul-
tando de contato direto. Sao forcas que agem & distdncia, como por exemplo: forga
gravitacional, magnética, etc. Sao especificadas em termos de forca por unidade de

volume.

Forcas de Superficie
Resultam do contacto fisico entre dois corpos, podendo ser representadas através da
forga exercida por uma, ou mais particulas, agindo de um lado de uma superficie ima-
gindria em um corpo, sobre as particulas presentes no outro lado. Observemos o plano
P seccionando o volume V' da figura (A.1.1). Se o corpo estd em equilibrio, a resultante
das forcas é nula, logo podemos deduzir que no plano P a forca exercida pela parte 1
na parte 2 é igual em médulo, porém com sentido contririo, & forca que a parte 2
exerce na parte 1. Estas forcas de contato sao um exemplo de forcas superficiais. Sao

especificadas em termos de forga por unidade de area.

Sendo AF a resultante das forcas atuando num elemento de drea AA na figura (A.1.1),

entao a forca média por unidade de area pode ser escrita como

m= — Al1
tm = 1 ( )
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A tensdo num ponto qualquer em AA é definida como a forga por unidade de drea quando
AA tende a zero, ou seja:

= iy tn = Jim, 57 = 1 (412
Como t depende de n e do tempo ¢, podemos escrever t = t(n, ). E importante observar
que a tensdo num elemento de drea dA é um vetor agindo na dire¢dao do vetor de forga dF,
ou seja, a tensdo num plano qualquer é um vetor e é conhecido como vetor de tensdo (Chou
e Pagano, 1992). A agdo de vérias tensdes num determinado plano tem como resultante a
soma vetorial das mesmas. Como a tensdo estd sempre relacionada a um plano especifico,
nao seria correto se definir ou se falar em tensdo em um ponto, mas sim em estado de tensédes
em um ponto. O conhecimento do estado de tensdes nas vizinhancas de um ponto permite
determinar a tensdo em qualquer plano arbitrario passando pelo ponto. Veja, por exemplo, o
corpo da figura (A.1.2) e dois planos secantes, A e B, cortando o corpo. Verifica-se, baseado

na definicao de tensao, que apesar da forca F aplicada nos planos A e B ser a mesma, a

tensao é diferente, pois as dreas nas quais elas atuam sdo diferentes. Quando se pretende

A

_—

(a)
I B
F
|
(b)

Figura A.1.2: Planos secantes

determinar a tensdo em qualquer plano arbitrario passando por um ponto P, observa-se, como
foi dito anteriormente, que existe um vetor de tensdo associado a cada plano passando por
aquele ponto. Como a tensdo estd sempre associada a um plano e que por um determinado
ponto podem passar infinitos planos, constata-se entao que podem existir infinitas tensoes
em um ponto. A conclusdo a que se chega é que ”a utilizagdo de apenas um vetor para se

definir a tensdo num ponto nao é suficiente. Neste caso, como serd mostrado mais a frente,
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é necessario conhecer os vetores de tensao em trés planos ortogonais passando pelo ponto,
para que se possa determinar a tensao em qualquer plano que contenha o referido ponto.
Estes trés vetores de tensdo, que definem o estado de tensdes num ponto, compdem o que se
costuma chamar de tensor de tensoes. Portanto apenas no caso de estar-se tratando de um
determinado plano, a tensdo serd tratada como vetor, nos outros casos, a tensdo é descrita
por um tensor de segunda ordem. No préximo item serd discutido resumidamente o conceito

de tensor e alguma de suas propriedades.

’

E comum representar os componentes do vetor de tensdo por seus componentes , y
e z ou pelos componentes tangenciais e normais. Na figura (A.1) estdo representados os
componentes tangenciais e normais. O primeiro subscrito se refere ao plano de agao da
tensdo e o segundo se refere a sua direcdo, por exemplo o elemento 7,y se refere a uma forga
agindo no plano perpendicular ao eixo z na direcao do eixo y, esse tipo de tensao é conhecido
como tensao cisalhante. No caso dos termos do tipo 7, é comum utilizar a representacao
0z, representando a tensao normal. Portanto a tensdo cisalhante serd sempre representado

por 7 e a normal por o.

Figura A.1.3: Cubo apresentando componentes tangenciais e normais

da tensao.
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A.2 Tensores

Como foi visto anteriormente, um conceito muito util em elasticidade é o conceito de
tensor. Serdo apresentadas brevemente neste item algumas propriedades dos tensores que
serdo tteis no entendimento da formulagao correspondente & equagao da onda utilizada neste
trabalho. E importante frisar que o assunto nao se resume ao exposto neste item e que a

teoria de tensores é muito mais extensa do que aqui se apresenta.

Sendo T um operador que transforma a em ¢ e b em d, entdo podemos escrever que

Ta=ce Tb =d. Se T possui as seguintes propriedades:

T (a+b)

Ta+Tb=c+d (A.2.1)

T (ca) = aoTa= ac,

onde a e b sao vetores arbitrarios e a é um escalar qualquer, entao dizemos que T é uma
transformacao linear, também conhecida como um tensor de sequnda ordem, ou apenas um

tensor (Lai et al., 1996).

A.2.1 Componentes de um Tensor

Sejam ej, e2 e ez o0s vetores unitdrios nas diregoes dos eixos coordenados, z, y e z e T
um tensor. T transforma esses vetores em Te;,Tes e Tes, respectivamente. Cada um destes
termos, que podem ser resumidamente representados por Te;, é um vetor e portanto Te;

pode ser escrito da seguinte maneira:

Te; = Tiier+ To1e2+ T31e3
Teos = Tise1 + Toses + T30€e3 (A.22)
Tes = Tize; + Tozes + T33e3

ou ainda, em notacdo indicial':

Te,- = Tjie]’ (A.2.3)

!Também conhecida como notagio de Einstein. No apéndice encontra-se um resumo dos principios de

utilizacdo deste tipo de notacgdo.
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Fazendo o produto escalar de e; por Te; obtém-se 771, pois os produtos escalares e; e €2 €

€1 ® e3 sao iguais a zero. Entao tem-se que:

T11 = epe Te]_
T12 = eye T62
T13 = epe Te3

e assim por diante. Logo pode-se escrever:

T,;j =e€;e Tej

(A.2.4)

(A.2.5)

Os termos Ty sdo definidos como componentes do tensor T(Lai et al. (1996)). Seja por

exemplo o tensor T e os vetores v e u, tal que v = Tu. O vetor u pode ser escrito da

seguinte maneira:

u = uije; + usea + uses

Supondo que se deseja determinar os componentes de v, pode-se escrever:

v=Tu=T (u1e1 + ugses + u3e3) =u1Ter + uoTes + usTes

Assim,
v =e€e eV = U (e1 ° Tel) + uy (e1 . Teg) + us (e1 ° Te3)
Vg =€y@0V = U (62 ° Tel) + uy (62 . Teg) + ug (62 ° T63)
VU3 =€38V = Ui (e3 ° Tel) + ug (e3 ] TGQ) + ug (e3 ° Te3)

e da equagio (A.2.5), tem-se que:

v1 = Tiur + Tioug + Ti3us
vy = Toruy + Tooug + Trzus
vy = T31ur + T3oug + T33us,

ou seja, o vetor v sera escrito como

v = (T11u1 + Tioug + Ti3us,
To1u1 + Toous + Tozus,

T31u1 + Tsoug + T33us3)
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ou na forma matricial:

U1 T\1 T2 Tis U]
U2 = T21 T22 T23 ug . (A211)
v3 T3y T3 Ts3 U3

De uma maneira mais compacta, finalmente pode-se escrever:
[v] = [T][u]. (A.2.12)

Da equacio (A.2.6), temos que u = u;ej. Como Tu = Tu,e; = u;Te; e ainda, Te; = Tj;e;

temos que
vp=vee,=Tuee, =u;Tje;ee
logo,
v = u; Tjibj = Thiu, (A.2.13)
ou
O = Ui Tyi, (A.2.14)

que é a formulagao indicial do sistema da equagao (A.2.9).

Observando a forma matricial na equagao (A.2.11) pode-se entender a fungao do tensor
na equacao. Esquecendo que se trata apenas de um produto entre matrizes, vé-se que o
tensor de segunda ordem perfaz uma combinagao dos trés termos do vetor u, que sao wui, us
e ug, e atribui essas combinacées, que vao depender de cada tensor especifico, aos termos do

novo vetor, v. Entdo como pode ser visto na equagio (A.2.9):

vy = Tyiug + Troug + Ti3us,
vg = To1u1 + Toous + Tosus, (A.2.15)

v3 = T31u1 + T3us + Ta3ug

Percebe-se também, que para se operar tal transformacao em um vetor, que pode ser chamado
de um tensor de ordem 1, é necessdrio um tensor de ordem 2. No caso da Lei de Hooke, que
serd discutida no item 2.2, serd utilizado um tensor de ordem 4, para atuar em tensores de
ordem 2. O niimero de termos do tensor, que no caso do exemplo da equacao (A.2.10), foi de
3 x 3 =19, uma combinacao de 3 termos para cada um dos 3 elementos, na equagao (A.2.16)
serd de 9x9 = 81, ou seja, cada um dos 9 termos do tensor de deformagio(e;) serd substituido

por uma combinacao destes 9 termos. Esta combinagao sera determinada pelos elementos do
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tensor de ordem 4, que é denominado matriz de constantes eldsticas do sélido (Cjjr), que

por sua vez deverd ter 81 elementos.

T = Cijri ek (A.2.16)

A.2.2 Algumas propriedades dos tensores

Apresentaremos aqui algumas propriedades dos tensores que julgamos tteis para o desen-

volvimento do trabalho:

e Soma

Sejam T e Q tensores e u um vetor arbitrario, entao:
(T+Q)u=Tu+ Qu. (A.2.17)
Sendo que W = (T + Q) é também um tensor.

e Produto

(TQ)u =T (Qu) (A.2.18)
(QT)u = Q(Tu).

Destacando-se que em geral QT # TQ.

e Tensor Transposto
Sejam u e v dois vetores quaisquer, entdo o tensor transposto Q7de um tensor Q é

definido como o tensor que obedece a seguinte relacgio:

u.Qv =v.Q"u (A.2.19)

A.3 Tensor de Tensoes

Sera demonstrado neste item que o conhecimento do tensor de tensdes nos permite des-
crever completamente o estado de tensoes nas vizinhancas de um ponto qualquer P. Seja o

tetraedro da figura (A.3) de dimensoes infinitesimais, onde:
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SaaBc = AS,
Sas0c = AS; (A.3.1)
Sapoc = AS,

Saaop = AS3

Se o corpo estd em repouso, a resultante das forcas é igual a zero, entao:

y

Figura A.3.1: Tetraedro indicando componente de tensoes

forcas de corpo forcas superficiais

A /]Vfidv‘ - /;Tids‘ o (A.32)

Utilizando agora a formulagao indicial e seguindo a convencao utilizada no item anterior e

na figura (A.1) onde agora substituir-se-4 z por 1, y por 2 e z por 3, vé-se que a forca na
face AOC é —719;AS,. Procedendo de maneira andloga para as outras faces, tem-se que a

resultante das forgas superficiais pode ser escrita da seguinte forma:
Y(Forgas superficiais) = T;AS,, + 7-1;AS1 + 7_9;ASs + 7_3;AS3, (A.3.3)

onde T;AS,, é a for¢a aplicada na face de ABC. O sinal negativo nos subscritos da equagdo (A.3.3)

se deve ao fato da forca estar sendo aplicada (vide figura (A.3)) no sentido negativo dos eixos.
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Por exemplo, o termo —7y; representa os componentes do vetor de tensao aplicado na face
z no sentido negativo. O termo ¢ definird a direcao do vetor na face, ou seja, para i = 1, o
vetor na direcdo paralela ao eixo x, para i = 2, um vetor paralelo ao eixo y. Para as forcas de
corpo, fiAV — 0, pois AV decresce de maneira muito mais rdpida do que AS, quando as
dimensoes do tetraedro OABC' tendem a zero. Portanto a equacao (A.3.2) pode ser escrita
na forma;:

T;AS, + (—mAsl) + (_TQiASQ) + (—7‘3,‘AS§;) =0 (A.3.4)

Seja OD 1 AB, entdo, AS3 = (1/2) (AB)(OD). Analogamente para o AABC, AS, =
(1/2) (AB)(CD). Seja as = /0ODC, o angulo entre OD e DC, que é o angulo entre as planos

n e z, entdo fazendo:

AS;  (1/2) (AB)(OD)
AS, — (1/2) (AB)(CD)
A$, _ 0D
AS, ~ CD
obtém-se
AS3 = AS,, cos as. (A.3.5)
Analogamente para as outras faces:
ASy; = AS, cosas (A.3.6)

AS; = AS,cosaj.

Pode-se entender as faces AS1,ASy e AS3 como projegoes da face AS,,. Como angulo entre
as faces é igual ao angulo entre as suas normais, o vetor n normal & face n pode ser escrito
como:

n = (cos ai, cos ag, COS (3) (A.3.7)

ou

n = cos i€ + Cosagseg + cos azes. (A.3.8)

Substituindo as equagoes (A.3.5) e (A.3.6) na equagao (A.3.4) temos que:
T;AS,, — 11;AS, cos a1 — T9;AS,, cos ag — 73;AS, cosaz = 0 (A.3.9)

logo,

T; — 794 COS 1 — To9; COS (vg — T3; cos a3 = 0. (A.3.10)
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Entao,

T; = 71; cos a1 + To; COs ag + T3; cos ag = 0. (A.3.11)

que nada mais é do que:

T; = 7jin;j, (A.3.12)

ou seja, o termo Tj; representa os componentes do tensor de tensdes. Conhecido este tensor
e por conseguinte o estado de tensdes na vizinhanca de um ponto definido estamos aptos a

determinar a tensao em qualquer plano passando por este ponto.

A.4 Tensor de Deformacao

Entendemos por deformagao a variagdo relativa nas distdncias entre dois pontos num
volume definido, como por exemplo, o volume da figura (A.1.1), em equilibrio estatico. Con-
sideraremos as deformacoes como infinitesimais e os corpos, como ja foi dito anteriormente,
elasticos. Sejam os pontos P e T no instante ¢y em determinada regiao do referido volume
e sejam P’e T’ as respectivas posigoes de P e T em um instante posterior ¢. A figura (A.4)

indica a posicao dos pontos. Sejam z; e X; as coordenadas de P e P', entao X; = z; + u;,

u(X+dX)

T
dx
;P’

o

Figura A.4.1: Esquema para determinagdo do tensor de deformagao

sendo u; conhecido como vetor deslocamento, u; = u(z;,t). As coordenadas de T' e T" séo,
respectivamente, z; + dz; e X; + dX;. Observando a figura (A.4)vé-se que a seguinte soma

vetorial se apresenta:

X+ dx +u(x+dx) =X +dX (A.4.1)
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e que

X =x+ u(x). (A.4.2)

Somando as equagbes (A.4.2) e (A.4.1) temos que:

dx 4+ u(x + dx) = u(x) + dX. (A.4.3)
Logo,
dX = dx + u(x + dx) — u(x), (A.4.4)
que pode ser escrita da forma:
aX —dx+ (%) ax (A.4.5)
x . 4.

que em notacao indicial se transforma em

dX; = dzj + (a“j ) dz;. (A.4.6)
oz ) p

Colocando dz; em evidéncia e omitindo a partir de agora o subscrito P, obtém-se a seguinte

expressao:

ou,;
dX; = |:6ij + (ax:>:| dx;, (A.4.7)

onde §;; ¢ a funcao Delta de Kroenecker.
Quando se trata de deformacées deve-se tratar com distancias entre dois pontos. De modo
a evitar distdncias negativas, trabalha-se com o quadrado das distancias. Seja PT° = dxpdxy,
entao:
PT" = dX;dX;, (A.4.8)

logo, substituindo a equacio (A.4.7) na equacio (A.4.8) tem-se’:

P — ((5 8“3) (5,” + g—> dx;dzy (A.4.9)
Ouj | Ouj O
g 6 a.’L‘Z 8171 8J,‘k

Buz Buk Ou; Ou; '
8$Z 8—:1,'2 8—1‘]‘: d.’Ezd.Tk,

(52 5kj + 4; bt} + (519J ) dz;dzy

zk+

- ——2
entao escrevemos P'T'" como

ou; n Ouy n ou; %

P'T'2 = dxpdzy + ( ) dx;dxy (A.4.10)

2A expansdo dos somatérios por parte do leitor pode ajudar a entender a razdo para troca dos indices i

por k no segundo termo do lado direito da equacdo (A.4.9).
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Como PT" = dzidax;, temos que

Ou; | Ou | Ouj Ouj

P — PT” = ( ) dz;dzy (A.4.11)

Como se estd tratando de deformacées muito pequenas no caso de propagacdo de ondas,

(Ou;/0z;) < 1, logo o termo (gm g:] ) pode ser desconsiderado, entdo pode-se definir e;;, o
tensor de deformacao infinitesimal(Ceverny,XXX), como:

- 1 6uz 6uj
Cij =5 (&vj + Bxi) (A.4.12)

A equagdo (A.4.12) representa uma matrix de 3 x 3 elementos, ou seja:

ouq 1 { Ou; Ous 1 ( uy dug
dz1 5(33:2 +3m1) 2 (8373 +8$1>
— du1 | duy Quy 1 (Ouy 4 Oug
[e] (85!:2 + 3581) Oz 2 (3:E3 + 85!:2) ’ (A'413)
1(0us 4 Ouz\ 1 (0up ; Oug Oug
2 (6:63 + 6:51) 2 (3;63 + 6x2) Ox3

ou em coordenadas cilindricas, formulagao esta que serd utilizada mais a frente neste trabalho:

Our 1(10u Oug _ ug 1 (0u du
6; 2("‘ 80T+ or r) 2( T+ Z)
= | 1(10ur , Bug ug 1 (0ug 1 (0ug 4 10u
[e] = 2 (F 26 T or r) T 0 +UT) 2( +7‘6u2) . (A414)
1 (Ouy | Ouy 1(Oug | 10u Ouy
2(8zr+ arz) 2( z +rau;) azz

A.4.1 Elementos do Tensor de Deformacao e;;

Neste item serdo analisados os elementos e;; da matriz do tensor de deformacdo da
equacgao (A.4.12). Na andlise da deformagao serao abordados dois aspectos diferentes, a
deformagao longitudinal ou normal e a cisalhante ou angular(Villaga e Garcia (2000)). Nas

secoes a seguir serao detalhados esses dois tipos de deformagao.

Elementos da diagonal principal (e;)

(‘3u1 BUQ (9’U,3
11 = 22 = —= 33 =—= A.4.15
€ 3x1 € 0xo € 0x3 ( )

Da equagao (A.4.7) temos que:

ou Ou ou Ou;
X — — ) _J - A4l
dX; (517 t 5, Z) dz; = drj + . ——dzr + (%2(1 2 + 024 L dzs, ( 6)

7



Resolvendo para o caso de 1, onde dx é paralelo ao eixo z1, ou seja, dx1 # 0 e dro = dzz = 0,
tem-se que,

dX; = da; + Y da,. (A.4.17)
8:131
Fazendo j = 1 e substituindo e;; = (g—zi) 3na equacio (A.4.17) entdo
dXy =dzri + ey1dzy,

logo,
dX1 — diL‘l

A4l
= ( 8)

€11 =

De maneira andloga se chega & expressoes semelhantes para os outros componentes. Portanto,
observa-se que quando 7 = j, tem-se uma extensao ao longo de cada um dos eixos.

Seguindo a mesma nomenclatura dos itens anteriores, tem-se que o volume de um elemento
infinitesimal é dV e que o mesmo corpo apods a deformacao possui um volume de dV’, sendo

que:

dV = dxidzodzs

dV' = dX1dX,dX;
E importante notar que a variacao é apenas volumétrica, nao envolvendo mudanca na forma.
Pode-se escrever entao que:

dV' = dX1dX,dX;
= (14 e11)dz1(1 4 ez2)dza(1 + e33)drs, (A.4.19)

desprezando os termos da ordem de e;;% e os de ordem superior:

dav
' ——fN—
dV' = (1 +e11 +eg + 633) dxld.rgdl‘g =dV + (611 + e + 633)dV

logo,
dV' —dV _ Variagao do volume
dV. Volume inicial

(e11 +e22 +e33) = (A.4.20)

O termo (e11 +e92 +e33) é denominado dilatacao e é representado por 8, indicando a mudanca

relativa de volume do corpo. O termo € pode ser escrito de varias maneira, tais como:

0 15} 0 0
92611"'622"'633:ﬂ‘l‘ﬂ‘l'ﬂ:ekk:a—zz

A.4.21
(9:1,‘1 (911,‘2 (911,‘3 ( )

3E comum também utilizar a letra grega e, para se referir a deformacoes longitudinais, ou seja: €, = €1 =

el = g% e assim por diante.
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Elementos fora da diagonal principal ( e;;, para i # j)

%_*_3“2

Seja, por exemplo* e}y = % ( Do 871)' Supondo-se que no instante 3 sao descritos dois

vetores perpendiculares dxa e dxb ao longo dos eixos 1 e 9, sendo que:

dxa = (dz1,0,0) (A.4.22)

dxb = (0, dz2,0)

No instante t:

dXa; = (8;5 + %)dxaj (A.4.23)
oz;
ou;
Xb: — .
dXb; = (6;5 + (%j)d:vb]

Portanto, substituindo a equacdo (A.4.22) nas equagoes (A.4.23) obtém-se:

dXa; = (8 + g“’ )dz, (A.4.24)
1
dXb; = (0 + 2" )
Oz

Sendo dXa; e dXb; o produto escalar destes dois vetores, entao:

ou;
O0xa

u; Ou;

ou
dXa;edXb; = ((511512 + 01— or i t 1 0x9

+ 512 )dlL‘ldl‘Q (A.4.25)

como §;10;0 =0 e (g—;‘fg—;‘;) é muito pequeno, obtém-se:

ou; ou;

6u1 8'[112
8 + b0 — Ers

)d.’L‘1d:L‘2 (— + —)d.’L‘1d£L‘2 = 2e10dz1dz9

dXa; e dXb; = (0i1 9z | 92,

ou seja:

ani o dez' = 2612d.’1§1d.’122 (A.4.26)

Pode-se escrever também que dXa; e dXb; = |dXa||dXDb|cos ¢, onde ¢ é o dngulo entre os

vetores dXa e dXb. Conforme a figura a seguir: Entao tem-se que

dXa;dXb; _ 2e10dx1dzo ~ %
[dXal|dXb| ~ |¢XO)|[dX@]|

cos ¢ =

logo,
cos ¢ = 2eqy . (A.4.27)

*Uma anjlise similar pode ser feita para ei3 e eas.
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X X
()]
R (a )2
,dxa X dXa x

Figura A.4.2: Posicionamento dos pontos antes e depois da de-

formacao

Seja a2 um angulo tal que(ver figura (A.4.1)) anterior:
a2 =90° — ¢

Entao, senaig = 2e19, como a2 é muito pequeno, pode-se escrever que aje = 2e19, OU Seja,

1

€12 = 50512 .

Portanto, o significado fisico dos componentes do tensor de deformacdo, quando i # j, é
que e;; representa a metade do decréscimo do angulo entre dois vetores originalmente per-
pendiculares, dXa e dXb. Estes componentes do tensor de deformacgdo sao chamados de

componentes de deformagao cisalhante.
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Apéndice B
Notacao Indicial

Sejam as equagoes mostradas a seguir:

3

, J—

T = 1%
=1
3

- E'

Ty = ;2T ;
=1
3

, J—

Ty = a;3%;.
=1

Estas equacoes podem ser escritas de uma forma mais resumida como:

3
:L‘; = Zaijmi, (B.O.l)
=1

onde 7 = 1,2,3. Se adotarmos a seguinte convengao: Sempre que um dos subscritos se repetir
em um termo da equacgdo na notacdo de Finstein, estd implicito que se realiza um somatorio
neste indice, veremos que o simbolo de somatério se torna redundante e a equagao B.0.1
pode ser escrita da forma:

.’139 = G T4- (B.0.2)

O subscrito repetido é chamado de indice mudo' e o subscrito que nao se repete é referido
como indice livre? Nesta convenc¢io expressdes do tipo a;b;z; ndo sio definidas(Lai et al.
(1996)). Nenhum subscrito deverd se repetir mais de uma vez se o somatdrio sobre ele tiver

que ser efetuado. Expressoes como
n
E a;ib;z;
i=1

'Denominado como dummy inder nos textos em inglés.

*Denominado free index nos textos em inglés.
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devem permanecer utilizando o simbolo original de somatério. E importante notar que a;x; =
amTm = ajT; = .... A notacao indicial pode ser utilizada para representar somatérios duplos

do tipo:

3 3
ZZGU.’I}Z'QI]', (B.0.3)

i=1 j=1
da seguinte forma:

Qi TiTj- (B.0.4)
De maneira similar pode-se representar somatérios triplos:

3 3 3
DD aikwis, (B.0.5)

simplesmente escrevendo:

Qi TiTjTk- (B.0.6)

Na verificacao da correta representaciao de um somatorio em notacao indicial, deve-se ter em
mente que: Um subscrito ndo deve aparecer mais de duas vezes em um termo da equagdo;
se um subscrito aparece somente uma vez em um termo da equagdo ele deve aparecer apenas

uma vez nos demais termos.

B.1 Manipulagoes com a notacao indicial

Serao apresentadas aqui algumas manipulagoes uteis utilizando a notagao indicial.

B.1.1 Substituicao

Sejam
a; = Upmbpy (B.1.1)
e
bi = Vimcm- (B.1.2)

De modo a substituir a equacdo B.1.2 em B.1.1 deve-se primeiramente trocar o indice livre

de ¢ para m em b; e o indice m para qualquer outro, por exemplo n. Entdo a B.1.2 se torna
b = Vinntn (B.1.3)

logo,

a; = Uimencn. (B.1.4)
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B.1.2 Multiplicacao

Sejam
p = ab; (B.1.5)
e
q = cid;, (B.1.6)
logo,
pq = a;bicjd;. (B.1.7)

A mudanca dos indices de q, se deveu ao fato de que pg # Gmbmcmd, € além do que o lado
direito desta equacdo ndo é definido na convencdo de somatério da notacao indicial. E facil

observar que:

3
pq # Z b Cm i - (B-1-8)
m=1
B.1.3 Contragao
Seja
T;j = M00ij + 2uE;j, (B.1.9)
entao tem-se que:
Tii = A0bii + 2pEj;. (B.1.10)

Como 6 = 011 + 220 + 33 =1+ 1+ 1 = 3, entao:

Tii = 3A0 + 2uEy;. (B.l.].].)

83



Apéndice C
Funcoes Especiais e Teoremas

C.1 Funcao Sinc

fungdo funcdo Seja A(t) a funcgdo representada na figura (C.1.1): A transformada de

0\ h(t)

\ 4

Figura C.1.1: Representaciao da funcao caiza

Fourier da func¢ao A(t) pode ser obtida da seguinte forma:

H(f) = / et

To

To
= A/ cos (2w ft)dt — z'A/ —To™0 sen (27 ft)dt (C.1.1)
N
A To
= i sen (27 ft)

bl

—Ty

(C.1.2)
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entao,

H(f) = 247, 523 T0f). (C.1.3)

A figura (C.1.2) apresenta a curva resultante H(f) da transformada de Fourier aplicada

a funcdo h(t). A funcdo H(f) é conhecida como func¢do sinc. Observa-se das figuras C.1.1 e

H(f)

2AT [sen(2nT f)/(2nT f)]

Figura C.1.2: Representacdo da fungdo sinc

C.1.2 que quanto maior a largura da caiza, mais restrito sera o conteido de freqiiéncias da

funcao sinc.

C.2 Delta de Kroenecker

Esta funcdo representada por dp, ¢ definida como:

1,para p =gq

51"1 -
0,para p # ¢

Esta notacdo é bastante 1til, podendo representar a matriz identidade(Hildebrand (1965)),

1 00
I=[0p=1]10 1 0 (C.2.1)
0 01

C.3 Regras de L’Hospital

As regras de L’Hospital aplicam-se para os casos de cédlculos de limites que apresentam

indeterminagoes do tipo: % e 22(Guidorizzi (2001)).
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e 12Regra de L’Hospital
Sejam f e g derivdveis em um intervalo aberto (p — r,p) e em (p,p + r), para r < 0,

sendo ¢'(z) # 0 para 0 < |z — p| < r. Se:

il_I)I]l]f(.’E) =0 (C.3.1)
lim g(z) =0
T—p

e se lim;_,, _{; ’g g existir(finito ou infinito), entdo, lim,_,, %

) existe e pode-se escrever

que:

(C.3.2)

e 2%Regra de L'Hospital
Sejam f e g derivdveis num intervalo aberto (m,p), com ¢'(z) # 0 em (m,p). Assim,

se

lim f(z) =+o0

T—p~
lim g(z) = 400
T—p—
e se lim,_,,- i; g ; existir(finito ou infinito), entdo lim,_,,- % existird e

N LC R ()

m
e=p- g(x)  zp- ¢'(T)

(C.3.3)

Observagao: As duas regras continuam validas substituindo-se (z — p~) por (z — p™)

ou por (x — p), ou ainda por (z — +00).
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Apéndice D

Tabela de Relacao entre Constantes

Elasticas

E v K m A
Eyv E v 3(1§2u) 2(1€Lu) (1+ul)jg—2u)
Ek E % K 9::11% 3%2,:513)
B B | wmem | H T
E\ E E+2/\>\+R E—|—36)\+R E‘—34/\+R A
PR ETE P AP
v, 2u(1+v) v g’(‘l(i;’g 7 2
v, \ )\(1-}-1/21(17211) v )\(]é’-lfj—ll) A(12—V2u) \
o H o o K 1 K — 2
Ky A 932“_}” 3,{\—,\ K @ A
) u(?i\kjiu) 2()\1 n 3,\J3rzu P \

R=+VE?+9)\2 +2E\
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Apéndice E

Meio Efetivo

E.1 Introducao

O conceito de meio efetivo foi criado visando estimativas de uma determinada proprie-
dade, ou varidvel, equivalente de uma mistura de elementos ou substancias. O principio é
similar & determinacao da resisténcia equivalente de um circuito elétrico composto por varios
resistores diferentes. No caso das rochas utiliza-se esse conceito para se determinar os médulos
elasticos, densiade, ou quaisquer outros parametros desejados. Afim de atingir tal objetivo,
varias formulagoes foram definidas, cada uma contendo suas vantagens e limitagoes. Tais
formulacbes podem ser calculadas de diversas maneiras, podendo assumir valores bastante
diferentes, dependendo das premissas assumidas. Essas médias devem ser utilizadas com
bastante critério, devendo o usudrio estar ciente das limitacoes e das situagoes em qua cada
média pode ou deve ser aplicada. Mavko et al. (1996) apresenta vérias formulagoes de meio
efetivo, indicando ao final de cada tépico o tipo de rocha onde cada uma delas se aplica me-
lhor. Além da Média de Backus, outras formulacoes sao comumente utilizadas na literatura,
tais como, os limites de Hashin-Shtrickman, a média de Voigt-Reuss-Hill, a formulacao de
Kuster-Tokoz, entre outras. Serao apresentadas aqui as duas primeiras, pois ambas possuem

uma inter-relagao, sendo qua a segunda é utilizada nos programas internos da PETROBRAS.

E.2 Limites de Hashin-Shtrikman

Os limites de Hashin-Shtrikman sdo conhecidos por fornecerem o intervalo mais estreito

possivel para a determinacao dos moédulos elasticos de uma mistura, quando nao se possui
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Figura E.2.1: Interpretacao fisica dos limites de Hashin-Shtrickman

detalhe algum sobre a geometria dos constituintes. Tais limites sdo definidos como se segue:

KHS: — K 4 — f2 —— (E.2.1)
(K — K1)7 + f1 (K1 + 51)
HS: _ f2
M = u+ (o) '+ STETIOR (E.2.2)
K2 — H1 5#1(k1+%l£1)

onde

K1, Ky =Médulos de incompressibilidade de cada uma das fases
w1, o = Médulos de cisalhamento de cada uma das fases

f1, fo = Fracao volumétrica da cada uma das fases.

Os limites sao obtidos trocando-se os constituintes 1 e 2. O limite superior é obtido quando
o material mais rigido é definido com o indice 1 e o limite inferior quando o menos rigido
é definido com o indice 1. Na figura!(E.2.1) é apresentada, de forma esquemética, a inter-
pretacdo fisica dos limites de Hashin-Shtrickman. Pressupoe-se que os constituintes sejam

isotrépicos, lineraes e elasticos.

'Segundo Mavko et al. (1996)
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E.3 Meédia de Voigt-Reuss-Hill

A média de Voigt, também conhecida como média de isostrain, se apresenta na forma
de uma média ponderada, equivalendo a assumir que as deformacoes sdo uniformemente

distribuidas e se apresenta da seguinte forma:

N
My =" fix M, (E.3.1)
i=1
onde

M, = Valor do mddulo elastico estimado da mistura de sélidos
fi = Fracao de volume do componente %

M; = Médulo eldstico do componente 1.

A média de reuss, também conhecida como média de isostress, sde apresenta como uma
méida harmodnica e equivale a assumir que as tensoes sao distribuidas de maneira uniforme e
é descrita da seguinte maneira:

ML = ﬁ, (E.3.2)

r : %
=1

onde
M, = Valor do mdédulo elastico estimado da mistura de sélidos
fi = Fracao de volume do componente %

M; = Médulo elédstico do componente 1.

Quando um dos componentes é um liquido, ou um gas, os médulos de compressibilidade e
cisalhamento para a mistura sdo exatamente os fornecidos pelo limite inferior de Hashin-
Shtrickman. Esta média representa exatamente os mddulos efetivos de uma suspensao de
s6lidos em um fluido (Mavko et al. (1996)). Excetuando-se o caso de uma mistura monofésica,
nenhuma mistura real pode ser tao rigida como a média de Voigt. Os limites de Voigt e Reuss
sdo representados esquematicamente na figura (E.3.1). Nocaso de uma mistura de sélidos, a
média de Voigt-Reuss-Hill, que nada mais é do que uma média aritmética das médias de Voigt
e Reuss, fornece uma boa aproximacgdo Vasquez et al. (1996). A média de Voigt-Reuss-Hill

pode ser escrita da seguinte forma:
Myrh = ——— (E‘33)
onde
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A B

Figura E.3.1: Esquema de uma mistura de sélidos, A) Reuss e

B) Voigt (segundo Vasquez et al. (1996)).

M, = Média de Voigt
M, = Média de Reuss.
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Apéndice F
Fatores de Propagacao

Quando uma onda é gerada vérios fatores contribuem para a sua modificagao, ou de-
formagao, durante a propagacao. Alguns desses fatores sdo especificos do meio no qual a
onda estd se propagando, ou seja, de alguma maneira carregam informacgoes do meio. Outros
sao independentes do meio, ou seja, estarao presentes em quaisquer meios que a onda por

ventura venha a cruzar.

e Espalhamento Geométrico
O espalhamento geométrico se refere & variagdo na densidade de energia por unidade
de drea, quando a gerada por uma, fonte sismica, por exemplo, se afasta do ponto fonte.
A amplitude do sinal é inversamente proporcional ao quadrado da distancia percorrida
pela frente de onda. No caso de um meio homogéneo a onda gerada é uma esfera cujo
raio aumenta com o tempo, porém no mundo real isto ndo acontece. A variacdo das
velocidades no interior da Terra faz com que as frentes de ondas nao sejam esféricas.
Deve-se levar em conta também o efeito da refracdo na atenuagdo das amplitudes. O
espalhamento geométrico nao carrega no seu bojo nenhuma informagao geoldgica, sendo
apenas uma funcao da distancia percorrida. Além disto, ela ndo envolve nenhuma perda
de energia, posto que a energia se mantém, variando-se apenas a area onde esta energia
estd distribuida, ou seja, somente ocorrendo um espalhamento da energia 4 medida em

que a frente de onda se expande.

e Absorcao
Ao contrario dos efeitos de divergéncia esférica e reflexdo e transmissdo nas interfaces,

que apenas rearranjam a energia sem dissipa-la, a absorcao atenua as amplitudes do
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sinal sismico, transformando irreversivelmente a energia em calor. Esta atenuacio é
tanto maior quanto maior for a distdncia percorrida. Esta atenuacao é dependente
da freqiiéncia, relaciona-se como uma poténcia(préxima de 1) desta tltima. Esta de-
pendéncia faz com que diferentes freqiéncias sejam atenuadas de maneira diferente,
fazendo com que o conteudo de freqiiéncias do sinal seja modificado. A absorcao é uma
caracteristica da rocha em si, podendo ser explicitada como decaimento, ou atenuacgdo,
por comprimento de onda()\). Portanto, para uma mesma distdncia percorrida, o maior
numero de comprimentos de onda de uma frequéncia Fi, fard com que esta freqiéncia
seja mais atenuada do que uma freqiiéncia Fs, onde F» < Fj. Por exemplo: Seja uma
rocha com fator de absorcdo de 0.1dB/(\) e velocidade de 1000m /s percorrendo uma
distancia de 100 m. Uma onda com frequéncia de 100 Hz possui um comprimento de
onda de 10 m, ou seja, tem-se 10 A no trecho em questao. Logo a atenuacao de cada
A serd 99% do anterior, ou seja, a perda de energia seria de 1 dB para frequéncia de

100 Hz, 0.5 dB para frequéncia de 50 Hz e 0.1 dB para 10 Hz.

A anjlise da absorcdo é bastante diferente quando se analisa uma onda senoidal do
que quando se analisa um pulso, onde vdrias frequiéncias estao presentes. Pouco se
pode dizer a respeito do comportamento das amplitudes em um pulso, sem se conhecer
as caracteristicas do sinal de entrada, ou seja do pulso original emitido(O’Doherty e
Anstey (1971)). Imaginando-se o pulso emitido como um spike, pode-se afirmar que: i)
A amplitude decai & medida que as altas freqiiéncias sdo absorvidas e ii) a amplitude
decai & medida que o pulso é modificado pela dispersaol.
e Coeficiente de reflexao na interface

As reflexdes sismicas sao geradas nas interfaces litoldgicas onde se verifica um contraste
de impedancias. A impedancia acistica é definida como o produto da velocidade (v)
pela densidade (p). Se for considerada uma incidéncia normal & interface, o coeficiente

_ . A , .
r 22920l oy ainda como 522, A coluna geoldgica pode ser

de reflexdo é definido po Bva o101 5o

representada por uma série de coeficientes de reflexdao. A determinacdo de tal série
é o objetivo da prospeccao sismica. Como o coeficiente de reflexdo mede a diferenca

impedéancias, pode-se verificar que ele nao carrega nenhuma informcao geolégica.

10 alargamento do pulso se d4 pois as diversas componentes de freqgiiéncias possuem velocidades ligeira-

mente diferentes, dai algumas componentes se adiantarem em relagdo as outras.
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e Perda cumulativa por transmissdo nas interfaces superiores
Quando se imagina um coeficiente de reflexao alto para os padroes normais, pode-se
pensar em valores por volta de 0,2, coeficientes muito maiores podem existir, porém
nao sao comuns. Apesar do alto valor relativo desse coeficiente, a perda por trans-
missao associada a apenas um refletor, mesmo um refletor forte, é praticamente insig-

nificante(O’Doherty e Anstey (1971)).

e Miuiltiplas
As multiplas sao ondas de mesma polaridade do que a onda incidente porém vindo apéds
a mesma, como resultado da reflexao geralmente na superficie ou fundo do mar, ver figura
F.0.1. Sao representadas nos sismogramas por eventos similares & reflexao original de
ocorréncia periédica. As multiplas do tipo da figura (F.0.1)b sdo conhecidas como
maultiplas de curto periodo, ou peg-legs. Caso estas interfaces ocorram muito proximas
umas das outras, como no caso de uma sedimentacao ciclica, é possivel que a maultipla
reforce a amplitude da onda incidente. O maior problema é se determinar o grau deste

reforco, Anstey (1960) e Trorey (1962) discutem este problema.

Onda incidente

\

W\

'

—
_|_

Soma das Multiplas
Onda Direta Mltipla Onda Direta

Figura F.0.1: Multiplas
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