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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencdo do grau de Mestre em Ciéncias(M.Sc.).

SIMULACAO DA PROPAGACAO DE ONDAS EM CANAIS PELO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO.

Pedro Ivo Costa Trindade

Outubro/2003

Orientador: José Paulo Soares de Azevedo

Programa: Engenharia Civil / Area de Recursos Hidricos

Este trabalho apresenta a simulacdo numérica da geragdo e propagacdo de ondas
em canais de laboratério utilizando uma formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana que
substitui o problema de valor inicial de contorno por uma série de problemas de valor de

contorno.

A descricdo Euleriana define o campo de velocidades a cada instante para a
superficie livre: o0 Método dos Elementos de Contorno é usado para a determinacdo da
velocidade normal dos noés pertencentes a superficie livre, enquanto a velocidade
tangencial é determinada numericamente através da derivada do potencial na direcao
tangente. A descricdo Lagrangeana atualiza a posicdo dos nos a cada passo de tempo.
A velocidade normal em cada né do batedor é dada como condicdo de contorno sendo

atualizada por equacdes que regem 0 movimento do mesmo.

O esquema Runge-Kutta de quarta ordem é responsavel pela atualizacdo da
geometria da superficie livre e do seu potencial a cada instante. Ao final deste trabalho

sdo mostrados resultados que garantem a consisténcia da simulagéo proposta.



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.).

SIMULATION OF THE PROPAGATION OF WAVES IN CHANNELS USING THE
BOUNDARY ELEMENT METHOD.

Pedro Ivo Costa Trindade

October/2003

Advisor: José Paulo Soares de Azevedo

Department: Civil Engineering

This work presents the numerical simulation of the generation and propagation
of waves in flumes using a mixed Eulerian-Lagrangean formulation which replaces the

original initial boundary value problem with a sequence of boundary value problems

The Eulerian description defines the velocity field at each instant for the free
surface: the Boundary Element Method is used for determining the normal velocity at
the free surface, while the tangential velocity is determined numerically using finite
differences of the potential along the free surface. The Lagrangean description updates
the position of the boundary element nodes for each time step. The normal velocity in
every node of the wave maker is given as a boundary condition for each time step from

the equations that govern the movement of the same.

A fourth order Runge-Kutta scheme updates the free surface’s geometry and its
potential at each instant. The proposed formulation is implemented numerically
yielding results of free surface elevation, potential energy, Kinetic energy, mean water

level and flux over time.
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Capitulo 1

Apresentacao

1.1 - Introducéo

Ha séculos que os fendmenos naturais vém sendo estudados com afinco pelo homem,
que estando sujeito a erros, muitas vezes chegou a conclusdes equivocadas que com 0

passar dos anos foram reformuladas ou até mesmo abandonadas.

Nos dias atuais, o conhecimento adquirido pelo homem ainda ndo o faz capaz de
controlar totalmente os efeitos dos fenbmenos naturais como as cheias dos rios,
terremotos, maremotos, erup¢Bes vulcénicas e grandes periodos de estiagem.
Entretanto, estudos foram capazes de identificar algumas de suas causas e

consequéncias.

De posse de tais conhecimentos, 0 homem passou a poder modificar a natureza de uma
maneira mais eficiente, ndo cometendo erros passados. Passou a mapear e delimitar as
areas mais sujeitas a inundacdes, projetou barragens a fim de regularizar as vazfes dos
rios, construiu quebra-mares para a protecdo de seus portos, identificou aquiferos
subterraneos em regides bastante aridas e chegou a embasar seus prédios em robustos
feixes de molas a fim de evitar o desmoronamento das edificagdes causado pelos
terremotos. Enfim, o homem de hoje ndo tenta evitar o fendmeno natural, mas tenta

adaptar-se da melhor forma possivel as consequéncias ocasionadas por ele.

Em 1991, AZEVEDO [3] utilizou o Método dos Elementos de Contorno para estudar a
propagacdo de ondas de superficie fazendo também uma revisdo nas equacdes que
regem o problema adotando medidas de conservacdo. No modelo proposto foram
utilizados elementos isoparamétricos quadraticos tendo por objetivo alcancar uma
melhor discretizacdo e caracterizacdo da geometria da superficie livre, e também fez uso
da formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana originalmente proposta por LONGUET-
HIGGINS e COKELET [17].



H& muito tempo, canais de laboratério e modelos numéricos véem sendo utilizados em
simulacOes de situacdes praticas em areas de interesse de projetos de engenharia. O
presente trabalho da continuacdo ao trabalho de AZEVEDO [3] acrescentando um
modulo de geracdo e propagacdo de ondas em canais experimentais. Para isso, foram
consideradas novas condicdes de contorno, correspondentes a canais de ondas incluindo

a geracdo por meio de batedores do tipo pistao ou flap.

Também merecem destaque os trabalhos, desenvolvidos nos ultimos quinze anos, que
seguiram a linha da simulacdo numérica de ondas utilizando equagdes integrais de

contorno:

SUGINO e TOSAKA [24] publicaram um trabalho em 1990 onde utilizaram um
modelo matematico que estudou a propagacdo bidimensional de uma onda solitaria até
sua arrebentacdo devido ao aclive no fundo. O modelo matematico faz uso da
formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana e resolve a equacao de Laplace via Método
dos Elementos de Contorno utilizando-se de técnicas de suavizacdo para a supressao de

ruidos no resultado final do modelo.

ZAMBROZUSKY [27] em 1992 partindo de AZEVEDO [3] testou esquemas
alternativos de relocacao nodal e interagdes com dominios contendo angulos pequenos a

fim de se simular run-ups.

JAIME [14] dando prosseguimento ao trabalho de AZEVEDO [3] continuou a pesquisa
em 1995, implementando ao modelo j& existente uma otimizacao da relocacdo dos nos

centrais dos elementos para a situagdo mais critica, a arrebentacéo.

Em 1997, AZEVEDO [2] publicou um artigo mostrando o desenvolvimento feito por
AZEVEDO [3] e JAIME [14], acompanhando a propagacao da onda de superficie via
Método dos Elementos de Contorno, desde casos mais simples até situacfes mais

criticas, como a arrebentacéo.



Ainda em 1997, CHACALTANA [7] aplicou o Método da Integral de Contorno a
escoamentos com superficie livre, simulando numericamente a geracdo de uma onda
solitaria e comparou com resultados obtidos em um canal.

Ja em 1999, McKEE [18] estudou a propagacdo de ondas num canal com largura
variavel através de um modelo matematico tridimensional que levava em consideracao
as irregularidades senoidais das paredes laterais do canal que por sua vez causavam

reflexao.

1.2 — Organizacéao do trabalho

Este trabalho trata da simulagdo numérica da propagacdo de uma onda de superficie
num canal desde sua formacdo por um batedor de ondas até sua reflexdo na parede final

do canal.

Admitiu-se que a &gua é um fluido perfeito, sendo considerado incompressivel e de
viscosidade nula; além disto foi suposto que o seu fluxo era irrotacional. Partindo
destas suposicOes, a equacéo diferencial que rege o0 movimento é a equacao de Laplace,
que € linear. A dificuldade encontrada para sua solucdo ocorre devido a ndo linearidade
das condi¢6es de contorno cinematicas e dindmicas além do fato destas serem também

n&o prescritas do tempo.

O Método dos Elementos de Contorno foi escolhido para obter a solucdo aproximada
para equacdo de Laplace, entre outros motivos, devido a sua praticidade, pois este
método requer apenas a discretizagdo do contorno, aproximando-se a geometria inicial
através de um conjunto de elementos onde se efetuam as integraces, pois a formulacao
integral de contorno transforma a equacdo diferencial governante em uma equacao

integral que relaciona somente os valores das variaveis no contorno.

A partir de uma formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana, o problema de valor de
contorno inicial — PVCI — é desmembrado numa seqliéncia de problemas de valor de
contorno, onde as condicdes de contorno sdo prescritas. Através da descri¢do Euleriana

¢ possivel determinar o campo de velocidades para todo o contorno em um dado



instante, e através da descricdo Lagrangeana pode-se determinar a nova posicdo das
particulas pertencentes a superficie livre apds um certo intervalo de tempo. A posicdo
do fundo e da parede final do canal nédo se altera com o tempo, enquanto a posic¢ao e a
velocidade do batedor séo atualizadas ao longo do tempo. Dessa forma estabelece-se
um novo problema de valor de contorno que sera resolvido da mesma forma que o
anterior, caracterizando um ciclo que tera seu fim no instante em que se desejar obter a

solucéo.

Foram adotados neste trabalho elementos isoparamétricos quadréticos a fim de
representar a geometria curva do contorno, utilizando uma formulacédo integral baseada
na terceira identidade de Green. A atualizacdo da geometria devida ao avango temporal
é feita por um esquema Runge-Kutta de quarta ordem, que confere alta precisdo na
atualizacdo da geometria e do potencial na superficie livre de um passo de tempo para o

seguinte.

O capitulo 2 deste trabalho contém os fundamentos da teoria de onda, suas
classificacOes, seus parametros, sua equacdo governante e suas condigfes de contorno

cinematica e dindmica.

O capitulo 3 apresenta uma breve revisdo do método numérico utilizado na solucéo
aproximada da equacdo governante — Laplace — passando pela teoria do potencial,

teorema de Gauss, identidades de Green e finalmente as equac@es integrais de contorno.

O capitulo 4 descreve a implementacdo numérica necessaria para o estudo da
propagacdo de uma onda de superficie bidimensional usando a formulagdo mista
Euleriana-Lagrangeana adotada para a obtencdo do campo de velocidades bem como a
nova posicdo das particulas ap6s o avanco temporal, e também as novas adaptacdes
feitas no programa NLWAVE desenvolvido por Azevedo [3] para se acompanhar a
propagacdo de uma onda de superficie num tanque, desde sua geragdo até sua reflexdo.

No capitulo 5 sdo apresentados resultados de analises feitas por diferentes excitacdes do

tanque geradas pelo movimento de um batedor.

No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes e sugestdes para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Fundamentacéao Teorica

2.1 — Equac0es governantes

O estudo da propagacdo de ondas na superficie d’agua requer a consideracdo de
algumas hipoteses a respeito das propriedades da agua como fluido, bem como do

movimento realizado pela mesma.

Neste trabalho a agua foi considerada um fluido incompressivel e ndo viscoso,

resultando no movimento irrotacional do fluido.

Estas hipoteses ndo distam muito da realidade, pois a agua além de ser um fluido com
pouca viscosidade é também praticamente incompressivel. Neste trabalho o fluxo péde
ser considerado irrotacional, pois os efeitos advindos da viscosidade, em canais de onda
com paredes muito lisas, s6 ocorrem de fato em camadas limitrofes no fundo e na

superficie livre do fluido.

Partindo de tais premissas, a equagéo diferencial em funcdo do potencial velocidade — ¢

— gue representa 0 movimento da onda é a equacdo de Laplace:

o’¢p 0°¢ 0°
Vig= ?+ Zj+ ?zO
ox° oy° Oz

(2.1)

Como neste trabalho o estudo da onda se da em apenas duas dimensdes, a equacao (2.1)

se reduz a:

2 2
99,99 _,

- 2.2
ox®  0z? (2:2)



2.2 — Condicg0Oes de contorno

Uma vez determinada a equacao de Laplace como sendo a equacgdo governante, tem-se
agora que se estabelecer as equacgdes que definem as condigbes de contorno —
cinemaética e dindmica —, delimitando assim, dentre as possiveis solugdes matematicas

aquelas que satisfacam a parte fisica do problema em quest&o.

O problema de ondas em superficie d’agua faz parte do grupo de problemas de valor de
contorno e inicial, ou seja, para se determinar a velocidade e a pressdo de uma particula
qualquer, obrigatoriamente, tem-se que ter conhecimento prévio desses parametros no

instante inicial e no contorno ao longo do tempo.

2.2.1 - Condicéo de Contorno Cinematica

As condicdes de contorno devem ser informadas para todo o contorno do dominio. No
caso do estudo da propagacédo de ondas, tem-se que conhecer as condi¢fes de contorno
que descrevem as superficies que delimitam o problema, como a superficie livre e 0
fundo. A condicdo de contorno lateral é tratada no capitulo 4, onde sdo descritas

também as condicGes de contorno do batedor de ondas e da parede final do canal.

Uma das condigdes de contorno cinematicas traduz o fato da velocidade normal ao
fundo — v, — ser nula, ou seja, a particula fluida é impedida de penetrar na superficie que

define o fundo do canal sendo possivel apenas o movimento tangencial.

_04 _
v, == -=0 (2.3)

As condic¢des de contorno cinematica da superficie livre para uma onda bidimensional

sdo dadas atraves das derivadas materiais das coordenadas x e z pelo tempo ¢

Dx _0¢ _
Dt Ox 2 (24)
Dz _0¢ _
- 5 9. (2.5)



2.2.2 - Condicéo de Contorno Dinédmica

A condicdo de contorno dindmica é descrita pela equacdo de Bernoulli, onde a pressao
atmosférica age sobre a superficie livre em todo o percurso, e pode ser escrita para uma

onda bidimensional como:

2 2
P ot 2|\ ox 0z
ou ainda
M+gZ+%+%Z2:O (2.7)
P

onde p,, € a pressdo atmosférica, p € massa especifica do fluido, Z é a coordenada

vertical do ponto em questdo, ¥ € o modulo de velocidade da particula sobre a superficie
livre sendo considerada e g é a aceleracdo gravitacional, sendo a gravidade a Unica forca
restauradora responsavel por colocar a superficie livre do fluido de volta ao estado de

repouso — nivel médio.

Em Azevedo [3] pode ser visto como as equagOes de Laplace e Bernoulli podem ser
obtidas a partir dos principios de conservacdo de massa e quantidade de movimento,

respectivamente.

Dx Dz
=g e ==y
Dt Dt

Condicdes de contorno na superficie livre

M+gZ+%+1K2 =0
yo, ot 2

Vig=0
Equacdo Diferencial Governante
C.C.L. C.C.L.

X

Condicao de contorno no fundo % =0
on

Figura2.1

Esquematizacdo das condi¢des de contorno do problema.



A Figura 2.1 resume as equacOes que definem as condi¢cdes de contorno e onde elas
ocorrem, bem como a equacdo diferencial governante do movimento. As equacgdes que

estabelecem as condi¢des de contorno laterais — C.C.L. — estdo descritas no capitulo 4.

2.3 — Problema de Valor de Contorno Inicial

A equacdo de Laplace é uma equacdo diferencial parcial linear ao contrario das
equacdes que determinam as condi¢des de contorno na superficie livre do fluido, que

sdo ndo lineares e ainda dependentes do tempo.

Este problema foi solucionado partindo-se o problema de valor de contorno inicial —
PVCI — em uma seqiiéncia de problemas de valor de contorno — PVC; — em fungdo do
tempo, substituindo-se a variagcdo continua por um numero suficiente de passos de
tempo discretos envolvidos de forma a evitar o acimulo de erros. Para isso, fez-se o
uso de uma formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana, onde inicialmente, s&o
conhecidos a geometria do contorno, o potencial na superficie livre em repouso e a
velocidade normal nula tanto no batedor, também em repouso, quanto na parede final do

canal de ondas.

A formulacdo Euleriana descreve as propriedades do meio fluido através do tempo
quando o referencial se encontra fixo num ponto no espaco; dessa forma, coube a
descricdo Euleriana determinar a componente da velocidade na direcdo normal ao
contorno em um dado instante de tempo discretizado e dessa forma, resolver um PVC a
cada passo de tempo, como esquematizado na Figura 2.2. Por sua vez, a formulagdo
Lagrangeana acompanha a particula fluida ao longo do tempo, servindo para atualizar a
geometria da superficie livre formada pelo conjunto de particulas a cada instante, como

representado na Figura 2.3.

Uma vez atualizada a posicao das particulas, obtém-se a nova geometria do contorno na
superficie livre para o atual nivel de tempo, estabelecendo um novo PVC, formando

uma sequéncia de problemas de valor de contorno.
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Descricdo Lagrangeana.



Capitulo 3

Método Numérico

3.1 - Introducao

A solucéo analitica de equac@es diferenciais nem sempre é de facil obtencdo, entretanto,
existem diversos métodos numéricos capazes de fornecer uma solucdo aproximada, que
dependendo da discretizacdo do espaco e/ou do tempo, permitem alcancar resultados

muito préximos as solucbes analiticas.

Os métodos numéricos reduzem o numero infinito de incégnitas do modelo matematico
a um problema discreto onde o nimero de incognitas é finito, normalmente reduzindo-
se a solucdo de um sistema de equacOes algébricas. Nessa forma, sdo facilmente

implementados computacionalmente.

Dentre os métodos mais utilizados para a determinacdo de solucBes de problemas que
ocorrem na engenharia destacam-se o Método das Diferencas Finitas, o Método dos

Elementos Finitos e 0 Método dos Elementos de Contorno.

O Método dos Elementos de Contorno consiste na transformacao da equacao diferencial
governante do fendmeno fisico em uma equacdo integral de contorno seguida por sua

solucdo numeérica.

Para se solucionar a equacdo de Laplace, que € uma equacdo diferencial parcial linear,
sujeita a condi¢des de contorno ndo lineares e dependentes do tempo, foi utilizado, neste
trabalho, o Método dos Elementos de Contorno, pelas suas vantagens em problemas de

contorno movel.
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3.2 — Revisao da Teoria do Potencial

3.2.1 - Introdugéo

A solucédo bidimensional do Problema de Valor de Contorno Inicial - PVCI — que rege
0 movimento da superficie livre das ondas, usando uma formulagdo mista Euleriana-
Lagrangeana, consiste no desdobramento do PVVCI em PVCs — Problemas de Valor de
Contorno — resolvidos pelo Método dos Elementos de Contorno e PVIs — Problemas de
Valor Inicial — para cada n6 do contorno da superficie livre permitindo atualizar sua

geometria e seu potencial.

Seguindo a seqliéncia de trabalho de AZEVEDO [3], neste capitulo sera descrita uma
revisdo da teoria do potencial, bem como a utilizacdo do Método dos Elementos de
Contorno para a equacéo de Laplace.

3.2.2 — Potencial gerado por uma fonte pontual

A solucdo fundamental corresponde a solucdo desta equacdo para uma fonte aplicada
em um dominio infinito. O potencial de velocidade em um determinado ponto p —
ponto campo — é influenciado por uma fonte localizada em um ponto s — ponto fonte —

de onde surge um fluxo de massa unitério na regiéo.

Dessa forma, a equacao de Laplace para qualquer ponto p = s, é dada por:

VZ4(s; p)=0 (3.1)

Convertendo o Laplaciano em coordenadas esféricas, a equacao (3.1) é reescrita como:

2 ) ) )
V2¢(S;p)=%(r2 Sengoa ?+27”S€n(0%+sen¢a (f+c0sgoa ¢+ 1 0 ¢J
r°seng or 9

or @ op®  seng 06?
(3.2)

onde @ e #sdo angulos representados na Figura 3.1.
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Como ¢ independe de ¢ e 6, portanto o = % =0, tem-se:
00 O¢p

2
V%ﬁ(s;p)z% r’ sen @%4‘ 2r sen (p% (3.3)
r°sen@ or or

Ou ainda:

V2¢*(s;p (3.4)

Figura 3.1

Angulos o e v.

Esta expressdo pode ser integrada duas vezes fornecendo a solugdo fundamental — ¢ —

para a equacéo diferencial ordinaria em funcéo da distancia — » — entre 0s pontos s e p:

#(s:p)=co+ > (3.5)
r

onde ¢, € uma constante arbitraria geralmente tomada como nula quando é calculada a

velocidade como o gradiente do potencial ¢°, e ¢, é uma constante que pode ser

determinada a partir do principio da conservacao de massa.

12



Partindo-se da formulacdo do fluxo de massa [q = pg—('éj e substituindo-se a derivada
n

normal por uma derivada na diregdo radial na formula da solugdo fundamental (3.5),

tem-se:

q=—pC— (3.6)
&

A expressdo acima é valida para qualquer ponto na superficie da esfera de raio & como

esquematizado na Figura 3.2.

Figura 3. 2

Esfera de raio & ao redor do ponto fonte s.

Segundo o principio da conservacdo de massa, todo o fluxo que transpbe os limites da
superficie da esfera deverd, obrigatoriamente, ser idéntico ao fluxo advindo de uma

fonte unitaria localizada no ponto s. Sendo assim, tem-se:

jqdrz—pclijdrzl (3.7)

2
T, & r

£
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Com o objetivo final de se determinar a constante c,, substitui-se a rea 4z¢° da casca

esférica em (3.7). Sendo ¢, totalmente independente do raio €, tem-se:

1

i (3.8)

¢ =

Como foi dito anteriormente, para a determinacdo da velocidade através do gradiente do
potencial a derivada da constante ¢, se anula. Logo, substituindo-se (3.8) em (3.5)

obtém-se:

# (s p)=——-1 (3.9)
p 4mr

Para um fluido perfeito, ou seja, ndo viscoso e incompressivel, a equacdo de Poisson

sera a equacdo da continuidade, em funcdo da densidade volumétrica — s

vig -2 -0 (3.10)
yo,

Dessa forma, a solugdo fundamental é a solucdo da equacdo de Poisson para uma carga
igual ao Delta de Dirac — 5(s; p) —, que representa matematicamente uma fonte unitéria

pontual:
Vg —15(s,-p)=o (3.11)
2

3.2.3 — Potencial gerado por varias fontes pontuais

O potencial total em um ponto campo é determinado pelo somatério de todas as
contribuicGes das fontes localizadas em pontos fontes:

1 &0
#(s,,...5,; p)= T 9 (3.12)
P i 1

= 1
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sendo r; a distancia entre o ponto p e 0s pontos s;, onde estdo localizadas as fontes de

intensidade Q;, como mostrado na Figura 3.3.

Figura 3. 3

Potencial induzido por vérios pontos fonte.

3.2.4 — Potencial gerado por fontes distribuidas

A fonte ndo necessariamente tem que estar concentrada apenas em um ponto no espacgo,
podendo também ser distribuida, em forma de linhas, superficies e volumes com a sua
intensidade variando com a sua localiza¢do. Portanto, para se determinar o potencial
em um ponto campo p influenciado por fontes distribuidas tem-se que integrar suas

contribuicdes elementares.

O potencial no ponto p a uma distancia » de uma linha L — Figura 3.4 —, onde ha uma

fonte distribuida com densidade linear A(s), é dado por:

#(s; p)=———] @-dL(s) (3.13)
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As)

dL(s)

Figura 3. 4
Fontes distribuidas em linha.

Se a fonte se encontra distribuida numa superficie 4 — Figura 3.5 — com densidade

superficial ofs), o potencial do ponto p fora desta superficie, é determinado por:

-dA(s) (3.14)

Por fim, quando a fonte se encontra distribuida em um elemento de volume infinitesimal

dVol — Figura 3.6 — com densidade volumétrica x(s), o potencial no ponto p é obtido por:

Bs; p)=—— “(S)-dVoz(s) (3.15)

Figura 3.5

Fontes distribuidas em uma superficie.
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RIS r(s)

B0
SR

RLLKSS
IRERRS

Figura 3.6

Fontes distribuidas em um volume.

3.2.5 — Potencial Logaritmico

O potencial em duas dimensfes — conforme Figura 3.7 — pode ser obtido para uma linha
de fontes perpendiculares ao plano horizontal xz onde se localiza o ponto campo p:

A ¢ dy

Arp Z'.M/rz +y?

+C, (1) (3.16)

#(s: p)=-

onde C,() é um parametro arbitrrio em fungdo da distancia / e A uma fonte de

densidade constante e unitaria.

A=cte

Figura 3.7

Derivacao do potencial em duas dimensoes.
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Integrando-se ao longo do eixo y entre —/ e [, 0 que equivale a duas vezes uma

integracdo entre O e / por ser o integrando de uma funcéo par, tem-se:
ﬂ“ 2 2

¢(s,‘p)=—2—[ln(l+\/l +r )—Zn(r)]+Co(Z) (3.17)
7Y

onde / e r sdo comprimentos adimensionalizados em funcdo de um comprimento

caracteristico.

Para a determinacdo do parametro Cy(l), faz-se o limite da linha de fontes, / — oo, de
modo que o argumento do logaritmo tende para 2/. Partindo de tais premissas e

igualando-se a equacgdo acima a zero, tem-se:

C, ()= i(zn 21) (3.18)

27p

Entdo, substituindo-se (3.18) em (3.17), obtém-se:

s, p)=— (3.19)

27p 2/

A !m{zﬂ/z%ﬁ]_ln(r)]

Fazendo o limite, /— o, chega-se ao potencial bidimensional, ou potencial

logaritmico:

#s: p)= —ﬁln (r) (3.20)

3.2.6 — Potencial de um dipolo

Na Figura 3.8 0s simbolos +0, localizado no ponto s*, e -Q, situado no ponto s,
representam uma fonte e um sumidouro respectivamente, estando ambos afastados de

uma distancia /2 do ponto s.
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\<V

Figura 3. 8

Potencial de um dipolo.

Neste caso, 0 potencial no ponto p serd determinado pela soma das contribuicGes da

fonte +Q e do sumidouro -Q.
1 1
¢(S*:si'p)= —i(—:—_j (3.21)

Por sua vez, o potencial de um dipolo distribuido ao longo de uma linha L — potencial

do dipolo em 2D - é definido pela integral:

olsi p) =5 [ P < (n(r))d(s) 322

Fazendo a integragéo chega-se a:

d(s; p)= —ﬁ% (3.23)

Onde f(s) € o momento unitario por unidade longitudinal, » é a distancia entre os

pontos fonte s e campo p e ai a derivada na direcdo de »n — eixo do dipolo.
n
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3.2.7 - Teorema de Gauss e ldentidades de Green

Dentre as principais propriedades de uma funcdo potencial, destacam-se aquelas
oriundas do Teorema de Gauss, que afirma que a integral de volume do divergente de
um vetor campo F deve ser obrigatoriamente igual ao fluxo deste mesmo vetor através

de qualquer superficie fechada 7 conforme ilustrado na Figura 3.9.

Fn dT=[V-F dOQ (3.24)
| |
r Q

Figura 3.9
Teorema de Gauss.

Para a obtencdo da Primeira Identidade de Green, F foi substituido por ¢V em (3.24),
onde ¢ e ¢ foram consideradas fungdes escalares diferenciaveis, ao menos, um nimero

de vezes igual ao nimero de integragdes.

[#¥p-nar = [V-(pVp)de (3.25)

r

Atribuindo-se a expressdo do gradiente do segundo membro da equacdo acima e

utilizando a igualdade Vo -n = 2—¢ obtém-se a Primeira Identidade de Green:
n
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j¢a—¢dr=j(z¢-y(p)dg+j¢v2(pdg (3.26)
r an Q 0
A Primeira Identidade de Green pode ser reescrita substituindo-se ¢ por ¢:

I¢%dF=J(V¢-Y¢)dQ+I¢VZ¢dQ (3.27)
r Gn Q 0
A segunda Identidade de Green pode ser formulada pela diferenca entre (3.27) e (3.26),

sendo dada por:

j( Z_Z—qyg—fjdr: j(¢v2(p—(pv2¢)dg (3.28)

3.3 — Método dos Elementos de Contorno aplicado a equacéo de Laplace

3.3.1 - Introducéo

Como dito em outra oportunidade, o Método dos Elementos de Contorno pode ser
usado para resolver a equacdo de Laplace, sujeita a condicbes de contorno,
transformando a equacdo diferencial em uma equacéo integral, cujas variaveis sdo 0s

potenciais de velocidade e sua derivada na direcdo normal para cada particula.

Uma vez prescritas as condi¢cdes de contorno relativas a cada particula, o Método dos
Elementos de Contorno determina o potencial de velocidades para os n6s onde sdo
conhecidas as velocidades normais ao contorno, e para 0s n6s onde sdo conhecidos 0s
potenciais de velocidade; através deste método, séo definidas as velocidades normais ao

contorno.
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3.3.2 — Equagéo integral de contorno

Substituindo-se ¢ por ¢ em (3.28), e como a segunda identidade de Green exige que
pe ¢ sejam duas vezes diferencidveis, o termo ¢V ’gsera anulado se escolhermos ¢

como a solucédo da equacgdo de Laplace para um dominio £2com contorno 7. Assim:

%

0" OB o
;[[(bg—q) a]dr_iw ¢ d0 (3.29)

O escoamento de um fluido perfeito é regido pela equacdo de Poisson — repetida aqui
por conveniéncia —, em funcdo do delta de Dirac, de onde se pode extrair o potencial de
velocidade em qualquer ponto campo p devido a existéncia, no ponto s, de uma fonte

unitaria e pontual:
V24 (s p)—i5(s,- p)=0 (3.30)
Yo

Substituindo-se o Laplaciano que aparece no segundo termo da equacéo (3.29) usando a
equacdo (3.30) e sabendo-se que para pontos fonte interiores a um dominio ¢, a

integracdo do delta de Dirac multiplicado por uma funcgéo suave fornece:

[5(s; p(p)de2 = 4(s) (3.31)

0

Nesta mesma equacéo ficou-se apenas com integrais de contorno da equagao (3.29) e a
sua solucéo fundamental ¢ e sua derivada normal para um problema bidimensional s&o

dadas respectivamente por:

* . _ 1

o (S,P)——zﬂp In(r) (3.32)
vy 0T 1 (1

v (s, P)——an __27zp[7zj (3.33)
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onde P € o ponto campo no contorno, como esquematizado na Figura 3.10.
Substituindo-se (3.32) e (3.33) em (3.29) considerando-se a Equagdo de Poisson

envolvendo o delta de Dirac — (3.30) — e sua integral de contorno — (3.31) —, obtém-se a

Terceira ldentidade de Green:

#(s)=~[ §(PW" (s; P)ar(P)+ [ (P}’ (s; P)ar(P) (3.34)

Figura 3. 10

Dominio e contorno do problema.

Os pontos campo p e P estdo localizados no dominio € e no contorno I”

respectivamente, da mesma forma que os pontos fonte s e S.
Para a solucdo da equacdo de Laplace pelo Método dos Elementos de Contorno, é
necessario fornecer condi¢des de contorno, sejam elas essenciais ou naturais, ao longo

de todo o contorno I

e CondicOes de contorno essenciais

¢=¢ em I,
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e Condicdes de contorno naturais

VZ%:; em /[
on

A equacdo integral de contorno para pontos fontes pertencentes ao contorno € dada
através da terceira identidade de Green — (3.34) — tomando-se o limite quando o ponto
fonte s no interior do dominio © se aproxima do contorno I, tornando-se finalmente um
ponto fonte S no contorno, como mostrado em BREBBIA, TELLES e WROBEL [5] e
WEBE, PRODANOFF e AZEVEDO [25]:

c(8)p(S)+ [#(P)v'(S; P)dr (P)= [v(P)g’(S; P)dI(P) (3.35)

r I

sendo ¢(S) é determinado em funcdo do local onde esté situado o ponto fonte:

OseSe2+I
o(S)=1B/2n se Se "
lse Se

sendo $ 0 angulo interno do ponto fonte, como esquematizado na Figura 3.11.

Nesta figura, o ponto fonte S, esta localizado num trecho do contorno considerado

suave, portanto, B =z logo ¢(S)= %; por sua vez, o ponto fonte S, se encontra em

um canto, e para esta /3 = % logo ¢(S)= %

Figura 3. 11

Angulo interno do ponto fonte.
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Como visto anteriormente, uma das vantagens do Método dos Elementos de Contorno
em relacdo a outros métodos aproximados, esta na obtencdo do potencial de um ponto
interno do dominio Q sem precisar discretiza-lo. O potencial em um ponto interno ao
dominio Q no Método dos Elementos de Contorno, uma vez determinado o potencial

para todo o contorno 7, é dado pela expresséo:

#(s)=[v(P) ¢'(S:P) dI(P)=[4(P) v (S:P) dI(P) (3.36)

r r

Ja as densidades dos fluxos internos, em uma direcdo qualquer /, sdo determinadas a

partir da derivada da equagéo acima.

0.5)= | AP arte)- [ o) arte) @)

onde o fluxo que transpde uma superficie normal infinitesimal é dado por ¢, = pv, e v

é a velocidade na direcédo /, normal a essa superficie.

3.3.3 - Elementos de Contorno

A solucdo analitica da equacdo diferencial que rege um dado fenémeno, muitas vezes, é
de dificilima obtencdo. Dessa forma, elaboraram-se métodos numéricos para obtencédo
de resultados aproximados. O Método dos Elementos de Contorno leva este nome
devido ao fracionamento do contorno original 7“em um ndmero finito de elementos de
contorno, nos quais se aproximam as incéognitas e condi¢des de contorno prescritas

naquele trecho do contorno.
A geometria de cada elemento fica definida pela posicdo de pontos denominados nos
geométricos. A interpolacdo dos valores das incognitas no contorno é feita em funcéo

de seus valores em pontos do elemento conhecidos como nds funcionais.

Para pontos fonte localizados no contorno, tem-se:
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c(£) #(£)+[o(x) v'(&x) dr(x)= 1 v(x) ¢ (&x) dr(a) (3.38)

r

Esta equacdo integral é transformada em equacBes algébricas introduzindo-se

aproximacdes geometricas e funcionais.

3.3.3.1 - Tipos de elementos

Elementos constantes, elementos lineares e elementos quadraticos sdo os tipos mais
comuns de elementos de contorno utilizados na resolucdo de problema de potencial em
duas dimensdes.

Elementos constantes sdo aqueles onde as condi¢fes de contorno, naturais ou essenciais,
sdo aplicadas no no intermediario do elemento, sendo constantes ao longo do elemento.

O conjunto de elementos retos tenta reproduzir a geometria do contorno original 7.

A Figura 3.12 esquematiza cada um dos elementos mencionados.

*¥——O0—*

\O/‘ 6
Y soul?
(LI ¢ ou—— W on

Elementos constantes Elementos lineares Elementos quadraticos

Figura 3. 12

Tipo de elementos.
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As caracteristicas dos elementos constantes sdo praticamente as mesmas dos elementos
lineares, exceto por este Ultimo apresentar uma variacao linear dos valores atribuidos ao

potencial ou sua derivada normal ao longo de cada elemento.

Elementos quadraticos aproximam a geometria do contorno original 7"e as condi¢des de
contorno ao longo de cada elemento usando uma variacdo quadratica, onde séo

determinados os valores nos nds extremos e no nd funcional.

E evidente que os elementos constantes e lineares terdo uma melhor aproximacio da
geometria original do contorno, ao se aumentar o numero total de elementos encurtando

0 comprimento de cada elemento de contorno.
3.3.3.2 — Interpolaces e Jacobiano

Apos a aproximacdo da geometria do contorno original /7~ por um ndmero finito de
elementos de contorno 7, a expressao que determina o potencial em cada ponto fonte &

é formada pela soma das contribuigdes correspondentes a cada elemento de contorno:

e=1 e=1

e e

(E)HEN+ D [V (65 )b. ()T ()= Y [ 8 (&2, (x)ar (x) (3:39)

onde E representa o numero total de elementos de contorno /. que aproximam

geometricamente o contorno original 7
As coordenadas nodais X™, Z™ e as funcdes de interpolacdo [N] permitem aproximar as

coordenadas cartesianas x e z“ de qualquer ponto ao longo de um elemento de

contorno 7, referente a discretiza¢do bidimensional do contorno — Figura 3.13.

= [N]x )
L0 (3.40)

Quanto as condicdes de contorno nos elementos, pode-se aproximar de maneira analoga

utilizando as funcGes de interpolacéo [M]:
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- (3.41)

onde @™ e ¥™ vetores detentores dos valores nodais das condicdes de contorno

essenciais e naturais, respectivamente.

« N6 geométrico

elemento

- o no funcional

v

Figura 3. 13

Discretizacdo do contorno para problemas do potencial em duas dimensdes.

Neste trabalho, foram utilizados elementos isoparamétricos de maneira que as func¢des
de interpolacdo [N] e [M] coincidem, possibilitando uma reedicao de (3.39) na forma:

e + i[]v; [N]dFJQ‘") - i[]qﬁ; [N]dFJz(") (3.42)

e=1 I,

O jacobiano J aparece ao se usar uma transformacgéo das coordenadas, tendo em vista

que as funcdes de interpolacéo estdo escritas em termos da coordenada adimensional 7:

2 2
ox 0z
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3.3.3.3 — Coeficiente de Influéncia

As integrais envolvidas em (3.42), dependentes da solugdo fundamental ¢, da sua
derivada normal v’ e das funcdes de interpolacdo [N], levam o nome de Coeficientes

de Influéncia.

Neste trabalho, foram usados elementos quadraticos isoparamétricos bidimensionais

com os coeficientes de influéncia calculados por integracbes em cada elemento de

contorno:

b, = [N, dI" (3.44)
FE

g5, = [N.g.dr (3.45)
I,

onde i representa o ponto fonte, e representa o elemento de contorno onde se esta

fazendo a integracédo e « representa a coordenada natural.

Tanto a integral que envolve a solucdo fundamental ¢. quanto a integral que depende
da sua derivada normal v;. sdo funcdes do comprimento de arco, ou comprimento do
elemento de contorno a ser considerado, d/. Sendo assim, o Jacobiano é necessario
para a transformacdo do comprimento do referido elemento em coordenada

adimensional 7, como esquematizado na Figura 3.14.

As coordenadas cartesianas x e z transformadas em coordenadas naturais 7 utilizadas

para a aproximacdo da geometria sao dadas por:

1

> Ni(n)x,
'(77)21‘

o1
1

(3.46)

x(17)
()= N,

1

1
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onde x; € z; sdo as coordenadas de x e z do né i de cada elemento de contorno, N;(7) séo
funcdes de interpolacdo e 7 a coordenada natural, 7 € [—1,1] e I representa 0 nimero de

nos por elemento.

IS

Figura 3. 14

Sistema de coordenadas para elementos quadréaticos.

Por sua vez, as funcfes de interpolacdo para trés pontos nos elementos quadréaticos, /=3,
sdo dadas por:

Nl(n)%n(n—l)

N, (17)=@+n)1-7) (3.47)

Ns(n)=%f7(f7+l)

As funcBes de interpolacdo também podem ser usadas para a obtencdo dos valores do
potencial e sua derivada normal:

¢=[N]o"

3.48
v=[V]p" (349)
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onde:

2" ={4,. 0,0,

3.49)
(n) T (
/4 :{Vl’VZ’v3}
et
-1 0 1
Za 1% N
V\
? 5 <> %1 N,
1
* Nséﬁl
Figura 3. 15
Func0es de interpolacdo quadraticas.
3.3.34 - Matrizes envolvidas na resolugio do MEC para elementos

isoparamétricos quadraticos.

Neste trabalho, utilizaram-se 0s elementos isoparamétricos quadraticos devido a sua
melhor aproximacao de contornos curvos; dessa forma foi eliminada a possibilidade de
ocorréncia de cantos agudos ao longo do contorno, ocorrendo portanto a suavizagéo do

mesmo, ou seja, ¢, =05 . Com isso, a equacao que define a terceira identidade de

Green, substituindo-se o valor correspondente a forma do contorno onde esta situado o

ponto fonte de forma discretizada, torna-se:

054, + i [vig, dr= i [gov, ar (3.50)

e=1 T, e=1
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Utilizando as aproximacdes quadraticas e suas funcbes de interpolacdo para cada
elemento de contorno, tem-se:

05¢,+3 [N+ N, 4 Ny fvrdr = > [ Vs + Vs 4 N fgrar (351
I

e=1 e=1 T,

A contribuicdo nodal de cada elemento de contorno é esquematizada na Figura 3.16.

x(73) ’72)

Figura 3. 16

Localizacdo do né fonte e os nés campo de um elemento.

A expressao que resume (3.51) é dada por:
N N

054, +2 Hyp, =2 Gy, (3:52)
j=1 j=1

onde N é o numero total de nds no contorno e ;j é o indice que corresponde a numeragao
ordenada de cada né.

Partindo-se da igualdade:

H,=H,+056, (3.53)
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onde ¢; representa o Delta de Kroneckek, dado por:

i

=1sei=j (3.54)
Osei#j '

conclui-se que:
ZHy"r”j :ZGij"j (3.55)

Finalmente, a equacdo matricial do método dos elementos de contorno para elementos é

definida por:
[H]p =[G]v (3.56)

onde [H] e [G] sdo matrizes cheias ndo simétricas que acumulam os coeficientes
oriundos das contribui¢cbes nodais de cada elemento, ¢ é o vetor que armazena oS
valores do potencial em cada elemento — incognitas e condicdes de contorno —e v é o

vetor que guarda os valores das velocidades normais ao contorno.

Como os vetores ¢ e v contém valores conhecidos — as condig¢des de contorno prescritas

— e desconhecidos — as incognitas, ainda se pode chegar a uma expressao mais reduzida:

[4]x=[R]r (3.57)

onde [4] é uma matriz cheia e ndo simétrica que contém os coeficientes que multiplicam
as incognitas, sejam elas o potencial ou a velocidade normal; [R] é a matriz que contém
os demais coeficientes que multiplicam as condi¢Ges de contorno; x € o vetor que
contém as incognitas em cada elemento e r é 0 vetor que contém as condi¢fes prescritas

em todo o contorno.

Como [R] e r sdo conhecidos, o produto entre eles também o €, de modo que:
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[4]lx=rf (3.58)

A expressao matricial acima da origem a um sistema linear de equacdes, resolvido neste
trabalho por um método direto de eliminacdo de Gauss. Uma vez solucionado, serdo
conhecidos os potenciais e as velocidades normais em todos elementos de contorno
neste dado instante que servirdo para a atualizacdo da geometria do contorno

correspondente ao préximo tempo discreto, gerando assim, um novo PVC.

3.3.3.5 — Determinacdo do potencial de velocidades e de velocidades em pontos

internos

Tanto o potencial de velocidades ¢, quanto as velocidades v para qualquer ponto interno
ao dominio 2 s6 poderdo ser determinados em um dado instante, quando para este
mesmo instante j& se tenha definido o potencial de velocidades e as velocidades normais

para todo o contorno /.

As expressoes ja discretizadas, que definem o potencial de velocidade e a componente

de velocidade em uma direcéo /, sdo:

N N .
4= v,G,~ 2 4,H, (3.59)
=1 =
£ 8¢* £ oV
= ——d [ - —d I 3.60
(vl )i ;1_!‘ V] al ;1_[ ¢] al ( )

o 1, (3.61)
ol 27

o’ 1

o= g7 R0+ (ln)] (3.62)
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Figura 3. 17

Vetores unitarios re! .

3.3.3.6 — Descontinuidades da velocidade normal

Algumas vezes, em determinado trecho do contorno sao verificadas descontinuidades da
velocidade normal. Os casos tipicos de ocorréncia de descontinuidades podem ser

visualizados na Figura 3.18.

Figura 3. 18

Tipos de descontinuidades.
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No caso (a) a descontinuidade é devida a condicdo de contorno natural prescrita no
ponto B. O caso (b) apresenta duas descontinuidades, onde a primeira ocorre devido a
diferenca de condigdes prescritas do lado esquerdo e direito do ponto C, e a segunda
descontinuidade é devida a ndo suavidade do contorno onde se encontra o ponto D.

O problema da descontinuidade do ponto D € remediado por uma duplicacdo do no, ou
seja, no lugar onde antes havia um nd pertencente a elementos adjacentes, agora existem
dois noés, cada um com sua componente da velocidade normal ao contorno

correspondente, como Visto na Figura 3.19.

As velocidades normais v, e vrenfim, sdo determinadas por:

L2
- o, 3.63
iy (369
v, =——
anf

Figura 3. 19

Esquematizacdo do né duplo.
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Capitulo 4

Implementacdo Computacional

4.1 — Introducéo

Este capitulo contém a explicacdo da solucdo em duas dimensdes do Problema de Valor
de Contorno Inicial — PVCI -, como dito anteriormente, por uma formulacdo mista
Euleriana-Lagrangeana, desdobrando o PVCI original em Problemas de Valor de
Contorno — PVC; —, estes resolvidos pelo Método dos Elementos de Contorno e
Problemas de Valor Inicial — PVI — resolvidos para cada n6 tratado como uma particula

por um esquema Runge-Kutta de quarta ordem.

A aproximagdo do PVCI por um conjunto de PVC; discretizados no tempo obtém
resultados satisfatorios quando o lapso de tempo entre duas solucBes de PVC seguidas
assume valor pequeno o suficiente para a minoracdo dos erros acumulados. Para a
obtencdo do lapso de tempo ideal, tomaram-se medidas que deviam ser conservadas

numa faixa de tolerancia ao longo do tempo.

& noé intermediario

o Nno6 extremo

Figura4.1

Esquematizacao dos nds intermediarios e extremos.
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O Metodo dos Elementos de Contorno é usado na resolucdo de cada PVC para cada
passo de tempo. E necessaria, portanto, a particio do contorno em elementos, cada um
definido por trés nds — elementos quadraticos. Conforme mostrado na Figura 4.1. Os nés
que definem a superficie livre comportam-se como particulas independentes umas das

outras, ocupando diferentes posi¢cdes a cada instante.

Por terem movimentos livres, 0 nd intermediario em dado instante podera ndo mais
ocupar a regido central do elemento, e quando isto acontece deve ser descartado,
criando-se um novo no intermediério localizado na metade do arco com o objetivo de

manter o nivel de precisdo dos resultados em todos os instantes.

Para se conhecer o campo de velocidades em todos 0s nos é necesséria a determinagéo
do vetor unitario normal e tangencial de cada nd; tais vetores dependem tdo somente de
geometria atual do contorno. A componente tangencial do campo de velocidades na
superficie livre é obtida através das condicdes iniciais, sendo definida pela derivada do
potencial na direcdo tangente. Por sua vez, a componente normal do campo de
velocidades é determinada com um maior custo, sendo a solu¢do do PVC delimitado

pela superficie livre e os demais contornos.

O potencial é prescrito na superficie livre, onde se procura determinar sua derivada
normal. Para o caso do tanque de ondas, as condi¢es de contorno da parede final e
superficie do gerador de ondas estdo na forma da derivada potencial. O fundo nédo

precisa ser discretizado por ser plano usando-se 0 método das imagens.

Sendo resolvido o PVC e, por conseguinte, determinadas as componentes das
velocidades dos nés da superficie livre, o perfil longitudinal do tanque de ondas em um
instante futuro é obtido utilizando-se a formulacdo Lagrangeana. Uma vez obtido tal
perfil, o potencial na superficie livre é atualizado usando-se a equacdo de Bernoulli
juntamente com os valores das derivadas potenciais no restante dos trechos que
delimitam o contorno. O esquema Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado na

resolucdo dos PVIs resultantes da atualizacdo da posicao dos nos e seus potenciais.
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O novo perfil agora é considerado como configuracao inicial para o préximo lapso de
tempo, dando seguimento a seqiéncia que terd seu fim no instante de tempo

preestabelecido, servindo para simular a propagagéo da onda gerada.

A sequéncia pode ser resumida da seguinte forma:

e Desmembrar o PVCI em um conjunto de PVCs ao longo do tempo.

e Determinar o vetor unitario normal e tangencial dos nos pertencentes a
superficie livre.

e Determinar as componentes das velocidades nos nds da superficie nas direcoes
tangentes a esta superficie através da derivada potencial na direcéo tangente.

e Resolver o PVC para encontrar as componentes das velocidades nas direcfes
normais a superficie livre.

e Atualizar a posicdo dos nés na superficie livre utilizando-se os campos de
velocidades previamente calculados e um esquema Runge-Kutta de quarta
ordem para solucionar os PVIsde cada no.

e Redefinir a posi¢do dos nos na parede do gerador de ondas.

e Obter o potencial dos nos da superficie livre atraves da formula de Bernoulli e
as derivadas materiais do potencial.

e Alcangar o novo perfil com suas condi¢Oes de contorno atualizadas para serem
usadas como informacdes iniciais para o proximo lapso de tempo, e assim

sucessivamente.

4.2 — Geometria dos Elementos de Contorno

O Meétodo dos Elementos de Contorno substitui a aproximacéo do contorno original por
elementos. Neste trabalho, foram utilizados elementos isoparamétricos quadraticos, que

sdo definidos por trés nos ao longo de seu comprimento.
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Na juncao da superficie livre com a parede do batedor e com a parede final do tanque de
ondas foram adotados os nds duplos, que possuem as mesmas coordenadas, mesmo

potencial, porém componentes de velocidades normais ao contorno distintas.

Para um elemento quadratico, as coordenadas de qualquer ponto em seu interior podem

ser interpoladas em funcédo de uma coordenada adimensional 7 :
x(?]) =X, + 0,5()63 - X )77 + 0,5(x1 —2x, + X, )772 4.1)
2(77)2 z, +0,5(Z3 -z, )77+0,5(Z1 —2z,+z, )772 4.2)

Estas equacdes séo oriundas de:

()= N, (n)x, 43)

)= 3.V, o), )

As funcbes de interpolacdo Lagrangeana N;(7) tém os valores nodais conforme a tabela

4.1 e séo dadas por:

N, =05n°-057n
N, =1-7 (4.5)
N, =057n°+057

NO | n | Ni | N2 | INs
1 -1 1 0 0
2 0 0 1 0
3 1 0 0 1

Tabela 4. 1
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Quando calculados os coeficientes de influéncia, estes sdo definidos pela distancia

euclidiana r=/(x—x,)? +(z—z,)* , onde (x, z) e (x, , z) 540 as coordenadas dos

pontos campo e fonte respectivamente.

Sendo assim, tem-se um novo modo de se escrever Ax=x-x, € Az=z—z_, que se

trata da definicdo das coordenadas dos pontos fonte em termos da funcdo de
interpolagéo do elemento do campo atual:

%=;N% (4.6)
z, = 231: Nz, (4.7)
logo:

Ax=N,(x,—x, )+ N,(x, —x, )+ N, (x, —x,) (4.8)
Az=N,(z, -z, )+ N,(z, =z, )+ Ny(z, - z,) (4.9)

3
Isto implica na identidade ZNi =1 que por sua vez, determina que 0 somatodrio das
i=1

derivadas das funcdes de interpolacéo na direcéo de 7 € nulo:

3 ON.
T on

i=
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4.2.1 — Jacobiano, Comprimento de Arco e Vetores Unitarios Normal e

Tangencial.

N
[k
IS

dz

Figura 4.2

Cossenos diretores.

Antes de qualquer coisa, para a determinacao do Jacobiano de um elemento quadratico

deve-se com antecedéncia conhecer os cossenos diretores dos pontos que compdem o

mesmao.
cosa =2 (4.11)
Os
sena=— % (4.12)
os

sendo a 0 angulo formado entre o vetor normal e o eixo x conforme mostrado em Figura

4.2,

O Jacobiano que transforma as coordenadas nodais dos elementos é dado por:
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B @ 2 g 2
BB

Dessa forma o comprimento de arco infinitesimal € definido por:

ds =~dx® +dz° (4.14)
Ou:
ds =|J|dn (4.15)

Normalmente as integragcdes séo efetuadas sobre os elementos com suas coordenadas
naturais 7 e 0s pontos de Gauss com 0s seus respectivos pesos; dessa forma, é forgcosa a
alteracdo das coordenadas que originalmente eram feitas sobre o contorno 77, e que

agora serdo funcao de 7.

J Flx)ar = F (s () (416

r;

sendo x um ponto qualquer do elemento.

A determinacdo dos cossenos diretores se faz possivel agora, utilizando-se a regra da

cadeia:

or_von_1ox 4.17)
os onaos |J|on '
o _ozon_1é (4.18)
os onaos |J|on '

onde x e o sdo as derivadas de (4.1) e (4.2) em funcao de 7.

on 0on
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Ja os vetores unitarios, normal e tangencial, sdo por definicdo iguais a:

0z Ox
=(cose, =|=,-— 4.19
n=(cosa,sena) (&v asj (4.19)
s = (— sena, cos a) = (ﬁ,%j (4.20)
- Os Os

4.3 — Medidas de Conservacao

A fim de se avaliar a acuracia das respostas obtidas pelo modelo, foram implementadas
algumas medidas que deveriam ser conservadas ao longo de toda a simulagdo da

propagacgdo da onda em um tanque de ondas.

4.3.1 — Conservacao do Fluxo

O teorema de fluxo de Gauss diz que o fluxo total que passa através de um contorno
fechado a cada instante é anulado quando se obtém a solugdo exata do PVC; dessa

forma, o fluxo total é definido como:

i pg—f dr (4.21)

r

Como a massa especifica do fluido é a mesma no decorrer da propagacdo em todo o

dominio, tem-se a férmula adimensionalizada do fluxo total:

| 9 ar-o (4.22)
2. On

44



4.3.2 — Conservacao do Nivel Médio

Para se ter a equacdo de Laplace como a equagdo governante do movimento supds-se,
dentre outras coisas, que a agua se tratava de um fluido perfeito, portanto,

incompressivel. Dessa forma, o nivel médio da lamina d’agua é dado por:

1 L
z =— dx 4,23
=1lé (4.23)

onde ¢ =z —d éaelevagdo da superficie livre e L € o comprimento do canal.

" d Z,
I :
. 7,
L
Figura4.3
Nivel médio.

O somatorio das areas compreendidas entre o nivel médio inicial e a superficie livre e a
area ocupada pelo movimento do batedor deve se manter nulo ao longo de toda a
propagacao.
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4.3.3 — Conservacdo da Energia Total

Por fim, a dltima medida de conservagdo utilizada no modelo foi a conservacdo da
energia total, dada pela soma da energia potencial com a energia cinética. A energia
total deve-se manter constante sempre que ndo existir a agdo de pressdes em parte do
contorno. Neste trabalho, coube somente ao batedor de ondas fornecer energia a massa
fluida.

Os desenvolvimentos das formulas das energias potencial e cinética a partir de uma
coluna infinitesimal d’4gua e de um volume elementar respectivamente foram
mostrados em AZEVEDO [3] e JAIME [14].

4.3.3.1 - Energia Potencial

—dx—

Figura4. 4

Energia potencial.

Partindo-se de uma coluna infinitesimal d’agua com altura igual a £, cuja massa por

unidade de largura é dada por:

dm = p¢ dx (4.24)
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a energia potencial desta coluna infinitesimal é dada por:
dE, = g%dm = %pg(zdx (4.25)

Sendo assim, integrando-se (4.25) ao longo de x, tem-se a equacdo que fornece a

energia potencial em todo o canal:

_PE [ 2
E,=5 Lé“ dx (4.26)

onde L é o comprimento do canal.

4.3.3.2 — Energia Cinética
Seja um volume elementar de largura unitaria e com massa definida por:

dm= pdxdz (4.27)

Figura4.5

Energia cinética.

A energia cinética deste volume elementar é dada por:
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dE, = % pdxdzV? (4.28)

Integrando-se (4.28) em todo o dominio tem-se a equacdo que define a energia cinética

para todo o canal:

1 2
E =3 pj(w) dQ (4.29)

Q

4.4 — Campo de Velocidades

O campo de velocidades pode ser decomposto nas suas componentes normal ao
contorno e tangente ao contorno. Como dito anteriormente, uma vez conhecidas a
geometria da superficie livre e o potencial em cada particula — n0 — a componente
tangencial é obtida pela derivada tangencial do potencial enquanto a componente
normal s6 sera conhecida apds a resolucdo do PVC. Acontecera o inverso para 0s nés
do batedor e da parede final do canal: a velocidade normal é condi¢cdo de contorno
prescrita, o potencial serd determinado apds a resolucdo do PVC, e assim como na
superficie livre, a componente tangencial da velocidade sera obtida derivando-se o

potencial na diregéo tangente.

4.4.1 — Componente da Velocidade na Dire¢cdo Normal ao Contorno

A Figura 4.6 mostra a discretizacdo de um trecho da superficie livre bidimensional
perturbada num tanque de ondas em um dado instante, onde o eixo x coincide com o
fundo e a condicdo de simetria foi utilizada a fim de se evitar a discretiza¢do do fundo
do canal, ganhando-se dessa forma uma resposta mais rapida dada pelo modelo, pois
uma vez ndo sendo necessaria a discretizacdo do fundo do canal, o sistema final a ser

resolvido contard com menos incognitas a serem determinadas.
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Figura4.6

Método das imagens.

4.4.1.1 — Componente da Velocidade na Dire¢cdo Normal a Superficie Livre

A todo instante serdo atualizadas a geometria da superficie livre e as condicBes de
contorno dos nds que a compde. A velocidade normal, como dito outras vezes, sera

determinada resolvendo-se o problema de valor de contorno.

As velocidades normais dos nos extremos da superficie livre ndo serdo necessariamente
iguais, 0s nos duplos possuirdo velocidades normais distintas, contudo, o vetor
velocidade tem que ser o mesmo — mesmo mddulo, direcdo e sentido. Os nds duplos se
fazem necessarios devido a diferenca de tipo de condicdo de contorno vigentes na

superficie livre e no batedor, assim como na superficie livre e na parede final do canal.

Na Figura 4.7, 0s nés que definem a geometria do batedor e da parede final sdo
representados por a e A, respectivamente. Os nos duplos tém obrigatoriamente o
mesmo potencial e ocupam as mesmas coordenadas. Os nds b e B representam o
primeiro né do batedor e o ultimo né da parede final do canal, respectivamente,
enquanto ¢ e C sdo nos situados nos extremos da superficie livre; 0s nds representados

por D correspondem aos demais nds da superficie livre.
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Figura 4.7

Discretizacdo do contorno.

4.4.1.2 - Componente da Velocidade na diregdo Normal ao Batedor

A componente da velocidade na dire¢cdo normal ao batedor de cada n6é do batedor é

fornecida como condicdo de contorno prescrita e se altera durante o tempo em que 0

batedor estiver em funcionamento; dependendo do tipo de batedor, a velocidade normal

varia, também, em funcédo da altura em que o no se encontra.

pistao flap

Figura 4. 8
Tipos de batedor.

Neste trabalho foram adotados dois tipos de batedor, pistdo e flap, como mostrado na

Figura 4.8.
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Os batedores utilizados neste trabalho — ambos 0s tipos — partiram do repouso com uma
aceleracdo constante atingindo a velocidade maxima na metade do tempo de
funcionamento, percorrendo a metade de seu deslocamento. A partir deste instante, 0s
batedores passaram a desacelerar até retornarem ao repouso quando enfim alcangcaram o
ponto de deslocamento maximo. As equac¢des que regem o0 movimento dos batedores

sdo equacdes do movimento uniformemente variado.

2
X=X, +V,At £ alt (4.30)
dx
—=v=v,taAt 4.31
% 0 (4.31)

onde At=t,—t,.

Devido aos pequenos deslocamentos na diregdo x, pode-se dizer que a componente da
velocidade nesta direcdo é aproximadamente igual a componente da velocidade na

direcdo normal ao batedor — condicéo de contorno do batedor:

op_ 04 _, (432)
ox On

Alguns valores destas equagdes séo previamente conhecidos em dados instantes:

onde 7 é o tempo que o batedor para de funcionar e S é o deslocamento maximo

positivo do batedor.
O batedor se deslocara a partir do instante inicial até ¥ 7 com aceleracdo constante,

momento em que atingira sua velocidade maxima. Deste momento em diante o batedor

sera desacelerado até parar de funcionar no tempo T.
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O mddulo das aceleracGes é dado por:

45
Substituindo-se (4.33) em (4.30) e (4.31), tém-se:
e Para0<t<T/
X :;—Etz (4.34)
o ‘;_f ; (4.35)
T
e Para A <t<T
x=S 25, A5, (4.36)
2 T T
2S 4S8
vV=———t 4.37

No caso do batedor ser do tipo flap, as equac6es acima ainda serdo multiplicadas por um
fator que é a relacdo entre coordenada z do né e a profundidade do canal, ou seja, tanto
o valor da coordenada x, quanto o valor da velocidade normal de cada no, serdo funcéo,

além do tempo e do deslocamento maximo, desta relacao.

X v
A A

v
v

Figura4.9

Posicdo e velocidade em funcéo do tempo.
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Sendo flap o tipo do batedor, tém-se:

. ParaOSts%
(ZS zjz
X = _21 —
T h
[45 jz
V= _Zt —
T h
T
e Para AQST

(S 25 4S8 zjz
Xx=|—+—t——5t" |—
2 T T )h

(25 48 jz
V= ———1|—
T T° )h

sendo # a profundidade do canal.

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.42)

Quando passados T segundos, o batedor, seja ele do tipo flap ou pistdo, retornara ao

repouso, sua velocidade normal a partir deste instante serd nula e ele se mantera com a

mesma coordenada x no batedor do tipo pistdo, enquanto que no batedor de tipo flap as

coordenadas x ainda sofrerdo pequenas alteragfes nos seus valores por também serem

fungdo da relacdo entre a coordenada z do nd e a profundidade do canal, como dito

anteriormente.

e Batedor tipo pistéo para ¢t > T
X = x(T) =cte

v=0

e Batedor do tipo flap para ¢t > T
z

=x(T)=
x=x(T)

v=0

(4.42)
(4.43)

(4.44)

(4.45)
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4.4.1.3 — Componente da Velocidade na Dire¢cdo Normal a Parede Final

A condicéo de contorno na parede final do canal é idéntica a condigdo de contorno do
fundo do canal se fosse necessaria a sua discretizacdo. A velocidade normal na parede
final serd sempre nula, impossibilitando a passagem da onda por ela resultando assim

em uma reflexao.

4.4.2 — Sistema de Equac0es

Uma vez conhecidas a condi¢do de contorno inicial e as coordenadas de todos os nés

que compdem o0 contorno, o sistema de equacdes pode ser escrito da forma matricial:

[ ]{g} =[Glv) (4.46)

onde [H] e [G] sdo matrizes dos coeficientes de influéncia, {¢}é o vetor com os

valores nodais do potencial de velocidades e {v} € 0 vetor com o valores nodais

componentes da velocidade na direcdo normal ao contorno — v = a% :

As matrizes de influéncia podem ser reescritas em termo de sub-matrizes levando-se em

consideracdo o grupo de nés:

H,H,H,.H,, H, H,, H,,
Hy Hgy Hpe Hypy, Hp Hpy Hp,
He Hyy Hoe Hep He, Hy, He,
[H]: H, H,, H, H,, H,. H,, Hj, (4.47)
H,H, H.H, H,£ H, H,
H, H, H,. H, H, H, H,
Hd, Hy Ho H, H, H, H, |
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_GAA GAB GAC GAD GAc GAb GAa_
GBA GBB GBC GBD GBc GBb GBa
GCA GCB GCC GCD GCc GCb GCa
[G] =|Gpy Gpp Gpe Gpp Gy, Gy, G, (4.48)
GCA GCB GCC GcD Gcc Gch Gca
GbA GbB GbC GbD Gbc be Gba
_GaA GaB GaC GaD Gac Gab Gaa n
Ja os vetores que possuem as variaveis nodais estao definidos por:
T
9=, 85 ¢ 0, 4. 8, 4.] (4.49)
e
i=lvivsvevovov, v.]' (4.50)

Para o canal de ondas, prescreve-se o0 potencial para todos os nos que pertencem a
superficie livre — nés D — como também para seus nds extremos — nés c e C —; a
velocidade normal € entdo prescrita para os nés do batedor e da parede final —nés a e A4,

respectivamente — incluindo os nos que formam os b e B.

e Superficie livre

$=9.
$=dc
6=4,
e Batedor e parede final
V=V,
V=V
V=

V=Vp

Informadas todas as condi¢des de contorno, (4.46) pode ser reescrita como:
| H {8} -[G]{v} ={b) (4.51)
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sendo {b}:[ﬁ}{g}que contém a contribuicdo do potencial prescrito na superficie

livre.

As novas matrizes e novos vetores, agora, séo:

\H|=[H, H, H, H,]=

[E]z_[Hc H, Hc]:_

{0)=1¢: s 6 8]

(6 =0 o 8.

Fazendo as devidas substituicdes (4.51) pode ser resumida a:

N
N

N

¥

S

g

gm
S 5

&

S

N

=

T
=
S

T

%m %m
T T
>}

E

[}

X
=
S

a8

2
a

=
=

LR

S

I~
>

o

N
>

S

S

S

A

2
S

o

T

T
S

S

I~

5

o

S

T T o
S [ P Q

a8

E~)
S

onde [A4] é uma matriz cheia dada por:

[4]=[(H,+H,)(H,+H,)-(G.+G.)-(G,)(H,)(G,-G,)(G,-G,)]

= T

S

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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e {x} é o vetor de incognitas:

{x} :[¢A by Ve Vp BV, Va]T (4.58)

Uma vez resolvida a equacgéo (4.56) tém-se o potencial e a componente da velocidade
na dire¢cdo normal para todos os nos do contorno. A componente da velocidade na
direcdo normal na superficie livre sera utilizada para a atualizacdo de sua geometria e 0s
potenciais calculados para 0s n6s b e B devem ser iguais aos potenciais prescritos em c e
C, respectivamente; uma diferenca entre eles serve entdo como indicador de qualidade

da solucgéo do problema de valor de contorno.

4.4.3 — Componente da Velocidade na Direcdo Tangencial ao Contorno

A derivada do potencial em relagdo a coordenada natural 7 para elementos

isoparametricos é

g—f;=o,5(¢3—¢1)+(¢1—2¢2+¢3)n (4.59)

A derivada tangencial do potencial de velocidade em fungdo do comprimento de arco
nada mais é que a velocidade tangencial que pode ser relacionada com a equacéo (4.59)

pela regra da cadeia:

99 _opon_1og (4.60)
os onmos |J|on

onde |J | = g—s 0 Jacobiano da transformacéo de coordenadas dado pela equacéo (4.13).
n
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4.5 — Avanco Temporal

A propagacédo de ondas em canais é um problema de valor de contorno inicial — PVCI —
que pode ser resolvido desmembrando-se este problema em um conjunto de PVCs, onde
cada um deles fornece os dados necessarios para a atualizacdo da geometria, bem como

de suas condicOes de contorno.

Dada a geometria inicial da superficie livre e sua condigdo de contorno, a configuracao
atualizada para um novo instante € obtida considerando-se os nds da superficie livre

como particulas — descri¢do Lagrangeana.

Os nos se deslocam em funcdo das velocidades resultantes em cada né — particula. As
componentes da velocidade nas direcdes x e z em cada nd da superficie livre séo

calculadas usando os vetores normal e tangencial, mostrados na Figura 4.10.

<
AS

A—Z

Figura 4. 10

Componentes do vetor velocidade.

v.=v, COSa—V, Sena
{ | (4.61)

v.=v,sena+v, cosa
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As atualizacGes das posices das coordenadas x e z e das velocidades normais do
batedor e da parede final do canal sdo obtidas de forma diferente. Na nova
configuracdo, as coordenadas z para 0s nos pertencentes ao batedor, seja qual for seu
tipo, e da parede final s&o definidas bastando redividir de maneira proporcional a por¢ao
do batedor e/ou parede final que esteja submersa, e como dito anteriormente, a
coordenada x e a componente da velocidade na direcdo normal ao batedor do tipo pistdo
sdo definidas por equacdes que independem da profundidade, enquanto o batedor do
tipo flap, além do tempo de funcionamento e deslocamento méaximo, as equagfes que

atualizam a coordenada x e a velocidade normal sdo funcdo da relagdo entre a

coordenada z de cada no e da profundidade do canal — %

0.050s 0.450s
90 90
80 - L] 80 - K|
IZlIZI IZlIZ|
70 - o] 70 B
[ 4
60 B 60 =
uy o
z 50 0 O Redivisao T 901 = O Redivisao
G [-] ] e B ’
= 40 | o » Particulas = 40 . o] » Particulas
IZlIZ| IZIE
30 - o] 30 B
B [
20 1 20 =
oy o
10 o 10 ]
[-] [
0 ‘ ‘ 0#H ‘ ‘ ;
0 0.1 0.2 0.3 0 0.2 0.4 0.6 0.8
x (cm) x (cm)
Figura 4. 11

Posicdo dos nds do batedor.

Apenas por curiosidade obtiveram-se atualizacdes da geometria do batedor tratando os
nos que o compdem de maneira idéntica aos nos da superficie livre — particulas.
Comparando-os com os resultados obtidos atualizando-se 0s n6s como particulas e o0s
resultados obtidos da redivisdo da porcdo do batedor que se encontra submersa,

constatou-se uma minima diferenca na altura dos mesmos nds quando sao tratados de
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formas diferentes, como se pode verificar na Figura 4.11. Isto se deve ao fato das

perturbacdes serem de pequenas amplitudes.

O potencial na superficie livre é atualizado entre passos de tempo discretos consecutivos
usando os nos de elementos de contorno que se movimentam como particulas —
descricdo Lagrangeana do movimento. As derivadas do potencial para cada nd sao,

portanto, derivadas materiais e sdo obtidas reescrevendo-se a equacao de Bernoulli:

D 1., 2
20 (v i) (h-2) (4.62)

onde v, e v, representam a componente da velocidade na dire¢éo tangente e normal

respectivamente, 4 é a profundidade do canal e z é a coordenada vertical da superficie
livre medida a partir do fundo. Como a aceleracdo gravitacional g e a pressao
atmosférica p foram negligenciadas por se manterem constantes ao longo da

propagacao.

A Figura 4.12 mostra a atualizacdo da superficie livre partindo da posic¢éo inicial zy no

instante inicial 7, para a nova posi¢éo z,,,, no instante ¢, + Az fazendo uso do campo de

velocidades previamente calculado.

Figura 4. 12

Avanco temporal.

Neste trabalho, assim como em AZEVEDO [3] e JAIME [14], foi utilizado um esquema

Runge-Kutta de quarta ordem para o avango temporal.
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Capitulo 5

AplicacOes e Resultados

5.1 - Exemplo 1

O canal de ondas numerico no que foram simuladas as geracGes e propagacfes das
ondas possui 80 cm de profundidade e 800 cm de comprimento. Estas medidas foram
mantidas com o intuito de serem obtidos bons niveis de precisdo nos resultados
oriundos do Método dos Elementos de Contorno, uma vez que para contornos muito

delgados podem ocorrer singularidades quando as distancias 7 e r,, medidas entre o n6

fonte e os nds campo vizinhos, sdo aproximadamente as mesmas, como mostrado na

Figura 5.1.

» N0 fonte
o NG campo

Figura5. 1

Representacdo esquematica da regido liquida dentro de um canal.

Nos graficos mostrados a seguir os separadores das casas decimais sdo pontos; no
restante do texto os separadores sdo virgulas. Tanto os valores em X quanto em Y estdo

em centimetros.

No primeiro exemplo, a onda foi gerada a partir de um batedor tipo flap, ao qual foi
aplicado um deslocamento maximo de 0,625 cm a partir do repouso, com uma
aceleracdo constante até se atingir uma velocidade maxima em 0,125 s. A partir deste

instante o batedor é levado novamente ao repouso com uma desaceleracdo de mesma
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intensidade que a aceleracdo anterior durante 0,125 s. A propagacdo se deu ao longo de

1200 passos iguais Az =0,005s partindo do instante inicial z=0s até 1 =6s.

A Figura 5.2 mostra a perturbacdo da superficie livre desde o instante inicial até o

momento em que o batedor alcanca o ponto de maximo deslocamento onde retorna ao

repouso.

81

80.5

79.5

79

t = 0.000 s
S =0.000 cm

100

200

300 400 500 600

700

800

81

80.5

79.5

79

t=0.100s
S =0.200cm

100

200

300 400 500 600

700

800

81

80.5

79.5

79

t=0.250s
S=0.625cm

100

200

300 400 500 600

700

800

Perfis da superficie livre do Exemplo 1 para os instantes 0 s; 0,100 s e 0,250 s.

Figura5. 2
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A Figura 5.3 mostra o trem de ondas gerado pelo batedor até instantes antes da reflexao

na parede final do canal.

Perfis da superficie livre do Exemplo 1 para os instantes 1,000 s; 1,400 s e 2,000 s.

1.000 s
81
80.5 -
Y 80 A /-'H
795
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
1.400 s
81
80.5 -
Y 80 M—
795
79 ‘ : : : : : :
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
2.000 s
81
80.5
Y 50 W\/\
79.5 -
79 : : : : : : :
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
Figura5. 3
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Nas Figuras 5.4 e 5.5 pode-se perceber a elevacdo da superficie livre acima do nivel

médio (Y=80) ocasionada pela reflexdo do trem de ondas, desde o instante em que

ocorre a reflexdo da primeira onda até o instante final da simulacdo da propagacé&o.

81

3.000 s

80.5 4

81

79.5

79

WA/ ~—__—
79.5
79 . . . . . . .
100 200 300 400 500 600 700 800
X
4.200 s

80.5 4

Y 80 M

100

200

300 400 500 600 700 800

81

80.5

79

4.500 s

Y SOM

79.5 4

100

200

300 400 500 600 700 800

Perfis da superficie livre do Exemplo 1 nos instantes 3,000 s; 4,200 s e 4,500 s.

X
Figura . 4
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81

5.000 s

80.5 4

Y 80 —Mv\/\-/\'_"\

79.5
79 . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
5.500 s
81
80.5 |

Perfis da superficie livre do Exemplo 1 para os instantes 5,000 s; 5,500 s e 5,900 s.

795 |
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
5.900 s
81
805 |
Y 80 W_MW\/\/\-/\———
795 |
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
Figura5.5
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Na Figura 5.6 pode-se constatar a boa qualidade dos resultados obtidos verificando-se as
medidas de conservacdo como estabilidade da energia total a partir do instante em que o
batedor retorna ao repouso, bem como a conservacdo de massa durante toda a

simulagéo.

Neste e nos demais exemplos, os valores das energias potencial e cinética se mantém
constantes desde o instante em que o batedor retorna ao repouso até o0 momento em que
ocorre a reflexdo da primeira onda, quando ha um acréscimo no valor da energia
potencial e um decréscimo no valor da energia cinética, apesar desta variacao a energia
total se manteve constante ao longo de toda a simulacdo. Tanto as medidas de energia
quanto as areas formadas na Figura 5.6 estdo adimensionalizadas, enquanto o tempo esta

registrado em segundos.

VARIACAO DA ENERGIA

4.00E-05

3.50E-05 -
3.00e05 +t+-- — — — — - '

2.50E-05 + —— cinética
2.00E-05 - potencial

energia

1.00E-05 1 T~

¥
5.00E-06 -
0.00E+00

tempo

VERIFICAGAO DO NIVEL MEDIO

0.008
0.007 -
0.006 -

area entre a sup. livre e o nivel médio
0.005 -

0.004 - —— area entre o0 batedor e a posigdo
0.003 - vertical

area

0.002 diferenga entre as areas

0.001 -

-.0.001 1 2 3 4 5 *

Figura5. 6

Variacdo da energia total e nivel médio para o Exemplo 1.
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5.2 — Exemplo 2

No segundo exemplo, foi mantido o batedor tipo flap e alterou-se o deslocamento
méaximo para 0,750 cm permanecendo em 0,250 segundo o tempo que o batedor leva
para chegar até este ponto onde voltard ao repouso. Na Figura 5.7 podem ser vistas as

evolucBes temporais do trem de ondas até a reflexdo da primeira onda.

Propagacéao ao longo do tempo

81

80.5 q

s okl ~—
Vi

79.5

79 T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800

X

——1.000s ——1.200 s 1.400s

Propagacéao ao longo do tempo

81

80.5

R

79.5

79

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X

——2.000s ——2.200 s 2.400s

Propagacéao ao longo do tempo

81

80.5

el RS

79.5 4

79

0 100 200 300 400 500 600 700 800

X
— 30005 ——3.200s 3.400's ‘
Figura5.7

Evolucéo dos perfis da superficie livre para o Exemplo 2 até t=3,400 s.
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A Figura 5.8 mostra a evolucdo do trem de ondas para instantes apds a reflexdo até

momentos antes o término da simulacao.

Propagacédo ao longo do tempo
81
80.5 4
]
Y 80 ,h;_._%%%,,(&ﬁ{d/f&ﬁ & / X& / X,
79.5 |
79 . ‘ ‘ ‘ ‘ . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
——4.000s ——4.100 s 4.200's
Propagacéo ao longo do tempo
81
80.5
Q:._.“\lfffﬁ@\j/f‘ / E\_
Y 80 fe s mommesrlyA)) - X
79.5 |
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
——4.800s ——4.900 s 5.000 s
Propagacédo ao longo do tempo
81
80.5
N~
O-,v.»"Mw*d‘(\yﬂh&y \\(ﬁ&ﬂ\ &f
v 804 \(/’wﬁ
79.5
79 . ‘ ‘ ‘ ‘ . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
‘—5.700 s — 58005 5.900 s ‘
Figura5. 8

Evolugdo dos perfis da superficie livre para o0 Exemplo 2 de t=4,000 s até t=5,900 s.
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Para verificar a qualidade dos resultados apresentados, foram plotadas algumas medidas

de conservacdo na Figura 5.9.

Assim como no exemplo anterior, os valores da energia e area que compdem a Figura 5.9

estdo adimensionalizados e os valores de tempo estéo registrados em segundos.

energia

1.00E-04

VARIAGAO DA ENERGIA

8.00E-05

6.00E-05 -

4.00E-05 -

cinética

—— potencial
total

2.00E-05 +*

0.00E+00

0

area

0.008

0.007 -
0.006 -
0.005 -

0.004

0.003 -
0.002

0.001

-0.001

VERIFICACAO DO NiVEL MEDIO

area entre a sup. livre e o nivel médio

area entre o batedor e a posicao
vertical

diferenga entre as areas

o—!

tempo

Figura5.9

Variacdo da energia total e do nivel médio para o Exemplo 2.
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5.3 - Exemplo 3

No terceiro exemplo, simulou-se a geracdo de um trem de onda por um batedor do tipo

pistdo, o deslocamento méaximo do batedor foi 0,375 cm e o tempo que o batedor leva

para alcancar este ponto foi de 0,200 s, permanecendo em repouso a partir de entdo.

Nas Figuras 5.10 e 5.11 sdo comparadas as evolucGes da superficie livre deste exemplo

com as correspondentes ao primeiro exemplo, no qual o batedor era do tipo flap, o

deslocamento maximo foi de 0,625 cm e o tempo necessario para atingir tal

deslocamento foi 0,250 s.

81

Tempo = 1.000 s

80.5

W

0 100 200 300 400 500 600 700

X
Pistdo —— Flap

800

81

Tempo = 2.000 s

0 100 200 300 400 500 600 700

X

Pistdo —— Flap

800

Comparacdo entre os perfis gerados por flap (Exemplo 1) com outros gerados por pistdo

Figura 5. 10

(Exemplo 3) para t=1,000 s e 2,000 s.
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81

Tempo = 3.000 s

80.5 4

Y 80

Y 80 4

79.5

79 . : : : : : :

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Pistdo —— Flap
Tempo = 4.000 s

81

80.5 4

Comparacdo entre os perfis gerados por flap (Exemplo 1) com outros gerados por

79.5
79 T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Pistdo —— Flap
Tempo = 5.000 s
81
80.5 4
Y 80 AA A/\_‘____
79.5
79 T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Pistdo —— Flap
Figuras. 11

pistdo (Exemplo 3) para os instantes 3,000 s; 4,000 s e 5,000 s.
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A Figura 5.12 mostra a conservacdo da energia total a partir do momento em que o

batedor entra em repouso até o final da simulacdo. O mesmo acontece com a

conservacgdo de massa, onde a area entre a superficie livre e o nivel de referéncia € igual

a area que deixa de ser ocupada pela &gua em funcdo do movimento do batedor ao longo

do tempo, desde o inicio do funcionamento até o fim da simulacao.

Os valores da energia e da area na Figura 5.12 estdo adimensionalizados enquanto 0s

valores atribuidos ao tempo estdo em segundos.

energia

VARIAGCAO DA ENERGIA

1.00E-04

8.00E-05 -

6.00E-05

cinética

4.00E-05 -

2.00E-05 - :

0.00E+00

—— potencial
total

area

0.008

VERIFICACAO DO NIVEL MEDIO

0.007 A
0.006
0.005

area entre a sup. livre e o nivel médio

0.004

——— area entre o batedor e a posi¢ao
vertical

0.003
0.002 -
0.001 1

-0.001 (L

diferenca entre as areas

Figura 5. 12

Variacdo da energia total e do nivel médio para o Exemplo 3.
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5.4 — Exemplo 4

O quarto exemplo é a geracao e propagacao de um trem de onda desenvolvido por um

batedor do tipo pistdo com o deslocamento méaximo de 0,500 cm levando 0,250 s para

entrar em repouso. A Figura 5.13 mostra a geracdo de um trem de ondas nos instantes

iniciais.
Geracéo da onda
81
80.5
I~
Y 80
79.5
79 ‘ ‘ ‘
0 25 50 75 100
X
——0.100 s 0.150 s 0.200 s 0.250 s
Figura5. 13

Geracdo do trem de onda do Exemplo 4 nos instantes 0,100 s; 0,150 s; 0,200 s e 0,250 s.

A Figura 5.14 mostra a evolucdo temporal do trem de onda nos instantes em que a

primeira onda chega na parede final do canal.

Propagacao do trem de onda do Exemplo 4 nos instantes 2,100 s; 2,400 s e 2,700 s.

Propagagédo da onda

81

80.5
Y 80 - CERST—

79.5

79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
——2.100s 2.400 s 2.700 s
Figura 5. 14
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Na Figura 5.15 foram plotados os perfis do trem de onda em diferentes instantes, desde a
reflexdo até o instante ultimo da simulacdo, onde foram percebidas elevacdes do nivel

d’agua acima do nivel médio devido a reflexdo das ondas na parede final do canal.

Propagacédo da onda
81
80.5
e
Y 80 oADK N T e
79.5
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
——3.500s ——3.800s 4.100s
Propagacédo da onda
81
80.5 4
Y 80 NN X;é,\ (\vfm
J ~—~— |
79.5 |
79 . . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
——4500s ——4.800 s 5.100's
Propagacéao da onda
81
80.5 4
vy go T SOOI s e e
= ————
79.5 |
79 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
‘—5.500 s — 57005 5.900 s
Figura 5. 15

Propagagdo do trem de onda do Exemplo 4 desde 3,500 s até 5,900 s.
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Na Figura 5.16 sdo mostradas as medidas de conservacao para 0 quarto exemplo, onde

pode-se reparar que a energia total permanece quase inalterada depois que o batedor

retorna ao repouso e a conservacdo de massa em toda a simulagao.

Assim como nos demais exemplos as medidas de energia e area da Figura 5.16 estdo

adimensionalizadas, enquanto as medidas relativas ao tempo entdo em segundos.

VARIAGAO DA ENERGIA

1.00E-04
8.00E-05 -
« 6.00E-05 - cinética
S N
) —— potencial
& 4.00E05 1 N\ total
0.00E+00 ‘ ‘ ‘ T T
0 1 2 3 4 5 6
tempo
VERIFICA(}AO DO NiVEL MEDIO
0.008
0.007
0.006 - [
area entre a sup. livre e o nivel
0.005 - médio
©
> 0.004 4 — area entre o batedor e a posicéo
e 0.003 - vertical
()
0.002 diferenca entre as areas
0.001 -
0 - S ‘
-0.001 1 3 4 5 6
tempo
Figura 5. 16

Variacdo da energia total e do nivel médio para o Exemplo 4.
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5.5-Exemplo 5

Neste quinto e ultimo exemplo, o trem de onda foi gerado a partir de um batedor tipo
pistdo, que ao final de 0,250 s alcangou 0 ponto de deslocamento maximo distante 0,250

cm do ponto de partida.

A Figura 5.17 mostra a comparagdo da evolucdo do trem de ondas do Exemplo 4 e do
Exemplo 5 para instantes antes da reflexdo. Tanto os valores de X quanto de Y estdo

em centimetros.

Tempo = 2.000 s

81

80.5 4

A\ P

79.5

79

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X

Deslocamento = 0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm

Tempo = 2.500 s

81

80.5

79.5 4

79

0 100 200 300 400 500 600 700 800

X
‘ Deslocamento = 0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm
Figura . 17
Comparacdo da evolucdo da superficie livre para os Exemplos 4 e 5 nos instantes 2,000s e
2,500s
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A Figura 5.18 e Figura 5.19 continuam mostrando a comparacdo de resultados entre 0s

Exemplos 4 e 5, agora desde a reflexdo até instantes antes do final da simulag&o.
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80.5

Tempo = 3.000 s

79.5

79 T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
— Deslocamento = 0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm
Tempo = 3.500 s

81

80.5
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79.5

79 T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Deslocamento = 0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm
Tempo = 4.000 s

81

80.5

Comparacdo da evolucdo da superficie livre para os Exemplos 4 e 5 nos instantes 3,000 s;

79.5
79 T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
‘—Deslocamento =0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm ‘
Figura 5. 18

3,500 s e 4,000 s.
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Tempo = 4.500 s

81

80.5
Y 80 ANAA AN A A Vi N .
YNV =" %

79.5

79 T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Deslocamento = 0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm
Tempo =5.000 s
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80.5
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79.5 4

79 T T T T T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Deslocamento = 0.500 cm —— Deslocamento = 0.250 cm
Tempo =5.500 s

81

80.5

Comparagdo da evolucdo da superficie livre para os Exemplos 4 e 5 nos instantes 4,500 s;

79.5 4
79 T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800
X
—— Deslocamento = 0.50 cm —— Deslocamento = 0.250 cm
Figura 5. 19

5,000 s e 5,500 s.
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A Figura 5.20 mostra a conservacdo da energia total apos o batedor permanecer em

repouso e a conservacao da massa ao longo de toda a simulacdo do Exemplo 5,

garantindo desta forma a boa acuracia dos resultados obtidos.

Os eixos da energia e da area estdo com os valores adimensionalizados e o0 eixo de

tempo com valores em segundos.

4.00E-05

VARIAGAO DA ENERGIA

3.00E-05 -

2.00E-05 +

energia

1.00E-05 -

0.00E+00

— cinética

—— potencial

total

0

0.008
0.007
0.006

0.005 -

area

0.003
0.002

0.001 -

-0.001

VERIFICACAO DO NIVEL MEDIO

0.004 -

—— area entre a sup. livre e o nivel médio

—— 4rea entre o batedor e a posi¢&o
vertical

diferenga entre as areas

tempo

Figura 5. 20

Variagdo da energia total e nivel médio para o Exemplo 5.
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Capitulo 6

Conclusdes e Recomendacdes

6.1 — Conclusoes

O modelo computacional utilizado neste trabalho — NLWAVE - fez uso de uma
formulacdo mista Euleriana-Lagrangeana, onde a formulagcdo Euleriana foi empregada
para a determinacdo do campo de velocidades ao longo do contorno, e a formulagédo
Lagrangeana utilizada para a atualizagdo da geometria ndo sé da superficie livre como

também do batedor e da parede final do canal de ondas.

O modelo NLWAVE originalmente desenvolvido por AZEVEDO [3] para problemas
de ondas especialmente periddicas e sloshing, foi ampliado de modo a incluir as
condicdes iniciais e do contorno de um canal de ondas dotado de um batedor e a solugéo
do Método dos Elementos de Contorno para equacdo de Laplace deste modelo foi
comparada com a solugdo apresentada por um outro modelo numérico - BEMCAL2D —
desenvolvido por PRODANOFF [20]. Em cada instante discreto os valores dos
potenciais calculados para os nés do batedor e parede final que comp&em os nds duplos
foram iguais aos valores dos potenciais prescritos para 0s nds extremos da superficie

livre indicando uma solucdo da equacdo de Laplace em cada nivel de tempo.

A velocidade normal de cada n6 pertencente a superficie livre foi determinada pela
solugcdo do Método dos Elementos de Contorno, enquanto a velocidade tangencial foi
determinada através da derivada do potencial na direcdo tangente ao contorno da propria
superficie livre. A componente normal da velocidade para cada né que define a
geometria do batedor é dada como condi¢do de contorno prescrita e é atualizada a todo

instante através das equacGes apresentadas no Capitulo 4.

A conservacao da energia total apds o batedor entrar em repouso pode ser observada, ou
seja, ao retornar ao repouso o batedor para de fornecer energia e esta se mantém
constante ao longo da propagacdo sem que ocorram perdas relevantes, e a conservagao

de massa desde o instante inicial até o final da simulacdo, apresentadas no Capitulo 5,
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garantem a consisténcia do modelo para a simulacdo da geracao e propagacdo de ondas

em canais.

6.2 — Recomendacdes

Como investigacdes adicionais na simulacdo da propagacdo de ondas em canais pelo
Meétodo dos Elementos de Contorno, recomenda-se:

e A implementacdo da solucdo de canais em serie através de modulos, onde a
perturbacdo da superficie livre no final de cada modulo fosse transmitida para o
inicio do seguinte ampliando-se desta forma o comprimento do canal sem se
perder qualidade na solucdo apresentada pelo Método dos Elementos de
Contorno devido as singularidades.

e A incorporacdo de um fator de perda de energia no fim do canal com o objetivo
de se representar a dissipacdo da energia da onda causada pela existéncia de uma
praia.

e Calibrar diferentes coeficientes de perda de carga devido ao atrito causado entre
0 escoamento da dgua e o material que compdem os leitos e paredes de canais

naturais.
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