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Este trabalho apresenta a implementacdo em paralelo do método dos
elementos finitos aplicado na resolucdo de sistemas nao-lineares nao-simétricos
obtidos a partir da discretizagcdo das equacBes que governam O comportamento
hidrodindmico do escoamento em aguas rasas. Na determinacdo da solucdo destes
sistemas nao-lineares foi utilizado o método iterativo GMRES que além de ser
amplamente empregado em problemas de dinamica dos fluidos apresenta boa
estabilidade e convergéncia.

Estruturas de dados baseadas em elemento e em aresta foram usadas para o
armazenamento das matrizes, otimizando o uso da memoéria e o desempenho do
método iterativo GMRES. O METIS, um software de dominio publico, através de seus
dois métodos (Dual ou Nodal), foi utilizado no particionamento das malhas. Resultados
comparativos entre ambas as estruturas de dados e entre os dois métodos de
particionamento sao apresentados através dos exemplos numéricos.

A implementacéo paralela foi projetada para clusters de PCs gerenciados por

um pacote de comunicagédo utilizando o padrdo MPI.
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This work presents a parallel implementation of the finite element method
applied to the solution of non-linear and non-symmetric systems, arising from the
discretization of the equations that govern the hydrodynamic behavior of shallow water
flow. For the determination of these non-linear systems, The GMRES iterative method
was used. This method is largely used in hydrodynamics problems, since it presents
good stability and convergence.

Element-based as well as edge-based data structures were used for the
storage of matrices in order to optimize the usage of memory and performance
appearing in the GMRES iterative solver. METIS, a freeware software, which carries
two different methods (Dual or Nodal) for meshes partitioning was also used.
Comparative results between both data structures and both partitioning methods are
presented through numerical examples.

The parallel implementation was designed for PC's clusters running a

communication package using the MPI library.
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1. INTRODUCAO

O comportamento hidrodinamico verificado em regides costeiras, estuarios, baias, rios,
canais ou mesmo em lagoas abertas para o mar, sofre influéncia do vento e/ou do
efeito da maré. A predicdo das correntes nestas regides, devido ao ciclo de elevacdo
da maré, é de vital importancia a navegacdo. Outro aspecto fundamental desta
predicdo esta relacionado ao meio ambiente. Trata-se da determinacao da dispersao
de contaminantes, que infelizmente ainda vem ocorrendo em diversas areas. O
transporte de sedimentos associado a este tipo de escoamento também é outra area
de interesse a ser investigada.

E cada vez maior o interesse pela formulacdo computacional representativa dos
fendbmenos relacionados ao escoamento com essas caracteristicas. Nessa categoria,
estdo classificados os fenbmenos onde o0 escoamento ocorre em uma camada de
agua considerada rasa. De forma simplificada podemos dizer que o escoamento em
aguas rasas pode ser definido como sendo aguele que ocorre quando a escala
horizontal é muito maior que a sua escala vertical (profundidade). Considerando, que
na maioria dos casos, 0 escoamento seja realizado através de finas camadas,
podemos dizer que a velocidade vertical apresenta uma magnitude bastante inferior a
das velocidades horizontais, e que em certos casos pode ser considerada
praticamente desprezivel. Sendo assim, os problemas dessa natureza podem ser
razoavelmente aproximados em duas dimensdes e as correspondentes equagdes que
modelam o seu comportamento podem ser obtidas a partir das equacdes de Navier-
Stokes [1] na sua forma isotérmica totalmente incompressivel.

Por varios anos o método de diferencas finitas foi usado na resolucao de fendémenos
modelados através das equacdes de aguas rasas. Porém, com o aumento do poder
computacional nos Ultimos anos, uma série de problemas tém migrado para a
utilizacdo do método dos elementos finitos (MEF). Embora seja computacionalmente
mais complexo, o MEF é reconhecido como tendo algumas vantagens sobre a
abordagem utilizando diferencas finitas. Uma de suas principais caracteristicas é a
sblida base matematica empregada na sua formulacdo. Outra caracteristica
importante, devido afacilidade em lidar com malhas néo estruturadas, é a capacidade
do método em tratar os contornos, fronteiras irregulares, “ilhas” e obstru¢fes, de uma
maneira mais natural. A discretizagdo das equagdes de aguas rasas utilizando o MEF
conduz a um sistema ndo-linear ndo-simétrico de equacdes diferenciais parciais
hiperbodlicas que caracterizam a elevacdo da superficie livre e a velocidade média ao

longo da profundidade.



Uma das grandes dificuldades na resolucdo numérica deste tipo de problema esta
associada ao carater convectivo dominante [1] destas equacdes, que ndo sdo capazes
de evitar oscila¢des espurias. Uma maneira encontrada para resolver este problema é
através da utilizacdo de métodos estabilizados [2, 3, 4, 5, 6] acoplados ao MEF. Neste
trabalho foi adotada esta metodologia utilizando a formulacdo variacional semi-discreta
estabilizada do MEF. Esta formulagdo, semi-discreta, considera que apenas as
variaveis espaciais sado aproximadas por elementos finitos, enquanto que as variaveis
temporais sdo aproximadas por operadores de diferencas finitas. Para a estabilizacéo,
foram introduzidos dois termos: SUPG (Steamline Upwind Petrov-Galerkin) e CAU
(Consistent Approximate Upwind). O primeiro deles, SUPG [6], introduz a quantidade
de difusdo necesséria para eliminar as oscilacées espurias e o segundo, CAU [2], atua
nas regides de mais alto gradiente minimizando eventuais flutuagdes.

Solucdes transientes podem ser obtidas a partir de um algoritmo preditor multi-corretor
marchante no tempo, o que significa dizer que uma sequéncia de sistemas lineares
deve ser resolvida. Para a resolucdo destes sistemas foi adotado o método iterativo
GMRES (Generalized Minimum Residual) [7], desenvolvido para sistemas nao-
simétricos, acoplado a um precondicionador diagonal. Estruturas de dados baseadas
em elemento e em aresta [8] foram utilizadas no produto matriz-vetor implementado no
método iterativo.

Este trabalho possui como um dos principais objetivos a implementacdo de um
algoritmo que permita a reducéo no tempo de simulagdo através da paralelizagédo das
rotinas de célculo. Para tanto, toda a implementacdo matricial, tanto na sua montagem
como em suas atualizagfes, além do produto matriz-vetor utilizado no método iterativo
foi realizada de forma paralela. O produto escalar necessario na determinagdo do
residuo, e que é utilizado como condicdo de parada do loop nao-linear, também foi
paralelizado.

Para a representacdo dos resultados foram feitas simulagbes do comportamento da
maré na entrada da Lagoa de Araruama, Brasil, a partir de trés malhas né&o
estruturadas [9] obtidas através de sucessivos refinamentos. Estas malhas foram
particionadas utilizando-se o software METIS [10], de dominio publico, o qual disp6e
de dois métodos distintos para o seu particionamento (Dual ou Nodal). Resultados
comparativos foram feitos entre ambas as estruturas de dados e entre os dois
métodos de particionamento, evidenciando o desempenho de cada uma destas
abordagens através da medida do seu ganho. Toda a simulacdo foi executada em
clusters de PC’s onde a biblioteca de comunicagéo instalada utilizou o padrdo MPI
[11].



2. MODELO MATEMATICO

A modelagem utilizada na descricdo das equacdes de aguas rasas em duas
dimens@es, também denominada de modelagem baseada na média vertical (modelo
2DH), é obtida a partir da integracao vertical das equacdes tridimensionais de Navier-
Stokes para escoamentos incompressiveis com condi¢des de contorno, de fundo e de
superficie, incluidas. A principal limitagdo da modelagem 2DH € que ela nao considera
os efeitos da variacdo da velocidade e densidade na direcdo vertical. Contudo, o
modelo 2DH pode ser adequado, uma vez que 0 escoamento da camada
compreendida entre o fundo e a superficie livre comporta-se de forma homogénea,
com suas velocidades horizontais sendo predominantes. Assim sendo, 0 escoamento

pode ser razoavelmente aproximado em duas dimensoes.
2.1 EQUAGCOES DE AGUAS RASAS EM TRES DIMENSOES

O escoamento isotérmico incompressivel em trés dimensbes é governado pelas

seguintes equacdes de Navier-Stokes [1]

M, T 2P 1aqt'1—+fL5 =0 (1)
fit ‘Hx r‘ﬂx1 X g
T, | ﬂ L17p 1o4t,0 o _

fu =0 2
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e pela equacao da continuidade

Tu,
—=0 4
e (4)

onde r(x) é a massa especifica do fluido, u (x,t) sdo as componentes da
velocidade, p(x,t) é a pressédo, g € a aceleracédo da gravidade, f é o fator de Coriolis,

tj séo as tensBes cisalhantes, X=(X;,X,,X;) & 0 vetor posicdo e t & o tempo. As



equacdes (1-3) representam a conservacao da quantidade de movimento ou equilibrio
dindmico. A equacéo (4) representa a conservacdo da massa do sistema e € também
a condig&o de incompressibilidade.

As tensdes podem ser eliminadas das equac¢fes de equilibrio utilizando a relagéo

constitutiva

A,  Tu; 0
t, =Nt 4+ = 5
' ngﬂxi > & ©)

onde mé a viscosidade dinamica do fluido. Desta forma, temos um sistema de quatro
equagoes e quatro incognitas: u,,u,,U, p.
Em escoamentos de aguas rasas (quase horizontal), o parametro horizontal L deve

ser maior que o parametro vertical H. Conforme Ribeiro et al [12], para que um

escoamento seja considerado quase horizontal, a seguinte relacéo deve ser satisfeita:

H 1
T = 6
L 20 ©)

Esta hipétese mostra que somente ondas longas, isto é, ondas onde o comprimento é
maior que a altura, sdo levadas em consideragdo. Nesta situacdo, as aceleragfes e

tensbes verticais podem ser desprezadas, reduzindo a equagdo da quantidade de

movimento na dire¢éo de X, a

e _
=-r 7
1, g ()

Integrando esta equacao na direcdo vertical temos

h
TP g

h
X, = - ¢y 9dx, (8)
X3 X3

Seja (X,,%,)T WI A? definido com sendo os pontos no plano horizontal X, =0

representando a superficie ndo perturbada e seja xsi [ h,h] 0 ponto na direcdo

vertical onde h(x;,X,) representa a profundidade e h(x;,X,,t) a elevacdo da



superficie, ambas medidas a partir da superficie ndo perturbada (Figura 1). O dominio

de interesse é a camada de largura H =h+h confinada entre a superficie livre,
descrito pela fungéo X; =h(x,,X,,t) e o fundo, dado pela fungdo X, =-h(x;,X,).

Assumindo que a massa especifica ndo varia na direcéo de X, podemos escrever que

P(X,t) = p(x, X, h,t) +rg(h- x;) 9)

onde p(Xx;,X,,h,t) é a pressdo atmosférica. Esta Ultima equagéo € a expressao para a

pressao hidrostatica, somente valida para os escoamentos quase horizontais. Se a

pressao atmosférica e a massa especifica sdo constantes, entdo temos que

E = ﬂ i =
x rg x (i=12) (10)

Aplicando estes resultados, as equagOes de equilibrio nas dire¢cbes de X, e X, séo

reduzidas a
112% ﬂ(uuﬂ) 11112 rﬂ;ﬂg fi, =0 (11)
1:1% Yy gﬂ>2 ré&g (12)
H=h+h
X3

Superficie ndo perturbada

Figura 1. Profundidade (h), elevacéo (h) e superficie ndo perturbada.



Estas duas equacdes, juntas com a equacao da continuidade, formam um sistema de
trés equagOes e quatro incognitas (u,,u,,u,,h). Assim, outra equagéo € necessaria

para resolver este sistema. A equacédo adicional é obtida a partir da integracao vertical

da equacédo da continuidade:

h h h
\ ﬂul \ﬂuz \ ﬂug

O, " O, 7 O, 77O “

Aplicando a regra de Leibnitz,

b b
Y 1% aar- Fih o Fag T
( SF(r,s)dr = ﬂsgz(r,s)dr F(b,s) s +F(a,s) s

& duas primeiras integrais em (13), as seguintes relagfes sdo obtidas:

h h
\ﬂul ﬂ \ ﬂh ﬂh

dx, =—cy, dx, - u,(h)—- u,(- h)— (14)
Opy, & 7 O™ B g 7 B Vg
h h
\ﬂuz —_ ﬂ N\,

dx, =— - u,(h h)— 15
Op, &% ﬂXz_ch}J () u, (- ) (15)

Como as velocidades devem ser zero no fundo, temos que

h
o, 'ﬂ . Th

= 0% - u(h) (16)
.% fx, O T Vg
Az e =T &y, a6 - () T a7)
Oy, @ ?‘ "V,

A integracao do terceiro termo de (13) leva a

h
ﬂi—?’dxg =u,(h) - uy(- h) = uy(h) (18)
-h 3



Somando-se estes resultados, a equacao da continuidade apés a integracao vertical é

dada por
al 5 dx, +l 5 dx; - u (h)ﬂ—h- u (h)ﬂ—h+u (hy=0 (19)
™2 X, D S "R "

Identificando na equacao anterior a velocidade vertical na superficie livre como sendo

dh 9h qh Th
hy=—=— h)— h)— 20
u3( ) dt ﬂt +u1( )ﬂx1 +u2( )1.[)(2 ( )

a quarta equacao necessaria para completar o sistema € obtida:

h h n
1111_t+%041dx3+ﬂ%012dxs=o (21)
-h 2 -h

Resumindo, o modelo de aguas rasas em trés dimensdes é representado por duas
equacdes da quantidade de movimento (11, 12), a equagéo da continuidade (4) e a

equacao representativa da superficie livre (21), que devem ser resolvidas para as
incognitas u,,h. Comparando com o modelo tridimensional completo, notamos que se
0 escoamento for considerado quase horizontal, a pressédo p pode ser substituida pela

elevacdo h, e ao invés da equacgdo da quantidade de movimento na direcéo de X,

teremos a equacao representativa da superficie livre.
2.2 MODELO BASEADO NA MEDIA VERTICAL (MODELO 2DH)

O modelo 2DH é obtido pela integracdo vertical das equac¢des da quantidade de
movimento (11, 12), e da equacao da continuidade (4). Também deve ser considerado
gue a coluna de agua é homogénea (bem misturada), isto &, existe pouca ou nenhuma

estratificacdo. Podemos entdo definir as componentes horizontais da velocidade

baseada na média vertical U, (i =1,2) como sendo

1
Ui(xvxzat):ﬁ O (%, 1) dxg (22)
-h



de tal forma que
U (%, 1) =U; (%, %, t) +ulx;, 1) (23)

Nas equacdes acima, ud corresponde ao desvio das velocidades médias U, (Figura

2) e a seguinte relac@o deve ser satisfeita:

h

O, t)dx, =0 (24)
-h

Ui

Figura 2. Velocidade Média Vertical.

No modelo 2DH as condi¢des de contorno do fundo e da superficie livre devem ser
levadas em consideracdo. Portanto, as seguintes definicbes devem ser observadas:

A superficie livre pode ser descrita por
S(Xys %, X5, t) = X5 - h(X;, %,,t) =0 (25)

€ a sua normal externa como

nS:(nf’,nzs,nf):g—;; NS:g-—-—,l; (26)

Similarmente, para o fundo podemos escrever que

B(X,, X5, %5) = X3 + (X, %,) =0 (27)
NB co_&h fh 0

n® =(n® nd nB)l=——: NB=¢——, —, 11 28

(h2.n2,n?) o o (28)



Na superficie livre, as forgas atmosféricas por unidade de area (por exemplo, as forgas

do vento) e as tensdes do fluido devem estar em equilibrio:

tllr.l].S +i 21r]2S +t 31n3S = tlS (29)

tlanS+t22n28+t32n3S :tg (30)

e como mencionado anteriormente, a velocidade vertical é igual a

Uy (h) = %‘ + ul(h)% +U, (h).[?—)z (31)
No fundo temos que

u(-h)=0 (=1273 (32)
e o equilibrio de tens@es resulta que

t,ne +t,n, +tyng =t7 (33)

LN +t,nd +t,nd =t> (34)

Procedendo com a integracdo vertical da equacdo da quantidade de movimento (11)

na direcéo de X, e integrando o primeiro termo temos

h h
\ﬂul T[ N\, ﬂh ﬂh

dx, =—cy, dx; - u,(h)—- u,(- h)— 35
_(h,ﬂt 3 ﬂt_ch}ll 5 - Uy ( )ﬂt ) ( )ﬂt (35)
Levando-se em consideracdo a relacdo (22) e as condi¢cdes de contorno (32), a

expressédo acima leva a

h
U | fih
=(HU,) - u,(h)—
Og dx; ‘Ht( U,)-u( )‘”t (36)



A integracdo dos termos convectivos conduz a

1 ) fh Th
u U, dx— U, dx, - u (h)u(h)—- u (- h)u,(- h)— 37
_%( ) (hy X, - Uy () ().”X1 (- h)uy( )‘Hx1 (37)

h\ h\ h h
q% (U, i, = ﬂixz_chyzul dx - uz(h)ul(h)%T—xz- Uy (- ) Uy (- h)‘IT_xz (38)

1(“ ) o, =u,(h) () - Uy (- )y (- ) (39)
-h

Usando as equacdes (22-24) e as condi¢cdes de contorno (32) chegamos a

h

o%(uul)olxg—ﬂ (Huu1)+ﬂ oll‘tl‘blx u(h)ul(h)% (40)
-h

" Th
W(uu)dx—ﬂ (HUD) +o - ojgumx HOMOR (41)
-h 2 2

=

(uuy) dx; =u,(h)u,(h) (42)
-h X3

A integracao das tensdes viscosas resulta em

h
Tty Th Th

ax, = — d h)y—-t.,(-h)— 43
% X3 ﬂxldll X -ty ( )ﬂxl u( )ﬂX1 (43)
"It 7" 1h
A2 d AN dX, - t.. (h - h
(h)ﬂx X3 ﬂxz g %=ty (h)— ™, t,(- ) X, (44)
h it
(\)idxs :t31(h) - tsl(' h) (45)
-n 1143

Para os termos restantes podemos escrever que

10



fih fh H fh
dx, =gH — =gH —- gH — 46
(}J‘"X1 =9 % =g % g % (46)
h
ofu,dx, =fHU, (47)
-h

Somando e rearranjando todos os termos integrados temos que

H
—HU #o (HUU)+ o - (HUU) +gH o=
(HU,) ( D T (HUU +g x

2

2

ul(h>gﬁ+ul(h)— +u2(h)—- us,(h)g+

q h 8 Th (48)
_éﬂ dtll ru¢"©dx3+ﬂx2_(hi 1-fU9119dxsg+gHﬂ+fHU2+
0 lee h 0
'?gtﬂ(h)ﬂ *tm(h) -tsl(h>- R +t21(-h)1?—xz+t31(-h)g

Inserindo as condi¢Bes de contorno da superficie livre e do fundo chegamos a

H
—HU+ HUU,) +—— (HUU,) + gH - =
(HU,) ( ) 'ﬂz( )+g x
q" 0
_é'ﬂ dtu ru@ﬂ)dx3+ﬂx Jt - rugufax, T+ (49)
2 -h o
fih

H =+ fHU, + = (t$NS - tENB
GH I+ U, + 2 3RS - g

Fazendo da mesma forma para a equagdo da quantidade de movimento (12) na

direcédo de X,, as seguintes equacdes séo obtidas:

T
HU,)+— (HUU,) +— (HU,U,) + gH " =
( 2) % L 2) 'ﬂz( 2)*9 =,
dt - rugig)dx, + L )d % 0
_é'ﬂ - rudig)dx, 'ﬂz(hi 5 - T ugug xg,f;j (50)

gH 1?7“ fHU, += (S|NS| IV

2
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As tensdes no fundo tiB podem ser modeladas por
t7INB|=r qu, (51)
onde gé o coeficiente de friccdo. Este coeficiente é expresso pela formula de Chézy

1/2
_ g(UfgzUzz) (52)

onde C é o coeficiente de Chézy.
As componentes horizontais das tensfes cisalhantes do vento t." podem ser

modeladas por
t! =t’Ng=r,Cpu? (53)

onde r , é a massa especifica do ar, C, é o coeficiente de arraste do vento e u’ séo

as componentes horizontais da velocidade do vento medidas num ponto 10 metros
acima da superficie livre da agua [12].
Levando-se em conta a turbuléncia, o modelo utiliza-se de um incremento no termo de

difuséo horizontal das equacdes da quantidade de movimento, o que é feito através do
conceito de viscosidade turbulenta n,. Esse parametro, por sua vez, € estimado
levando-se em conta as caracteristicas do escoamento, por exemplo, através do

conceito de comprimento de mistura [13]. Sendo assim as equag¢fes da quantidade de

movimento podem ser reescritas como

—(HU1)+—(HU U,)+gH 1111H
. (54)
R TR TR T
é‘ﬂx ™ o5 T r
1 1 H
L (HU,) + " (HUU,) + gH 1 =
i 2)+ﬂ,( Vo) voH 1
121 ae 2__ vgn 0 Th " e (55)
éﬂxl H % ™ 1 277
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onde n, € a viscosidade turbulenta.

A equacéo da continuidade, apés a integracédo vertical, ja determinada anteriormente e
repetida aqui:

h h
\ﬂui :ﬂh ﬂ —
0'”7dx3 it (hyldx +— 012 dx, =0 (56)

-h %

Usando a expresséao (22) e assumindo que o fundo ndo muda com o tempo, o que é

equivalente a dizer que

m o m (57)
m 9t
e a equacdao (56) pode ser reescrita como
H
+— HU,) = 58
it x (HU,) = (58)

Finalmente, o modelo 2DH pode ser escrito na forma de trés equacdes e trés
incognitas (HU,,HU,,H):

1H
—(HU) +—(HUU,) +gH — =
( ) ™ T Huu)+g ™
T o (59)
= t 2. H-——+ fHU, +-L
é‘ﬂx '"Xm 9 x, S
H
—(H —(H H-—=
e u2)+ﬂ (HUU,) +gH -
T e (60)
= ntH 2—-+ H—- fHU, - +-—=%
§ﬂx il U, +
H
~—+_—(HU,)=0
‘ﬂt+‘ﬂxi( )= (61)
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2.2.1 FORMA DIVERGENTE DAS EQUACOES DE AGUAS RASAS
As equagles (59-61) podem ser escritas de forma mais compacta como

U,+F, =F (62)

onde UTZ[HU1 HU, H] denota o vetor das variaveis conservativas,

F. (i =1 2) s&o os fluxos hidraulicos:

|:1T:‘?Huf+1gH2 HUU, HU,. (63)
& 2 H
F2T=§HU1U2 HU22+%gH2 HU2§ (64)

a virgula inferior representa a diferenciacdo parcial e F é o termo fonte
correspondendo aos termos do lado direito das equagbes (59-61). O sistema (62) &
escrito na chamada forma divergente ou forma conservativa e representa um sistema

de equacgdes parabolicas incompletas. Por outro lado, a equacao reduzida
U,+F; =0 (65)

representa um sistema de equacdes hiperbdlicas para o qual o termo convectivo é

expresso na forma divergente.
2.2.2 FORMA ADVECTIVA DAS EQUACOES DE AGUAS RASAS

Alternativamente a forma divergente (62), as equacdes de aguas rasas podem ser
escritas na forma advectiva se a regra da cadeia for aplicada. Das defini¢cdes de fluxos

hidraulicos (63, 64) temos que

F U _

F.(U)= U x

AU, (66)
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U

onde U,, =—— e A, sdo as matrizes jacobianas de fluxo:
€U, 0 gH-UZu a, U uu, u
é 1] A {
A =gu, U, -UU, g A,=g0 24, gH-UZ4 (67)
&1 O 0 go 1 0 ¢

Usando estas definicdes, a equacgéo (62) pode ser escrita na forma matricial como

U,+A U, =F (68)

Outra maneira de representar a equacao acima €

U,+A NU=F (69)
com
- eu,,u - ~
U,t:%’; AT=[A, Al; NU=g "y ARU=ATRU  (70)
eYi2U

A notacdo do produto escalar A NU ¢é usada para representar o produto matricial em
analogia a equacdo de transporte escalar. Este termo funciona como um termo
advectivo generalizado. Como as matrizes A, séo ndo-simétricas, a equacao (69)
representa um sistema n&o-simétrico parabdlico incompleto, escrito em func¢do das
variaveis (HU,, HU,, H).

Qualquer mudanca de variaveis U® V pode ser obtida através das seguintes

relacdes:
U’t:%%:AOV’t (71)
= :%%%:Amv,i (72)

Substituindo estes resultados na equacgéo (68) chegamos a
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AV, +AV, =F (73)
onde ,&i =A,A,. Pré-multiplicando por Abl obtemos o seguinte sistema

V,+AV, =F (74)
com A, =A'A A, e F=A;'F.Noteque A;" =V,,.

Por exemplo, a forma advectiva é freqiientemente descrita em funcao das variaveis

primitivas V = (Ul, u,, H). Neste caso temos que

éH 0 U, d/H 0 -U/HU
A, =g0 H U5 Al=50 1UH -U,/Hj (75)
B0 0 1§ B0 O 1 g
&, 0 gu &, 0 O0u
A, =80 U, o”, A,=g0 U, gy (76)
BH 0 Ulg B0 H U,H
é e 33 ooU
ag M 4 qy,- dy, +- 2 t1+— g _:u
e Tx H rH rH gfx u
é U
€ 1 1 L@ o
f:ggﬂ_- fU, - Su ATRE _Hgﬂ g £°9U (77)
r r
g e . “7%”
é a
8 0 u
e u
e b

2.2.3 FORMAS SIMETRICAS DAS EQUACOES DE AGUAS RASAS

As formas simétricas sdo bastante desejadas. Primeiro porque possuem propriedades
de estabilidade [14, 15] caso sejam derivadas do ponto de vista da entropia e segundo
porque 0os métodos estabilizados, por exemplo, o0 método Streamline Upwind Petrov-

Galerkin (SUPG), podem ser aplicados apds a devida transformagéo de variaveis [16].
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2.2.3.1 VARIAVEIS DE ENTROPIA

As formas simétricas dos sistemas hiperbolicos podem ser construidas uma vez que a
correspondente funcdo de entropia para os sistemas hiperbdlicos nao-simétricos
originais tenha sido derivada. Para as equacdes de aguas rasas [16, 17, 18], a funcao

de entropia U (U) pode ser definida como
_ H 2 2 2
U (U)—?(c +U2+U2) (78)

onde c=.,/gH representa a velocidade de propagacao da onda gravitacional. Nesta
situacdo, a mudanca do vetor U das variaveis conservativas para as chamadas

variaveis de entropia é dada por V' (U)=U ,;:

szng u, g%z-%(ufw;)% (79)

A matriz Hessiana U,,, possui a propriedade de ser positiva definida,

consequentemente a transformacao de coordenadas é bem definida. Isto nos permite

escrever que

e 1 0 ST
u ,UU:A;:V,U:ﬁg 0 1 SUSE (80)
BU,  -U, (C°+U+UDH
®2+U12 UlUZ Ull;I
(U ’uu)_l:Ao:U’VZEguluz c*+U; Uzg (81)
e u, U, 1l

O sistema pode ser simetrizado se U for uma funcdo convexa e os correspondentes

fluxos entrépicos s, (i =1, 2) existirem e satisfizerem a relagao:

&:VTA‘

U i (82)
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Para a funcéo de entropia definida em (78) os fluxos entropicos sédo

s, =HU &2+ LUz +u2)? (83)
e 2 @
Com as definicbes acima, obtemos o seguinte sistema:
AN, +AV, =F (84)
onde
1§U1(302+Uf) U,(c®+U;) c*+U/0
A ==gU,(+U2) U(+UZ) U, § (85)
Je 24Uz uu, u, 4
1€U2(CZ+U12) U,(c®+U;) UU, U
A, == (CP+U2) U, (@2 +U2) c*+UZy (86)
J¢ uy, c2 +U2 u, &

2.2.3.2 VARIAVEIS DE VELOCIDADE

Outra forma simétrica advectiva pode ser obtida utilizando variaveis de velocidade [3,
4, 5]. Definamos a mudanca de variaveis U® V :(Ul, u,, q), onde q=2c. Para
esta mudanca de variaveis podemos escrever que

0

él/c - U, /cu

cC C

Qo
BOPE
o o O
H N
EZ\C_\_C\C;

N
o
-
-
o

Qo
D> D> D> D~
o
C

N
o
(e

-

(@]
o

A=V, =%§o Ve -U,lcd@n

18

g0 0 1 §

c’+UZu
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U1U2 U

U, §
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é cU, cU, uu, u
A,=A,A,=—g 0 20U, c*+UZ (89)
g=x 7
& O c U, H
$, 0 ci &, 0 00
A, =20 U, 0 A,=g0 U, cyg (90)
gc 0 Up 80 ¢ U,

Portanto, as equacdes de &guas rasas escritas em funcdo de variaveis de

velocidade/celeridade sdo dadas por

V.,

com

7|

+A,

V.,

‘IT

Th

g__

Tix,

-F

oot U U

fU-gU+
H

1
rH

1

rH

sy LB
g rHé‘ﬂxl

Ll
tz rHé‘ﬂx,g

b U, 90

CC

ﬂx.gg

(91)

(92)

@ D> D> D> D> D>(D> D> (D> (D> CD> (¢}

'L‘%
OOV Cgll C

Por conveniéncia, seréo usadas as notaces U=V, A=A, F =F e desta forma as
equacdes de aguas rasas serdo reescritas em fungdo das varidveis de velocidade

como

(93)
Os termos viscosos incluidos em F podem ser escritos sob a forma do operador de

difusdo N.(KNU) e tratados implicitamente do lado esquerdo das equacdes. Isto pode

ser feito escrevendo os termos viscosos como
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® U 60 < N 3 (i 19
Tl B g B o e 2 o

Assumindo que as quantidades %NH.(nNUi) sdo pequenas comparadas aos

termos convectivos, a equacéo (93) toma a forma
U, +A.NU - N.(KNU)=F (95)

onde K é a matriz de difusividade do sistema

K & 0 oy

_e"n 12U, _4 Né u

K= a g K” —dij — & 1 Oﬂ (96)
eK21 Kzzu r @ 0 Oé

sendo que d; denota o delta de Kronecker, isto €, d; =1 para i = j e d; =0 para os

outros casos.

Os termos fonte s&o agora dados por

é Th 1 . .u
Ot fU,- Ju,+—td
é u
e u
Fzggﬂ—h' fUl'gU2+it§ljl (97)
& 1x, H 2 rH 20
: G
e u
¢ 0 i
& a
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3. FORMULACAO SEMI-DISCRETA ESTABILIZADA DO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

A formulacdo de elementos finitos mais frequentemente utilizada é a versdo semi-
discreta. De fato, este € o método onde somente as variaveis espaciais sao tratadas
por aproximacOes de elementos finitos, enquanto que as variaveis temporais séo
aproximadas por operadores de diferengas finitas. Para problemas auto-adjuntos o
método de Galerkin apresenta a melhor aproximacdo. No entanto, na presenca de
termos convectivos o método ndo é capaz de evitar oscilagcdes espurias. Em outras
palavras, falta estabilidade para o método de Galerkin. O método Streamline Upwind
Petrov-Galerkin (SUPG), proposto em [6] apresenta uma excelente melhora sobre a
formulacdo pura de Galerkin. E uma maneira consistente e eficiente de introduzir a
guantidade necesséria de difusédo, requerida para eliminar as oscilagbes espurias.
Este método foi inicialmente desenvolvido para as equacdes escalares de convecgao-
difusdo. Posteriormente foi generalizado para sistemas multi-dimensionais [19]. O
operador adicionado no método SUPG controla as derivadas ao longo das linhas de
corrente, proporcionando boas propriedades de estabilidade e precisdo além de
melhorar a convergéncia sobre o método puro de Galerkin. Contudo, na vizinhanca de
regides com elevados gradientes, a solucdo aproximada pode apresentar flutuacoes.
Faz-se necessario um operador extra, atuando nas regides de mais alto gradiente.
Este operador deve ser proporcional ao residuo e desaparecer nas regiées onde a
solucéo é suave. O método proposto em [2], Consistent Approximate Upwind (CAU), é
um destes operadores de captura de choque ou captura de descontinuidade.

Considere o dominio bidimensional W com fronteira G (Figura 3) e o intervalo de
tempo [O,T]T A" . Conforme visto, o0 modelo 2DH de aguas rasas, escrito em termos

das variaveis de velocidade e celeridade é dado pelas seguintes equacdes:
U, +ARNU- N.(KNU) =F em W [0,T] (98)

onde A.NU funciona como um termo de conveccdo generalizado e N.(KNU)
funciona como um operador de difusédo generalizado.

Na formulacdo semi-discreta o dominio espacial é particionado em nel elementos W

de tal forma que

nel . )
W=UW,; W NW =/ parail j (99)

e=1
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X1
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Figura 3. Dominio bidimensional.

Os subespacos de elementos finitos sédo dados por

A

Lo (0 5. 0n 7 . | = bl
Uhe f0n On (co(wif; 0| T (P (we)f; O =0y (100)

G

unetun Ut (oW Ut T (PH(w)f; U“|G=gg (101)

We

onde UAr'] € 0 subespaco das fungbes de peso e U : € 0 subespaco das funcdes
admissiveis, ambos considerados no tempo t =t . P¥ representa os polinémios de
grau menor ou igual a k, C° representa o conjunto de funcdes cuja 1* derivada é
continua e g sé@o as condi¢des de contorno prescritas.

O método de Galerkin consiste em que para um dado Uh(to) e para cada

A N

h

t=t, n=12, ... seja encontrado U"T U tal que para todo U"T U a seguinte
equacdao variacional seja satisfeita:

oR-U"dw =0 (102)

W
onde R é o residuo associado com a soluc&o aproximada U":

R(U") =U,’+AU") NU" - N.(KNU") - F(U") (103)

22



Conforme mencionado previamente, para problemas dominados pela conveccao, o
método puro de Galerkin apresenta oscilagfes espurias devido afalta de estabilidade
da correspondente formulagcdo variacional. A seguir sdo apresentadas algumas
técnicas de estabilizacdo da formulagcdo semi-discreta de Galerkin.

O problema das oscila¢des espurias pode ser contornado utilizando a formulagéo de
elementos finitos estabilizada SUPG. Este procedimento de estabilizagdo pode ser

obtido adicionando aformulacgéo pura de Galerkin o seguinte termo definido como:

o]

Tars =& (‘j?.(AA.NO“)dW (104)
e=1We

onde O é uma matriz (3 x 3) simétrica positiva. Esta matriz controla a quantidade
necessaria de difusdo a ser adicionada ao sistema. Este é o ponto chave para o

sucesso do método SUPG. Usando a definicdo encontrada em [20] temos que

1/2

B RLYNN LRI LI YR (105)
@ﬂx T gﬂxk T %, 7%, g s

<

onde x(i=12) refere-se & coordenadas globais, X, (i=12) refere-se &

coordenadas locais de W, A, sdo as matrizes Jacobianas de fluxo e K, s&o as

matrizes difusivas. Como pode ser visto pela equagéo (104) o operador SUPG atua
sobre linhas de corrente generalizadas.

Para solucdes descontinuas (choques) de problemas hiperbdlicos, ou mesmo para
solucdes aplicadas & fortes camadas limites, relacionadas a problemas parabdlicos
incompletos altamente dominados pela conveccdo, € necessario um termo adicional
de estabilizacdo caso se queira uma precisao maior na aproximagdo numérica. No
contexto dos métodos variacionais consistentes de residuos ponderados de Petrov-
Galerkin, isto pode ser obtido através da utilizagdo do método CAU. Para este método,

um termo de captura de choque é adicionado ao método SUPG.

Teau a OR (t.(A- A) RNg" )dw (106)
e=1ye

onde t_ é uma matriz (3 x 3) simétrica positiva.
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Na implementacdo do método CAU, a matriz auxiliar A(Uh) € construida de tal forma

que

(A- A)RO" =R U"%2® U0 A%I4® A (107)

Esta construcdo garante que sempre o termo quadratico positivo dos residuos
ponderados seja adicionado &forma variacional, visto que para U" =U" temos que

nel

[« ~~T

Tow =[R]; = a R t R dw (108)
=1y

As definicGes para t, e para as matrizes (A - A) séo deduzidas para as equages de

Euler e Navier-Stokes em [21] e de forma semelhante nos conduz, no presente caso, a
forma reduzida

nel ~
Tew =@ FNU"NU"dw (109)
e=lWe
onde
i ® ~ A O
R h . h\T = -
| manO, ~| |h _ (U’t +A~NU2) OR L,ose NUh 10
| g N,V KU :
=1 (110)
I o
i 0 , seNU"=0
t

~

Na expressdo acima, N, representa o gradiente generalizado escrito em variaveis

locais:

Y h élJt:ﬁ';I
N, U :gUh a (111)

e O é a matriz definida na equacéo (105).
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3.1 ASPECTOS COMPUTACIONAIS DA APROXIMACAO SEMI-DISCRETA

Na versdo da formulagdo semi-discreta, 0s subespacos de elementos finitos

dependem somente das variaveis espaciais. Dessa forma, para um dado tempo t =t_,

as funcdes de aproximacao sédo dadas por

nnode

ut)=ai;(x.x)ul, (112)
j=1

~ nrg)de_ “

Ut,) = a i (x.x)U?, (113)

i=1

onde U s8o as incognitas de U"(t,) para o né j, U, sdo os valores nodais de

J.n
U“(tn) e | ; € afuncdo de interpolagédo para o né j. O indice subscrito n refere-se ao

tempo t =t e nnode representa o nimero total de nés.

Substituindo as aproximagdes (112 e 113) na formulagéo variacional (102), o seguinte

sistema de equac0es diferenciais ordinérias é obtido:
MU, +KU_ =F (114)

onde U, é o vetor dos valores nodais de U"(t,), U, representa a derivada temporal

h I
0
il = eM,K, Fséoiguais a
it A=
M=MS®+MPe (Matriz de massa) (115)
K =K®+KP+K?P° (Matriz derigidez) (116)
F=FC+FP (Vetor de forgas) (117)

Os indices sobrescritos G, PG, DC, referem-se & parcelas provenientes dos termos
de Galerkin, Petrov-Galerkin e CAU respectivamente. Observe que, enquanto todo o
sistema € afetado pelas fun¢bes ponderadas SUPG, o operador de captura de

descontinuidade atua somente sobre a matriz K.
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As derivadas no tempo podem ser aproximadas pelo método das diferencas finitas

utilizando uma regra trapezoidal:

U.=U+dxu,, (118)

U,..=C-a)u,+au,,, (119)

O parametro a controla a precisédo e estabilidade do método. A Tabela 1 mostra que

dependendo do valor de a, os seguintes métodos séo obtidos:

Tabela 1. Métodos disponiveis.

a Método

0 Euler Forward
7 Crank Nicolson
1 Euler Backward

Para a = 0, o método é considerado explicito, caso contrario o método é implicito.

3.2 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES NAO-LINEARES

O sistema de equacgbes (114) pode ser resolvido utilizando o algoritmo preditor multi-
corretor, derivado dos métodos de Newton-Raphson. Para este sistema de equagdes

este algoritmo tem a seguinte forma

Ug+l:Un+[x(1- a)Un 1:' .
: y (fase preditora) (120)
U, =0 A
Parai=0,12,...
R' =Fa- MUin+1' KUin+1 u
* i 1 I
M'DU!,, =R’ i
Loom g y (fasemulti - corretora) (121)
Ulnill = UIn+l + DUIn+l T
Ui UL raDU b
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onde

M =M +aDtK (122)

Como pode ser visto, cada iteracdo nao-linear envolve trés etapas:

Avaliagdo do residuo ndo- linear : R'(U') (123)
Solugdo do sistema: K(U)DU' =R (124)
Atualizagio da solucéo: Ut =U'+DU' (125)

Dada a tolerancia e, o processo nao-linear encerra quando
|RY[<e|r (126)
Os solucionadores iterativos sdo especialmente adequados para este tipo de

algoritmo, pois a precisdo requerida na resolucdo da equacdo (124) depende do

residuo ndo-linear R'. O nimero de iteracdes lineares pode ser bastante reduzido

utilizando uma variavel de tolerancia & para controlar o residuo linear:
(KDU'- R') < &R’ (127)

Este procedimento leva aos Métodos de Newton Inexatos [22, 23]. A variavel de

tolerancia a pode ser avaliada de acordo com a seguinte expressao [24]:

e & il g’ 00
é:maxgamm,ming%,ﬁio”% il (128)
G G i, =

onde &, e &, representam os valores minimo e maximo para &, respectivamente.

Neste trabalho, para a solucdo do método iterativo utilizado na resolugédo do sistema

linear, foi adotado internamente &_, como sendo igual a 10" e como parametro de

entrada & . igual a 10°,
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4. ESTRUTURA DE DADOS

Conforme visto no capitulo anterior, a formulagdo semi-discreta conduz a um sistema
de equacdes ndo-lineares as quais podem ser resolvidas por uma seqiéncia de
sistemas lineares. Os métodos diretos baseados na eliminacdo de Gauss podem ser
usados para resolver estes sistemas. No entanto, tdo logo o nimero de equacdes
aumenta, estes métodos tornam-se caros do ponto de vista de processamento e
memoria quando comparados com 0s métodos iterativos. Entre estes dltimos, um dos
mais conhecidos e eficientes métodos iterativos € o GMRES (Generalized Minimum
Residual), definido para sistemas ndo-simétricos. Este método, desenvolvido por Saad
e Schultz [7], consiste em minimizar a norma do residuo e é baseado na geragcédo dos
espacos de Krilov.

O desempenho de qualquer método iterativo pode ser significativamente melhorado
através da utilizacdo de algum tipo de precondicionador. Os precondicionadores
simplesmente transformam o sistema de equacdes originais em outro sistema, com a
mesma solugdo, porem mais facil de ser solucionado. Uma completa e detalhada
discussdo sobre métodos iterativos e precondicionadores pode ser encontrada na
referéncia [25]. Outra maneira de melhorar o desempenho é através da otimizacao do
codigo, reduzindo a demanda de memoria, o nUmero de operacdes de ponto flutuante
(flops) e o numero de operacdes de enderecamentos indiretos (i/a).

O nucleo computacional do método GMRES é baseado em trés operacdes principais:

AtualizacdodoVetor : x=x+ap (129)

T

Produto Escalar : a=r'r (130)

Produto Matriz- Vetor : p =Ku (131)

As operacdes dos tipos (129 e 130) podem ser executadas de maneira eficiente em
maquinas paralelas/vetoriais da mesma forma que em maquinas escalares. Ja a
operacdo do tipo (131) é a que apresenta a maior demanda computacional.
Principalmente em problemas ndo-lineares dependentes do tempo, como é o caso das
equacdes de aguas rasas, esta operacdo €é repetida muitas vezes. Sendo assim, uma
atencao especial deve ser dada a este aspecto. Esta operacao € usualmente efetuada
numa abordagem baseada por “elementos”, porém uma melhora significativa pode ser

obtida caso seja utilizada uma estrutura de dados baseada por “arestas”.
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4.1 ESTRUTURA DE DADOS BASEADA EM ELEMENTO E EM ARESTA

Como a matriz K, resultado da discretizacdo dos elementos finitos, é esparsa,
podemos, tirando vantagem dessa caracteristica, ndo mais montar a matriz global K.
Alternativamente, podemos armazenar somente as matrizes de elementos. A
utilizacdo das matrizes de elementos garante que somente os coeficientes ndo nulos
sejam armazenados. Diferentemente do armazenamento global, 0 armazenamento em
nivel de elemento ndo depende da largura de banda do sistema. Utilizando o
armazenamento em nivel de elemento, o produto matriz-vetor pode ser realizado

elemento por elemento da seguinte forma [8]:

nel
p=AK*%W® (132)

e=1

Na expressdo acima, p é o vetor global, A representa o operador de montagem, K ©

sdo as matrizes de elementos, u® sdo os componentes de U relativos aos graus de
liberdade local e nel é o nimero total de elementos.
Para este trabalho, uma malha composta por nel elementos triangulares, nnode

pontos nodais e nedge arestas foi considerada, além da seguinte notagéo:

neqg: namero total de equacdes
nen: ndamero de nds por elemento (nen = 3)
ndf: ndmero de graus de liberdade por né (ndf = 3)

nd: namero de graus de liberdade por elemento (nd = 9)

O numero de coeficientes armazenados por elemento é igual a 81 (ndz), para
matrizes ndo-simétricas. Para cada passo do loop de elementos, o nimero de
operacgOes de ponto flutuante € igual a 162 (2’ ndz) e 0 numero de enderegcamentos
indiretos € igual a 27 (3' nd). O desempenho do algoritmo do produto matriz-vetor

elemento por elemento pode ser melhorado utilizando a técnica proposta por Gijzen

[26]. Esta técnica consiste em separar 0 produto matriz-vetor em

nel
p:(diagK)u+e\l(Ke- diagK ®)u® (133)
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onde (diagK ) é a diagonal de K.

Extraindo a diagonal das matrizes de elemento, o numero de coeficientes
armazenados em cada elemento € reduzido para 72 ((nd - 1)' nd) e para cada passo
do loop de elementos, o nimero de operacdes de ponto flutuante é reduzido para 144
(2" (nd - 1)" nd) e 0 nimero de enderecamentos indiretos nZo se altera.

Assim sendo, a estrutura de dados por elemento é armazenada de forma que

(K®- diagK®) é uma matriz AL(nce,nel), onde nce é o nimero de coeficientes por

elemento e a diagonal global (diag K) € uma matriz AD(1,neq).

Com as técnicas acima, a esparsidade do sistema é completamente explorada pelo
armazenamento em nivel de elemento, sendo que a montagem da diagonal global
permite a reducdo da quantidade de memoria necesséria assim como o0 namero de
operacdes de ponto flutuante.

Contudo, os coeficientes que se relacionam através de dois nos diferentes ainda
permanecem distribuidos na contribuicdo de cada elemento associado (Figura 4).

Nesta Figura, os dois elementos (A e B) contribuem para o coeficiente global (i, j), e
ambas as contribuicbes S,(i,j) e S,(i,j) sdo armazenadas nas matrizes dos

elementos correspondentes. Se a aresta que conecta os nés i e | for usada para

armazenar o coeficiente (i, j), o espalhamento da contribuicdo em nivel de elemento

€ evitada. Isto pode ser feito realizando um loop nos elementos e montando os

coeficientes por aresta.

SG, 1) = Sa(0, 1)+ S04 )

Figura 4. Contribuicdo de cada elemento para os

coeficientes fora da diagonal.

Utilizando matrizes por aresta, o produto matriz-vetor dado pela equacao (133) é

substituido por
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nedge

p = (diagK)u + e\l (K?- diagK?)u® (134)

onde (diagk) é a mesma diagonal da equagdo (133), (K°- diagK?) sdo as
matrizes por aresta contendo somente os coeficientes fora da diagonal e nedge
representa o numero total de arestas. O numero de coeficientes armazenados por
aresta é igual a 30 (2ndf * (2ndf - 1)), para matrizes n&o-simétricas. Para cada passo
do loop de arestas, o numero de operagbes de ponto flutuante é igual a 60
(4ndf * (2ndf - 1)) e o ntimero de enderecamentos indiretos é igual a 18 (6' ndf).

Assim sendo, a estrutura de dados por aresta é bastante semelhante a de elemento e

¢ armazenada de forma que (K?®- diagK?) é uma matriz AL(nca,nedge), onde nca é

o numero de coeficientes por aresta e a diagonal global (diagK) € uma matriz
AD(1,neq).

Uma caracteristica importante associada aotimizagdo da estrutura de dados deve
levar em consideracdo o acesso aos dados na memodria. Inicialmente deve ser
observado se os dados usados em sequéncia estdo armazenados na memoria fisica
perto uns dos outros. A Figura 5 mostra a localizacdo das equacdes de cada elemento
ou aresta e que a distancia entre elas é importante. O comprimento L deve ser o
menor possivel e de preferéncia constante para todos os elementos ou arestas [27].
Além disso, é interessante que as equagfes sejam acessadas em ordem ascendente

ou descendente [28].

equacoes A

B L

p elementos/arestas

Figura 5. Localizagdo dos dados para o

produto matriz-vetor.
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5. IMPLEMENTACAO EM PARALELO

Para a implementacdo paralela, seja o dominio original W, subdividido em nel
elementos W¢. Este dominio W é entdo particionado em N subdominios locais W,
i=0,1, 2, .. N-1, tal que N represente o niUmero de processadores (Figura 6). Cada

subdominio W € entéo subdividido em nelloc elementos W de forma que

N-1
W=UW, W, NW_ =4 para j! k (135)
i=0 ! «
nelloc i
w, = U W W, NW =/ para j* k (136)
1 e:l 1 1 1
W,
WL2 WL3
W, W,

W

Figura 6. Particionamento para N = 4.

O problema da decomposicédo de dominios tem sido estudado ha muito tempo. Com o
surgimento dos computadores dotados de multiplos processadores ou mesmo varios
computadores trabalhando simultaneamente (clusters), é possivel calcular os diversos
subdominios concorrentemente a fim de diminuir o tempo de processamento. Ao
utilizar-se de um ambiente paralelo, podemos enviar cada subdominio para ser
resolvido em um processador diferente. Sendo assim, é importante gque se tenha um
algoritmo que seja rapido, automatico, eficiente e que permita a divisdo da malha
original, identificando os nés internos e a(s) fronteira(s) entre cada subdominio. Na
verdade, ndo existe uma solugcdo Unica e perfeita, porém um bom esquema de

decomposi¢do de dominio deve apresentar as seguintes caracteristicas:
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Possuir carga de trabalho balanceada entre o0s processadores. Cada
processador devera ter aproximadamente o mesmo namero de elementos.
Minimizag¢do da comunicacgdo entre os processadores. Para isso é conveniente
diminuir o nimero total de nés na fronteira e evitar particbes desconexas.

Permitir o tratamento de geometrias irregulares.

Entre os principais pacotes de programas para o particionamento de grafos

disponiveis em dominio publico, foi selecionado o METIS, que sera descrito a seguir.

5.1 PROGRAMA METIS

O programa METIS [10], desenvolvido por George Karypis e Vipin Kumar da
Universidade de Minnesota (EUA), é um software utilizado para o particionamento de
malhas ndo estruturadas. Malhas nao estruturadas [9] sdo aquelas que apresentam
uma estrutura irregular, de tal forma que um determinado né pode estar conectado a
um numero arbitrario de elementos. Ao contrario das malhas estruturadas, as malhas
nao estruturadas ndo podem ter seus dados acessados na forma de um array do tipo i

j k. A Figura 7 mostra um exemplo de cada tipo de malha.

(@) (b)

Figura 7. (a) Malha estruturada e (b) Malha nao estruturada.

O programa METIS prevé que o particionamento da malha seja feito utilizando-se um
de seus dois métodos (Dual ou Nodal) disponiveis, de forma a obter n subdominios de
tamanhos aproximadamente iguais. O programa, inicialmente, converte a malha em
um grafo, para em seguida particionar este grafo. A diferenca entre os dois métodos
utilizados reside no fato de que um deles converte a malha em um grafo dual (cada
elemento da malha torna-se um vértice do grafo) e o outro converte a malha em um

grafo nodal (cada n6 da malha torna-se um vértice do grafo).
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Para os dados de entrada, o METIS requer além do tipo do elemento utilizado, a
matriz de conectividades nodais de cada elemento. O resultado é o particionamento da
malha tanto por elementos quanto por nés. Este resultado é obtido na forma de dois
arquivos (por elementos ou por nés) numerados seqiiencialmente, onde cada linha do
arquivo representa o dominio (rank) a que pertence, variando de 0 a n—1, onde n é o
namero de dominios ou processadores. O programa METIS suporta quatro diferentes
tipos de elementos: triangular, tetraedro, hexaedro e quadrilatero, sendo que neste
trabalho foram utilizados somente elementos triangulares. Nas figuras a seguir sédo
mostrados a malha original (Figura 8) e os particionamentos realizados pelo METIS
utilizando 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 e 16 parti¢cdes (Figuras 9-16) utilizando o método dual.

Figura 8. Malha original.

Figura 9. Malha particionada em 2 subdominios.
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Figura 10. Malha particionada em 4 subdominios.

Figura 11. Malha particionada em 6 subdominios.

Figura 12. Malha particionada em 8 subdominios.
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Figura 13. Malha particionada em 10 subdominios.

Figura 14. Malha particionada em 12 subdominios.

Figura 15. Malha particionada em 14 subdominios.
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Figura 16. Malha particionada em 16 subdominios.

A Tabela 2 mostra o resultado do METIS para o particionamento em 4 subdominios
(Figura 10). Embora esta seja uma malha com muitos nos, neste caso especifico, o
namero total de nés nas fronteiras entre cada subdominio foi de apenas 71 nés.
Podemos verificar também que o nimero de nés e elementos de cada subdominio,
embora parecidos, ndo sdo exatamente iguais. Observe que neste particionamento

nao foi gerado nenhum subdominio desconexo.

Tabela 2. Resultado do particionamento em 4 subdominios.

Malha Original Malha Particionada
0] (I am - v
Elementos 36.300 9.067 9.282 8.928 9.023
Noés 19.732 4976 4917 4.793 5.046

5.2 TRATAMENTO DAS FRONTEIRAS

Conforme visto em itens anteriores, o particionamento em varios subdominios gera
uma fronteira entre dois subdominios adjacentes de tal forma que os elementos
pertencentes avizinhanca dessa fronteira permanecem em subdominios diferente s,
enquanto que os nos e as arestas sdo compartilhados pelos dois subdominios. A
Figura 17 ilustra em nivel de elemento como os subdominios se apresentam apdés

esse particionamento.
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5

Figura 17. Malha original (a) e Malha particionada (b).

A Figura 18 ilustra mais detalhadamente a malha original da Figura 17a onde foi feito
foco em alguns elementos (6, 7, 14, 15, 16) na regido do particionamento. Neste
exemplo, o “né central” tomado como referéncia, circundado por estes elementos,
possui 0 numero de graus de liberdade por né igual a 3 (direcéo de X, direcdo de y e
elevacéo na direcdo de 2z). Utilizando-se uma abordagem onde a estrutura de dados é
baseada em elementos, cada um dos elementos adjacentes a este né central contribui
com sua parcela para o coeficiente global de cada uma das equacbes associada ao

seu respectivo grau de liberdade.

Figura 18. Representacdo de um né mostrando

suas equagdes numa abordagem por elemento.

Ao ser particionado o dominio original, cada elemento adjacente ao “né central”
continuara contribuindo, s6 que agora para o coeficiente global de cada uma das
equacdes da fronteira de seu subdominio. Observe que, para que o coeficiente global
de cada equagdo na malha original, associada amesma equacdo da fronteira na

malha particionada, seja obtido, é necessario que os coeficientes globais de cada
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equacdo da fronteira de cada subdominio sejam somados. A Figura 19 mostra o

acoplamento entre os nés da fronteira.

SA(X1y!Z)
Ss(xy.2)

Figura 19. Contribuicdo de cada subdominio

na estrutura por elemento.

Da mesma forma que a estrutura de dados por elemento, a estrutura de dados
baseada em arestas apresenta um comportamento semelhante. A diferenca basica
consiste em que na estrutura de dados por aresta o coeficiente global associado a
cada equacado € composto pelas parcelas de cada aresta adjacente ao n6 em questao
(Figura 20).

14 V4

16

Figura 20. Representacao de um n6 mostrando

suas equacdes huma abordagem por aresta.

Semelhantemente ao verificado na estrutura de dados por elemento, apds o
particionamento do dominio original, cada aresta adjacente ao “n6é central” contribuira
com sua parcela para o coeficiente global de cada equacdo da fronteira do seu
subdominio (Figura 21). Igualmente, para que o coeficiente global de cada equacao
da malha original, associada amesma equacéo da fronteira na malha particionada,
seja obtido, € necessario que os coeficientes globais de cada equagéo da fronteira de

cada subdominio sejam somados.
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6 Sa(X,y,2) 15
Ss(xy,2)

Figura 21. Contribuicdo de cada subdominio

na estrutura por aresta.

5.3 COMUNICACAO ENTRE PROCESSADORES

Como o processamento paralelo deve ser realizado de forma distribuida entre os
varios processadores, e que estes processadores devem estar conectados por algum
tipo de rede de comunicacdo de dados, torna-se necessario um pacote de rotinas que
seja capaz de gerenciar e controlar as diversas maquinas do sistema [29]. Tais
programas permitem o gerenciamento do sistema, além de fornecer bibliotecas que
efetuam a comunicacdo entre os processadores. Existem no mercado diversos
moédulos que desempenham esta fungéo, por exemplo, PICL [30], PVM [31, 32],
PARMACS [33], p4 [34, 35, 36], Chameleon [37], Zipcode [38], MPI [11], TCGMSG
[39], Express [40], alguns ainda amplamente utilizados e de dominio publico. Dentre
estes podemos destacar dois [41] dos mais utilizados no processamento paralelo:
PVM (Parallel Virtual Machine) e MPI (Message Passing Interface). O PVM é um
projeto das Universidades de Emory e do Tennessee juntamente com o Laboratério
Nacional de Oak Ridge e constitui-se num pacote integrado de ferramentas de
software e bibliotecas que possui como caracteristicas principais a
interoperacionalidade e a alteragdo no nimero de processadores de um programa em
execucdo, dinamicamente. Esta interoperacionalidade possibilita a conexdo de
maquinas heterogéneas, nao somente diferentes em sua capacidade computacional,
mas também diferentes em sua arquitetura, permitindo a sua utilizacdo, inclusive com
sistemas operacionais distintos (Unix/Linux e/ou Windows, etc.). Estas maquinas
podem trabalhar interconectadas através de uma rede e ser utilizadas como uma
grande maquina paralela virtual.

Da mesma forma, o padrdo MPI constitui-se também numa biblioteca de fun¢des cujo
objetivo principal é, como o proprio nome diz, explorar a existéncia de multiplos

processadores através da troca de mensagens entre eles. Foi desenvolvido no inicio
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da década de 90 por um grupo de representantes da indUstria, governo e do meio
académico para que pudesse se tornar um padrao na passagem de mensagens. Uma
das motivacbes da época era que, como cada fabricante desenvolvia seu préprio
programa, isso reduzia enormemente a portabilidade das rotinas. Por ter sido
elaborada em conjunto com a indudstria, tornou-se a biblioteca nativa utilizada por
muitos fabricantes, e portanto, ndo s6 permite a sua portabilidade como também
garante o0 uso de rotinas mais otimizadas para cada maquina. Embora esteja
disponivel uma grande quantidade de rotinas para a troca de mensagens tanto ponto-
a-ponto quanto a nivel global, é possivel implementar muitos programas com um
namero basico de fungbes. Os programas escritos em FORTRAN, C ou C++ ao
utilizarem o pacote MPI, que ndo é uma linguagem e sim uma biblioteca, especificam
nomes, declaracdes e fungdes que sdo inseridos no codigo. Posteriormente estes
programas sao compilados e lincados com a biblioteca MPI.

No modelo de passagem de mensagem utilizado em computacdo paralela, os
processos que estdo sendo executados em paralelo possuem enderecos diferentes. A
comunicacao se da quando o endereco do espago de um processo é copiado para o
endereco do espaco de outro processo. Esta operagdo € dita cooperativa e ocorre
guando o primeiro processo executa uma operacgdo de “enviar’ e 0 segundo processo
executa uma operacao de “receber”. Para o processo que envia deve ser especificado
0 dado a ser comunicado e o processo de destino para o qual o dado deve ser
enviado. A maneira pela qual o dado € descrito é especificando o seu endereco inicial
e o tamanho (em bytes), ja a identificagdo do processo de destino pode ser feita
através de um numero inteiro. Pelo lado do processo que recebe a mensagem, 0s
argumentos minimos séo: o endereco e o comprimento de uma area ha memoria local
na qual a variavel recebida deve ser alocada, além de uma variavel que indique qual
processo enviou o dado. Embora a utilizacao destes dados minimos pareca adequada
para algumas aplicacdes, outros parametros geralmente sdo necessarios a fim de
tornar a passagem de mensagem mais precisa e completa.

Na implementacdo deste trabalho foi adotado o padrao MPI, visto que este ja era o
padrao instalado nas maquinas onde todos os exemplos foram executados. Para
demonstrar a simplicidade de se escrever programas usando a biblioteca MPI, é aqui
mostrada com um pouco mais de detalhes a lista das fung@es indispensaveis, aquelas
gue todo programador nao deve deixar de usar. As funcbes basicas sdo em numero
de seis. Com somente estas seis fungdes um grande numero de programas pode ser
desenvolvido. Embora existam diversas outras fungfes além destas, elas servem para
permitir ao programador mais flexibilidade (tipos de dados), robustez (funcdes

send/receive ndo-blocadas), eficiéncia, modularidade (grupos) ou mesmo
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conveniéncia (operagdes coletivas). Para cada uma destas seis e das demais funcdes
existem argumentos que por ora ndo seréo objeto de discussdo em profundidade, mas

que podem ser consultados com mais detalhes em literatura especifica [11, 42, 43].

MPI_INIT: E a primeira funcdo a ser usada e deve ser chamada antes de
qualquer outra funcdo. Esta funcdo serve para inicializar a biblioteca MPI e

deve ser chamada uma Unica vez por todos 0S processos.

MPI_COMM_SIZE: Esta funcdo retorna em um de seus argumentos a
guantidade de processos (numero de processadores) que esta executando o

programa.

MPI_COMM_RANK: Esta funcéo retorna em um de seus argumentos o rank do
processo em curso. Em um grupo contendo n processos, estes sdo
identificados através do seu rank, os quais séo representados por numeros

inteiros variando de 0 a n-1.

MPI_SEND: Esta funcao é utilizada quando um processo deseja enviar uma
mensagem a outro processo. Alguns dos argumentos utilizados por esta funcéo
sdo: message (endereco inicial da mensagem), count (tamanho da
mensagem), datatype (tipo da mensagem), dest (processo de destino da
mensagem) e tag (parametro inteiro especificado pelo usuario para distinguir

mensagens enviadas a um mesmo processo).

MPI_RECV: Esta fungéo € utilizada quando um processo deseja receber uma
mensagem de outro processo. Alguns dos argumentos utilizados por esta
funcdo s&o: message (endereco inicial da mensagem), count (tamanho da
mensagem), datatype (tipo da mensagem), source (processo que enviou a
mensagem), tag (parametro inteiro especificado pelo usuéario para distinguir
mensagens recebidas de um mesmo processo) e status (parametro

complementar ao argumento source).

MPI_FINALIZE: Esta funcdo deve ser chamada ao final do programa para
finalizar o uso da biblioteca MPI. Esta chamada “limpa” algum evento ainda ndo
terminado e deixado pelo MPI. Assim como MPI_INIT, esta funcédo deve ser

chamada por todos 0s processos.
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Conforme j& mencionado anteriormente, as fun¢des de uso coletivo que envolvem dois
Ou mais processos, podem ser representadas por uma composi¢cdo das funcdes
bésicas vistas acima, de forma a tornar a programacao mais clara e eficiente. A seguir

algumas destas func¢des coletivas sdo mostradas:

MPI_BCAST: Esta € uma funcao que envolve todos os processos. Broadcast é
uma troca de mensagens coletiva em que um Unico processo envia a mesma
mensagem para todos 0s outros processos. Alguns dos argumentos utilizados
por esta fungéo sado: buffer (endereco inicial da mensagem), count (tamanho da
mensagem), datatype (tipo da mensagem) e root (processo que envia as
mensagens). Simplesmente é enviada uma copia do buffer do processo root
para cada um dos outros processos. Esta funcdo é chamada por todos os

processos com 0 mesmo argumento para root.

MPI_REDUCE: Esta funcado é utilizada quando todos os processos desejam
realizar uma mesma operacgédo (por exemplo, maximo, minimo, soma, produto,
etc...) armazenando o resultado num determinado processo. Alguns dos
argumentos utilizados por esta fungéo sdo: operand (variavel a ser operada),
result (resultado da operacéo), count (tamanho da variavel), datatype (tipo da
variavel), op (operagdo a ser realizada) e root (processo que armazena o0
resultado). Os operandos armazenados em operand sdo combinados usando a
operacdo op e o resultado é armazenado em result no processo root. Esta

funcdo é chamada por todos 0s processos com 0 mesmo argumento para op.

MPI_ALLREDUCE: Esta é uma funcao coletiva e pode ser descrita como uma
combinacgéo das fun¢gbes MPI_REDUCE e MPI_BCAST. Esta funcao é utilizada
quando todos o0s processos desejam realizar uma mesma operacdo e o
resultado ser distribuido também entre todos os processos. Alguns dos
argumentos utilizados por esta funcéo sao: operand (variavel a ser operada),
result (resultado da operacéo), count (tamanho da variavel), datatype (tipo da
variavel), op (operacdo a ser realizada). Os operandos armazenados em
operand sdo combinados usando a operagdo op e o resultado é armazenado

em result em todos os processos. Esta funcdo € chamada por todos os

processos com 0 mesmo argumento para op.

MPI_GATHER: Esta funcdo possui a propriedade de concatenacdo das

mensagens de cada um dos processos, armazenando 0 seu resultado num
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determinado processo. Alguns dos argumentos utilizados por esta funcéo séo:
send_buf (variavel a ser enviada por cada processo), send_count (tamanho da
variavel), send_type (tipo da variavel), recv_buf (variavel com o resultado da
concatenacgdo), recv_count (namero de itens recebido de cada processo),
recv_type (tipo da variavel), root (processo que recebe as variaveis) Cada
processo envia o contelido de seu buffer para o processo root. O processo root
concatena as variaveis recebidas em recv_buf na seqiiéncia do rank, isto é, o
dado do processo 0 é seguido do dado do processo 1 que é seguido pelo dado
do processo 2 e assim por diante. Os argumentos recv sdo significativos

apenas no processo root.

MPI_SCATTER: Esta fung¢do funciona de forma inversa afuncdo anterior e
apresenta 0s mesmos argumentos. O processo com 0 rank root distribui o
contetdo de seu send_buf por todos os outros processos. O contetdo do
send_buf é dividido em n segmentos, cada um consistindo de send_count
itens. O primeiro segmento é enviado ao processo 0, 0 segundo ao processo 1,
0 terceiro ao processo 2 e assim por diante. Os argumentos send sao

significativos apenas no processo root.

Considerando o exposto nho subitem 5.2, temos que para a montagem das matrizes de
elemento e aresta, os coeficientes correspondentes & equacgfes da fronteira entre
cada subdominio devem ser somados e o seu resultado novamente distribuido entre
cada subdominio. Observando as rotinas disponiveis na biblioteca MPI, algumas delas
listadas acima, observa-se que o comando MPI_ALLREDUCE possui exatamente esta
funcdo. Assim sendo, pode-se afirmar que apenas com a utilizacdo deste comando,
acrescido dos comandos bésicos (MPI_INIT, MPI_COMM_SIZE, MPI_COMM_RANK,

MPI_FINALIZE), obviamente, é possivel realizar toda a implementagcao em paralelo.
5.4 FLUXOGRAMA

A Figura 22 ilustra de forma simplificada o fluxo do célculo utilizado na implementagéo
em paralelo. O loop mais externo indica o avanco da simulag¢éo ao longo do tempo e o
mais interno a resolugdo do sistema ndo-linear. O solver é composto pelo método

iterativo GMRES que através do produto matriz-vetor determina a sua solugdo. O

simbolo l—rLl—l indica que a implementacéo é feita em paralelo.
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Definicdo das variaveis
(globais e |—r|-|—| )

-

Condigdes iniciais para
t=t,

Predicédo (U e V)

Loop néo-linear
¢

Montagem das matrizes
(diagonal e fora da
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(GMRES, produto
matriz-vetor)

Correcéo (Ue V)

Verificagdo (< Erro)

Step=Step +1

FIM

Figura 22. Fluxograma da implementacéo em paralelo.
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6. DADOS E RESULTADOS

6.1 DADOS GEOMETRICOS

A fim de ilustrar o desempenho da implementacdo em paralelo do método dos
elementos finitos para as equacdes de aguas rasas foi utilizado um exemplo numérico
gue simula o comportamento de maré da Lagoa de Araruama, Rio de Janeiro, Brasil.
Para a representagdo da sua geometria foram utilizadas trés malhas diferentes,
denominadas aqui de malha pequena, média e grande, sendo que para cada uma
destas malhas foram utilizados somente elementos triangulares. As Figuras 23 e 24
ilustram as dimensdes do dominio e mostram a malha menor, caracterizando o seu
tamanho e batimetria aproximados. Observe também que a malha apresenta no seu
lado direito, na entrada do canal, uma fronteira externa aberta na qual é prescrita a
fungdo do comportamento da maré. No restante da malha, em toda a extensdo da

fronteira externa fechada, ambas as velocidades nas dire¢cfes de X e y séo nulas.

39.300 m

-l [
- .

12.900 m

Borda aberta

Figura 23. Malha pequena.

. 11. 228940

ai421705
5.BLI4Y4TO

. 807235

0.000000

Figura 24. Batimetria (em metros) da malha pequena.
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As malhas média e grande foram obtidas a partir do refinamento uniforme da malha
pequena e da malha média, respectivamente. Nesse refinamento, cada um dos
elementos foi transformado em outros quatro novos elementos através da criagdo de
trés novos nads interligados entre si e localizados no meio de cada uma das arestas do

elemento original (Figura 25).

Figura 25. Refinamento de um elemento tipo.

A Tabela 3 mostra as caracteristicas topologicas das trés malhas utilizadas.
Considerando as relagdes geométricas de Euler entre o numero de nés (vértices),

faces (elementos) e arestas para a implementacdo da triangularizacdo em duas

dimensdes, observamos que de acordo com Carey [44] ou Lohner [45], ny » 2" n e
Negges » 15" Ny » 3" N, onde ny € o ndmero total de elementos, N, € o ndmero

nos !
total de nds e N, € 0 numero total de arestas. Para essa estimativa foi considerado
que o numero de nés na borda da malha pode ser desprezivel comparado com o
namero de nds no seu interior.

Como ja foi mencionado anteriormente, para este trabalho foram adotadas trés
equacdes para cada nd, uma para cada grau de liberdade (X, Yy, 2), sendo que 0s nés
da fronteira externa fechada séo prescritos nas diregdes de X e y e os da fronteira

externa aberta sdo prescritos na direcéo de z

Tabela 3. Dados topoldgicos para as trés malhas da Lagoa de Araruama.

Malha NOs Elementos Arestas Equacbes
Pequena 19.732 36.300 56.035 52.859
Média 75.767 145.200 220.970 214.628
Grande 296.737 580.800 877.540 864.866

Um parametro importante no controle do intervalo de tempo utilizado na simulagéo € a

condicéo de estabilidade de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) [46]. Esta condicdo de CFL
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€ uma restricdo no tamanho do passo de tempo Dt usado no “andamento numérico”
da simulacao. Este passo de tempo deve ser menor que o tempo minimo sobre o qual
algo significativo possa ocorrer no sistema em questdo e mesmo assim a simulagdo
continue numericamente estavel. A condicdo de CFL depende tanto do sistema fisico
modelado quanto das caracteristicas utilizadas no método de discretizagdo. No
contexto do sistema descrito neste trabalho foi utilizada a condicdo de CFL como

sendo igual a unidade conforme a seguinte equagao:

ufox _

CFL = 1 (137)

onde |u| € a velocidade da onda gravitacional dada por |u| =,/gh, g é aaceleracéo

da gravidade, h é a profundidade média do elemento e Sé o tamanho caracteristico do

elemento, calculado como sendo igual a \/érea do elemento . Desta forma a equacéo

(137) pode ser reescrita como

Ot = \/area d(;erllemento (138)

Como as malhas possuem elementos de diferentes tamanhos, temos que para cada
malha diversos passos de tempo podem ser calculados. A Tabela 4 mostra os
menores e 0s maiores passos de tempo para cada uma das trés malhas utilizadas.

Sendo assim, neste trabalho, a avaliagdo do desempenho da implementagdo em
paralelo, medido através do ganho, foi realizada utilizando-se passos de tempo com
tamanhos de: 1, 10, 20, 30, 40 e 50s. O processamento foi encerrado apos terem sido

decorridos 10 passos de tempo.

Tabela 4. Passo de tempo minimo e maximo.

Malha Dt min (s) Dt max (s)
Pequena 1,14 70,32
Média 0,61 38,72
Grande 0,26 21,15
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6.2 DADOS AMBIENTAIS

A variacdo do nivel do mar na entrada do canal, limitado pela fronteira externa aberta,
foi modelada através das curvas harmdnicas da maré. Os parametros utilizados para a
geracdo destas curvas foram fornecidos pelo Departamento de Hidrografia e
Navegacgdo da Marinha do Brasil. Dentre as diversas curvas, foram selecionadas as

dez curvas que apresentaram as maiores amplitudes (Tabela 5).

Tabela 5. Principais parametros das curvas de maré.

Nome  Amplitude Méax. (m) Periodo (s) Fase (rad)
M2 0,3256 44.714,1600 1,370607062
S2 0,1718 43.200,0000 1,539729466
o1 0,0999 92.949,6290 1,524894167
K1 0,0504 86.164,0900 2,568426527
K2 0,0467 43.082,0450 1,553517567
N2 0,0418 45.570,0500 1,609891702
Q1 0,0267 96.726,0800 1,312313065
L2 0,0222 43.889,8300 1,611986097
M4 0,0193 22.357,0821 0,429176463
P1 0,0167 86.637,2045 2,490235777

Cada conjunto de parametros gera uma das curvas de maré as quais obedecem ao

comportamento da seguinte equacao do movimento periddico [47]:
A= A, cos(wt +f ) (139)

sendo A a amplitude no instante t, Ay a maxima amplitude (m), w a velocidade angular

(rad/s) e f o angulo de fase (rad). A velocidade angular também pode ser expressa

por w=2pf ou w= % onde f é a frequiéncia (H2) e T é o periodo ().

Considerando cada curva gerada (Figura 26) e realizando suas superposicoes,
obtemos uma nova curva (Figura 27) usada como condicdo de contorno de elevacao
do nivel do mar na fronteira externa aberta. Observe que, embora cada uma das
curvas geradoras tenha um comportamento periddico bem definido, a curva resultante

apresenta um comportamento semelhante a um batimento. Uma aproximagdo
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razoavel seria considerar esta periodicidade diaria, o que a tornaria compativel com o

nivel das marés.

. /”\\ AN A A

Y P\ fay /Kx\ ' o
‘V‘r‘*fff *\?F—ﬁ\f/ s
"“\V/ \\// Y

-0,3 \/ \./ \%4 P1

//

Amplitude (m)

-0,2

-0,4

o
]

12 18 24 30 36 42 48 54 60

Tempo (horas)

Figura 26. Curvas representativas das marés.
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Figura 27. Somatério das curvas representativas das mareés.

Lembrando que para a avaliacgdo do desempenho, medido através do ganho, a
simulacdo aqui denominada de SCD (Simulacdo de Curta Duracdo), somente utilizou
10 passos de tempo sendo que o maior passo de tempo adotado foi de 50s, o que
corresponde a um tempo total simulado de 500s, no maior dos casos. Dessa forma,
considerando a condi¢cdo de contorno adotada pela curva acima, apenas o efeito do
primeiro declinio foi utilizado nesta primeira avaliagdo. J4 na analise da extensao da
condicdo de contorno adentrando através do canal, aqui denominada de simulacdo

SLD (Simulacédo de Longa Duracao), foram utilizados 21.000 passos de tempo sendo
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que em cada passo de tempo foi utilizado um tamanho de 30s, correspondendo ao
tempo total de simulagdo de 630.000s ou aproximadamente 7,3 dias. Observando o
comportamento da curva da Figura 27, vemos que este tempo decorrido de simulagdo
corresponde ao tempo no qual a amplitude do “batimento” sai de seu valor maximo até
atingir o valor minimo. Este declinio também pode ser observado nas curvas obtidas a
partir da medicéo de alguns dos nés internos da malha.

A fim de auxiliar a avaliacdo dos resultados, foram feitos graficos a partir de medicdes
temporais em pontos selecionados ao longo da malha. Estes pontos possuem suas
posi¢cBes definidas de acordo com o mapa da Figura 28 e estdo associados aos nos

definidos pela Tabela 6.

Figura 28. Pontos de medicdo das séries temporais.

Tabela 6. Localizagédo dos pontos.

Ponto N6
1 5.322
5.158
4.811
4.083
2.360
1.156
186

N o ok~ WD
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Os ventos que sopram sobre a Lagoa de Araruama podem apresentar forte influéncia
em sua dindmica. Por isso, para que se tenham melhores resultados qualitativos, a
simulacdo deve levar em consideracdo o0s parametros associados a dire¢do e
velocidade dos ventos. A Figura 29 mostra a direcdo predominante através de
medicdes realizadas durante um periodo de 21 anos (1976-1997). Os dados compdem
uma série temporal de medi¢cbes de velocidade e direcdo do vento referenciado ao
norte. Com base nestes resultados observa-se a predominancia dos ventos na dire¢do
NE, sendo que aproximadamente 2/3 de todas as ocorréncias estdo entre as direcbes
N-NE-E. Ja a intensidade apresentou uma variagdo de 0 a 10 m/s.

Embora a opcdo pela utilizacdo das condicbes do vento esteja disponivel no
simulador, esta opcdo néo foi utilizada, visto que para o objetivo do presente trabalho

0 seu uso ndo acrescentaria nenhum beneficio relevante.

L . Direcéo Ocorréncia

' N 15,9 %

NE 31,0 %

‘ E 18,8 %

g SE 32 %

S 8,4 %

SW 11.3%

W 6,4 %

NW 5,0%

s

Figura 29. Estatistica da dire¢éo do vento.

6.3 OUTROS DADOS

Na resolucéo do sistema de equacdes foi adotado o método iterativo GMRES, que na
sua implementacdo utiliza-se da geracdo dos espacgos de Krylov. Para a geracdo
destes espacos, foi utilizado o nimero de vetores igual a 10. O parametro a (Tabela
1), utilizado no controle do método numérico foi fixado igual a 1 (Euler Backward),
desta forma, o método numérico € considerado implicito. A tolerancia da condi¢éo de
convergéncia tanto do loop nédo-linear quanto do préprio método iterativo GMRES foi
estabelecida como sendo igual a 10°. As simulagdes foram realizadas em dois
clusters diferentes, denominados de “cluster MC” e “cluster SISMOS”, nhomes estes
referentes & geréncias da PETROBRAS/CENPES aos quais pertencem. Cada um

dos clusters apresenta as seguintes caracteristicas:
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CLUSTER SISMOS: 72 Processadores Pentium Il Single, 550 MHz, 768 MB de

memdria RAM cada, Sistema Operacional Linux Red Hat 7.2, Biblioteca MPICH,

Compilador Fortran 90 Portland e Fast-Ethernet.
CLUSTER MC: 39 Processadores Pentium Il Dual, 1 GHz, 1 GB de memoéria RAM
cada, Sistema Operacional Linux Red Hat 7.2, Biblioteca LAM-MPI, Compilador

Fortran 90 Lahey e Fast-Ethernet.

Como no inicio do desenvolvimento o cluster MC ainda nao se apresentava
plenamente operacional, as simulagdes concentraram-se no cluster SISMOS (550
MHz), que pelo fato de possuir o pacote da Portland instalado, dispunha de algumas
importantes ferramentas de controle para programas paralelos. Entre estas, o profile,
uma poderosa e prética ferramenta utilizada na determinacdo do custo de
processamento de cada rotina para todos os processadores.

Té&o logo o cluster MC foi disponibilizado, toda simulacdo foi entdo direcionada para o
novo cluster, que embora apresentasse um melhor desempenho ndo possuia as
mesmas facilidades quanto & ferramentas disponiveis. Portanto, para a andlise de
desempenho (SCD) do simulador assim como as curvas de alcance das condi¢des
iniciais num tempo longo (SLD) foram obtidas a partir do cluster MC, restando para o

cluster SISMOS somente os resultados da analise de custos de processamento.

6.4 RESULTADOS

Todos os resultados apresentados foram validados a partir do programa utilizado na
implementacéo do trabalho de Ribeiro et al [8]. A seguir s&o mostrados os resultados
referentes asimulacdo das trés malhas (pequena, média e grande) utilizando a
estrutura de dados por elemento. Numa primeira abordagem, apenas um processador
foi utilizado em ambos os clusters (Tabelas 7-12). Estes resultados servirdo de

referéncia mais adiante na determinacdo do desempenho da simulacao paralela.

Tabela 7. Cluster SISMOS - Malha Pequena.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) N&o-Lineares GMRES

10 103 45 45 181

100 184 87 75 370

200 234 125 85 565

300 297 176 94 817

400 352 221 102 1051

500 399 264 105 1278
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Tabela 8. Cluster SISMOS - Malha Média.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) N&o-Lineares GMRES

10 394 200 40 217

100 862 522 70 613

200 1389 969 87 1181

300 1757 1295 96 1609

400 1926 1474 93 1858

500 2403 1920 100 2445

Tabela 9. Cluster SISMOS - Malha Grande.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) Nao-Lineares GMRES

10 2081 1158 49 315

100 5673 4283 74 1296

200 9603 7957 88 2472

300 12790 11001 96 3447

400 14948 13131 97 4139

500 19468 17503 105 5556

Tabela 10. Cluster MC - Malha Pequena.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) N&o-Lineares GMRES

10 56 17 45 182

100 97 32 75 370

200 119 46 85 567

300 145 63 94 814

400 170 81 103 1066

500 186 95 105 1273
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Tabela 11. Cluster MC - Malha Média.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) Nao-Lineares GMRES

10 214 81 40 217

100 446 213 70 612

200 685 397 87 1182

300 848 530 96 1613

400 921 610 94 1876

500 1116 785 100 2447

Tabela 12. Cluster MC - Malha Grande.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) N&o-Lineares GMRES

10 1052 437 49 316

100 2541 1614 74 1299

200 4118 3008 88 2472

300 5360 4159 96 3451

400 6170 4955 97 4140

500 7902 6589 105 5555

Estes resultados (Tabelas 7-12) podem ser agrupados de outra forma e melhor

visualizados através de gréficos (Figuras 30-32).

500

400
@
-8 Referéncia
£ 300 —&— 5ISMOS (Total)
% —@— S|SMOS (Solver)
o —&— \IC (Total)
a 200
g —®&— \IC (Solver)
'—

100

0
0 100 200 300 400 500

Tempo a simular (s)

Figura 30. Malha Pequena.
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Figura 31. Malha Média.
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Figura 32. Malha Grande.

0 comportamento normal do fenémeno.
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Observando os dados preliminares obtidos na simulagdo utilizando a estrutura de
dados por elemento, vemos que para as malhas média e grande (Figuras 31 e 32), a
simulacao utilizando somente um processador torna-se praticamente inviavel devido
ao grande esforco computacional apresentado. Observe que nestes dois casos 0s
resultados estdo todos acima da linha amarela, representando um tempo simulado

maior que o tempo de relégio, isto é, a simulacdo numérica demanda mais tempo que

Para as andlises comparativas entre ambas as estruturas de dados (por elemento e
por aresta), também foram realizadas simula¢des com a estrutura de dados por aresta

utilizando-se apenas um processador, porém, neste caso, apenas o cluster MC foi




utilizado. Os resultados referentes a esta simulagdo para as trés malhas (pequena,
média e grande) sdo mostrados nas Tabelas 13-15 e os graficos correspondentes nas
Figuras 33-35.

Tabela 13. Cluster MC - Malha Pequena.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) N&o-Lineares GMRES

10 55 13 45 182

100 95 25 75 370

200 115 36 85 567

300 138 50 94 814

400 160 64 103 1066

500 174 76 105 1283

Tabela 14. Cluster MC - Malha Média.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) Nao-Lineares GMRES

10 206 60 40 217

100 417 163 70 612

200 621 305 87 1182

300 758 410 96 1615

400 790 451 94 1876

500 944 584 100 2448

Tabela 15. Cluster MC - Malha Grande.

10 Passos de Tempo Tempo Iteracdes Iteracdes
Tempo (s) Total (s) Solver (s) N&o-Lineares GMRES

10 1017 349 49 316

100 2339 1328 74 1297

200 3681 2484 88 2470

300 4756 3450 96 3451

400 5456 4125 97 4141

500 6907 5475 105 5557
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Figura 33. Malha Pequena.
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Figura 35. Malha Grande.
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Note que para a malha pequena (Figura 33), utilizando a estrutura por aresta, seria
viavel a sua utilizagdo em apenas um processador, embora ndo recomendéavel.

A seguir sera feita uma breve descricdo sobre o conceito da terminologia usada na
medicdo do desempenho de programas paralelos. Uma das questdes fundamentais a
respeito de um algoritmo executado em um sistema paralelo, consiste em saber se
“este algoritmo é executado rapido, e caso seja, qudo rapido é". Idealmente, se um
dado problema é resolvido usando-se N processadores, entdo o tempo de execucao
seréa reduzido por um fator de N. Isto nos leva a uma definicdo béasica do ganho, o qual
representa a relagdo entre o tempo de execucdo em um processador e o tempo de

execucdo em N processadores.

_ Tempo de execucao emum processador

= — (140)
Tempo de execucdo em N processadores

p

Tal medida considera que no tempo de execucdo observado estd embutido a
sobrecarga existente no sistema paralelo que pode ser representado pela “quebra” do
programa em tarefas paralelas além da comunicacao entre elas. A comparacéo entre
0 tempo em um processador e o tempo em N processadores pode, & vezes, levar a
um erro. Embora este procedimento dé uma medida precisa da escalabilidade do
algoritmo utilizado, ainda ndo responde a questdo de como resolver o problema mais
rapidamente usando N processadores onde o algoritmo paralelo frequentemente
apresenta sobrecargas que nao estao presentes nos algoritmos sequenciais. Ortega e
Voigt [48] definiram speed-up como sendo a relagdo entre o tempo de execugdo do

melhor algoritmo seqtiencial e aquele utilizado pelo algoritmo paralelo.

_ Tempo de execucéo do melhor algoritmo seqiiencial emum processador
Tempo de execucdo do algoritmo paralelo em N processadores

. (141)

Nos anos 60, Amdahl [49], notou que o speed-up era limitado pela porcdo do
programa que ndo podia ser executado em paralelo. Segundo Amdahl, supondo que
um programa que € executado em 10,0 s tenha uma subrotina “chave” que responda
por 80% do tempo total de execucéo e os 20% restantes deste tempo total para outras
tarefas. Entdo, se usarmos uma versdo mais eficiente desta subrotina “chave” de tal
forma que ela execute duas vezes mais rapido que sua versao anterior, o tempo total
de execucao caird para 6,0 s (8,0/2 segundos para a subrotina mais 2,0 segundos

para o restante do programa). Se encontrarmos uma subrotina paralela que seja
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executada de maneira ideal, em uma maquina paralela com 8 processadores, 0 tempo
total caira para 3,0 s (8,0/8 segundos para a subrotina paralela mais 2,0 segundos
para o restante do programa). Da mesma forma, se a execucéo for feita idealmente
em 100 processadores o tempo de execucdo sera de 2,08 s. A medida que o nimero
de processadores aumenta, o tempo de execucao se aproxima do tempo de execucdo
da porcao sequencial, nunca menos do que isso. Neste exemplo, por mais rapido que
0 programa seja, o tempo total nunca serd inferior a 2,0 s, 0 que representa um speed-
up maximo de 5,0.

Se normalizarmos a formula que define o speed-up atribuindo o valor unitario ao
tempo de execucdo da parte sequiencial, e expressando 0S outros tempos como uma
porcentagem do tempo seqiiencial, teremos a seguinte formulacéo da lei de Amdahl

para o processamento paralelo:

S=— (142)

onde a representa a fracdo do programa que pode ser paralelizada, e
conseqguentemente (1- a) representara a fracdo sequencial. O denominador é o
tempo gasto na execucdo do programa paralelo, isto é, a soma do tempo gasto na
parte seqlencial mais o tempo gasto na parte paralela, sendo que o tempo da parte
paralela é funcdo do fator de speed-up da sua parte paralela. Se a parte paralela
apresenta um speed-up ideal, isto €, um fator de speed-up de N quando executado em

N processadores, entdo a equacgdo (142) pode ser reescrita como sendo

S=—~—— (143)

J& a eficiéncia de um programa paralelo pode ser descrita como sendo a relacao entre

0 speed-up e o numero de processadores usados para obter aquele speed-up.

Sp
E, = N (144)

Por exemplo, se 10 processadores sdo usados e 0 programa é executado 10 vezes

mais rapido, entdo o speed-up maximo foi alcancado, e todos os processadores estédo
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sendo usados em suas maximas potencialidades. Se o speed-up é 5,0 entdo a
eficiéncia do programa é de 50%, significando que metade do poder de
processamento esta sendo perdido na sobrecarga (comunica¢do ou sincronizacgao).
Nesta etapa, todas as simula¢des apresentadas sdo de curta duragdo (SCD) e foram
realizadas a partir do cluster MC. Os resultados foram obtidos de forma a permitir
comparacfes entre as estruturas de dados (por elemento e por aresta) e entre 0s
métodos de particionamento das malhas (dual e nodal).

Nas Tabelas 16-18 podem ser vistos os dados obtidos considerando a estrutura de
dados por elemento e o particionamento dual (ED).

Nas Tabelas 19-21 podem ser vistos os dados obtidos considerando a estrutura de
dados por elemento e o particionamento nodal (EN).

Nas Tabelas 22-24 podem ser vistos os dados obtidos considerando a estrutura de
dados por aresta e o particionamento dual (AD).

Nas Tabelas 16-24 o valor informado na 2?2 linha do cabecalho refere-se ao nimero
total de equacdes da(s) fronteira(s) entre os subdominios. Adiante serdo mostradas

analises comparativas a partir destes valores.

Tabela 16. Estrutura por Elemento - Particionamento Dual - Malha Pequena.

2P 4 P 6P 8P 10P 12 P 14 P 16 P
(1) 119 EQ 201 EQ 454 EQ 624 EQ 1430 EQ 971 EQ 1712 EQ 1626 EQ %)
™3 sy T s T S T S T S T s T S T s

10 {300 95 |160 50 |120 45 | 100 45 |[120 65 9,5 50 | 125 74 | 11,7 71 182
100 | 51,0 180|270 95 |210 85 (180 85 [220 130|170 95 |225 142|214 137 370
200 | 63,0 26,0 | 33,0 14,0 26,0 12,0 23,0 120|290 19,0 | 23,0 14,0 30,5 210|289 203 567
300 | 780 36,0 | 40,0 19,0 | 32,0 17,0290 17,0| 37,0 26,0 | 29,0 20,0399 295|385 289 814
400 | 92,0 46,0 | 48,0 24,0 | 38,0 22,0|360 230|460 340360 260|505 389|481 375 | 1066

500 | 101 55,0 | 53,0 29,0 | 42,0 26,0| 40,0 27,0 |530 400|410 310|573 457|555 44,7 | 1283
(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracdes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)

Tabela 17. Estrutura por Elemento - Particionamento Dual - Malha Média.

4P 6P 8P 12 P 16 P
) 1383 EQ 1609 EQ 1298 EQ 1892 EQ 2572 EQ )
T@) S@ T S T S T S T S
10 | 62 26 45 19 35 15 29 14 30 6 | 217
100 | 133 69 96 52 74 a1 63 37 67 44 | 612

200 209 130 152 98 118 7 102 71 112 83 1182
300 262 175 191 132 148 103 129 95 143 112 1613

400 286 202 210 152 164 119 143 110 160 130 1872

500 | 349 261 258 197 201 154 178 142 200 168 | 2445
(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) IteracGes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)
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Tabela 18. Estrutura por Elemento - Particionamento Dual - Malha Grande.

8P 12 P 16 P 20P 24 P
(1) 2871 EQ 3401 EQ 4929 EQ 5989 EQ 7171 EQ (2)
TB) S@ T S T s T s T S
10 169 79 126 64 116 63 126 75 136 85 316
100 426 293 331 238 313 235 350 279 386 317 1297
200 703 547 554 444 535 443 661 546 756 638 2471
300 935 765 741 621 710 616 869 760 1002 902 3451
400 1085 920 864 742 839 738 1010 917 1214 1120 4140
500 1421 1235 1121 989 1088 985 1332 1230 1590 1503 5558

(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracbes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)

Tabela 19. Estrutura por Elemento - Particionamento Nodal - Malha Pequena.

2P 4 P 6P 8P 10P 12 P 14 P 16 P
(1) 199 EQ 282 EQ 652 EQ 1023 EQ 929 EQ 1322EQ  1419EQ 1599 EQ )
T3 s T s T S T S T S T S T S T s
10 [ 300 95 |160 50 |120 45 [120 55 |100 50 |110 60 |11.2 64 |11,7 71 | 182
100 | 520 180|270 100|210 90 |21,0 100|180 100|200 120|204 125|216 138 | 370
200 | 64,0 260|340 140|270 130|270 150|240 140|270 170|267 180|287 202 | 567
300 | 79,0 37,0 | 41,0 200|340 180|350 220|300 200|350 240|358 260|382 287| 814
400 | 930 47,0 | 490 250 | 41,0 240|420 280|370 260|430 320|439 333|486 379 | 1066
500 | 102 56,0 | 54,0 29,0 | 450 28,0 | 480 33,0 | 420 31,0 | 490 380 | 504 395|550 444 | 1283

(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracdes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)

Tabela 20. Estrutura por Elemento - Particionamento Nodal - Malha Média.

4 P 6P 8P 12 P 16 P
) 1120 EQ 1668 EQ 1828 EQ 2260 EQ 3923 EQ )
T@) S@ T S T S T S T S
10 | 62 25 45 20 36 16 30 15 37 22 217
100 | 132 68 97 53 78 43 66 40 84 59 612
200 | 207 128 | 154 100 | 124 81 108 76 141 111 | 1182
300 | 260 172 | 194 134 | 156 109 | 137 102 | 182 149 | 1613
400 | 284 199 | 212 155 | 171 126 | 151 118 | 207 174 | 1872
500 | 347 257 | 261 200 | 211 163 | 188 153 | 261 226 | 2445

(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracdes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)
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Tabela 21. Estrutura por Elemento - Particionamento Nodal - Malha Grande.

8P 12 P 16 P 20P 24 P
) 4863 EQ 6717 EQ 8137 EQ 7876 EQ 9806 EQ )
T(3) S(4) T S T S T S T S

10 188 97 166 96 161 102 155 101 187 131 316
100 498 360 468 366 481 393 471 391 591 507 1297
200 835 673 807 684 843 739 832 737 1058 958 2471
300 1109 932 1085 952 1138 1026 1129 1026 1440 1332 3451

400 1292 1113 1272 1137 1342 1228 1326 1226 1704 1594 | 4140

500 | 1677 1483 | 1656 1513 | 1768 1645 | 1751 1638 | 2251 2133 | 5558
(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) IteracGes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)

Tabela 22. Estrutura por Aresta - Particionamento Dual - Malha Pequena.

2P 4P 6 P 8P 10P 12 P 14 P 16 P
(1) 119 EQ 201 EQ 454 EQ 624 EQ 1430 EQ 971 EQ 1712 EQ 1626 EQ )
T3 s T s T S T S T S T S T S T s

10 | 300 74 |159 39 (119 36 |104 39 |122 60 9,6 46 [ 125 7,1 |115 6,7 182
100 | 52,2 143|276 76 |208 70 |182 76 |21.,7 118|172 91 |224 13,7|21,1 130 370
200 | 640 21,1335 110|257 104|232 111|286 174|226 135|303 204|283 193 567
300 | 77,1 296 | 403 154 | 31,6 14,6 | 29,2 158|370 245|293 19,0 | 400 29,0 | 37,7 27,9 814
400 | 905 382|471 199|375 189|354 206|455 319|359 248|497 376|469 36,1 | 1066

500 | 986 45,7 | 51,3 238|413 226|394 246|518 381|407 297|564 449|540 433 | 1283

(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracdes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)

Tabela 23. Estrutura por Aresta - Particionamento Dual - Malha Média.

4P 6P 8P 12 P 16 P
) 1383 EQ 1609 EQ 1298 EQ 1892 EQ 2572 EQ )
T(3) S(4) T S T S T S T S

10 63,9 21,2 45,2 16,2 351 13,0 29,3 12,7 30,2 15,0 217
100 132,6 58,7 95,1 44,8 74,1 35,8 63,9 34,7 66,8 41,4 612
200 204,3 1125 | 147.8 85,5 115,5 67,7 102,4 65,8 110,1 78,8 1182
300 2549 1536 | 1849 116,1 | 1444 918 126,9 89,5 140,6 107,1 | 1613
400 2749 1755 | 199,1 1316 | 1569 105,7 | 139,5 101,2 | 156,1 121,3 | 1872

500 | 333,7 229,0 | 2475 1756 | 191,4 1380 | 172,3 1314 | 1935 157,7 | 2445
(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracdes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)
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Tabela 24. Estrutura por Aresta - Particionamento Dual - Malha Grande.

8P 12 P 16 P 20 P 24 P
@) 2871 EQ 3401 EQ 4929 EQ 5989 EQ 7171 EQ )
T@) S@ T S T S T S T S

10 170,6 68,6 127,9 55,8 117,0 56,8 121,7 66,4 137,4 77,8 316
100 4185 261,8 | 321,0 2134 | 3116 2181 | 3357 2533 | 3845 2989 | 1297
200 673,2 4932 | 525,7 4015 | 507,5 4095 | 562,4 4772 | 6335 5633 | 2471
300 893,0 693,7 | 700,5 5609 | 687,1 5749 | 7730 6679 | 8952 790,2 | 3451
400 10345 8344 | 811,8 673,7 | 803,3 6916 | 898,6 801,2 | 1038,7 9483 | 4140

500 |1329,2 1112,5|1050,9 8995 |1023,4 9229 |1158,0 1068,5 | 13252 1265,3 | 5558
(1) 10 Passos de Tempo (s), (2) Iteracdes do GMRES, (3) Tempo Total (s), (4) Tempo do Solver (s)

Os resultados obtidos nas Tabelas 16-24 podem ser agrupados de outra forma e

melhor visualizados através de graficos (Figuras 36-44).
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Figura 36. Estrutura por Elemento - Particionamento Dual - Malha Pequena

(a) Tempo Total (b) Tempo do Solver.
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Figura 38. Estrutura por Elemento - Particionamento Dual - Malha Grande
(a) Tempo Total (b) Tempo do Solver.
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Figura 41. Estrutura por Elemento - Particionamento Nodal - Malha Grande
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Figura 42. Estrutura por Aresta - Particionamento Dual - Malha Pequena
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Figura 43. Estrutura por Aresta - Particionamento Dual - Malha Média

(a) Tempo Total (b) Tempo do Solver.
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Figura 44. Estrutura por Aresta - Particionamento Dual - Malha Grande

(a) Tempo Total (b) Tempo do Solver.

Observando os resultados obtidos, podemos fazer as seguintes analises comparativas
para as trés situacOes apresentadas - Estrutura por Elemento com Particionamento
Dual (ED), Estrutura por Elemento com Particionamento Nodal (EN) e Estrutura por
Aresta com Particionamento Dual (AD):
As configuracdes ED e AD apresentaram aumento no speed-up amedida que a
malha correspondente foi refinada (Figuras 36-38 e 42-44). Ja a configuracdo EN
apresentou um aumento no speed-up apenas no refinamento da malha pequena
para a malha média (Figuras 39 e 40), decaindo o seu valor no refinamento da
malha média para a malha grande (Figuras 40 e 41). Este Gltimo comportamento
pode ser explicado pelo aumento da comunicagdo provocado pelo excessivo
namero de equacdes nas fronteiras da malha grande (Tabela 21) nessa

configuracdo (EN) comparado & outras duas configuracdes (ED e AD).

Analisando as trés configuracdes (ED, EN e AD), vemos que para a simulacdo da
malha pequena um comportamento ndo usual na evolucdo do speed-up pode ser
percebido, sendo maior nas configuracdes ED (Figura 36) e AD (Figura 42) e
menor em EN (Figura 39). Observando o niumero de processadores onde estas
perturbagcBes ocorreram, temos que para as configuracbes ED e AD houve queda
no speed-up para o niumero de processadores igual a 10 e 14, visto que os
respectivos numeros de equagbes nas fronteiras aumentaram bruscamente
(Tabelas 16 e 22). A configuracdo EN apresentou queda no speed-up, também
devido ao aumento anormal do nimero de equagdes em sua fronteira (Tabela 19),
s6 que para 8 e 12 processadores. Analisando o particionamento realizado pelo

METIS para 10 e 14 processadores (Figuras 13 e 15), por exemplo, observamos
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gue além da existéncia de particdes desconexas os subdominios apresentaram
fronteiras muito longas. Desconsiderando estes pontos citados anteriormente,
obtemos uma nova curva (adireita), mais representativa do comportamento

esperado do desempenho da implementacéo paralela (Figura 45-47).

6 6 % :f\
5 - 5 -
] \D
%\ /\\%’ —e—dt=1s /'%:2'*\ \' —e—dt=1s
o 4 —m—dt=10s Q. 4 —m—dt=10s
33 / V D dt=20s 33 / : dt=20s
@ }' . e 2 }' Y -
s t=30s o) dt =30 s
(% 3 —m—dt=40s (% 3 —m—dt=40s
—&—dt =50 s —&—dt=50s
2 +— 2 +—
1 1
0 2 4 6 8 1012 14 16 0 2 4 6 8 1012 14 16
Processadores Processadores
Figura 45. Configuracdo ED — Tempo Total.
6 6
™~
ﬁ'\
5 5
/ \ ]
—e—dt=1s 4§ '\Il —e—dt=1s
% 4 —8—dt=10s % 4 / ‘4‘ —m—dt=10s
S dt=20s S ,/ N dt=20s
$ dt=30s g / dt=30s
(?)' 3 —m—dt=40s (%' 3 —@—dt =40 s
—aA—dt=50s / —aA&—dt =50s
2 2
1 j 1 j
0 2 4 6 8 101214 16 0 2 4 6 8 1012 14 16
Processadores Processadores
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O numero 6timo de processadores em todas as simulagdes variou conforme a
configuracao utilizada (ED, EN ou AD), o refinamento da malha e o tamanho do
passo de tempo. Para a malha pequena, o melhor speed-up, para um passo de
tempo de 50s, foi obtido com 8 processadores nas configuracbes ED e AD e 10
processadores na configuracdo EN. Ja para a malha média, o melhor speed-up,
para um passo de tempo de 50s, foi obtido com 12 processadores em todas as
configuracdes. A malha grande obteve o melhor speed-up, para um passo de
tempo de 1s, com 16 processadores nas configuracbes ED e AD e 20
processadores na configuracdo EN. Em praticamente todas as simulacdes pode
ser observado que o speed-up diminui amedida que o passo de tem po aumenta.
Podemos associar este comportamento ao aumento do ndmero de iteragbes do
método iterativo GMRES utilizando o tamanho do passo de tempo maior (Figura
48).
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Figura 48. Numero de iteragcbes GMRES x Tamanho do passo de tempo.

Comparando os tipos de particionamentos utilizados, para o passo de tempo de
50s, vemos que para a simulacado da malha pequena utilizando 8 processadores, 0
solver da configuracdo ED (Tabela 16) foi executado em 27s enquanto que o
solver da configuracdo EN (Tabela 19) foi executado em 33s nas mesmas
condi¢Bes, aumentando o custo computacional em 22%. Para a malha média com
12 processadores, o0 solver da configuracdo ED (Tabela 17) foi executado em 142s
enquanto que o solver da configuracdo EN (Tabela 20) foi executado em 153s nas
mesmas condi¢gfes, gerando um aumento no custo computacional de quase 8%.
J& a simulag&o da malha grande com 16 processadores, 0 solver da configuracdo

ED (Tabela 18) foi executado em 985s enquanto que o solver da configuracdo EN
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(Tabela 21) foi executado em 1.645s, aumentando o custo computacional em 67%.
Assim sendo, podemos concluir que o particionamento dual é mais favoravel que o
nodal, pois via de regra utiliza menos equacdes na(s) fronteira(s) entre seus

subdominios, o que diminui o custo computacional.

Comparando as estruturas de dados utilizadas, para o passo de tempo de 50s,
vemos que para a simulacdo da malha pequena com 8 processadores, 0 solver da
configuracdo ED (Tabela 16) foi executado em 27s enquanto que o0 solver da
configuracdo AD (Tabela 22) foi executado em 24,6s nas mesmas condigdes,
reduzindo o custo computacional em quase 9%. Para a malha média com 12
processadores, 0 solver da configuracdo ED (Tabela 17) foi executado em 142s
enquanto que o solver da configuragdo AD (Tabela 23) foi executado em 131,4s
nas mesmas condicbes, gerando uma redugcdo no custo computacional de quase
8%. Ja4 a simulacdo da malha grande com 16 processadores, o0 solver da
configuracdo ED (Tabela 18) foi executado em 985s enquanto que o solver da
configuracdo AD (Tabela 24) foi executado em 922,9s, reduzindo o custo
computacional em 6,3%. Esta redugcdo também pode ser vista quando da
simulacdo em apenas um processador (Tabelas 10-15), onde os percentuais de
reducdo séo de 20%, 25,6% e 16,9%, para as malhas pequena, média e grande
respectivamente. Assim sendo, podemos dizer que a estrutura por aresta é mais
favoravel que a estrutura por elemento, visto que sua matriz € menor que a matriz

por elemento.

Tomando por base a melhor configuragédo (Estrutura por Aresta e Particionamento
Dual), podemos dizer que a simulagédo de 500s (tempo real) foi melhor realizada
para a malha pequena utilizando 8 processadores em aproximadamente 40s
(Tabela 22), reduzindo o tempo real simulado por um fator de 12,5. J& a malha
média foi melhor simulada, nas mesmas condi¢cdes, com 12 processadores em
172s (Tabela 23), produzindo um fator de redugcédo de 2,9. No entanto, nenhuma
reducdo foi obtida na malha grande, visto que, nas mesmas condi¢des, a melhor
simulacdo em 16 processadores foi realizada em 1.023s (Tabela 24). Se um
cluster com maior capacidade de processamento for utilizado, reducgdes
semelhantes & anteriores, no tempo de simulacdo, poderdo ser obtidas também

para a malha grande.

Observando os resultados obtidos nas Tabelas 22-24 sob o aspecto da

escalabilidade, isto €, como o tempo de simulagdo é afetado pela utilizacdo de

73



malhas maiores, vemos que o tempo de simulagdo em funcdo do refinamento,
obedece a uma fungéo que apresenta um comportamento ndo-linear, onde um dos
pardmetros esta diretamente associado ao numero de iteragbes do método
iterativo. Por exemplo, utilizando novamente a melhor configuragéo (Estrutura por
Aresta e Particionamento Dual), vemos que o tempo gasto na simulagdo da malha
pequena, para o passo de tempo de 30s, utilizando-se 2 processadores, foi de
77,1s (Tabela 22), enquanto que a malha média, para 0 mesmo passo de tempo,
com 8 processadores (4 x 2), foi executada em 144,4s (Tabela 23), produzindo um
“fator de refinamento” do ponto de vista do tempo simulado igual a 1,87 (114,4 /
77,1). Ja o “fator de refinamento”, também para um passo de tempo de 30s, entre
a malha média, utilizando-se 4 processadores, e a malha grande, utilizando-se 16
processadores (4 x 4), foi igual a 2,70 (687,1 / 254,9). Observando o “fator de
refinamento” pelo ponto de vista do ndmero de iteracbes do método iterativo
GMRES (Tabelas 22-24), vemos que, para o passo de tempo de 30s, da malha
pequena para a malha média este fator foi igual a 1,98 (1613 / 814) e da malha
média para a malha grande foi igual a 2,14 (3451 / 1613). A Figura 49 ilustra este
altimo aspecto, onde o comportamento n&o-linear do nimero de iteragbes do
GMRES em funcdo do refinamento afeta a escalabilidade. Outro parametro
importante na analise da escalabilidade é o tempo gasto na comunicacado entre 0s
processos. Esta comunicacdo aumenta quando se passa da malha pequena
utilizando-se 2 processadores para a malha média com 8 (4 x 2) processadores ou
da malha média utilizando-se 4 processadores para a malha grande com 16 (4 x 4)

processadores.
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A seguir sdo mostrados os resultados obtidos nas simulagfes de longa duracdo (SLD)
e que representam as medi¢Bes temporais dos pontos definidos na Figura 28 (Figuras
50-56). Lembrando que estas medicGes foram feitas a partir da malha pequena,

utilizando 21.000 passos de tempo onde cada passo de tempo era de 30s.
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Figura 50. Medic¢&o da elevagéo do n6 5322 (Ponto 1).

0,8
0,6
0,4 f

|

oz
0:0 I
I
I

-0,2 \

—

A

\AAA AN A
VAVIAAY/AAY;

\Y

<
S
T
i ot
|
.
—
—

Amplitude (m)

T —————

-0,4 V) \/ v
-0,6
-0,8

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tempo (dias)

Figura 51. Medic&o da elevagéo do n6 5158 (Ponto 2).
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Figura 52. Medicédo da elevacgédo do n6 4811 (Ponto 3).
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Figura 53. Medig&o da elevagéo do n6 4083 (Ponto 4).
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Figura 54. Medicdo da elevacéo do n6 2360 (Ponto 5).
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Figura 55. Medicdo da elevacéo do n6 1156 (Ponto 6).
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Figura 56. Medi¢éo da elevagéo do n6 186 (Ponto 7).

A partir dos gréaficos anteriores referentes aos sete pontos de medicdo temporal,
podemos observar que apenas os trés primeiros pontos de medicdo (Figuras 50-52)
apresentaram algum efeito, embora atenuado, do comportamento de elevacdo da
maré na entrada do canal. Os quatro ultimos pontos de medi¢do (Figuras 53-56),
embora apresentem algum comportamento “periédico”, na verdade apenas indicam
uma condi¢do inicial (observar as escalas). Mesmo para as maiores amplitudes
aplicadas aentrada do canal ao long o de toda a simulagéo, ndo foi possivel obter
energia suficiente para atingir o interior da lagoa. Como o0 comportamento da maré na
entrada do canal apresenta influéncia apenas na porgéo inicial da Lagoa, ndo tendo
qualquer influéncia em seu interior, foi ilustrado a seguir o comportamento
hidrodindmico somente desta porgéo inicial. Considere inicialmente o fluxo entrando
no canal (Figuras 57, 58), e em seguida o fluxo saindo pelo canal (Figuras 59-61),
maré alta (t = 36.000s) e maré baixa (t = 60.000s) respectivamente. A Figura 61
mostra com mais detalhes o escoamento através da garganta do canal, onde pode ser

observado o efeito de vortice, representado pela cor azul.
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Figura 57. Perfil de elevagdo (m) para t = 36.000s.
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Figura 58. Perfil da velocidade horizontal (m/s) para t = 36.000s.
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Figura 59. Perfil de elevagédo (m) para t = 60.000s.
1.k31E00
1.0895930
0. 548LkLD
0.0073490
-0. 533840

Figura 60. Perfil da velocidade horizontal (m/s) para t = 60.000s.
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Figura 61. Perfil da velocidade horizontal (m/s) para t = 60.000s (detalhe do canal).

Considerando o aspecto tempo, a analise do custo computacional das rotinas internas
do programa foi realizada a partir de ferramentas disponiveis no pacote da Portland
instalado no cluster SISMOS. Para esta andlise foi escolhida a malha pequena
executada em 4 processadores utilizando 10 passos de tempo e a estrutura de dados
por elemento. As Tabelas 25-28 mostram apenas as rotinas do programa cujos

tempos percentuais alcancaram valores superiores a 1% em cada processador.

Tabela 25. Custo percentual do processador O.

Rotina Numero de Tempo (%) Funcéo
Chamadas

Inversa 7.878.560 22,31 Inversa da matriz 3x3

Det2 70.907.040 19,05 Determinante 2x2

Pax 668 15,99 Produto matriz-vetor

EImt02 742.561 5,84 Matriz do elemento

Pdata 10 5,47 Saida

Pdot 3.402 4,27 Produto escalar

Squareroot 742.560 3,99 Raiz quadrada matriz 3x3

Prediag 80 3,87 Precondicionador

Gmres 80 2,99 Método GMRES

Det3 7.878.560 2,31 Determinante 3x3

Pform 80 1,98 Matriz de rigidez

Formke 742.560 1,95 Matriz de elementos

Tau 742.560 1,88 Matriz Tau

Lku 742.560 1,41 Produto matriz-vetor local
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Tabela 26. Custo percentual do processador 1.

Rotina Numero de Tempo (%) Funcéo
Chamadas

Inversa 7.273.520 20,79 Inversa da matriz 3x3

Det2 65.461.680 17,00 Determinante 2x2

Pax 668 16,25 Produto matriz-vetor

Pform 80 6,85 Matriz de rigidez

Elmt02 725.361 5,73 Matriz do elemento

Pdata 10 5,63 Saida

Pdot 3.402 4,66 Produto escalar

Squareroot 725.360 3,64 Raiz quadrada matriz 3x3

Prediag 80 3,63 Precondicionador

Gmres 80 2,76 Método GMRES

Det3 7.273.520 2,15 Determinante 3x3

Formke 725.360 1,90 Matriz de elementos

Tau 725.360 1,85 Matriz Tau

Lku 725.360 1,42 Produto matriz-vetor local

Tabela 27. Custo percentual do processador 2.

Rotina Numero de Tempo (%) Funcéo
Chamadas

Inversa 7.336.240 21,08 Inversa da matriz 3x3

Det2 66.026.160 17,16 Determinante 2x2

Pax 668 16,31 Produto matriz-vetor

Pform 80 6,64 Matriz de rigidez

EImt02 714.241 5,66 Matriz do elemento

Pdata 10 5,54 Saida

Pdot 3.402 4,46 Produto escalar

Prediag 80 3,76 Precondicionador

Squareroot 714.240 3,68 Raiz quadrada matriz 3x3

Gmres 80 2,84 Método GMRES

Det3 7.336.240 2,18 Determinante 3x3

Formke 714.240 1,90 Matriz de elementos

Tau 714.240 1,83 Matriz Tau

Lku 714.240 1,39 Produto matriz-vetor local
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Tabela 28. Custo percentual do processador 3.

Rotina Numero de Tempo (%) Funcéo
Chamadas

Inversa 6.693.839 19,19 Inversa da matriz 3x3

Pax 668 16,45 Produto matriz-vetor

Det2 60.244.551 15,73 Determinante 2x2

Pform 80 10,43 Matriz de rigidez

Elmt02 721.841 5,79 Matriz do elemento

Pdata 10 5,56 Saida

Pdot 3.402 4,44 Produto escalar

Prediag 80 3,82 Precondicionador

Squareroot 721.840 3,35 Raiz quadrada matriz 3x3

Gmres 80 2,74 Método GMRES

Det3 6.693.839 1,99 Determinante 3x3

Formke 721.840 191 Matriz de elementos

Tau 721.840 1,86 Matriz Tau

Lku 721.840 1,41 Produto matriz-vetor local

As Tabelas 25-28 mostram as principais rotinas do programa executado em cada
processador e que respondem por aproximadamente 95% do tempo total consumido.
Dentre estas rotinas, destacamos as trés rotinas iniciais, que juntas consomem
aproximadamente 55% de todo o processamento. Curiosamente, e diferentemente do
esperado, a rotina mais onerosa e, portanto, a que deveria ser a mais importante do
ponto de vista de otimizacdo, ndo foi a que efetuava o calculo do produto matriz-vetor
(PAX). Em trés dos quatro processadores, duas outras rotinas (INVERSA e DET2),
consumiram mais tempo que o produto matriz-vetor. Estas rotinas séo utilizadas fora
do solver, na montagem das matrizes de elemento e aresta para a determinacdo da
matriz O utilizada no termo de estabilizacdo SUPG. Embora estas rotinas sejam
bastante simples, a justificativa provavel para o seu alto consumo, deve-se ao fato de
ambas serem chamadas muitas vezes. O elevado numero de chamadas destas rotinas
é funcdo do nimero de elementos em cada particdo e do niumero de iteracdes nao-

lineares do sistema.
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7. CONCLUSOES

Neste trabalho, a implementagdo em paralelo do método dos elementos finitos para as
equacdes de aguas rasas foi plenamente atingida evidenciando um ganho significativo
no desempenho em relacdo a implementacdo seqiencial. Todo o0 processo
computacional associado amontagem e atualizacdo das matrizes em ambas as
estruturas, por elemento e por aresta, assim como seus residuos foi totalmente
paralelizado. Da mesma forma, o produto matriz-vetor utilizado como nucleo do
solucionador do método iterativo GMRES também teve a sua implementacéo efetuada
em paralelo.

O estudo do comportamento de elevacao da maré para um caso real demonstra que
as solugbes encontradas para um sistema néo-linear com muitas equagdes, podem
ser obtidas eficientemente através de maquinas de baixo custo operando de forma
paralela.

Entre os métodos de particionamento de dominio disponiveis no METIS, o método
dual obteve um desempenho consideravelmente superior ao método nodal,
demonstrando que o particionamento por elementos é mais eficiente do que por noés.
Também entre os tipos de estruturas de armazenamento dos dados das matrizes, a
estrutura por aresta mostrou-se mais eficiente que a estrutura por elemento,
evidenciando que a operagdo utilizando estruturas com matrizes menores s&o
computacionalmente mais adequadas.

A analise da escalabilidade do sistema paralelo demonstrou que o comportamento
nado-linear do nuamero de iteragcbes do método iterativo GMRES em funcdo do
refinamento da malha aumentava amedida que o tamanho do passo de tempo
também aumentava. Este comportamento influenciou diretamente no tempo de
simulacdo e representa um dos parametros utilizados na correta determinagdo da
escalabilidade do sistema.

Outras linhas de pesquisa que podem ajudar no aprimoramento deste trabalho sao:
acoplamento com modelos de transporte (quimicos ou biolégicos), otimizacdo da
implementacdo em paralelo (parametros de compilacdo, pré-tratamento da malha,
maior velocidade da rede, etc.), investigacdo de outros algoritmos para decomposi¢ao
de dominio (GREEDY, RCB, RGB, RSB, MRSB, JOSTLE), outras formas de
armazenamento da estrutura de dados das matrizes (CSR, por exemplo) e utilizagdo

de outros precondicionadores (bloco diagonal, por exemplo).
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