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SIMULACAO NUMERICA DE ESCOAMENTOS INCOMPRESSIVEIS BIFASICOS
DE FLUIDOS NAO-NEWTONIANOSE IMISCIVEIS EM MEIOS POROSOS VIA
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Anderson de Lima Mendonca

Outubro/2003

Orientador: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho apresenta uma formulagéo estabilizada de elementos finitos para a
simulagdo de escoamentos incompressiveis bifésicos de fluidos ndo-newtonianos e
imisciveis em meios porosos. Esta formulacdo € uma importante ferramenta para a
simulacédo de invasio de fluidos durante operactes de perfuracdo. O modelo de lel das
poténcias é usado para descrever o comportamento dos fluidos ndo-newtonianos.
Portanto tanto o fluido invasor quanto o residente podem ser considerados como
pseudoplasticos ou dilatantes. A equagdo resultante para a saturacéo da fase molhante é
aproximada pelo método SUPG acrescido de um termo de captura de choque, a equacéo
da pressdo € aproximada pelo método de Galerkin e € usado um pds-processamento
global pararecuperar a velocidade de Darcy, garantindo a conservacdo de massa. Testes
numéricos em problemas unidimensionais, arranjo de cinco pocos e configuragdes de
poco mostram a eficiéncia da aproximacdo proposta. Particularmente na simulacdo de
invasdo de lama do poco para a formacéo foi verificado que para baixas taxas de

deformacdo alama pseudopléstica invade a formagédo mais lentamente.
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NON-NEWTONIAN IMMISCIBLE FLUIDS IN POROUS MEDIA BY FINITE
ELEMENT METHODS
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This work presents a stabilized finite element formulation for the ssimulation of
two-phase incompressible flows of non-newtonian immiscible fluids in porous media.
This is an important tool for the simulation of fluid invasion during drilling operations.
The power law model is used to describe the behavior of non-newtonian fluids.
Therefore the invading and resident fluids can be considered either as pseudo-plastic or
dilatant. The resulting equation for the saturation of the wetting phase is approximated
by the SUPG method supplemented by a discontinuity capturing term, the pressure
equation is approximated by the Galerkin method and is used a global post-processing
to recover the Darcy’s velocity, enforcing mass conservation. Numerical tests in one-
dimensional, five-spot and borehole configurations show the effectiveness of the
proposed approach. Particularly for the simulation of mud invasion in a borehole was
verified that for low deformation rates pseudo-plastic muds provide the slowest invasion

into the formation.
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Capitulo 1

|ntroducao

1.1 Consideracgbesiniciais

Os estudos sobre escoamentos de fluidos ndo-newtonianos através de meios porosos
saturados tém sido bastante estimul ados nos Ultimos anos devido suas amplas aplicacdes
nas areas de engenharia e ciéncias fisicas. Tais escoamentos ocorrem, por exemplo, em
sistemas geofisicos, processos de recuperacdo de Oleo, engenharia de polimeros e

processos de filtracdo [7].

Um entendimento profundo sobre o escoamento de fluidos néo-newtonianos
através de meios porosos € de fundamental importancia para diversas aplicagdes nas
areas de engenharia. Nas Ultimas décadas, muitos estudos quantitativos e experimentais
trouxeram consideraveis progressos para a compreensdo do comportamento de um
unico fluido ndo-newtoniano escoando através de um meio poroso. Entretanto, sdo
encontrados poucos trabalhos sobre escoamento multifasico de fluidos ndo-newtonianos
através de meios porosos ou aproximacbes numeéricas para tais andlises. Para
escoamentos de fluidos ndo-newtonianos através de meios porosos, as equacoes
governantes apresentam fortes ndo-linearidades mesmo no caso de escoamento de um
anico fluido, isto porque a viscosidade aparente do fluido ndo-newtoniano é expressa
por uma funcdo altamente ndo-linear da taxa de deformagdo do escoamento. A solugdo
para tais problemas em geral € alcancada somente com a utilizacdo de métodos

numericos [38].

Os problemas de escoamento bifasico de fluidos imiscivels através de meios

porosos aplicam-se a industria de petrdleo principalmente em simulacdes de
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reservatérios. Tradicionamente, os simuladores de reservatorios utilizam o método das
diferencas finitas para discretizar as equacOes diferenciais parciais governantes. Como
as equacdes governantes sao altamente ndo-lineares e nesse tipo de problema é comum
0 desenvolvimento de frentes abruptas, cuidados especiais devem ser tomados tanto
para representar essas nao-linearidades quanto para evitar o surgimento de oscilacoes
espurias nas proximidades das frentes. Este Ultimo problema é geralmente contornado
empregando-se esquemas de diferencas upwind. Infelizmente, tais esquemas dissipam
artificialmente as frentes abruptas e conduzem a resultados que sdo sensiveis a
orientacdo da malha computacional. Muitos simuladores comerciais tratam as nao-
lineariades do problema empregando métodos explicitos na discretizagdo temporal.
Recentemente, os métodos totalmente implicitos tém se tornado mais populares por
serem mais robustos e incondicionalmente estdveis. Em alguns problemas os métodos
implicitos sdo também mais eficientes que os métodos explicitos porque possuem
menos restricdes quanto ao incremento de tempo [21]. Aziz e Settari [2] apresentam
uma ampla revisdo deste tema e realizam comparagdes entre os diferentes esquemas de
diferencas finitas usados em simuladores comerciais.

A existéncia de estruturas geolOgicas com geometrias complexas, tais como
falhas e estratificagdes, e a presenca de heterogeneidades podem influenciar
decisivamente no escoamento dos fluidos através destas formagdes. Portanto, métodos
de discretizagdo espacial voltados para malhas n&o-estruturadas séo extremamente
atraentes para a ssimulacdo de escoamentos na presenca de cenarios complexos. Os
simuladores de reservatorios comerciais geramente ndo possuem grande flexibilidade
para o tratamento de geometrias complexas, devido principamente a0 emprego de
métodos de diferencas finitas como atécnica principal de discretizagéo espacial [10].

As principais dificuldades encontradas na resolucdo de problemas de
escoamento multifasico de fluidos em meios porosos estéo ligadas as fortes néo-
linearidades presentes nas relagbes congtitutivas e ao fato de que esses tipos de
problemas geralmente sdo dominados pelos efeitos convectivos onde a utilizacdo de
métodos numeéricos classicos aém de resultar em oscilacbes esplrias mostra também
excessiva difusdo artificia [20]. Adicionalmente, o calculo da velocidade utilizando
diretamente a lei de Darcy, a qual necessita de uma multiplicacdo pelo gradiente de



pressdo, acarreta perda na precisdo dos resultados e ndo garante o principio de

conservacao de massa [27].

Diversos autores tém apresentado nos Ultimos anos diferentes formulagdes que
s80 empregadas na discretizacdo de problemas de escoamento multifésico de fluidos em
meios porosos, onde o modelo matematico é expresso por duas equacdes diferenciais
parciais, uma conhecida como equacdo da pressdo e outra conhecida como equacdo da
saturacdo. Biswas e Carey [4] utilizam uma formulagéo que resolve a pressdo de forma
implicita e a saturacdo de forma explicita (IMPES — implict pressure/explicit
saturation), sendo empregada a formulacéo de elementos finitos de Galerkin/minimos
quadrados. Durlofsky [14] utiliza elementos finitos mistos para a presséo e a velocidade
e técnicas de volumes finitos para a equagdo da saturagdo. JA Douglas et al. [13]
empregam a combinacdo de métodos de elementos finitos mistos para a equacéo da
pressdo e 0 método das caracteristicas para acompanhar a evolucdo da frente de
saturacdo, em ambientes de computacéo paralela [12]. Deb et al. [11] e Silva [34]
empregam uma formulacéo de elementos finitos com refinamento de malha adaptativo
do tipo hp onde a equacdo da saturacdo € solucionada com a formulacdo SUPG
(Streamline Upwind Petrov-Galerkin) acrescida de um operador de captura de
descontinuidade. Masud e Hughes [27] discutem os problemas que surgem quando a
velocidade é caculada diretamente a partir da lei de Darcy e apresentam uma
formulacdo estabilizada de elementos finitos mistos para escoamentos de um anico
fluido através de meios porosos. Para problemas de escoamento de fluidos misciveis em
meios porosos Loula et al. [22] e Malta et al. [24] utilizaram uma estratégia de pos-
processamento do campo de velocidades para recuperar a precisdo na aproximagdo da
velocidade onde todas as varidveis do problema foram aproximadas por interpolacdes
L agrangianas de mesma ordem. Langtangen [21] compara os resultados obtidos a partir
do emprego de diferentes formulagbes de elementos finitos. Nos casos onde os efeitos
capilares foram significativos os campos de presséo e de saturagdo mostraram-se suaves
e todas as formulacdes utilizadas por Langtangen [21] apresentaram bons resultados.
Por outro lado, segundo Langtangen [21] foram encontradas dificuldades para
representar a frente de saturagcdo formada quando os efeitos capilares foram
negligenciados, sendo tais dificul dades superadas com o emprego de uma formulacdo de
Petrov-Galerkin que acrescenta estabilidade tanto na direcdo das linhas de corrente

quanto na direcdo do gradiente de saturacdo. Langtangen [21] mostrou também em seu
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estudo comparacdes entre as eficiéncias de diferentes métodos iterativos combinados a
diversas técnicas de pré-condicionamento. Coutinho et al. [9] apresentam um algoritmo
DMP (Dynamic Mesh Partition) onde o dominio de elementos finitos é particionado de
acordo com um critério de estabilidade, baseado em um nimero de Courant local, e um
critério de precisdo, baseado em variacOes locais do gradiente da solucdo. Coutinho e
Alves [8] apresentam uma formulacdo estabilizada de elementos finitos utilizando
técnicas de solucdo em ambientes de computacdo paralela para escoamentos misciveis
em meios porosos. Juanes a Patzek [20] utilizam uma formulagdo estabilizada de
elementos finitos, a qual baseiase na decomposicdo das variaveis de interesse em
multiescalas, para escoamentos tanto de fluidos imisciveis quanto de fluidos misciveis
em meios porosos. Parsons e Coutinho [28] destacam um melhor desempenho do
método multigrid na solucdo do sistema de equagdes referente a equacdo da pressao
gquando comparado com o método dos gradientes conjugados com pré-condicionador

elemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel.

O escoamento incompressivel bifasico de fluidos ndo-newtonianos e imisciveis
em meios porosos aplica-se por exemplo a operagbes de perfuracdes de pocos de
petréleo, onde o fluido de perfuracdo possui comportamento ndo-newtoniano e sob
determinadas condic¢les invade o reservatério deslocando o fluido residente. Este tipo
de ssimulagéo permite portanto analisar o problema da perda do fluido de perfuracéo

durante a perfuracéo de pogos.

Wu e Pruess [37] tratam do escoamento de fluidos ndo-newtonianos através de
meios porosos. Esses autores apresentam um tratamento numérico detalhado para o
modelo de lei das poténcias e para 0 modelo de fluido de Bingham. Em seu trabalho Wu
e Pruess [37] utilizam o método das diferencas finitas na discretizagdo espacial das
equactes governantes. Zhu et al. [39] também utilizam o método das diferencas finitas
para smular o escoamento de fluidos ndo-newtonianos em mMeios pPorosos, porém
implementam um modelo de fluido n&o-newtoniano conhecido como modelo
hiperbdlico. Chiu et al. [7] apresentam uma formulacdo de elementos finitos para o
escoamento de fluidos n&o-newtonianos em meios porosos. Esses autores apresentam
dois modelos de fluidos ndo-newtonianos, ambos baseados no modelo de lei das

poténcias, conhecidos respectivamente por modelo de Kozeny e modelo de Teeuw e



Hasselink. Chui et al. [7] estudaram os efeitos dos paréametros tanto dos fluidos ndo-

newtonianos quanto do meio poroso sobre a solucéo do problema.

Neste trabalho apresenta-se uma formulagéo estabilizada de elementos finitos
para a simulacéo de escoamentos incompressiveis bifasicos de fluidos ndo-newtonianos
e imisciveis em meios porosos. Esta formulacdo é uma importante ferramenta para a
simulacéo de invasdo de fluidos durante operacdes de perfuracéo de pocos de petréleo.
O modelo de Kozeny mostrado em [7] € usado para descrever o comportamento dos
fluidos ndo-newtonianos. A equacdo da saturacdo é aproximada pelo método SUPG [5]
acrescido de um termo de captura de choque do tipo CAU [1], a equacdo da pressao é
aproximada pelo método de Galerkin e € usada uma estratégia de pds-processamento
pararecuperar a velocidade de Darcy, garantindo a conservacdo de massa [ 24].

Uma formulacdo variacional semi-discreta é utilizada para resolver o conjunto
acoplado de equacOes diferenciais parciais que descreve o problema. O conjunto
acoplado de equacOes diferenciais ordinérias resultante da discretizacdo espacial seré
discretizado no tempo utilizando o método trapezoidal generalizado apresentado por
Hughes [18]. Para realizar o avanco da solucdo do problema no tempo adota-se uma
estratégia baseada no algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor mostrado em
Coutinho e Alves [8]. Neste algoritmo € necessario, a cada iteracdo ndo-linear ou
multicorrecdo, resolver trés sistemas de equacdes lineares distintos. Esses sistemas de
equacles lineares referem-se, respectivamente, a pressdo, velocidade e saturacdo. No
caso do sistema de equagdes referente a pressdo a matriz de coeficientes € simétrica
positiva-definida e para resolvé-lo aplica-se 0 método dos gradientes conjugados com
pré-condicionador €l emento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel (PCG). No calculo das
velocidades pds-processadas o sistema de equaces também possui uma matriz de
coeficientes simétrica positiva-definida porém neste caso a solucéo é alcancada com a
utilizacdo do método de Jacobi livre de matrizes. A técnica de pds-processamento do
campo de velocidades utilizada baseia-se na formulagdo variaciona da lei de Darcy
combinada com o residuo da equacdo de balanco de massa [24]. O sistema de equacdes
referente & saturacdo € ndo-simétrico e 0 método GMRES (Generalized Minimal
Residual) com pré-condicionador €lemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel descrito
em [33] é utilizado pararesolvé-lo.



1.2 Objetivosdo trabalho

Os objetivos do presente trabalho podem ser enumerados da seguinte maneira:

i) implementar uma formulagdo de elementos finitos estabilizada para simular

escoamento de fluidos ndo-newtonianos através de meios porosos;

i) analisar o comportamento da viscosidade aparente dos fluidos néo-

newtonianos e suainfluéncia na solucédo do problema;

iii) verificar se o tratamento numérico dos fluidos ndo-newtonianos interfere
significativamente no comportamento tanto dos métodos iterativos quanto do algoritmo
bloco-iterativo preditor-multicorretor, afim de ndo comprometer a qualidade dos

resultados;

iv) fornecer subsidios para o estudo do fenbmeno de perda do fluido de
perfuracdo durante operacOes de perfuragdes de pogos de petréleo (escala de pocgo) e
simular o deslocamento de fluidos ndo-newtonianos no interior dos reservatorios

acompanhando sua variacao de viscosidade aparente (escala de reservatorio).

1.3 Organizacao do texto

Os préximos capitulos deste trabalho encontram-se assim organizados. O Capitulo 2
apresenta a formulacdo matemética do problema estudado. Nele sdo apresentadas as
consideragOes empregadas na solucdo do problema, as relagdes constitutivas do model o,
a forma fina das equacdes governantes além das condi¢cdes de contorno e condicbes
iniciais necessarias para completar o modelo matemético. No Capitulo 3 apresenta-se a
formulacéo de elementos finitos empregada. Neste capitulo descreve-se detalhadamente
aformulacéo estabilizada de elementos finitos, os métodos utilizados para solucionar 0os
sistemas de equacles lineares oriundos da discretizacdo de elementos finitos, o

algoritmo de avango no tempo e as matrizes de elemento que compdem o sistema a ser



solucionado. No Capitulo 4 encontram-se os resultados numéricos que demonstram a
potencialidade e a aplicabilidade da formulacéo apresentada. Finalmente no Capitulo 5
s80 apresentadas as conclusdes finais e as sugestdes para trabal hos futuros.



Capitulo 2

Formulacao M atematica

A modelagem matemética de escoamentos multifasicos de fluidos imisciveis em meios
porosos € fundamentada nas equagdes bésicas da mecanica do continuo. Tais equacdes
s80 expressas pelas leils de conservagdo de massa (equagdo da continuidade),
conservagao da quantidade de movimento (equacdo do movimento) e conservagdo de
energia

Neste trabalho serd estudado o caso especifico de um escoamento bifasico e
isotérmico de fluidos imisciveis e incompressiveis através de um meio poroso rigido
cujo volume ndo se altera durante 0 processo de escoamento. Como se trata de um
problema isotérmico as equacdes governantes neste caso sdo expressas pelas equacdes
da continuidade e do movimento.

As hipoteses e as consideragBes utilizadas neste trabalho ser@o discutidas em
detalhes na Secdo 2.1. Além disso as equacfes que governam o processo de escoamento
multifasico bem como as relagcBes congtitutivas que completam a modelagem do
problema também serdo apresentadas nesta secdo. As Secles 2.2 e 2.3 apresentam as
formulagdes alternativas do problema conforme apresentado por Aziz e Settari [2],
Helmig [17], Langtangen [21] e Peaceman [29]. A Secdo 2.4 faz uma recapitulacdo das
equacdes que modelam o problema enquanto a Secdo 2.5 mostra o conjunto de
condicdes de contorno e condicBes iniciais necessario para completar a modelagem
matemética.

Do ponto de vista matematico considera-se que o problema em questdo

apresenta um dominio Wi R?com um contorno G o qual se encontra equipado com um

vetor normal unitario externo n = (nx, ny). O vetor posicdo € representado por X = (x, y)

e o tempo por tT [0,T].



2.1 EquacOes Governantes

O problema de escoamento multifasico e isotérmico de fluidos imisciveis através de
meios porosos € governado pelas equacdes da continuidade e do movimento [26],

mostradas respectivamente a seguir:

M-'_N)(rivi)- qi:O (1)
It
M0 ru,) 2)

Tt +uiN><riui)_N>si:rig’

onde v; é a velocidade superficial de escoamento da fase i [LT™], u; € a velocidade
intersticial de escoamento dafasei [LT™], r; é amassa especificadafasei [ML?], g éa
vaz&o méssica por unidade de volume da fase i [MT'LJ], s é a saturagdo da fase i
[adimensional], f € a porosidade do meio [adimensional], s; é o tensor tensdo da fase i

[ML™T?] eg éo vetor campo gravitacional [LT™].

A velocidade superficial de escoamento, utilizada amplamente em substituicéo a
velocidade intersticial, € medida desconsiderando a presenca da matriz porosa [25]. As

velocidades superficial eintersticial se relacionam da seguinte forma:
v, =f u,. 3)

Na modelagem de um problema constituido por n fases sGo necessdrias equaces
da continuidade e do movimento para cada fase existente. E importante ressaltar que na
equacdo da continuidade (1) a vazdo méssica por unidade de volume ¢; serd positiva
quando se tratar de fonte e negativa quando se tratar de sumidouro.

As equacdes (1) e (2) governam o escoamento de n fluidos imisciveis através de
um meio poroso. Essas equacdes sdo definidas em escala microscopica e geralmente o
que se faz [17] em mecanica dos fluidos é trabalhar em escala macroscopica, ou sga,
utiliza-se um valor médio das propriedades microscopicas de uma certa quantidade de
substancia contida em um determinado volume (REV — Representative Elementary



Volume). Assim, segundo Helmig [17], na transicdo da escala microscopica para a
escala macroscopica a equacdo do movimento toma a forma da lei de Darcy. De acordo
com Massarani [25] alei de Darcy é utilizada indiscriminadamente na literatura sobre a
fluidodinamica em meios porosos.

Cada problema de escoamento em meios porosos tem suas particularidades e
portanto deve ser tratado por meio de diferentes estratégias. Segundo Perry et al. [30],
problemas de escoamentos de fluidos envolvendo formagtes geoldgicas, como por
exemplo reservatérios de petrdleo e aqliferos, sdo problemas que apresentam
escoamento lento e neles aplica-se a lei de Darcy em substituicdo a equacdo do
movimento. Nesses problemas o nimero de Reynolds, grandeza que expressa o balanco
entre os efeitos convectivos e os efeitos viscosos, € menor que um (Re < 1). Alguns
autores, como por exemplo Helmig [17], apresentam valores limites para 0 nimero de
Reynolds onde alei de Darcy pode ser aplicada.

Massarani [25] descreve as consideracdes e hipéteses que permitem simplificar a
equacdo do movimento na equacdo de Darcy. Helmig [17] faz um apanhado dos
diversos trabalhos gque tratam a equacéo de Darcy como uma simplificacéo da equacéo
do movimento.

Nos escoamentos em meios porosos onde 0 nimero de Reynolds é baixo as
forcas viscosas predominam e a queda de presséo é proporciona a viscosidade do fluido
e a sua velocidade superficial. No caso de escoamentos onde 0 nimero de Reynolds é
elevado a queda de pressdo € proporciona a densidade do fluido e ao quadrado de sua
velocidade superficia [30].

Como neste trabalho 0 meio poroso € um reservatério de petroleo e através dele
0 escoamento dos fluidos € lento, utiliza-se a equacdo de Darcy, generalizada para o
caso de escoamento multifasico de fluidos imisciveis, em substituicdo a equacdo do
movimento. A equacdo de Darcy generalizada para 0 caso de escoamento multifasico

tem a seguinte forma:

(4)

onde K é o tensor permeabilidade absoluta do meio [L?], k;; é a permeabilidade relativa
dafase i [adimensional], m é a viscosidade dinamica dafase i [ML™T], p; é a pressio
dafasei [ML™T.
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E comum definir a grandeza escalar mobilidade de fase como:

()

=
m

O tensor permeabilidade absoluta e o vetor campo gravitacional sdo definidos no

R?, respectivamente, da seguinte forma:

&, kU (6)
yX ywu
ég, U (7)
g=é_ u-
&9y

Neste trabalho considera-se a simetria do tensor permeabilidade absoluta, isto é,
em todos 0s casos analisados kyy=Kyy.

Nas subsecdes seguintes serd apresentada a forma geral das equacfes tanto para
0 caso de escoamento multifasico quanto para o caso de escoamento bifasico de fluidos
imisciveis em meios porosos. Apresenta-se também, nestas subsecfes, 0 conjunto de
informagdes que caracterizam o sistema, as denominadas equagdes constitutivas.

2.1.1 Formageral dasequagdes para escoamentos multifasicos

A forma geral das equacfes para o0 caso de escoamento multifasico de fluidos imisciveis
através de meios porosos é obtida combinando a equacdo da continuidade com a

equacdo de Darcy. Desta formatem-se:

6 sr) . g8 Kk - rg)- g ®)
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Além da equacdo (8) dois tipos de relacdes suplementares sdo necessarias. O
primeiro tipo relaciona as saturacdes das fases enquanto o segundo tipo relaciona as

pressdes das fases através do conceito de pressao capilar. Entdo tem-se:

3 9
as-1

i=1

Py =P - B =f(ss) "ay,aty. (10)

Nas equactes (9) e (10) n representa 0 numero de fases existente e a presséo

capilar p,,, entre as fases a ey depende somente da saturagdo das fases como sera

mostrado adiante na Subsegéo 2.1.5.

As equacdes (8), (9) e (10) representam um sistema acoplado de equacbes
diferenciais que descreve o escoamento de dois ou mais fluidos imisciveis através de
um meio poroso saturado ou ndo. O comportamento deste sistema acoplado de equacdes
diferenciais é altamente ndo-linear pelo fato da pressdo capilar e da permeabilidade
relativa serem expressas por fungdes néo-lineares das saturagOes das fases [17]. O
carater ndo-linear deste sistema acoplado de equacdes diferenciais € ainda maior quando
se trabalha com fluidos n&o-newtonianos onde, ao contrério dos fluidos newtonianos, a
viscosidade ndo é constante. A viscosidade dos fluidos ndo-newtonianos podem ser
expressas de diferentes formas. Chiu et al. [7] e Massarani e Telles [26] apresentam a
viscosidade dos fluidos ndo-newtonianos como uma funcdo da velocidade do
escoamento. Por outro lado, Wu e Pruess [37] apresentam a viscosidade dos fluidos

nao-newtonianos como uma fungéo do gradiente do potencial.

2.1.2 Escoamento bifasico de fluidos imisciveis em meios por 0sos

No caso especifico em que tem-se apenas duas fases (escoamento bifasico),
identificadas pelos subindices w e n 0s quais representam a fase molhante e a fase ndo-

mol hante respectivamente, as equacdes (8), (9) e (10) tém a seguinte forma:
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- wo_ Py- w9z =0
Er T m ( )g i,
M_N aEI’:nﬁK(an_ rng)g_ qn:O ( )
fit m, 2
5, +s,=1 13)
P.= Py~ Pu- (14)

No escoamento hifasico existem quatro incognitas ou variaveis primérias, séo
elas as saturacOes e as pressdes de ambas as fases. Aziz e Settari [2], Helmig [17],
Langtangen [21] e Peaceman [29] apresentam diferentes estratégias onde as equacdes
(11) e (12) sfo rearranjadas com objetivo de reduzir 0 nimero de variaveis primarias.
Neste trabalho optou-se em utilizar apenas s, € p, como variaveis primarias. Conforme
mostrado por Aziz e Settari [2], Helmig [17], Langtangen [21] e Peaceman [29] outras
escolhas de varidveis também sdo possives (Pw-Sh Pw-Sw Pr-Sh €tc). O resultado da
estratégia adotada resulta em duas equagdes, uma conhecida como equacao da pressdo e
outra conhecida como equacdo da saturacdo. O desenvolvimento matemético para se
obter as equactes da pressdo e da saturacdo sera apresentado adiante nas Segles 2.2 e
2.3.

2.1.3 Saturacao, saturacao residual e saturacao efetiva

Os espacos vazios em um meio poroso podem estar completamente ou parcialmente
preenchidos por um ou mais fluidos. Quando os vazios do melo poroso estdo
completamente preenchidos o meio poroso € chamado de saturado. Por outro lado
quando os vazios do meio poroso estédo parcialmente preenchidos o meio poroso é
chamado de n&o-saturado.

O conceito de saturacdo surge quando Os vazios do mMeo0 poroso estéo

preenchidos por dois ou mais fluidos imisciveis. Define-se saturacdo de uma
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determinada fase como sendo a fragdo do volume poroso ocupada por esta fase [3].
Assim no caso em que tenha-se n fases ocupando os vazios de um meio poroso a

seguinte relacdo € verdadeira:

(15)

Quando os fluidos que estdo ocupando 0s vazios de um meio poroso S40
misciveis o conceito de saturacdo é substituido pelo conceito de concentragao.

Outro conceito muito utilizado € o conceito de saturacdo residual. A saturacéo
residual de uma determinada fase pode ser entendida como sendo o menor valor
possivel assumido pela saturacdo de fase. A saturacéo residual dafase i € representada
por .

Segundo Helmig [17] a definic&o da saturacdo efetiva s baseia-se nas curvas de
permeabilidade relativa e de pressdo capilar e pode ser expressa de varias maneiras.

Umadas possiveis formas de expressar a saturacdo efetiva € mostrada a seguir:

(16)

Swf S £ 1

onde s € a saturagcdo efetiva, s, € a saturacdo da fase molhante e s, é a saturagéo

residual dafase molhante.

No caso de um escoamento bifasico onde os subindices w e n indicam
respectivamente a fase molhante e a fase ndo-molhante respectivamente a saturacéo

efetiva pode ser expressa por:

__ S~ Sw (17)

1- Sw ™ S

S

e

SrWES\NEJ'-Sm’

onde s; é a saturacdo efetiva, s, € a saturacdo da fase molhante, s\ é a saturacéo

residual dafase molhante e s, € a saturacéo residual da fase ndo-molhante.
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Helmig [17] apresenta uma discusséo detalhada sobre as diferentes definigbes de

saturacao efetiva, suas particularidades, aplicactes e limitacoes.

2.1.4 Permeabilidade absoluta e permeabilidaderelativa

O tensor permeabilidade absoluta K definido em (6) mede a habilidade do meio em
permitir o escoamento de fluidos através de seus poros. Portanto o tensor
permeabilidade absoluta é uma caracteristica intrinseca do meio.

Se 0s vazios de um meio poroso estiverem sendo ocupados por mais de um
fluido, a presenca de uma das fases interfere no escoamento das outras fases presentes e
viceversa. Assm o escoamento de cada fase sera influenciado tanto pelo meio
(permeabilidade absoluta) quanto pela presenca das outras fases (permeabilidade
relativa). A permeabilidade relativa € portanto uma grandeza adimensional que mede o
quanto cada fase influencia no escoamento das demais fases presentes no meio.

As curvas de permeabilidade relativa sdo obtidas em laboratério através de
ensalos realizados sobre amostras do meio poroso. Tais curvas podem ser expressas por
funcbes ndo-lineares da saturacdo da fase molhante s,. Varios autores apresentam
diferentes formas de modelar as curvas de permeabilidade relativas em funcéo da
saturagao da fase molhante s,. A seguir apresenta-se alguns model os de permeabilidade
relativa para o caso especifico de escoamento bifasico.

Chiu et al. [ 7] apresentam as seguintes equagdes para as permeabilidade relativas

das fases molhante e n&o-mol hante respectivamente:

a)d 92+3| (18)
P &
e | 8 219
K, =6l PaQ7cy BPQ = (19)
g Pog ;& g P 5

onde k., € a permeabilidade relativa da fase molhante, k;, € a permeabilidade relativa da
fase ndo-molhante, p. é a pressdo capilar, py € a pressdo de deslocamento e | € uma

constante empirica do modelo.

15



A pressdo de deslocamento pg € definida como sendo a pressdo capilar minima
necessaria para que a fase ndo-molhante comece a penetrar em um meio poroso
saturado pela fase molhante.

Um modelo bem mais simples, muito comum em engenharia de petréleo para
representar as permeabilidade relativas das fases molhantes e ndo-molhantes

respectivamente, € dado por:
Ko = S0 (20)

krn = (1_ S\N)Z’ (21)

onde ki, € a permeabilidade relativa da fase molhante, k;, € a permeabilidade relativa da

fase ndo-molhante e s,, é saturacdo da fase molhante.

E importante destacar que em todos os modelos apresentados a permesbilidade
relativa & uma fungéo ndo-linear da saturagéo da fase molhante s,,.

2.1.5 Pressao capilar

A pressdo capilar € um efeito que ocorre na interface das fases e pode ser entendida
como sendo uma descontinuidade de pressdo no interior do meio poroso. A pressao
capilar pode ser expressa como a diferenca entre as pressdes das fases ndo-molhante e

molhante:

pc = Pn- Py (22)

sendo p. a pressao capilar, p, a pressdo da fase ndo-molhante e p,, a presséo da fase

molhante.

Em processos multifasicos a presséo capilar pode ser expressa como uma funcéo
da saturagéo da fase molhante s, , ou sga
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pc = pc (SN) (23)

Varios autores apresentam diferentes relacdes entre as curvas de pressao capilar
e a saturacéo da fase molhante s,. A seguir apresenta-se alguns modelos de presséo
capilar para o caso especifico de escoamento bifasico.

Helmig [17] apresenta 0 modelo de Brooks-Corey para a pressao capilar:

(24)
(p)= 5o S

1- Sw pc

onde s € a saturacdo efetiva, s, € a saturacdo da fase molhante, s, é a saturacéo
residual da fase molhante, py € a pressdo de deslocamento, p; € a pressdo capilar el é

uma constante empirica do modelo.

Durlofsky [14] apresenta um modelo que relaciona a pressdo capilar e a

saturacgdo da fase molhante da seguinte forma:

a8, +epsd
+eps g (25)

P
Ccmax In
P = inE eps 0 §1

1+epsg

onde p. é pressdo capilar, pcmax € @ pressdo capilar maxima, s, € a saturacdo da fase

molhante e eps é um parametro do modelo.

E importante destacar que em todos os model os apresentados a pressio capilar €
uma fungéo ndo-linear da saturagéo da fase molhante s,.

2.1.6 Viscosidade eviscosidade aparente

Um fluido é uma substancia que se deforma continuamente sob a acéo de umatenséo de

cisalhamento, ndo importando quéo pegquena essa tensdo de cisalhamento possa ser. Os
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fluidos podem ser classificados de acordo com a relacéo entre a tensdo de cisalhamento
aplicada e a taxa de deformacéo.

Os fluidos nos quais a tenséo de cisalhamento é diretamente proporciona ataxa
de deformagéo sdo chamados de fluidos newtonianos, entéo:

dg (26)
tH—.
H dt

A constante de proporcionalidade na equacéo (26) € a viscosidade absoluta ou

viscosidade dindmica m Portanto a lei de Newton da viscosidade é dada por:

dg (27)

Os fluidos nos quais a tensdo de cisalhamento néo é diretamente proporcional a
taxa de deformacdo sdo chamados de fluidos ndo-newtonianos. Segundo Fox [16]
numerosas equacdes empiricas tém sido propostas para €laborarem o0 modelo
matemético das relacbes observadas entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de
deformacdo no caso de fluidos ndo-newtonianos. Para muitas aplicacdes préticas de
engenharia essas relagdes entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de deformacdo podem
ser adequadamente representadas pelo modelo exponencial, conhecido como lei das
poténcias, dado por:

onde H é chamado de parédmetro de consisténcia e o expoente n € o indice de

comportamento do escoamento.

A equacio (28) sereduz alei de Newton da viscosidade quando n =1 e H=m E

comum reescrever a equagado (28) da seguinte forma:
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dg (29)

sendo:

,.n-1 (30)
h = H@g ’

édt g
onde h € aviscosidade aparente do fluido n&o-newtoniano.

Os fluidos em que a viscosidade aparente diminui com taxas de deformagdes
crescentes (n < 1) sdo chamados de pseudopl asticos. Se a viscosidade aparente aumentar
com taxas de deformacao crescentes (n > 1) o fluido é chamado de dilatante.

Existem fluidos que se comportam como um solido até que uma tensdo de
cisalhamento minima sgja excedida e, subseqiientemente, apresentam uma relacéo linear
entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de deformacdo. Um fluido que apresenta tais
caracteristicas € denominado fluido pléastico de Bingham ou simplesmente fluido de
Bingham. O modelo apropriado para a relagéo entre a tensdo de cisalhamento e a taxa

de deformacéo para o fluido de Bingham é dado por:

t :tmin+m)(l—?, (31)

onde my € o coeficiente de viscosidade do fluido de Bingham e tqin € a tensdo de

cisalhamento minima do fluido de Bingham.

A Figura 1 apresenta as curvas tipicas da tenséo de cisalhamento em funcéo da
taxa de deformacéo para diferentes tipos de fluidos.

No caso de escoamento de fluidos ndo-newtonianos através de meios porosos 0s
parémetros que caracterizam o meio também influenciam na viscosidade aparente.

19



Fluido de Bingham

My
[ Pseudoplasticon < 1
o)
%tm'n
< Newtonianon =1
8
(&)
)
S 11
3
o)
|_

Dilatanten> 1

Taxa de deformacéo

Figura 1 — Curvas tipicas da tensdo de cisalhamento em funcéo da taxa de deformacéo

para diferentes tipos de fluidos.

V arios modelos para viscosi dade aparente de fluidos ndo-newtonianos em meios
porosos tém sido propostos. Chiu et al. [7] apresentam um modelo de lei das poténcias
onde a viscosidade dos fluidos ndo-newtonianos € uma funcdo da velocidade do
escoamento. Massarani e Telles [26] apresentam um modelo semelhante ao modelo
apresentado por Chiu et al. [7]. Wu e Pruess [37] apresentam tanto um modelo de lei
das poténcias quanto um modelo de fluido de Bingham onde a viscosidade dos fluidos
ndo-newtonianos é uma fungdo do gradiente do *potencial.

Neste trabalho o0 modelo de Kozeny, que € baseado no modelo de lei das
poténcias apresentado por Chiu et al. [7], é utilizado para se obter a viscosidade

aparente do fluido ndo-newtoniano. Tal modelo é expresso por:

N Ln n (32)
h="%+ 581502 6 )7 v,
12¢ ng

! Alguns autores substituem a nomenclatura potencial por pressao piezométrica.
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onde H € o par@metro de consisténcia, n € o indice de comportamento do escoamento,

ka € permeabilidade absoluta na diregéo do escoamento, f € a porosidade do meio e |v, |

€ anorma euclidiana da velocidade total do escoamento.

Assim como a permeabilidade relativa e a pressdo capilar a viscosidade aparente
de fluidos ndo-newtonianos também é expressa por uma fungdo ndo-linear. No caso do
modelo de Kozeny, equacdo (32), a viscosidade aparente € uma funcdo ndo-linear da
velocidade do escoamento e ndo da saturacdo da fase molhante s,,. Como o problema de
escoamento bifasico de fluidos imisciveis em meios porosos € descrito por um sistema
acoplado de equacoes diferencias, como pode ser observado mais adiante na Secéo 2.4,
entende-se que a viscosidade aparente possui uma dependéncia ndo-linear indireta com

a saturacéo da fase molhante s,.

2.2 Equacao da Presséo

A equacdo da pressdo, segundo Langtangen [21], é obtida conforme mostrado abaixo.
As equacdes da continuidade, no caso de escoamentos incompressiveis, para as

fases mol hante e ndo-molhante sdo dadas respectivamente por:

S, jsy - = (33)
Mt Yoo,
16 ) gy . Gg (34)
1t "o,

Somando as equactes (33) e (34) tem-se a seguinte expressao:

B i v 0,00

onde:
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_q (36)
Qi—r_,l w, n.

Assim, levando em conta arelacdo (13), a equacdo (35) toma a seguinte forma:

Nxv, - Q =0, (37)

onde:
V, =V, +V, (38)
Q =Q,+Q,. (39)

Sendo v; a velocidade total de percolacdo das fases e Q; a vazdo volumétrica
total das fases por unidade de volume.

A velocidade total de percolacéo das fases v; , deve ser escrita em funcdo das
variavels primarias do problema, p, € Sy , COMO Sera apresentado a seguir.

Sabendo-se que a velocidade de percolacdo de cada fase € dada pela Lel de
Darcy, generalizada para escoamentos multifasicos, tem-se:

Vi =~ Kl W(pr - T wg) (40)

v, =- KI (Np, - r g). (41)

Somando as equacdes (40) e (41) tem-se;

t:-KIWNpW- Klann+Kg(I Wrw+|nrn)' (42)

Pela definicéo da presséo capilar sabe-se que:
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Py =Pn- B (43)

Calculando o gradiente da equacdo (43) obtém-se:

(44)

Como a pressdo capilar € uma funcéo da saturacéo da fase molhante s,,, podemos

escrever a equacdo (44) da seguinte maneira:

o~ dp, (45)
Np, =Np,- —=Ns, .
Py = NP, ds, Sy
Substituindo a equacéo (45) na equacéo (42) temos a seguinte expressao:
. 0 - (46)
Vt:-Klwglpn-%N%g- Klann+Kg(l Wrw+|nrn)'
ds, g

Manipulando a equacéo (46) chegamos a forma fina da expresséo da velocidade
total de percolagdo das fases em funcdo da presséo da fase ndo-molhante p, e da

saturacdo da fase molhante s

(47)

Vi :_Klthn-'-Kl WSS:INSW-'-KQ(' wrw+I nrn)’

onde:

[, =1,+I. (48)

As equacdes (37) e (47) compde a modelagem do sistema pressao/velocidade. A
equacdo (47) é conhecida como equacdo da velocidade. A equacdo da pressdo € obtida

substituindo a equacéo (47) na equacéo (37) da seguinte forma:
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~ ~ ) (49)

N n u
ds, 0

Kl

- Q =0.

t

a8 @

A equacdo (49) € conhecida como equagdo da pressdo, porém é comum a
utilizacdo das equactes (37) e (47) para representarem, respectivamente, a equacdo
pressao e a equacdo da velocidade total de percolacdo das fases.

Segundo Peaceman [29] a equagdo da pressdo para escoamentos
incompressive's, que € o caso da equacdo (49), € uma egquacdo €liptica enquanto no caso
de escoamentos ligeiramente compressiveis a equacdo resultante serd uma equacao

parabdlica.

2.3 Equacéo da Saturacao

A equacdo da saturacdo, segundo Aziz e Settari [2], Helmig [17] e Peaceman [29], é
obtida conforme mostrado abaixo.

Primeiramente utiliza-se a definicdo de pressdo capilar, equacdo (44), na
equacdo da velocidade da fase ndo-molhante, equacdo (41), o que fornece a seguinte
equacao:

v, =- KI (Np, +Np, - 1 g). (50)

A combinacdo das equagbes (40) e (50) fornece a equacdo do escoamento

fraccional:

v, =—"v, +I K(p,+r,g-r g). D

Yo

Utilizando-se a definicdo de velocidade total de percolacéo das fases, equacéo
(38), em conjunto com a equacao (51) obtém-se o0 seguinte:
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(52)

Substituindo a equagéo (52) na equacdo (34) tem-se:

N{fv, - hK(Np,+r,9- r o) =f 1111—3*:+ N 3)
onde definem-se as fungdes de fluxo fracionério como:
(ol (54)
" I w + I n
;o= [, (55)
" I w +I n ’

I, (56)

Alguns termos da equagéo (53), que sdo funcdes da saturagéo da fase molhante
Sw, POdem ser escritos da seguinte forma:

o _dp, o (57)
Np, ==K
P. ds, Sw
)= v, + 1,80,) v 0 s, + 1.Q 59
(59)

NohK(r,g- r.g)]=Kar, - r,)h, =Kg(r,, - rn)xﬁﬂl%.

Analisando as equagdes (54) e (55) pode-se concluir que:
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df, _ _df, (60)
ds, ds,
f,+f,=1. (61)

Ent&o a seguinte simplificagdo pode ser escrita:

- Qn + fnc.)t = Qw - fwc.)t . (62)

Neste ponto, fazendo as simplificacBes e substituicbes necess&rias na equacao

(53) chega-se a seguinte equacao:
Is, € df U €&  dp U _ (63)
f W+ av, — +KgGyNs, +Nxg °Ns,3+Q, - f,Q =0,
onde:
G:(rw-rn)%' (64)
ds,

De acordo com Langtangen [21] nas vizinhancas dos pocos as fontes e 0s
sumidouros, respectivamente, injetam e extraem fluidos na propor¢do de suas
mobilidades |ocais. Entdo pode-se realizar a seguinte simplificagéo:

Q,=f1Q="1Nx,. (65)

Substituindo (65) em (63) chega-se finalmente a forma fina da equacdo da
saturacdo que é a seguinte:

f‘l]"—sév+va>4<lsW+N>DNSW=0. (66)
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Na equacdo (66) v, € a velocidade aparente de transporte do fluido e D, de
acordo com a nomenclatura utilizada por Helmig [17], € o tensor de difusdo. Segundo
Durlofsky [14] os efeitos capilares introduzem ao tensor D efeitos semelhantes aos
efeitos difusivos, embora este ndo seja um tensor de difusdo propriamente dito. Abaixo

s80 apresentadas as equagdes que definem as duas grandezas acima descritas.

A velocidade aparente de transporte do fluido € expressa por:

- (67)
a u»
gvayﬁ
onde:
df 68
=y o rig o (%9)
_. df, (69)
Vay =Vy a + (kxygx + kygy)G
O tensor de difusdo é expresso por:
ds,

Do ponto de vista fisico o primeiro termo da equacéo (66) é o termo de acumulo,
0 Segundo € o0 termo convectivo e o terceiro é o termo difusivo.

A equacdo da saturacdo, equacdo (66), tem um carédter altamente nédo-linear visto
que algumas das grandezas que compde esta equacdo, como por exemplo a pressdo
capilar e a permeabilidade relativa das fases, sdo fun¢des ndo-lineares da saturacdo da
fase molhante s,,. Quando se trata de escoamento de fluidos ndo-newtonianos o caréter
ndo-linear da equacdo (66) é ainda maior uma vez que a viscosidade que sera utilizada
na equacao de Darcy sera a viscosidade aparente, que pode ser expressa por uma fungdo
nao-linear tanto da vel ocidade do escoamento quanto do gradiente do potencial.

Segundo Peaceman [29] a equacdo da saturacdo, equacdo (66), € uma equacao
parabdlica-hiperbdlica. O comportamento da equacéo (66) € determinado pelo valor da
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derivada da pressdo capilar em func&o da saturagdo da fase molhante ?;—228 Quando a
@

derivada da presséo capilar em funcdo da saturacdo da fase molhante apresentar valores
significativos a equacdo (66) terd um comportamento predominantemente parabdlico.

Por outro lado quando a derivada da presséo capilar em funcdo da saturacdo da fase

molhante apresentar valores pequenos g:i @o? a equacdo (66) terd um
4]

comportamento predominantemente hiperbdlico [17].

2.4 Sistema Acoplado de Equacdes Diferenciais

Com base nas Segdes 2.2 e 2.3 pode-se agora escrever o sistema completo de equacgdes
diferenciais objeto de estudo deste trabalho, dado por:

N, - Q =0 37
Vt:-K|thn+K|WSS;NS«N"‘KQ(lwrw""nrn) (47)
(66)

f‘l]"—sg+va>4<lsw+N>DNSN:0.

A equacdo (37) € a equacdo da pressdo, a equacdo (47) é a equacdo da
velocidade total de percolacdo das fases e a equacdo (66) € a equacdo da saturacdo. A
equacdo da velocidade total de percolacéo das fases é responsavel pelo acoplamento das
equactes da pressdo e da saturagao.

De acordo com Durlofsky [14] o sistema acoplado de equagdes diferencias
parciais acima descrito pode ser adimensionalizado identificando-se valores
caracteristicos para cada variavel, sendo que as equacbes adimensionais resultantes
dependem de dois grupos adimensionais. O primeiro grupo adimensional quantifica a
relacdo entre os efeitos gravitacionais e os efeitos convectivos e é dado por:
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K.Dr g (71)
G, =———,

rT‘LVT(:
onde K. é a permeabilidade caracteristica do reservatorio, Dr =r ,-r , , M € aviscosidade
caracteristica do escoamento, nr. € a velocidade total caracteristica do escoamento. O
segundo grupo adimensional quantifica a relagdo entre os efeitos convectivos e 0s

efeitos relacionados a pressao capilar e é dado por:

P — rTcVTc Lc (72)

e )

ECKC

onde L. é o comprimento caracteristico do reservatorio e p.€ a pressdo capilar

caracteristica.

Langtangen [21] também apresenta dois grupos adimensionais que, da mesma
maneira como descrito por Durlofsky [14], permitem tratar 0 sistema de equacOes
diferenciais em estudo de forma adimensional. O primeiro grupo adimensional

apresentado por Langtangen [21] € dado por:

v, :% (73)
mL.

onde p, é apressdo caracteristica do reservatorio et; € o tempo caracteristico daandlise.

O segundo grupo adimensional apresentado por Langtangen [21] é dado por:

WC - r CgCKCtC , (74)

mL,

onde r . € a massa especifica caracteristica e g € um valor caracteristico que representa

os efeitos gravitacionais.

Conforme apresenta Langtangen [21] o valor real de uma determinada grandeza
€ obtido multiplicando seu valor caracteristico por seu valor adimensionalizado usado
na simulagéo. Por exemplo, no caso da viscosidade tem-se;
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m=mn ,i=w,n, (75)

onde w e n indicam as fases molhante e ndo-molhante respectivamente e o superindice

asteristico identifica o valor adimensionalizado da grandeza.

2.5 Condicbes de contorno e condi¢cbesiniciais

Para completar a descricdo do problema é preciso especificar um conjunto apropriado
de condicdes de contorno e condicBes iniciais. A fronteira G do dominio W pode
apresentar regides de pogos injetores, pocos produtores e condi¢des de fluxo nulo.
Assim a fronteira G do dominio W pode entdo ser particionada de modo que

G=GAGAGAG, onde G e G, denotam, respectivamente, a fronteira nos pogos

injetor e produtor, Gy denota a fronteira onde a pressdo é prescrita e G, a parte da
fronteira onde a condicéo de fluxo nulo € especificada.

No caso da equacdo da pressdo, equacao (37), pode-se prescrever tanto valores
para as pressoes (condicéo de contorno essencial) quanto para os fluxos (condicéo de
contorno natural). Para a equacdo da saturacdo, equacdo (66), por questdes préticas
geralmente limita-se a prescrever saturagcOes (condicdo de contorno essencial) na
fronteira dos pogos injetores.

Portanto as condi¢des de contorno para a equacéo da pressao sdo dadas por:

voa=h em G [0T] (76)
von=h, em  G[0T] (77)
VN =0 en G [0T] (78)
pxt)=p, em G [0T] (79)

onde h; e h, sdo os fluxos prescritos nos contornos de pogos injetores e pogos produtores

respectivamente e pq € 0 valor de pressdo prescrita.
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Para a equacao da saturacéo as condicdes de contorno so dadas por:

s,(x.t)=s  em G’ [0,T] (80)

DNs, =0 em G’ [07] (81)

As condic¢Oes iniciais para as equacOes da presséo e da saturagdo sdo dadas

respectivamente por:

p(x,0)=p, em W (82)

s(x,0)=s, em W (83)
Juntamente com as equacdes da pressdo, da velocidade e da saturagéo, as
equacOes de condigbes de contorno e condi¢des iniciais completam a modelagem

matematica do problema de escoamento bifasico de fluidos imisciveis e incompressiveis

através de um meio poroso rigido.
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Capitulo 3
Formulacéo Aproximada de

Elementos Finitos

A solucédo analitica do model o matemético representado pelas equactes (37), (47) e (66)
raramente pode ser alcancada nos casos préticos de engenharia. Assim utilizam-se
métodos numéricos para se conseguir uma solucdo aproximada do problema. Diversos
métodos numéricos podem ser empregados para se alcancar a solucéo aproximada,
como por exemplo, o método das diferengas finitas, 0 método dos volumes finitos e o
método dos elementos finitos.

Neste trabalho adota-se 0 método dos elementos finitos para se obter uma
solugdo aproximada. Desta forma sera utilizada uma formulagdo variacional semi-
discreta para se resolver o conjunto acoplado de equacbes diferenciais parciais que
representa o problema estudado. A formulacéo variacional semi-discreta caracteriza-se
pela discretizacdo por elementos finitos no espaco seguida pela discretizacdo por

diferencas finitas no tempo.

3.1 Método dos Elementos Finitos

No método dos elementos finitos a formulagdo matemética (equacdo diferencial e o
conjunto de condigdes de contorno e condigdes iniciais) € reformulada em termos de
uma formulacéo variacional.

O método dos elementos finitos consiste em subdividir o dominio do problema

nel

W em um conjunto de subdominios W’ (elementos finitos) tal que, W= UV\F e
e=1

nel

ﬂV\/e = /E, onde nel representa o numero total de elementos da malha e o superindice e

e=1
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indica o e-ésimo elemento da malha. Desta forma a solugdo do problema leva em conta
a contribuicao de cada elemento da malha.
E necessério ainda definir os conjuntos de funcdes admissiveis para a presséo P",

para a saturacdo S' e o conjunto de funcdes peso W,

P"={p! / p)T H"(W), Pl (x,t)= p, em G} (84)
" ={s)/s)T H"(W),s)(x,t) =5 emG} (85)
W ={w" /w'T H"(W),w" =0em G, A G} (86)

onde o superindice h indica a discretizagéo de elementos finitos, sendo H"(W)i H*(W)
um espago de dimensdes finitas sobre 0 dominio W e Hl(\/\l) € 0 espaco das funcbes

cujaaprimeira derivada é quadrado integravel [18], isto €, se

~ .2 (87)
TRWE Q?;—;gde.

Neste trabalho utiliza-se elementos triangulares lineares para discretizar o
dominio W conforme mostra a Figura 2. Para se resolver as integrais do problema
realiza-se uma mudanca de variaveis, isto €, um elemento triangular linear qualquer
definido em varidveis globais x= (x , y ) € mapeado para um “Elemento Pa” definido
em variaveis naturais x= (X , h) conforme esquema apresentado na Figura 2.

Asvariaveis do problema e afuncdo peso sdo aproximadas da seguinte forma:

ngos 88
p = a. N| pi ( )
i=1
ngos (89)
S:'/ =a Nis
i=1
ﬂs: B ngos (90)
D=3 Na,
o A
Wh = rg)sN(:. (91)
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onde p; € apressdo nodal, s € a saturacdo nodal, a; € a derivada temporal nodal de s, ¢
€ uma constante qualquer arbitréria, nnos € nimero total de nés da malha de elementos
finitos e N; € a funcdo de interpolacdo do né i dependente somente da posicdo, isto €,
Ni=N;i(x).

No caso de elementos triangulares lineares as fungbes de interpolagdo séo

definidas da seguinte forma:

N=[N, N, N. (92)

As componentes do vetor de funcdes de interpolacdo para o elemento triangular

linear, definidas em coordenadas naturais, séo dadas por:

N1 = (93)

N, =h (94)

N, =1-x - h. (95)
X0

Y A ha
3 “Elemento Pal”
03
elemento
elemento
2
1 2
(0,0) x> (0,0 w0 x>

Figura 2 — Elemento triangular linear.
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E comum definir o operador gradiente discreto das funcdes de interpolacéo por:

J (96)

s
)

[ent] ey et

B:éN'X
N,

onde N’X:m, N = IN

> Yy

As derivadas de N em funcéo das coordenadas globais (x,y) podem ser avaliadas

utilizando a regra da cadeia como:

Na,x = Na,xX,x + Na,hh,x (97)
Na,y = Na,xX,y + Na,hh,y’ (98)
ondea=1,2,3.

As equacoes (97) e (98) podem ser escritas em forma matricial como:

X (99)
[Na,x Na,y]: [Na,x Na,h]gy ::y

<
(e ey @]

As derivadas N,, e N, podem ser computadas explicitamente a partir das
definicdes (93), (94) e (95). Entretanto, os termos da matriz quadrada existente na
equacdo (99) ndo podem ser computados explicitamente uma vez que ndo se tém
expressies explicitas de x =x(x,y) e h =h(x,y). Por outro lado, tem-se as seguintes

relagbes inversas:

N, G n ) (100

Qoc,

x(x,h)=

1

QD
1

g 101
ybh)=a N,(x.h)ys, (10

a=1

as quais nos permite calcular a seguinte matriz:
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_éX, X0 (102)
=é a-
éy,x y,h 0

As componentes da matriz (102) sdo dadas por:

3 103
X, ZA N, (109
a=1
3 . (104)
X, = é. N.n X
a=1
3 . (105)
Y, =@ No Vs
a=1
(106)

3
y,h = é. Na,h yae'

a=1

A matriz (102) é ainversa da matriz quadrada existente na equacéo (99), ou sgja:

SRIRTUR oo
g]x hx)’l’:l Je- y,X X,x G

onde; = det (3) = X, Y, - X, Y, -

Com base no que foi exposto € possivel calcular as derivadas N,, e N, . A

matriz (102), que define a transformagdo de coordenadas globais para coordenadas
naturais, € conhecida como matriz jacobiana.
Calculando-se a inversa da matriz jacobiana, no caso de elementos triangulares

lineares, tem-se;

o1& Xl (108)
=—a ’
2A@Ys X3 H

onde 2A = det (J) sendo A aéreado elemento e xj=x — X eyii=Yi —V;, 1,j = 1,2,3.
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Fazendo as substitui¢fes necessarias 0 operador gradiente discreto das funcbes
de interpolacdo para 0 elemento triangular linear pode finalmente ser calculado e é

representado por:

_1€&Y5 Yu YU (109)
=13 ,
2A8X, X5 Xl

O operador gradiente discreto pode ser escrito em fungdo de suas componentes

como:

. éB, 0 (120)
=& ‘U
g?’y a
e desta formatem-se que:
1 (111)
Bx = ﬁ[yzs Ya1 y12]
1 (112)
By = ﬁ [X32 X3 X21] .

A definicdo do operador gradiente discreto € intensamente utilizada no

desenvolvimento das matrizes de e emento.

3.2 Discretizacao Espacial

Como a equagdo da pressao, equacao (37), € uma equacdo eliptica a formulacdo cléassica
de Galerkin é suficiente para se obter uma boa aproximagéo da solucéo. Porém no caso
da equacdo da saturacdo, equacdo (66), que € uma equacdo parabdlica-hiperbdlica a
formulacdo classica de Galerkin torna-se instavel, apresentando fortes oscilacGes
numericas principamente em problemas predominantemente convectivos, onde existe
uma frente abrupta de saturacéo que se move no dominio.

Entdo no caso da equacdo da saturacdo, equacéo (66), para se evitar o

surgimento de oscilacBes numéricas indesgjaveis ou refina-se drasticamente a malha de
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elementos finitos [5], aumentando o esfor¢o computacional ou adota-se uma formulagdo
estabilizada.

Neste trabalho optou-se pela utilizagdo de uma formulacdo estabilizada que
acrescenta a formulacdo cléssica de Galerkin estabilidade tanto na diregéo das linhas de
corrente (SUPG - Streamline Upwind Petrov-Galerkin) quanto na direcéo do gradiente
da solugcéo (CAU — Consistent Approximate Upwind). O termo que acrescenta
estabilidade na diregdo das linhas de corrente € conhecido como corre¢cdo SUPG
enquanto o termo que acrescenta estabilidade na direcdo do gradiente da solucdo é
conhecido como operador de captura de chogue (ou descontinuidade). Para fornecer a
estabilidade desgada, a funcdo peso de Gaerkin € somada uma funcdo peso
descontinua referente a correcdo SUPG [5] e acrescenta-se também a formulagcdo um
termo referente ao operador de captura de choque [1].

Maiores detalhes a respeito das formulaces de elementos finitos usadas neste

trabalho ser&o apresentados nas Secbes 3.3 e 3.7.

3.3 Formulacdo de Galerkin para a Equacao da Pressao

A formulacéo cléassica de Galerkin para a equacdo da pressdo, equacdo (37), consiste em

encontrar p' 1 P" tal que " w'T W" tem-se:

QY (R=! - Q)aw=0. (113)

Resolvendo a equagéo (113) tem-se:

QYN dw= Q" dw. (114)

Aplicando o teorema da divergéncia combinado a técnica de integracdo por
partes no lado esquerdo da equacéo (114) tem-se:
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- AW v dWH W'V N dG= (W'Q" dw. (115)
(J/\I t t

Dependendo do tipo de condicdo de contorno especificada o produto escalar
v >n pode ter seu valor nulo (condigdo de fluxo nulo) ou pode ter um valor de fluxo

especifico. Neste desenvolvimento adota-se a condicdo de fluxo nulo devido sua
comodidade, porém ao final deve-se ficar claro que em alguns problemas o termo
referente ao fluxo prescrito deve existir embora aqui o mesmo tenha sido omitido.
Assim de acordo com as condi¢gdes impostas acima e substituindo a equacdo da

velocidade total de percolacéo dos fluidos, equacéo (47), tem-se:

NN S N h NN dp, ¢n
Q\IW“KI Np! dw= gyVth dw+ Q\IW“KI s, Ns; dw

(116)
+ WK 1y 11, )dW

3.4 Matrizesde Elemento para a Equacéo da Pressao

Substituindo as definicdes (88), (89) e (91) na equacao (116) tem-se:

dp
N, Kl Ny, p, dW= NN, g, dW+ N, Kl ,—N, s dW
Q Q QNo:Kl e )

+ qNaxKg(l wr w +1 nr n)dW

A equagdo (117) pode ser escrita naformamatricial como:

Kp =f, (118)

onde K é a matriz de coeficientes, f € o vetor de termos independentes e p € o vetor de

incognitas nodais (pressdes nodais).
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E conveniente escrever os termos das parcelas da equacdo (118) em funcdo das
contribuicdes de cada elemento. Assim, os termos que contribuem para a formagdo da

matriz K sdo dados por:

nel
K =Alk®) (119

e=1
ke=|ks] ab=123 (120)
k% = Q) NaxKl (N, dW, (121)

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A é o operador de

globalizacéo [18].
Destaforma, amatriz do elemento “€” é dada por:

k®=q),B"KI BdW. (122)

Analogamente o vetor f pode ser escrito em termos da contribuicdo de cada

elemento da seguinte forma:

¢ = gl(f) (123)
fe=lfel, a=1,23 (124)

dp
£8= & N,N,g, dW + 3 N, KI =" N, s, dWP
QO QO ds, (125)
+ QF Na,xKg(I Wr w +| nr n)dVVe

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A é o operador de

globalizagéo [18].

Destaforma, o vetor do elemento “€” é dado por:
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f*= ), N'Ng dW + &) B'KI Wgzi BsdWw?

(126)
+Q.B'Kg(l 1y *1,r,) W
34.1 Matriz de Coeficientes
A matriz de coeficientes, definida em (118), é representada por:
k®=Q,B'KI B dW. (127)

Substituindo a definicdo (109) e considerando que os termos do integrando de
(127) sdo constante no interior do elemento, uma vez que as grandezas envolvidas sdo
avaliadas no baricentro do elemento, a matriz de coeficientes pode ser escrita da
seguinte forma

€Yoy XU, y & \
o |, éy23 xl2 16k, kxyﬁaayzs Ya Yl (128)
=Ltz . € '
4A§y31 xgag%y K08 % Y
12 21

Deste ponto em diante em todas as integrais resolvidas neste trabalho as
grandezas envolvidas serdo avaliadas no baricentro do elemento. Como consegquéncia

disto os termos do integrando de cadaintegral serdo constantes no interior do elemento.

Resolvendo a expresséo (128) tem-se aformafinal da matriz de coeficientes:

e lhatk) kg a0
k®= Zta\g } (k12 + k23) Kzs 3’ (129)
g sm - (k13 + kzs)ﬂ

onde:
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kj, = y23kl + X32k2 (130)

Ky = Vpak® + X5, k* (1312)
Kys = Yo, K + X K* (132)
K" = Yok, + XK, (133)
k? = yak,, + %K, (134)
k® = YK, + XK, (135)
K* = y,Ky, +%,0K, . (136)

3.4.2 Vetor de Termos | ndependentes

O vetor de termos independentes leva em conta os termos fonte no dominio, as
condi¢des de contorno e os efeitos gravitacionais.

Portanto o vetor de termos independentes toma a seguinte forma:

fo=f, +f, +f, +f, (137)

onde fq € 0 vetor de termos fonte no dominio, fs, € 0 vVetor que leva em conta os valores
da saturagéo s, , fy € 0 vetor que leva em conta os efeitos gravitacionais e f, € o vetor
gue leve em conta as condic¢des de contorno de pressoes prescritas.

O vetor que leva em conta as condi¢es de contorno de fluxo prescrito fg €
calculado a nivel de elemento e em seguida armazenado diretamente no vetor global f.

O processo pode ser representado por:

f(neq) =f(neq) +f; (138)

onde neq indica a contribuic¢éo do vetor de elemento para o vetor global.
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O vetor de termos fonte no dominio f, tem a seguinte forma:

f, = N"Ng dw:, (139)

Considerando a definicdo (92) para a funcdo de interpolacdo N e resolvendo
cada integral trivial envolvida em (139), o vetor de termos fonte no dominio pode ser
escrito da seguinte forma:

A<§2 1 1loéqu

_ é

f=o8l 2 148y (140)
g 1 2gesH

Resolvendo a expressdo (140) tem-se a forma final para o vetor de termos no
dominio:

€20, +0, + G40
f =P8 toq +al 141
q_lzéql q2 q3l;| ( )
&, + 0, + 20,

O vetor que leva em conta os valores da saturacéo da fase molhante fs tem a
seguinte forma:

(142)

fo = ), BKI ngc Bs dW~.
S,

Substituindo a definicéo (109) e considerando que os termos do integrando de
(142) séo constante no interior do elemento, o vetor que leva em conta os valores da

saturagao da fase molhante pode ser escrito da seguinte forma:

€Y XU, . L€su
- I, dp. é 2 2|_'jek kxyl;ngZB Ya YUé |
sw_4_ é Ya 3ug< k ggx X, X He52u' (143)
u e”32 3 21U &
VY ES Y Es:f
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Resolvendo a expressdo (143) tem-se a forma final para o vetor que leva em

conta os valores da saturacéo da fase molhante:

YKy + XSsty u

_l,dp.é a
sw ﬂ\ dSW éyslksx + XlBksy U (144)

Sy12k9< + X21ksyH

onde:

Ko =K, S, +KyS, (145)
Ky, =Ky S, +K,S, (146)
Sy = YasS T VS, T YiSs (147)
S, = XS F X3S, + XS5 (148)

O vetor que leva em conta os efeitos gravitacionais f4 tem a seguinte forma:

fa=Q.B'Kg(lury*1,r,)dwW. (149)

Substituindo a definicdo (109) e considerando que os termos do integrando de
(149) sdo constante no interior do elemento, o vetor que leva em conta os efeitos

gravitacionais pode ser escrito da seguinte forma:

1 €Yz Xezgég g
— € u N
fg _ﬁéﬁl XlSljgglL:I(l wl W+| nl n)Q/e dw . (150)

A - 2U
§y12 X21 H

Resolvendo a expressdo (150) tem-se a forma final para o vetor que leva em

conta os efeitos gravitacionais:



€Y0 + X0, U

l.ro +1r
fg = % gY3191 + Xlsgz 3’ (151)
é)ﬁzgl + legzg
onde:
gl = kxgx + kxygy (152)
(153)

92 = kxygx + kygy .

O vetor que leva em conta as pressoes da fase néo-molhante prescritas f, tem a

seguinte forma:
f,=-k®p®, (154)

onde k°® é amatriz de coeficientes a nivel de elemento, definida em (129), e p® é o vetor
de pressdes nodais prescritas a nivel de elemento. Assim conforme apresentado em

(129), tem-se:
e lkatke) kg ks 0éPU
— e ue_. u
fp=- ﬁ\é . - (k12 + k23) Ky uépzu (155)
g Sm - (k13 + kzs )H gnsH

Resolvendo a expressdo (155) tem-se a forma final para o vetor que leva em

conta as pressdes da fase ndo-molhante prescritas:

€ (ko +ka)p + kP,  + kgpy U
fp =" Zto\ g k12 Py - (k12 + k23) p, + kzs Ps 3 (156)
é k13 Py + kzs P, - (k13 + kzs) psé

O vetor gue leva em conta as condic¢des de contorno de fluxo prescrito fgtem a

seguinte forma:
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fe=QN'Nh, dG. (157)

Considerando a definicéo (92) para afuncéo de interpolagdo N e resolvendo cada
integral trivial envolvida em (157), o vetor que leva em conta as condicdes de contorno

de fluxo prescrito pode ser escrito da seguinte forma:

_ L& 1luhu (158)

fo=—a, .06 O
° 6& 2

onde L representa o comprimento do lado do elemento onde se tem condicdo de
contorno de fluxo prescrito e h; e h, sdo os valores dos fluxos prescritos.
Resolvendo a expresséo (158) tem-se a forma final para o vetor que leva em

conta as condi¢des de contorno de fluxo prescrito:

; _£§2q+hzg (159)
° e +2hf

3.5 Pés-processamento do Campo de Velocidades

Quando o campo de velocidades € calculado diretamente a partir da lei de Darcy,
equacao (47), os resultados obtidos ndo apresentam boa precisdo, satisfazem fracamente
a condicdo de fluxo nulo e ndo garantem a conservacdo de massa [22][24][27][28].

Uma estratégia para melhorar a aproximagdo do campo de velocidades é a
utilizacdo de métodos mistos conforme mostrado, por exemplo, em Masud e Hughes
[27] e em Durlofsky [14]. Alternativamente, técnicas de pds-processamento do campo
de velocidades podem ser utilizadas para se obter resultados satisfatorios [22][24].

Neste trabalho utiliza-se a estratégia de pds-processamento global do campo de
velocidades apresentada por Malta et al. [24]. Esta estratégia baseia-se na formulacédo
variacional da lei de Darcy (47) combinada com o residuo da equacdo de balanco de

massa (37).
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Ent&o conhecendo-se 0s campos de pressio p e de saturagio S e definindo:

U"={w"T H"(W) H"(W),w">n=0em G}, (160)

0 pos-processamento do campo de velocidades consiste em encontrar V'T U" tal que

" w'l U" tem-se:

qwhgavth +KI thr:1 - Kl w jpc NS\?V - Kg(l wlw +1 nl n)gdw-'-
Sw o (161)

g §,d Kow" (R>77 - QP Jawe =0

@
iy

onde V' é o vetor de velocidades pos-processadas e o parametro d € dependente da

e

malha de elementos finitos e pode ser tomado como d :%, onde h°é o tamanho

caracteristico do elemento dado por h® =+/2A sendo A aarea do elemento.
Com a utilizacdo desta técnica de pds-processamento do campo de vel ocidades
as variaveis do problema, pressdo, velocidade e saturacdo, sdo aproximadas por

interpolagdes L agrangianas de mesma ordem [22].

3.6 Matrizesde Elemento para a Equacéo da Velocidade

Substituindo as defini¢cdes (88), (89) e (91) na equagéo (161) tem-se a seguinte forma

matricial:

(162)

Al

<l
I
-

onde K é a matriz de coeficientes, V é o vetor de velocidades pés-processadas e féo

vetor de termos independentes.
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E conveniente escrever os termos das parcelas da equacdo (162) em funcdo das

contribuicdes de cada elemento. Assim, os termos que contribuem para a formagdo da

matriz K s3o dados por:

~ nel [~
K =Alce) (163)
e=1
ke=lks,] ab=123 (164)
kS = Q. NaN, AW +d ¢ RN, RN, dws, (165)

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A € o operador de

globalizacéo [18].

Destaforma, amatriz do elemento “€” é dada por:

k® =@ N"NdW +d @ Dy, Dy, dW, (166)

onde Dy, € 0 operador divergente discreto definido, no caso de elementos triangulares

lineares, como:

1 (167)
D v :ﬁ[yza X Yo X3 Yoo le]-

A matriz de coeficientes definida em (166) é formada pela soma de duas
matrizes e portanto pode ser escrita como:

ke ke ke, (168)

A matriz Ef definida em (168) é dada por:
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:QNTN dWe. (169)

Considerando a definicdo (92) para afuncéo de interpolacdo N, tem-se:
&N, 0 (170)
QeeN | U[Nll NI NI ]dwe.
eN,I g

Naequacao (170) | € amatriz identidade de ordem 2 dada por:

(172)

I
o

we
[EEN
oC\C

Resolvendo cada integral trivial envolvida em (170), tem-se a forma final para a

matriz k¢

Aé2| I Y

Le — é u

ki=56l 2 1 172)
T

A matriz k $ definida em (168) é dada por:

=d ), Dgy, Dy AW (173)

Considerando a definicdo (167) para o operador divergente discreto e que os

termos do integrando de (173) sdo constantes no interior do elemento tem-se:
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€YU

é, u
é"2(
~. _ d &y, (174)
k 2= ﬂ\ ng: l:lﬁyzs X Yo X3 Yoo X21] :
éy. U
eylz 7
&%l
Resolvendo a equacéo (174) tem-se aformafinal paraamatriz E‘; X
éyZS y23 y23 X32 y23 y31 y23 X13 y23 yl2 y23 X21 l;'
é u
é X32 X32 X32 y31 X32 X13 X32 y12 X32 X2l lj
E e — i g y31 y31 y31X13 y31 yl2 y31X21 3 (175)
*4A é Xi3Xis XzYio  X3Xo g
g y12 yl2 y12 X21 lfl
€ u
e Sm X1 X1 O

Analogamente o vetor f pode ser escrito em termos da contribuicdo de cada

elemento da seguinte forma:

~ nel [~
f=Alf°) (70)
e=l
fe=|fe] a=123 (177)
ﬂe :dQeN xN, N,q, dWF - Qe N.KI (N, p, dW
178
+QFNaK|W%Nb,xSDd\NB+QENaKg(l wrw-'-lnrn)dvv3 ( )

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A € o operador de

globalizacéo [18].

Destaforma, o vetor do elemento “€” é dado por:
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fe =d ), D"NgdwW* - ¢ NKI Bp dw?
(179)

+QNKI, 322 BSAW + ) N'Kg(l ,r, +1,r )W

O vetor de termos independentes definido em (179) é formado pela soma de

quatro vetores e portanto pode ser escrita como:

(180)

onde ﬂe é o vetor de termos fonte no dominio, er é o vetor referente ao gradiente de

presséo, f~3eé o vetor referente ao gradiente de saturacéo e ﬂe € o vetor referente aos

efeitos gravitacionais.
O vetor de termos fonte no dominio Ee tem a seguinte forma:

£, =d ), D'Ng dW*. (181)

A integral das fungdes de interpolagéo N;, i=1,2,3, pode ser facilmente calculada

€ portanto tem-se:

QN dv\fzz—GA[1 1 1]. (182)

Substituindo as definicbes (92) e (167) e considerando que os termos do
integrando de (181) sdo constantes no interior do elemento, o vetor de termos fonte no

dominio pode ser escrito da seguinte forma:
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€YU

eX u
é"32( &, U
i

~e_ d ey31u2A é. u (183)

f1 A€ U_[l 1 1éqzu
2A X3y 6 < U
€y, 4 cxd

éu

8% 0

Resolvendo a expressdo (183) tem-se a formafinal para o vetor de termos fonte
no dominio:

) &y u (184)

O vetor referente ao gradiente de presséo ﬂe tem a seguinte forma:

2= QN'KI Bpdw. (185)

Substituindo as definicbes (92) e (109) e considerando que os termos do
integrando de (185) sdo constantes no interior do elemento, o vetor de referente ao

gradiente de pressdo pode ser escrito da seguinte forma:

2AG UK Kol 16V Va YVole'y
]?e:_e| -~ lJ 23 31 12 ep u_ (186)
> 6 ga@w K G 2A8, X &Hééé

Resolvendo a expressdo (186) tem-se a forma final para o vetor referente ao
gradiente de pressao:
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Py + Ky Py 0 (187)

onde:

Py = Yoz P T Y21 P2 + Y1205 (188)

Py = Xg2Pr + X3P, + X5, P3.- (189)

O vetor referente ao gradiente de saturagao f~; tem a seguinte forma:

fo=NKI, jpc BsdW~. (190)

Substituindo as definicbes (92) e (109) e considerando que os termos do
integrando de (190) sdo constantes no interior do elemento, o vetor de referente ao

gradiente de saturagcdo pode ser escrito da seguinte forma:

~

2A§8ék Kyl dp, 1 €Y Yo Y ugslg
Fe:_gl Uz X xyd . pc_é 23 31 12,’\32[:'. (191)
*T 6 ga@w kg " ds, 2A&; X le%a

Resolvendo a expressdo (191) tem-se a forma final para o vetor referente ao

gradiente de saturagao:
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~ |, dp, &s, +k,s U (192)

onde:

S, = YauS T YuS + VS (193)

Sy = XS + X3S, + XS5 (194)

O vetor referente aos efeitos gravitacionais ﬂe tem a seguinte forma:

= QNKg(l ry +1,r,)dW. (195)

Substituindo a definicdo (92) e considerando que os termos do integrando de
(195) séo constantes no interior do elemento, vetor referente aos efeitos gravitacionais

pode ser escrito da seguinte forma:

. 2A

f4e :? xygyl‘(l whw nl n)' (196)

«9x +
w9x K9y

@M DD D
“‘@ic’

Resolvendo a expressdo (196) tem-se a forma final para o vetor referente aos

efeitos gravitacionais:



&, 9, tk,9,0
&y x K, 8y
&8, K,0, (197)
" xygx+kygy3.
gkxgx +kxygy?j
8, 0x K, 0,

O vetor de velocidades pOs-processadas a nivel de elemento tem a seguinte
forma

,-\,.\
(=Y (=Y
= T =

oYl oYY e el ey «)

x

(198)

<!
o
I
@CD)éD)([%(D)Q) ('D&(‘D)Q\
ORISR

<

onde o superindice (i), i=1,2,3, indica a numeragdo loca do n6 no elemento e o
subindice j=x,y indica a direcdo da componente do vetor de velocidade.

3.7 Formulacédo Estabilizada para a Equacédo da Saturacéo

Antes de apresentar a formulacéo estabilizada para a equacéo da saturagéo define-se um

operador bilinear que identifica a equagéo (66) como:

" o 199
L(s',‘v,v';)zf%—i”+v2>4\l§,‘v+N>DN§,‘v. (1%9)

A formulagéo estabilizada de Petrov-Galerkin para a equagdo da saturacéo,
equago (66), consiste em encontrar 51 S" tal que " W'l W" tem-se:
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QNhL(S:wVZ)dW"‘ :é: Q.tava WWhL(S«Z,VCV)dV\F +

(200)

=
o}

Qo

Out R >Rls]) AW =0

(]
1
[y

Na equacéo (200) a primeiraintegral representa o termo de Galerkin, o primeiro
somatério de integrais representa o termo de corregdo SUPG e 0 segundo somatério de
integrais representa 0 termo de corregdo referente a0 operador de captura de
descontinuidade.

Os parametros de estabilizacdo t; e t, sGo dependentes da malha de elementos

finitos e podem ser calculados da seguinte forma:

e apet 6 (201)
t, = d_lmmnge,li
Va 1]
el (202)
Pe® =d; :
“(ve) o
t —|L( e,vj) d'smlnaEP ] 19 &%)
2 = ~ 2 y i
Ns;| §2 5
3
Pe; =d; Vas o
b e o,
o _ VERSE o , (205)
Vanr = 82W Ns,,.
Ris;

Nas definigdes (201), (202), (203), (204) e (205) Pe® é o nimero de Peclet o qual
representa o balanco entre os efeitos convectivos e os efeitos difusivos. O superindice e
indica que a varidvel foi calculada no interior do elemento enquanto o subindice //
indica a projecdo davariavel na direcéo paralela ao gradiente da solucéo, isto €, paraela

e e

a Ns . Considera-se que d; = % enquanto que d; pode ser ponderado por d; = % ou

por d; =h°. O tamanho caracteristico do elemento é dado por h®=+/2A, onde A

representa a &rea do elemento.



No desenvolvimento da formulagdo estabilizada, equacéo (200), aplica-se o
teorema da divergéncia combinado a técnica de integracdo por partes no termo difusivo
de Galerkin. O termo difusivo referente a correcdo SUPG é nulo uma vez que 0 mesmo
€ ponderado por funcbes peso constantes no interior do elemento. Da maneira como foi
definido o operador de captura de descontinuidade sO age em regides onde o gradiente

da solucdo for diferente de zero.

3.8 Matrizes de Elemento para a Equacéo da Saturacao

Substituindo as defini¢cdes (88), (89), (90) e (91) na equagéo (200) tem-se a seguinte
formamatricial:

Ma+Cs=f_, (206)

onde M é a matriz de massa generalizada, C € a matriz efetiva de coeficientes, s é o
vetor de incognitas nodais (saturacdes nodais), a € o vetor das derivadas temporais de s,

fs € 0 vetor que provém da contribui¢do dos graus de liberdade prescritos de s.

E conveniente escrever os termos das parcelas da equacio (206) em funcio das
contribuicdes de cada elemento. Assim, os termos que contribuem para a formagdo da

matriz M s&o dados por:

M=g®ﬂ (207)

=1

m®=|m,] ab=123 (208)

me, = Q (NS + N ftov,, + N, ftv, N, aw,
(209)

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A é o operador de

globalizagéo [18].
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Destaforma, amatriz do elemento “€” é dada por:

m® = @,f N'NdW + &, Bift vV, N+Bift v, Ndw. (210)

Na equacdo (210) a primeira integral é referente a matriz de massa e a segunda

integral é referente & correcéo SUPG da matriz de massa.

Analogamente a matriz C pode ser escrita em termos da contribuicdo de cada

elemento da seguinte forma:

C= Adl(c) (211)
¢ =|c3,} ab=123 (212)

¢5 = Q (NaVaNy, + NV, N, )+

a'ay

ti(NaxVaVaNpy + Noy Vo Vi Ny

a, X ax = ax a,x  ax -~ ay

+ N, VoV Npy + N Vo v N )+ (213)

a,x ¥ay Y ax ay ay"ay

(N,,DN,, +N, DN, )+
t Z(Na,be,x + Na,be,y) dW

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A é o operador de

globalizacéo [18].

Destaforma, amatriz do elemento “€” é dada por:

ay—y

c® = (N"V,B, +N"v, B, )dW + )t BTAB AW +
§,B"DB AW + @t ,BTB AW (214)

onde:
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A=v,Av, é Vi Vv, U @A ALl (215)
z 0=e 1
@Vayvax Viy g éA'Zl AZZH

Na equacdo (214) a primeira integral € referente a matriz de conveccdo, a
segundaintegral é referente a correcdo SUPG da matriz de conveccdo, aterceiraintegral
é referente a matriz de difusdo de Galerkin e a quartaintegral € referente ao operador de
captura de descontinuidade do tipo CAU.

O vetor fs, definido em (206), provém da contribuicdo dos graus de liberdade

prescritos da saturacéo da fase molhante s,, e portanto tem a seguinte forma:

nel
fo=- A(meae + cese),

e=1

(216)

onde nel é o nimero de elementos na malha de elementos finitos e A é o operador de

globalizacéo [18].

3.8.1 MatrizdeMassa

A parcela de Galerkin referente a matriz de massa, definida em (206), € representada

por:

m; = Q,f N'Ndw, (217)

onde o subindice g identifica o termo proveniente da parcela de Galerkin.

Considerando a definicdo (92) paraafuncao de interpolacdo N, tem-se:

éN, U
e =f ¢ eN u[N N, N,]dwe. (218)
€N3EI
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Resolvendo cadaintegral trivial envolvida em (218), tem-se aformafina paraa

matriz de massa:

Aé2 1 1y
me =f Egl 2 15 (219)
g 1 24

3.8.2 Corregdo SUPG daMatrizde Massa

O termo referente a correcdo SUPG da matriz de massa, definido em (206), é
representado por:

Mt = Q. Bift.vaNdW + @ BIft v, Ndw, (220)

onde o subindice pg identifica o termo proveniente da parcela de correcéo SUPG.

Considerando que os termos do integrando de (220) sdo constante no interior do

elemento, a corregdo SUPG da matriz de massa pode ser escrita da seguinte forma:

mp, =ft.veBy QN AW +ft,v, B) QN dW . (221)

A integral das fungdes de interpolagéo N;, i=1,2,3, pode ser facilmente calculada

€ portanto tem-se:

QN dv\fzz—GA[1 1 1]. (222)

Assim, considerando o resultado obtido em (222) e utilizando as definices

(111) e (112) acorregdo SUPG da matriz de massa pode ser escrita da seguinte forma:
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€YU €3, U

. _ftivoe g ftvy e 0
mpg:lT§y31g[1 1 1]+%§xlsq[l 1 1. (223)
§y12g gx21H

Resolvendo a equagéo (223) tem-se a forma final para a expressdo da correcéo
SUPG da matriz de massa:

yd l AY

Mg Mg Mg U

e _ft & 2 2 u
Mpg = 6 @My Myg  Myg g (224)

A3 m3 md a

gnpg Py pg U

onde:

rntg = y23Vax + X32Vay (225)
mgz;g = y3lvax + X13Vay (226)
mf)g = ylZVax + X21Vay . (227)

3.8.3 Matriz de Conveccéo

Os termos convectivos referentes a parcela de Galerkin, definidos em (206), sdo

representados por:

c; = QNV,B, dW + NV, B, dW, (228)

onde o subindice g identifica o termo proveniente da parcela de Galerkin.

Substituindo as definicbes (111) e (112) e considerando que os termos do
integrando de (228) sdo constante no interior do elemento, a matriz de convecgéo pode

ser escrita da seguinte forma:
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e _ 1 N 1
C, = Q NT dW Vaxﬁ[yZS Ya ylZ] + Q N™ dw Vay ﬁ[xsz X3 le]-

De formasimilar a equacdo (222) verifica-se que:

Substituindo a definigdo (230) na expressio (229) tem-se:

CZ = 6ax g‘g[y23 y31 y12]+%gl‘g[x32 X13 X21]'
Elf el

(229)

(230)

(231)

Resolvendo a expresséo (231) tem-se a forma final da matriz de conveccao de

Gaerkin:
A1 2 3
& ol
e _1€. 2 U
g~ 6écg g gu’
A1 2 3|:|
& ¢ Y

onde:

1
Cg - y23Vax + X32Vay

2 _
Cg - y3lvax + X13Vay

3 1 2
c, =-(c, +cy).
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3.84 Correcdo SUPG da Matriz de Convecgéo

O termo referente a correcdo SUPG da matriz de conveccdo, definido em (206), é

representado por:

(236)

onde o subindice pg identifica o termo proveniente da parcela de correcéo SUPG.

Substituindo as definicbes (109) e (215) e considerando que os termos do

integrando de (236) séo constante no interior do elemento, a expressao para a corregdo

SUPG da matriz de convecgdo tem a seguinte forma:

€Yy XU

e _ L1 @ G6AL A U&8Y, Yy YU
= a¥a Xggé e 1 (237)
M 4A gygl XB EeAzl A, Héxsz X3 Xy H
2 X

Resolvendo a expresséo (237) tem-se a forma final para expressar a correcéo

SUPG da matriz de convecgao:

t ?’ (Blz + Bl3) BlZ Blg u
Cog = 4_12 : (Bl2 + st) By 3’ (238)
é sim - (Bls + st)é

onde:
By = Yo B + stBz (239)
B = 3/23B3 T X B* (240)
(241)

By = 3/31B3 + )(1384
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B' = YarAp X3, (242)

B* = Yar Ao X3Py, (243)
B® = Yo An + X0 A, (244)
B* = Yo Ao + X0 Agy - (245)

3.85 Matriz de Difusdo
A parcela que contém os termos difusivos, definida em (206), é representada por:

Cg = (), B'DB AW, (246)

onde o subindice dg identifica o termo de difusdo proveniente da parcela de Galerkin.
Substituindo a definicdo (109) e (70) e considerando que os termos do

integrando de (246) sdo constante no interior do elemento, a matriz de difuséo pode ser
escrita da seguinte forma:

€Yz XU

e hw dpc e u ékx kxy u éyzs Ya Yo u
ct =¥ _*¢% > A 18 1. 247
@ylz X1 H

Resolvendo a expresséo (247) tem-se aformafina paraamatriz de difuséo:

. (co+cs) o Cs U
ng = ﬂ\d_s;g - (C12 + Czs) Cxs 3’ (248)
é sim - (013 + Czs)H

onde:
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C, = yzzcl + stcz (249)

Cs = Y€ + X C* (250)
Cyy = Ya,C® + XC° (251)
C" = Yk, + XK, (252)
c? = yuky, + XK, (253)
C® =y, + XK, (254)
¢’ = YKy, + XK, - (255)

3.8.6 MatrizdeCorregdo do Operador de Captura de Descontinuidade

O termo referente ao operador de captura de descontinuidade, definido em (206), é

representado por:

Co =t BB AW, (256)

onde subindice op identifica o termo proveniente da parcela de correcdo do operador de

captura de descontinuidade.

Substituindo a definicdo (109) e considerando que os termos do integrando de
(256) sdo constantes no interior do elemento, a matriz de correcdo do operador de

captura de descontinuidade pode ser escrita da seguinte forma:

¢ &Yz  Xap Sey Ve Yol
Cce;p -2 gysl Xlsué 23 31 12;'. (257)
4A% Xn Xz Xu(
Y. Xuf

65



Resolvendo a expresséo (257) tem-se aforma final para a matriz de corregéo do

operador de captura de descontinuidade:

 ¢leresz) By By U
=56 -reBg) B G (259
& sm - (B2 +B2Z )M
onde:
Ozp = VoaYa T X3 X3 (259)
03? = VoY1 T XX (260)
ng = y31y12 + X13X21' (261)

3.9 Discretizagdo Temporal

Neste trabalho utiliza-se uma formulagéo variacional semi-discreta para resolver o
conjunto acoplado de equacOes diferenciais parciais que descreve o problema de
escoamento bifésico de fluidos imisciveis em meios porosos. A formulagdo variacional
semi-discreta caracteriza-se pela discretizagdo por elementos finitos no espaco seguida
pela discretizacdo por diferencas finitas no tempo. Deste modo o conjunto acoplado de
equacles diferenciais ordinérias resultante da discretizacdo espacia sera discretizado no
tempo utilizando o método trapezoidal generalizado apresentado por Hughes [18]. Para
realizar o avanco da solucéo do problema no tempo adota-se uma estratégia baseada no
algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor mostrado em Coutinho e Alves|[8].

As equacdes (118) e (206) formam um sistema acoplado ndo-linear de equactes

diferenciais ordinarias que pode ser escrito da seguinte forma:

&,(pst) u_&,u (262)
g (pssti Q.

onde os subindices p e s indicam, respectivamente, as contribuic¢bes da pressdo da fase

ndo-molhante e da saturagdo da fase molhante. Os termos F, e Fs sdo fungbes néo-
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lineares da presséo, da saturagéo e da derivada temporal da saturagdo. Os termos Q, e
Qs levam em conta os termos fonte e as condi¢des de contorno.

O sistema (262) possui dois graus de liberdade, a presséo da fase ndo-molhante e
a saturacéo da fase molhante.

Existem duas estratégias de solucdo para se resolver o sistema (262). Na
primeira os dois graus de liberdade do problema sdo solucionados simultaneamente. Ja
na segunda estratégia de solucdo resolve-se seqiiencial cada equacéo de conservagao do
problema, ou sgja, cada grau de liberdade do problema é solucionamente separadamente
de forma sequencial. Langtangen [21] apresenta dois algoritmos baseados nessas duas
estratégias, tais algoritmos sdo identificados respectivamente como agoritmo
totalmente implicito e algoritmo sequencialmente implicito.

Neste trabalho utiliza-se 0 algoritmo sequencialmente implicito apresentado por

Langtangen [21] para solucionar o sistema (262).

3.9.1 Algoritmo sequencialmente implicito

A experiéncia mostra que o0 emprego da estratégia de solucdo totalmente implicita
demanda mais memdria quando comparado com a estratégia de solucdo
sequencialmente implicita. Assim ao contrario da estratégia totalmente implicita, que
armazena uma Unica matriz referente ao sistema global, a estratégia sequencialmente
implicita armazena individual mente submatrizes associadas a cada grau de liberdade do
problema. A area de armazenamento para as submatrizes é consideravel mente menor do
gue a area hecessaria para armazenar a matriz associada ao sistema global. O ganho no
armazenamento das submatrizes em relacéo ao armazenamento da matriz referente ao
sistema global fica mais evidente quando se trabalha com problemas de grande porte.
Entretanto 0 nimero de iteracBes necessarias para se alcancar a solugdo do problema é
geramente maior na estratégia sequenciamente implicita do que na estratégia
totalmente implicita. Todavia o0 tempo necessario para se completar uma Unica iteracéo
no processo de solucdo é menor na estratégia sequencialmente implicita quando
comparado com a estratégia totalmente implicita. A experiéncia tem mostrado que, em
geral, o balanco final é favoravel a estratégia sequencialmente implicita quando aplicada
a solucdo de problemas bidimensionais de grande porte e geramente a todos os

problemas tridimensionais [15].
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Um outro ponto favoravel a estratégia sequencialmente implicita € o fato de que
a solucdo iterativa dos sistemas de equacOes lineares resultantes da discretizacdo das
equacOes diferenciais parciais tem seu comportamento relacionado ao tipo de equacéo
diferencia a ser discretizada. No presente trabalho por exemplo, aplicando-se a
estratégia de solucdo sequencialmente implicita serdo resolvidos dois sistemas de
equactes lineares distintos, um simétrico oriundo de uma equacdo eliptica (equacéo da
pressao) e outro ndo-simétrico oriundo de uma equacdo parabdlica-hiperbdlica (equacdo
da saturacdo). O sistema oriundo da equacdo €liptica necessita de um numero de
iteracBes tipicamente O(h™) para convergir enquanto o sistema oriundo da equac&o
parabdlica-hiperbdlica necessita de um ndmero de iteragdes tipicamente O(h') para
convergir. Se a estratégia de solucdo totalmente implicita for aplicada ao problema
apenas um sistema de equacdes lineares sera resolvido. Este sistema de equactes
lineares € ndo-simétrico e nele encontram-se presentes termos relativos a equacdo
eliptica e a equacdo parabodlica-hiperbdlica. Desta forma existe uma tendéncia dos
termos relativos a parcela eliptica predominarem e induzirem um comportamento
tipicamente O(h™®) para o sistema[21].

A estratégia de solucdo sequencialmente implicita permite a escolha de métodos
iterativos e de pré-condicionadores mais adequados e eficientes para cada sistema de
equacdo linear envolvido no problema. Buscando sempre otimizar aforma de solucionar
um problema a estratégia de solucdo sequencialmente implicita mostra-se bem mais
atraente quando comparada com a estratégia de solucdo totalmente implicita.

No presente trabalho a estratégia de solucdo sequencialmente implicita resulta na

seguinte sequiéncia de calculos:
1) Resolve-se a equacéo da pressao;

2) Calcula-se o campo de velocidades,

3) Resolve-se a equacdo da saturacao.

3.9.2 Algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor

O problema é discretizado no tempo através do método trapezoidal generalizado

apresentado por Hughes [18] e o0 avango da solucdo do problema de um instante de
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tempo n para um instante de tempo n +1 é obtido com o agoritmo bloco-iterativo

preditor-multicorretor [8] descrito a seguir:

. i _ [
DadOS Sn f an y pn+1_pn ’ Vn+1_v

n

Inicializa as grandezas (pr edicao)
i=0
Sin+1 =S, + (l- g)Dt a,

a.=0

n+l
Parai=0,1, 2, 3... até maxiter ou até convergir, Faca

Bloco 1: Resolve a equacéo da pressao
K (Sin+1) in++11 = f (Sin+l)

Bloco 2: Calcula o campo de velocidade

s i+1

R i) 72 =T(6,0002)

Bloco 3: Resolve a equacéo da saturacéo

* [l i+l i+l i+l i i+l i+l
M (Sn+1’ pn+1’ Vn+1) Dan+1 =r (Sn+1’ pn+1’ Vn+1)

onde:
*o_ i i+l i+l i i+l i+l
M =M (Sn+1’pn+1’Vn+1)+g:)tc(sn+1’pn+l’vn+l)

— ; i1 ~i+1 ; i1 ~i+1 B . 1 ~ie1 )
r _fs(slr1+1’pln+1ivln+l)- M(Sln+1apln+1ivln+l)aln+1 - C(Sln+1!pln+1ivln+1)sln+1
Atualiza as grandezas (cor r ecéo)

i+l _ J i+1
SIn+1 - SIn+1 + thDanﬂ

i+l _ i i+1
a -, =a, +Dba

n+1 n+1

Fim.

69



No algoritmo acima descrito n € o contador de passos de tempo, maxiter € o
nimero maximo de iteracbes nado-lineares do algoritmo, i € o contador das
multicorrecdes (iteracdes ndo-lineares), Dt é o passo de tempo da andlise, Da é o
incremento da derivada temporal da saturacdo e g € o parametro que controla a
estabilidade e a preciséo naintegracdo do tempo. No presente trabalho adota-se g = 0.5
0 que leva a um método implicito, incondicionamente estavel e de segunda ordem

(O(Dt)?) conhecido como método de Crank-Nicolson.

O processo iterativo continua até que seja atingido um critério de convergéncia
pré-determinado, que € avaliado empregando-se as seguintes medidas de erros das

variaveis de interesse:

Ll 269
Pre
L v (264
Vi
o) (55)
ea = i+1
an+1
ok (266)
i
1
é(nai+t YT i+ (2
eE — A(Dan+1) r.n+1 l:l ’ (267)

= i=o Y\ .i=0
g\Da r

n+1 n+l

onde | X indica a norma Euclidiana do vetor e €”, €' e € sdo respectivamente os erros

relativos & pressdo, & velocidade e & derivada temporal da saturacdo. A quantidade "
mede o erro no balanco de massa da equagdo da saturaczo e e representa o erro relativo

anorma de energia, umavez gue a seguinte relacéo é valida:

Da'r =Da"M ‘Da. (268)
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Para se alcancar a convergéncia € necessario satisfazer as seguintes condigoes:

eP (269)
tol
e (270)

N s & eFll (271)

O paréametro tol representa o valor da toleréncia do problema e é fornecido pelo
usuério. Se as condicles (269) e (270) forem satisfeitas os valores da pressdo e da
velocidade permanecerdo inalterados durante as iteragdes néo-lineares e o agoritmo
continuara atualizando somente os valores da saturacdo. Quando a condicdo (271) for
satisfeita encerra-se 0 processo iterativo.

De acordo com Durlofsky [14] em problemas de ssimulacdo de reservatérios de
petréleo as variagdes de pressdo e de velocidade ocorrem em intervalos de tempo bem
maiores do que as variagoes de saturacdo. Nesses casos a equacdo da pressdo e a
equacdo da velocidade ndo precisam ser resolvidas a cada passo de tempo. Define-se
entdo um numero fixo de passos de tempo em que a pressdo e a velocidade
permanecerdo constantes e o agoritmo de solugdo somente resolverd a equacéo da
saturacdo durante este nimero fixo de passos de tempo. Este procedimento pode
conduzir a ganhos computacionais consideraveis visto que a solucdo da equacdo da

pressdo € mais dispendiosa do que a solucéo da equacdo da saturacao.

3.10 Solucéo dos Sistemas de Equactes L ineares

No algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor utilizado neste trabalho é
necessario, a cada iteracdo ndo-linear ou multicorregdo, resolver trés sistemas de
equacoes lineares distintos. Esses sistemas de equagbes lineares referem-se,
respectivamente, a pressdo, velocidade e saturagéo.

Os métodos utilizados para resolver um sistema de equactes lineares podem ser
classificados como métodos diretos ou métodos iterativos. Os métodos diretos sdo

baseados na fatoracdo da matriz de coeficientes do sistema, tal como eliminacéo de
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Gauss. Esses métodos ndo séo indicados no caso de resolucéo de problemas de grande
porte [21]. Os métodos iterativos baseiam-se na idéia de que a partir de uma estimativa
inicial da solugdo gera-se uma sequiéncia de aproximagdes que faz a solucéo parcial do
problema, a cada etapa de célculo, se aproximar da solucéo exata. Os métodos iterativos
em comparacdo com 0s métodos diretos sdo mais eficientes do ponto de vista
computacional principalmente em problemas 3D [21].

Os métodos iterativos podem ser implementados a partir de diferentes
estratégias, como por exemplo técnicas esparsas [32], técnicas elemento-por-elemento
[18] e técnicas baseadas nas arestas dos elementos [23]. Cada uma dessas técnicas
possuem suas particularidades, vantagens, desvantagens e caracteristicas préprias que
influenciam em sua aplicabilidade.

A taxa de convergéncia de um método iterativo depende das propriedades
espectrais da matriz de coeficientes. Segundo Langtangen [21] a aplicacdo de técnicas
de pré-condicionamento sobre o sistema de equacdes aumentam consideravelmente a
taxa de convergéncia do método iterativo.

Para se acancar uma eficiéncia computacional satisfatoria na resolucéo de
sistemas de equaces lineares deve existir uma harmonia entre os diversos aspectos do
problema. Assim o sucesso de um método iterativo depende, por exemplo, da existéncia
de um algoritmo eficiente, que esta associado a natureza do problema, aliado a uma
técnica de pré-condicionamento adequada.

3.10.1 Métodos Iterativos

Neste trabalho adotam-se métodos iterativos para se resolver os sistemas de equactes
lineares referentes as equacdes da pressdo, velocidade e saturagdo. Como cada um dos
sistemas de equactes tém caracteristicas especificas, diferentes métodos iterativos séo
utilizados para resolvé-los individual mente.

No caso do sistema de equacdes referente a equacdo da pressdo a matriz de
coeficientes é simétrica positiva-definida e para resolvé-lo aplicase o método dos
gradientes conjugados com pré-condicionador elemento-por-elemento do tipo Gauss-
Seidel (PCG). No céaculo das velocidades pos-processadas 0 sistema de equacles
também possui uma matriz de coeficientes simétrica positiva-definida porém neste caso

utilizase 0 método de Jacobi livre de matrizes. O sistema de equacdes referente a
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equacdo da saturacdo € ndo-simétrico e o método GMRES (Generalized Minimal
Residual) com pré-condicionador elemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel é
utilizado pararesolvé-lo.

Detal hes sobre os algoritmos para cada um dos métodos iterativos acima citados
podem ser obtidosem [21], [31] e[33].

3.10.2 Implementacéo elemento-por-elemento

Os métodos iterativos usados neste trabalho foram implementados utilizando técnicas
elemento-por-elemento. Basicamente, os métodos iterativos envolvem operacdes entre
vetores e matrizes. As principais operacoes sdo produto escalar entre dois vetores,
atualizacéo de vetores e o produto matriz-vetor.

O produto matriz-vetor € uma operacdo de grande importancia pois depende da
forma como a matriz de coeficientes estd armazenada. A implementacdo elemento-por-
elemento evita a montagem da matriz de coeficientes global visto que esta operacéo é
bastante dispendiosa. O produto matriz-vetor € solucionado entdo a nivel de elemento e
em seguida seu resultado é distribuido para o problema de forma global.

O produto matriz-vetor implementado na forma el emento-por-elemento pode ser

representado por:

onde A e x sdo respectivamente a matriz de coeficientes global e o vetor global, Ac e Xe

sS40 respectivamente a matriz de coeficientes de elemento e o vetor de elemento, nel € o
nimero de elementos da maha de elementos finitos e A € o operador de globalizag&o

[18].

A execugdo do produto matriz-vetor implementado na forma eemento-por-

elemento realiza-se através de trés passos como se segue [33]:

1 — Localizac&o das componentes do vetor de elementos no vetor global:
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2 — Executa a operacdo matriz-vetor anivel de el emento:

Ye™ Aexe'

3 — Espalha as componentes do vetor de elemento no vetor global:

yo y+ye.

Os passos 1 e 2 deste algoritmo podem ser executados de forma paralela ou
vetorial sem maiores dificuldades. Porém o passo 3, que envolve uma operacéo de
atualizacdo em um vetor global, s6 pode ser executado de forma paralela ou vetorial
dentro de um grupo de elementos ndo-adjacentes. Grupos de elementos ndo-adjacentes
podem ser construidos reordenando a malha de elementos finitos, antes de se iniciar 0s

calculos, através de um algoritmo de coloracdo de malha[8].

3.10.3 Pré-condicionamento

A taxa de convergéncia de um método iterativo, usado na resolucéo de um determinado
sistema de equacdes lineares, depende das propriedades espectrais da matriz de
coeficientes do sistema. A técnica de pré-condicionamento baseia-se na idéia de
transformar o sistema de equagdes original em um outro sistema gque seja equivalente ao
sistema original, ou sgja, que possua a mesma solucéo do sistema original porém tenha
propriedades espectrais mais favoraveis [35]. Esta Ultima caracteristica aumenta a taxa
de convergéncia do método iterativo. Neste trabalho utilizam-se pré-condicionadores
elemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel conforme apresentado em [8] e em [33].
Para descrever o pré-condicionador elemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel
utilizado neste trabalho sdo considerados dois sistemas equagdes lineares, um simétrico
referente a equacdo da pressdo, e um ndo-simétrico referente a equacdo da saturacéo,

dados respectivamente a seguir:
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Hs=b (272)

(273)

I
(7]
1]

ol

Os sistemas (272) e (273) séo inicialmente transformados da seguinte forma:

W EHW ix = Wb (274)
W PHW X =W b, (275)
onde:
W = diag(H) (276)
W = diag(H) (277)
x = Ws (278)
%= W?s, (279)
Os sistemas (274) e (275) sao reescritos como
Ax=u (280)
AX =1, (281)
onde:
A =W_%HW_% (282)
K:W‘%HW 3 (283)



u=W'b (284)
u=W:b. (285)
Em seguida, a cada multicorrecéo executada pelo método iterativo, realizam-se

sobre os sistemas (280) e (281) as seguintes operacdes que definem o pré-condicionador

elemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel:

B *Ax =B 'u (286)
L*AU Yy =L T, (287)

onde;
y =UX. (288)

As matrizes B, L e U sdo obtidas a partir da decomposi¢cdo de Gauss-Seidel das

matrizesA e A como:

. (289)
s=0f} Of}
e=1 e=nel

g 290
L=0L, (290)

e=l
1 291
u=QU,, (29

e=nel

tal que:

L +LT=A_+I (292)
L, +U,=A_+I (293)
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sendo que o subindice e indica a contribuicéo das matrizes a nivel de elemento e nel € o

ndmero de elementos da malha de el ementos finitos.

A aplicacéo do pré-condicionador elemento-por-elemento do tipo Gauss-Seidel
ndo envolve nenhuma area de memoria adicional além da érea referente as matrizes de
elemento. Além disso, a acéo do pré-condicionador pode ser calculada de forma paralela

ou vetorial sem maiores dificuldades [8].
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo sdo apresentados dois grupos diferentes de resultados. O primeiro grupo
é formado pelos exemplos de validagdo. Os exemplos de validacéo tém o objetivo de
comprovar a qualidade dos resultados obtidos com a formulagcdo desenvolvida. Desta
forma os resultados obtidos nesse trabalho sdo comparados com o0s resultados
encontrados na literatura. Uma vez demonstrada a eficiéncia da formulacéo
desenvolvida nesse trabalho o segundo grupo de exemplos é apresentado, os exemplos
numeéricos. Nesses exemplos analisa-se como a reologia dos fluidos influencia na
solucéo do problema. Compara-se entéo os resultados obtidos a partir do escoamento de
diferentes fluidos, tais como newtonianos, dilatantes e pseudoplasticos. Nos exemplos
numéricos também serdo tratados casos em que 0 meio poroso € heterogéneo.

Neste trabalho o método dos gradientes conjugados com pré-condicionador
elemento-por-elemento do tipo de Gauss-Seidel, empregado para resolver a equacéo da
pressdo, € identificado como PCG. O méodo GMRES com pré-condicionador
elemento-por-elemento do tipo de Gauss-Seidel, empregado para resolver a equagéo da
saturacdo, € identificado como GMRES. O método de Jacobi livre de matrizes
empregado no célculo das velocidades, € identificado como JCB.

4.1 Exemplosde validacao

Sé0 apresentados trés exemplos de validagdo cuja a solugdo numérica obtida é
comparada com a solugdo encontrada na literatura. O primeiro exemplo de validacdo € o
caso unidimensional onde injeta-se um fluido newtoniano pela lateral esquerda do

dominio, 0 segundo é o caso unidimensional onde injeta-se um fluido pseudoplastico
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pela latera esguerda do dominio e o terceiro exemplo de validacdo € o problema
classico de cinco pogos.

Nesses exemplos de validagdo investigase a influéncia dos parametros da
formulacdo estabilizada, empregada na aproximagdo da equacdo da saturacdo, sobre o
resultado da simulagdo. Deste modo, na equacao da saturacdo, a formulacdo de Galerkin
pode ser acrescida somente da formulacdo SUPG, ou somente do termo referente ao
operador de captura de descontinuidade do tipo CAU ou acrescida tanto da formulacéo
SUPG quanto do termo referente ao operador de captura de descontinuidade do tipo
CAU. Os resultados onde somente a formulacdo SUPG foi usada sdo representados
simplesmente por SUPG. Quando a formulagdo SUPG é usada juntamente com o
operador de captura de descontinuidade do tipo CAU os resultados sdo representados
por SUPG+CAU. E importante notar que a contribuiciio do operador de captura de

descontinuidade pode ser ponderada tanto por d; = h®quanto por d;, = %e , sendo seus
referidos resultados representados respectivamente por CAU h e CAU h/2. Os casos
onde somente 0 operador de captura de descontinuidade foi utilizado sdo identificados
simplesmente por CAU h ou por CAU h/2.

Em todos os exemplos de validacdo a tolerancia dos métodos iterativos é fixada
em 10° e a tolerancia para iteracdo ndo-linear em 102, o ndmero maximo de
multicorrecdes é fixado em 10 e o0 passo de tempo € fixado em Dt = 0.0001, exceto
exemplo 4.1.3 onde o passo de tempo é fixado em Dt = 0.001. Adota-se também um

nimero de 25 vetores de Krylov para o algoritmo GMRES.

4.1.1 Caso unidimensional —injecao de um fluido newtoniano

O objetivo deste exemplo é validar a formulacéo estabilizada utilizada para resolver a
equacdo da saturacdo. Para tal o problema unidimensional apresentado por Durlofsky
[14] é usado como referéncia. Conforme apresenta Durlofsky [14], as grandezas do
problema sdo dadas em um sistema compativel de unidades. O problema consiste em
injetar um fluido (fase molhante) pela lateral esquerda do dominio com o objetivo de
deslocar o fluido existente no reservatorio (fase ndo-molhante), sendo ambos os fluidos
considerados newtonianos. Utiliza-se uma malha com 1" 80 células, sendo cada célula

dividida em dois elementos triangulares, distribuidas no retangulo O£ X£ 4,
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O£ y£0.05. Foram aplicadas condi¢bes de contorno periédicas na direcdo y para

simular o deslocamento unidimensional na direcdo x, onde o deslocamento total € L = 4.
Neste exemplo os efeitos da presséo capilar e dos termos fonte no interior do dominio
foram desconsiderados. A velocidade total é v; = ix e fixou-se s,=1 em x = O.
Inicialmente considera-se que o reservatorio esta preenchido apenas pela fase ndo-
molhante, ou sgja, ent =0 s, = 0 em todo o reservatério. A porosidade do reservatorio

€ igua a 0.20 e as permeabilidades relativas das fases molhante e ndo-molhante sdo
dadas respectivamente por k,, =s? e k., =(1- s,)?. O reservatério é considerado um

meio poroso homogéneo e isotropico. A razdo entre a viscosidade da fase ndo-molhante
e aviscosidade da fase molhante éigual a5.

Dois casos distintos sdo analisados. no primeiro os efeitos gravitacionals sdo
desconsiderados, enquanto no segundo tais efeitos sdo levados em consideracdo e agem
no sentido oposto ao deslocamento dos fluidos. No primeiro caso Gy = 0 enquanto que
no segundo caso Gy = 2, onde G4 é definido em (71). Os resultados sdo apresentados em
termos de Volumes Porosos Injetados (VPI), que é uma grandeza andloga ao tempo
adimensionalizado.

A Figura 3 mostra o perfil de saturacéo obtido para o caso em que os efeitos
gravitacionais ndo foram considerados enquanto a Figura 4 mostra o perfil de saturacdo
para 0 caso em que se considera os efeitos gravitacionails. Ambos os resultados séo
tomados em t = 0.5 VPI. Segundo Durlofsky [14] a atura tedrica para o choque no caso
sem gravidade € 0.41, o que esta em boa concordancia com os resultados obtidos, como
pode ser observado na Figura 3. Na Figura 4 est&o os resultados obtidos com gravidade
e, de acordo com Durlofsky [14], neste caso a atura tedrica para o choque € de 0.76, o
que também esta em boa concordancia com os presentes resultados.

Na Figura 3 o resultado obtido quando utiliza-se somente a formulagdo SUPG é
o menos difusivo, apresentando porém as oscilacdes espurias (under-shooting) mais
acentuadas. No caso do resultado obtido quando se utiliza a formulagdo SUPG+CAU
h/2 também se constata a presenca de oscilagdes esplrias, embora com menor
intensidade. Nos demais resultados essas oscilagbes esplrias ndo sdo observadas.
Quando os efeitos gravitacionais sdo considerados verifica-se, na Figura 4, a auséncia
de oscilagBes esplrias e mais uma vez o resultado obtido quando somente a formulacdo

SUPG é empregada apresenta-se como 0 menos difusivo.
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Saturacéo - Sw

— SUPG+CAU h
01 supc+cAU hi2
02 L ‘Altur‘a teérica | | | |
0 02 04 06 08 1

Deslocamento horizontal (x/L)

Figura 3 — Frente de saturacdo em t=0.5 VPI para o caso unidimensional sem gravidade.
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Figura4 — Frente de saturacdo em t=0.5 VPl para o caso unidimensional com gravidade.
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4.1.2 Caso unidimensional —injecao de um fluido pseudopléstico

O objetivo deste exemplo é vaidar o célculo da viscosidade dos fluidos néo-
newtonianos. Para tal o problema unidimensional apresentado por Wu e Pruess [37] é
usado como referéncia. O problema consiste em injetar um fluido pseudoplastico (fase
molhante) pela lateral esquerda do dominio com o objetivo de deslocar o fluido
existente no reservatério (fase ndo-molhante) sendo este Ultimo considerado um fluido
newtoniano. Utiliza-se uma malha com 1" 80 células, sendo cada célula dividida em

dois elementos triangulares, distribuidas no retdngulo O£ x£4m, O£ y£0.05m.

Foram aplicadas condi¢cbes de contorno periodicas na direcdo y para simular o
deslocamento unidimensional na direcdo X, onde o deslocamento total € L = 4 m. Neste
exemplo os efeitos da pressdo capilar, dos termos fonte no interior do dominio e os
efeitos gravitacionais foram desconsiderados. A saturacéo residual da fase ndo-molhante

éigua a0.20. A porosidade do reservatorio € igual a0.20. As permeabilidades relativas

das fases molhante e ndo-molhante sio dadas respectivamente por k., =1.17(s,)’ e

k., =0.75(1- 1.25,)?. O reservatério é considerado um meio poroso homogéneo e

isotrépico sendo a permeabilidade absoluta deste igual a1 Darcy. A taxade injecdo é de
0.8233 © 10° m’s! enquanto o tempo total de injecdo é de 10h (dez horas). A
viscosidade da fase ndo-molhante é igual a 5¢cP e para a fase molhante o parametro de
consisténcia e o indice de comportamento do escoamento, utilizados no modelo de le
das poténcias, sdo dados respectivamente por H = 0.01 Pasen=0.5.

A Figura 5 mostra o perfil de saturagcdo obtido depois de 10h de injecdo. O
resultado numérico obtido esta em boa concordancia com o resultado apresentado por
Wu e Pruess [37], onde a altura tedrica para o choque é 0.36, o que valida o codigo
utilizado para calcular a viscosidade dos fluidos ndo-newtonianos.

Na Figura 5, assim como verificado no exemplo anterior, o resultado obtido
quando utiliza-se somente a formulagdo SUPG é o menos difusivo apresentando porém
as oscilacbes espurias (under-shooting) mais acentuadas. No caso do resultado obtido
quando se utiliza a formulagdo SUPG+CAU h/2 também se constata a presenca de
oscilagbes esplrias, embora com menor intensidade. Nos demais resultados essas
oscilagdes espulrias ndo sdo observadas. Analisando a Figura 5 conclui-se ainda que o

melhor resultado € obtido quando se utiliza a formulacdo SUPG+CAU h.
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Figura 5 — Frente de saturac&o depois de 10h de injecdo de um fluido pseudoplastico.

4.1.3 Problema classico de cinco pocos

O objetivo deste exemplo é validar a solucdo do sistema acoplado de equactes (pressao-
velocidade-saturacdo). Para tal o problema classico de cinco pogos apresentado por
Durlofsky [14] € usado como referéncia. Assim como em Durlofsky [14] o problema
consiste em resolver um quarto do problema de cinco pogos. Neste problema o fluido
injetado no poco injetor (fase molhante) desloca o fluido do reservatério (fase néo-
molhante) em direcdo ao pogo produtor, sendo ambos os fluidos considerados
newtonianos. Conforme apresenta Durlofsky [14], as grandezas do problema sdo dadas
em um sistema compativel de unidades. O dominio do problema é um quadrado de lado
unitdrio. Foram utilizados 800 elementos triangulares lineares para discretizar
regularmente o dominio do problema. Neste exemplo os efeitos da presséo capilar, dos
termos fonte no interior do dominio e os efeitos gravitacionais foram desconsiderados.
Inicialmente considera-se que 0 reservatorio esta preenchido apenas pela fase ndo-
molhante, ou sgja, em t= 0 s,= 0 em todo o reservatério. No poco injetor fixou-se s,= 1

e as permeabilidades relativas das fases molhante e ndo-molhante sdo dadas
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respectivamente por k , =s’ e k= (1- SN)Z. O reservatério é considerado um meio
poroso homogéneo e isotropico, assim sendo a permeabilidade absoluta do mesmo é
dada por K=I. A porosidade do reservatério € igual a 0.20. A razdo entre a viscosidade
da fase ndo-molhante e a viscosidade fase molhante éigual a 4.

Dois cenarios distintos sdo analisados. no primeiro, identificado como diagonal,
a linha imaginéria pogo injetor-poco produtor é perpendicular as linhas diagonais dos
elementos triangulares; no segundo, identificado como paralelo, as linhas diagonais dos
elementos triangulares so paralelas a linha imaginéria poco injetor-pogo produtor. A
Figura 6 mostra a malha de elementos finitos usada neste problema. No caso
identificado como diagonal o poco injetor esta situado no vértice inferior esquerdo e o
poco produtor no vértice superior direito. No caso identificado como paralelo o poco
injetor esta situado no vértice superior esquerdo e o poco produtor no vértice inferior
direito. Nos dois casos, nos vértices onde ndo existem pocos prescrevem-se pressoes
nulas e no restante do contorno a condicdo de fluxo nulo € especificada. Segundo
Durlofsky [14] os resultados para os dois cenérios, o diagonal e o paralelo, deveriam ser
idénticos pois 0 desenvolvimento matematico € o mesmo em ambos os casos. Porém
pode-se notar que os resultados obtidos diferem um pouco devido ao efeito de
orientacdo de malha.

Os resultados séo apresentados em termos de Volumes Porosos Injetados (VPI),
que € uma grandeza andloga ao tempo adimensionalizado. Assim como em Durlofsky
[14] os resultados sd0 mostrados de duas maneiras diferentes: recuperacdo de 6leo
normalizada pelo volume total injetado e acumulacdo de 6leo recuperado (volume de
0leo produzido ou volume de 6leo recuperado).

As Figuras 7 a 12 mostram que os resultados numeéricos obtidos estdo em boa
concordancia com os resultados apresentados por Durlofsky [14]. O resultado onde
somente a formulacdo SUPG foi utilizada, na configuracdo paraela, foi o que
apresentou a maior discrepancia em relacdo aos resultados mostrados em Durlofsky
[14]. A andlise dos resultados obtidos permite verificar a presenca do efeito de
orientacdo de malha, porém nos casos onde a formulagdo SUPG+CAU h foi utilizada
este efeito foi praticamente eliminado conforme pode ser observado nas Figuras 11 e 12.
Nos demais casos o efeito de orientacdo de maha existe porém ndo € tdo acentuado

guanto o encontrado na solucdo SUPG.
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As Figuras 13 e 14 apresentam 0 nimero médio de multicorrecfes por passo de
tempo executado pelo algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor e o nimero
médio de iteragcdes em cada multicorrecdo executado pelos métodos numéricos
utilizados para resolver as equacdes da pressdo e da saturacdo assim como nos calculos
das velocidades. As Tabelas 1 e 2 apresentam o nimero total de passos de tempo da
analise, o nimero total de solugdes para as equactes da presséo, velocidade e saturacdo

e 0 nimero de total de iteragdes executado pelos métodos PCG, JCB e GMRES.

Figura 6 — Maha de elementos finitos com 800 elementos triangulares lineares.

Analisando as Figuras 13 e 14 pode-se observar que o0 método PCG necessita em
média de um ndimero muito elevado de iteragdes para atingir a convergéncia quando
comparado com os demais métodos apresentados. Notase também que quando a
formulacdo SUPG é empregada sem o operador de captura de choque o agoritmo
bloco-iterativo preditor-multicorretor necessita em média de apenas 3 iteracdes para
convergir. O emprego do operador de captura de choque aumenta consideravelmente o
nimero de multicorrecdes desse algoritmo. Nas Tabelas 1 e 2 observa-se que para todas
as formulacdes apresentadas, exceto na formulacdo SUPG com a configuragdo paralela,
0 método GMRES executou 0 maior nimero de iteragdes. E importante destacar

também o baixo nimero de iteraces executado pelo método JCB em todos os casos
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mostrados. Finalmente conclui-se que neste exemplo o agoritmo bloco-iterativo
preditor-multicorretor precisou em média de 10 multicorreces por passo de tempo para
convergir, exceto quando se empregou a formulagdo SUPG sem o operador de captura
de choque. As equactes da pressdo e da velocidade foram solucionadas em média uma
Gnica vez a cada passo de tempo engquanto que a equacdo da saturagdo precisou ser
solucionada durante todas as multicorrecdes do algoritmo.
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Figura 7 — Recuperacéo de 6leo normalizada pelo volume total injetado na configuracéo

diagonal.
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Figura 8 — Volume de 6leo recuperado na configuracdo diagonal.
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Figura 9 — Recuperacéo de 6leo normalizada pelo volume total injetado na configuracéo

paralela.
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Figura 10 — VVolume de 6leo recuperado na configuracéo paralela.
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Figura 11 — Recuperacdo de 6leo normalizada pelo volume total injetado em diferentes
cenarios utilizando a formulagdo SUPG+CAU h.
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89



@ Multicorrecao 0 PCG 0 GMRES @ JCB

w
ol

w
o

N
[&)]

N
o

=
(4]

=
o

Numero médio de iteragdes

o

SUPG CAU h CAU h/2 SUPG+CAU h  SUPG+CAU h/2
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Tabela 1 — NUmero total de passos de tempo, nimero total de solucdes para as equacoes
da pressdo, velocidade e saturacdo, numero total de iteracBes dos métodos PCG, JCB e

GMRES para a configuragéo diagonal.

SUPG CAUh CAUNW2 SUPG+CAUh SUPG+CAU h/2

Passosdetempo 1000 1000 1000 1000 1000
Eq. pressdo 1007 1008 1007 1007 1006
PCGiota 27464 29412 28227 28710 28400
Eq. velocidade 1004 1001 1002 1001 1007
JCBiota 11940 10966 9311 9289 9620
Eqg. saturacdo 2798 10000 9930 10000 9019
GMRESa 32287 84595 76510 152368 126962

Tabela 2 — Numero total de passos de tempo, nimero total de solucdes para as equactes
da pressdo, velocidade e saturagdo, nimero total de iteragdes dos métodos PCG, JCB e

GMRES para a configuracéo paralela.

SUPG CAUh CAUNWZ2 SUPG+CAUh SUPG+CAU h/2

Passos de tempo 1000 1000 1000 1000 1000
Eq. presséo 1005 1008 1007 1007 1006
PCGiota 27189 28578 28389 28619 28325
Eq. velocidade 1009 1013 1013 1014 1020
JCBiota 13263 10821 10659 9517 10895
Eq. saturacéo 2618 9995 9131 9998 8024
GMRESa 22811 82725 68144 116392 84436
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4.2 Exemplos Numéricos

Sd0 apresentados trés exemplos numéricos com o objetivo de demonstrar a
potencialidade e a aplicabilidade da formulagdo desenvolvida. O primeiro exemplo
numeérico é o problema cléssico de cinco pocos, o segundo € a simulacéo de um poco de
petréleo e o terceiro exemplo numérico é o problema classico de cinco pogos com meio
heterogéneo. Nesses exempl os s80 injetados no reservatorio diferentes tipos de fluidos.

Em todos os exemplos sera empregada a formulacdo SUPG+CAU h na
aproximacdo da equacdo da saturacdo, a toleréncia dos métodos iterativos é fixada em
10°°, a tolerancia para iteragdo nao-linear é fixada em 102 e o nimero méximo de
multicorrecoes é fixado em 15. Adota-se também um numero de 25 vetores de Krylov
para o algoritmo GMRES.

4.2.1 Problema classico de cinco pogos

Neste exemplo, assim como no exemplo 4.1.3, resolve-se um quarto do problema cinco
de pocos. O fluido injetado no pogo injetor (fase molhante) desloca o fluido do
reservatorio (fase ndo-molhante) em direcdo ao poco produtor. As grandezas do
problema sdo dadas em um sistema compativel de unidades. O dominio do problema é
um quadrado de lado unitério. Foram utilizados 800 elementos triangul ares lineares para
discretizar regularmente o dominio do problema. A malha de elementos finitos usada
neste exemplo é a mesma utilizada no exemplo 4.1.3 e mostrada na Figura 6. O poco
injetor situa-se no veértice inferior esquerdo e 0 pogo produtor no vértice superior direito.
Nos outros dois vértices do quadrado prescrevem-se pressdes nulas e no restante do
contorno a condi¢do de fluxo nulo é especificada. Neste exemplo os efeitos da pressdo
capilar, dos termos fonte no interior do dominio e os efeitos gravitacionais foram
desconsiderados. Inicialmente considera-se que o reservatorio esta preenchido apenas
pela fase ndo-molhante, ou sgja, em t= 0 s, = 0 em todo o reservatério. No poco injetor

fixou-se s,= 1 e as permesabilidades relativas das fases molhante e ndo-molhante séo

dadas respectivamente por k., =52 e k, =(1- s,f. O reservatério é considerado um

meio poroso homogéneo e isotropico, assim sendo a permeabilidade absoluta do mesmo

€ dada por K=I. A porosidade do reservatério éigual a0.20 e o passo de tempo € fixado
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em Dt = 0.001. O fluido existente no reservatorio é considerado newtoniano e sua
viscosidade € igual a 4. Os resultados sdo expressos em funcdo do Volume Poroso
Injetado (VPI) que € uma grandeza andl oga ao tempo adimensionalizado.

Serdo analisados trés casos distintos onde o0 parametro de consisténcia H do
modelo de lei das poténcias assume diferentes valores. Em todos os casos quando se
injetar um fluido newtoniano sua viscosidade sera igual a viscosidade do fluido
existente no reservatorio. Os parametros reoldgicos dos fluidos n&o-newtonianos
injetados no reservatorio estdo apresentados nas Tabelas 3 a .

A Figura 15 apresenta a frente de saturagdo e o perfil de viscosidade, ent = 0.5
VPI, tomados entre 0 pogo injetor e 0 pogo produtor, estando 0 poco injetor situado no
ponto de coordenada x = 0 e 0 pogo produtor situado no ponto de coordenada x = 1.4,
onde X representa a distancia poco injetor-poco produtor.

Analisando a Figura 15 conclui-se que a velocidade com que a frente de
saturagdo se desloca no interior do reservatério é maior no caso de fluidos dilatantes do
gue no caso de fluidos pseudoplésticos. Nota-se também, no caso de fluidos ndo-
newtonianos, que quanto maior o parametro de consisténcia H menor a velocidade com
gue a frente de saturacéo se desloca. Portanto quando H = 4 a maior velocidade de
deslocamento da frente de saturacéo € a do fluido dilatante e em todos os demais casos,
H = 8 e H = 16, a frente de saturacdo se desloca mais rapidamente no caso de fluido
newtoniano.

Na Figura 15 observa-se também comportamentos opostos quanto a viscosidade
aparente dos fluidos dilatantes e dos fluidos pseudoplésticos. No caso de fluidos
dilatantes a viscosidade aparente apresenta valores elevados proximo ao pogo injetor
gue diminuem gradativamente quando o fluido se afasta deste poco. Por outro lado, no
caso de fluidos pseudoplésticos a viscosidade aparente apresenta valores reduzidos
préximo ao poco injetor que aumentam gradativamente quando o fluido se afasta deste
poco. Quanto a viscosidade do fluido newtoniano, logicamente, permanece constante
por todo reservatorio.

As Figuras 16 e 17 comparam os resultados obtidos para injecéo de diferentes
fluidos em t = 0.50 VPI. Na Figura 16 a frente de saturagéo obtida com a injecéo do
fluido newtoniano é comparada com o resultado (frente de saturacdo) obtido com a
injecdo de diferentes fluidos dilatantes. Na Figura 17 a frente de saturacéo obtida com a
injecdo do fluido newtoniano é comparada com o resultado (frente de saturacdo) obtido
com ainjecdo de diferentes fluidos pseudoplasticos. Em ambos os casos quanto maior o
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valor do paréametro de consisténcia H dos fluidos ndo-newtonianos menor a velocidade
com gue afrente de saturacéo se desloca.

As Figuras 18, 19 e 20 apresentam a distribuicdo de viscosidade aparente de
diferentes fluidos dilatantes. A andlise dessas figuras mostra que a viscosidade aparente
dos fluidos dilatantes € elevada nas proximidades do poco injetor e diminui
gradativamente quando o fluido se afasta deste poco.

As Figuras 21, 22 e 23 apresentam a distribuicdo de viscosidade aparente de
diferentes fluidos pseudoplasticos. A andlise dessas figuras mostra que a viscosidade
aparente dos fluidos pseudopl asticos possui valores reduzidos nas proximidades do pogo
injetor que aumentam gradativamente quando o fluido se af asta deste poco.

Em todos os casos andisados a viscosidade aparente dos fluidos néo-
newtonianos aumenta com o aumento do parametro de consisténcia H.

A Figura 24 apresenta o nUmero médio de multicorrecdes por passo de tempo
executado pelo algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor e o nimero médio de
iteracbes em cada multicorrecdo executado pelos métodos numéricos utilizados para
resolver as equacOes da pressdo e da saturagdo assm como hos cdlculos das
velocidades. A Tabela 6 apresenta o nimero total de passos de tempo da andlise, 0
nimero total de solucBes para as equacbes da pressdo, velocidade e saturacdo e o
nimero de total de iteracbes executado pel os métodos PCG, JCB e GMRES.

Analisando a Figura 24 pode-se observar que o método PCG necessita em média
de um numero muito elevado de iteragbes para atingir a convergéncia quando
comparado com os demais métodos apresentados. Na Tabela 6 observa-se que o0 método
GMRES executou 0 maior niimero de iteragdes. E importante destacar também o baixo
nimero de iteragbes executado pelo método JCB em todos os casos mostrados.
Observa-se também nesta tabela que o niUmero de iteragdes executado pelo método JCB
aumenta com o aumento do pardmetro de consisténcia H. Finamente conclui-se que
neste exemplo o algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor precisou em média de
11 multicorrecOes por passo de tempo para convergir. As equactes da pressdo e da
velocidade foram solucionadas em média uma Unica vez a cada passo de tempo
enquanto que a equagdo da saturacdo precisou ser solucionada durante todas as

multicorrecdes do algoritmo.
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Tabela 3 — Parémetros reol 6gi cos dos fluidos ndo-newtonianos - Caso 1.

Fluido Dilatante
Parametro de consisténcia H=4

{ndice de comportamento do escoamento  n=1.3

Fluido Pseudopléstico
Parametro de consisténcia H=4

{ndice de comportamento do escoamento  n=0.7

Tabela 4 — Parémetros reol 6gi cos dos fluidos ndo-newtonianos - Caso 2.

Fluido Dilatante
Parametro de consisténcia H=8

{ndice de comportamento do escoamento  n=1.3

Fluido Pseudoplastico
Parametro de consisténcia H=8

{ndice de comportamento do escoamento  n=0.7

Tabela 5 — Parametros reol égicos dos fluidos ndo-newtonianos - Caso 3.

Fluido Dilatante
Parametro de consisténcia H=16
{ndice de comportamento do escoamento  n=1.3

Fluido Pseudoplastico
Parametro de consisténcia H=16

{ndice de comportamento do escoamento  n=0.7
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Figura 15 — Frente de saturacéo e perfil de viscosidade, anbos tomados em t=0.50 VPI,
para diferentes valores do parametro de consisténcia: (a) frente de saturacéo, H=4; (b)
perfil de viscosidade, H=4, (c) frente de saturacéo, H=8; (d) perfil de viscosidade, H=8;
(e) frente de saturacéo, H=16; (f) perfil de viscosidade, H=16.
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dilatante — Caso 2 e (d) injec&o de fluido dilatante — Caso 3.
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Figura 17 — Frente de saturagéo tomada em t =0.5 VPI: (a) injecdo de fluido newtoniano

com viscosidade m,=4, (b) injecdo de fluido pseudoplastico — Caso 1, (c) injecéo de
fluido pseudoplastico — Caso 2 e (d) injecéo de fluido pseudoplastico — Caso 3.
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Figura 18 — Distribuicdo de viscosidade para injecdo de fluido dilatante — Caso 1.
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Figura 19 — Distribuicdo de viscosidade para injecdo de fluido dilatante — Caso 2
@t=0.1VPI,(b)t=0.2VPI, (c)t=03VPl e(d)t=0.5VPI.

100



Wil Wil

] s

l LR l LR

21873 21873

HE 2i5ad

.:: (LRt ‘: (LRt

15241 15241

1402 1402

EH EH

I BEm I BEm
i i

(b)

L

(©) (d)
Figura 20 — Distribuicdo de viscosidade para injecdo de fluido dilatante — Caso 3:
@t=0.1VPI,(b)t=0.2VPI, (c)t=03VPl e(d)t=0.5VPI.

h.

101



3 l\
(b)

i-..

(©) (d)
Figura 21 — Distribuic&o de viscosidade para injecdo de fluido pseudoplastico — Caso 1:
(@t=0.1VPl, (b)t=0.2VPI, (c)t=0.3VPl e(d)t=0.5VPI.
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Figura 22 — Distribuicdo de viscosidade parainjecéo de fluido pseudopléstico — Caso 2:
@t=0.1VP, (b)t=0.2VPI, (c)t=0.3VPl e(d)t=05VPI.
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Figura 23 — Distribuicéo de viscosidade para injecdo de fluido pseudoplastico — Caso 3:
@t=0.1VPl,(b)t=02VP, (c)t=03VPl e(d)t=05VPI.
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Figura 24 - NUmero médio de iteracfes para o problema de cinco po¢os considerando

injecéo de diferentes tipos de fluidos.

Tabela 6 — NUumero total de passos de tempo, nimero total de solucdes das equacdes da
pressdo, velocidade e saturacdo, nimero total de iteracdes dos métodos PCG, JCB e

GMRES para o problema de cinco pocos considerando injecéo de diferentes tipos de

fluidos.

Newt DilatH4 PseudH4  DilatH8 Pseud H8 DilatH16 Pseud H16
Passosdetempo 500 500 500 500 500 500 500
Eq. presséo 508 518 505 529 520 551 543
PCGiota 15794 15455 16017 15243 16246 15987 16752
Eq. velocidade 502 503 504 505 503 506 505
JCBiota 5697 5567 6041 5868 6364 6361 6938
Eq. saturacéo 5526 5524 5524 5530 5531 5543 5555
GMRESa 65064 66404 64335 63142 61172 59009 57780
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4.2.2 Simulacéo de um poco de petroleo

Neste exemplo analisa-se 0 escoamento dos fluidos nas proximidades de um poco de
petréleo. Desta forma o fluido que invade o reservatoério (fase molhante), proveniente do
poco, desloca o fluido residente (fase ndo-molhante).

Este exemplo fornece subsidios as operagdes de perfuragdes de pocos de
petréleo onde o fluido de perfuracdo, que é um fluido n&o-newtoniano, sob
determinadas condicdes de operacdo invade o reservatorio deslocando o fluido
residente. Nas operacdes de perfuracdes de pocos de petréleo é importante evitar a
perda do fluido de perfuracéo, ou seja, € importante minimizar a invasdo do fluido de
perfuracdo no reservatorio.

As grandezas do problema sdo dadas em um sistema compativel de unidades.
Utiliza-se um quarto do dominio do problema, ou sgja, 0 dominio computacional é um
quarto de uma coroa circular de raio menor igual a0.20 e raio maior igual a 10, onde o
raio menor € o raio do poco. A malha de elementos finitos utilizada possui 1600
elementos triangulares lineares e esta mostrada na Figura 25. Esta malha caracteriza-se
por ser uma malha com um grande refinamento na regido proxima ao pogo.

Neste exemplo os efeitos da pressdo capilar, dos termos fonte no interior do
dominio e os efeitos gravitacionais foram desconsiderados. Inicialmente considera-se
gue o reservatério esta preenchido apenas pela fase ndo-molhante, ou sgja, ent = 0

sw = 0 em todo o reservatorio. No poco fixou-se s, = 1 e as permeabilidades relativas

das fases molhante e ndo-molhante sfo dadas respectivamente por k , =S e

k. = (1- s,v)z. O reservatério € considerado um meio poroso homogéneo e isotrépico,

m

assim sendo sua permeabilidade absoluta é dada por K=I. A porosidade do reservatorio
é igual a 0.20 e o passo de tempo é fixado em Dt = 5" 10™ O fluido existente no
reservatério é considerado newtoniano e sua viscosidade €igual ab.

O escoamento dos fluidos nesse exemplo é governado pela prescricdo de um
diferencia de pressdo entre 0 poco e o reservatdrio. Dois casos sdo analisados, no
primeiro a diferenca de pressdo entre 0 poco e o reservatério € DP = 40 enquanto no
segundo esta diferenca € DP = 10. Como esse exemplo consiste em escoamento de
fluidos incompressiveis apenas a diferenca de pressdo, e ndo o valor absoluto desta

grandeza, é fisicamente relevante [21].
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A Figura 26 mostra a frente de saturacdo em t = 1000 passos de tempos
considerando a injecdo de diferentes fluidos para DP = 40. Analisando esta figura
verifica-se que nos fluidos newtonianos a velocidade com que a frente de saturacéo se
desloca é maior do que no caso de fluidos ndo-newtonianos. E f&cil constatar que o
fluido newtoniano com viscosidade m, = 1 € 0 caso onde a frente de saturacdo se
movimenta mais rapidamente. Através da Figura 26 também é possivel verificar que no
caso de fluidos pseudoplasticos a frente de saturacdo se movimenta mais rapidamente

do que no caso de fluidos dilatantes.
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Figura 25 — Malha de elementos finitos com 1600 elementos triangulares lineares.

A Figura 31 mostra a frente de saturagdo em t = 4000 passos de tempos
considerando a injegdo de diferentes fluidos para DP = 10. A interpretacdo desta figura
fornece resultados anélogos aos obtidos com a andlise da Figura 26, exceto pelo fato de
gue neste caso a frente de saturagdo se movimenta mais rapidamente nos fluidos

dilatantes do que nos fluidos pseudopl asticos.
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As Figuras 27, 28, 32 e 33 apresentam a distribuic¢éo de viscosidade aparente de
diferentes fluidos dilatantes. A andlise dessas figuras mostra que a viscosidade aparente
dos fluidos dilatantes é elevada nas proximidades do pogo e diminui gradativamente
quando o fluido se afasta do pogo. Fazendo comparagdes entre as Figuras 27 e 32 e
entre as Figuras 28 e 33 conclui-se que quando DP = 40 a viscosidade aparente dos

fluidos dilatantes € maior do que quando DP = 10.

Tabela 7 — Parémetros reol 6gi cos dos fluidos injetados no reservatorio.

Fluido Newtoniano 1
Viscosidade m=1

Fluido Newtoniano 2
Viscosidade m=5

Fluido Dilatante 1
Parametro de consisténcia H=8

{ndice de comportamento do escoamento  n=1.3

Fluido Dilatante 2
Parametro de consisténcia H=12

{ndice de comportamento do escoamento  n=1.3

Fluido Pseudopléstico 1
Parametro de consisténcia H=8

{ndice de comportamento do escoamento  n=0.7

Fluido Pseudopléstico 2
Parametro de consisténcia H=12

{ndice de comportamento do escoamento  n=0.7

As Figuras 29, 30, 34 e 35 apresentam a distribuic¢éo de viscosidade aparente de

diferentes fluidos pseudoplésticos. A andlise dessas figuras mostra que a viscosidade
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aparente dos fluidos pseudopl asticos possui valores reduzidos nas proximidades do pogo
gue aumentam gradativamente quando o fluido se afasta do poco. Fazendo comparacdes
entre as Figuras 29 e 34 e entre as Figuras 30 e 35 conclui-se que quando DP = 40 a
viscosidade aparente dos fluidos pseudopl asticos € menor do que quando DP = 10.

Em se tratando de fluidos n&o-newtonianos fica evidente que tanto a velocidade
de deslocamento da frente de saturacdo quanto o comportamento da viscosidade
aparente dependem do diferencia de pressdo aplicado. Como os exemplos analisados
sd0 governados pela lei de Darcy, onde a velocidade de escoamento do fluido é
diretamente proporcional ao gradiente de pressdo, as interpretacdes acima permitem
concluir que para DP = 40 0 escoamento encontra-se em uma regido de elevada taxa de
deformagdo enquanto que para DP = 10 o escoamento encontra-se em uma regido de
baixa taxa de deformacéo.

Em todos os casos andlisados a viscosidade aparente dos fluidos néo-
newtonianos aumenta com o aumento do parametro de consisténcia H.

As Figuras 36 e 37 apresentam 0 nimero médio de multicorrecfes por passo de
tempo executado pelo agoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor e o nimero
médio de iteragcdes em cada multicorrecdo executado pelos métodos numéricos
utilizados para resolver as equacdes da pressdo e da saturacdo assim como nos calculos
das velocidades. As Tabelas 8 e 9 apresentam o nimero total de passos de tempo da
analise, o numero total de solucdes para as equacdes da presséo, velocidade e saturacdo
e 0 nimero de total de iteragdes executado pelos métodos PCG, JCB e GMRES.

Analisando as Figuras 36 e 37 pode-se observar que o método PCG necessitaem
média de um nimero muito elevado de iteracdes para atingir a convergéncia quando
comparado com os demais métodos apresentados. Nas Tabelas 8 e 9 observa-se que o
método GMRES executou 0 maior nimero de iteracdes. E importante destacar também
0 baixo nimero de iteracbes executado pelo método JCB em todos os casos mostrados.
Observa-se também nestas tabelas que o nimero de iteracBes executado pelo método
JCB aumenta com o0 aumento do parédmetro de consisténcia H. Finalmente conclui-se
gue neste exemplo o algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor precisou em média
de 11 multicorrecdes por passo de tempo para convergir. As equacdes da presséo e da
velocidade foram solucionadas em média uma Unica vez a cada passo de tempo
enquanto que a equagdo da saturacdo precisou ser solucionada durante todas as

multicorrecdes do agoritmo.
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Figura 26 — Frente de saturacdo em t = 1000 passos de tempos (DP = 40): (a) injecdo de

fluido newtoniano com my, = 1, (b) injecéo de fluido newtoniano com my, = 5, (C) injecao
de fluido dilatante com H = 8, (d) injecéo de fluido dilatante com H = 12, (e) injecéo de
fluido pseudoplastico com H = 8 e (f) injecdo de fluido pseudoplastico com H = 12.
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Figura 27 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do poco no caso de injecdo de
fluido dilatante com H = 8 (DP = 40): (a) t = 100 passos de tempos, (b) t = 300 passos

de tempos, (c) t = 500 passos de tempos, (d) t = 700 passos de tempos, (e) t = 900

passos de tempos e (f) t = 1000 passos de tempos.
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Figura 28 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do poco no caso de injecdo de

fluido dilatante com H = 12 (DP = 40): (a) t = 100 passos de tempos, (b) t = 300 passos

de tempos, (c) t = 500 passos de tempos, (d) t = 700 passos de tempos, (e) t = 900

passos de tempos e (f) t = 1000 passos de tempos.
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(e) Q)
Figura 29 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do pogo no caso de injecdo de
fluido pseudoplastico com H = 8 (DP = 40): (a) t = 100 passos de tempos, (b) t = 300

passos de tempos, (€) t = 500 passos de tempos, (d) t = 700 passos de tempos,
(e) t = 900 passos de tempos e (f) t = 1000 passos de tempos.
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Figura 30 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do poco no caso de injecdo de
fluido pseudoplastico com H = 12 (DP = 40): (a) t = 100 passos de tempos, (b) t = 300

passos de tempos, (c) t = 500 passos de tempos, (d) t = 700 passos de tempos,
(e) t = 900 passos de tempos e (f) t = 1000 passos de tempos.
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Figura 31 — Frente de saturacdo em t = 4000 passos de tempos (DP = 10): (a) injecdo de

fluido newtoniano com my, = 1, (b) injecéo de fluido newtoniano com my, = 5, (C) injecao
de fluido dilatante com H = 8, (d) injecéo de fluido dilatante com H = 12, (€) injecéo de
fluido pseudoplastico com H = 8 e (f) injecdo de fluido pseudoplastico com H = 12.
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(e) Q)
Figura 32 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do poco no caso de injecdo de
fluido dilatante com H = 8 (DP = 10): (a) t = 400 passos de tempos, (b) t = 1200 passos

de tempos, (c) t = 2000 passos de tempos, (d) t = 2800 passos de tempos, (e) t = 3600

passos de tempos e (f) t = 4000 passos de tempos.
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Figura 33 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do poco no caso de injecdo de
fluido dilatante com H = 12 (DP = 10): (a) t = 400 passos de tempos, (b) t = 1200 passos
de tempos, (c) t = 2000 passos de tempos, (d) t = 2800 passos de tempos, (e) t = 3600

passos de tempos e (f) t = 4000 passos de tempos.
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(e) ()
Figura 34 — Distribuicéo de viscosidade nas proximidades do poco no caso de injecdo de
fluido pseudoplastico com H = 8 (DP = 10): (a) t = 400 passos de tempos, (b) t = 1200

passos de tempos, (¢) t = 2000 passos de tempos, (d) t = 2800 passos de tempos,
(e) t = 3600 passos de tempos e (f) t = 4000 passos de tempos.
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(e) ()
Figura 35 — Distribuicdo de viscosidade nas proximidades do poc¢o no caso de injecédo de
fluido pseudoplastico com H = 12 (DP = 10): (a) t = 400 passos de tempos, (b) t = 1200

passos de tempos, (¢) t = 2000 passos de tempos, (d) t = 2800 passos de tempos,
(e) t = 3600 passos de tempos e (f) t = 4000 passos de tempos.
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Figura 36 - Numero médio de iteragbes para a simulagdo de um poco de petrdleo

considerando injecdo de diferentes tipos de fluidos (DP = 40).
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Figura 37 - Numero médio de iteragdes para a simulagdo de um poco de petrdleo

considerando injecéo de diferentes tipos de fluidos (DP = 10).
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Tabela 8 — NUmero total de passos de tempo, nimero total de solucdes das equacdes da
pressdo, velocidade e saturacdo, nimero total de iteracdes dos métodos PCG, JCB e
GMRES para a ssimulacdo de um poco de petréleo considerando injecdo de diferentes
tipos de fluidos (DP = 40).

Newtl Newt5 DilatH8 PseudH8 Dilat H12 Pseud H12

Passosdetempo 1000 1000 1000 1000 1000 1000
Eq. presséo 1008 1004 1017 1006 1017 1007
PCGiota 28284 26916 27547 27593 24989 23896
Eq. velocidade 1017 1048 1031 1052 1050 1054
JCBiota 7336 9846 10121 10739 11054 11405
Eq. saturacdo 11335 11256 11290 11193 11275 11198
GMRESta 122229 103964 98593 100963 94872 97956

Tabela 9 — Numero total de passos de tempo, nimero total de solucdes das equacdes da
pressdo, velocidade e saturacdo, nimero total de iteracBes dos métodos PCG, JCB e
GMRES para a simulacdo de um poco de petréleo considerando injecdo de diferentes
tipos de fluidos (DP = 10).

Newtl Newt5 DilatH8 PseudH8 Dilat HI0 Pseud H10

Passosdetempo 4000 4000 4000 4000 4000 4000
Eq. pressio 4003 4004 4009 4006 4018 4006
PCGiot 87866 74177 66947 71814 67470 74609
Eq velocidade 4040 4036 4045 4056 4038 4048
JCBio 19352 24602 25502 30058 27086 31787
Eq saturagio 44832 44764 44844 44601 44908 44538
GMRESia 494058 427385 415176 402617 404149 387057
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4.2.3 Problema classico de cinco pocos com meio heter ogéneo

Neste exemplo resolve-se um guarto do problema cinco de pogos. O fluido injetado no
poco injetor (fase molhante) desloca o fluido do reservatério (fase ndo-molhante) em
direcdo ao poco produtor. As grandezas do problema sdo dadas em um sistema
compativel de unidades. O dominio do problema € um quadrado de lado unitério. Foram
utilizados 3200 elementos triangulares lineares para discretizar regularmente o dominio
do problema. A malha de elementos finitos usada neste exemplo encontra-se na
Figura 38. O pogo injetor estéd situado no vértice inferior direito e o poco produtor no
vértice superior esquerdo. Nos outros dois vértices do quadrado prescrevem-se pressdes
nulas e no restante do contorno a condicéo de fluxo nulo é especificada. Neste exemplo
os efeitos da presséo capilar, dos termos fonte no dominio e os efeitos gravitacionais
foram desconsiderados. Inicialmente considera-se que o reservatorio esta preenchido
apenas pela fase ndo-molhante, ou sgja, em t= 0 s, = 0 em todo o reservatério. No poco

injetor fixou-se s,= 1 e as permeabilidades relativas das fases molhante e ndo-molhante

2

sd0 dadas respectivamente por k., =s; € K, :(1- sw)z. A porosidade em todo

reservatério éigual a0.20 e o passo de tempo é fixado em Dt = 0.001. O fluido existente
no reservatério é considerado newtoniano e sua viscosidade € igual a 5. Os parametros
reol6gicos dos fluidos injetados no reservatdrio encontram-se na Tabela 10. Os
resultados sdo expressos em funcdo do Volume Poroso Injetado (VPI) que € uma
grandeza ana oga ao tempo adimensionalizado.

O reservatorio € considerado um meio poroso heterogéneo composto por trés
materiais diferentes estando sua configuragdo dada na Figura 39. O interior do
reservatério apresenta uma regido de alta e uma regido de baixa permeabilidade. Séo
analisados dois casos distintos onde a localizagcdo dessas regifes sdo ateradas. Os
valores das permeabilidades absolutas dos materiais que compdem o reservatorio, para
cada caso analisado, encontram-se nas Tabelas 11 e 12.

As Figuras 40, 41, 42, 45, 46 e 47 mostram o deslocamento da frente de
saturacdo no interior do reservatorio para injecdo de diferentes fluidos. Todos os
resultados obtidos representaram bem a heterogeneidade do meio. Em todos os casos
nota-se a formagao de zonas preferenciais de escoamento dos fluidos coincidindo com
as regides de ata permeabilidade existentes no reservatorio. Por outro lado, as regides
de baixa permeabilidade do reservat6rio agem como uma barreira. A frente de saturacéo

122



se movimenta mais rapidamente no caso do fluido newtoniano do que no caso dos
fluidos n&o-newtonianos. Os resultados mostram que a velocidade de deslocamento da
frente de saturacéo é maior quando se injeta um fluido dilatante em comparacéo com a
injecdo de um fluido pseudoplastico.

Figura 38 — Malha de elementos finitos com 3200 elementos triangul ares lineares.

As Figuras 43, 44, 48 e 49 mostram a distribui¢&o de viscosidade no interior do
reservatorio para ainjecéo de diferentes fluidos ndo-newtonianos. No caso de injegdo de
fluido dilatante verificou-se a formagdo de zonas de baixas viscosidades no interior do
reservatorio. Ja no caso de injecéo de fluido pseudopléstico verificou-se a formacdo de
zonas de dtas viscosidades no interior do reservatério. Tanto as zonas de atas
viscosidades quanto as zonas de baixas viscosidades encontram-se proximas as regides
de dta e de baixa permeabilidade do reservatorio demonstrando como a
heterogeneidade do meio esta influenciando na viscosidade aparente dos fluidos ndo-
newtonianos.

O fato do problema de escoamento de fluidos pseudoplasticos apresentar zonas
de altas viscosidades no interior do reservatério explica porque para esses fluidos a

velocidade com gque a frente de saturacdo se movimenta € menor do que no caso de
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escoamento de fluidos dilatantes que apresentam zonas de baixas viscosidades no

interior do reservatorio.

Tabela 10 — Parémetros reol 6gi cos dos fluidos injetados no reservatorio.

Fluido Newtoniano
Viscosidade m,=1

Fluido Dilatante
Parametro de consisténcia H=5

{ndice de comportamento do escoamento  n=1.3

Fluido Pseudopléstico
Parametro de consisténcia H=5

{ndice de comportamento do escoamento  n=0.7

Poco produtor

~Mat 1

Mat 2

Mat 3

Poco injetor

Figura 39 — Configuracdo do reservatdrio para o problema de cinco po¢os com meio

heterogéneo.
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Tabela 11 — Permeabilidade absoluta dos materiais que compde o reservatorio — Caso 1.

Material 1
Permeabilidade absoluta ke=k/=1 ko =0
Material 2
Permeabilidade absoluta k«=ky=0.01 ky=0
Material 3
Permeabilidade absoluta ke =ky =10 Ky =0

Tabela 12 — Permeabilidade absoluta dos materiais que compde o reservatorio — Caso 2.

Material 1
Permeabilidade absoluta ke=ky=1 ky =0
Material 2
Permeabilidade absoluta ke =ky =10 Ky =0
Material 3
Permeabilidade absoluta ki=k,=0.01 ky=0

Nota-se também que a velocidade com que a frente de saturacéo se desloca no
interior do reservatério € menor quando O reservatério possui as permeabilidades
absolutas apresentadas na Tabela 12 - Caso 2. Neste caso, por exemplo, a frente de
saturacdo do fluido pseudopléastico ndo consegue alcancar o poco produtor como pode
ser observado na Figura 47.

As Figuras 50 e 51 apresentam o niumero médio de multicorrecfes por passo de
tempo executado pelo algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor e o ndmero
médio de iteracbes em cada multicorrecdo executado pelos métodos numeéricos
utilizados para resolver as equacfes da pressdo e da saturagdo assim como nos calculos

das velocidades. As Tabelas 13 e 14 apresentam o nimero total de passos de tempo da
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analise, o nimero total de solucdes para as equacdes da presséo, velocidade e saturacdo
e 0 numero de total de iteragdes executado pel os métodos PCG, JCB e GMRES.
Analisando as Figuras 50 e 51 pode-se observar que o método PCG necessitaem
média de um ndimero muito elevado de iteragdes para atingir a convergéncia quando
comparado com os demais métodos apresentados. Nas Tabelas 13 e 14 observa-se que o
método GMRES executou 0 maior nimero de iteracdes. E importante destacar também
0 baixo nimero de iteracbes executado pelo método JCB em todos os casos mostrados.
Observa-se também nestas tabelas que o nimero de iteragdes executado pelo método
JCB aumenta com o0 aumento do parédmetro de consisténcia H. Finalmente conclui-se
gue neste exemplo o algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor precisou em média
de 11 multicorrecdes por passo de tempo para convergir. As equacdes da pressdo e da
velocidade foram solucionadas em média uma Unica vez a cada passo de tempo
enquanto que a equagdo da saturacdo precisou ser solucionada durante todas as

multicorrecdes do algoritmo.
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Figura 50 - NUmero médio de iteraces para o problema de cinco pogos com meio

heterogéneo considerando injecdo de diferentes tipos de fluidos (Caso 1).
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Figura 51 - NUmero médio de iteracBes para o problema de cinco pogos com meio

heterogéneo considerando injecdo de diferentes tipos de fluidos (Caso 2).
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Tabela 13 — NUmero total de passos de tempo, nimero total de solugbes das equactes da
pressdo, velocidade e saturacdo, nimero total de iteracdes dos métodos PCG, JCB e
GMRES para o problema de cinco pogos com meio heterogéneo considerando injecéo
de diferentes tipos de fluidos (Caso 1).

Newt visc=1 Dilat H=5 Pseud H=5

Passos de tempo 500 500 500

EqQ. presséo 505 518 509
PCGiota 41884 35112 40287
Eq. velocidade 535 508 544
JCBiota 7068 7469 8538
Eq. saturacdo 5523 5577 5587
GMRESa 56623 53878 52044

Tabela 14 — NUumero total de passos de tempo, nimero total de solugdes das equacdes da
pressdo, velocidade e saturacdo, nimero total de iteracdes dos métodos PCG, JCB e
GMRES para o problema de cinco pogcos com meio heterogéneo considerando injecéo

de diferentes tipos de fluidos (Caso 2).

Newt visc=1 Dilat H=5 Pseud H=5

Passos de tempo 500 500 500

Eq. pressdo 505 512 508
PCGiota 43200 40845 41648
Eq. velocidade 537 508 541
JCBiota 7122 7480 8342
Eq. saturacéo 5521 5570 5570
GMRESa 57545 53730 51009

138



Capitulo 5

Conclusdes

5.1 Consideracoesfinais

Neste trabalho apresentou-se a implementacdo de uma formulagdo de elementos finitos
para a simulacéo de escoamentos incompressivels bifasicos de fluidos ndo-newtonianos
e imisciveis em meios porosos. Esta formulagcdo mostrou-se uma importante ferramenta
para a simulacdo de invasio de fluidos durante operactes de perfuracdo. Além disso, o
estudo do problema na escala de reservatdrio também apresentou resultados

interessantes, principa mente sobre a variagdo de viscosidade no interior do reservatorio.

O modelo de Kozeny, que é baseado no modelo de lei das poténcias, foi usado
para descrever o comportamento reoldgico dos fluidos ndo-newtonianos. Este modelo
representou bem as variacdes de viscosidade aparente no interior do reservatorio e nas
proximidades do poco.

A utilizac8o da estratégia de pos-processamento global do campo de velocidades
permitiu aproximar as variaveis do problema, pressdo, velocidade e saturacdo, por

interpolacdes L agrangianas de mesma ordem.

Os parametros da formulacdo estabilizada de Petrov-Galerkin, empregada na
aproximacdo da equacéo da saturacdo, influenciam na solucéo do problema como pdde
ser constatado nos exemplos de validacdo apresentados na Secdo 4.1. A andlise dos
exemplos apresentados nesta secdo permitiu escolher a formulagdo SUPG+CAU h
como a melhor formulacdo para o tipo de problema estudado e portanto todos os

exemplos da Secdo 4.2 foram solucionados desta forma. Os resultados onde somente a
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formulacdo SUPG foi empregada, na Secéo 4.1, foram os menos difusivos quando
comparados com os demais resultados apresentados nesta sec&o. Todavia tais resultados
apresentam as oscilacbes esplrias (under-shooting) mais acentuadas. Quando se
empregou a formulagdo SUPG+CAU h/2 também se constatou a presenca de oscilagdes
espurias, embora com menor intensidade. Nas demais formulacdes empregadas neste
trabalho ndo foi verificada a presenca de oscilacfes esplrias. Constatou-se entdo que a
formulacdo SUPG quando empregada isoladamente ndo consegue evitar 0 surgimento
de oscilagcBes esplrias na solucdo do problema. Para evitar o surgimento de tais
oscilagbes foi necessario utilizar o operador de captura de choque do tipo CAU. Os
resultados obtidos quando empregou-se somente 0 operador de captura de choque ndo
apresentaram oscilacbes esplrias porém mostraram-se mais difusivos do que os
resultados obtidos onde a formulagdo SUPG foi empregada. No exemplo 4.1.3
observou-se que o emprego do operador de captura de chogue aumentou
consideravelmente o nimero de multicorregtes efetuadas pelo algoritmo bloco-iterativo

preditor-multicorretor.

O comportamento dos solucionadores lineares empregados neste trabalho foi
analisado com o0 auxilio de seus respectivos nimeros de iteracbes. No caso de
escoamento de fluidos ndo-newtonianos 0 comportamento desses solucionadores ndo foi
significativamente alterado quando comparado com o caso de escoamento de fluidos
newtonianos. Portanto o calculo da viscosidade aparente dos fluidos ndo-newtonianos
ndo trouxe prejuizo ao desempenho desses solucionadores. Um comportamento andl ogo
foi observado no algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor. Em todos os
exemplos onde estudou-se o escoamento de fluidos ndo-newtonianos 0 nimero de
iteracbes para 0 método de Jacobi livre de matrizes (JCB) apresentou um pegueno
aumento, ja esperado, quando comparado com 0 caso de escoamento de fluidos
newtonianos. Esta observacdo mostra como o célculo da viscosidade aparente dos

fluidos ndo-newtonianos acrescenta ndo-linearidade a solucdo do problema.

Analisando o exemplo 4.2.3 observou-se que o himero médio de iteragdes para
o método dos gradientes conjugados com pré-condicionador elemento-por-elemento do
tipo Gauss-Seidel (PCG) aumenta mais rapidamente com o aumento do nimero de
elementos da malha do que para os demais métodos iterativos. Comparando 0s

exemplos 4.2.1 e 4.2.3, nota-se que 0 numero médio de iteracbes para 0 PCG no
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exemplo 4.2.3 é praticamente trés vezes maior do que no exemplo 4.2.1 enguanto os

demais nUmeros médios de iteracbes permanecem praticamente inalterados.

Em todos os exempl os apresentados neste trabal ho onde utilizou-se a formulagéo
SUPG acrescida do operador de captura de choque do tipo CAU o agoritmo bloco-
iterativo preditor-multicorretor precisou em média de 11 iteracGes ndo-lineares (ou
multicorregdes) por passo de tempo para convergir. As equacOes da pressdo e da
vel ocidade foram resolvidas em média uma Unica vez a cada passo de tempo enquanto a
equacdo da saturacdo teve que ser resolvida durante todas as multicorrecoes do
algoritmo. Desta forma, mostrou-se que o escoamento dos fluidos ndo-newtonianos ndo
alterou o comportamento do algoritmo bloco-iterativo preditor-multicorretor quando
comparado com 0 escoamento de fluidos newtonianos. O numero elevado de
multicorrecdes efetuadas pelo algoritmo estd associado ao emprego do operador de
captura de choque. Como um dos objetivos deste trabalho é verificar se o
comportamento do algoritmo € alterado quando se trata de escoamento de fluidos néo-
newtonianos utilizou-se elevados valores para 0 nimero maximo de multicorregdes
efetuadas pelo algoritmo. Porém para se obter um melhor desempenho do algoritmo
pode-se limitar 0 nimero maximo de multicorrecdes a valores menores comparando 0s

resultados até se encontrar um nimero ideal de multicorregdes.

A viscosidade aparente dos fluidos néo-newtonianos apresentou o
comportamento esperado em todos exemplos analisados. No caso de escoamento de
fluidos dilatantes os maiores valores de viscosidade aparente foram verificados em
regibes proximas ao poco onde a velocidade do escoamento € mais elevada. Um
comportamento oposto foi verificado no caso de escoamento de fluidos pseudopl ésticos,
ou sgja, nas regides proximas a0 poco a viscosidade aparente apresentou 0S menores
valores. No exemplo 4.2.3 onde o reservatorio € heterogéneo, constatou-se que a
heterogeneidade do meio provocou o surgimento de zonas de atas e de baixas
viscosidades no interior do reservatério. Além disso em todos os casos analisados a
viscosidade aparente dos fluidos n&o-newtonianos aumentou com o aumento do

pardmetro de consisténcia H.

No exemplo 4.2.2 onde um fluido de perfuracdo invade o reservatorio foi

possivel analisar dois cenarios distintos. No primeiro, onde DP = 40, o fluido dilatante
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apresentou altos valores de viscosidade aparente e portanto sua penetracéo no meio
poroso foi menos efetiva do que a penetracdo do fluido pseudopléstico. No segundo
cenario analisado, onde DP = 10, o fluido pseudopléstico apresentou altos valores de
viscosidade aparente e portanto neste caso sua penetracdo no meio poroso foi menos
efetiva do que a penetracdo do fluido dilatante. Tais observagdes permitem concluir que
quando DP = 40 o escoamento encontra-se em uma regido de altas taxas de deformagéo
enquanto que para DP = 10 o escoamento encontra-se em uma regido de baixas taxas de
deformacdo. Este exemplo fornece subsidios para se estudar a perda do fluido de
perfuracdo em operactes de perfuracdes de pogos de petréleo. Nos exemplos 4.2.1 e
4.2.3 a frente de saturac@o se deslocou mais rapidamente no caso de escoamento de
fluidos dilatantes do que no caso de escoamento de fluidos pseudoplasticos. Portanto
conclui-se que nesses exemplos 0 escoamento encontra-se em uma regido de baixas

taxas de deformacao.

A utilizagdo da formulagéo apresentada permitiu ssimular o surgimento de zonas
de altas e de baixas viscosidades no interior de um reservatorio heterogéneo para o caso
de escoamento de fluidos ndo-newtonianos (exemplo 4.2.3). Este tipo de informacédo é
uma importante contribui¢do para o entendimento dos diversos fendmenos que ocorrem

no interior de um reservatério durante o processo de escoamento de fluidos.

5.2 Trabalhosfuturos

Algumas sugestbes para trabalhos futuros sdo agora apresentadas. i) extensdo da
formulacdo para abranger problemas tridimensionais; ii) incorporar ao codigo outros
modelos de fluidos ndo-newtonianos conforme citados em [39]; iii) utilizar estratégias
de dados por aresta na implementacdo dos métodos iterativos conforme descrito em [6]
com o objetivo de otimizar o cddigo; iv) implementar problemas de escoamentos
trifésicos considerando além das duas fases liquidas e imisciveis a presenca também de

uma fase gasosa muito comum em acumul agcdes de petrol eo.
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