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Simuladores de fluxo de fluidos em meios porosos sao ferramentas baseadas em
aproximacoes por métodos numéricos capazes de representar matematicamente e
computacionalmente o comportamento dos fenomenos fisicos governantes. Na ten-
tativa dos engenheiros de otimizar e maximizar a explotacao de um reservatério
de petroleo, técnicas de recuperacao terciaria podem ser aplicadas, particularmente
neste trabalho, em problemas de deslocamento miscivel.

As equacoes governantes do problema de deslocamento miscivel consistem de um
sistema eliptico vindo da equacao da pressao acoplado a equacao da concentracao
através da velocidade da Lei de Darcy. Devido a grande importancia da velocidade
da mistura nestas simulagoes dois métodos de aproximacao de elementos finitos
foram pesquisados: pés-processamento e volume de controle. Para a equacao da
concentracao sao implementadas formulacoes de estabilizacao do tipo Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin em conjunto com operador de captura de descontinuidades,
na tentativa de evitar oscilagoes ocasionadas por dificuldades numéricas associadas
as nao-linearidades e termos convectivos.

Geralmente uma melhor exatidao da solucao vem acompanhada por elevados
custos computacionais devido a densos refinamentos de malha e pequenos intervalos
de passo de tempo. A adocao de métodos adaptativos possibilita a alcancar esta
exatidao através de refinamento e desrefinamento somente em zonas indicadas por
uma maior variacao das solucoes, reduzindo o tempo de processamento. Resulta-
dos numéricos sao apresentados para casos de recuperacao de 6leo em problemas de
tracador e sob condicoes de mobilidades adversas, utilizando malhas fixas e adap-
tativas. Os métodos de pos-processamento e volume de controle sao avaliados com

relacao a conservacao de massa, precisao e desempenho computacional.
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Simulators for fluid flow in porous media are tools based in approximations
using numerical methods able to represent mathematically and computationally the
physical phenomena involved. Engineers trying to optimize and maximize reservoir
exploitation applying these tools to simulate enhanced recovery techniques, parti-
cularly to miscible displacement studies, the subject of the present work.

Equations governing miscible displacements consist of an elliptic subsystem co-
ming from the pressure equation coupled with the concentration equation through
the velocity from Darcy’s law. Due to the great importance of accurate velocity in
these simulations two approximate finite element methods have been studied: post-
processing and control volume. For concentration equation we implemented Stream-
line Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) with shock capturing stabilized formulations
trying to avoid oscillations due numerical difficulties associated with nonlinearities
and convective terms.

Generally a better solution precision comes from large computational costs due
to small mesh refinaments and time-steps. Using adaptative methods it is posible to
obtain this accuracy through a dynamic refinements and coarsening only in certain
zones that have large solution variations, reducing processing time and memory
requirements. Numerical results are shown for cases of enhanced recovery in a five-
spot configuration, in tracer problems and problems under adverse mobility ratios,
using fixed and adaptative meshs. Post-processing and control volume methods are

evaluated in respect to mass conservation, accuracy and computational performance.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O objetivo da modelagem computacional consiste no uso de um modelo matematico
capaz de obter uma visao do comportamento de um fenomeno fisico, de tal forma que
este possa ser estudado para obter respostas ou confirmar hipoteses. A transferéncia,
do modelo matemético em algoritmos numéricos é uma das mais caras atividades
computacionais de engenharia, e esta vem evoluindo muito com os rapidos avangos
de hardware, técnicas de paralelizacao, algoritmos altamente otimizados, além de
geradores automaticos de malhas e eficientes vizualizadores de dados. Entretan-
to, note que as equacoes constituintes do modelo matematico sao quase sempre
muito complexas para serem resolvidas analiticamente, entao aproximacoes devem
ser aplicadas de forma a serem resolvidas por algum método numérico estavel (livres
de oscilagoes espiirias e de sensibilidades & orientagao da malha), preciso e computa-

cionalmente eficiente para resolver sistemas de equacoes de grande porte.

Dentre os objetivos procurados por engenheiros de reservatérios no estudo de um
campo de petroleo encontra-se a tentativa de maximizar a produgao em um menor
intervalo de tempo. Isto é tao mais importante em campos com relativa dificuldade

de producao, como por exemplo aqueles que apresentam 6leo altamente viscoso em



camadas inconsolidadas, ou campos com baixas pressoes internas, onde a partir de
um determinado periodo o campo pode se tornar ineficiente ou economicamente
inviavel para explotacao. Nestes casos sao necessarias a aplicacao de técnicas para

auxiliar no aumento da taxa recuperacao de 6leo nos reservatoérios.

Os tipos de técnicas de recuperagao sao conhecidas por primaria e melhorada ou
EOR (enhanced oil recovery), sendo utilizadas dependendo do objetivo do problema.
Na técnica de recuperacgao primaéria o 6leo é produzido do reservatorio naturalmente
através da diferenca de pressao provocada. O comportamento da pressao do reser-
vatoério tende a declinar durante a producao do campo até que sejam necessarias cer-
tas medidas na tentativa de manter a pressao do reservatorio em niveis satisfatorios
e consequentemente a producao por um periodo maior de tempo. A técnica de re-
cuperacao EOR envolve processos como injecao de compostos quimicos, métodos
de recuperacao térmica e processos de deslocamento miscivel, com o objetivo de
manter ou aumentar a taxa de recuperacao dos reservatérios. Processos quimicos
e deslocamentos misciveis sao usados para recuperar a baixa viscosidade do éleo
controlando a razao de mobilidade ou diminuindo a tensao interfacial entre o 6leo
e demais fluidos. Processos térmicos sao usados para reduzir a alta viscosidade do
6leo com a transferéncia de calor permitindo o 6leo fluir mais facilmente. Nesta tese
trabalhamos especificamente no processo de de deslocamento miscivel onde ocorre
a formacao de uma fase unica a partir de reacoes que ocorrem entre os fluidos resi-
dentes no reservatério e os injetados. Métodos numéricos sao utilizados para simular
o fluxo dos fluidos nos reservatorios, sob uma dada condicao de producao, e assim

ajudar a responder dividas relacionadas aos mecanismos presentes [22, 42, 60).

A mobilidade é definida como M; = k;/ps, onde k; é a permeabilidade relativa
da fase f do fluido, que quantifica o quanto a presenca de outro fluido interfere no

fluxo, e py é a viscosidade da fase. Quando a razao M é maior que unidade temos



um problema de deslocamento adverso devido a agua injetada ser mais mével que o
6leo, formando regioes onde a frente de saturagao da adgua é instavel no reservatorio,
fenomeno conhecido como “viscous fingering’, que também pode estar associado a
velocidade, difusao capilar, além de influéncias do meio poroso e heterogeneidades.
Para contornar este fenomeno indesejavel, a solucao é diminuir a razao M aumen-
tando a viscosidade da agua através da adicao de polimeros de modo a injecao se
comportar como um pistao empurrando o 6leo. A aplicacao das técnicas de EOR
pode melhorar de 20 — 50% a recuperacao de dleo, dependendo das propriedades do

6leo e do reservatorio [27].

O método numérico dos elementos finitos tem sido amplamente aplicado em uma
grande variedade de problemas envolvendo fluxo de fluidos em meios porosos. Os
atrativos do método dos elementos finitos para problemas de deslocamento misciveis
foi primeiro demonstrado por Price et al. [45]. Para problemas bi-dimensionais, ele-
mentos finitos triangulares sao particularmente usados com malhas nao estruturadas,
facilitando a implementacao de técnicas adaptativas, baseadas em refinamentos da
malha em regioes com maior dificuldade na aproximacao da solucao. Além disso,
modelam estruturas geologicas com geometrias complexas e heterogeneidades, que
podem ocasionar uma grande variacao nas propriedades fisicas, resultando em des-
continuidades nas propriedades dos elementos. Estas sao especialmente notadas nas
aproximagoes de elementos finitos para calculo das velocidades dos fluidos, se estas
forem avaliadas por simples diferenciacao do campo de pressao. Embora a variavel
de principal interesse seja a concentracao do fluido injetado, ja que caracteriza a
propria histéria do reservatorio durante o processo de deslocamente miscivel, uma
determinacao precisa da concentracao so sera possivel com um célculo também pre-

ciso do campo de velocidades, que é o responsavel pelo transporte do fluido.

Neste trabalho consideramos o sistema de equacoes diferenciais parciais nao-



lineares que governam o problema de deslocamento miscivel. O modelo matematico
consiste de um sistema eliptico, vindo da Lei de Conservacao de Massa da mistura
e Lei de Darcy, e uma equacao difusao-conveccao predominantemente convectiva
expressando a conservacao do fluido injetado. O método de Galerkin é empregado
para a aproximacao da equacao da pressao. A obtencao do campo de velocidade a
partir de uma diferenciagao do campo de pressao, linearmente aproximado em cada
elemento, resulta-se constante e descontinua nas fronteiras do elemento. As desconti-
nuidades, que ocorrem mesmo em campos de permeabilidade homogeéneos, resultam
em uma descricao ambigua do fluxo através da fronteira do elemento. Este assunto
tem levantado varias frentes de pesquisas, como o emprego de formulacao em funcao
de linhas de corrente [9, 42], métodos mistos de elementos finitos [24, 26], solucao
de elemento finitos utilizando métodos de pds-processamento local [15, 36, 37, 38]
e método de volume de controle [22, 23, 25, 52, 58], sendo os dois tltimos, objetos
de pesquisa deste trabalho, visando comparar a exatidao do calculo do campo de
velocidades do fluido e desempenho computacional utilizando elementos triangulares

lineares.

Na equacgao da concentracao pode ocorrer o fenomeno de propagacao da frente
de concentracao do fluido, gerando regices de fortes gradientes de concentracao em
varias partes da malha. Estas trazem dificuldades numéricas que podem resultar em
perda na exatidao da solucao, estimativa imprecisa do tempo de chegada do fluido
injetado (breakthrough), e consequente influéncia na recuperagao do éleo. Difi-
culdades provenientes das formulagoes de elementos finitos baseadas no método de
Galerkin, na existéncia de elevados gradientes de concentracao, podem ser supera-
das com a utilizacao da formulacao de Petrov-Galerkin com operador de captura de
descontinuidades [6, 8, 36, 40], onde todas as incégnitas envolvidas sdo aproximadas

no espaco por funcoes de interpolacao lineares.



Para a solucao dos sistemas de equacoes lineares governantes do problema optou-
se pela utilizacao de métodos iterativos combinado com a técnica elemento por
elemento, que mantém todas as operacoes a nivel de elemento, eliminando o ar-
mazenamento da matriz esparsa global, e diminuindo o custo de memdria [11]. As
equacoes semi-discretas de pressao, concentracao e velocidade, para o método de pos-
processamento, sao aproximadas no tempo por um algoritmo preditor-multicorretor.
Em termos de uma melhor eficiéncia computacional, esta técnica possibilita ainda a
vetorizagao e paralelizacao da simulagao, através do uso de algoritmos de particao
dos elementos apropriados em funcao de cada arquitetura. Outro item importante
na simulagao de reservatorios é a construcao das malhas de simulacao. A maioria
dos simuladores de reservatérios comerciais geralmente usam malhas estruturadas
ou semi-estruturadas, como as malhas ortogonais de diferengas finitas [17], como
a técnica principal de discretizacdo espacial. Feigoes geoldgicas/geométricas com-
plexas sao modeladas com maiores dificuldades com tais malhas, e uma alternativa
¢ usar o método dos elementos finitos que manipula malhas estruturadas e nao-
estruturadas. As vantagens e desvantagens das varias estratégias de geracao de

malha, e dificuldades associadas em cada método, estao apresentadas em Aziz et al.

[5].

Para garantir uma melhor aproximacao a malha deve ser refinada em regioes
onde as pressoes e concentracoes mudam rapidamente, sem no entanto elevar demasi-
adamente o custo computacional refinando, desnecessariamente, em regioes onde a
solucao é bem comportada. Em problemas transientes, onde a frente de concentragao
muda com o tempo, a adaptatividade mostra ser uma boa opc¢ao. A aplicacao de
malhas dinamicas adaptativas oferece um alto nivel de flexibilidade na representacao
da malha, produzindo um aumento na exatidao da solucao, comparada a outras
estratégias, a menores custos computacionais [17, 34, 35, 46, 49, 56]. Os avangos re-

centes dos métodos adaptativos e usos de malhas nao-estruturadas, com diferentes



tipos de funcao de interpolacao e forma dos elementos, tem mostrado o método
dos elementos finitos mais atrativo e competitivo que outros métodos. Em Silva et
al. [57] demonstrou-se que o tempo de CPU gasto com refinamento/agrupamento
para problemas envolvendo frentes de saturacao, em deslocamentos bi-fasicos, pode

alcancar menos que 5% do tempo total de execucao.

No presente trabalho utilizamos a metodologia h de malhas adaptativas para a
solucao das equacoes de conveccao-difusao bi-dimensionais, que se baseia na ma-
nipulagao do tamanho dos elementos através de sub-divisoes ou agrupamentos dos

elementos, conforme definido em Devloo et al. [20], visando principalmente modelar,

e Deslocamentos caracterizados por frentes de concentracao e baixos niveis de

dispersao com énfase na injecao de pequenas quantidades de tracadores;

e Deslocamentos cuja a simulacao por diferencas finitas se mostram sensiveis a

orientacao da malha.

O conjunto de elementos a serem refinados/desrefinados é identificado por um
indicador de erro, desenvolvido por Zienkiewicz e Zhu [61], aplicado a cada n passos
de tempo, capaz de identificar regioes de dificil solucao. Cada elemento selecionado
para refinamento é dividido pelo maior lado juntamente com o seu vizinho por
este lado em um esquema de bisecgdo proposto incialmente por Rivara [50, 51].
Para minimizar o custo computacional em termos de memoria e tempo de CPU,
utiliza-se uma estrutura de dados onde os vazios deixados por um elemento que
foi “eliminado”durante o desrefinamento é usado para inserir um outro elemento
em uma nova fase de refinamento. Este esquema é dividido em trés passos bésicos:
medicao do erro, método para refinar ou desrefinar a malha e critério de refinamento

e desrefinamento para distribuir o erro calculado uniformemente sobre toda a malha.



O restante desta tese é organizado como se segue: o modelo conceitual do proble-
ma de deslocamento miscivel e a formulagdo matematica das equacoes governantes
sao descritos no capitulo 2. A formulacao variacional discreta das equacgoes e con-
ceitos do calculo do campo de velocidade, através dos métodos de pds-processamento
e volume de controle sao apresentados no capitulo 3, seguido, no capitulo 4, pela
da formulagao numeérica associada, algoritmos de armazenamento e solucao dos sis-
temas de equagoes. O conceito de adaptatividade é apresentado no capitulo 5. O
capitulo 6 é dedicado aos resultados obtidos e validacao dos métodos. No tltimo

capitulo apresentamos as conclusoes do trabalho, seguido pela bibliografia utilizada.



Capitulo 2

MODELO CONCEITUAL E
EQUACOES GOVERNANTES

2.1 Conceitos gerais

Experimentos mostram que na maioria dos casos em campos de petréleo a recu-
peracao primaria nao é um processo totalmente eficiente, deixando de produzir
grandes quantidades de 6leo. As técnicas de injecao sao empregadas de modo manter
a pressao no reservatorio e aumentar a taxa de recuperacao através de um processo
mais eficiente de deslocamento, buscando a viabilidade na explotacao da acumu-
lacao. Entretanto, a escolha do método apropriado de recuperacao é acompanhada
de um minuncioso estudo de todas as variaveis envolidas como, tipo de reservatoério,

“timing” (tempo 6timo para inicio da injecao), fluidos, reservas, etc.

No método de recuperagdo EOR (enhanced oil recovery) com deslocamento
miscivel, um solvente é injetado misturando-se ao fluido residente formando uma
unica fase para aumentar a pressao interna do reservatorio e favorecer o desloca-

mento do 6leo.



Muitos dos processos de recuperacao EOR, como deslocamento miscivel, injecao
de gas a alta pressao e injecao de vapor, envolvem deslocamentos com razao de
mobilidade adversas, isto é, o fluido deslocante flui mais facilmente através do meio
poroso do que o fluido residente. Os contrastes na densidade e viscosidade entre o
fluido residente e o deslocante sao fatores que podem afetar a estabilidade da frente
de concentracao. Para métodos de recuperacao terciaria utilizando injecao quimica

este tipo de fendmeno nao é encontrado [54].

Embora as discussoes sejam feitas para um sistema de fase tinica, as observacoes
podem prontamente serem aplicadas para um sistema de fluxo multifasico, devido
ambos sistemas serem descritos pela equacao da pressao acoplada com a equacgao da
concentragao através da velocidade do fluido. A seguir alguns conceitos peculiares
a modelagem do fluxo de fluidos em meios porosos, especificamente em problemas

de deslocamento miscivel, serao apresentados.
e Lei de Darcy

Em 1856 foi descoberto por Darcy uma forma para relacionar a taxa de fluxo e

gradiente de pressao, definida na forma diferencial por,

u= 2 (Vp = pgV) (2.1

onde u = (uy, uy) é a velocidade de Darcy, K é o tensor de permeabilidade absoluta
do meio poroso que define a habilidade da rocha de transmitir fluido, u é a viscosi-
dade do fluido, g o vetor de aceleracao gravitacional, Vz uma funcao vetorial na

direcao da gravidade, Vp o gradiente da pressao, e p a densidade do fluido.



e Miscibilidade

A miscibilidade é definida como a condicao fisica entre dois ou mais fluidos que
podem se misturar, em todas as proporcoes, sem a existéncia de uma interface. As
equacoes de fluxo para um sistema de fase tinica ou multifasico sao obtidas por uma

combinacao das equacao de conservacao de massa e lei de Darcy.

e Conservacao de Massa

Para definicao da equacao de conservacao de massa, consideramos uma amostra
do dominio denominada de volume de controle, representativa do meio poroso, isto
é, grande suficiente comparada ao tamanho dos poros, mas pequena comparada ao
tamanho do dominio. As propriedades do meio poroso sao associadas a cada ponto

no interior do volume de controle.

Considera-se que a diferenca entre a massa que entra no volume de controle e a
massa que sai deve ser igual a acumulacao no volume. Uma discretizacao suficiente
para obedecer o conceito de volume representativo é conservativa se a variacao tem-
poral dos termos de fluxo convectivo e difusivo no volume investigado sao iguais aos

termos de fluxo fonte e sumidouro entre as fronteiras do dominio representado.

Considere o fluxo de uma fase tnica de fluido em meios porosos através de um
dominio 2 C R}, conforme representado na figura 2.1, onde nyy é o nimero de

dimensoes espaciais, isto é, 1, 2, ou 3.
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Figura 2.1: Conceito de conservagao de massa

A lei da conservacao de massa é descrita da seguinte forma,

0
5(0prep) = =V - (pruy)  em € (2.2)

ou expressa pela seguinte formulacao integral,

b b
t— U\ pds= [ (). W)= -
m' = /pf < u, ) nds —/a < u, ) ( Cde ) —/a uydy — uydz (2.3)

onde ¢ ¢ a porosidade do meio, p; a densidade, ¢; a compressibilidade do fluido, e

u; = (ug, uy) a velocidade da mistura.
e Incompressibilidade

A incompressibilidade dos fluidos impoe a condicao que a soma dos fluxos de

fluidos nos pogos de injegao e produgao deve se anular para todo ¢t € [0, 7.
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2.2 Equacoes governantes

O primeiro passo antes de simular um reservatorio de petréleo no computador é
definir o modelo matematico dado por um sistema acoplado de equacoes diferenci-
ais parciais nao-lineares governantes do problema, juntamente com as respectivas
condicoes de contorno, especificamente neste caso, para problemas de deslocamento
miscivel. O movimento dos fluidos nos meios porosos é governado por um sistema
de equacoes elipticas vindo da lei de conservacao de massa e lei de Darcy, e uma
equacao de comportamento parabdlica-hiperbdlica, do tipo conveccao-difusao, ex-
pressando a conservacao do fluido injetado, denominada equacao da concentracao.
As dificuldades numéricas associadas aos termos convectivos e as solugoes proximas
as descontinuidades podem ser superadas usando técnicas de estabilizacao como a
formulacao SUPG (Stream-line Upwind Petrov Galerkin) [6] com operador de cap-

tura de descontinuidades [36, 37].

Considerando o fluxo de fluidos misciveis e incompressiveis através dos meios
porosos, num dominio rigido 2 C R?, com fronteira 02, onde os efeitos gravitacio-
nais sao desprezados, o conjunto de equagoes governantes em um intervalo t € [0, T']

pode ser descrito como [44],

V-u=q em Qx(0,7) (2.4)
_Kx) em € X
) Vp Qx(0,7) (2.5)
¢% +V-(cu) = V.- (D(u,x)Ve)=¢q em Qx(0,7T) (2.6)
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onde p(x,t) e u(x,t) sdo, respectivamente, as incégnitas da da pressao e veloci-
dade da mistura, sendo a velocidade de Darcy u(x,t) decomposta nas componentes
Uy (X, 1) € uy(x,t). A varidvel x = (z,y) é definida como o vetor posi¢cdo. A porosi-
dade é expressa por ¢ = ¢(x), K(x) é a permeabilidade do meio, e ¢(x,t) a con-
centracao da mistura dos fluidos. Os pocos sao representados por termos fontes ou

sumidouros representados por ¢ = ¢(x,t) e ¢ é a concentragao no pogo.

O tensor D de difusao-dispersao da equacao da concentracao pode ser expresso

por,
D = D(u,x) = a,, I+ [[u[{yE(u) + owE*(u)} (2.7)
Emﬁnéwu®u (2.8)
E'(u) =1 - E(u) (2.9)

que resulta em

ap — Oy

[[ul]

onde «a,,, o; e a; sao, respectivamente, o coeficiente de difusao molecular, o coefi-

D = {ap + ag|[ul[}T + u®u (2.10)

ciente de dispersao longitudinal e o coeficiente de dispersao transversal.

A principal varidvel de interesse do sistema de equages ( 2.4, 2.5, 2.6) é a
concentragao c¢(x,t), que em técnicas de recuperagao de reservatério indica o quan-
to da producao ¢ influenciada pela injecao de um fluido, ou seja, quanto de Oleo
passa a ser recuperado a partir de alguma intervencao no comportamento normal
de producao do reservatorio. Devido a magnitude do tensor difusao-dispersao D
ser, frequentemente, menor que o campo de velocidade u, a equacao ( 2.6) para c é

predominantemente convectiva com pequenos termos de difusao e dispersao. Nor-
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malmente a dispersao é uma grandeza fisicamente mais importante que a difusao

molecular, e oy é considerado maior que oy [36].

Assume-se que a viscosidade p obedece a seguinte rela¢do empirica [60],

u(e) = (1= c+ M**¢) o, (2.11)

Para deslocamentos misciveis a razao de viscosidade entre o fluido residente e o

deslocante é conhecido como razao de mobilidade M,

M=t (2.12)

onde u, e g sao as viscosidades dos fluidos residente e deslocante, respectivamente.

A nao-linearidade do problema esta diretamente relacionada a esta lei da vis-
cosidade, classificada, de acordo com [4], como uma forte ndo-linearidade. Outras
relacoes constitutivas nesta mesma classificacao, porém nao tratadas neste traba-
lho incluem, permeabilidade relativa e capilaridade que podem variar fortemente
dependendo das estruturas geolégicas, combinacao das fases e composicao dos flu-
idos presentes [26]. Devido a viscosidade ser fungao da concentracao nas equagoes
( 2.5, 2.6), em deslocamentos onde a viscosidade do fluido deslocante é menor que
o fluido residente (M > 1) as frentes de concentracao podem se tornar instdveis
permitindo a formacao de “wviscous fingers’[30, 43]. A linearizacao do sistema de
equacoes, devido aos termos nao-lineares presentes nas equacoes de conservacao, é
feita empregando um método tipo Newton-Raphson, baseado na expansao em série

de Taylor do funcional nao-linear.
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2.2.1 Condicoes de contorno e condicoes iniciais

Para obtencao de uma solucao tnica é necessario uma especificacao na fronteira
02 de condigoes de contorno e condigoes iniciais do dominio §2. As condigoes de
contorno levam em conta as interagoes entre o dominio investigado e o meio exterior.

A superficie do dominio €2 é dividida nos seguintes sub-dominios,

090 =T,Ul;UT,UT,

com condic¢oes de contorno particulares, como pode ser observado na figura 2.2.

Figura 2.2: Descricao da condi¢ao de contorno

sendo I';, a regiao da fronteira com fluxo nulo, I'; a fronteira com pressao prescrita,
I'; a fronteira relacionada ao poco injetor, e I', a fronteira relacionada ao pogo

produtor.

Em simulacao de reservatorio o contorno I' = 0f) é tipicamente impermeavel,
consequentemente as condicoes de contorno associadas a equacao da pressao sao

divididas em condi¢oes de contorno essenciais (Dirichlet) para as pressoes e condigoes
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de contorno naturais (Neumann) para o caso de fluxo nulo na fronteira. Para a
equacao da concentracao somente a concentra¢do no poco ¢ é especificada como

condicao de contorno.

As condigoes de contorno naturais para a equacao da pressao ( 2.4), obtidas
substituindo ( 2.5) em ( 2.4), e equacao da concentracao ( 2.6), impostas por fluxos

nulos na fronteira do dominio, sao

u-n=0 em ', , Vtel0,T] (2.13)

DVe-n=0 em 0, x (0,7) (2.14)

onde n = (n,,n,)" é definido como o vetor unitdrio normal externo & fronteira. As

condicoes de contorno de Dirichlet sao expressas por,

c(x,t)=¢ em I'; x[0,T] (2.15)

Para as equacoes da pressao, velocidade e concentracao as condicoes iniciais sao

definidas, respectivamente, por,

p(x,0) =py em (2.16)
u(x,0) =0 em Q (2.17)
c(x,0)=c¢y em Q (2.18)
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Complementando as condigoes anteriores, impomos a seguinte normalizacao a equacao

da pressao ( 2.4),

/p(x,t)dQ —0 Ve 0,T] (2.19)

As aproximacoes nos pocos sao feitas por termos fontes ou sumidouros nos pon-
tos nodais, simplificando a teoria cldssica de aproximacao com calculos envolvendo

indices de produtividade, injetividade e geometria dos pogos.

2.3 Problemas e Métodos de Solucao

O método de elementos finitos de Galerkin mostra-se satisfatério quando emprega-
do em problemas de Poisson para cédlculo da pressao, porém dificuldades numéricas,
como instabilidade e oscilacoes espirias, sao encontradas na solucao de equagoes
convecgao-difusao, predominantemente convectivas. O comportamento da equacao
da concentracao varia entre parabolico a hiperbdlico dependendo da relagao en-
tre os termos convectivos e difusivos. Para problemas de escoamentos misciveis e
imisciveis, em métodos de recuperacao EOR, esta equacao tem um comportamen-
to predominantemente convectivo. Dentre alguns fatores causadores de oscilacoes

numéricas e instabilidades no método de Galerkin podemos citar:

e Assimetria do operador diferencial correspondente ao termo convectivo para a

maioria das equacoes da conservacao;

e Acoplamento e nao-linearidade das equacoes diferenciais parcias que descrevem

o problema;
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Singularidade da solucao devido ao efeito dos pocgos produtores e injetores;

Transporte da frente de concentracao;

Utilizacao de malhas com grande espacamento entre nds;

Carater predominantemente convectivo da equagao da concentracao ( 2.6);

Heterogeneidade do modelo;

Associada a equagao de concentragao, sao implementadas estratégias de estabi-
lizagao numérica do tipo SUPG [6] com operador de captura de descontinuidades
[36] para minimizar efeitos das oscilagdes espiirias, como presencas de “overshoots’e
“undershoots”, que significa, respectivamente, superestimativas e subestimativas na
vizinhanca das zonas de alto gradiente da frente de concentracao. A referéncia
[12] apresenta uma comparagao de esquemas estabilizados para simulagao de fluxos
utilizando elementos finitos. O método SUPG é uma generalizacao do método de
Galerkin que utiliza fungoes peso descontinuas, adicionadas a perturbacgoes atuantes
na direcao das linhas de corrente visando evitar oscilacoes numéricas e instabilidades,
e que tem sido aplicado com sucesso em problemas de transporte predominantemente

convectivos.

A escolha do método computacional de avanco no tempo é caracterizada por
suas vantagens e desvantagens de acordo com o objetivo do problema. Os métodos
totalmente explicitos sao muito eficientes, porém necessitam de pequenos intervalos
de tempo, o que geralmente acarreta um maior custo computacional, ji que perto
dos pocos as velocidades sao extremamente altas. Ja os métodos IMPES resolvem
implicitamente a equagao da pressao ( 2.4) e explicitamente a equacao da concen-
tracao ( 2.6). Comparado ao método totalmente explicito tem melhor estabilidade

sem aumentar a complexidade da implementacao, entretanto, devido as fortes nao-
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linearidades e as altas velocidades nos pocos, os métodos IMPES sao forcados a usar
intervalos de tempo extremamente pequenos comprometendo o desempenho com-
putacional. O método sequencialmente implicito resolve implicitamente as equagoes
do sistema desacoplando a velocidade e pressao da equagao da concentracao a cada
passo de tempo, necessitando intervalos de tempo intermediarios aos requeridos nos

métodos explicitos e IMPES, e garantindo bons niveis de estabilidade.

Os métodos de solugao de sistemas de equacoes lineares baseados em métodos
diretos requerem sempre uma grande quantidade de memoria e geralmente maior
tempo de processamento. Comparativamente os métodos iterativos tém como prin-
cipais vantagens: a necessidade de menos memoria e uma menor complexidade al-
goritmica, porém devem ser empregados com precondicionadores apropriados para
aumentar a taxa de convergéncia. O desempenho dos métodos iterativos é medido
pelo nimero de iteracoes e tempo de processamento para a convergéncia da solucao.
No desenvolvimento deste trabalho optou-se pela escolha do método implicito se-
quencial utilizando métodos iterativos para solucao dos sistemas de equacoes da

pressao, velocidade e concentracao.
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Capitulo 3

FORMULACAO VARIACIONAL
DISCRETA

3.1 Formulacao Discreta

Considere o dominio €2 dividido em uma malha de Q°¢,e = 1, ..., N, elementos finitos

(© = UUY, Q%) de forma que,
Q=uQ° ; UNQI=0parai#j; i,j=1,..,Ng (3.1)

onde o superindice e indica o e-ésimo elemento da malha e N, é o nimero total
de elementos da malha. A definicao da formulacao variacional envolve a utilizacao
de duas classes de funcoes, definidas nos espacos discretos de funcgoes usuais de
elementos finitos. As funcgoes sao linearmente independentes e escolhidas de mo-
do que o valor nodal discreto represente os valores correspondentes a aproximacao
da solucao nos pontos especificados, e ao mesmo tempo satisfaca as condicoes de

contorno aplicadas.
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3.2 Pressao-Concentracao

A formulacao fraca de Galerkin para a equacao da pressao, obtida através da substi-

tuigao da equagao da lei de Darcy ( 2.5) na equagao da conservagao de massa ( 2.4),

é definida por,

/thA(ch,x)Vpth:/whqu
Q Q

onde wy, é a funcao discreta de ponderacao e,

e para a equacao da concentracao tem-se a seguinte formulagao fraca,

’Ujh,Ch —|—Z/ TluthhR Ch)dQ+

5 / _|R(e)
2
~Joe =V

1 _
th : <I — | |2uh X llh> Vcth = L(wh)

onde,

Blun, ) = /Q wnlL(cy)d2
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L(wh) :/Qwhéh('IdQ (36)

O segundo termo da equacao ( 3.4) corresponde ao termo de estabilizagao da for-
mulacao SUPG [6]. O terceiro termo representa o operador anisotrépico de captura
de descontinuidades usado para controlar oscilagoes em torno da frente de concen-

tragao [8].

Definindo o operador L(c¢;,) como sendo todos os termos do lado esquerdo da

equacao ( 2.6) obtém-se,
aCh
L(Ch) = ¢E + V . (Chllh) — V . (D(uh,X)VCh) (37)
O residuo discreto é obtido da seguinte forma,

R(Ch) = L(Ch) — éhq (38)

O segundo termo do operador L(c;,) é a parte convectiva da equacao de transporte

e o terceiro termo corresponde a parcela difusiva.

NOTA:

e O parametro de upwind 77 é otido a partir das seguintes aproximacoes [6],

1 ell3
o Lo Il

3" D (3.9)
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T == min | —, 1.0) (3.10)
2 [Juc]] ( 3

onde Pe é o numero de Peclet, h® o tamanho do elemento e u® a velocidade

no elemento.

e O parametro 7, é definido como [8, 13],

1 P
v, = S h*min <?6,0.7> (3.11)
1 ||U-?/||3
Pe;y = —h*— _ (3.12)
2" (uf,)"Duj,
u®- Ve
=i Vg 3.13
Y= el (3:19)

onde o subindice // é a velocidade projetada na dire¢do paralela do gradiente da

solugao Ve e Pej; o numero de Peclet correspondente.

3.3 Velocidade

Um ponto chave na simulacao de fluxo em meios porosos é a forma do calculo da
velocidade de Darcy, que implica diretamente na precisao da concentragao. Varias
pesquisas véem sendo feitas com relacao a determinacao da forma mais adequada
de calculo do campo de velocidade em deslocamento misciveis. Por exemplo, a

referéncia [22] apresenta uma comparacao entre as aproximacoes dos métodos de
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elementos finitos de Galerkin convencional, método misto e método de volume de
controle. Os resultados em [22] mostram que o método de volume de controle é com-
putacionalmente mais eficiente, isto é, mais preciso para um mesmo nuimero apro-
ximado de incégnitas que o método misto, porém para sistemas mais anisotrépicos,
com maior descontinuidade e variagoes bruscas de heterogeneidade, o método misto
se mostra computacionalmente mais eficiente e preciso. A mesma conclusao obteve
Mosé et al. [42], comparando o método misto com o pds-processamento de Codes e
Kinzelbach [9] aplicado ao método convencional de Galerkin. Alguns resultados cita-
dos em [58] mostram que para a mesma precisao, um menor custo computacional
é observado para o método de volume de controle que no método das diferencas

finitas.

O conjunto de equagoes para o calculo da velocidade envolve nao-linearidades
fortes e fracas, conforme definido em [52]. A nao-linearidade forte se baseia na lei da
viscosidade e a fraca esta associada ao campo de pressao. A partir de um dominio
2, discretizado em N,; elementos triangulares, o campo de pressao é aproximado no

elemento da seguinte forma,

ph=>» Npi , i=123 (3.14)

sendo p; os valores de pressao em cada né dos elementos, N; as fungoes lineares de

interpolacao.
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Uma aproximacao natural do campo de velocidades seria calculd-la diretamente

a partir do gradiente de pressao na Lei de Darcy ( 2.5),

Vpn =Y VNip; , i=1,2.3 (3.15)

u,=—» AVNp; ,i=1,23 (3.16)

porém sérios problemas podem ser encontrados devido a diferenciacao da pressao
resultar na reducao de ordem da aproximacao do campo de velocidade, e nao garantia
da conservacao de massa. Para as funcgoes de interpolacao lineares, utilizadas neste
trabalho, a diferenciacao da pressao resulta em velocidades constantes nos elementos
e fluxos normais descontinuos entre as fronteiras dos elementos [9, 24, 58]. Para
contornar este problema métodos de aproximacao visam melhorar a exatidao do
campo de velocidade e reforcar a conservacao de massa. O método de volume de
controle busca alcancar esta continuidade avaliando a velocidade no ponto médio
de cada lado do elemento, resultando em uma soluc¢ao mais conservativa e de fluxo

continuo entre as fronteiras dos elementos.

Segundo Mosé et al. [42], no método misto de elementos finitos, a Lei de Darcy
( 2.5) e a equacao de transporte ( 2.6) sao aproximadas individualmente resultan-
do em fluxos continuos entre as fronteiras dos elementos e melhor conservacao de
massa a nivel de elemento. No método misto hibrido a pressao e velocidade sao
aproximadas simultaneamente e avaliadas no centro e nos lados de cada elemento,
satisfazendo o conceito de balango de massa em dominios homogeéneos, porém difi-
culdades foram encontradas na solucao envolvendo dominios heterogéneos com alto

contraste de permeabilidade.
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Um paralelo entre o método de volume de controle, de elementos finitos e o
método das diferengas finitas é apresentado em [25], destacando como principal
vantagem do método dos elementos finitos a facilidade para modelar geometrias
complexas. Os simuladores comerciais que utilizam os métodos de diferencas finitas,
tém sido constantemente aperfeicoados para formulacao de problemas fisicos mais
complexos como modelo composicional, térmico e quimico, sendo o conceito fisico
diretamente relacionado ao método de volume de controle. Assim como no método
de diferencas finitas, o método de volume de controle é baseado em conceitos de
volume e transmissibilidade. A prova matemaética da convergéncia do método, para o
caso de fluxo incompressivel bifasico em duas ou trés dimensoes, pode ser encontrada,
em Sonier et al. [58]. Outras aplicacoes do método de volume de controle sao

apresentadas nas referéncias [23, 52].

Para a equagao de transporte ( 2.6), a aproximacao da solugao através dos
métodos das diferencas finitas ou métodos dos elementos finitos convencionais de
Galerkin apresenta oscilacoes numeéricas, sendo o termo de conveccao predominante
em relacao aos termos de difusao-dispersao, relacionados a baixos valores dos coefi-
cientes de difusdo molecular («,,), dispersividade longitudinal («;) e dispersividade
transversal («;). A degradacao do campo de velocidade é diretamente relacionada a
mudancas bruscas ocasionadas por heterogeneidade do reservatério e mudancas na
viscosidade, fortemente dependente da concentracao em zonas de transicao entre os

fluidos, ocasionando abruptas variacoes no gradiente de pressao.
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3.3.1 Pos-Processamento

Conforme discutido anteriormente, a aproximacao natural do campo de velocidades
através da diferenciacao do campo de pressao pode ter implicacoes diretas na pre-

cisdo do campo de concentragao [39].

up — —AVph (317)

Embora ( 3.17) seja a forma computacionalmente mais econdémica de obtencao
da velocidade quando comparada as demais técnicas que visam uma melhor aproxi-
magao da velocidade, o objetivo neste trabalho é tracar uma relacao entre a melhor
exatidao da aproximacao e o desempenho computacional relacionando as metodolo-
gias utilizadas. A técnica de pds-processamento melhora a aproximagao da veloci-
dade baseando-se na formulagao variacional da equacao constitutiva ( 3.19) combi-

nada com o residual da equagao de balanco de massa ( 3.18),

V-u=q em Qx(0,7) (3.18)

u=-AVp em Qx(0,T) (3.19)

Considere p, uma aproximacao de elementos finitos de p calculada pelo método de

Galerkin,

ph €N, tal que (AVp, ,wy) = (f,w,) , paratodo w, € N} (3.20)

com N! C C°) um espaco de elementos finitos de padrio correspondentes a
h
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funcoes de interpolacao polinomiais continuas de grau [,

U,={w € N, x N, ,u-n=0} em 9 (3.21)

Dado py, a partir da formulagao de Galerkin da equacao da pressao, as velocidades

pos-processadas uy, sao obtidas a partir da seguinte formulagao variacional [36, 38]:

N
/ wi, (A, + Vp,)dQ + M2 Z/ 0V -wp(V-u,, —q)d2=0 (3.22)
Q — Ja

onde 0 é uma constante positiva, dependente do tamanho da malha, e assume-se

que o tensor A é positivo definido [36].

3.3.2 Volume de Controle

A formulagao do método de volume de controle utilizando elementos finitos é con-
ceitualmente similar ao método das diferencas finitas fornencendo um procedimento
simples, sistematico e de facil implementagao na obtencao de aproximacao do campo
de velocidade em malhas nao-estruturadas. A associacao entre os conceitos fisicos

obtida em ambos os métodos vem descrita em Durlofsky et. al. [22].

O método de volume de controle apresenta uma vantagem em relacao ao método
de Galerkin convencional por satisfazer naturalmente o conceito de conservacao de
massa entre os lados dos elementos da malha, quando avaliada em pontos de in-
tegracao coincidentes aos pontos médios dos lados dos elementos. Uma malha de
calculo auxiliar empregada no método de volume de controle é construida formando

regioes de controle em torno de cada no, a partir de segmentos ligando os elementos
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adjacentes com fronteira em comum através do ponto médio de cada lado, conforme

observado na figura 3.1,

Figura 3.1: Volume de controle gerado a partir de uma malha de elementos finitos

Discretizacao da equacao de transporte pelo método de volume de con-
trole

Exemplificando o conceito matematico do método, considere a equacao de transporte

em meios porosos incompressiveis para discretizacao em volume de controle,

/Q 9 (on) = /Q V- (AVp)dQ (3.23)

Aplicando o teorema da divergéncia com uma matriz de massa aproximando os

termos de acumulagao temos,

An+1 _ A\n
Ai(dmz) - (¢0:) :/QAVp-nds (3.24)

Considere o triangulo mostrado na figura 3.2 e um ponto v € A;ji. As fronteiras

do volume de controle e;, €; e e, sao construidas juntando o ponto de baricentro
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aos pontos médios de cada lado do triangulo, formando regides de controle ao redor

de cada né denominadas de sub-volumes de controle [25], de drea A;.

win

Sub-volume de controle 1

Sub-volume de controle "I

Sub-volume de controle "k

k

Figura 3.2: Sub-volumes de controle de um elemento triangular

O termo de fluxo em cada elemento da malha é composto pelas contribuicoes dos
sub-volumes de controle associados aos elementos que compartilham nés em comum.
Exemplificando: a contribui¢ao do fluxo no sub-volume de controle ¢ envolvem os
fluxos entre as fronteiras e; e e, dos sub-volumes de controle j e k. Para o cdlculo
do fluxo na fronteira é feita uma média harmonica da permeabilidade entre os lados,
ponderada pela drea de cada elemento com o elemento adjacente de lado comum,
desta forma com a velocidade calculada no ponto médio dos lados dos elementos o
conceito de continuidade do fluxo, definido por n€ - u®, onde n® representa a normal
a fronteira e u® a velocidade do elemento, fica naturalmente obedecido. Os termos

de fluxo relacionados aos sub-volumes ¢, j e k sao escritos da seguinte forma,
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dp dp
= AVp-ndQ = — Ay — A, 22 2
Qi /e]-i-ek Vp-no /ej+ek 8xdy VBdy dx (3.25)
Q; = _/ AVp-ndQ) = —/ A @dy Ny~ Op dx (3.26)
e;+eg e;+eg a ad
dp dp
_ AVp-ndQ = — ANy — A, 2P 2
Q= [ avpmw=— [ Gy agia @20

As funcgoes de interpolacao lineares utilizadas na aproximacao da solucao sao

descritas detalhadamente adiante (Capitulo 4), resultando na matriz ( 4.13),

N=[NMI NI NI ] (3.28)

onde Ny, Ny e N3 sao as fungoes lineares e I a matriz identidade de ordem 2, sendo
assim qualquer varidvel no elemento A;j; pode ser definida a partir dos valores

nodais das variaveis, ou seja,

pn=>_ Np; (3.29)
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As derivadas de IV; com respeito a = e y sao,

ON; 1

B, = o :ﬂ[?JQaI Yyl yiod] (3.30)
ON; 1

By: ay :ﬂ[l'gg:[ 1'131 1'21]:] (331)

sendo A a area do triangulo. Devido a ordem linear das funcgoes de interpolacao a

matriz de derivadas B é composta de coeficientes constantes.

Na forma matricial, para a variavel p,
0 ON;
L : (3.32)
0x; 81‘]

Na escolha das funcoes peso w; do método de volume de controle, w; é definida como

1 em todo o volume de controle e 0 fora dele.

3

ON; | (ON; 0N,
2 0y pi] ( oy Oy >} (3:33)

=1

Ay
o {t

~ N | (0N 0N | A,
— ox pi oxr Ox 4A

i ON:ONi\ | Ay
e Or 07| \or ae ) F 1

ON; | (0N; ON,
jz:: Oy pj] <5y Oy >} (334

3

St

3
ON, | (ON; 0N,
2 dy pk] <8y 0y )} (3:3)

—_B'ABp (3.36)



A contribui¢ao em cada né envolve todos os elementos que compartilham o n6 em
comum, estando diretamente relacionado a todas as parcelas dos termos do volume

de controle.

Discretizacao da equacao de transporte pelo método dos residuos pon-
derados (Galerkin)

Nesta secao é descrito o processo de discretizacao da equacao de transporte através
do método de elementos finitos de Galerkin [24], onde as fungoes peso w; sao definidas
como sendo as mesmas das fun¢oes de interpolagao ( 4.13). O método de elementos

finitos de Galerkin, na forma de residuos ponderados satisfaz,

/ wRAQ = 0 (3.37)
Q

onde R ¢ a equacao de conservacao na forma residual. Considerando neste caso um
problema incompressivel, isto é, onde nao ha acumulagao ou perda de massa em um
dado volume de controle, a equacao de transporte na forma de residuos ponderados

¢ dada por,

/ WV - (AVp)dQ = 0 (3.39)

Integrando por partes a equagao ( 3.38) obtemos,

Q r

onde I' é a fronteira do elemento. Substituindo as funcoes peso w; pelas fungoes de
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interpolagao N;, a formulacao variacional da equagao ( 3.39), obtida a partir da Lei

de Darcy e equacao da conservacao, resulta em,

/ N, - (AVN)pid+ [ Ny(u-m)dr =0 (3.40)
Q ar
ou
ON; . ON; ON; . ON;
ZAI . 3 ZA - 7 d d == 4]_
/Q<8x 8mp+8y yayp>xy 0 (3:41)

Equivalente em notagao matricial a,

1
Q= aBtKBp =0 (3.42)

NOTA:

Os métodos de volume de controle e Galerkin resultaram na mesma matriz de
elemento para o caso analisado de um problema monofasico incompressivel. Isto se
deve ao fato que desenvolvemos o método de Galerkin para elementos triangulares

lineares.
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Capitulo 4

FORMULACAO NUMERICA DE
ELEMENTOS FINITOS

4.1 Formulacao Matricial

O conjunto de equacoes semi-discretas acopladas em forma matricial, associadas
respectivamente a equacgao da pressao, equacao da velocidade através da técnica de

pos-processamento, e equacao da concentracao sao,

Kp=Q (4.1)
Mu = F (4.2)
M¢+ Cec=F (4.3)
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Os vetores de incégnitas p, u e ¢ sao definidos por,

p'={p} , i=1,2,..., Npo (4.4)
u = {ug,uy b, 1=1,2,00 Nogs (4.5)
c'={c} , i=1,2,..., Nups (4.6)
¢'={a} , i=1,2,..., Nups (4.7)

sendo os sub-indices associados aos graus de liberdades de cada incégnita nos ele-

mentos, e N,,; 0 nimero total de nés da malha.

4.2 Matrizes dos elementos

Sejam as aproximacoes usuais de elementos finitos para um elemento triangular,

cn=Ne=)» Ng ,i=123 (4.9)

onde p e ¢ sao os vetores, dependentes somente do tempo, de valores nodais da
pressao e concentragao, respectivamente, e N e a matriz de interpolacao (dependente

somente de x), podendo ser representada por,

N=[N N, N;] (4.10)
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onde as fungoes IN globais sao restritas ao dominio do elemento com nés 1, 2 e 3.

e

upy=Nu=Y Nu; ,i=123 (4.11)

onde u é o vetor de valores nodais de velocidade com dois graus de liberdade cor-

respondendo as componentes z e y, e N e a matriz de interpolacao definida como,

Ny 0 N, 0 N; O

N=10o ~Mm 0 N 0 N (4.12)
ou escrevendo na forma geral e compacta como,
N=[ NI NI NsI| (4.13)

onde Ny, Ny, N3 sao as funcgoes de interpolacao no interior do elemento e I é a matriz
identidade de ordem 1 para pressao e concentracao, e ordem 2 para velocidade. As
funcoes de interpolagao para elementos triangulares lineares sao dadas por, Ny = &

, No=n, N3y =1— & —n, indicadas na figura 4.1,

A matriz jacobiana, que define a transformacao das coordenadas globais para as

coordenadas locais, é dada por,

ox; 9z dy x —
g=0_ o % | _ { B Y ] 4.14
0&; [ gf] gi’] —T32 T3 (4.14)

sendo z; e y; as coordenadas globais do elemento, e z;; = z; — x; para i,j = 1,2, 3.
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i=1 =2
©.0) (1.0 O

Figura 4.1: Elemento triangular em coordenadas locais

A transformacao inversa é dada por,

0 0
J—l_agl_la_i 8_5

_ _ _ i [ Y23  T32 }
0z % g—z 2A°¢ | Y31 T3

onde A¢ é a area do elemento.

O operador gradiente das funcoes de interpolacao é definido por,
Bx |
5o

As matrizes Bx e By podem ser representadas por,

ON
9
oy

B:L Y2zl yml gl
2A¢ | @zl w13l 291l
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4.2.1 Forma matricial da equacao da pressao

As parcelas representando o sistema 4.1, em termo das contribuicoes de cada ele-

mento, sao descritas a seguir,

K — matriz simétrica positiva definida dependente da concentracao corrente
p — vetor de incégnitas das pressoes

Q — vetor com as taxas de fluxo e condic¢oes de contorno para equacao da pressao

Nel
K = Ak (4.18)
k® = / B!ABJQ* (4.19)
Qe

Nel
onde A1 é o operador “assembly” conforme definido em Hughes [29], que monta as
e=

contribuigoes de cada elemento na matriz global.

Re-escrevendo na forma matricial obtém-se,

e Y23 T32 A A y
ke — . zx Ty 23 Y31 Z/12] 4.20
g4 | P T |:Ay:1: Ayy ] {@3 T3 T21 (4.20)
Y12 T21
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4.2.2 Forma matricial da equacao da velocidade

O sistema de equacao da velocidade ( 4.2) é decomposto nas seguintes parcelas,

1\_/[ - 1\/Iw + Mdiv (421)

F=F,+F, (4.22)

onde a partir da equagao ( 3.22) os termos sao divididos e descritos matricialmente

como se seguem nos itens 1,2,3,4

1. Integral Termo 1

Nel

M,, — Almw@ (4.23)

M,, — representa a contribuicao da primeira integral;

m,° = [ NATNGQ® ;ab=1,2,3 (4.24)
Qe

ou na forma matricial,

[ 2M11 2M2 A A2 A A
2221 2Xo2 o1 A Ao Ao
. © — Ap | A Mz 2A 2h2 A A (4.25)
v 12 Aot Aoo 2X01 2 Ao A '
At 2M2 0 A Az 2A0 2XAp

| Aor 292 Aar Aax 2Aa1 2Xgn
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sendo,

|

2. Integral Termo 2

Mg;v — corresponde a ponderacao do divergente da segunda integral;

)\11 )\12:|
>\21 )\22

Nel

[z

e
Mdiv - eAlmdiv

(4.26)

(4.27)

N
mdive:M%(seZ/ (Naye +Noyy ) (Npyp +Np,, )dQ° 5 a,b=1,2,3  (4.28)
e=1 ¢

ou na forma matricial,

Y23Y23
T32Y23
Y31Y23
T13Y23
Y12Y23
T21Y23

3. Integral Termo 3

Y23X32
T32T32
Y3132
T13T32
Y1232
T21T32

Y23Y31
T32Y31
Y31Y31
T13Y31
Y12Y31
T21Y31

Nel

Y23%13
T32713
Y31T13
T13T13
Y12713
L2113

Fo = Asy

Y23Y12
T32Y12
Y31Y12
T13Y12
Y12Y12
T21Y12

Y23T21
T32T21
Y31T21
L1321
Y1221
T21T21

(4.29)

(4.30)

F, — ponderagao do terceiro termo relacionado ao gradiente de pressao;

f,° =

ou na forma vetorial,

V - NopdQe

Qe
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[ 13 |
32
e D1t p2t+Dp3 | Y3
f."=—7+—— 4.32
g 6 T13 ( )
Y12
- :L.21 =
4. Integral Termo 4
Nel
Fo = Ary (4.33)

F, — ponderacao do quarto termo relacionado ao divergente do fluxo.

Nel
£.° = M'?5¢ V- N,qdQ¢ ;a=123 4.34
q €

e=1

ou na forma vetorial,

Y23
. T32
 M3Eo% |y
2A Z13

Y12
T21

q¢*o(r — x;) (4.35)

sendo ¢ = ¢*§(x —x;), e 0 o delta de Dirac, para i = 1,2, 3 o termo de carga aplicado

diretamente nos nos.
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4.2.3 Forma matricial da equacao da concentracao

As matrizes e vetores com o superindice ” 7”do sistema de equacgoes da concentragao
(4.3) sao decompostos nos termos de Galerkin, SUPG e captura de descontinuidades

da seguinte forma,

M = M, + M, (4.36)
C = Ceg+ Cag + Cepg + Coca (4.37)
F = F,+F, (4.38)

M — contribuicao referentes as parcelas dos termos dependentes da derivada no
tempo da concentracao;
C — contribuicao referentes as parcelas dos termos dependentes da concentracao;

F — contribuicao referentes as parcelas das condicoes de contorno.

As matrizes M e C sao conhecidas na literatura de elementos finitos como matriz

de massa e matriz de rigidez.
Matrizes de massa ( Mg e M, )
Os termos associados a matriz de massa sao compostos das parcelas da formulacao

de Galerkin e da correcao SUPG da matriz de massa. Re-escrevendo o termo de

Galerkin relacionado a matriz de massa temos,
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M, = Almge (4.39)
m,° = ¢h® [ N.N,dQ°® ;ab=123 (4.40)
Qe

A integral resultante é descrita como,

g2 11
mf=—|1 2 1 (4.41)
& 12

11 2

O termo de massa de Petrov-Galerkin, em forma da matricial, é descrito por,

Nel
Mpg = eélmpge (4.42)
e u . e T . e
My’ = ¢ Tm - VN,cdQ® = ¢ m(uxNa,x +uy N,y )edQ¢ 5 a=1,2,3
Qe Qe

(4.43)

Integrando os termos constituintes da equagao ( 4.43) e expressando na forma ma-

tricial temos,

DTU, Y23 Y23 Y23 ¢Tuy T32 T32 T32
R —— 4.44
ST el INCITT] By I
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Matrizes de conveccao da matriz de rigidez ( Ccg, Cepg € Cocd )

As contribuigoes para a matriz de rigidez sao derivadas das parcelas de Galerkin,

correcao SUPG e correcao do operador de captura de descontinuidades.

Nel

Cog = Alccge (4.45)
) ON, . N,
ccg e /e U,mNaa—de —|—/e U,yNaa—de (446)

A forma matricial da matriz de conveccao correspodente ao termo de Galerkin é,

heu Y23 Y23 Y23 heu T3z T3z T32
e __ T Yy
Ceg = Ys1 Yzt Ys1 | + Ti3 Z13 Z13 (4.47)
& 6
Y12 Y12 Y12 To1 T21 T21

NOTA:
A correcao de Petrov-Galerkin da matriz de massa tem a mesma estrutura da matriz

de conveccao de Galerkin.

Cepg = Alccpge (4.48)

Cepg’ = / ﬁVNau@)chdQe a=1.23 (4.49)
Qe U
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A forma matricial da matriz de conveccao correspodente ao termo de Petrov-Galerkin

é,

. Y23 T32
Cepg’ =m0 | Y31 13
" ||u||4A Y12 To1
NOTA:

Ug Uy

el

Y23

ug
Ug: Uy 93

Y31
T13

Y12
4.50
] (4.50)

A correcao de Petrov-Galerkin no termo convectivo produz uma matriz com estru-

tura da matriz de difusao com tensor constitutivo anisotrépico.

Para o operador de captura de descontinuidade temos a seguinte formulacao,

Nel

e
Cocd = ACOCd

Cocd =T / B! DB,dQ° ; a,b=1,2,3

que na forma matricial é expressa por,

. Tee Y23
Cocd H Y31
Y12

sendo,

T32
T13
T21

t11 =

{tn t12 ] [ Y23 Y31
to1 t22 T3 T13
2
u
1.0 — —2-
[uf|?
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(4.52)
(4.53)

Y12 }
T21

(4.54)



2
u
e =t =

2

u
tgz - ]_0 N ——
[Juf[?

Matriz de difusao da matriz de rigidez ( Cq4q )

Nel

e
Cdg = Acdg

he
Cag = 17 5 B!DB,dQ° ;ab=1,23

Na forma matricial tem-se,

he Y23 Ta2 [dn d12:| {y23 Y31

e
Cdg = | Y1 T3 d d
21 22 To3z T13
Y12 To1

sendo,

(07 2 (o7 2
dyy = S T
e
dipg = dy; = Oéluiy - at“iy
dyy = 2
2= O T
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T21

|

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)



4.3 Integracao no tempo

A implementacao numérica para o avanco no tempo neste tipo de problema com-
bina as aproximacoes espacias de elementos finitos citadas acima com discretizacao
temporal em diferencas finitas. O algoritmo de integracao no tempo utilizado é o

método preditor-multicorretor, descrito abaixo [29].

eializar B0 . —piou® L — w0 —ei-a0 i
Inicializar: p, ., = p);u,,, =ul;c,,, =c/;¢, = ¢

e Bloco 1: Resolver a equacao da pressao
K(cp)Pnt = Qui (4.63)
e Bloco 2: Resolver a equacao da velocidade no caso do pds-processamento
M(%ﬂ)“ﬁh = Fg(pi#1) +Fq (4.64)
e Bloco 3: Resolver a equacao da concentracao

M, A =Ry (4.65)

onde M7, é uma matriz efetiva nao-simétrica, definida por:

M; ., =M +yAtC (4.66)
e RIEY ¢ o vetor de residuos
R\ = Foupr = M(€,11)¢0 — Cuf  pifh s chpn)ehn (4.67)
e Atualiza os vetores
I R A ZAY AR (4.68)
i = C + A, (4.69)
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O maior custo computacional no uso do algoritmo preditor-multi-corretor para
aproximar as equacoes semi-discretas em tempo é a geracao dos coeficientes das
matrizes e vetores de cargas associados ao sistema de equacgoes, além do método de

solucao.

No algoritmo acima, 7 é o niumero de iteracoes, /At é o passo de tempo e v é o
parametro controlador da estabilidade e precisao na integragao no tempo. Para o
método implicito incondicionalmente estavel da regra trapezoidal o parametro v é
definido como 1/2. O processo se segue até que alcance um critério de convergéncia.
O critério de parada, que fornece um controle das iteracoes nao-lineares, é baseado

na medida de erro das incognitas de interesse, isto é,

i+1 i
NL ||Pl—:-1 — Pyl
y = I = (4.70)
[[Prsl
||ui+1 _ ui
iVL — n+1 — n+1|| (471)
[y |
vi_ 1A
¢ 'Z—IT—LI || (472)
n+1
||R ]
. , 1/2
ey _ J LAGL) R (4.74)
" (A, )RS, ]
onde || - || define a norma euclideana, e e)*, e;/* e )" sdo respectivamente os erros

da pressdo, velocidade e derivada temporal da concentragao. eX” mede o erro do

balango de massa da equagdo da concentracio e ey’ representa o erro na norma de

energia [11].
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A convergéncia é alcancada quando as seguintes condicoes sao satisfeitas,

eNL
<1 (4.75)
Dol
eNL
v <1 (4.76)
Utol
NL _NL _NL
NL €~ €er €p
e’ =mazr | —, , <1 4.77
< Ctol Rtol Etol > ( )

onde pior, Usol, Crol, Riol € Eior S20 as tolerancias requeridas para convergéncia definidas
em torno de 0.01. Quando as condigoes ( 4.75) e ( 4.76) forem satisfeitas a solucao
do sistema pressao-velocidade é feita uma tnica vez, permanecendo constante du-
rante as iteracoes nao-lineares envolvendo o cédlculo da equagao da concentracao.
Para o caso de apenas uma iteracao efetuada no citado algoritmo iterativo preditor-
multicorretor o esquema ¢é definido como implicito-sequencial [13]. Em proble-
mas de deslocamento miscivel com razao de mobilidade unitaria o sistema pressao-
velocidade é desacoplado da equacao da concentracao, bastando ser solucionado uma

Unica vez.

As alteracoes no codigo de pos-processamento, para implementacao do método
de volume de controle, consistiram na eliminagao das rotinas de construcao das ma-
trizes de elemento da formulacao de pds-processamento e do solucionador equagoes
utilizado para obter a solucao do sistema de velocidade. Em relacao as matrizes
de pressao e concentracao, as matrizes de pds-processamento requerem o dobro de
espaco em memoria para alocacao de seus coeficientes, devido aos dois graus de
liberdade por pontos nodais em cada elemento. Desta forma, na implementacao
pelo método de volume de controle houve uma reducao na alocagao de memoria ja
que nao ha necessidade de se armazenar e atualizar coeficientes para solucao de um

sistema de equacgao para calculo das velocidades.
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No método de pds-processamento as velocidades sao calculadas através de um
ponto de integracao, no baricentro do elemento. Para o método de volume de contro-
le as substituicoes foram feitas por uma rotina que avaliasse a velocidade no ponto
médio de cada lado dos elementos. Com a velocidade calculada no ponto médio de
cada lado do elemento, o conceito fisico de continuidade do fluxo de fluido entre
as fronteiras dos elementos fica naturalmente satisfeito, contribuindo para um me-
lhor balanco de conservacao de massa. O algoritmo resultante para avaliacao das

velocidades no método dos volumes de controle é:

Loop nos elementos

Loop nos lados dos elementos

Recuperar pressoes nodais

Avaliar velocidades X e Y a partir da Lei de Darcy no ponto médio do lado

Fim loop nos lados

Fim loop nos elementos

Integracao Numérica

A implementacao do método de volume de controle avaliando o campo de veloci-
dade (u, e u,) no ponto médio de cada lado dos elementos, busca alcancar uma
continuidade entre as fronteiras dos elementos adjacentes, conforme observado na
figura 4.2. A cor mais escura indica os volumes de controle associados ao elemento
e, e a cor mais clara indica a divisao do elemento em sub-volumes de controle, onde
se busca a contribuicao de cada parte na avaliacao global dos termos relacionados

ao elemento.
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Volume de controle

Sub-volume de controle

Figura 4.2: Continuidade do campo de velocidade em volume de controle

Aproveitando o conceito de continuidade nos lados, as matrizes correspondentes
a formulagao de elementos finitos da equacao da concentracao também sao avali-
adas numericamente através da quadratura de Gauss nos mesmos trés pontos de
integracao, equivalentes aos mesmos pontos médios dos lados dos elementos. Neste
tipo de aproximacao a precisao da solucao e custo computacional sao diretamente
relacionados aos nimeros de pontos de integracao utilizados. As coordenadas e pesos
dos pontos de quadratura para um elemento triangular estao definidas em Hughes

et al. [5],

Assim, as integrais nos elementos sao calculadas numericamente através da seguinte

aproximacao,

| ramae = [ [ faensenicnin @

= > f@En), 5 i (4.79)
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onde,

Nine — numeros de pontos de integragao (4.80)
Z;,9, — coordenadas dos pontos de integragao (4.81)
W, — peso do I-ésimo ponto de integracao (4.82)

A implementacao da forma de avaliagao dos coeficientes presentes nas matrizes
da equacao de concentracao, nos trés pontos de integracao, é descrita a partir do

seguinte algoritmo:

e Definicao das coordenadas e peso associado aos pontos de integragao
e Loop (i) nos pontos de integragao

e Loop (j) nos elementos da malha

e Recuperar velocidade no lado (i) do elemento (j)

e Recuperar nés do lado (i)

e Recuperar elemento adjacente ao lado (i)

e Avaliar grandezas (Vc¢) e constantes (Pe, «, 7) no lado (i)

e Montar contribui¢ao do lado (i) na matriz de elemento e acumular na matriz

global
e Fim loop (j) nos elementos

e Fim loop (i) dos pontos de integragao
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4.4 Implementacao Elemento por Elemento

Neste trabalho, para o caso de pods-processamento, trés sistemas de equacoes sao
resolvidos a cada iteracao. Como vimos anteriormente, para o caso de volume de
controle apenas os sistemas de pressao e concentracao sao solucionados. No bloco 1
a técnica Elemento por Elemento EFBE é empregada com o método dos gradientes
conjugados com precondionador EBE Gauss Seidel, adotados para o caso de matrizes
simétricas positiva-definidas. No bloco 2, para a solucao da equacao da velocidade
no método de pods-processamento, a técnica EBE é utilizada com o método dos
gradientes conjugados com precondionador bloco-diagonal nodal (PCGBD), e no
bloco 3, para solucao da equacgao da concentracao, o método usado é o GMRES com

precondicionador EBE Gauss Seidel, indicado para matrizes nao-simétricas.

A técnica Elemento por Elemento (EBE) [11, 13, 29] substitui os métodos de
armazenamento de matrizes esparsas utilizadas em algoritmos de solucao direta,
como método da Eliminacao de Gauss, pelo armazenamento das matrizes a nivel de
elemento. A estratégia elemento por elemento pode ser implementada em métodos
iterativos de forma a vetorizar o processamento através da aplicagao de um algoritmo
de divisao e reordenacao da malha em grupos de elementos que nao compartilham

nés em comum para qualquer malha arbitraria [13].

A cada iteracao produtos matriz-vetor sao efetuados envolvendo somente ma-
trizes de elemento, sem a necessidade de montagem e manipulacao de grandes ma-

trizes esparsas, conforme descrito no algoritmo a seguir,
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Loop elemento e faca

Recuperar z¢ de x

Calcular a nivel de elemento: v¢ = A¢x®

e Atualizar vetor global: v = v + v°

Fim loop

Os precondicionadores referenciados visam melhorar o desempenho dos métodos
iterativos através de uma transformacao das matrizes envolvidas em matrizes com
propriedades espectrais mais adequadas para contribuir para uma melhor taxa de
convergéncia, diminuindo o niimero de itera¢oes na obtencao da solucao. A técnica
de precondicionamento é obtida pré-multiplicando o sistema original por uma matriz

nao-singular B,

B 'Ax=B"'b (4.83)

onde a sistema transformado tem a mesma solucao do sistema original Ax = b.

1. Pré-Condicionador Bloco-Diagonal

O pré-condicionador bloco-diagonal BD [29] é definido da seguinte forma,

A =[4,] (4.84)
I=1ID(i,m) e J=ID(jn) (4.85)
1§i7j§Ngl € 1 SmanSNnos (486)



A matriz BD de pré-condicionamento é composta dos termos das diagonais do

sistema,

. Aij sem = 1n
BDij_{ 0 sem £ (4.87)

sendo,

— Ny o numero de graus de liberdade por no;
— N,0s 0 nimero de nés da malha;
— ID(i,m) a matriz de identificacdo dos nimeros das equagoes para cada

grau de liberdade por no.

. Pré-Condicionador EBE Gauss-Seidel

Este tipo de pré-condicionador [13] é aplicado nos sistemas de equagoes da

pressao e concentracao,

Kp = q (4.88)
M*Aé =R (4.89)

A transformacao é feita multiplicando os sistemas pela matriz de pré-condicionamento

EBE Gauss-Seidel obtém-se,

W :KW 2x =W 2q (4.90)

W-

M
M

MW~ ix = W 2R (4.91)

sendo W = diag(K) e W = diag(M?*), sendo equivalentes, respectivamente,

aos seguintes sistemas,
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Ax=Db (4.92)

Az =bh (4.93)

com as multiplicagoes matriz-vetor calculadas a nivel de elemento,

Nel
Ax =) A% (4.94)

e=1

Nel
Ax =) A% (4.95)
e=1

Os sistemas pré-condicionados sao resolvidos, respectivamente, da seguinte

forma,

B'Ax=B"'b (4.96)

L'AU 'y=L"'b (4.97)

As matrizes L¢ e U° sao calculadas a partir da particao Gauss-Seidel das

matrizes A = K e A = M*, resultando em,

B! = f[{Le} < [T (L} (4.98)

BZNEI

Nel
L' =]]r (4.99)
e=1
1
U'=]J U (4.100)
e=Ng¢;
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. = ot i ~ . .
onde as matrizes L¢, L® e U° sao calculadas a partir dos seguintes escalona-
mentos das matrizes de elemento, efetuados sobre A€ e A€ a partir de operacoes

de retrosubstitui¢ao e substitui¢ao para frente [3].

L+ L= A°+1 (4.101)

LC+U°=A°+1 (4.102)
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Capitulo 5

ADAPTATIVIDADE

5.1 Conceitos basicos

A utilizacao de técnicas de refinamento local e dinamico sao importantes para evitar
o refinamento excessivo em todo o dominio, diminuindo o esforco computacional rela-
cionado a qualidade das aproximacoes. Erros de aproximagoes podem ser reduzidos
a partir do uso de técnicas de adaptatividade, ou mesmo, através do acoplamento

entre elas, podendo serem divididas nas seguintes categorias,

e h — divisao dos elementos da malha;

r — redistribuicao dos nos;
e p — aumento na ordem do polinémio das funcoes de interpolacao do elemento;

h — p — uso acoplado das duas técnicas anteriores.

A técnica h—adaptativa de elementos finitos manipula o tamanho dos elementos,
a partir da sub-divisao dos elementos ou através da eliminagao de graus de liberdade

devido ao agrupamento de elementos da malha [20, 35, 49]. Neste trabalho é aplicada
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na modelagem do fluxo de fluido em meios porosos, principalmente em frentes de
concentragao, zonas de alto gradiente de pressao e descontinuidades nas propriedades
dos fluidos, visando obter uma solucao com limite de erro aceitavel, dependente

apenas de uma adequada discretizacao espacial.

Os passos basicos envolvendo o processo h — adaptativo consistem na solucao do
problema em uma malha inicial fixa, medicao de erros para identificacao e selecao
de regioes a serem refinadas e desrefinadas, seguido por estratégias de refinamento e
desrefinamento nas regioes selecionadas por nao obedecer o critério pré-estabelecido

de tolerancia ao residuo da equagao governante.

As rotinas de adaptatividade desenvolvidas por Silva [57], em trabalho de tese
envolvendo escoamentos bi-fasicos imisciveis ligeiramente compressiveis, foram adap-
tadas em um codigo miscivel e aplicadas em conjunto com as implementacoes dos
métodos de pds-processamento e volume de controle para calculo do campo de ve-
locidade com objetivo de obter um melhor desempenho computacional garantindo
a qualidade na aproximacao da solucao. A partir da indicacao dos elementos se-
lecionados a serem refinados ou desrefinados por um estimador de erro, proposto
por Zienkiewicz e Zhu [61], o objetivo é obter uma malha que minimize o erro da
aproximacao com um menor numero possivel de elementos e graus de liberdade,

conforme descrito em [20].

5.2 Estratégias de refinamento e desrefinamento

A forma de refinamento dos elementos da malha é proposta em [35, 49], dividindo
cada elemento selecionado para refinamento pelo ponto médio do maior lado, bus-

cando elementos com angulos internos mais préximos entre os lados. Os possiveis
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casos de refinamentos sao descritos nos itens a seguir, sendo as linhas pontilhadas

indicadoras da forma de divisao dos elementos.

1. Quando o maior lado do elemento A é uma fronteira:

Divisao do elemento A por este lado;

Fronteira

Figura 5.1: Divisao do elemento quando o maior lado é uma fronteira.

2. Quando o maior lado do elemento A é comum ao elemento adjacente
B:

Divisao simulatanea de ambos elementos (A e B) por este lado;

RN - JE U | S —

Figura 5.2: Divisao do elemento quando o maior lado é comum a dois elementos
adjacentes.



3. Quando o maior lado do elemento A tem um vizinho B cujo maior
lado é uma fronteira:

Divisao do elemento B pelo lado de fronteira;

Figura 5.3: Divisao do elemento quando o vizinho tem pelo maior lado uma fronteira.

4. Quando o maior lado do elemento A tem um vizinho B cujo maior
lado é outro elemento C:

Divisao simulatanea de ambos elementos (B e C) pelo maior lado comum,;

Figura 5.4: Divisao do elemento quando o vizinho tem pelo maior lado um outro
elemento.
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O processo de desrefinamento é semelhante ao refinamento, com a condicao de
somente ocorrer o desrefinamento quando todos os elementos, que compartilham

lados em comum, estiverem marcados para serem desrefinados.

Na fase de adaptatividade da malha sao necessarios parametros definidos pelo
usuario buscando um melhor desempenho da adaptatividade. A frequéncia de atu-
alizagao da malha, o nimero maximo de divisoes por elemento, e a tolerancia de erro
da aproximacao sao parametros sensiveis para um adequado funcionamento do algo-
ritmo da adaptatividade. A identificagao das regices a serem refinadas/desrefinadas
é uma tarefa minunciosa que pode, em certos casos, elevar o custo computacional. O

objetivo é encontrar uma malha 6tima com o minimo nimero de graus de liberdade.

O seguinte algoritmo exemplifica os procedimentos que envolvem a implemen-
tacao da técnica da adaptatividade, juntamente com o estimador de erro utilizado,
sendo o erro definido pela diferenca entre o gradiente da solucao poés-processada
aproximada através de uma média nodal e o gradiente da solucao aproximada pelo

método dos elementos finitos.

1. Geragcao de uma malha inicial
2. Avancar a solucao no tempo de t; = 1 a t,,4,
3. Estimar solucao em {;

4. BEstimar erro médio nos elementos

1
lei = ( / dﬂ)

onde ||e} || é a diferenca entre o gradiente da solugao pos-processada, obtido
da solucao de elementos finitos a partir de uma média nodal, e o gradiente da

solucao.
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5. Calcular erro global

1E]?
Nel

ol
Il

onde
Nel )
IEI1* =" llehll?
e=1

6. Calcular erro médio relativo

€maz = 01 - €

Cmin = 92 ‘e
sendo 0 e 0, € [0, 1] parametros relativos ao critério de tolerancia do erro.
7. Se ||€k]] > emar selecionar os elementos para refinamento
8. Se ||€l]] < emin selecionar os elementos para desrefinamento
9. Gerar nova malha
10. t; =t; + At

11. Passo 3

Em cada momento de atualizacao da malha, as solucoes no refinamento sao
transferidas da malha mais grossa para a malha mais fina através de uma interpo-
lacao linear entre os nds constituintes de lado do elemento. Para o desrefinamento
as solugoes nos noés eliminados sao descartadas. A estrutura de implementacao do

codigo adaptativo estd descrita em Silva et al. [57].
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Capitulo 6

EXEMPLOS NUMERICOS

Os métodos de discretizacao e as metodologias empregadas sao examinados nos
exemplos a seguir com relacao a exatidao da solucao, interpretacao fisica dos métodos,
desempenho computacional e conservacao de massa. Os exemplos numeéricos des-
crevem simulagoes em modelos 2D com discretizagao espacial triangular em secao
horizontal ou secao vertical para problemas de deslocamento miscivel. Os pocos sao
modelados operando com injecao constante ou injetando tragador para acompanha-
mento do tempo de chegada no pogo produtor (breakthrough), zonas preferencias

de migracao e caracterizagao do reservatorio.

As andlises sao feitas a partir de simula¢oes em um Pentium I1I/700MHz com
256Mb de meméria RAM. Os exemplos descrevem as estratégias das aproximagoes
do campo de velocidade pelas técnicas de pés-processamento e volume de controle,
e as implicacoes da solucao nos sistemas de equagoes da pressao e concentracao. Pa-
ralelamente o desempenho computacional é analisado entre os métodos em conjunto

com a utilizacao de malhas fixas e adaptativas.
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6.1 Validacao dos métodos

Para validacao da implementacao dos métodos de pods-processamento e volume de
controle sao utilizados resultados de solugoes semi-analiticas [1] para problema de in-
jecao de tragador, solucao de deslocamento miscivel unidimensional, além de estudos

associados a convergeéncia e conservagao de massa.

6.1.1 Conservacao de massa

Na avaliacao da conservacao de massa utilizamos um problema pressao-velocidade
proposto por Mosé et al. [42], para analisar o fluxo de fluido e os campos de pressao
e velocidade gerados a partir de um gradiente de pressao imposto por condicoes de
contorno entre as fronteiras superior e inferior do dominio. O dominio é caracteri-
zado por uma zona de condutividade hidrdulica K = 1m/dia em presenca de duas
barreiras paralelas de condutividade hidrdulica mais baixa igual a K = 1075m/dia,

conforme representado na figura 6.1.

< % »
) P=100 m !
bbbl
=
S
Zoom
e @) |2
8 <, 15
K.=10"m/dia | &
K,=1m/dia gEr
P=99 m e
20m 60m © 20m

Figura 6.1: Dominio e condi¢oes de contorno em presenca de barreiras.
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As figuras 6.2 (a) e (b) apresentam os vetores de velocidades calculados pelos
métodos de pds-processamento e volume de controle, respectivamente indicando a
continuidade e os caminhos preferenciais de migracao do fluido. A implementacao do
método de volume de controle contribui fisicamente para uma melhor aproximacgao
devido a forma de cdlculo das grandezas no ponto médio dos lados dos elementos

garantir naturalmente uma melhor continuidade entre as fronteiras dos elementos.

A
MANNMANANNNND MANNMANMNNNND
}i\\\\\\\\\\\\\\t\\ \\\\\\\\\\\\\\\\
AN NN NN NN AN NN AN NN NS AN NN
TS e LA N N R R R I S s R R T T
vl vl o i B vl il
i el el -~ &+ #=T P |
T \\\x\\\\\x\\\\\\\\l BT s S R SR R )
A A A N NSRS EN NN e e S S O RN N
N S SN N SN N
ii\!\\\\'\\\\\\\\\\i’ l\\\\\\\%\\\\l\i’
R RENSRERER A R R RN R RS RENEE S

~
jab)
~

(b)

Figura 6.2: Campo vetorial da velocidade em presenca de barreiras de baixa condu-
tividade hidraulica a partir dos métodos de (a) pés-processamento e (b) volume de
controle.

A zona em detalhe da figura 6.1 é ampliada para verificar, em regioes de maior
variacao das propriedades do reservatorio, as continuidades e direcoes preferenciais
dos vetores de velocidade, conforme apresentado nas figuras 6.3 (a) e (b) para os

métodos de pdés-processamento e volume de controle.
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T e

b

L

Figura 6.3: Continuidade do campo vetorial de velocidades a partir dos métodos de
(a) pés-processamento e (b) volume de controle, em uma malha 25 x 25.

Note que para o método de volume de controle as grandezas de velocidade que
sao calculadas no meio dos lados de cada elemento sao extrapoladas para os pontos
nodais somente para visualizacao. A conservacao de massa, calculada pela equacao
( 2.3) entre os segmentos ab e cd representados na figura 6.1, quantifica a razio
entre a massa que entra pela fronteira, no segmento ab, e a que passa pelo segmento
cd entre as barreiras do dominio. Se a massa fosse conservada exatamente esta razao

seria constante, ou seja, 100%.

O gréfico da figura 6.4 é construido a partir da quantificacao da conservacao
de massa entre os segmentos ab e cd utilizando malhas discretizadas nos seguintes
refinamentos: 50 x 50, 75 x 75 e 100 x 100 células, sendo cada célula subdividida

em dois triangulos.
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Figura 6.4: Conservacao de massa

A tabela 6.1 mostra a relacdo entre o nimero de elementos utilizados para
quantificar a massa pela fronteira superior do dominio e entre as barreiras. Note-se
uma conservacao adequada, tipicamente acima de 93%, para as trés malhas, dada a

enorme diferenca entre os nimeros de elementos nos segmentos ab e cd.

FElementos 50 x 50 75 x 75 100 x 100
Fronteira superior 50 75 100
Entre as barreiras 6 9 12

Tabela 6.1: Relacao entre os nimeros de elementos utilizados na quantificacao de
massa na fronteira superior e entre as barreiras.
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As diferentes tendéncias de convergéncia da conservacao de massa, e suas respec-
tivas causas, foram também observadas por Durlofsky [22], comparando o método
misto com o método de volume de controle. Segundo Durlofsky, o comportamento
de convergeéncia do método misto é por baixo, ou seja, a solucao inicial é sub-avaliada
e tende a alcancar uma melhor aproximacao a partir do aumento da solucao com
o refinamento de malha. Isto se deve a ponderacao na formulacao pela matriz de
permeabilidade A~!, 0 mesmo ocorrendo na formulacido de pés-processamento, veja
a equagao ( 3.22). No método de volume de controle a convergéncia é por cima,
devido a tendéncia da solucao super-avaliada diminuir com o refinamento da malha
até alcancar o patamar mais proximo da solucao desejada, assim como em Durlofsky;,

ja que o método envolve diretamente os tensores de permeabilidade.

6.1.2 Injecao de tragadores (M=1)

O problema de injecao de tracador é uma referéncia utilizada por varios pesquisadores
para buscar comparacoes e validagoes de métodos envolvendo fluxo de fluidos em
meios porosos. Neste problema o poco injetor é modelado para operar de acordo com
uma funcao pré-estabelecida no cédigo, controlando a quantidade de fluido solvente

injetada no reservatorio.

A geometria do dominio é a configuracao padrao de cinco-pocos com dimensao
1000 x 1000ft, como descrita na figura 6.5. O poco injetor estd localizado no
extremo esquerdo inferior do dominio (0, 0), operando com uma vazao de injecao de
200% em um tempo correspondente a injecao de 5% do volume poroso, e 0 poco
produtor no extremo direito do modelo (1000, 1000), operando com uma vazao de
producao de 200%. Esta mesma geometria serd empregada em todos os exemplos

envolvendo a configuracao de cinco-pocos, alterando somente as propriedades do
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reservatério e condigoes de operacao dos pocos de acordo com o tipo de problema

proposto.
o 0 @
o o
o P o
X -
o 0 o

Figura 6.5: Descricao da configuragao de cinco pocos.

As simulagoes sao feitas a partir da injecdo do tracador em um reservatorio
homogéneo utilizando malha fixa com discretizacao de 80 x 80 células, com cada
célula subdividida em dois triangulos, com tensor de permeabilidade isotrépico de
componentes K, = K, = 100mD), porosidade ¢ = 0.1, e coeficientes de dispersao

longitudinal o = 1.0, transversal oy = 0.0 e difusividade molecular «,,, = 0.0.

O histérico da concentracao no poco produtor é apresentado na figura 6.6 a
partir das solucoes obtidas pelos dois métodos implementados, e comparadas com
uma solugao semi-analitica, obtida por Abbaszadeh-Dehghani- Bingham et al. [4],
utilizando passos de tempo fixo de At = 1.25 dias. Resultados similares também

podem ser encontradas nas referéncias [15, 21, 33]. Os resultados alcangados pelos
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métodos de pos-processamento e volume de controle mostram-se muito préoximos da

solucao semi-analitica, apresentando baixa difusao numérica.

0.012 T T T T

Analitica

Volume de Controle -------
Pos-Processamento ---------

0.01

0.008

0.006

0.004

Concentracao

0.002

-0.002 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Tempo (dia)

Figura 6.6: Comparacao das solucoes de concentracao em um problema de injecao
de tracador.

6.1.3 Deslocamento miscivel unidimensional

Este caso considera o modelo de um reservatoério com razao de mobilidade unitaria,
tomado em secao vertical, de dimensao 2 x 120 ft, discretizado em uma malha 2 x 120
células, sendo cada célula dividida em dois triangulos com tamanho dos lados igual
a 1. O poco injetor opera a vazao de injecao constante de ¢ = 50.0% no lado
esquerdo e o produtor no lado direito com vazao de producao de g = 50.0%. A
porosidade do reservatério é considerada igual a 0.1, a permeabilidade horizontal

fixada em 100mD, e os efeitos da gravidade desprezados. A concentra¢ao no poco

injetor (x = 0) é constante em ¢ = 1.0, e as constantes relacionadas a dispersao sao
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variadas entre os seguintes valores de Peclet: Pe = oo(inf), Pe = 0.35 e Pe = 0.17.

A intencao da implementacao deste exemplo se deve a existéncia de uma solucao
calculada analiticamente para a concentracao através da equagao ( 6.1), servindo
para comparacao e validagao dos métodos implementados de calculo da concen-

tracao, além dos estudos dos parametros de estabilizacao.

c(z, 1) = CTO) {erfc [w] + exp (%) erfe {x ;Dif’”t] } (6.1)

O grafico da figura 6.7 apresenta o histérico da concentracao no ponto médio do
modelo do reservatério retangular, onde verifica-se que com a reducao do valor de Pe
as solucoes numéricas tendem a ser mais difusivas, diminuindo as possiveis oscilagoes
junto a frente de concentracao, ocasionadas por variacoes abruptas das incégnitas,
propriedades do reservatorio, além do préprio cardter convectivo da equacgao da con-
centracao ( 2.6). A solugao analitica estd representada para o caso livre de dispersao,
ou seja, Pe = oo, mostrando bastante proxima dos resultados obtidos pelos métodos
de pds-processamento e volume de controle. Uma pequena diferenca pode ser ob-
servada junto a frente de concentracao, onde oscilagoes numéricas sao encontradas
para o método de pds-processamento devido a aproximacao da solucao utilizando
um ponto de integracao, enquanto o método de volume de controle faz uma inte-
gracao com trés pontos e garante uma continuidade do fluxo entre as fronteiras do

elemento.
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Figura 6.7: Histoérico da concentracao no ponto médio do dominio.

A figura 6.8 apresenta a posicao da frente de concentracao no instante t = 3
dias, correspondente a metade do tempo necessario para que a frente de concentragao

atinja o poco produtor.
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Analitica
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Figura 6.8: Posicao da frente de concentracao para t=3 dias.
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O impacto dos parametros de estabilizacao e captura de descontinuidade na
solucao do problema de deslocamento miscivel unidimensional sao analisados pon-
derando o operador de captura de descontinuidade (C'AU) da equagao ( 4.61) pelos
termos 0¢ = h¢ e 6¢ = %, buscando minimizar as oscilacoes numéricas em solugoes
predominantemente convectivas. Para analise dos graficos nomeamos o operador

anisotropico como OCD-1.

1.2 T T T T L
Analitica
PP SUPG+CAU h/2 -
PP SUPG+CAU h ---------
1 VC SUPG+CAU h/2 e
VC SUPG+CAU h -—-—-
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o
& 06 | E
S
s
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§ oar -
0.2 -
0 -
-0.2 L L L L L
(] 20 40 60 80 100 120

Distancia (ft)

Figura 6.9: Comparacao dos parametros de estabilizacao de Petrov-Galerkin e cap-
tura de descontinuidades utilizando o operador de captura OCD-1

Na analise, citada na figura 6.10, o operador de captura, denominado de OCD-2,
é considerado isotrépico, eliminando com relacao ao operador OCD-1, a dependéncia
do campo de velocidade observada na definicdo ( 4.61). Os resultados refletem
um maior peso do operador na solugao do problema, com reducao significativa dos
fenomenos de "overshoots” em torno da frente de concentragao, conforme observado

na figura 6.10.
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Figura 6.10: Comparagao dos parametros de estabilizacdo de Petrov-Galerkin e
captura de descontinuidades utilizando o operador de captura OCD-2

Observa-se que o método de volume de controle se mostra menos sensivel, na
posicao da frente de concentracao, a presenca do fenomeno de ”overshoot”, com-
parado ao método de pés-processamento. Isto se deve principalmente a aproximacao

da concentracao utilizando trés pontos de integracao.
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6.2 Configuracao de Cinco-Pocos

6.2.1 Presenca de barreiras para estudo de zonas preferen-
ciais de migracao

Os parametros diretamente relacionados com a heterogeneidade, como porosidade e
permeabilidade, tem um grande efeito no comportamento da solucao. Um exemplo
de reservatorio, na configuracao de cinco-pocos e em presenca de uma barreira defini-
da por zona de baixa permeabilidade (zona 1) com aproximadamente trés ordens
de magnitude menor que a permeabilidade da (zona 2), é descrito na figura 6.11,
utilizando uma malha fixa com discretizacao de 80 x 80 células, com cada célula

subdividida em dois triangulos

(@)

Yo}

AN

o

o]

AN

o

o

[Te)
K=100 mD

o -
o050 500 © 250

Figura 6.11: Configuracao de cinco-pocos em presenca de heterogeneidade

Conforme esperado, a frente de concentracao se desloca pelas zonas de maior
permeabilidade, desviando da barreira presente, como pode ser observado nas figuras
6.12, 6.13, descrevendo a migracao do fluido nos instantes de tempo ¢ = 1000 dias

e t = 1500 dias.

7



(a) (b)

Figura 6.12: Migracao do fluido em presenca de barreira pelo método de pds-
processamento nos tempos (a) t=1000 dias e (b) t=1500 dias.

-

(a) (b)

Figura 6.13: Migracao do fluido em presenca de barreira pelo método do volume de
controle nos tempos (a) t=1000 dias e (b) t=1500 dias.

Os resultados alcancados pelos métodos de pds-processamento e volume de con-
trole sao praticamente coincidentes, observando a empregabilidade de ambos os
métodos para este tipo de problema. Este tipo de aplicacao também é interes-
sante para meio ambiente em andlises de infiltracao de contaminantes em aquiferos

para modelar o tempo e a forma de propagacao do fluido em meios porosos [21, 26].
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6.2.2 Injecao de tracadores em meios homogéneo e heterogéneo

Meio Heterogéneo

Em simulagao de reservatério normalmente se faz uma aproximacao do campo de
permeabilidade para valores constantes devido a dificuldade de medicao da pro-
priedade. Na realidade este tipo de situacao raramente é encontrada, e para exem-
plificar este tipo de caso, um campo de permeabilidade é gerado randomicamente a
partir de uma func¢ao log — normal para estudo do comportamento de migragao do
tracador em técnicas de recuperacao terciaria, como pode ser observado na figura

6.14.

10.545208

52.332089

125.115842
186.905807
245 692873
304 479523
363.266388
422 053253
450.8401185

Figura 6.14: Campo de permeabilidade gerado randomicamente
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Para o caso de injecao de tracador em reservatério heterogéneo utilizamos o
campo de permeabilidade discretizado em uma malha de refinamento 40 x 40 células,
subdivididas em dois triangulos cada. A frente de concentracao para o instante de
tempo t = 300 dias é descrita na figura 6.15, para os métodos de pds-processamento

e volume de controle.

(b)

Figura 6.15: Migracao do tracador em campo de permeabilidade heterogéneo a partir
dos métodos de (a) pés-processamento e (b) volume de controle.

Meio Homogéneo

A dependéncia da solucao em relacao aos coeficientes de dispersao, representados in-
trisicamente pelo Nimero de Peclet (Pe), sao representadas nas curvas de histérico
de concentragao da figura 6.16, onde se observa que a medida que o nivel de dis-
persao aumenta o valor maximo da concentracao diminui, tornando a solugao mais

difusiva. Entretanto, em todos os casos, o comportamento das curvas é parecido apos
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o ponto de breakthrough que ocorre quando o fluido injetado alcanca o poco pro-
dutor, refletindo a forte dependéncia da producao com as variaveis do reservatorio,
enquanto o pico maximo da concentracao é funcao apenas do nivel de dispersao.

Estas observacoes estao de acordo com as mencionadas em [60].

0.014 T T T

"PP (alfa_|=1.0 alfa_t=0.
PP (alfa_l=10.0,alfa_t=1.
VC (alfa_|=1.0,alfa_t=0.

0.012

0.01

0.008

0.006

Concentracao

0.004

0.002

-0.002 1 1 1 1 1 1
(o] 500 1000 1500 2000 2500 3000

Tempo (dias)
Figura 6.16: Histérico de concentracao para problemas com coeficientes de dispersao
a; =100, =1.0e a;=1.0, a4 = 0.0

As frentes de iso-concentracao para os mesmos niveis de dispersao «; = 1.0,
a; = 0.0, e g = 10.0, a; = 1.0 refletem diretamente no tempo de breakthrough no

poco produtor, como observado nas figuras 6.17 e 6.18
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(b)

Figura 6.17: Frente de concentracao do tracador no meio homogéneo em t=300 dias
para coeficientes de dispersao (a) oy = 1.0, oy = 0.0 e (b) oy = 10.0, oy = 1.0,
calculada a partir do método de pds-processamento.

(b)
Figura 6.18: Frente de concentracao do tracador no meio homogéneo em t=300 dias

para coeficientes de dispersao (a) oy = 1.0, oy = 0.0 e (b) oy = 10.0, oy = 1.0,
calculada a partir do método de volume de controle.
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6.3 Adaptatividade

A metodologia da adaptatividade é utilizada para contornar as dificuldades rela-
cionadas a natureza das equagoes diferencias governantes do problema de fluxo de
fluidos em meios porosos, principalmente em regides de maior dificuldade de con-

vergéencia das solugoes.

Para evitar um refinamento excessivo da malha, inclusive em regides onde a
solucao é bem comportada, um medidor de erro é aplicado para distribuir igualmente
o erro sobre toda a malha, efetuando o refinamento somente em regices de variagao
das solucoes. Nos exemplos apresentados a atualizacao da malha adaptativa ocorre
a cada 8 passos de tempo, tendo um refinamento maximo 5 divisoes por elemento,
com uma tolerancia dos solucionadores iterativos de 107%. Estes parametros sio
definidos pelos usuarios e se mostram bastante sensiveis dependendo da particulari-
dade do problema, sendo entao adequado um estudo prévio buscando valores 6timos
para garantir o maximo de performance computacional na utilizagao do algoritmo

adaptativo.

6.3.1 Injecao de tracador

A figura 6.19 (a) e (b) apresenta na configuragao de cinco-pogos a propagagao da
frente de concentracao do tracador para t = 375 dias, com o respectivo padrao de
refinamento da malha junto & frente, para uma injecao de 0.5% do volume poroso de
tragador em um reservatorio homogeéneo de permeabilidade X' = 100mD e porosi-

dade ¢ = 0.1, utilizando os métodos de pds-processamento e volume de controle.
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A partir de uma malha inicial grosseira de 16 x 16, com cada célula dividida
em dois triangulos a adaptatividade garante a qualidade da solugcao através de um
refinamento junto a frente de concentragao para os métodos de pds-processamento

e volume de controle.

() (b)

Figura 6.19: Injecao de tracador correspondente a 0.5% do volume poroso do reser-
vatério utilizando malhas adaptativas a partir dos métodos de (a) pés-processamento
e (b) volume de controle.
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6.3.2 Injecao constante

Para M = 1 pode ser observado o comportamento radial até préximo da regiao
do poco produtor. Este comportamento tende a ser mais breve a medida que M
aumenta, formando uma frente que se move mais rapidamente ao poco produtor que
o fluido residente, diminuindo a recuperacao do reservatorio. A razao de mobilidade

M =1 implica que o fluido injetado e o residente tém a mesma viscosidade u(c) =

11(0).

As figuras 6.20, 6.21, apresentam a evolucao das frentes de concentracao para
os métodos de pos-processamento e volume de controle em dois intervalos de tempo
sob a injecao constante de fluido solvente, com os respectivos comportamentos de
malha adaptativa. Observa-se o refinamento e o desrefinamento da malha a medida
que a frente de concentracao avanca em direcao ao poco produtor, garantindo assim
a qualidade da solugao sem um refinamento excessivo em regioes onde a solucao é

bem comportada.
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(a) (b)

Figura 6.20: Frente de concentragao em (a) t=>50 dias e (b) t=300 dias para problema
de injecao continua pelo método de pés-processamento com adaptatividade.

(a) | (b)

Figura 6.21: Frente de concentragao em (a) t=>50 dias e (b) t=300 dias para problema
de injegao continua pelo método de volume de controle com adaptatividade.
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6.4 Simulacao com razao de mobilidade adversa

Esta é uma das mais importantes classes de problemas envolvendo recuperacao ter-
cidria, principamente em processos de recuperacao de 6leo onde a maioria dos casos
estao associados a deslocamentos com razao de mobilidade adversa. O comporta-
mento dos fluidos presentes no reservatorio, a partir de reacoes com fluidos injetados,
afetam diretamente na forma de producao do reservatério. Deslocamento miscivel
com razao de mobilidade adversa, frequentemente resulta em oscilacoes espiurias,
sensibilidade a orientacao da malha e formacao de fingers formados a partir de
aproximacoes instaveis e imprecisas, além de apresentar um elevado custo computa-
cional para elevados valores de M. A razao de mobilidade adversa indica que o

fluido solvente injetado é menos viscoso que o fluido residual.

Deslocamento com razao de mobilidade adversa sao fisicamente instaveis impli-
cando em simulacoes com um maior custo computacional devido as dificuldades de
convergéncia. Variacoes de M, parametros de dispersao e heterogeneidades sao fa-
tores diretamente relacionados a taxa de recuperagao do reservatorio, que tende a
diminuir a partir do aumento da razao de mobilidade M e grau da heterogeneidade,

e da diminiui¢do dos parametros relacionados aos niveis de dispersao [54].

Supondo na configuracao de cinco-pocos um meio homogéneo com tensor de
permeabilidade isotrépico K = 100mD, porosidade ¢ = 0.1, simulamos o problema
com passo de tempo fixo de 40 dias. As figuras 6.22 e 6.23 apresentam o contorno
da concentracao para M = 41 no intervalo de tempo de 1000 dias, utilizando malhas
adaptativas a partir de uma malha inicial de dimensao 40 x 40 células, com cada

célula subdividida em dois triangulos.
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(a) (b)

Figura 6.22: Frente de concentracdo em t=1000 dias pelo método de (a) pds-
processamento e (b) malha adaptativa.

(a) (b)

Figura 6.23: Frente de concentracao em t=1000 dias pelo método de (a) volume de
controle e (b) malha adaptativa.
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A figura 6.24 mostra uma comparacao da curva do fator de recuperacao nos dois
métodos, para malhas fixa e adaptativa, com os resultados obtidos por Coutinho e
Alves aproximando as velocidades por iteracoes de Jacobi [13] e Russel com reduzido

nimero de pontos [53].

08 , | —
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" Pos-Processamento - Adaptativa -
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Figura 6.24: Comparacao entre as curvas de recuperagao do volume injetado pelos
métodos de pds-processamento e volume de controle com os obtidos em Coutinho e
Alves, [13] e Russel [53]
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A curva de producao para diferentes valores de razao de mobilidade estd repre-
sentada na figura 6.25, indicando a dependéencia da producao relacionada a razao
de mobilidade do fluido. A medida a razao de mobilidade aumenta, ou seja, quando
o fluido injetado é menos viscoso que o flui residente a mistura tende a fluir mais
rapidamente no reservatorio diminuindo a producao. Os mesmos resultados foram
observados em Mazza et at. [21] a partir de técnicas de integracao reduzida para

obtencao do campo de velocidade.
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Figura 6.25: Curva de producao para diferentes valores de M para os métodos de
pos-processamento e volume de controle
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6.5 Desempenho Computacional

O desempenho computacional é avaliado em relacao ao tempo de processamento e
niumero de iteracoes para o problema de injecao continua em reservatorio homogéneo
com configuragao padrao de cinco-pocos empregando malhas fixas e adaptativas.
Uma analise dos solucionadores ¢ feita para verificar a melhor taxa de convergéncia
entre os métodos. Sao utilizadas malhas mais grosseiras onde o algoritmo busca um

refinamento somente nas regioes de maior variacao da solucao.

6.5.1 Tempo de processamento para malha fixa e adaptativa

Em ambos os casos, foram consideradas malhas com a condi¢ao que apresentassem
aproximadamente o mesmo nimero de elementos. A partir de uma malha inicial, o
algoritmo adaptativo executa o refinamento/desrefinamento em fun¢ao do movimen-
to da frente de concentracao a cada 6 passos de tempo, num intervalo total de 300
dias, com um nimero maximo de refinamento, por elemento, igual a 4. Para este
tipo de problema de injecao continua os citados parametros adaptativos apresen-
taram uma melhor performance para obtencao da solucao. A malha fixa utilizada
¢ de 40 x 40 correspondente a 3200 elementos e 1681 ndés. A figura 6.26 apre-
senta, respectivamente, a malha fixa e a malha adaptativa no intervalo da analise,
sendo que ambas apresentam, aproximadamente, o mesmo nimero de elementos e

consequentemente o mesmo numero de equagoes a serem resolvidas.
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() (b)

Figura 6.26: (a) Malha fixa e (b) adaptativa com aproximadamente 3200 elementos.

A seguir sao feitas comparagoes do desempenho computacional utilizando as
malhas fixa e adaptativa. A tabela 6.2 mostra o tempo de processamento, em cada
método, para montagem das matrizes e solugao dos sistemas de equagoes associados
as incognitas utilizando malhas fixas. Na tabela 6.3 é feita o mesmo tipo de anélise,

porém utilizando malhas adaptativas.

Meétodo Pressao  Velocidade Concentracao Total
Pés-Processamento 3.66 27.01 43.26 75.11
Volume de Controle 3.98 7.78 65.07 77.76

Tabela 6.2: Tempo de processamento, em segundos, para solucao dos sistemas de
equagoes para os métodos de pds-processamento e volume de controle utilizando
malhas fixas

Comparando as tabelas 6.2 e 6.3, observamos uma economia computacional de
40 — 50% no tempo de processamento com a utilizacao da adaptatividade. Outra
observacao importante esta relacionada a qualidade da solugao, que para a malha

adaptativa apresenta uma maior refinamento em regioes junto a frente de concen-
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tracao. Para malha fixa o refinamento uniforme resulta em utilizar o mesmo custo

computacional mesmo em regioes de menor necessidade.

M¢étodo Pressao  Velocidade Concentragao Total
Pés-Processamento 3.17 11.63 23.44 43.73
Volume de Controle 3.07 3.60 26.22 39.90

Tabela 6.3: Tempo de processamento, em segundos, para solucao dos sistemas de
equacoes para os métodos de pods-processamento e volume de controle utilizando
malhas adaptativas.

A figura 6.27 mostra graficamente a avaliacao do ganho computacional entre
os métodos de poés-processamento e volume de controle, para casos de utilizacao
de malhas fixas e adaptativas. O tempo total de execucao do mesmo problema,
utilizando a adaptatividade é consideravelmente menor que utilizando malhas fixas,
além da adaptatividade resultar em uma melhor aproximacao da solucao devido a

concentragao do refinamento somente nas regioes com maior variagao nas incognitas.

Tempo de Processamento

%

Pas-Processamento wolume de Controle
Método de Calculo

B Malha Fixa B Malha Adaptativa

Figura 6.27: Comparacao do tempo de processamento em relacao ao uso de malhas
fixas e adaptativas para os métodos de pos-processamento e volume de controle.
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6.5.2 Desempenho das rotinas de solucionadores

As vantagens em termos de desempenho computacional, sao diretamente relacionadas
as propriedades dos fluidos expressas pela razao de mobilidade ( 2.12) e lei da viscosi-
dade ( 2.11), que interfere diretamente nas rotinas de solucionadores. Em problemas
com comportamento linear, onde as propriedades do fluido residente sao as mesmas
do fluido injetado, os métodos tem um melhor desempenho devido a equacao da
pressao ser avaliada uma unica vez. O critério de tolerancia das aproximagcoes para
os solucionadores é fixado em 107%. A taxa de convergéncia dos solucionadores de-
pende de varios fatores como, complexidade do problema, discretizacao espacial do
dominio, discretizacao numérica das equacoes diferenciais, linearizacao do sistema

de equacoes e escolha do algoritmo de solugao [26].

O desempenho das rotinas de solucionadores em relacao ao nimero médio de
iteracoes para os métodos de pds-processamento e volume de controle utilizando

malhas fixa e adaptativa, sao apresentados, respectivamente, nas tabelas 6.4 e 6.5.

M¢étodos PCG PCGBD GMRES
Pos-Processamento 88 12 22.14
Volume de Controle 88 - 16.65

Tabela 6.4: Iteragoes médias dos solucionadores para convergéncia dos sistemas de
equagoes utilizando malha fixa.

Métodos PCG PCGBD GMRES
Pés-Processamento  51.22 11.29 29.16
Volume de Controle 57.19 - 10.20

Tabela 6.5: Iteragoes médias dos solucionadores para convergéncia dos sistemas de
equagoes utilizando malha adaptativa.

Os resultados indicam uma melhor convergéncia do método de volume de con-
trole em relagao ao método de pés-processamento, principalmente devido a melhor

continuidade do campo de velocidade e a integracao com trés pontos de quadratura.
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Capitulo 7

CONCLUSOES

O escopo deste trabalho consistiu em implementar técnicas de pds-processamento e
volume de controle acopladas com formulacoes estabilizadas, com foco especifico na
forma de calculo do campo de velocidade para problemas de escoamentos misciveis
em meios porosos. Os métodos para aproximacao do campo de velocidade se
mostraram muito satisfatorios com relagao aos conceitos de conservacao de massa,
precisao da solucao e desempenho computacional, mesmo sob efeitos de anisotropias,
heterogeneidades no dominio e condi¢oes de mobilidades adversas, podendo ser apli-
cados na maioria dos problemas praticos de deslocamento miscivel que apresentam

estas caracteristicas.

Devido ao arranjo da “vizinhanca”dos elementos implementado na adaptativi-
dade, a formulacao do método de volume de controle forneceu um modo de facil
obtencao das velocidades localmente conservativas e continuas nas fronteiras dos
elementos, ja que o calculo em cada ponto médio do lado dos elementos envolviam
as contribuicoes dos elementos adjacentes. O significado fisico da discretizacao da
equacao da concentracao, utilizando o método de volume de controle, foi semelhante

a forma de discretizacao empregando o método das diferencas finitas.
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A aproximacao assegurada pela técnica de pos-processamento envolveu um custo
computacional inferior ao método de volume de controle devido avaliar a velocidade
em um ponto no elemento, embora com a necessidade de se resolver um sistema
de equacgoes bloco-diagonal proveniente de um sistema com o dobro de equacoes
em relagao aos sistemas principais de pressao e concentragao, ambos com um grau
de liberdade por né. No método de volume de controle o calculo da velocidade
através da integracao numérica de Gauss em trés pontos de quadratura, e sendo
estes definidos de modo a garantir naturalmente uma melhor continuidade do fluxo,
resultaram em uma melhor conservacao de massa, porém com um custo computa-

cional superior.

Teoricamente o erro de truncamento poderia ser diminuido em qualquer nivel
reduzindo as dimensoes dos elementos e tamanho dos passos de tempo. Entretanto,
o aumento do numero de elementos e passos de tempo resultam em custos computa-
cionais invidveis e armazenamento de memoria. Neste caso o emprego da adapta-
tividade foi de grande importancia na reducao do esfor¢co computacional, devido a

concentracao dos calculos somente em regioes de maior variagao das incégnitas.

Futuras pesquisas

Em pesquisas futuras pode-se extender este trabalho para escoamentos imisciveis
e compressiveis, estudos de “viscousfingering”em meios anisotrépicos [20,21], im-
plementacao para modelos 3D utilizando estruturas por arestas, andalises de solu-
cionadores multi-nivel, aplicagoes praticas em problemas de recuperacao terciaria,

etc.
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