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METODO DAS DIFERENCAS FINITAS ENERGETICAS NA ANALISE DE
RESERVATORIOS CILINDRICOS

Fernanda Rodrigues Mittelbach

Dezembro/2002

Orientador: Luiz Fernando Taborda Garcia

Programa: Engenharia Civil

O presente trabalho trata da utilizacdo do método das diferencas finitas
energéticas na analise de reservatorios constituidos por uma casca cilindrica e por
uma placa circular de fundo, submetidos a carregamentos axissimétricos, incluindo
solicitagBes térmicas. A formulacdo numérica é desenvolvida isoladamente para a

casca e para a placa, sendo a solucao do reservatdrio obtida mediante
compatibilizacdo dos deslocamentos na juncao.

Desenvolveu-se também um elemento de transicédo, a fim de permitir o uso de
uma discretizacdo nado uniforme, que se mostra adequada para a abordagem dos
efeitos de perturbacédo de bordo na casca.

Sao apresentados alguns exemplos de aplicacdo, visando comprovar a eficacia
do tratamento numérico proposto para o problema.
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ANALYSIS OF CYLINDRICAL TANKS BY THE ENERGETIC FINITE DIFFERENCE
METHOD

Fernanda Rodrigues Mittelbach

December/2002

Advisor: Luiz Fernando Taborda Garcia

Departament: Civil Engineering

This work presents a numerical treatment by means of the energetic finite
difference method applied to the analysis of tanks, formed by a cylindrical shell and a
circular bottom plate. Only axisymmetric loading, including thermal effects, are
considered. The numerical formulation for the shell and the plate are developed in
separate parts, being the tank solution obtained from the compatibility of linear
displacements and rotations at the junction.

A ‘“transition element” was specially developed to allow the use of a non-uniform
discretization, wich proved to be useful in analysing edge effects in the shell.

Finally, some examples are considered in order to verify the efficiency of the

numerical approach proposed for this kind of structure.
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NOMENCLATURA

h, h,

h, he

M, M, My

'\_/ITIMX

N, Ny N

- Raio da casca

Raio da placa

- Rigidez extensional da casca
Rigidez extensional da placa

- Rigidez flexional da casca
Rigidez flexional da placa

- Mddulo de elasticidade longitudinal

- Espessura da casca

- Espessura da placa

- Dimenséo longitudinal da casca

- Momentos fletores

- Momentos prescritos no contorno

- Esforgos normais

N,,N,,Q,,Q. - Forcas prescritas no contorno

pX, pz

rhqgz

X, q zZ

- Carregamentos prescritos de dominio

- Dire¢des coordenadas na placa

- Dire¢des coordenadas na casca

- Componentes de deslocamento segundo x e z

- Coeficiente de dilatagao térmica do material



Xi

Dt,, O - VariacOes de temperatura nas superficies externa e interna do
reservatorio

dw,, dw, - Trabalhos virtuais das forcas externas e internas

&, 6, & - Deformacbes especificas

g - Peso especifico do material

[oN - Peso especifico da agua

Oy: Oc O - Distorgbes

- Espagamento nodal

n - Coeficiente de Poisson do material
Folyls - Componentes das forcas de superficie
Sx Sy Sz - Tensdes normais

L, U, Ly - Tensoes cisalhantes



CAPITULO 1

INTRODUCAO

A andlise e projeto de cascas e placas, aparecendo sob forma isolada ou
associada, como por exemplo os vasos de pressdo, 0s risers para transporte de
petroleo, os reservatorios para armazenamento de liquidos, ou mesmo uma simples
laje de edificio, constitui uma area de interesse permanente no ambito da engenharia
estrutural.

Por outro lado, a analise numérica dessas estruturas, denominadas laminares,
com comportamento linear ou nao linear, estatico ou dinamico, vem merecendo, por
parte dos pesquisadores, especial atencdo nas Ultimas décadas, o que fica
evidenciado pelo consideravel numero de publicagdes existentes nessa linha
especifica de pesquisa. Dentre os autores com trabalhos mais recentes sobre o
assunto, podem ser citados BHASKAR et al [1], que realizam um estudo de cascas
cilindricas com carregamento concentrado em um dos bordos, comparando 0s
resultados fornecidos pela teoria classica de Love, pela teoria de distorcdes de ordem
superior e pelo método dos elementos finitos (MEF); MIRFAKHRAEI et al [2], que
analisam e comparam resultados da flambagem de cascas cilindricas obtidos pelo
método diferencial de quadratura e por aproximacdes em série de Fourier;
KRISHNAMURTHY et al [3], que estudam impactos, bem como os danos causados
por estes em cascas cilindricas de material composito, tanto pelo MEF como pelo uso
de séries de Fourier; LI et al [4], que descrevem uma técnica numérica para resolucéo
de placas circulares submetidas a vibracdo e a flambagem por solicitacdo térmica,
utilizando o método de Ritz para validar o emprego de tal técnica; GONCALVES et al
[5] e AMABILI [6], que estudam vibracdes livres em reservatérios parcialmente cheios
de liquido. Na primeira referéncia utiliza-se uma abordagem numeérica fundamentada
no conceito de elementos finitos hierarquicos, e considerando diferentes condi¢Ges de
contorno para a base e para o topo da casca, sendo os resultados comparados aos de
teorias ja existentes e também com valores obtidos experimentalmente. No segundo
artigo, a interacdo casca-placa é analisada pela suposta existéncia de molas
rotacionais na juncao, utilizando-se entdo o método de Rayleigh-Ritz para a resolucéo,
com tal procedimento sendo validado através de resultados oriundos de outras
referéncias disponiveis sobre o assunto. Por fim, cita-se o trabalho de KIM et al [7],
estudando o problema de flambagem em cascas e reservatérios cilindricos sujeitos a
compressdo, com base no MEF, validando e otimizando a malha através de

comparagdo com resultados analiticos apresentados em outras referéncias.



Nessas e em outras publicacdes ndo citadas acima, nota-se clara preferéncia
pelo MEF como técnica numérica de abordagem. Entretanto, técnicas alternativas
mais recentes, como é o caso do método das diferencas finitas energéticas (MDFE),
utilizado no presente trabalho, vém se tornando cada vez mais atrativas e ganhando
espaco, em fungdo da sua potencialidade. Tal método difere do método convencional
de diferencas finitas por substituir as derivadas dos deslocamentos por formas de
diferencas finitas diretamente na expressao do principio dos trabalhos virtuais (PTV),
ou entdo na da energia potencial total do sistema. No método convencional as
representacdes em diferencas finitas sdo aplicadas sobre as equacdes diferenciais
gue governam o problema. A formulagdo energética, em relagdo a convencional,
apresenta algumas vantagens, tais como 0 uso de derivadas de ordem mais baixa, a
necessidade de prescricdo somente das condicbes de contorno geométricas, a
geracdo de matrizes de coeficientes simétricas e, em algumas situagdes, uma redugdo
no numero de graus de liberdade do problema.

As etapas de dlculo do MDFE s&o bastante semelhantes & do MEF, sendo
oportuno destacar o aspecto de que no MDFE utilizam-se aproximacdes para as
derivadas dos deslocamentos, enquanto no MEF s&o aproximados os préprios
deslocamentos, caracteristica esta conduzindo, por vezes, a um melhor desempenho
do MDFE na determinacdo de esforcos. N&o obstante, € de se observar que a
aplicacdo do MDFE se torna mais problemdtica no caso de contornos irregulares.

A utilizacdo do MDFE em problemas estruturais vem sendo objeto de uma linha
de pesquisa em andamento no Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ, a qual
ja deu origem a uma série de teses e publicacbes, citando-se por exemplo, mais
recentemente, os trabalhos de COSTA [8], GRACA [9], DIAS [10], LIMA et al [11] e
GRAGCA et al [12], onde se pode constatar a potencialidade dessa técnica numérica na
abordagem de problemas estaticos, dinamicos, lineares e geometricamente nao
lineares.

O presente trabalho, dando continuidade a citada linha de pesquisa, objetiva
estender o uso do MDFE aanalise de problemas axissimétricos de cascas cilindricas,
placas circulares e reservatérios cilindricos (formados pela juncdo destes dois
elementos estruturais), prevendo-se, além da atuacdo de forcas externas, também o
caso de solicitacdes térmicas. No estudo realizado enfatiza-se ndo sé o célculo dos
deslocamentos, como também o de esforgos solicitantes. Um elemento de transicéo
foi especialmente desenvolvido para possibilitar 0 uso de uma discretizacdo nao
uniforme, a qual se revela adequada na abordagem dos efeitos de perturbacéo de
bordo na casca. Além disso, procurou-se quantificar a influéncia da rigidez extensional

da placa, a qual usualmente é considerada infinita no calculo do reservatorio.



A seguir, fazse uma descricdo sucinta dos tépicos abordados nos demais
capitulos do texto. Inicia-se, no capitulo 2, pela formulacdo analitica do problema. No
capitulo 3 apresenta-se o tratamento numérico pelo MDFE para a casca cilindrica e
para a placa circular, isoladamente, bem como a forma de se unirem estes dois
elementos estruturais para a montagem do reservatério cilindrico. Os exemplos de
aplicacdo selecionados e o0s correspondentes resultados obtidos sdo objeto do
capitulo 4 e, finalmente, no capitulo 5 séo apresentadas as conclusdes e algumas

sugestdes para a continuidade do presente trabalho.



CAPITULO 2

TRATAMENTO ANALITICO DA PLACA E DA CASCA

2.1 — Introducéo

Neste capitulo temse como objetivo apresentar os fundamentos analiticos
necessarios a analise isolada da casca cilindrica e da placa circular, através do
Principio dos Trabalhos Virtuais. As expressdes aqui obtidas para o trabalho virtual
interno e para o trabalho virtual externo servirdo de base, no capitulo subsequente, a
abordagem numérica do reservatorio cilindrico.

Ambos o0s elementos estruturais considerados s@o axissimétricos devido &

caracteristicas geométricas dos mesmos e anatureza das solicitacdes atuantes.

2.2 — Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.)

O P.T.V. para corpos deformaveis enuncia que se um sistema estrutural em
equilibrio for submetido a um campo de deslocamentos virtuais cinematicamente
admissivel (ou seja, compativel com as vinculagbes do sistema e mantendo a
continuidade interna) o trabalho virtual das forcas que sobre ele atuam (forcas
externas) € igual ao trabalho virtual das forgas internas.

Assim temse:

awi = dW.
onde dw; designa o trabalho virtual das forgas internas (ou trabalho virtual interno) e
dW. o trabalho virtual das forcas externas (ou trabalho virtual externo).

Considerando-se, por exemplo, o caso de um sélido no espaco definido por
coordenadas cartesianas X,y,z tem-se as seguintes expressfes gerais para dW; e

dWe:

dw; = (\,‘(sxdex +s de, +s.de, +t, dg, +t,dg, +t dg,)dV 2.1)
\

dW, = Qr ,du+r dv+r dw)ds+ 0B, du +B,dv +B,dw)dV 2.2)
Sf \%

sendo:

rv«, ry r, — componentes das forcas de superficie que atuam na regido Sf do



contorno onde séo prescritas forcas;
B,, B, B, - componentes das for¢as de volume;
SxSySutwtly, - COMponentes de tenséo;

du,dv,dw — variacbes das componentes de deslocamento (u, v, w) segundo X, Y,

de,dg,de,dgy,dge,dg, - variacbes das componentes de deformacgdo, as quais,

mediante as relagdes deformacgdo-deslocamento, sdo assim ligadas & variacdes de

deslocamento:
_ guo _ v, fuo
dex—dgﬂxéj dgxy_d%+ﬂyb
v 0 aw  ud
de, = d%a dg,, = dSWJ'EE; (2.3
_ wo _ @w  Tvo
de, _dgﬂzb dg,, _diJr‘HZb

Neste trabalho considera-se, além das cargas atuantes, também o efeito da
variagdo de temperatura. Tendo-se as variagbes de temperatura nas superficies
externa e interna da casca ou da placa, faz-se uso de uma funcéo linear para
estabelecer a variacdo na espessura.

2.3 — Hipoteses Basicas

1 — Admite-se que a casca e a placa em questdo sdo delgadas e com
comportamento linear fisico e geométrico;

2 — Linhas retas, normais a superficie média antes da deformacéo,
permanecem retas, normais a superficie média e inalteradas em seu comprimento
apos a deformacao (hipéteses de Kirchhoff da teoria de placas e de Love da teoria de
cascas).

3 — A tensédo normal s, ( na dire¢cdo normal asuperficie média) é pequena em

relacdo & demais tensdes normais e pode ser desprezada.

2.4 — Casca Cilindrica

A casca cilindrica e o sistema de coordenadas X, g, z utilizado acham-se

representados na figura 2.1. Como o problema é axissimétrico, tem-se que todas as
derivadas em relacéo avariavel g assim como os esforgos solicitantes N, Ng, M,



Me Qq € as componentes de carregamento p, e de deslocamento v, séo nulos. Os

sentidos positivos para os esfor¢os ndo nulos se encontram indicados na figura 2.2.

Figura 2.1 — Sistema de coordenadas para a casca cilindrica

y Qx+dQ—de

Nq / dx
M N, +dN_de
dx

M + de
X —dX dx

|
/

dg 2~ N
- q
D/

Figura 2.2 — Esforgos solicitantes ndo nulos no elemento de casca, com 0s seus
sentidos positivos
2.4.1 - Trabalho Virtual Interno

Em fung&o do sistema de coordenadas considerado e compativelmente com as



simplificacdes da teoria adotada, tem-se a seguinte expressdo para o trabalho \rtual
interno:

dw; = (s, de, s de,)dV (2.4)

\%
estando s, e s, ligadas & deformacdes totais g, e, e a variagdo de temperatura
Dt=Dt(x, z) pela lei constitutiva [13]:
E
Sy=—— [(eX + neq) - aDt(1+n)]
1-n (2.5)

E
Sq = 1 [(eq +nex) - aDt(1+ n)]

onde E é o mddulo de elasticidade longitudinal, n o coeficiente de Poisson e a o
coeficiente de dilatacédo térmica do material da casca.

Nessas expressfes, as parcelas de tensdo correspondentes & deformacdes
totais e as diretamente associadas a variacdo de temperatura (normalmente
designadas por tensdes térmicas) serdo analisadas separadamente. O trabalho virtual
interno total sera entdo a soma dos trabalhos virtuais relativos a estas duas parcelas.

Sendo a casca de comprimento |, espessura h e raio a de superficie média,
reescreve-se o trabalho virtual interno (2.4) sob a forma:

| éh
\éz\
dw, = 2pa® Qs de, +sde,)dz

0€h
2

dx (2.6)

[« Y ey e en Y end

am

Tendo-se as relagbes deformacédo-deslocamento para o problema dadas por

[14]:
du, d?w
®x = x T ? dx?
2.7
W
€ ="

onde w traduz o deslocamento u dos pontos da superficie média, e considerando-se a
definicdo dos esforgos solicitantes, por unidade de comprimento,



h h
2 2
N, = C\l;xdz N, = (\qudz
-h -h
2 2 (2.8)
h h
2 2
M, = (&,zdz M, = G, zdz
-h -h
2 2
a expressao (2.6) do trabalho virtual interno assume o aspecto seguinte:
| .
AW, = 2paleN,d Mddzw N 2.9
i_pao%\lx dX- deZ_anX ()

2.4.1.1 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada & Deformacgdes Totais

As parcelas de tensdo em (2.5) associadas & deformacbes totais s&o
representadas por :

S, = E (e +ne)
x_l_ n2 X q

(2.10)
5= 2o+

Levando-se em conta (2.7) e (2.10), temse, através de (2.8), os esforcos
solicitantes em termos dos deslocamentos u, e w.

aglu, wo &edu, wo
N, =C - n—= N :Cg1—-—+
dx ag 4 dx ao
(2.11)
__dw o d’w
My = =D M, = - D"

sendo C e D as rigidezes extensional e flexional da casca, definidas por

Eh _ Eh®

e D =m (2.12)




Finalmente, substituindo (2.11) em (2.9), a parcela do trabalho virtual interno
relacionada & deformaces totais se escreve sob a forma:

|, N
€ aelu, wodu, _d°w d’w _eedu, wodwl
dw. =2 a(ECg——n——:d +D d - Cen - ———(dx
=P 6 €dx ag dx dx®  dx® Cg dx afaaH (213)

2.4.1.2 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada a Variacdo de Temperatura

Para uma variacdo de temperatura Dt, as parcelas de tenséo a ela diretamente

associadas nas expressoes (2.5) se escrevem:

E

s, =- 7 abDt(1+n) (2.14)
E

Sq=- 7 abt(1+n)

Substituindo-se em (2.8) e adotando para Dt a funcao linear na espessura

DDt +E(Dt Dt, |
- 2 h iT e (215)

onde Dt e Dt, designam as variacGes de temperatura nas superficies interna e externa
da casca, respectivamente, obtémse as seguintes expressbes para o0s esforcos
solicitantes decorrentes das tensdes térmicas:

N =- akh (l]+|1) N =- akh (l]+|1)
< 2-nt Tt T e 21-n T
(2.16)
M= o n) M= 2 oo
T 1.t T © 0 12i1-nt

Introduzindo, por fim, (2.16) em (2.9), a parcela do trabalho virtual interno

relativa avariagdo de temperatura fica assim expressa:

1, N
aw =~ 222 6o o Jo e o Jad Y (o, P

1- n @ X 6 X aq (2.17)
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O trabalho virtual interno total é dado entdo pela soma do trabalho virtual
interno referente & deformacdes totais e o correspondente avariacdo de temperatura,

expressoes (2.13) e (2.17) respectivamente, ou seja:

J € ey, wo du,  d’w d2 aeduO w 6dw U
dw; = OZpaeC —=d +D d n - ——O+
€ax "az dx dx? g dx agaj
_apEa$ du, h d’w aw
D, + Dt Jd—- Dt - Dt,)d - (Dt + Dt ) —ydx
1-ng ) dx 6( ) dx? ( ! e) a% (2.18)

2.4.2 —Trabalho Virtual Externo

A figura 2.3 mostra os possiveis carregamentos de dominio e de contorno
atuantes na casca (todos representados com seus sentidos positivos).
A expresséo do trabalho virtual externo relativa aos carregamentos de dominio

(por unidade de area) é dada por:

|
dw, = (‘lpxdu0 +p,dw)dS :Zpa(\f(pxduO +p,dw)dx

S 0

(2.19)

onde S designa a area da superficie média. Por sua vez, os possiveis carregamentos
de contorno (por unidade de comprimento) fornecem a seguinte contribuicdo para o

trabalho virtual externo:

. . — dwi
dw,= 2pa§l<lxduo +Q,dw - ded—v)\:a (2.20)

0

levﬁx 6X|1_

sendoﬁX = =Nxo,6x = =6X0,Mx =Mx| eMx =I\_/Ixo.
| 0 | | 0

O trabalho virtual externo total € dado entédo pela soma das parcelas referentes

ao dominio e ao contorno, ou seja:

dw, =2 Iq du, + p,dw)dx +2 é_d +Q,aw l\_/ld—dWUI (2.21)
e= <palUp, p,aw)dX + ZpagNx0dug xOW = IVl g .
. 0 é dxH0
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‘IJ

AN

v
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Figura 2.3 — Carregamentos de dominio e de contorno previstos na casca

2.5 — Placa Circular

A placa circular e o sistema de coordenadas cilindricas r, g z utilizado se

acham representados na figura 2.4.

Figura 2.4 — Sistema de coordenadas para a placa circular

A placa em questdo apresenta simetria de revolucdo, de modo que todas as
derivadas em relacdo avariavel g, assim como os esfor¢os solicitantes Mg, My, Qq € a

componente de deslocamento u, sdo nulos. Os sentidos positivos para os esforcos
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nao nulos se encontram indicados na figura 2.5, notando-se que, além dos esforcos de
placa propriamente ditos, M, M, e Q, participam também da analise os esforcos de

chapaN; e N,.

Figura 2.5 — Esforcos solicitantes ndo nulos no elemento de placa, com os seus

sentidos positivos

2.5.1 — Trabalho Virtual Interno

O trabalho virtual interno, levando em conta o sistema de coordenadas da
figura 2.4 e as simplificacdes da teoria adotada, escreve-se:

dw; = Cfsrder +sqdeq)dV (2.22)
\%

estando s, e s, ligadas & deformag6es totais e avariagdo de temperatura por:

S, = 1 E > [(er +neq) - aDt(1+ n)]
'E” (2.23)
Sq = 117 [(eq + ner) - aDt(1+ n)]

Sendo a placa de raio a e espessura h, tem-se:
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Léh 0
e u
dW, = 20 (s, de, +s de, |dzirdr (2.24)
0€n u
62 g

Utilizando as relagBes deformacao-deslocamento [13,15]:

du, _dw
r ==z

dr dr?
u zZ dw (2.25)
o = o 2GW
9 r  rdr

onde uo denota o deslocamento u dos pontos da superficie média, e considerando a
definicdo dos esfor¢os solicitantes, por unidade de comprimento,

h h
2 2
N, = G,dz N, = G,dz
-h -h
2 2
h h (2.26)
2 2
M, = G, zdz M, = G,zdz
-h h
2 2
o trabalho virtual interno (2.24) pode ser apresentado sob a forma:
& du d? dw 6
K ‘0 w w
.= - + - E——
dw, Zp%\lrrd ar M, rd o N du,, - M d - @dr (2.27)
2.5.1.1 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada & Deformacgfes Totais
As parcelas de tensdo em (2.23) envolvendo as deformacbes totais se
escrevem:
E
S, = 7 (er + neq)
(2.28)
E
o=l ne)
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Substituindo (2.25) em (2.28), e levando em conta (2.26),resultam as seguintes
expressdes para os esforgos solicitantes em funcdo dos deslocamentos u, e w.

N, = Cafciuro+nu 0 N _CaedurO +h9
&dr "0y 0=~ g r o
(2.29)
M &RFw ndwo 8edzw 1dw©
= - n —_—
' e;dr2 rdrg Dg dr? r dr g

sendo C e D as rigidezes definidas em (2.12).
Introduzindo-se (2.29) em (2.27) escreve-se a seguinte expressdo para a
parcela do trabalho virtual interno correspondente & deformacdes totais:

6 du,, aedw dWo d2 edu, U
o g ST

a
dw; = 2pCéC8r

@&d’w 1dwo dwl
D — +———d——(dr 2.30
+gndr +I’dl’§dl’ﬂ ( )

2.5.1.2 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada aVariacdo de Temperatura

As parcelas de tensdo térmica presentes nas expressodes (2.23) se escrevem:

2]
1

E
>abDt(1+n)
: (2.31)

E
07T nzaDt(1+n)

Tal como anteriormente, admitindo para Di=Dt(r, z) uma lei de variacdo linear

na espessura, isto é,

Dt + X
= ﬁ(Dti - o) (2.32)

onde Dt; = [Ilz:_n e Dt, = Dﬂzzﬂ , € substituindo em (2.26), tem-se o0s correspondentes
2 2

esfor¢os solicitantes térmicos:
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N = aEh (Dt+Dt) N. = aEh (Dt Dt)
S (R A a7 2-g\t T
(2.33)
_ aEh2 (Dt Dt ) M aEh2 (Dt D )
"a21-n)t T T 1)t T

Introduzindo (2.33) em (2.27) chega-se aseguinte expressdo para a parcela do
trabalho virtual interno relativa avariagéo de temperatura:

Eh du, h d?
aw, = - alp : fg([l Dt, )rd :r" +(Dt + Dt o + (01 - 0 Jra dr‘iv+
h dwu
+g(Dti- t, ) ar b (2.34)

O trabalho virtual interno total € dado entéo pela soma das parcelas referentes
& deformacgfes totais e a variagdo de temperatura, expressdes (2.30) e (2.34)
respectivamente, ou seja:

®&dw dwbd dw edu, U,

dw, = 02 +Dgr—5 +n—-l— + Con—2 + —du  +
pec(é‘ & dr €d? "drgd? & dr roro
@fw 1dwd dwl apEh du,,
o LA SN o e o o
dar’ rdrg drg 1-n dr
h d’w h dw cf!
+=(Dt, - Dt Jrd=— +—(Dt, - Dt )d—W dr (2.35)
6 dr? 6 %

2.5.2 — Trabalho Virtual Externo

Encontram-se representados na figura 2.6 os possiveis carregamentos de
dominio (ndo se consideram cargas radiais p) e de contorno atuantes na placa (todos
representados com seus sentidos positivos).

A parcela do trabalho virtual externo relativa ao carregamento de dominio (por

unidade de &rea) € dada por:

a

dw, = Qp,dw dS=2p(p,dw rdr (2.36)
0

S
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onde S designa a area da superficie média, ao passo que a contribuicdo dos possiveis
carregamentos de contorno (por unidade de comprimento) se escreve:

L= = — dwd
dWe —ZpagNraduro + Qrad\N - Mradd_r; (237)

Figura 2.6 — Carregamentos de dominio e de contorno previstos na placa

O trabalho virtual externo total, dado pela soma das parcelas referentes aos
carregamentos de dominio e contorno, assume entéo o seguinte aspecto:

a

N &= — — dwo
dw, = 2p(p,dw rdr + 2pagdeurO + Qa0w - Mradd—wg (2.38)
r
0



Capitulo 3

FORMULAGAO NUMERICA DO PROBLEMA

3.1 — Introducéo

A analise numérica do reservatério cilindrico fazse através da jungédo e
compatibilizacdo dos sistemas estruturais correspondentes a casca cilindrica e a
placa circular.

A aplicacdo do método numérico proposto baseia-se na avaliacdo das integrais
relativas aos trabalhos virtuais interno e externo para cada um dos elementos
estruturais supracitados, mediante a consideracdo de um somatério de contribuicbes
dos diversos trechos de integracéo envolvidos, ao longo dos quais todas as grandezas
existentes sdo supostas constantes. Substituem-se entdo as derivadas dos
deslocamentos por formas de diferencas finitas, e igualam-se, em seguida, as
expressdes dos trabalhos virtuais interno e externo, ou seja, aplica-se o P.T.V.. Com
isso, e a imposicado das condi¢bes de contorno e de compatibilidade na jun¢éo, monta-
se um sistema de equacdes lineares, cujas incognitas sdo os deslocamentos em
pontos nodais da estrutura.

O presente trabalho possibilita 0 uso de uma discretizagdo n&o uniforme, o que
se torna Util quando as fungBes representativas dos deslocamentos e suas derivadas
nao apresentam comportamento “suave” em todo o dominio (0 que acontece, por
exemplo, como conseqiiéncia das perturbacbes de bordo na casca). Com isso, pode-
se ter o uso de uma discretizacdo mais refinada somente nas regides consideradas
criticas, evitando assim o grande aumento de divisGes necessario para refinar toda a

malha.

3.2 — Discretizacao e Sistemas de Numeracao

A discretizacdo e sistemas de numeragdo da casca e placa sdo semelhantes e
tiram partido da axissimetria. Numeram-se 0s nos da placa do centro para o bordo e
0s da casca da base para o topo. A numeracdo foi assim definida para facilitar a
juncdo casca-placa discutida posteriormente neste capitulo. Eliminam-se os nos
virtuais, introduzindo como graus de liberdade as rotagbes g nos dois extremos da
casca e no bordo e no centro da placa. Com isso, tem-se para N divisdes da placa ou
da casca NN=N+1 n6s no dominio, associando-se aos nds extremos quatro

componentes de deslocamento e aos nés intermediérios duas componentes, conforme
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mostrado na figura 3.1. A relacdo de correspondéncia entre os indices de numeracéo
global dos deslocamentos e os deslocamentos u e w de um nd i qualquer se d& por
U® Uy, e W® Uy, considerando-se ainda nos nds extremos o0s deslocamentos
U=y, U=, U € Unnss, 0S dois Ultimos criados somente para facilitar a
representacdo matricial do problema, sem significado fisico e néo influenciando a
resolucao do sistema de equacdes.

A malha de discretizacdo, como ja frisado, pode ser ndo uniforme, variando
neste caso o espacamento nodal | .

O ponto nodal
x ponto médio entre dois nés consecutivos

|1 |2 i1 li I nnz |
1 2 3 4 i-1 i i+1 NN-3 NN-2 NN-1 NN
e} O O O—f—0O—%—0—x%x—0—f(0O O O O
Ui U2nn+3
q—> U U 2NN+
U—> Us Us Ur Us . e U2itr  » v U2nn- 5 U2nn- 3 U2nn- 1 Uanns
W—> Us Us Us Uwo . .- U2iez . . . Uann-4 Uann-2 Uann Uannse

Figura 3.1 — Discretizacéo e sistema de numeracéo global dos deslocamentos nodais

Além de se prever a subdivisdo desigual do dominio, faz-se ainda, para fins de
avaliagdo do trabalho virtual interno, a distingdo entre trechos de integracéo
associados & derivadas dos deslocamentos u (U=uUo, ha casca e U=u, ha placa) e &
derivadas dos deslocamentos w. Calculamse as derivadas de u (sdo requeridas
apenas derivadas primeiras) no ponto médio entre dois nds consecutivos (designado
como ponto ), enquanto as derivadas de w (primeira e segunda derivadas) séao
obtidas no préprio ponto nodal.

Os referidos trechos de integracdo sdo mostrados na figura 3.2. Aos termos
contendo a derivada u' associamse NN-1 trechos de integracdo, enquanto aos que
envolvem as derivadas w' e w” correspondem NN trechos de integragdo, notando-se
neste dltimo caso que os trechos inicial e final tém, respectivamente, metade dos
comprimentos | ; e |y indicados na figura 3.1.

Utiiza-se ainda um sistema de numeragdo local para os deslocamentos,

também mostrado na figura 3.2, o qual é Uutil para proceder a acumulacdo das
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contribuicdes dos diversos trechos de integracdo. Como mostra a figura, a cada um
destes trechos estdo associados seis deslocamentos nodais, relacionados com trés
nds consecutivos i-1, i e i+1 no caso dos trechos intermediarios, e com os nés 1 e 2 ou
NN-1 e NN em se tratando dos trechos de extremidade . A regra de correspondéncia
entre os indices de numeracdo local e global dos deslocamentos, para um trecho
genérico (i) de integracédo, é dada por:

a® Uy 1y +k (k=1 a 6) (3.1

Trechos de integracgéo para u' (D] )] 0} (i+1) (NN-2) (NN-1)
—_ —_ —_
1 2 3 i-1 i i+1 NN-2 NN-1 NN

—_— —_ —_—
Trechos de integracéo para D @ 0} (NN-1) (NN)
wew'
a1 as
qg— az ae
Uu— as as a as as a1 a
W as a as as az a

Figura 3.2 — Trechos de integragédo e numeracéo local dos deslocamentos nodais

3.3 — Representacfes em Diferencas Finitas para as Derivadas dos Deslocame ntos

Conforme j& mencionado, para a integragdo numeérica das expressdes (2.18) e
(2.35), referentes ao trabalho virtual interno da casca e da placa respectivamente,
substituem-se as derivadas dos deslocamentos u e w por representacbes em
diferencgas finitas; além disso, existe 0 aspecto de que tais derivadas associam-se a
trechos de integracdo distintos, conforme mostrado na figura 3.2, tomando-se as
derivadas de u no ponto ~ e as de w no ponto nodal. O uso de uma discretizagdo ndo
uniforme torna ainda necesséario, para as derivadas de w, que se considere um
“elemento” (designacdo também usual para se referir ao trecho de integracdo) de
transicéo, o qual contém o n6é comum a duas subdivisbes consecutivas da malha com
diferentes | .

Com o auxilio das figuras 3.3 a 3.8, apresentam-se em seguida as diversas
representacoes em diferencas finitas utilizadas para as derivadas dos deslocamentos
u e w nas expressoes (2.18) e (2.35).
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3.3.1 — Derivadas do Deslocamento u
Para o deslocamento u (u=Ww na casca e U=Uy ha placa), como evidenciam as

expressoes (2.18) e (2.35), é requerida somente a derivada primeira, a qual, de acordo

com a representacao reduzida [16], fica assim aproximada (figura 3.3):

(i)

ug @—Lt (3.2

Note-se que tal representacdo dispensa automaticamente o uso de nés virtuais no

calculo da derivada para os trechos extremos de integracao.
3.3.2 — Derivadas do Deslocamento w

Para o deslocamento w sdo necessarias representacfes para as derivadas
primeiras e segundas. Sendo essas derivadas avaliadas nos pontos nodais, tem-se a
distingdo entre as representacdes para trechos de integracéo intermediarios com ou
sem transic&o.

As derivadas primeiras de w nos nés inicial e final, requeridas para os trechos
de integracé@o extremos, séo os proprios graus de liberdade g, e gu, Ndo se fazendo
portanto necessarias, em tal caso, as representacdes dessas derivadas em diferencas
finitas.

3.3.2.1 — Derivada Primeira para o Trecho de Integracéo Intermediario sem Transicao:

®
[
il i+l

Figura 3.4 — Esquema para a obtencéo da expressao (3.3)
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Com o auxilio da figura 3.4, e utilizando-se a representacéo convencional para
esta derivada, escreve-se:

Wiy - Wiy
WQ:@T (3.3

3.3.2.2 — Derivada Primeira para o Trecho de Integracéo Intermediério com Transicao

0]

—t
(I 1+l 2)/2

i-1 m i n i+l

O—%—0O0—*——=0

|1 |2

Figura 3.5 — Esquema para a obtencao da expressao (3.6)

Para a determinacdo da expressdo de w' no né i de transicdo faz-se
uma interpolacéo linear das derivadas primeiras tomadas nos pontos médios m e n
entre os nés i-1, i e i, i+1 (figura 3.5). Tem-se entao:

Wi - Wi,
W% @|7 (3.4)
1
wg @ Wi (3.5)

e, por interpolagéo,

we

| 2w, (1,71 2w - 1 %w,
@1 i+1 (I I2 1) i 2 i-1 (36)

1 2(Il+| 2)

notando-se que esta Ultima recai na expresséo (3.3) quando | =l ».
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3.3.2.3 — Derivada Segunda para o Trecho de Integracéo Intermediario sem Transicao

Adota-se a representacdo convencional, tendo-se entdo de acordo com a figura
3.4

W, , - 2W. +W.
W@@ i+1 |2| i-1 (37)

3.3.2.4 — Derivada Segunda para o Trecho de Integracao Intermediario com Transicao

Para a derivada segunda correspondente a um né i de transicdo, tomam-se
inicialmente as derivadas primeiras nos pontos médios m e n da figura 3.5, de acordo
com as representacfes (3.4) e (3.5). Em seguida, aproxima-se a derivada segunda no
né i pela expressao:

wi- wi 2" Wiy - (I Lt Z)Wi +owi
WEOT 5T, T (1 +1,)

2

(3.8)

a qual, embora mais propriamente associada ao ponto médio do trecho de integracdo
(i), mostrou-se plenamente adequada em todos os testes realizados. E de se notar

gue, fazendo | =I ; em (3.8), tem-se reproduzida a representagdo convencional (3.7).

3.3.2.5 — Derivada Segunda para o Trecho de Integracéo Inicial

&
T2

Figura 3.6 — Esquema para a obtencéo da expressao (3.10)

Para a eliminagdo do n¢ virtual a (figura 3.6), define-se inicialmente a rotagéo
0. em1:

g, = wg @LZ'I T (3.9)
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Escrevendo w em funcdo de w e q, e substituindo em seguida na expressao
convencional (3.7) para a derivada segunda, obtémse para o trecho de integracdo

inicial:

wgc@z(w2 'IV:“ ) (3.10)

3.3.2.6 — Derivada Segunda para o Trecho de Integracéo Final

Figura 3.7 — Esquema para a obtencéo da expressao (3.12)

Analogamente a (3.9) e (3.10), escreve-se com base na figura 3.7:
W, - W
O = Wi @% (3.11)

2(qNNl - W +WNN-1)

wi, @ 2 (3.12)

3.4 — Avaliacdo do Trabalho Virtual Interno

Na avaliacdo das integrais do trabalho virtual interno, aplicamse, para as
derivadas dos deslocamentos u e w, as representacdes em diferencas finitas
apresentadas no item anterior. Em cada um dos trechos de integracdo, tais derivadas,
bem como todas as demais grandezas existentes na expressado, sao consideradas
constantes. Como os trechos de integracdo referentes & derivadas de u sdo em
menor nimero e de caracteristicas distintas dos relativos & derivadas de w, conforme
evidenciado na figura 3.2, a expresséao do trabalho virtual interno ser4 sempre formada
computando-se separadamente a contribuicdo de cada uma dessas derivadas.

A temperatura, para fins de desenvolvimento numérico, foi considerada variavel
somente na espessura (distribuicdo linear), de modo que sdo requeridas na anélise

apenas as variacdes de temperatura externa e interna do reservatorio.
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3.4.1 — Casca Cilindrica

3.4.1.1 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada & Deformacdes Totais

No tratamento numérico dessa parcela do trabalho virtual interno da casca,
escreve-se inicialmente a expressao (2.13) sob a forma:

NNl

;= 2pa & &) n" L) cGue- MG 4 fen DD,
1 0= 1€ a
NN 1 "
+Dw 1) dw &1)] d(1) + a [Dwa( ) dwet) d(j)] + Dw gNN) dw N N)d(NN))é (3.13)

onde (j) representa um trecho genérico de integragdo, e sendo d(j) 0 seu comprimento.
Em seguida, aplicando as representacdes em diferencas finitas do item 3.3,

essa expressao fica assim escrita em fungdo dos deslocamentos nodais:

‘. NN, s -.
o € &, -u w, +w, .0 u,-u ®EuU -u W +w. 0
dw, —2pa|aeC kel k- kel gk kel Uer Wit Wiea D

fr=28 e s 2a g |, e | 2a I
w, +w, .U w, w, I 2w, - w, - gl 24w, - wy- gl 4) |
d—x klElk-l+Cn_1d_1_1+D(2 21 11)d(2 21 11)_1+
2a a a 2 (] I 2
NN-1é

o A 2[' k-1 Wit - (' k1t k)Wk + ka—l] 2[' k-1 Wit - (l k1t k)Wk +1 ka-1]

+a D

k:28 Ik-llk(I k—1+|k) Ik-llk(l k—1+|k)
&, +1 k$+D2(qNNI NN- 1'2WNN +WNN-1) dZ(QNN| NN- 1'2WNN +WNN-1) | NN.1§ (3.14)
2 a4 -1 I \WN-1 2 b

com k representando um ponto nodal genérico e com os indices para o espagcamento
nodal | obedecendo afigura 3.1.

As derivadas de w, para os trechos de integracdo intermediarios, encontram-se
representadas em (3.14), bem como nas equagbes subseqiientes (3.16), (3.18) e
(3.20), pela expressao correspondente ao elemento de transigdo, a qual, no caso de
| .=l, recai na prépria representacdo convencional, conforme ja destacado

anteriorme nte.
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Observe-se ainda que os termos em w (explicito) que aparecem em (3.13)
multiplicados por termos em u’, avaliados no ponto “, acham-se representados em

e W W , o . .
(3.14) pela média W(J):T, k= (j)+1, isto é, sdo também tomados no ponto
3.4.1.2 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada aVariacéo de Temperatura

A expressdo (2.17) do trabalho virtual interno, relativa a essa parcela, escreve-

se numericamente como:

apEa1NN-1
dw, = - ia((on+o )duQJ)d(j)] Dt Dt, Jdw1) - (Dt, + Dt )d—hd(l)
I-nto=
NN- 1
o € h u
+8 & (o Dt Jawe) - (o1 - ot Ja g+
()=2€ 6
é h w(NN)u
a —\Dt - Dt Jdw®NN) - (Dr; - DX d(NN
36( JAWENN) - (D, - D, )d e ) (3.15)
Fazendo uso das representacdes em diferencas finitas do item 3.3, tem-se:
Eal's é U -u 0 €h 2w, - w, - q,l
ow, =~ P21 B0 gy ot ey B8 Mg g oAt el
1- N §y=28 k1 066 I
w,ul " S 2['k»1Wk+l_ (Ik—1+|k)wk+|kwk—l] N

(I k(l k-1 + k)

2(qNNI aN-17 Wi +WNN—1)
) +

-(D:i+[1e)d +e'_(D:|-[Ie | 2
NN- 1
Wiy O ey ¥
(ot +Dt,)d . (3.16)

3.4.2 — Placa Circular

3.4.2.1 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada & Deformacgdes Totais

Da expressao (2.30), obtémse:
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NNlé

1
dw, = Zp; a cdr ()ugj) + nu(j) dugj) + gnutm +—(U(D-dU(J)LU(J) +

(=1 u)

é ae 1 o) u
+DEr,, (DWe1) + nw )| dw D) + w ) + WD) =cdw ¢1)td(D) +
& é ry(D o Q

w
NN—l é

+& Dg(r (DWED + nwep)cw) +9nW<°ZJ) +%w¢»+ﬂw¢nmu> +D(r,, (NN)WENN) +
(i)=2

) ;
+HNWENN) ) dw ENN) + giwmgN N) + WEN N)E:)dWC(NN)L'd(NN)% (3.17)
e 7] 0

rv(NN)

onde (j) representa um trecho genérico de integracédo, d(j) seu comprimento, e () e
r«(j), tal como definidos adiante, caracterizam sua distancia ao centro da placa.

Aplicando em (3.17) as representacdes em diferencas finitas do item 3.3,

escreve-se:

Py QR o U- U, o Ut 0u-u, @u-uy
dw, =2pi aCe;, +n -« +Qn +

tk=2 &8 2 s 2 g s I
2 utu,Ou +u,, e Z(Wz - w, - gl 1) 0 Z(Wz' W, - g 1)
v -d gk-l+D§r1 2 "'nchfjJl 2 +
(I Y 2 g 2 0 15 - I
N NN-1 ée
(Wz'Wl 0! 1) 1 0 U o a4 2[|k1Wk+1 (Ik1+|k) I W, 1]

e > +—qy:dg, G+ A Dgt\fk

! r 012 > & e al el e+ 1)

2 2 2
I k-ka+1+(| k = I k-l)Wk = I ka-l 2 [I k_ka+1' (I k-1 +I k)Wk +I ka-l]
n

Ik—llk(lk—1+|k) 2} |k-l|k(|k-1+|k)
>® 2 2 2 2 o]
2 [l k-1 Wieaa - (I k1 Tl k)W +Howy 1] 11 k—ka+1+(| P I ) - 1wy 1=
+(;1'] +— -
8 Ik-llk(lk—1+|k) e Ik-llk(lk-ll k) g
2 2 |2 12 u "
Ik—ka+1+(|k Ik—l)Wk Ika»lua*k-l"'le
Il k(l k1 T k) Qg 2 o
eae - o] R
Z(qNNI nN-1 7 Wi +WNN—1) : Z(qNNI aN-1 " Wi +WNN—1)
+D] NN 2 + NGy T 2 +
NN- 1 a NN- 1

0 ]
az(qNNl nN-17 Wi +WNN-1) 1 0 u| ol
2 + = Tl oY (3.18)
+gl | g 2 b :

NN-1 ' a
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onde k representa um ponto nodal genérico. Note-se que 0s termos em u que
aparecem sob forma explicita em (3.17) s@o representados em (3.18) pela média

+u,
u(J)— , k=())+1. Além disso, tem-se que a variavel r,, associada aos termos em

P [ .

u e u’, € tomada no ponto ~ pela média r(j)= kK1 a0 passo que para a variavel ry,

referente aos termos em w' e w”, utiliza-se o préprio valor no ponto nodal, ou seja,
I,

r«(j)=r.. Cabe ressaltar que para o né 1, onde K seria nulo, usou-se r,=—= 4 , de modo a

evitar divisdo por zero; e que para 0 n6 NN, onde 1, valeria a, usou-se por analogia

I NN-1
4

'nn=a -

3.4.2.2 — Parcela do Trabalho Virtual Interno Associada aVariacdo de Temperatura

Essa parcela do trabalho virtual interno, dada por (2.34), escreve-se
numericamente sob a forma:

1.
W= [ A(0x + o), (o) + i) ] + o, - 0 v, @t +dwep) oy +
(=1

éh . . 4.0 h
+8 (0t - Dt (r (D)) + dweeh) d(idg (Dt - Die) (1, (NNIWENN) +
()26 6

+dW0{NN))d(NN)E (3.19)

Substituindo em (3.19) as representagfes do item 3.3 para as derivadas dos
deslocamentos, tem-se:

apEh? &R +r.q U - U u,+u,,06 U

dw, =- P |a€(Dt+Dt)g, kelgk~ kel oK K1 kl:k_llj+

1- n §=28 e 2 I o1 2 @7°Uu
h ae 2(W2 Wy - Gyl 1) °1,
—(Dt; - Dt )g,d . +dg, ==+
5 o oulgs 2 52

S T PRURE (RETRURTRS
k=2 &6

8k Ik-llk(l k-l+|k)
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2 2 2 2 G ..U
I k- 1Wia +(| k- k-1)Wk - ka-l%k_l +1

Uy
Ik-llk(lk-l+|k) § 2 @d

+%(Dti ) Dte)aeNNd 2(qNNI -1 Wi +WNN-1)

O| P
2 + Ay T oY (3.20)
I\ g 2 b

Para os termos em u que aparecem explicitamente em (3.19), bem como para

as representacdes usadas para a variavel r, segue-se 0 mesmo procedimento adotado
em relacdo aexpressao (3.18).

3.5 — Avaliacéo do Trabalho Virtual Externo

Na avaliacdo numérica do trabalho virtual externo, tanto o carregamento como

as funcbes u e w sédo tomados sempre no ponto nodal, considerando-se, em funcéo

disso, para trechos de integracdo, os mesmos associados & derivadas de w na figura
3.2.

3.5.1 — Casca Cilindrica

A expressdo do trabalho virtual externo da casca cilindrica, com base em
(2.21), escreve-se numericamente:

dw, =2pa

—_——

I, — — _
(pxld"ll +pzldWl)?l_ Nya0u, - Qxi0w, +Mydq, +

+Ngl(p du, +p,dw )atk-lﬂ ‘ 9+(pXNNdJNN +pzNNdWNN)| ER
ot Xk Pk =TTk STQ ?

+

— _ _ u
HNynunU gy + QunndW y - MxNNdONNFV)

(3.21)
3.5.2 — Placa Circular

O trabalho virtual externo para a placa circular, expressao (2.38), assume, para
fins numéricos, a forma:

1 I, Mt a, , +l,0 | w1
aw, = Zp% rlpzldW1?+ ka:-z rkpzdekéTBHNszNNdWNN 5

+aNduy, +
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_ _ u
+aQ .dw , - aM,.dq,, Y (3.22)
p

3.6 — Montagem das Matrizes de Rigidez da Casca e da Placa

Mediante o cébmputo da contribuicdo de cada trecho de integracédo na figura 3.2
ao tabalho virtual interno associado exclusivamente & deformagfes totais da casca e
da placa (a variagdo de temperatura, como se vera adiante, afeta apenas o vetor de
cargas), o qual é dado pelas expressdes (3.14) e (3.18), monta-se a matriz dos
coeficientes [Cy] tanto para a casca quanto para a placa (ou seja, a matriz de rigidez
para cada um desses elementos estruturais).Tal montagem, ilustrada na figura 3.8,
tem por base a geragdo, para cada par de trechos de integracdo constituido por um
trecho relativo aderivada u’ e por outro correspondente & derivadas w' e w”, de uma
matriz de coeficientes obedecendo inicialmente ao sistema de numeracédo local dos
deslocamentos (designada por matriz local), a qual em seguida, mediante a utilizagdo
da lei de correspondéncia (3.1), é referida ao sistema de numeracdo global dos
deslocamentos. Serdo apresentadas a seguir essas matrizes locais relativas a casca e
aplaca.

XXX X XXX

XXX X XX

XXX X XXX
X
P

o x> x xxx
XXX H XX
= o XXX X4 XX X X X
XXX M XX X X X
X XX M XX X XK XXX

THRX XXX XXX
o XX X XX XXX

P X X X

XX X XX X XX

. v
a3 %% x x% Kk x
o] % X% X X% KX
o] % X% X X% KX
o X xx x x% KX
8] X XX X XX KX
=X XX X X% KX
XXX XXX X X
XXX X XX X X

Pra e

l

[Co]

Figura 3.8 — Montagem das matrizes de rigidez da casca e da placa
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3.6.1 — Casca Cilindrica

3.6.1.1 — Matriz para o Trecho de Integracao Inicial

Na expresséo (3.14), a contribuicdo do trecho de integracéo inicial ao trabalho
virtual interno é dada por (ocorre aqui a Unica excecdo onde, em lugar de um par de
trechos de integracéo, considera-se somente 0 que se associa & derivadas de w; isto
porque, seja ha casca ou ha placa, tem-se sempre um trecho de integracdo a mais em
relacdo a essas derivadas):

é - wy- gyl - wy-qy )b
dw! = 2paéCnmdm+4D(W2 e 1)d(W2 e 1)9|—1 (3.23)
g a a (I 1 g 2

resultando, em funcéo disso, a seguinte matriz local:
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é

&0 0 0 0 0 0 0 0y -

é u

~  4paD 4paD -4paD -

?0 p_ 0 p_2 Lz 0 OL,‘l dql

L I 11 u

é

é0 0 0 0 0 0 0 0o du;

é u

& 4p¢3D 0 pCl +4p§D 0 -4p3aD 0 ol dw,
[c} S a I 1 ﬂ (3.24)

€0 0 0 0 0 0 0 04 du,

é u

é_ -4paD - 4paD 4paD 1]

S R

é u

& 0 O 0 0O 0 0 0Uqu,

é u

é u

&0 0 0 0 0 0 0 0y dw,

& i

- g U W U, W, UyW,

3.6.1.2 — Matriz para os Trechos de Integracdo Genéricos

A contribuicdo desses trechos de integracdo é dada tomando-se os termos
genéricos dos dois somatdrios em (3.14), ou seja:

AWK zzpa][c?‘k " Uks W Wy, 0%, - U, 9 g;uk " Uy Wy +Wk—19
' f & lia 2a gé ly; e Iy, 2a g
g, +w, , ol +4Dg(l e Wit~ (1 ea+Dw + 1wy
1 N
2 AP L)
e W= (g +1 we + 1w 91 40
(kl k+l (kl k) kKt kl)l,l k1 kg' k=2 aNNL (3.25)
|k—l|k(|k—1+|k) H 2

tendo-se com isso a seguinte matriz local:



o

o X

(‘D:g (o)) (‘D6D> [0} %(‘m (‘D>8> [0} (‘D)O(D> [} 8 (0} ('D)ém (o} %m

—
=
N

=
~
N

pCn
4paD
e +1hy)
-pCn
-4paD

e
0
4paD

I k-lI k(I k-1+| k)

0
-2paC
Ik—l
-pCn
2paC
It

-pCn

0

4paD(l ., +1 )

pCn

-4pabD

2
I k—lI k

-pCn
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1212
k-1' k

-4paD

Ik-l k

a

Ll o(1 g +15)

+pC(| k1t i) 0

o

Ut

||2<(| itl)a

0

aoooocoooooc

4paD

c

0
- 4paD

Ll
0
4paD

T oooooooo o

Wi

(3.26)
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Observe-se que, se for o caso de um trecho de integracdo sem transicéo, tem-
se | .=l e, nesta circunstancia, a matriz (3.26) assume o aspecto particular:

é 0

0o o0 0 0 0 0 0 g du,

e 4

Zo 0 O 0 0 0 0 O 3 dw,

é 2paC -2paC u

& 0 4 pCn L pCn 0O 0 ¢ Qu,

~ | | ”

é k-1 k-1 u

& 2paD - 4paD 2paDb (

200 pcn E= open it T dw
k] =@ I | Mer 5 (3.27)
Col =€ -2paC 2paC u

€ 0 -pCn -pCn 0 0 U du

é () li1 a

é - 4paD 8aD 2pCl -4 aDu

© 0 pcn =2 pen 2 P er o 2200 4,

8 e | a 1 g

0 0 0 0 0 o o Uay,

e u

e 2paD - 4paD 2paD U

0o o L 0 L = 0 dwew

e I k-1 I k-1 l k-1 U

U, Wip Uy Wi1 Uy Wy Ui Wi

3.6.1.3 — Matrizpara os Trechos de Integracdo Finais

A contribuicdo em (3.14) dos trechos de integracéo finais é representada por:

b Ry - u Wy + W 0 Uy - u Xy, -u
dw™ = 2paj Cé; U Wi N1 U Unnes T Unnes
f e lwa 2a g s el
Wy + W - 10 W N +WNN 1§ (qNNI aN-1 7 W +WNN—1)
- a1t 2
2a I -1
u
qNNI aN-1 - W T W) o 9]
d( > ) NZN l% (3.28)
I 1 g

com a matriz local se escrevendo neste caso:
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é u
HO0 0 0 0 0 0 0 y
é a
gb 0 0 0 0 0 0 0 3
é 2paC -2paC u
00 L P icn 0 0 g
é | -1 | -1 G
A 4paD -4paD 4paD |
g) 0 pCn |3— -pCn |3— 0 |2— i
[Cl(\)lN =a paC NN- 1 paC NN- 1 NN-1 i
o o0 P _pcn 22 pcn 0 0
é | -1 | -1 i
a -4paD 4paD pCl -4paD
D0 pcn = -pon b -
é I NN- 1 I NN-1 a I NN-1 u
©0 O 0 0 0 o o0 u
é a
é 4paD -4paD 4paD U
go o0 =— 0 TEN L
e I Rin-1 I fin-1 NN-1
uNN-ZVV\IN-2 uNN-ZL VV\IN-l uNN VV\IN UNN

3.6.2 — Placa Circular

3.6.2.1 — Matriz para Trecho de Integracéo Inicial

(3.29)

A contribuicdo na expressao (3.18) do trecho de integracao inicial se escreve:

Z(W

2'W1'q1|1)

€ & . ) o} - -
dw? = 2pD§2g1 2( W, W21 ol 1) +ng,d Z(Wz W21 a,! 1)
g 17 2 14

1 0 4
+—q1—:dq1u; .
rl ] G 2

tendo-se, com isso, a seguinte matriz local:

g

2
I 1

(3.30)
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é U

é0 0 0 0 0 0 0 0a -
é . . . u

é 0 2pD ®mn O -2pD&r;, O a

0 4 D n n-0 —— -n=0 0 d
& Apbgr o 0 STTg M0 g 0 0u
0 0 0 0 0 0 0 0Y du,
€ u

é a

~ 2 DaQr 0 4pr -4pr p

& p 1 |p31 0 |3F»)1 0 00 dw,

[c3] :g 1 1 i (3.31)

é0 0 0 0 0 0 0 0Q du,
é a

é -2pDha2r 0 - 4pr. 4pr U

& Ip ?l n: 0 Ifl 0 Ip31 0 0g dw,
é 1 1 1 a

é a

&0 0 0 0 0 0 0 0y dus
é a

“ 0 0 0 0 0 0 0Y dw,
e g

- 0y Uy W U, W, U; W

3.6.2.2 — Matriz para os Trechos de Integracdo Genéricos

Obtémse a contribuicdo de tais trechos de integracdo mediante a

consideracao dos termos genéricos dos dois somatdrios em (3.18), ou seja:

i &R +r_, U, - U u, +u, .9 u -u &y -u
dW —2pICa;, e Y™ Yien Ui Pl 7 i k-l+g,,lk kel
f e 2 (I 2 g |y, I
2 u +u,,9u +u.,U 2[|k1Wk+1 (lk-1+|k)wk+|kwk-1]
+ <d dkl D?‘:‘r
e Then 2 o 2 a g lk-llk(l k-1+|k)

2 2 2
e Wiy + (Ik . )Wk'lkwkl 2[|k1 ket~ (lk-1+|k)wk+|kwk-1

n :
Y ( ) g Ik'llk(l +Ik)
ae2[| k- 1Wiaa - ( )Wk Wi 1] 11 Wi + ( i} ) Izkwk'lg
g Y I { A ) rk Iyl ( ) o
dli_kaﬂ +(|2k- 1% ) |ka-1%|k-1+|k§’ k =2 aNN1 (3.32)
I ql k(l +1 k) B2 b
_ P _ _ 12 2 ;
Fazendo r, == b=lkit v, b=l wl« e b=l -1, ;, a matriz local

correspondente se escreve entdo sob a forma (3.33), sendo que, para 0 caso

particular de | .=l \, assume a forma expressa por (3.34).
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¢ 0
€0 0 0 0 0 0 0 Gduy _,
g ;
é -
20 0 0 0 0 0 0 0 Howk_2
g0 0 2pca§—r” n+I i 0 2|ocae fy +|k—'19 0 0 0 gduk_l
§ k-1 4ru ﬂ k-1 4ru %) 3
€ 20 @® " De& b, 0 -
& pD ' pD pD¢ )k
Qoo 0 b_234rk 4nl, +_B 0 bb—lgo (- 4 +2nl )+b3gT+2n— 0 blb284rk+2r(| 1l 5 l,dek_l
~ k-1 k 2 k-1 a
[ch]=¢ ; , (3.33)
%o 2chae o Liea? 0 2pCr 0 0 0 0 dug
g k1 Ao k-1 4r a
24 -
é pD_ & @, & pD& b3 0 Ly 4bs €
a —,|- 2ot 0 4r by - 4nbb, +—=+ 4rb +2nb, - b,) + 2 dw
gO 0 0 bl L 1( 4 +2nl k)+b3g_rk +2n'—a-—a blbgg K01 b,b, P kblbzg k r( [ 1) i % K
8 a
e -
a0 0 0 0 0 0 0 0 [:|duk+1
g O |2 0 3
e pD & bzb pD_& I3 0 k-1, -
s i - ly)-—== —C - yedoy) + +0 - 4nly +—"== a
00 0 o g+ 21 1) 5 0 pp g At 2nbs -1y : —94 - o Udw,
uk 2 Wk 2 L"Ik-l Wk-l Uk Wk L’Ik+l Wk+1
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o

o

%(D) (o)) 8) (o) (D6D> (2] %(D ™ 8 (2] ('D)8> ™ (DéCD) (24 (8 (¢}
o

o

= o
x
N
£

~
N

u
0 0 0 0 0 a du,
u
0 0 0 0 0 0w,
N U
&r, |,4,0 ,
0 2 u k1. 0 0 0 U dqu
P~ w1 A @ a ot
2pDer, n 10 2pDe&e2r, O 2pDe&2, 10 U
- t—= 0 —r+n:— 0 —r+—+ a dw,
1 8%1 1 4n o 1318l @ lv.181% 1 4n @ a Kt
" . (3.34)
&, | k-10 u
0 2pC +n+ + 0 0 0 g dug
[ .1 ar, @ p
2pDae2r, 0O 8pDr, - 2pD &2y, 0
2p K rn= 0 p3 k 0 2p Krns U dwy
1€l @ -1 lk.1€lv1 @ U
a
0 0 0 0 0 U du+1
1]
2pD&2n, 10 -2pDegr, O  2pDéeer, n 14
+—— 0 N 0 +——+—3; W,
|k-1§|2k-1 4n o 13181 o |k-1§|2i<-1 ly-1 4rk&j o
Wk-l uk Wk uk+1 Wk+l
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3.6.2.3 — Matriz para os Trechos de Integracéo Finais

Pode-se escrever a contribuicdo na expresséo (3.18) dos trechos de integracao

finais na forma:

I €R +ry.q Uy - U Unn +Unpe1 © Uppy - U &y - U
FoOINN T In-1 Ui NN- 1 NN NN- 1 NN NN- 1 NN NN-1
dw™ =2pj Cé&; +n = +¢n +
T é 2 I e 1 2 g s e I e 1
N N é .
2 Unn + Unng @, U + Up 1 U Rt 2(qNN| aN-1 7 W +WNN+1) 0
+ “d U .1 +D28, 2 +NOyn I
ro +r 2 ] 2 0 | .
NN TN 1 a g NN-1 o
) 0 N
d(qNNl NN-1 7 Wi +WNN+1) wz(qNNl N1 - Wi WNN+1) + 1 0 'Il NN-11:l (3.35)
| 2 +g‘ |2 r_qNN mNN - Y ’
NN- 1 NN-1 NN [} H b
NN

tendo-se em funcdo disso, e com a substituicdo

matriz local:



é
a0 0
é
é
g 0 0
é - |
200 2pCe n+ -1
a | \N-1 ar,
20 0 0
N ~
[CO ]—gO 0o 2 @-r, |10
Co——+ -
é P Iy 4 o
é
a0 0
é
é
00 0
e
e
00 0
g
Uin-2 Wan-2 Un-1

0

4pDr,
I 1

0

-4pDry,

|3
NN- 1

0

2pD a2n, N

l NN- 1 l NN-1

V\‘\IN-l

8

2

2C8—
P NN- 1

0

2P gl NN- 1

0
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NN 10

u

INNl

U
0 0 0 0 duy.,
a
a
0 0 0 0 W2
a
a
0 0 0 g AU
0
- [0} -
4EDrNN o 20D @Hﬁ 0 dwyy .
I \N-1 lanv-1€lwne: @ u
u
a
4pDr, - 2pD &2y, o u
p3 NN 0 p Wy ns g dwg
I'\n- 1 Iw-i€lw: 20 g
a
0 0 0 a
A
- 2pD &Z‘ZrNN Q

|
e 0 2pD VNP PRV B T Y
INN-1gl NN- 1 2‘ &l NN- 1 2nw 4

VV\IN - qNN

(3.36)
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3.7 — Matriz de Rigidez do Reservatério

Uma vez geradas as matrizes dos coeficientes [Cy] de cada elemento estrutural
(conforme ilustrado na figura 3.8), mediante 0 cobmputo da contribuicdo de cada par de
trechos de integracdo representado por um trecho relativo a derivada u’ e por outro
associado & derivadas w' e w”, pode -se em seguida proceder a montagem da matriz
do reservatorio. Para tal, devem-se superpor as matrizes dos coeficientes da casca e
da placa, considerando-se a compatibilizacdo dos deslocamentos no né comum a
ambas, ficando estabelecido que a numeracéo global para o reservatorio se inicia no
centro da placa e termina no topo da casca.

Na formacdo da matriz de rigidez do reservatério, conforme supracitado, é
levada em conta a compatibilizacdo dos deslocamentos no n6 comum acasca e a
placa. Pelos sistemas de eixos da casca e placa mostrados na figura 3.9, nota-se que
no nd i da juncdo o deslocamento u no referencial da placa é o negativo do
deslocamento w referenciado a casca. Quanto ao deslocamento w na placa, este
corresponde ao negativo do deslocamento u na casca. A rotagdo, por sua vez, quando
positiva no referencial da placa é negativa se adotado o referencial da casca. O
referencial utilizado, quando considerado o nd i da juncgéo, foi o da placa, e, em fungdo
disso, essas relacbes de compatibilizagdo dos elementos estruturais correspondem a
troca dos sinais das linhas e colunas associadas respectivamente & variagdes dos
deslocamentos e aos proprios deslocamentos do né i na matriz da casca. Em seguida,
faz-se entdo a superposicdo das duas matrizes de coeficientes, somando-se as linhas
e colunas referentes aos trés graus de liberdade (u, w, g) no né i da juncédo casca-
placa.

Com a numerag&o se iniciando no centro da placa, a matriz dos coeficientes
[C deste elemento estrutural entra na formagdo da matriz de coeficientes do
reservatorio obedecendo aseguinte lei de correspondéncia:

Ky=CB, (=1 a 2NNP+4, j=1 a 2NNP+4) (3.37)

onde K; representa os elementos da matriz de rigidez do reservatério, CH ; 0S

elementos da matriz dos coeficientes para a placa e NN o nimero de nds da placa.
Procede-se, entdo, a inversdo de sinais e a troca de posi¢édo das linhas e colunas da

matriz dos coeficientes da casca [C;], conforme anteriormente descrito, dai resultando
uma matriz modificada [C,"]. A superposi¢cdo desta Ultima amatriz de coeficientes da

placa [CF] é regida pela lei de correspondéncia:
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Kannsi, 2nn s = Ko, 2nn +Cgr’nij (=1 a 2NN°+4, =1 a 2NN"+4) (3.38)

onde NN° representa o nimero de nés da casca.

F'c
X

———

casca

Figura 3.9 — Sistemas de eixos para o reservatorio

3.8 — Montagem do Vetor de Cargas para a Casca e a Placa

Contribuem na montagem do vetor de cargas tanto para a casca como para a
placa os termos que, na igualdade entre os trabalhos virtuais interno e externo,
encontramse multiplicados somente pelas variagbes dos deslocamentos. Com isso,
tem-se a participacdo de todos os termos que compdem o trabalho virtual externo,
além daqueles referentes a variagdo de temperatura no trabalho virtual interno
(tomando-se estes Ultimos com seus sinais invertidos). A montagem desses vetores de
carga, inicialmente no sistema de numeracgao local (vetores locais), é analoga a das
matrizes dos coeficientes e se encontra ilustrada na figura 3.10.



|x X x x]x - -]

[% > % > x x]-

[Qo]

Figura 3.10 — Montagem dos vetores de carga da casca e da placa

3.8.1 — Casca Cilindrica

3.8.1.1 — Vetor Local de Cargas para o Trecho de Integracao Inicial

Com base em (3.16), a contribuicdo do tabalho virtual interno para tal trecho

de integragao se escreve:

. apEa® h (w, - w,-qyl ) ﬂl:“ 1
Wi =- l-ngS(Dti_Dte)d |21 _(ui+ue)d ag? (3.39)

Por sua vez, o trabalho virtual externo, expresso por (3.21), fornece a
contribuicao:

i I, — _ — i
dw; = 2pa%' Pydu; + pyydw, ?1 +Madgy +Nadu, + Qxld‘/vlg (3.40)

O vetor de cargas no sistema de numeracao local correspondente ao cémputo

das contribui¢des -dWi'+dW." é dado ento por:
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0

apaEh?(Dt, - D)

+ 2paMx1

[at] = ' \
apahl , (o - o) (Dt + Dt )Y

(1-n @ 613

-apaEh?(Dy; - D)
6(1- n)l ,

a D> D D D> D> D> D> D> D> D> (D> D> D> D> D> D> D> D> D~

e & |,
- I‘,H' Zpag)zj_? +Qx1

da,

du,
(3.41)

[ Y N e\ e\ e e\ Y E\E\OC\ [aYaYal aY e ey ey el ey o

3.8.1.2 — Vetor Local de Cargas para os Trechos Genéricos de Integracéo

Temse, relativamente ao trabalho virtual interno, a seguinte contribuicdo dos

trechos de integracéo genéricos na expressao (3.16):

apEaié u, -u, ,u é h
dW =- = Ligo +Dt,)d—X k_lk Moty <o o)
2['k-1Wk+1' (Ik—1+|k)wk+|kwk—1] w, tek, , +1, G
ot - — : = - 3.42
‘ el elea 1) (B oo aW%,kzaNNl o

A contribuicdo em (3.21) do trabalho virtual externo se escreve nesse caso:

)lk-l+|ku

i
dWé( = ZPa% Pycduy +p 4 dw, , k=2aNN1

(3.43)

Somando a contribuicdo (3.43) com o0 negativo de (3.41), temse o vetor local

de cargas:
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g -apaEh(IJi + I]e) 3
& (1-n) G du
é a
& -apaEh?(DY, - Dt,) a "
e 6(1- nl ., g
é apaEh|Dt; + Dt @ |, ., +1,0 y
a p ( i e) +2pa8pXk k1"l k? 0 du,
g e (1-n 2 @ @ (3.44)
o] Té 4 > .
zapakh(l  ; +1 k)gh(Dti - Dt,) _ (D, + Dte)3+2paae et % gy,
~ ~ A k e
e ) 2 g @tz @
é a
é 0 u duk+1
a a
é 2 a
2 -apaEh (Dti - Dte) u aw, .,
g 6(1- n)l g
que, para | =l «, assume a forma seguinte:
é U
a -apaEh(Dti + Dte) i
e (- G M
é a
& - apaEh?( DY, - Dt,) i .
= 1 ow
Z 6(1- Nl k-1 3 k-1
é apaEh|(Dx, + Dt u
é ( I e) +2pa(pxk| k-l) G du,
DE: (1-n) ( (3.45)
o] —é A ) ua
zapaehl k_lgh(Dti - Dte) ] (Dti +Dte)g+2pa(p U dw,
% (l- n) é 3 i_l a g zk! k-1 L:J
e u
Z 0 H CLII<+1
é ua
~ 2 ‘s
g - apakEh (Dti - Dte) 3 dw,
é 6(1' n)l k-1 9]

3.8.1.3 — Vetor Local de Cargas para os Trechos de Integracédo Finais

Na expressao (3.16) tem-se a seguinte contribuicdo referente aos trechos de
integracao finais:



apEaié Uny = Unn-1 Y é h
dWiNN - lp ,I_éD:i l]e)d NNI e lLJ NN 1+g' _(ul - I:le)
-nte nw-1 U 6
€ 2 gl et - Wiy + Wi W Ul u
& ( NN NN 1| _ NN W 1) -(Dt. ) De)d NN - N2N 1 (3.46)
e NN- 1 a

Em relacdo aexpressao (3.21), tem-se a contribuicéo:

1 Lt o Ny 5 v
dW!:N = zpa»:\(prNduNN +pzNNdNNN) Ng = MinndCy *+Nsnn@Uyy + QxNNdWNNfV) (3.47)

O vetor local de cargas referente ao computo dessas duas contribuicdes se

escreve entao:

€ 0

& -apaEh(Dti+Dte) 0 iy, s

: i ;

€ a

& -apaEhz(Dti- Dte) 0

¢ 6(1- n)l T

é NN- 1 L,j

é apakEh( Dx, + Dt & Iy, = 0 a

é ( : E) + ZPaéprN ML+ Nwn = G dugy

[qNN] _é (1-n 2 @ G (3.48)

0 e 4 ) .

capakhl i SOt - D) (DU+DL)Y & 1, = o

a &= - U+2pagp,nw + QY dwyy

e (1-n g 6%, 2a 2 a

¢ u

€ a

é 0 a -

e v

é -apaEh?(Dt; - Dt,) . v

¢ - a

g 6(1- 1) pavixnn ; My

3.8.2 — Placa Circular

3.8.2.1 — Vetor Local de Cargas para o Trecho de Integracgéo Inicial

A expresséo (3.20) fornece a seguinte contribuicdo para o trecho de integragdo

inicial;

athj[ h {9 2(W2 - w, - gyl 1) l}| P
Wl =- —(pt. - ot e dg, (=~
i 1- n 46( i e)éld |21 + 152{) (349)
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A contribuicdo do trabalho virtual externo assim se escreve de acordo com
(3.22):

|
dw? =2pr,p,,dw, ?1 (3.50)

O vetor local de cargas assume entéo a forma:

e U

é 0 a -

€ a

g apEh?(Dt; - Dt,)as, 0 3 da

é 6(1-n &2 o |

é a

(:9 0 U du,

1] _€ u (3.51)

[qo] e athZ(Dti - lle)rl ) IIH dw

é +2prp,, —

a o(1- Nl , PriPz1 2q 1

é a

é 0 U du,

é a

e apEn?( ot - Dt,r, u

é U dw

é 6(1- nl , a 2

3.8.2.2 — Vetor Local de Cargas para os Trechos de Integracdo Genéricos

A contribuicdo em (3.20) dos trechos de integracao genéricos € dada por:

apEhié @ +r,_. u, -u Uy + U, 60 h
ik__ p i Dti"‘Dte)g,k kel gk el 4k kl&} k-l+_(ui- [xe)
1- nte e Ik-l 2 6
€ 2 [Ik_lwk+l- (I k_1+Ik)wk+lkwk_1] Ii_lwk+l+(li-li_l)wk— 12w, ,Y
8 = 0
13 Ik—llk(l k—1+|k) Ik—llk(lk—l+|k) 9]
a, , +l

k-1

- k Ou 3.52
| (3:52)

A expresséo (3.22) fornece a seguinte contribuicdo do trabalho virtual externo:

g+
dW, = 2pr,p,dw, % (3.53)
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O vetor local de cargas fica assim apresentado:

ath(D'[i + Dte)

[I k1" (rk + rk—l)]

2(1- n
apEh?(Dt, - Dt,)
12(1- 01, , C
Eh(Dt; + Dt,
SaLECATRRTA

apEh? (D, - D)
12(1- nl ),

'2rk(| k—1+|k)+(|2k' Ii—l)]-"zprkpzk >

0

athZ(Dti - Dte)
12(1- 0l

o]
o~
1]
@ @D D> D> D> D> D D> D> D> D> D D> D> D> D> D (D~

(Zrk +1 k—l)

Para o caso particular no qual | 4=l , este vetor assume a forma:

?m I 1" (rk +rk-l)] Ul;j d"k-l
u

é
e 21-n
é 2(pt - a
o WE(DL-OL) L 0 G,
k k-1
e 121-nl ., a
€ apEh( Dy, + D, | G
8————— 1+ +r )| O duy
[qk]_é 21- 1 ot kl)] a
o] %8 apEn? G
~- apEh (Dti - Ele)rk s
8 +2P6 Pyl 0 Wy
& 3(L-nl,, PPz ! « L
é a
P o e
e athz(DtA- Dt ) u
é —— = (2 +] a dw,,
é 12(1_ n)l 1 ( k k-l) g k+1

3.8.2.3 — Vetor Local de Cargas para os Trechos de Integragéo Finais

A contribuicdo em (3.20) para tais trechos é dada por:

(' ks k)

(@Yool aY oYl ey ol ey ey el ey ey el ey e exy e’

(3.55)
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NN _ apEh ®n T v L Unn - Unee Unn +Unn-1 O h
aw;™ =- 1- n "'(Dti +Dte)“ - 2NN - NNI NN.lNN e 2 3”“‘1+E(Dti ) Dte)
e 2(q I - Wy tW ) Uy f
& g s - Wi NN- 1 + digy, Ly (3.56)
g 1 "o 2 b

No trabalho virtual externo (3.22), os trechos de integracao finais fornecem a
seguinte contribuicao:

I NN- 1

dw™ =2p

e

rNN p ZNNdW NN

—_———

— _ _ u
+ a0y +aQ 20w, - aMdgy,Y (3.57)
p

O vetor local de cargas assume entéo nesse caso a forma:

é ath(Dti + Dte) U
e —_—! - {rgy F1 0 duy,,.
e 2(1_ n) NN- 1 ( NN NN- l)] l;| NN- 1
Z athz(ui_ Dte)rNN E dw
é 6(1- )l s g Nt
e apEh(Dt, + Dt a
€ i ( l e) INN-1+(rNN +rNN-l)] U duyy

nN] € 2(1-n) a

[a6"] =5 En?(Dx, - Dt,) u (3.58)

2~ ap i~ Me )l = 0 dw
€ -|-2prNNpZNNI NN- 1 +2pan’a u NN
é 6(1- n)I NN- 1 G
€ _ (
e 2paNra l;| -
€ a
€  apen?m- Dt,) _ a
€ 20 (2, +1 4] - 2paM G o
8 12(1- n)l . ( k NN-1) paviia i NN

3.9 — Vetor de Cargas do Reservatério

A formacdo do vetor de cargas do reservatério consiste na juncédo dos vetores
de cargas da placa e da casca. De acordo com a numeragao utilizada para os nés do
reservatério, iniciando-se no centro da placa e terminando no topo da casca, 0 vetor
da placa ocupa as posicdes referentes aos nés 1 a NNP, enquanto o vetor da casca
ocupa as posices associadas aos nés NN™=+1 a NN"+NN. Vale salientar que, estando
0os graus de liberdade do né da juncdo definidos no referencial da placa, os
carregamentos existentes em tal n6 devem ser também fornecidos nesse mesmo

referencial.
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3.10 — Sistema de Equacdes e Condi¢Ges de Contorno

Uma vez efetuada a montagem da matriz de rigidez [K] e do vetor de cargas
[Q] para o reservatério, chega-se ao sistema de equacgbes lineares [K]UJ=[Q]
esquematizado na figura 3.11. Aplicam-se em seguida as condi¢cbes de contorno
cinematicas do problema. Tais condi¢cBes consistem na restricido de determinados
graus de liberdade da estrutura, em fungdo do tipo de vinculacdo externa existente. No
reservatdrio em questdo, as condicdes de contorno referem-se ao né da juncdo casca-
placa (obedecendo ao referencial da placa) e ao n6 coincidente com o topo da casca.
Além destas, existem ainda condicBes a serem impostas em razdo da axissimetria do
problema: o deslocamento u e a rotagdo q no centro da placa (r = 0) sdo nulos; no
entanto, os testes realizados apontaram resultados numéricos ligeiramente mais
acurados quando se prescreve apenas u(0) = 0, deixando-se liberada a rotagdo ¢(0)
(sendo entdo esta a situacdo considerada no programa). Todas essas condi¢bes
mencionadas sdo introduzidas no sistema de equacdes através da técnica dos “zeros
e uns”. Utiliza-se entdo o método de Gauss para a resolucdo do sistema, obtendo-se
como resposta os deslocamentos nodais incégnitos da estrutura.

De posse desses deslocamentos, podem ser calculados os esforcos
solicitantes nos nés da estrutura, mediante a introducdo das representacdes em
diferencas finitas para as derivadas dos deslocamentos u e w diretamente nas
expressoes (2.11), (2.16), (2.29) e (2.33).

........ Ul

» X XX X XIXX
= XXXX XX|XX| « U2
Us

o uxxdxx xxhexls v
o] X X X| X X |X X X X X
=] X X X X| X X |X X X % X

XXX X X XXX X
XXX X] X X XXX XX
TEXX XX X X X
= XX XX XXX
XX XX XX
XX XX XX XX

XX X3 XX X

Uia —

S PP T T

AN Uia

U NN+2

Unn+3

X X X X|a o

XM XX XX XX
XX XX XX XX
XA XX XX XX
X M XX XX XX
XM XX XX XX
X M XX XX XX
XX XX XX XX
XX XX XX XX

U NN+4

i l l

[K] [U] [Q]

X

Figura 3.11 — Representacao esquematica do sistema de equacdes lineares montado
para o calculo dos deslocamentos nodais do reservatorio



CAPITULO 4

APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

4.1 — Introducéo

O presente capitulo visa demostrar a aplicabilidade do algoritmo desenvolvido,
procurando-se testar o seu funcionamento através da comparacdo dos resultados
numéricos obtidos com solugbes analiticas disponiveis. A obtencdo desses resultados se
faz mediante a consideracdo de trés exemplos. Nos dois primeiros, cada um deles
envolvendo dois problemas que diferem entre si somente na condi¢do de apoio, é feita a
abordagem da casca cilindrica e da placa circular separadamente, tendo como objetivo
orientar a escolha de uma discretizacdo que se mostre adequada para a analise isolada de
cada um desses elementos estruturais. No terceiro exemplo, englobando também dois
problemas, analisa-se um dado reservatério para solicitacdo exclusiva de temperatura e de

forcas aplicadas, respectivamente.

4.2 — Casca Submetida aPressao Interna Constante

Neste exemplo, dividido em dois problemas, a saber, casca submetida a presséo
interna  constante, inicialmente apoiada e depois engastada na base, utilizamse trés
diferentes tipos de discretizagdo, supondo-se um mesmo nimero total de divisdes na
estrutura. Com a consideracdo de diferentes tipos de discretizagdo, onde se faz uso do
elemento de transicéo, procura-se investigar a conveniéncia de um maior refinamento nas
regibes afetadas por perturbacdes de bordo e de um refinamento mais pobre nas regides
onde prevalece o regime de membrana.

A comparacao das solucbes obtidas com as respectivas solugbes analiticas orienta,
entdo, a escolha da discretizacdo mais adequada em cada caso, tanto em relacdo a
distribuicdo dos ndés quanto ao nimero total de divisdes.

4.2.1 — Casca apoiada

Este problema se encontra representado na figura 4.1, onde se acham também
indicados os dados geométricos, de carga e do material da casca.
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p. =6.00 x 10° N/n?’
h=8.00x10°m
a=8.00x10"m
[=3.00 m

E =2.05 x 10™ N/n?
n=3.00 x 10"

RRRRR RN

[

Figura 4.1 — Casca cilindrica apoiada utilizada no problema 4.2.1

Fixando-se um total de 30 divisdes na casca, sao examinados os seguintes trés tipos

de discretizacéo:

Discretizacao 1:
Como primeiro tipo de discretizacdo usou-se uma malha uniforme, conforme
ilustrado na figura 4.2.

3.0m (30 divisBes)

A=0.10m

Figura 4.2 — Discretizacéo 1 para a casca cilindrica apoiada

Nas tabelas 4.1 e 4.2 confrontam-se os resultados dos modelos numérico e analitico
para os maximos do deslocamento transversal w e do momento M, seguindo-se nas figuras
4.3 e 4.4 os gréficos comparativos das variacdes de w e M, ao longo da casca.
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Tabela 4.1 — Deslocamento w maximo para a discretizacéo 1, esquematizada na figura 4.2

Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
Numeérico 0.20 -2.387x10™ -4.44%
Analitico [17] 0.15 -2.498x10" -

Tabela 4.2 — Momento Mcméximo para a discretizacdo 1, esquematizada na figura 4.2

Abscissa x

(m)

M, maximo
(Nm/m)

Diferenga Percentual

(M« méximo)

Numeérico

0.10

-1.856x10°

-50.44%

Analitico [17]

0.05

-3.745x10°

0.00
0.00E+00

Deslocamento w

0.50 1.00

x (m)

1.50 2.00

2.50

3.00

-2.50E-05

-5.00E-05
-7.50E-05

-1.00E-04

Analitico

w (m)

-1.25E-04 \

Numérico

-1.50E-04

-1.75E-04
|

-2.00E-04 \\

-2.25E-04
-2.50E-04

-2.75E-04

Figura 4.3 -

Deslocamentos w(x) numérico e analitico para a discretizacdo 1,

esquematizada na figura 4.2
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Momento Mx
X (m)

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
4.00E+01

0.00E+00 //\- . : : . .

-4.00E+01 \

-8.00E+01
-1.20E+02

|_—
S — —
— —

Analitico

-1.60E+02

Numérico

-2.00E+02

Mx (Nm/m)

-2.40E+02 ’

-2.80E+02 I

-3.20E+02 ]

-3.60E+02

-4.00E+02

Figura 4.4 — Momentos M(x) numérico e analitico para a discretizagdo 1 esquematizada
na figura 4.2

Como se observa, os resultados analiticos e numéricos apresentam diferencas
consideraveis (em especial para 0s momentos) na regiao onde se localizam os efeitos da
perturbacdo de bordo, sendo praticamente coincidentes fora dessa regido (onde a casca
passa a apresentar comportamento de membrana). Em funcdo disso, definiv-se um
segundo tipo de discretiza¢do, mais denso junto ao apoio e mais espacado onde o efeito de
flexdo torna-se desprezivel.

Discretizagéo 2:

Conforme representado na figura 4.5, o segundo tipo de discretizagdo apresenta
uma regido mais refinada préxima ao apoio, onde se manifesta o efeito de flexao,
mostrando-se nas tabelas 4.3 e 4.4 os resultados das comparacdes analitico-numéricas
para os valores maximos de w e M, e nas figuras 4.6 e 4.7 os graficos relativos &
funcbes w(x) e M(x) na casca.
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2.5m (15 divisdes)
A=0.167m

0.5 m (15 divisGes)
A=0.033m

Figura 4.5 — Discretizag¢&o 2 para a casca cilindrica apoiada

Tabela 4.3 — Deslocamento w maximo para a discretizacado 2, esquematizada na figura 4.5

Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
Numérico 0.17 -2.470x10" -1.12%
Analitico [17] 0.15 -2.498x10" -

Tabela 4.4 — Momento Mcméximo para a discretizagdo 2, esquematizada na figura 4.5

Abscissa x M, maximo Diferenca Percentual
(m) (Nm/m) (Mc m&ximo)
Numérico 0.07 -3.341x10° -10.79%
Analitico [17] 0.05 -3.745x10° -
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Deslocamento w

x (m)
0.00 0.50 1.00 150 2.00 2.50 3.00
0.00E+00 . . . . .

-2.50E-05
-5.00E-05
-7.50E-05
-1.00E-04
-1.25E-04
-1.50E-04
-1.75E-04
-2.00E-04 \
-2.25E-04 \
-2.50E-04 \/

-2.75E-04

Analitico

Numeérico

Figura 4.6 — Deslocamentos w(x) numérico e analitico para a discretizacdo 2,
esquematizada na figura 4.5

Momento Mx
X (m)
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
4.00E+01

0.00E+00 //\— : : : ; ;

-4.00E+01 /

-8.00E+01

-1.20E+02

— Analitico
-1.60E+02

—— Numérico

-2.00E+02

Mx (Nm/m)

-2.40E+02

-2.80E+02

-3.20E+02

-3.60E+02 U

-4.00E+02

Figura 4.7 — Momentos M(X) numérico e analitico para a discretizacdo 2, esquematizada na
figura 4.5

Analisando esses Ultimos gréficos, nota-se uma sensivel melhora em relacdo aos
graficos das figuras 4.3 e 4.4. O deslocamento w numeérico ja se confunde praticamente
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com o analitico, enquanto para 0 momento M as divergéncias nos resultados se acentuam
apenas nas proximidades do maximo negativo. Baseando-se nessa Ultima constatacao,

cria-se entdo um terceiro tipo de discretizacao.

Discretizacao 3:

No terceiro tipo de discretizacdo consideram-se trés regifes distintas na casca,
como ilustrado na figura 4.8. A regido junto ao apoio € mais refinada, seguindo-se uma
regido intermediaria um pouco menos refinada e, por fim, utlizando-se uma

discretizacdo mais pobre na regido de comportamento membranal.

2.5 m (6 divisdes)
A=0.417m

Ca

0.3 m (9divisBes) A=0.033m
0.2 m (15 divisdes) A=0.013m

Figura 4.8 — Discretizacéo 3 para a casca cilindrica apoiada
Nas tabelas 4.5 e 4.6 encontram-se as comparacdes entre os valores maximos
numéricos e analiticos de w e de M, com o comportamento do deslocamento w e do

momento M ao longo da casca sendo representado pelos gréaficos das figuras 4.9 e 4.10.

Tabela 4.5 — Deslocamento w maximo para a discretizacéo 3, esquematizada na figura 4.8

Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
Numérico 0.15 -2.494x10* -0.16%
Analitico [17] 0.15 -2.498x10™ -
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Tabela 4.6 — Momento Mcmaximo para a discretizacédo 3, esquematizada na figura 4.8

Abscissa x M méximo Diferenca Percentual
(m) (Nm/m) (M, m&ximo)
Numérico 0.05 -3.703x10° -1.12%
Analitico [17] 0.05 -3.745x10° -

Deslocamento w
x (m)

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
0.00E+00 T T T T T

-2.50E-05

-5.00E-05

-7.50E-05

-1.00E-04

Analitico

-1.25E-04
-1.50E-04

Numérico

w (m)

-1.75E-04

-2.00E-04 \

-2.25E-04

-2.50E-04 \/

-2.75E-04

Figura 4.9 — Deslocamentos w(x) numérico e analitco para a discretizacdo 3,

esquematizada na figura 4.8



58

Momento Mx
x (m)
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
4.00E+01

0.00E+00 /’\ . : : . .

-4.00E+01 l

-8.00E+01
-1.20E+02

Analitico

-1.60E+02 Numeérico

-2.00E+02

Mx (Nm/m)

-2.40E+02

-2.80E+02

-3.20E+02

-3.60E+02 1y

-4.00E+02

Figura 4.10 — Momentos M(x) numérico e analitico para a discretizacdo 3, esquematizada

na figura 4.8

Para esse terceiro tipo de discretizagdo nota-se que os valores, tanto para o
deslocamento w quanto para o0 momento M, podem ser considerados satisfatérios
(admitindo-se como aceitdvel uma margem de erro de 1 a 2%, indistintamente para 0s
deslocamentos e para os momentos), podendo-se entdo admitir essa forma de distribuicdo
dos nos, juntamente com o numero total de 30 divisdes, como adequado ao problema em
estudo.

Para visualizar como se processa a convergéncia dos resultados, apresenta-se em
seguida nas tabelas 4.7 e 4.8, considerando-se esse Ultimo tipo de discretizacdo, uma
comparacao dos valores maximos das grandezas analisadas ao se variar o nimero total de
divisbes na casca. Sao estabelecidos os mesmos comprimentos de trechos indicados na
figura 4.8, mantendo-se os espacamentos nodais | sempre proporcionais aos especificados

na referida figura.
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Tabela 4.7 — Deslocamento w maximo para o terceiro tipo de discretizacdo, com a variagéo
do nimero total de divisdes na casca apoiada

Divisbes Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
10 0.16 -2.458x10* -1.60%
20 0.14 -2.486x10" -0.48%
Numeérico 30 0.15 -2.494x10* -0.16%
40 0.15 -2.495x10* -0.12%
50 0.14 -2.496x10* -0.08%
Analitico [17] - 0.15 -2.498x10" -

Tabela 4.8 — Momento M méximo para o terceiro tipo de discretizagcdo, com a variagdo do

namero total de divisdes na casca apoiada

Divisbes Abscissa x M, maximo Diferenca Percentual
(m) (Nm/m) (M, m&ximo)
10 0.04 -3.453x10° -7.80%
20 0.04 -3.610x10° -3.60%
Numérico 30 0.05 -3.703x10° -1.12%
40 0.05 -3.731x10° -0.37%
50 0.05 -3.737x10° -0.21%
Analitico [17] - 0.05 -3.745x10° -

E interessante observar que, ao se utilizar esse terceiro tipo de discretizaco, os
resultados para 20 divisbes ja se mostram mais precisos que os relativos & discr etizacbes
ilustradas nas figuras 4.2 e 4.5, com 30 divisbes (tabelas 4.1 a 4.4).

4.2.2 — Casca engastada

Para a casca engastada, vista na figura 4.11, serao utilizados os mesmos trés tipos
de discretizacdo da casca apoiada, fixando-se entretanto neste caso, em principio mais
desfavoravel para fins de modelagem numérica (pela rotagdo nula em x = 0), um total de

40 divisdes na casca.
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l 5 2
| P, =6.00 x 10° N/m
: h=800x10°m

| a=800x10"m

| [=3.00 m
|

I

|

I

E =2.05 x 10" N/nf
n=3.00 x 10"

Figura 4.11 — Casca cilindrica engastada utilizada no problema 4.2.2

Discretizacao 1:
Encontra-se ilustrado na figura 4.12 o primeiro tipo de discretizacéo (uniforme) para a casca

cilindrica engastada.

3.0 m (40 divisées)

A=0.075m

Figura 4.12 — Discretizacdo 1 para a casca cilindrica engastada

Observamse nas tabelas 4.9 e 4.10 as comparacdes entre os valores maximos
analitico e numérico do deslocamento w e do momento M, (com o0 maximo de M ocorrendo

no engaste), e nas figuras 4.13 e 4.14 os graficos de w e M ao longo da casca.



Tabela 4.9 — Deslocamento w maximo para a discretizagdo 1, esquematizada na figura 4.12
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Abscissa x w méaximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
Numérico 0.22 -2.385x10* -2.33%
Analitico [17] 0.20 -2.442x10* -

Tabela 4.10 — Momento M maximo (x=0) para a discretizacdo 1, esquematizada na figura

4.12
M, méximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 5.860x10° -49.57
Analitico [17] 1.162x10° -
Deslocamento w
x (m)
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
0.00E+00 . . : . .
-2.50E-05
-5.00E-05
-7.50E-05
-1.00E-04 Analitico
E 125604 Numérico
z
-1.50E-04
-1.75E-04
-2.00E-04
-2.25E-04 \\:/—
-2.50E-04
Figura 4.13 — Deslocamentos w(x) numérico e analitico para a discretizacdo 1,

esquematizada na figura 4.12
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Momento Mx

1.20E+03

1.05E+03

9.00E+02

7.50E+02

6.00E+02

Anal[itico

4.50E+02 Numérico

Mx (Nm/m)

3.00E+02

1.50E+02

0.00E+00 Sl T T T T
0.0 & / 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
-1.50E+02

-3.00E+02

x (m)

Figura 4.14 — Momentos M(X) humérico e analitico para a discretizacdo 1, esquematizada

nafigura 4.12

Pela tabela 4.10 e figura 4.14, nota-se que ha uma discrepancia bastante acentuada, da
ordem de 50%, entre os valores numérico e analitico do momento M, maximo, observando-
se pela figura 4.14 que divergéncias desse porte ficam restritas apenas a regido bem
préxima ao engaste. Quanto ao deslocamento w, as curvas da figura 4.13 ja apresentam

uma boa concordancia ao longo de toda a casca.

Discretizacéo 2:
De maneira andloga ao caso da casca apoiada, utiliza-se um segundo tipo de
discretizac&o, mais refinado proximo aregido do engaste, conforme indicado na figura 4.15.
Nas tabelas 4.11 e 4.12, témse as comparacdes entre 0s valores maximos analitico
e numérico de w e de M apresentando-se em seguida, nas figuras 4.16 e 4.17, os graficos

relativos & fungdes w(x) e My(X) na casca.



2.5m (20 divisdes)
A=0.125m

0.5m (20 divisées)

[ | A=0.025m

Figura 4.15 — Discretizagdo 2 para a casca cilindrica engastada

Tabela 4.11 — Deslocamento w maximo para a discretizacdo 2, esquematizada na figura
4.15

Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w méximo)
Numérico 0.20 -2.433x10" -0.37%
Analitico [17] 0.20 -2.442x10* -

Tabela 4.12 — Momento M maximo (x=0) para a discretizacdo 2, esquematizada na figura
4.15

M, maximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 1.072x10° -7.74%
Analitico [17] 1.162x10° -
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Deslocamento w

x (m)
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
0.00E+00 T T T T T

-2.50E-05

-5.00E-05

-7.50E-05

Analitico

-1.00E-04
Numérico

—~

E -1.25E-04

-1.50E-04

-1.75E-04

-2.00E-04 \

-2.25E-04
-

-2.50E-04

Figura 4.16 — Deslocamentos w(x) numérico e analitico para a discretizacdo 2,
esquematizada na figura 4.15

Momento Mx
1.20E+03

1.05E+03

9.00E+02

7.50E+02

6.00E+02

Analitico

4 50E+02
Numeérico

Mx(Nm/m)

3.00E+02

1.50E+02

0.00E+00 S T T T T
0.p / 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
-1.50E+02 V

-3.00E+02

x (m)

Figura 4.17 — Momentos M(x) numérico e analitico para a discretizacdo 2, esquematizada

na figura 4.15
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Como se observa, este segundo tipo de discretizacdo ja conduz a uma melhora
significativa nos resultados, sendo entretanto o resultado para 0 momento maximo, uma vez

observada a margem de erro de 1 a 2% fixada no item 4.2.1, ainda insatisfatorio.

Discretizacao 3:
O terceiro tipo de discretizacdo, ilustrado na figura 4.18, fornece os resultados apresentados
nas tabelas 4.13 e 4.14 e nas figuras 4.19 e 4.20.

2.5 m (8 divisdes)
A=0.3125m

((
)

b

¥ 0.3 m (12 divisbes) a=0.025 m

:k . . ~
JT7I7TP 77T 0.2 m (20 divisdes) A\=0.010 m

Figura 4.18 — Discretizagdo 3 para a casca cilindrica engastada

Tabela 4.13 — Deslocamento w méximo para a discretizagdo 3, esquematizada na figura
4.18

Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
Numérico 0.20 -2.442x10" 0.00%
Analitico [17] 0.20 -2.442x10" -

Tabela 4.14 — Momento M maximo (x=0) para a discretizacdo 3, esquematizada na figura

4.18
M, méximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 1.147x10° -1.29%
Analitico [17] 1.162x10° -
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Deslocamento w

X (m)
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
0.00E+00 T T T T T

-2.50E-05

-5.00E-05

-7.50E-05

-1.00E-04

Analitico

Numérico

w (m)

-1.50E-04

-1.75E-04

-1.25E-04 \
\
|
\

-2.00E-04

-2.25E-04 \
T

-2.50E-04

Figura 4.19 — Deslocamentos w(x) numérico e analitico para a discretizacdo 3,
esquematizada na figura 4.18

Momento Mx
1.20E+03

1.05E+03

9.00E+02

7.50E+02

6.00E+02

Analitico

4.50E+02
Numérico

Mx (Nm/m)

3.00E+02

1.50E+02

0.00E+00 —— T T T T
/ 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00

0.p
-1.50E+02 U

-3.00E+02

x (m)

Figura 4.20 — Momentos M(x) numérico e analitico para a discretizacdo 3, esquematizada

na figura 4.18
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Nota-se que os resultados, neste caso, ja se situaram dentro da margem de erro pré-
estabelecida, podendo-se portanto considerar esse terceiro tipo de discretizacdo, associado
ao numero total de 40 divisbes, como adequado ao problema em estudo.

Para uma analise de convergéncia, encontram-se em seguida, nas tabelas 4.15 e
4.16, uma vez fixado esse Ultimo tipo de discretizacdo, os valores maximos de w e de M
obtidos para diferentes nimeros totais de divisbes na casca. Segue-se aqui 0 mesmo
procedimento utilizado na construcdo das tabelas 4.7 e 4.8, ou seja, sdo estabelecidos os
mesmos comprimentos de trechos indicados na figura 4.18, mantendo-se 0s espacamentos

nodais | sempre proporcionais aos especificados na referida figura.

Tabela 4.15 — Deslocamento w maximo para o terceiro tipo de discretizacdo, com variacao
do nimero total de divisdes na casca engastada

DivisGes Abscissa x W mMAaximo Diferenca Percentual
(m) (m) (W méximo)
20 0.20 -2.440x10" -0.08%
30 0.20 -2.441x10" -0.04%
Numeérico 40 0.20 -2.442x10" 0.00%
50 0.20 -2.442x10" 0.00%
60 0.20 -2.442x10"* 0.00%
Analitico [17] - 0.20 -2.442x10" -

Tabela 4.16 — Momento My maximo (x=0) para o terceiro tipo de discretizacdo, com

variacdo do numero total de divisdes na casca engastada

Divisbes My maximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
20 1.100x10° -5.33%
30 1.135x10° -2.32%
Numérico 40 1.147x10° -1.29%
50 1.152x10° -0.86%
60 1.155x10° -0.60%
Analitico [17] - 1.162x10° -

As tabelas 4.11 a 4.14 (correspondentes & discretizagdes 1 e 2, envolvendo um
total de 40 divisGes na casca), quando comparadas com essas duas Ultimas, a exemplo do

ocorrido com a casca apoiada, novamente evidenciam que as diferencas percentuais entre
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os valores analiticos e numéricos se mostram menores para uma discretizacdo mais pobre
(20 divisdes), porém com um tipo de distribuicdo de nés mais adequado ao problema.
Nota-se ainda, pelos dois problemas analisados, particularmente com vistas a
obtencao de resultados satisfatérios para os momentos, a conveniéncia de se definir o
elemento de transicdo na casca, permitindo utilizar discretizacbes mais refinadas apenas
nas regides afetadas pelo efeito de flexdo, mantendo-se discretizacdes mais pobres nas
regides correspondentes ao regime de membrana.
Constata-se, por fim, que o tipo de apoio influi significativamente na fixacdo do
numero total de divisbes na casca, com 0 caso da casca apoiada, a semelhanca do que
usualmente ocorre em flexdo de vigas, mostrando-se mais favoravel do que a casca

engastada para fins de modelagem numérica.

4.3 —Placa Circular Submetida a Carregamento Uniforme

Analisam-se também neste exemplo dois problemas, a saber, placa com
carregamento uniforme, inicialmente apoiada e depois engastada no bordo, testando-se,
analogamente aos problemas 4.2.1 e 4.2.2 da casca cilindrica, distintos tipos de
discretizacdo a fim de orientar a escolha do tipo mais conveniente em cada caso. Por outro
lado, ao se implementar os diferentes tipos de discretizagdo para a placa, deve-se ter em
mente que 0 seu comportamento estrutural € completamente diverso do da casca, ndo se
caracterizando regibes especificas onde se concentram os efeitos de flexao, os quais se
estendem neste caso a todo o dominio da estrutura.

4.3.1 — Placa apoiada

A placa a ser analisada encontra-se esquematizada na figura 4.21.

p, =2.00 x 10*N/n¥

- h=2.00x10%m
y rE >
mvﬁ;r% h w;%mw\ a=100 m
E =2.10 x 10" N/n?

n=23.00 x 10"

Figura 4.21 — Placa circular apoiada utilizada no problema 4.3.1
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Fixando-se uma malha com um total de 20 divisbes, examinam-se os seguintes dois

tipos de discretizacao:

Discretizacao 1:
O primeiro tipo de discretizacao, ilustrado na figura 4.22, caracteriza-se pelo uso de uma

malha uniforme.

(20 divisdes)
1.0 m

{ ( J<
)

A=0.05m

Figura 4.22 — Discretizacéo 1 para a placa circular apoiada

As comparagfes de resuttados dos modelos numérico e analitico para os maximos
de w e M (ambos ocorrendo no centro da placa) encontram-se nas tabelas 4.17 e 4.18,
enguanto nas figuras 4.23 e 4.24 achamse tragados os gréficos referentes & variagbes de
w e M ao longo da placa.

Tabela 4.17 — Deslocamento w maximo (r=0) para a discretizacdo 1,esquematizada na
figura 4.22

W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico 8.291x10° 0.12%
Analitico [17] 8.281x10° -

Tabela 4.18 — Momento M méximo (r=0) para a discretiza¢do 1, esguematizada na figura
4.22

M: méximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 4.172x10° 1.14%

Analitico [17] 4.125x10° -
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Deslocamento w

8.40E-03
7.70E-03
7.00E-03 ~
6.30E-03
5.60E-03 ~_
4.90E-03
4.20E-03
3.50E-03
2.80E-03
2.10E-03
1.40E-03
7.00E-04
0.00E+00 . . . . . . . . .
0.00 010 020 030 040 050 0.60 070 0.80 090 1.00

r(m)

Analitico

w (m)

Numeérico

Figura 4.23 - Deslocamentos w(r) numérico e analitico para a discretizagdol,

esquematizada na figura 4.22

Momento Mr

4.20E+03
3.90E+03

3.60E+03 T~
3.30E+03

3.00E+03 o~
2.70E+03

2.40E+03 ~
2.10E+03
1.80E+03
1.50E+03
1.20E+03
9.00E+02
6.00E+02

3.00E+02 AN

0.00E+00 T T T T T T T T T
000 010 020 030 040 050 060 070 080 0.90 1.00

r (m)

Analitico

Numérico

Mr (Nm/m)

Figura 4.24 — Momentos M(r) numérico e analitico para a discretizacdo 1, esquematizada
na figura 4.22

Pelas tabelas 4.17 e 4.18, bem como pelas figuras 4.23 e 4.24, pode-se notar que
este modelo numérico, com malha uniforme, ja se mostrou adequado, uma vez que
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ocasionou um erro maximo da ordem de 1% (admitindo-se a mesma margem de erro
anterior de 1 a 2%).

Discretizacao 2:

Embora, dentro da margem de erro estabelecida, a discretizacdo 1 j& tenha se
mostrado eficiente, com o objetivo de analisar o comportamento do elemento de transicao
na placa, criou-se um segundo tipo de discretizacdo, conforme ilustrado na figura 4.25.
Sendo a origem r = 0 (ou seja, o centro da placa) um ponto de tangente horizontal na
deformada, idealizou-se entdo uma discretizacdo que fosse mais refinada nas suas

proximidades.

(15 divisGes) (5 divisdes)
0.8 m 0.2m

(4 r;;<
2 )

A=0.053m A=0.04m

Figura 4.25 — Discretizacao 2 para a placa circular apoiada

Nas tabelas 4.19 e 4.20 e nas figuras 4.26 e 4.27, apresentam-se 0s resultados

numeéricos e analiticos para o deslocamento w e 0 momento M.

Tabela 4.19 — Deslocamento w maximo (r=0) para a discretizacdo 2, esquematizada na
figura 4.25

W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico 8.291x10° 0.12%
Analitico [17] 8.281x10° -

Tabela 4.20 — Momento M maximo (r=0) para a discretizacdo 2, esquematizada na figura
4.25

M, maximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 4.144x10° 0.46%

Analitico [17] 4.125x10° -
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Deslocamento w

8.40E-03
7.70E-03
7.00E-03
6.30E-03
5.60E-03
4.90E-03
4.20E-03
3.50E-03
2.80E-03
2.10E-03
1.40E-03
7.00E-04
0.00E+00 T T T T

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

r(m)

Analitico

Numérico

w (m)

Figura 4.26 — Deslocamentos w(r) numérico e analitco para a discretizacdo 2,
esquematizada na figura 4.25

Momento Mr

4.20E+03 e —

3.90E+03

3.60E+03 \\

3.30E+03 ~

3.00E+03 ~_

2.70E+03 ~C

2.40E+03

2.10E+03

1.80E+03 \\

1.50E+03 N

1.20E+03

9.00E+02

6.00E+02 AN

3.00E+02

0.00E+00 : : : :
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

r (m)

Analitico

Numérico

Mr (Nm/m)

Figura 4.27 — Momentos M(r) numérico e analitico para a discretizacdo 2, esquematizada
na figura 4.25

O deslocamento transversal w praticamente ndo sofre alteracbes, notando-se
entretanto, com o0 uso dessa discretizacdo, uma melhor aproximacéo (traduzida por uma

gueda superior a 50% na diferenca percentual) no valor maximo de M, ainda que em
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termos globais, como revelam as figuras 4.24 e 4.27, curiosamente os resultados para M
tenham demostrado uma ligeira piora ao longo da regido mais refinada.

Como ja destacado, tendo-se atingido diferencas percentuais de 1 a 2% com a
malha uniforme de 20 divisbes, pode-se admitir tal discretizacdo como atendendo
plenamente ao caso em estudo.

Para que se possa acompanhar a convergéncia dos resultados, comparamse em
seguida os valores analiticos e numéricos de w e M méaximos correspondentes a
discretizacdes uniformes com diferentes nimeros de divisdes na placa, conforme mostrado
nas tabelas 4.21 e 4.22.

Tabela 4.21 — Deslocamento w maximo (r=0) para a malha uniforme, com variacdo do
numero de divisdes na placa apoiada

DivisGes W maximo Diferenca Percentual
(m)
10 8.309x10° 0.34%
o 20 8.291x10° 0.12%
Numerico =
30 8.286x10° 0.06%
40 8.284x10° 0.04%
Analitico [17] - 8.281x10° -

Tabela 4.22 — Momento M méaximo (r=0) para a malha uniforme, com variacdo do ndmero
de divisdes na placa apoiada

DivisGes M, maximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
10 4.214x10° 2.16%
o 20 4.172x10° 1.14%
Numeérico =
30 4.166x10 0.99%
40 4.164x10° 0.94%
Analitico [17] - 4.125x10° -
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4.3.2 — Placa engastada

Para a placa engastada, ilustrada na figura 4.28, utiliza-se um tipo a mais de
discretizacdo em relacdo a placa apoiada, pela presenca de tangente horizontal na
deformada em r = a. Para tal estudo, fixou-se um total de 20 divisbes na placa.

p, =2.00 x 10* N/nf
N P, ¢ h=2.00x10%m
nu_ . a=1.00 m
a E =2.10x 10" N/nf
Zw n=3.00x 10"

Figura 4.28 — Placa circular utilizada no problema 4.3.2

Discretizacgdo 1:
O primeiro tipo de discretizacdo, com malha uniforme (figura 4.29), é idéntico ao da placa
apoiada.

(20 divisGes)
1.0m

ke

Figura 4.29 — Discretizagdo 1 para a placa circular engastada

Encontram-se ras tabelas 4.23 e 4.24, e nas figuras 4.30 e 4.31, as comparacfes
analitico-numéricas para os deslocamentos w (atingindo seu maximo no centro da placa) e
0s momentos M (com os valores maximos positivo e negativo ocorrendo no centro e no
bordo da placa, respectivamente). No caso da tabela 4.24, apresentam-se os resultados

relativos a esses maximos positivo e negativo de M.
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Tabela 4.23 — Deslocamento w maximo (r=0) para a discretizacdo 1, esquematizada na
figura 4.29

W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico 2.043x10° 0.59%
Analitico [17] 2.031x10° -

Tabela 4.24 — Momentos M, maximos positivo (r=0) e negativo (r=1.00 m) para a
discretizacdo 1, esquematizada na figura 4.29

M maximo (+) M méximo () Diferenca Percentual
(Nm/m) (Nm/m) M maximo (+) | M, maximo (-)
Numérico 1.654x10° -2.508x10° 1.78% 0.32%
Analitico [17] 1.625x10° -2.500x10° - -
Deslocamento w
2.20E-03
2.00E-03 _\\
1.80E-03 \
1.60E-03 \
1.40E-03 \
~ 1.20E-03 Analitico
E
; 1.00E-03 \ Numérico
8.00E-04 \\
6.00E-04 \
4.00E-04
2.00E-04 \
0.00E+00 T T T T
0.00 0.20 040 1 060 0.80 1.00
Figura 4.30 — Deslocamentos w(r) numérico e analitco para a discretizacdo 1,

esquematizada na figura 4.29
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1.80E+03

Momento Mr

1.50E+03

1.20E+03

9.00E+02

6.00E+02

3.00E+02

0.00E+00

020

-3.00E+020
-6.00E+02

Analitico

Mr (Nm/m)

-9.00E+02

Numérico

-1.20E+03

-1.50E+03

-1.80E+03
-2.10E+03

-2.40E+03

-2.70E+03

r(m)

Figura 4.31 — Momentos M(r) numérico e analitico para a discretizacdo 1, esquematizada
na figura 4.29

Como se observa, o0s

considerados satisfatorios.

Discretizacgao 2:
Conforme ilustrado na figura 4.32, analogamente ao caso da placa apoiada, introduz-se em

resultados obtidos ja se acham dentro dos

seguida um maior refinamento na regido préxima ao centro da placa.

A comparacgdo dos resultados analiticos e numéricos se encontra nas tabelas 4.25 e

(15 divisées)
0.8m

(5 divisdes)

0.2m

]

A=0.053 m

4.26, bem como nas figuras 4.33 e 4.34.

K

A=0.04 m

Figura 4.32 — Discretizagdo 2 para a placa circular engastada
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Tabela 4.25 — Deslocamento w maximo (r=0) para a discretizacdo 2, esquematizada na
figura 4.32

W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico 2.043x10° m 0.59%
Analitico [17] 2.031x10° -
Tabela 4.26 — Momentos M, méximos positivo (r=0) e negativo (r=1.00m) para a

discretizacdo 2, esquematizada na figura 4.32

M maximo (+) M méximo () Diferenca Percentual
(Nm/m) (Nm/m) M méximo (+) | M. maximo (-)
Numérico 1.639x10’ -2.508x10° 0.86% 0.32%
Analitico [17] 1.625x10’ -2.500x10° - -

Deslocamento w
2.20E-03

2.00E-03 ——

1.80E-03 \

1.60E-03 \

1.40E-03 \

1.20E-03

1.00E-03 \

8.00E-04 \
6.00E-04 \

4.00E-04 \\
2.00E-04

0.00E+00

Analitico

w (m)

Numérico

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
r(m)

Figura 4.33 — Deslocamentos w(r) numeérico e analitico para a discretizagdo 2,
esquematizada na figura 4.32
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Momento Mr
1.80E+03

1.50E+03 ———==.

1.20E+03 \

9.00E+02
6.00E+02
3.00E+02

0.00E+00 T T T T
-3.00E+020-0Q 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Analitico
-6.00E+02
-9.00E+02

-1.20E+03
N\
-1.50E+03
AN

Numérico

Mr (Nm/m)

-1.80E+03

-2.10E+03 \
-2.40E+03 \
-2.70E+03

r(m)

Figura 4.34 — Momentos M(r) numérico e analitico para a discretizagdo 2, esquematizada
na figura 4.32

Em comparacéo a discretizagdo 1, nota-se que ndo houve alteracbes tanto para o
deslocamento w méximo como para o momento M no bordo. Entretanto, em relacdo ao
momento no centro, a presente discretizacdo fez a diferenca percentual cair

aproximadamente ametade.

Discretizacao 3:
Estabeleceu-se em seguida uma terceira discretizagdo na placa, conforme ilustrado na
figura 4.35, prevendo-se um maior refinamento também na regido proxima ao engaste
(mantendo-se a discretizacdo anterior junto ao centro da placa e empobrecendo-se a regiao
intermediaria).

(5 divisdes) (10 divisdes) (5 divisbes)
. 0.2m 0.6 m 0.2m

( (( (
) ) )

A=004m A=006m A=0.04m

Figura 4.35 — Discretizacdo 3 para a placa circular engastada



Nas tabelas 4.27 e 4.28 e nas figuras 4.36 e 4.37, encontram-se as comparacdes
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entre os resultados numéricos e analiticos para o deslocamento w e o momento M.

Tabela 4.27 — Deslocamento w maximo (r=0) para a discretizacdo 3, esquematizada na

figura 4.35
W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico 2.042x10° 0.54%
Analitico [17] 2.031x10° -

Tabela 4.28 —

Momentos M. maximos positivo (r=0) e negativo (r=1.00m) para a

discretizacdo 3, esquematizada na figura 4.35

M maximo (+) M. maximo () Diferenca Percentual
(Nm/m) (Nm/m) M maximo (+) | M maximo (-)
Numeérico 1.633x10° -2.506x10° 0.49% 0.24%
Analitico [17] 1.625x10° -2.500x10° - -
Deslocamento w

2.20E-03

2.00E-03 £—=

1.80E-03 \\

1.60E-03

1.40E-03 \\
= 1.20E-03 Analitico
§ 1.00E-03 \ Numérico

8.00E-04 \

6.00E-04

4.00E-04

2.00E-04 \

0.00E+00 . . . .

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
r(m)

Figura 4.36 — Deslocamentos w(r) numérico e analitco para a discretizacdo 3,

esquematizada na figura 4.35
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Momento Mr

1.80E+03
1.50E+03

1.20E+03 T~

9.00E+02 ~_
6.00E+02 DN

3.00E+02

Analitico

0.00E+00 T T T T
-3.00E+020.p0 Q.20 0.40 o] m\\ 0.80 1.00

-6.00E+02

-9.00E+02

-1.20E+03 \

-1.50E+03 \
-1.80E+03 \
-2.10E+03 \
-2.40E+03 \

-2.70E+03

Numérico

Mr (Nm/m)

r(m)

Figura 4.37 — Momentos M(r) numérico e analitico para a discretizacdo 3, esquematizada

na figura 4.35

Em relacéo & discretizagbes 1 e 2 houve uma melhora em todos os resultados, com
um ganho maior para o0 momento M no centro (e ndo no engaste, em cujas proximidades
houve agora um maior refinamento na discretizac¢éo).

Ainda que as duas Ultimas discretizagbes tenham introduzido melhora nos
resultados, a discretizacdo com malha uniforme de 20 divisGes, tal como no caso da placa
apoiada, é suficiente para atender ao problema, pois corresponde a diferencas percentuais
dentro da margem de erro tolerada, tendo-se evidenciado que a presenca do demento de
transicéo nao conduziu, no caso da placa, a ganhos tao significativos como para a casca.

Cabe ainda observar que, em qualquer dos trés tipos de discretizacdo considerados,
0s resultados para 0 momento no engaste foram sempre mais precisos que 0s
correspondentes ao momento no centro da placa.

Nas tabelas 4.29 e 4.30, para uma verificacdo de convergéncia, encontramse as
comparagdes analitico-numéricas dos valores maximos de w e de M, considerando-se uma
malha uniforme com diferentes niimeros de divisdes na placa.

Por comparacéo das tabelas 4.29 e 4.30 com 4.21 e 4.22 evidencia-se que, mesmo
com a malha uniforme de 20 divisdes atendendo a ambos os casos, a placa apoiada é mais
favoravel para fins de modelagem numérica do que a engastada, tal como ja constatado em

relacdo acasca.
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Tabela 4.29 — Deslocamento w maximo (r=0) para a malha uniforme, com variacdo do
numero de divisdes na placa engastada

Divisbes W mMAaximo Diferenca Percentual
(m)
10 2.073x10° 2.07%
» 20 2.043x10°° 0.59%
Numérico .
30 2.037x10° 0.30%
40 2.034x10°° 0.15%
Analitico [17] - 2.031x10° -

Tabela 4.30 — Momentos M maximos positivo (r=0) e negativo (r=1.00m) para a malha

uniforme, com variagdo do nimero de divisbes na placa engastada

Divisdes | M. méximo (+) | M. m&ximo (-) Diferenca Percentual
(Nm/m) (Nm/m) M méximo (+) | M maximo ()
10 1.711x10° -2.508x10° 5.29% 0.32%
- 20 1.654x10° -2.508x10° 1.78% 0.32%
Numérico
30 1.645x10° -2.506x10° 1.23% 0.24%
40 1.643x10° -2.505x10° 1.11% 0.20%
Analitico - 1.625x10° -2.500x10° -
[17]

Por fim, é de se observar que, tanto nos dois problemas de casca, como nos dois de
placa, a fixacdo do numero total de divisGes na estrutura foi determinada pelos resultados
dos momentos; se fossem levados em conta na analise apenas os deslocamentos,
discretizacdes menos refinadas, como evidenciam as tabelas 4.7, 4.15, 4.21 e 4.29, ja
forneceriam valores dentro da margem de erro de 1 a 2% pré-estabelecida.

4.4 — Andlise do Reservatorio Cilindrico

Serdo em seguida focalizados dois problemas referentes a analise de um dado
reservatério cilindrico, o primeiro dos quais envolve exclusivamente solicitagdo térmica e o
segundo apenas forcas aplicadas. O reservatério estudado acha-se representado na figura
4.38, onde sdo também indicados os dados geométricos e do material utilizados na andlise
(com a e g traduzindo, respectivamente, o coeficiente de dilatacdo térmica e o peso

especifico do material).
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|
e<—h° :
| h.=5.00x 10°m E =2.10 x 10" N/nf
. | h,=2.00x10°m  n=0.30
— l a=1.00m a=1.20x10°(°C)*
| | =1.00 m g=7.70 x 10* N/m?®
X, u |
i pe
Wm !
r, ur zZ, W
e
a

Figura 4.38 — Reservatério cilindrico utilizado nos problemas 4.4.1 e 4.4.2

Cabe ressaltar que a obtencéo da solugcdo analitica em ambos os problemas baseia-
se na andlise em separado da placa e da casca, com as respectivas solugdes w e w: sendo
geradas pela superposicdo dos efeitos das solicitagbes atuantes e dos momentos M
(desconhecidos a priori) existentes na ligagédo (ver figura 4.39), calculando-se em seguida
estes Ultimos mediante compatibilizacdo das rotagbes no bordo da placa e na base da

casca, ou seja,

dw, dw,
dr |, dx |,-o
casca
M M placa
i\
oo

Figura 4.39 — Momentos M atuantes no bordo da placa e na base da casca
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4.4.1 — Reservatorio Submetido aVariacdo Uniforme de Temperatura

Neste exemplo estudou-se um reservatorio cilindrico submetido a uma variacao
uniforme de temperatura na casca Dt = Dt, = Dt; = 20 °C.

Discretizacao Utilizada
Com o auxilio do estudo realizado nos itens 4.2 e 4.3, e ap6s alguns testes efetuados,

considerou-se adequada para o presente problema a discretizacao ilustrada na figura 4.40.

0.7 m (5 divisdes)
A=0.14m

))
((

A=0.05m
1.0 m (20 divisGes)

i | A4

Figura 4.40 — Discretizagdo utilizada para o reservatorio cilindrico no problema 4.4.1

0.2 m (5divisbes) A=0.04m
0.1 m (20 divises) A= 0.005m

4.4.1.1 — Resultados na Casca

Encontram-se apresentados nas tabelas 4.31 e 4.32 os resultados analiticos e
numeéricos para o deslocamento w e 0 momento M maximos na casca cilindrica (este Ultimo

€ 0 préprio momento na ligagcéo casca-placa).

Tabela 4.31 — Deslocamento w maximo na casca para o reservatorio submetido avariacao
uniforme de temperatura

Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (W méximo)
Numérico 0.18 -2.491x10* -0.60%
Analitico [17] 0.16 -2.506x10" -
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Tabela 4.32 — Momento My maximo (x=0) na casca para 0 reservatdrio submetido a
variacao uniforme de temperatura

M, maximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 2.656x10° 0.11%
Analitico [17] 2.653x10° -

Os graficos das funcdes w(x) e M(X) encontram-se representados nas figuras 4.41 e
4.42.

Deslocamento w
x (m)
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

-1.00E-05

-6.00E-05

-3.50E-05 \
\
\

-8.50E-05

Analitico

Numérico

-1.10E-04 \\

w (m)

-1.35E-04 \

-1.60E-04 \

-1.85E-04 \

-2.10E-04 \
-2.35E-04 N —

-2.60E-04

Figura 4.41 — Deslocamentos w(x) numérico e analitico na casca para o reservatorio

submetido avaria¢&o uniforme de temperatura
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Momento Mx

2.75E+02
2.50E+02
2.25E+02
2.00E+02
1.75E+02 \
1.50E+02 \
1.25E+02 ‘
1.00E+02 \

!

|

Analitico

Numérico

7.50E+01
5.00E+01

2.50E+01
0.00E+00
-2.50E+010-p6 / 626

-5.00E+01
-7.50E+01 \\.4'/

-1.00E+02

Mx (Nm/m)

D
.
<P
<P
g
P
[«)]
[o
]
H
o

x (m)

Figura 4.42 — Momentos M(x) numérico e analitico na casca para o reservatorio submetido

avariacado uniforme de temperatura

Nota-se, pelas diferencas percentuais nas tabelas e pelos proprios gréaficos, que os
resultados numeéricos obtidos tanto para w quanto para M, se mostram plenamente

satisfatérios com a discretizacao utilizada.

4.4.1.2 — Resultados na Placa

As tabelas 4.33 e 4.34 trazem a comparacdo dos resultados numéricos e analiticos
relativos aos maximos do deslocamento w e do momento M na placa. Uma vez que o
momento M, analiticamente, é constante ao longo da daca, para a sua avaliagcdo numérica
(onde os resultados ndo séo rigorosamente constantes) tomou-se o valor de r que forneceu
a maior diferenca percentual entre os resultados analitico e numérico (no caso isto ocorreu

para r=a, ou seja, no bordo da placa).

Tabela 4.33 — Deslocamento w maximo na placa (r=0) para o reservatorio submetido a

variagao uniforme de temperatura

W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico -6.650x10" 0.24%

Analitico [17] -6.634x10" -
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Tabela 4.34 — Momento M maximo na placa (r=a) para o reservatorio submetido avariacao

uniforme de temperatura

M Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico -2.614x10° -1.47%
Analitico [17] -2.653x10° -

Os graficos de w(r) e M,(r) encontram-se tracados nas figuras 4.43 € 4.44 .

Deslocamento w

r(m)

0.00E+00 T T

Q.80 00

-5.00E-0%)-P0 0.20 0.40

-1.00E-04
-1.50E-04

-2.00E-04

-2.50E-04

Analitico

-3.00E-04

Numérico

-3.50E-04
-4.00E-04

w (m)

-4.50E-04

-5.00E-04

~

-5.50E-04

/

-6.00E-04

/

-6.50E-04
-7.00E-04

Figura 4.43 — Deslocamentos w(r) numérico e analitico na placa para o reservatdrio

submetido avariagcao uniforme de temperatura
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Momento Mr

r(m)
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
0.00E+00 T T T T

-2.50E+01

-5.00E+01

-7.50E+01

-1.00E+02

Analitico

-1.25E+02 L
Numérico

-1.50E+02

Mr (Nm/m)

-1.75E+02

-2.00E+02

-2.25E+02
-2.50E+02

-2.75E+02

Figura 4.44 - Momentos M(r) numérico e analitico na placa para o reservatério submetido a

variagdo uniforme de temperatura

Observa-se que também na placa de fundo do reservatério os resultados numéricos
foram plenamente satisfatorios para a discretizagcdo adotada.

E de se notar que para o nd da juncdo, onde os momentos M na placa e Mna
casca deveriam ser rigorosamente iguais (em maodulo), a analise numérica conduziu a
valores diferindo entre si de aproximadamente 1.5%.

E interessante por fim destacar que se fosse o caso de um apoio com mobilidade

radial na figura 4.38, todos os esforcos se tornariam nulos no reservatério.
4.4.2 — Reservatorio Cilindrico Submetido aPresséo de um Liquido

Neste problema estuda-se o comportamento de um reservatério cilindrico submetido
apressao de um liquido, sendo também considerado o peso proprio da estrutura. A figura
4.45 representa o reservatorio com esses carregamentos nele atuantes =1.00 x 10* N/n

traduz o peso especifico do liquido).
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/ | Py
i Pz i Na casca:
| | P, = -gh, = -3.85 x 10° N/nf
v | p.=-g (-X) = (1) x 10" N/nf
! Na placa:
i $ p, = dh, + gl = 1.15 x 10" N/nf
pZ
x gV V
1 AR AR RAARRRRARAY! I

Figura 4.45 — Reservatorio cilindrico e carregamento atuante no problema 4.4.2

Discretizagdo Utilizada
Tendo por base os estudos realizados ros itens 4.2 e 4.3, e apds a realizacéo de alguns

testes, fixou-se para o presente problema a discretizagdo mostrada na figura 4.46.

0.7 m (5 divisdes)
A=0.14m

3)
{

A=0.05m
1.0 m (25 divisbes)

0.2 m (5divisbes) A=0.04m 3

0.1 m (20 divisdes) A=0.005m § y <A

Figura 4.46 - Discretizagao utilizada para o reservatorio cilindrico no problema 4.4.2

4.4.2.1 — Resultados na Casca

Nas tabelas 4.35 e 4.36 se encontram os valores numéricos e analiticos para o
deslocamento w e o momento M. maximos na casca cilindrica. As figuras 4.47 e 4.48

representam o comportamento das fungdes w(x) e M(x) na casca.



Tabela 4.35 — Deslocamento w maximo na casca para 0 reservatdrio submetido a pressao

89

de um liquido
Abscissa x W maximo Diferenca Percentual
(m) (m) (w maximo)
Numérico 0.04 8.599x10” 1.20%
Analitico [17] 0.04 8.497x10° -

Tabela 4.36 — Momento M maximo (x=0) na casca para 0 reservatorio submetido apressao

de um liquido
M, maximo Diferenca Percentual
(Nm/m)
Numérico 4.556x10° 1.54%
Analitico [17] 4.487x10° -
Deslocamento w

1.00E-04

8.50E-05 /\

7.00E-05 / \

5.50E-05
g 4.00E-05 I \ Analitico
2 \ Numérico

2.50E-05 \

1.00E-05 \

-5.00E-060 150 \\Q.z_o/———ozrrr 0.60 0.80 100

-2.00E-05

X (m)

Figura 4.47 — Deslocamentos w(x) numérico e analitico na casca para o reservatorio
submetido apressao de u m liquido
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Momento Mx

5.25E+02

4.50E+02

3.75E+02 \

3.00E+02
g \
£ 225E+02 Analitico
;/ Numérico
=

1.50E+02 \\

7.50E+01 \
0.00E+00

0.po 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

-7.50E+01

x (m)

Figura 4.48 — Momentos M(x) numérico e analitico na casca para o reservatério submetido
apressao de um liquido

4.4.2.2 — Resultados na Placa

Apresentam-se nas tabelas 4.37 e 4.38 os resultados numéricos e analiticos para o
valor maximo do deslocamento w e do momento M na placa. Nas figuras 4.49 e 4.50
encontramse 0s correspondentes graficos representativos das variagbes de w e M na
placa.

Tabela 4.37 — Deslocamento w maximo (r=0) na placa para o reservatorio submetido a
pressdo de um liquido

W maximo Diferenca Percentual
(m)
Numérico 3.704x10° 1.28%
Analitico [17] 3.657x10° -
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Tabela 4.38 — Momentos M maximos positivo (r=0) e negativo (r=1.00m) na placa para o

reservatério submetido apressao de um liquido

M maximo (+) M- méximo () Diferenca Percentual
(Nm/m) (Nm/m) M méximo (+) | M. maximo (-)
Numeérico 1.970x10° -4.490x10° 1.97% 0.07%
Analitico [17] 1.932x10° -4.487x10° - -

Deslocamento w

4.00E-03

3.50E-03

3.00E-03

2.50E-03 \\

2.00E-03 \\

1.50E-03 \

1.00E-03 \
5.00E-04 \

0.00E+00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
r(m)

Analitico

Numérico

w (m)

Figura 4.49 — Deslocamentos w(r) numérico e analitico na placa para o reservatério

submetido apresséo de um liquido
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Momento Mr

2.10E+03

1.80E+03 \\
1.50E+03

1.20E+03

9.00E+02

6.00E+02 \

3.00E+02

0.00E+00 T T T T
0.p0 0.20 0.40 0.60 0.80 \1.)0

-3.00E+02

Analitico

Numeérico

Mr (Nm/m)

-6.00E+02

r(m)

Figura 4.50 — Momentos M(r) numérico e analitico na placa para o reservatério submetido a

pressdo de um liquido

Nota-se para o presente exemplo, tanto na casca quanto na placa, que as diferencas
percentuais maximas nos resultados se situam na faixa de 1 a 2%, podendo-se, tal como
nos problemas anteriores, considerar os resultados numeéricos obtidos como plenamente
satisfatorios.

Da mesma forma que no problema anterior, observa-se que os resultados numéricos

obtidos para 0os momentos Mr|r:a na placa e MX|><:O na casca ndo séo idénticos, com 0s

mesmos diferindo agora entre si de aproximadamente 1.5%.

Foi também estudada uma variacdo para o presente problema que se resume na
liberacdo do deslocamento radial no apoio da figura 4.45. Os resultados numéricos obtidos
para 0 momento na jungéo casca-placa foram neste caso:

pela andlise da casca: Mc = 4.540 x 10° Nm/m, o que resulta numa diferenca
percentual de 0.3% em relagéo ao resultado do problema da figura 4.45;

pela andlise da placa: M = -4.475 x 10° Nm/m, acarretando os mesmos 0.3% de
diferenca percentual relativamente ao problema da figura 4.45.

Conclui-se entdo que a consideracdo da mobilidade radial para o apoio do
reservatorio introduziu uma variacdo pouco significativa no valor do momento na juncéo
casca-placa. Temse assim, com esse estudo, uma confirmagdo numérica validando o

procedimento usual de se imaginar a placa com rigidez extensional infinita na andlise.



CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

Baseando-se nos resultados obtidos para os exemplos analisados, e também
por outros testes efetuados, pode-se concluir que o método das diferencas finitas
energéticas teve uma vez mais demonstrada a sua potencialidade ao ser aplicado aos
problemas axissimétricos de cascas cilindricas, placas circulares e reservatérios
cilindricos formados da juncdo destes dois elementos estruturais.

Nos problemas de casca cilindrica abordados, existe o efeito de flexdo apenas
nas proximidades do apoio, em decorréncia da perturbacdo de bordo, sendo valida a
teoria de membrana no restante da estrutura. O comportamento diferenciado nessas
duas regides levou afixacdo de discretizagdes mais refinadas na regido afetada pela
perturbacdo de bordo e mais pobres nas regibes onde prevalece o regime de
membrana. Ficou evidenciada, nesses problemas, a total conveniéncia de se definir
um elemento de transicdo na casca, de modo a se utilizar uma malha ndo uniforme,
pois o0 uso da malha uniforme levaria a um ndmero total de divisbes bem maior para
atender amargem de erro de 1 a 2% estabelecida no célculo dos deslocamentos e
momentos.

Para a placa circular, na qual os efeitos de flexdo se manifestam ao longo de
todo o dominio, a malha uniforme mostrou-se plenamente adequada, ndo havendo
assim necessidade de se recorrer ao uso do elemento de transicao.

No que se refere a consideracdo de solicitacdo térmica no reservatorio, a
implementacdo numeérica torna-se muito simples, uma vez que esse tipo de solicitacdo
implica modifica¢Bes tdo somente no vetor de cargas da estrutura.

No estudo do reservatério submetido a pressdo de um liquido, pbode -se
observar quantitativamente a pequena influéncia da consideracdo da rigidez
extensional da placa de fundo nos resultados obtidos para os momentos na juncéao,
dando assim respaldo ao procedimento usual de se considerar tal rigidez infinita na
andlise.

No presente trabalho, além dos deslocamentos, enfatizou-se o calculo dos esforgos, ja
que estes Ultimos sé@o de fundamental importancia para o dimensionamento estrutural.
Verificou-se, nos problemas estudados, que a escolha da discretizacdo foi sempre
comandada pelos esforgcos, e ndo pelos deslocamentos, ainda que, ao se empregar o
método das diferencas finitas energéticas (onde sdo aproximadas diretamente as
derivadas dos deslocamentos, as quais se associam aos esforcos) na analise de

outros tipos de problemas estruturais, jA se tenha constatado o comportamento
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contrério.

Com base na observacdo acima, e como uma primeira idéia para o
prosseguimento da pesquisa, sugere-se a andlise dos mesmos exemplos aqui
apresentados pelo método dos elementos finitos (fazendo-se uso de um elemento
finito unidimensional), considerando que neste sdo aproximados os deslocamentos,
mediante funcdes de interpolacéo, e ndo as suas derivadas (0 que em principio indica
um desempenho pior do método em relacdo aos esforgos). Isso permite efetuar uma
comparacdo com o método das diferencas finitas energéticas principalmente quanto a
avaliacéo dos esforgos.

Como outras sugestes para a continuidade do estudo realizado pode-se citar
a inclusdo de uma placa circular funcionando como tampa do reservatério, 0 que
geraria perturbagGes do regime de membrana também no topo da casca, e ainda a
andlise de outros casos b carga e de solicitagdo térmica, além de se considerar
outros tipos de cascas de revolugao (como, por exemplo, uma casca esférica).

No problema estudado, face @& axissimetria, a discretizagdo resultou
unidimensional. Uma sugestao adicional seria entdo a analise de cascas e placas com

carregamentos nao axissimétricos, mediante o uso de malhas bidimensionais.
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