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mas levantados por esta analise, uma implementagio alternativa do modelo é formulada,
baseando-se nos mesmos principios tedricos. Os principais avangos desta nova imple-
mentagdo sdo: a introdu¢do de um novo pardmetro, 0 comprimento de correlagdo; uma
implementagdo mais simples e rdpida através da eliminagdo dos elementos de interface; a
implementagdo de um algoritmo especifico para problemas elasto-frageis e o uso de um
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Capitulo 1

introdugao

1.1 Modelos de fissuragio

A aplicagdo de um modelo de fissuragio para um material como o concreto tem

como objetivo auxiliar o projetista na obtengdo de respostas para as perguntas:

¢ Quando a pe¢a ird romper ?
¢ Qual seu comportamento apos a ruptura ?

¢ Qual sera o mecanismo da ruptura ?

A primeira pergunta o permite dimensionar a peca, a segunda permite determinar
a sua seguranca (ductilidade) e a terceira lhe sugere formas de distribuir elementos de
reforgo sobre a pega. Os métodos tradicionais tém respondido satisfatoriamente a primeira
pergunta, mas para responder as outras duas, torna-se necessario utilizar um modelo de

fissuragao.

Entretanto, o cdlculo tradicional se baseia primariamente nas resisténcias do con-
creto e do ago, dados facilmente determinéveis e disponiveis, mas a maioria dos modelos
de fissurag¢do incorpora diversos outros parimetros que muitas vezes requerem ensaios de-
licados ou de dificil execugao, ou carecem de significado fisico ¢ devem ser determinados
indiretamente. O RILEM (Internation Union of Testing and Research Laboratories for
Materials and Structures) apresenta trés recomendagdes diferentes [4, 51] para a medicio
da energia de fissuragdo. Mesmo um parametro simples como a resisténcia a tragdo pode

ser determinado por no minimo trés métodos diferentes’, e a padronizagio é impedida

Ensaio de tragiio direta, compressdo diametral (“Teste brasileiro™) e médulo de ruptura na flexo.



pela inconsisténcia entre os diferentes ensaios.

Um segundo problema ¢ a multiplicidade de modelos (nfo ¢é o objetivo deste
texto revisar o extenso assunto da fissuragdo do concreto, para isto o leitor pode utilizar
[26], [4] ou [51T%). A modelagem pode ser feita com a introdugao de fissuras discretas ou
repartidas, através de relagdes constitutivas locais ou ainda através de modelos ndo-locais
baseados em gradientes de deformacao ou continuo micro-polar, para citar apenas alguns.
Os modelos de fissura discreta podem ser coesivos ou ndo, e neste tiltimo caso podem ser
baseados diretamente na mecanica da fratura linear elastica ou em fissuras equivalentes.
Em cada caso, as propriedades do material podem ser deterministicas ou probabilisticas.
A simulagio do modelo pode ser feita com elementos finitos, elementos de contorno [21,
54] ou mesmo sem elementos [7]. Optando-se por elementos finitos, a implementacgio de
fissuras discretas pode ser feita com alteragio da geometria e correspondente remalhagem,
com o uso de elementos de interface ou de forma independente da malha [6, 32]. Néo ¢
dificil entender porque um modelo de fissura¢do nao foi ainda incorporado aos codigos a

despeito do esforgo dos pesquisadores.

Apesar de recente (os principais desenvolvimentos foram feitos nas duas altimas
décadas), o estudo da fratura de materiais quase-frageis estd bastante maduro [4, 26] ¢
alguns pontos nfio provocam mais discussdo, como a importincia do efeito de escala® ¢
da energia de fissura¢do na analise. A revisdo dos codigos deve iniciar por estes pontos,
uma vez que os projetistas sejam convencidos da necessidade de fazé-lo [47]. Os resulta-
dos realistas dos modelos probabilisticos podem desempenhar um papel importante nesta

tarefa.

O projeto baseado nestes conceitos permitiria obter margens de seguranca mais
uniformes ao levar em conta o efeito de escala, além de abrir a possibilidade de executar
detalhes ndo usuais e de explorar novos materiais. Mesmo nas areas cobertas pelos cadi-
gos, seria possivel explorar o significado de recomendag¢des como as armaduras minimas

e limites de ductilidade, os quais sdo empiricas até 0 momento [26].

20 leitor que procura uma introdug#o breve pode comegar por [31, p. 528].
3Em estruturas geometricamente similares mas com dimensdes distintas, observa-se experimentalmente
uma diminui¢do da reststéncia nominal ¢ da ductilidade do material com o tamanho, o que nfo pode ser

explicado pela teoria convencional.



Enquanto isto, 0os modelos de fissuragdo tém sido aplicados com sucesso em
casos especificos, como em barragens [30, 48] ou no estudo de novos materiais, como

compositos [2].

1.2 Modelos probabilisticos

Dentro dos modelos de fissuragdo, um dos pontos em estudo ¢ o fato de se obser-
var experimentalmente caminhos de fissuragio diversos e mesmo mais de um mecanismo
de ruptura em pegas construidas de forma idéntica. A causa ndo ¢ desconhecida: o con-
creto € um material heterogéneo, o que determina diretamente suas caracteristicas fisicas

¢ 0 seu comportamento 2 fissuracdo.

A proposta dos modelos probabilisticos € simular o comportamento do concreto
como um material heterogéneo, com o objetivo de obter o comportamento médio ¢ sua
faixa de variagdo, esta tiltima importante para a andlise da confiabilidade [15] da estrutura.
Em algumas aplicagdes, deseja-se também obter resultados realistas para os caminhos de

fissuragdo e para o comportamento da pega, comparaveis aos obtidos experimentalmente.

O modelo probabilistico mais direto é provavelmente o concreto numérico [39],
no qual uma segao de concreto € digitalizada ou gerada artificialmente e discretizada em
uma malha fina o suficiente para que se possa representar separadamente os materiais
constituintes (matriz e agregado) através de elementos finitos. E desnecessério dizer que
este método € numericamente dispendioso, especialmente em 3D, além de apresentar um

resultado demasiadamente detalhado e dificil de analisar.

Com objetivos semelhantes, alguns modelos aproximam o concreto de forma
discreta, por treligas, reticulados de vigas [49, 57] ou conjuntos de particulas rigidas [2].
Estes compartilham as desvantagens acima e possuem ainda a desvantagem adicional de
ndo poder representar corretamente propriedades tensoriais, ndo podendo incorporar de
forma simples relagdes constitutivas nio-lineares quaisquer. Qutro tipo semelhante de
modelo aproxima a microestrutura do material por uma matha de poligonos®. Sellers

¢ Napier [50] prescreveram fissuras nas arestas dos poligonos, simulando fissuras pré-

existentes e permitiram a abertura de novas fissuras.

4Obtidos por discretizagio de Voronoi [50], triangulagio de Delaunay ou mosaicos L ¢ S [58].



A abordagem mais comum para a simulagido de materiais heterogéneos ¢ o uso
do método dos elementos finitos estocasticos (MEFE) [29, 37, 52]. Neste método, as pro-
priedades do material (médulo de elasticidade, resisténcia a tragdo, curva de softening)
sdo modeladas como campos aleatdrios, e um processo matematico € efetuado para deter-
minar o comportamento médio da estrutura e o desvio em relagdo a esta média. O método

foi aplicado ao concreto em [15], usando relagdes constitutivas ndo-lineares.

Todavia, as caracteristicas do problema de fissuragio discreta dificultam o empre-
go de artificios matematicos como o método da perturbagio ou a expansio de Neumann
[29, 37], comumente utilizados no MEFE. A alternativa € efetuar a simulagio direta pelo

método de Monte Carlo (ver segdo 2.4),

1.3 O Modelodo LCPC

O modelo probabilistico de fissuragio estudado neste trabalho fo1 desenvolvido
por Rossi e Richer [40] no Laboratoire Central des Ponts ct Chaussées (LCPC/Paris), ten-
do sido obtidos resultados [42] muito semelhantes a experimentos reais. Suas caracteris-
ticas principais sdo a simplicidade de implementagéio, o reduzido niimero de pardmetros>

¢ a aparéncia realistica das simulagdes, principalmente das trajetorias de fissuracio.

Este modelo descreve o concreto através de uma relago constitutiva local elasto-
fragil, na qual a resisténcia a tra¢do e 0 modulo de elasticidade sdo variaveis aleatérias. Os
pardmetros adicionais relativos ao carater estocastico, como a média e o desvio padrio,
sdo estimados a partir de férmulas empiricas deduzidas com base em numerosos ensaios

[45].

A fissura ¢ implementada com o auxilio de elementos de interface inseridos en-
tre os elementos finitos, os quais perdem sua capacidade de transmitir esforgos quando
sua tensao normal ultrapassa a resisténcia local, efetivamente abrindo fissuras discretas
restritas as arestas dos clementos. A presenga de elementos de interface permite a imple-
mentagdo de diferentes relagdes constitutivas, das quais a relagio elasto-fragil é apenas

um caso cspecial, ¢ ainda evita a necessidade de remalhar o problema com o progresso da

Na formulagdo original sdo suficientes a resisténcia a compressio do concreto e a dimensdo méxima

do agregado



fissura.

A resposta final do problema é obtida através do método de Monte Carlo direto:
diferentes realizagdes sdo calculadas pelo sorteio das resisténcias a tragdo dos elementos
de interface ¢ dos modulos de elasticidade de todos os elementos, adotando-se a média

das realizag6es como resultado final.

1.4 Implementacao proposta

Partindo das mesmas observagdes fisicas que levaram & formulagio do modelo
do LCPC, ¢ possivel devisar formulages alternativas. Neste trabalho, algumas das defici-
éncias do modelo tal como implementado por Paz [35] e utilizado por Dubeux [10] serdo

apontadas e alteragfes que mantenham os principais méritos serdo propostas.

Questiona-se a validade e a necessidade do uso de elementos de interface$; o
método de geracdo das propriedades aleatdrias; o significado das realizagdes individuais
¢ da simulagdo de Monte Carlo; além da validade do critério de ruptura. O resultado
deste questionamento foi uma formulacdo altemativa, a qual descreve a fissura por meio
de altera¢cbes minimas na malha; gera as propriedades como campos aleatoérios; procura

obter realiza¢des individuais mais realistas e utiliza um critério energético de ruptura.

Reconhecendo caracteristicas especiais do modelo do LCPC, um algoritmo pa-
ra a resolugdo de problemas elasto-frageis foi implementado, simplificando a simulagio

tanto pela formulago proposta quanto pela formulagio original.

Neste trabalho, serio mostrados os resultados de simulagGes obtidas com esta
formulacdo alternativa, aplicada a um ensaio encontrado na literatura [19], apresentado
pelos autores como um padrio de comparagio para modelos de fissuragdo do concre-
to. O ensaio foi realizado em um grande nimero de corpos de prova em trés diferentes
dimensdes ¢ dois tipos de carregamento, tendo sido registradas diversas curvas (P x 8,
Px CMOD, etc.7) e a envoltéria experimental das trajetorias de fissuragio. Serdio mostra-
dos os resultados de realizagdes individuais obtidas pelo método proposto, para compara-

¢d0 com estas curvas ¢ envoltorias experimentais.

SEmbora se reconhega sua utilidade quando ha fissura coesiva

"Carga—deslocamento e carga-abertura da fissura (crack mouth opening displacement CMOD)



Capitulo 2

Modelo Probabilistico de Fissuracao

Uma descrigdo mais completa do modelo do Laboratoire Central des Ponts et
Chaussées (LCPC/Paris), desenvolvido por Rossi e outros, pode ser encontrada nas refe-
réncias originais [40, 42-45]. Detalhes do método sem correspondéncia nesta implemen-
tacdo alternativa ndo serdo discutidos, pois a proposta deste trabalho ¢ substituir alguns

pontos do método sem questionar a validade do conjunto.

2.1 Principios

O concreto € um material heterogéneo. Sob o ponto de vista mecénico, ¢é util
imagina-lo como composto por duas fases [3], a matriz (pasta de cimento, outros materiais
cimentantes e agregado mitido) e o agregado (graido). Quando ensaiadas separadamente,
ambas possuem um comportamento acentuadamente elasto-fragil [31, 33], como ilustra-
do na Figura 2.1(a). Contudo, o material composto comporta-se de forma quase-fragil,

apresentando uma resisténcia residual apds a ruptura.

Tal comportamento ¢ exibido tanto na compressdo quanto na tra¢do, como ilus-
trado na Figura 2.1. Ambos os comportamentos foram estudados através do modelo pro-
babilistico [42, 43], percebendo-se que para simular a fatha por compressdo é necessario
utilizar um critério de ruptura por cisalhamento. Para evitar este pardmetro adicional,

neste trabalho sera tratada apenas a ruptura probabilistica por fra¢do.

Outra conseqiiéncia da heterogeneidade ¢ a existéncia de uma escala interna do
material [16], relacionada com o didmetro do agregado, a qual ndo ¢ desprezivel em re-
lagdo as dimensdes dos corpos de prova, ou mesmo das estruturas. Materiais como o

aco também apresentam este tipo de escala interna, mas o comprimento desta escala é

6
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(a) Diagrama elasto-fra- (b) Diagrama quase-fra- (c) Diagrama quase-fra-
gil (referéncia) gil (compressio) gil (tragio)

Figura 2.1: Diagramas tensdo-deformacdo de materiais frageis e quase-frageis

geralmente desprezivel e o material pode ser considerado homogéneo.

Com o aumento das dimensdes do corpo de prova, esta escala se torna proporcio-
nalmente menos importante, ¢ que reduz a variabilidade das propriedades. Em simulagdes
pelo método dos elementos finitos, as propriedades em cada elemento sio uniformes’, po-
dendo ser associadas s propriedades medidas em um corpo de prova com as dimensdes
do clemento. Logo, espera-se que uma malha mais grosseira apresente uma menor varia-

bilidade das propriedades que uma malha mais refinada.

A origem da variabilidade ¢ evidentemente a diferenga entre as propriedades da
matriz, do agregado e da zona de transi¢ao [45]. Em concretos normais, a matriz é menos
resistente que o agregado, mas a diferenca diminui a medida que a resisténcia do concreto
aumenta [31, 33]. Portanto, espera-se que na simulagdo os concretos de alta resisténcia

scjam mais homogéneos.

Observa-se experimentalmente uma diminuigdo da resisténcia com o aumento
do tamanho, porém BaZant e Planas [4, cap. 12], os quais dedicaram bastante esforgo
a0 estudo do efeito de escala, ndo acreditam que isto esteja relacionado com a heteroge-
neidade, uma vez que o efeito de escala ocorre também em materiais homogéneos e suas
simulagdes baseadas em modelos heterogéneos prevéem um efeito de escala diferente do

observado experimentalmente. Isto contraria a hipétese de Weibull?, utilizada por Rossi

LOu variam de forma simples, como através das fungdes de interpelagio do elemento,

2Na qual a resisténcia de um corpo heterogéneo depende do nimero de falhas contidas no mesmo. Esta

hipétese, publicada em 1939, prevé portanto que a resisténcia deve diminuir com o aumento das dimensdes



et al. [45] para justificar a relagdo entre resisténcia a tragdo e heterogeneidade (equagio
2.2). Independentemente da origem, o efeito de escala deve ser observado quando se

determinam as resisténcias aleatorias.

Outra caracteristica do material é o seu mecanismo de ruptura®, a abertura de
fissuras devido a deformacfio de tracio excessiva. Sob carga de compressdo, o concreto
sofre microfissuragdo distribuida por toda a area comprimida, culminando com a ruptura
quando as fissuras se fundem em aberturas continuas. Sob carga de tracdo direta, a falha
inicia com a propagac¢io de uma fissura na drea menos resistente do corpo, ndo tendo sido
observadas experimentalmente microfissuras distribuidas neste caso. O modelo deve ser
coerente com este comportamento e ainda considerar o fato de se observar que o concreto
apresenta microfissuras mesmo antes do carregamento [3], pois as mesmas podem ajudar

a distribuir a fissuragdo e blogquear a propagacio de macrofissuras [50].

Deseja-se, a partir das consideragdes acima, obter um modelo numérico que per-
mita alcancar os objetivos propostos por Shah er a/. [51]: identificar os locais onde a
fissura deve iniciar e modelar a propaga¢io da fissura, incluindo 2 coalescéncia ¢ bifurca-

¢do, até o colapso final da estrutura.

Um passo importante nesta modelagem ¢ a escolha ¢ posterior determinacio dos
parametros. Dentre os parimetros mais comumente empregados, destacam-se a energia
de fissuragfio, o diagrama de soffening e a resisténcia 4 tragdo. Como resultado de si-
mulagdes e experimentos com barragens, utilizando principalmente o modelo de fissura
coesiva, Saouma er al. [48] chegou 4 conclusdo de que a forma do diagrama de softening é
relativamente pouco importante*, bem como o valor exato da energia de fissuracio, quan-
do se considera a incerteza experimental no valor do médulo de elasticidade. O parimetro
que teve mais importincia em seus experimentos foi a resisténcia a tragdo, o que o levou
a concluir [47] que a escolha dos pardmetros deve ser feita através de um compromisso:
0s mesmos podem ser tio complexos quanto o modelo exija, uma vez que o fenémeno é
complexo, mas ao mesmo tempo devem ter um significado fisico que possa ser medido

experimentalmente.

do corpo.
3Determinado por técnicas radiograficas, microscopia ou ultrasom, entre outras,

4Desde que atenda a requisitos minimos. O diagrama bilinear é considerado satisfatério f4].



2.2 Preparagao do problema

O ponto de partida do modelo probabilistico ¢ uma malha de elementos finitos,
na qual o corpo em estudo ¢ subdividido. A cada elemento ¢ atribuido um maodulo de
elasticidade E aleatorio, o qual é sorteado de uma distribuig¢io normal. A média £, deve
ser determinada experimentalmente, enquanto o desvio padrio £s depende do tamanho
do agregado, como discutido na segiio 2.1 e da resisténcia a compressdo® de um corpo de
prova normalizado. Seu valor é obtido a partir da férmula empirica [45] ¢ (2.1):

ve\ ¢
Es=0,15E, | o= 2.1
A

a=0,16+2,7x1073f.—-3,4x 107872

onde ¥z € o volume do elemento (volume do corpo de prova no trabalho original), ¥4 ¢ o

volume do agregado ¢ f; € a resisténcia 4 compressio do concreto.

Recentemente, uma melhor estimativa para os pardmetros da distribui¢io normal
tem sido obtida por analise inversa [12, 14] e a influéncia da heterogencidade no médulo

de elasticidade foi tratada analiticamente em [58].

Em uma segunda etapa, as arestas entre clementos (no caso bidimensional, ou
faces no caso tridimensional, o qual niio ser considerado neste texto”) sdo substituidas por
elementos de interface, de forma que os elementos da malha original nio mais guardem
vinculos uns com os outros, a ndo ser através de elementos de interface retangulares, nos
quais duas arestas estdo em contato com os elementos vizinhos e as outras duas possuem
dimensdo desprezivel, o que torna o elemento de interface uma linha que se confunde com

a propria aresta.

A cada elemento de interface ¢ atribuida uma resisténcia aleatdria, escolhida a
partir de umna distribuigdo normal, de forma aniloga a0 médulo de elasticidade, em fungdo

das mesmas variaveis, utilizando como média f; , e desvio padriio f; 5 os valores obtidos

SUtilizada como estimativa da diferenga entre a resisténcia da matriz e do agregado, como discutido
na scedo 2.1, principalmente por ser facilmente determindvel ¢ por “fazer parte da bagagem cultural do
engenheiro” [45].

SH4 um erro de impressio na formula (2.1} quando reproduzida em [14].

7 Ao leitor ¢ sugerido consultar [35).



pelas férmulas empiricas [45] (2.2) ¢ (2.3):

Ve b
fru=6,5 (7,4) (2.2)
b=0,25-3,6x1072/,+1,3x10752
¥, —
fic=0,35 (i) (2.3)
V4

c=4,5%x1072445%x1073/,—1,8x 10732

onde Vg, V4 e [ tém os mesmos significados que em (2.1).

Em uma distribui¢io normal, pode haver valores negativos, logo Rossi utilizou
uma distribuicdo normal truncada em zero®. Tais valores podem ser interpretados como
pré-fissuras. Pode-se argumentar [S] que outra distribui¢do deveria ser utilizada, como

discutido na se¢do 3.1.

Embora seja possivel atribuir resisténcias ao cisalhamento [43], entre as vérias
possibilidades de critério de raptura, neste texto serd tratado apenas o critério de tragio
simples: quando a tensdo perpendicular ao elemento de interface atinge determinado valor

de tragdo, o elemento ¢ considerado rompido ¢ sua rigidez é permanentemente alterada.

Diversas alternativas poderiam ser adotadas quando o elemento de interface é
rompido, dentre as quais a simulagio do comportamento de softening [1] (resisténcia
residual de tragio) ou aggregate interlock (resisténcia residual ao cisalhamento). O caso
mais simples ¢é o elasto-fragil, quando o modulo de elasticidade do elemento de interface

¢ levado irreversivelmente a zero, o que equivale efetivamente 4 remogdo do elemento.

Na abordagem probabilistica, mesmo este caso mais simples pode simular o
fendmeno de softening apés a simulagio de Monte Carlo, como observado por Rossi e

também por Vervuurt et al. [57), utilizando uma abordagem diferente.

2.3 Implementagao

A resolugdo do modelo ¢ feita de forma deterministica’, ap6s o sorteio das va-

ridveis, em um codigo de elementos finitos relativamente padrio.

80u seja, se eventualmente for sorteado um valor negativo, utiliza-se zero em seu lugar.

%Qu seja, no ¢ empregado um método estatistico como o método da perturbagio [29].
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A simulagio deste método apresenta diversos problemas de ordem pratica. Ob-
viamente, o problema € fortemente néo-linear e desafia o uso de processos como Newton-
Raphson pela inversdo do modulo de elasticidade na porgéo softening da curva. Ao se
tentar aplicar o carregamento de forma incremental, ocorre a falha brusca ¢ instavel, ndo
permitindo a observagdo do comportamento softening do corpo. O mesmo acontece em

experimentos reais, quando o controle é feito pela carga aplicada.

Escolhendo-se um determinado né e controlando-se a sua deformagéo, ¢ possi-
vel obter a curva completa utilizando o métode de Newton-Raphson, da mesma forma
que experimentalmente utiliza-se o controle por deformagéo ou abertura da fissura (crack
mouth opening displacement CMOD). Ainda assim, Paz [35] percebeu que a cada passo
de deformagéio diversos elementos podem romper ao mesmo tempo, invalidando o calcu-
lo, uma vez que cada ruptura é seguida por uma redistribui¢io das tensdes, a qual por sua
vez pode determinar a ruptura de outros elementos. Desta forma, um segundo controle
¢ necessdrio para que ndo mais que um elemento (aquele mais solicitado) rompa a cada
iteragdo, até que seja possivel completar o passo de deslocamento, procedimento denomi-
nado “fissura hierarquizada” por Paz. Problemas semelhantes foram relatados por outros

autores [1, 50], os quais adotaram solugdes analogas.

O resultado da simulagdo deterministica ¢ uma curva carga-deslocamento, obtida
plotando-se o carregamento P em um ponto selecionado contra o deslocamento & do no
controlado. Como a simulagdo é controlada por deslocamento, tem-se uma sucessdo de

valores de P calculados em valores pré-determinados de 8.

2.4 Processo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo [36, 46] ¢ um método de integragdo numérica em um
espago multidimensional, no qual uma técnica convencional exigiria um niimero excessi-

vo de avaliagbes da fungio a ser integrada.

O teorema fundamental da integragdo de Monte Carlo diz que, dados N pontos
X{,X,...,Xn, escolhidos aleatoriamente dentro do volume de integragdo ¥ com densidade
de probabilidade p, a integral de uma fungdo f neste volume é dada por
(f2) - )?

~ (2.4)

1= [ fpav=(n)+

11



onde

1 N

= ﬁizlf(xf) (2.5)
N

(= % 2 %) (26)

Reconhecendo em (2.4) a equagdo (A.15), este teorema sugere um procedimento

para célculo do valor esperado de uma fungdo f(&y,&a....,En) de m varidveis aleatorias:

Sortear valores para as varidveis aleatérias X, ’5, ...,k , segundo sua densi-

dade de probabilidade conjunta, ou seja, obter uma realiza¢do k dos mesmos;

Avaliar a fungdo f; = f(€%,E5. ... EX) para esta realizagiio;

Calcular / = {f;) por (2.5) e estimar o erro por (2.4);

Repetir at¢ a convergéncia ou até o nimero maximo de realizagdes.

A técnica acima pode ser interpretada, na notagdo do método probabilistico de

fissuragdo, como:

e Sortear valores para as propriedades aleatdrias (modulos de elasticidade, re-

sisténcias a tra¢do);

Efetuar a simulagdo de elementos finitos;

Para cada resultado desejado, por exemplo cada ponto da curva P(8), calcular

a média das realizagdes!?;

Repetir até a convergéncia ou até o niimero maximo de realizagdes.

100 que pode ser feito a cada iteragao por
|
(P = 7 (k= 1)(Plicr +P) @7
onde k ¢ o nimero da realizagdo, P; o resultado da mesma e {P;) a média calcutada com 4 realizaces.
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Capitulo 3

Analise Critica do Modelo do LCPC

Neste capitulo serdo descritas algumas deficiéncias do modelo do LCPC ¢ da sua
implementagdo, apontando-se provaveis solugdes, como o objetivo de guiar o desenvol-
vimento de uma versdo melhorada deste modelo. Como resultado desta anilise, serdo

elaborados quatro grupos de propostas.

O primeiro estd relacionado com a discretizagio do problema modelado, ou seja,

com a geracdo da malha de elementos finitos que sera simulada;

O segundo grupo diz respeito a forma de efetuar a simulac¢do, tendo em vista

algumas caracteristicas importantes do modelo;

O terceiro grupo de propostas estd relacionado com a interpretagdo dos dados

resultantes da aplicagio do método de Monte Carlo;

Finalmente, o quarto se refere a aspectos da Mecanica da Fratura que foram

negligenciados no modelo.

Algumas criticas sdo especificas a implementagdo de Paz [35], utilizada por Du-
beux [10] e outros [12, 13], ndo s¢ aplicando & implementagdo original de Rossi, denomi-

nada CESAR-LCPC. Este fato devera estar claro no texto.

3.1 Preparagao do problema

Uma das primeiras etapas de uma simulagio de elementos finitos estocasticos,
em particular do modelo de fissuragio probabilistico do concreto, € a geragdo do campo

estocastico que representa a grandeza aleatéria estudada no corpo.

A técnica mais simples consiste em se sortear aleatoriamente e independente-
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mente valores para as grandezas aleatorias a partir de uma distribuicdo pré-determinada ¢

dc seus pardmetros.

Um problema pode ser identificado com esta abordagem: assumindo que a gran-
deza aleatéria reproduzida pode ser representada adequadamente por valores aleatérios
nio correlacionados, a discretizagdo do dominio divide o mesmo em regides {elementos}
onde a grandeza é constante ou varia suavemente. Como estes elementos possuem ta-
manho finito, é introduzida uma correlagdo espacial dependente do tamanho do elemento
[58], ndo relacionada com o campo estocastico que se deseja estudar. Por outro lado, se
o campo ¢ autocorrelacionado espacialmente, como normalmente € o caso [8, 16, 58], a
corrclacdo € representada de forma insatisfatoria por este efeito colateral da discretiza-
¢do. Em particular, a correlagdo tende a desaparecer com a diminuigio do tamanho do

elemento.

A solugdo proposta neste trabalho €, partindo da malha de elementos finitos na
qual o problema ¢ subdividido, atribuir a cada elemento um modulo de elasticidade obtido
através de um campo estocastico gerado em fungdo ndo so dos parimetros da distribuigéo,
mas também de um comprimento de correlagdo (relacionado possivelmente com o tama-
nho do agregado). A elasticidade do elemento sera uma aproximacéo do valor do campo

sobre 0 mesmo, como por cxemplo o valor do campo sobre o ponto central do elemento!.

Desta forma, o efeito dos tamanhos do elemento ¢ do agregado sera sentido sem
a necessidade de introduzir uma relagdo direta entre estas quantidades e o desvio padrio.
Como apontado por Xi [5] em discussdo sobre o desvio padrdo presente em [14], esta
relagio aparece indiretamente como conseqiiéncia da homogeneizagdo das propriedades

[58].

Através deste processo, obter-se-a a independéncia entre o resultado e a discreti-
Zagdo, uma vez que no limite, quando se diminui o tamanho dos elementos, as elasticida-

des dos mesmos serdo os proprios valores do campo estocastico e manterio a correlagido

descjada.

A mesma abordagem deve ser empregada para as resisténcias, adotando-se os

valores do campo aleatorio correlacionado sobre os nos como os valores locais da resis-

Ver Lima [29, p. 20] para outras sugestdes.
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téncia f;. O efeito de escala pode ser levado em conta segundo as férmulas empiricas,
caso seja desejado, tomando-se como volume do elemento V¢ uma area fixa relacionada

diretamente com o comprimento de correlagdo.

Uma questdo independente ¢ a utilizagio da distribui¢do normal para o sorteio
das resisténcias. Outras distribui¢des poderiam ser utilizadas, em particular a distribuigfo
de Weibull, contudo os dados experimentais [45] ndo sdo suficientes para decidir entre as
duas. Carmelict ¢ de Borst [8] utilizaram para fins andlogos uma distribuigio de valores
extremos do tipo 11, bascando-se em consideragdes fisicas. Diversas aplicagdes empre-
gam a distribui¢do log-normal, a qual possui a significativa vantagem de ndo gerar valores
nulos ou negativos. Além disto, esta distribuigio possui uma “cauda” mais longa, o que
permite obter maior ductilidade para a simulagédo (atualmente obtida com o aumento do
desvio padrdo, sob pena de se gerar ocasionalmente valores negativos [35]). Optando-se
por empregar uma distribui¢do ndo-gaussiana, pode-se testar também (desde que o ele-
mento finito seja suficientemente pequeno para justifica-la) uma distribui¢do que possua
dois picos de probabilidade, relativos as propriedades dos dois principais constituintes do

material (matriz e agregado).

3.2 Implementagido

Uma das formas mais simples de efetuar uma simulagio de fissuras discretas é
inserir ¢clementos de interface nas arestas do modelo de elementos finitos. Desta forma, a
fissura segue o contorno dos elementos sem haver a necessidade de introduzir novos nés
ou elementos na malha. Entretanto, a trajetdria da fissura deixa de corresponder a prevista

pelo modelo de fissuragio que se estd simulando.

Em sua implementagdo do modelo de fissuragdo discreta probabilistica do con-
creto, Paz [35] descreve em detalhes a formulagio de um elemento de interface, a qual
difere da formulago de Rossi [40]2. Na formulacio de Paz, o clemento possui uma es-
pessura ficticia 4, pequena o suficiente para nfo interferir no resultado da simulagio antes
de romper. Desta forma, o elemento possui uma rigidez muito maior que seus vizinhos,

interferindo drasticamente no condicionamento da matriz de rigidez, o que prejudica o

INa qual ¢ utilizado um elemento quadrilétero de seis nds, interpolado quadraticamente na diregdo

longitudinal e linearmente na diregio normal ac elemento, com espessura “infinitamente pequena™.
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desempenho de métodos iterativos de solugio como o gradiente conjugado.

Por outro lado, as alternativas possuem seus proprios problemas: métodos adap-
tativos ou de ajuste da malha provocam a criagiao de novos nos {e em alguns casos cle-
mentos), provocando dificuldades de implementagio e dificuldades numéricas como o au-
mento da largura de banda da matriz de rigidez (o que sugeriria 0 emprego de esquemas
de armazenamento elemento-por-elemento) e distorgio excessiva dos elementos®, como

argumentado por Alfaiate et a/. [1].

Logo, a escolha da utilizagdo dos elementos de interface € resultado de um ba-
lango entre os problemas desta alternativa e os problemas relativos 4 remalhagem, sendo

ambas as escolhas validas.

Aponta-se apenas o fato de que o critéric de ruptura é baseado na tensdo normal
ao elemento de interface, calculada no centro do mesmo. Supondo que ndo exista um
elemento de interface correspondente a dire¢do mais solicitada, é possivel que a ruptura
seja erroneamente deslocada para um ponto diferente do mais solicitado. Na implemen-
tagdo proposta, 0 nd mais solicitado é determinado a priori, e apenas em seguida tenta-se
aproximar a dire¢io da fissura sobre a malha. Logo, a localizagio da fissura ndo pode ser

falseada pela configuracio local da malha.

Em [1], tal discussio ndo se aplica porque esta sendo simulada uma tinica fissura,

partindo de um entalhe (notch).

Propde-sc assumir o risco de adotar a abordagem de alteragdo da topologia da
malha, abrindo-se mio dos elementos de interface, com o objetivo de obter maior efici-
¢ncia (ao diminuir o nimero de graus de liberdade) ¢ maior flexibilidade (em algumas
situagdes a malha pode ser ajustada para melhor aproximar a dire¢io da fissura). A mu-
danca de topologia é conceitualmente e numericamente equivalente (ver Apéndice B) ¢

permite simular adequadamente um material elasto-fragil?.

30 que pode ser corrigido ao custo da maior complexidade do codigo, alternativa empregada nos softwa-

res FRANC2D/3D ¢ QUEBRAZD.

4Qutros tipos de comportamento, como softening, podem ser stmulados introduzindo elementos de in-
terface na abertura criada, reduzindo as vantagens do método, pois a reestruturacio da malha se torna mais
trabalhosa (ver se¢go 6.3).
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3.3 Processo de Monte Carlo

No modelo probabilistico, cada experimento numérico, ou realizagfio do campo
estocastico, gera um resultado que, como o experimental, estd distribuido em torno de
uma média mantendo um certo desvio da mesma. Através do processo de Monte Carlo, é
possivel a partir destas realizagGes obter a média, ou valor esperado, do experimento. Um

outro dado do processo é o desvio padrio, desprezado no modelo probabilistico padrio.

Fazendo-se uma analise estatistica do comportamento do elemento de interface
clasto-fragil, como mostrado no Capitulo 4, verifica-se que o processo de Monte Carlo
converge para um valor determinado, o que ¢ cocrente com os resultados obtidos até
entdo [10, 12, 14, 35]. Além disto, este valor é equivalente ao valor obtido utilizando-se
uma relagio constitutiva com softening, o que sugere que o “modelo material” elasto-
fragil torna-se apenas um artificio de calculo. Embora as conclusdes do capitulo tenham
sido baseadas na andlise de um unico elemento, em um caso unidimensional, é possivel

extrapolar algumas das conclusdes.

O fato da realizagfo individual ndo possuir um significado definido é obviamente
insatisfatorio. Um dos objetivos do modelo probabilistico é obter uma aproximagio plau-
sivel para um resultado experimental, a qual deveria estar representada pela realizacio,
ndo pelo resultado de Monte Carlo, o qual é deterministico e representa um comporta-

mento medio em relagdo a qual nfo se conhece o desvio.

PropGe-se adaptar o método com este objetivo em mente. A primeira alteragéo,

sugerida pela andlise do Capitulo 4, é a utilizagdo do comprimento de correlago.

Uma vez que as realiza¢des individuais correspondam a resultados experimen-
tais, € possivel utilizar o desvio padrio entre as realiza¢des como estimativa do desvio
padrdo real. Este valor possui grande utilidade na analise de confiabilidade, permitin-
do estabelecer uma faixa de comportamento esperado em lugar de um comportamento
padrio. Isto permite obter estimativas methores do coeficiente de seguranga. Além dis-
to, pode-se simular o carater probabilistico de um problema (ndio do material), como do

ensaio de tracdo direta.
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3.4 Aspectos mecanicos

Desde a década de 20, com o trabalho de Griffith [20], sabe-se que ndo € possivel
utilizar a tensdo como critério de ruptura de um corpo elastico fissurado, uma vez que em

tal caso a tensdo na ponta da fissura se aproxima de infinito sob qualquer carregamento.

Este fato provocou a falha dos primeiros modelos de elementos finitos que pro-
curaram simular a abertura de fissuras através do uso de elementos elasto-frageis (deter-
ministicos) com um critério de ruptura baseado na tensio [4, 31, 51]. A medida que a

malha é refinada as tensdes crescem, o que torna o resultado da simulagdo ndo objetivo.

Introduzindo-se alguma ndo-linearidade na relagdo constitutiva do material, é
possivel limitar as tensdes na ponta da fissura a um valor finito, permitindo que se conti-
nue a utilizar a tensdo como critério de fissuragio. O sucesso na utilizagdo de tal critério
para o método probabilistico [10, 14, 35] deve-se provavelmente ao efeito de suavizagdo
de tensdes gerado pela incapacidade do modelo de elementos finitos representar adequa-
damente o campo de deformagdes proximo a ponta da fissura sem fun¢des de interpolagido
especiais. Isto permitiu que a tensio se mantivesse em niveis aceitdveis, o que foi ainda
acentuado pelo fato das tensoes ndo serem calculadas na ponta da fissura, e sim as tensdes

a uma certa distincia da mesma, no centro do elemento de interface.

O uso da tensdo a uma distincia fixa da ponta da fissura, desde que a distin-
cia seja pequena o suficiente, é equivalente a usar o fator de intensidade de tensdes [18],
contudo ndo ¢ este 0 caso, e ainda assim o limite de tensdo neste ponto teria de estar
multiplicado por uma constante. A determinagdo do valor desta constante, provavelmente
como fun¢do do volume € do grau de aproximagio do elemento empregado, pode tornar

5 ¢ 0 uso do fator de intensidade de tensdes. Esta & uma

equivalentes o uso da tenséo no néd
proposta promissora, na opinido do autor. Experimentos numéricos em modelos simples
da Mecénica da Fratura (chapa com entalhe, por exemplo), utilizando os resultados ana-
liticos amplamente disponiveis na literatura, permitiriam testar hipdteses ou férmulas de

calculo para esta constante.

Mesmo quando se utilizam rela¢Ses constitutivas ndo-lincares com softening, é

SEncarada como uma aproximagdo da tensdo a uma distincia fixa do n, a ser corrigida pela constante

citada.
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necessario utilizar a energia de fissuragéo para evitar a dependéncia da malha [4, 51].

A proposta deste trabalho ¢ introduzir o critério de Griffith {ver Capitulo 5), o
gue equivale a adotar a Mecanica da Fratura linear elastica (LEFM). O local da fissura
ainda sera determinado pela méaxima tensdo de tragfo, por ser extremamente dispendioso

encontrar o local de maxima liberag¢do de energia.

Contudo, o uso da LEFM também ¢é questionavel, pois a mesma prevé resistén-
cias muito altas para corpos pequenos ¢ ndo permite estudar corpos saos ou com fissuras
menores que uma dimensdo critica. Em materiais quase-frageis, a presenca de uma zona
de processamento de fissura torna a resisténcia a fratura variavel, contrariando a hipdtese

basica do critério citado.

Neste trabalho, nao se procurou uma solugao definitiva, mas apenas um avango
em relac¢io a solugdo anterior. A solugdo adotada é valida se o matenal for suficientemente
fragil, se a zona de processamento de fissuras for suficientemente pequena e se houver um

tamanho minimo de fissura (neste caso, imposto pela discretizagdo).
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Capitulo 4

Analise Estatistica do Elemento de Interface

Neste capitulo sdo apresentadas as bascs para a argumentagio da secdo 3.3, atra-
vés da andlise analitica e numérica de um modelo unidimensional, com o objetivo de
demonstrar a importincia do comprimento dc correlagdo na simulagdo de Monte Carlo

utilizada pelo método probabilistico.

4.1 Modelo analisado

O modelo mecanico empregado foi a barra e a interface mostrada na Figura 4.1,
O experimento numérico consiste em aplicar um deslocamento crescente & 4 extremidade
livre e medir a carga P resistida pelo elemento de interface. O resultado é arelagio P &

para a interface.

Este modelo foi utilizado previamente [12, 13] para introduzir técnicas de analise

inversa no contexto do modelo probabilistico do concreto.

[p——
o

|

ALEAERLLEURERRASNANN

on

Figura 4.1: Modelo analisado: barra contendo um elemento de interface
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Figura 4.2: Relacdo constitutiva elasto-fragil para o elemento de interface.

4.2 Versao discreta

O problema pode ser formulado usando uma representagao discreta para a inter-
face, composta de n camadas, cada uma possuindo uma relagdo constitutiva elasto-fragil
(Figura 4.2) com resisténcia 4 tragdo f',i = 1,...,n. Supde-se que o mddulo de elas-
ticidade E e o coeficiente de Poisson v s3o constantes para todos os elementos, o que

simplifica a exposigdo sem comprometer sua generalidade.

Os valores individuais f7 sdo sorteados de uma distribuigio selecionada, descri-
ta por sua fungdo de densidade de probabilidade p; () e pela fungdo de distribuigdo

acumulada correspondente £, (/7).

4.3 Versao continua

Quando r tende a infinito, um campo continuo € obtido, o qual pode ser devisado
de forma mais geral como um campo aleatorio unidimensional f,(x),x € [0; 4], interpre-
tado como a resisténcia a tragdo em cada ponto x do elemento de interface. Supde-se que
a interface perca a continuidade em uma regido de dimensdo dx em torno de um ponto x

quando a tensdo de tragfio Gx atinge o valor maximo local f;(x).

As resisténcias f,(x) sdo novamente sorteadas de uma distribuigio descrita pelas

fungdes py, (f7) e Fr.(f7), apresentadas anteriormente.

4.4 Solucio analitica

O objetivo da analise ¢ prever a forma do diagrama P x 8 para as realizacoes

individuais e para a média de Monte Carlo.
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Para cada realizagdo k, um conjunto de resisténcias f7, para a versdo discreta,
ou um campo aleatdrio f; 4(x) para a versdo continua, é obtido através da distribuigio de

probabilidade.

Em ambas as versdes do modelo, a carga Py é obtida integrando-se as tensdes na

interface:

a@:fmmm @.1)

onde ox(x) pode assumir dois valores diferentes, de acordo com o estado do ponto x:

Ok(x) = E:EBk(ﬁ,x) (4.2)

onde:

0 Ed { "
Bs—d. 7l (4.3)

I se ETS < fix(x)

Um procedimento de Monte Carlo ¢ usado em seguida para obter o valor espera-

do {P:(8)) e o desvio padrio DP,(8) para o conjunto de N realizacdes:

i N
B =3 2P @4
1 N
DFe= |5 Y (P —(Pe))? (4.5)
k=1

4.5 Versido discreta de camada Unica

Este caso particular da versdo discreta serd analisado separadamente para que s¢

obtenha algumas concluses primarias.

Para cada realizagdo £, a interface tem uma resisténcia homogénea f; ; e conse-

quentemente uma tensdo homogénea Oy, a partir da qual a carga pode ser calculada:

E
Pk(ﬁ) = hGy — ThaBk(S) (4.6)

onde B;(8) foi definido em (4.3).

Cada realizagdo Py possui, previsivelmente, um comportamento elasto-fragil.
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Figura 4.3: 20 realizagdes de experimentos P x 8, média de Monte Carlo (200 realizagoes)
¢ média estimada por (4.10). Dados: £~ 1,t =L, A—=1, f; , = 5, fi o = 2,n = 1 (interface

discreta com uma unica camada).

A média (P;(0)) para um niumero infinito de realizagdes pode ser calculada como

cegue:
@) = [~ Emoipth)ar @)
- ETha(Bk(S)) (4.8)
Pode-se mostrar facilmente que:
(Br(8)) =1-Fy, (ETB) (4.9)
Logo:
(PL(B)) = ET”S [1 F (ETS)] (4.10)

Este resultado, juntamente com algumas realizagdes individuais, pode ser visto
na Figura 4.3. Neslc caso, uma distribui¢do normal foi empregada, com média f,, e

desvio padrao f; ¢.

E notivel que 2 média de Monte Carlo scja suave e corresponda a um com-

portamento softening, embora as rcaliza¢des individuais sejam puramente elasto-frageis e
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descontinuas. Sera mostrado que este também é o caso para a versdo discreta com nimero

arbitrario de camadas.

Como uma primeira conclusdo deste exemplo simplificado, pode-se verificar que
a equacdo (4.10) representa uma solugao fechada para um problema deterministico, para o
qual o elemento de interface tem um comportamento softening, dado pela cquagio (4.11),

derivada diretamente de (4.10):

Ed Ed
o= (%) i

Esta relagdo constitutiva ¢ fungdo da distribuigio ¢ de seus pardmetros, por exemplo a

média £, , € o desvio padrio f; 5 no caso da distribuigdo normal.

A Figura 4.3 mostra também que as realizagbes individuais ndo possuem qual-
quer semethanga com a solugfo obtida apés a convergéncia do processo de Monte Carlo,

e que 0 modelo material elasto-fragil € til apenas como método alternativo de resolugio.

A falta de significado para as realizages individuais é ébvia neste primeiro
exemplo, mas ndo tio evidente nos seguintes, ¢ pode estar oculta em outras aplicacdes
do modelo probabilistico, onde a suavizagio do resultado surge como produto do proces-

so de Monte Carlo.

4.6 Versado discreta

4.6.1 Valor médio de P(3)

Se o elemento de interface ¢ dividido em #n partes iguais, cada uma com altura
h/n, ha apenas n valores diferentes para 6,(x), os quais serdo representados por RE

1....,n

O valor de £ pode ser calculado pela andloga discrela da equagio (4.1):

P(8) =Y, goi (4.12)
i=1

Para a qual cada &}, pode ser calculada por (4.2), resultando:

Pi(8) = i En—';aBi(S) (4.13)

i=1

onde B (8) ¢ definido por (4.3).
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O valor esperado (P;) pode ser calculado por:

_ER, 2 (8) 4.14)

sabendo-se que (X7, BL(8)) = n{Bk(8)), e utilizando (4.9):

(P} = Ei’a [1—}«} (ES)} (4.15)

Pode-se notar que esta equagdo ¢ igual a (4.10), o que mostra que a sempre sc obtém o
mesmo resultado para a interface discretizada, mesmo para o caso degenerado n = 1. De

fato, as cquagoes (4.10) e (4.15) mostram que o resultado nio depende de ».

4.6.2 Desvio padrao de P(8)

Uma scgunda informagdo importante sobre P(d) é seu desvio padrdo em torno
do valor espcrado. Foi mostrado acima que um calculo de (P;{3)) permite obter scu
valor esperado para qualquer discretizagéo, contudo o mesmo ndo € verdade para o desvio

padrdo DP(9).

Usando férmulas padrdes, pode-se mostrar que:
Ehd

DF; = _DZBk (4.16)
nt 7

—ETi:j\/(I F; (EB))Fﬂ (55) (4.17)

O desvio aproxima-se lentamente de zero quando o nimero de elementos au-

menta, mas ha sempre algum desvio introduzido apenas pela discretizag3o.

Sera mostrado que a origem deste desvio esti relacionada com o fato de haver
correlagio unitaria entre pontos sobre 0 mesmo elemento. Esta correlagio, quando inse-

rida na fungdo de distribuigdo ¢ substituida em (4.35), é a fontc do desvio indescjado.

4.7 Elemento continuo
4.7.1 Valor esperado de P
De (4.1} e (4.2}

h
Pk(ﬁ)—fo o1 x)dxiwf Be(x) dx (4.18)
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Mais uma vez, € trivial obter, a partir das propriedades da integral de campos

aleatorios;
Ehd Ed
Pi(d) = - [1 - F, (T)] (4.19)

Deve-se notar que (4.21) € o mesmo que (4.15) e seu caso especial (4.10). Isto
significa que um clemento com infinitas camadas ¢ capaz de reproduzir o “resultado de

Monte Carlo” sem o processo de Monte Carlo.

Se houver correlagdo no campo f;(x), (4.19) seria obtida apenas apos a simulagio

de Monte Carlo, como anteriormente:

(Pr(8)) = /Oh(ﬁk(x))dx: ‘—/:(Bk(x))dx (4.20)
_End [1 _F (Ea)] 4.21)

t T
4.7.2 Desvio padrao de P

Quando ndo ha correlagio, o resultado é quase-deterministico (com probabilida-
de 1) e ndo ha desvio padrdo. A tarefa de obter o desvio padrio para o caso geral (ou s¢ja,

com correlagio) é significativamente mais dificil.
A equagio (A.40) sera utilizada:
2
DP(8)* = [D (0(x)) dx] (4.22)

horh
= [ [ By s s (4.23)
onde B (xy,x,) & a covaridncia do campo estocéstico, definida em (A.33).

Esta equagio pode ser simplificada ao se assumir que o campo é homogéneo.
Neste caso, B3(x1,x2) depende apenas da distdncia entre x ¢ X2, ou seja, Bo(x1,x;) =

Bg(xl —x3). Portanto:

DP,(5)? 2 fo " 0B () dx (4.24)

Examinando esta equacgdo, verifica-se que o desvio padrio depende apenas da

covaridncia do campo. No caso particular onde o campo é ndo correlacionado, B3 (x) = 0
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para x # 0, ndo havendo portanto desvio padrio, caso em que o resultado da realizagio ¢

igual ao valor esperado com probabilidadc um.

A ultima tarefa ¢ o célculo desta covaridncia a partir da fungio conhecida, a co-
varidncia das resisténcias a tragdo B% (x1,x7). Da defini¢do de covaridncia (A.33), usando

(4.2) e (4.9):

BY(x1,x2) = (0(x1)0k(x2) — (04(x))) (4.25)
— (&S(x1)S(x2) (1 - Fy(0")?) (4.26)
= & ({S(x1)8(x2)) — (1 - F{a'))?) (4.27)

onde ¢’ — £2

A quantidade ainda indeterminada em (4.27) ¢ (S(x))S(x2)). Como S(x) tem
uma distribui¢do discreta e S{x1)S{x2) é ndo nulo apenas quando S{x;) ¢ S(x3) sdo ambos

n#o nulos, esta quantidade pode scr expressa como:
(Sx1)S(x2)y =P(S(x1)=1e S(x2) =1) {4.28)

= P(fi(x1) > & ¢ fi(x2) > &) (429)

onde a probabilidade podec ser obtida com a ajuda da fungio de distribui¢io de dimensdo

finita Fﬁ(XI ),ﬂ(xz)(P’Q)’ paraa qual:

Fronsia)(2:9) =P(filx)) <pe filx2) < q) (4.30)

utilizando esta equagao ¢ o fato de que a fungdo de distribuicio marginal F(fY) ¢ inde-

pendente do ponto especifico, tem-se:

(S(x1)8(x2)) — 1 =2F;(6") + Fr(a)) fr(12) (0. 6) (4.31)

Substituindo-se (4.31) em (4.27), tem-sc:

BY(x1,22) — 62 (1 = 2F; 4 Fp ) 406 (61 07) = (1 = F(6'))2) (4.32)
= & (Fyey st} (067 = Fy(6)) (4.33)

£ interessante notar que, quando as resisténcias Jt nao sao correlacionadas, a
funcéo de distribui¢do conjunta ¢ simplesmente Fry 1.,y (P.q) = F7,(p)F;,(q), o que
faria B%(x;,x2) = 0 ¢ DP — 0 como esperado.
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Finalmente, levando-se (4.33) a (4.24), empregando o fato do campo ser homo-

géneo, B% (x1,%) = B% (x1 —x2), tem-se:

h
DP? = 26> /0 (h=%) (Fy0) 41 (6'26') — F (¢)?) dx (4.34)
h hl
-20" ( /0 (h = X)Fp0)50(0, 6 ) dx - =F, (6’)2) (4.35)

onde a ultima tarefa ¢ avaliar a integral, quando a fungdo de distribui¢do conjunta é co-

nhecida.

Esta cquac@o pode ser solucionada numcricamente, sendo provavelmente a me-
lhor abordagem a simples simulagio de Monte Carlo. O resultado mais importante é a
prova de que o desvio padrdao depende apenas da correlagdo, através da distribui¢do con-
Jjunta, resultado que pode ser aplicado também ao caso discreto, utilizando-se uma fungio

de correlagio adequada (ver {59]).

4.8 Analise numérica

Se for adotada uma abordagem na qual o elemento de interface ¢ aproximado
por um modelo dividido em » partes com resisténcias ndo correlacionadas, abordagem
adotada por alguns artigos [13], a cquagdo (4.17) mostra claramente a dependéncia entre

o desvio padrio e o nimero de partes.

A Figura 4.4 mostra alguns resuitados. Cada figura mostra a média e o desvio pa-
drdo, estimados por (4.17), juntamente com algumas realizagdes representativas. Valores

aleatorios gaussianos ndo correlacionados foram utilizados para as resisténcias 7.

Este desvio indesgjado ndo pode ser retirado sem alterar o resultado. Entretanto,
se algum desvio for esperado, oriundo da correlagdo do campo verdadeiro, este desvio

pode ser introduzido artificialmente tornando o campo correlacionado.

A Figura 4.5 mostra 0s mesmos experimentos numéricos da Figura 4.4, utili-
zando valores correlacionados para o campo. Demonstra-se desta forma que o desvio
mantém um valor consistente, o qual pode ser obtido por (4.24), independente do refina-

mento, o que € 0 comportamento desejado. O desvio foi calculado diretamente através da
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Figura 4.4: Resultados numéricos para 10000 realizagdes (10 amostras estio representa-

das) de um campo néo correlacionado, dados E = 5,1 =1, A= 5, u(f;) =7 e Df, = 2.
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(c)n=512

Figura 4.5: Resultados numéricos para 10000 rcalizagdes (10 amostras estdo represen-
tadas) de um campo correlacionado, dados E =S, t =1, A =5, p(f;) =7.Df, =2 ¢
! =0.554.

simulagdo de Monte Carlo, com 10000 realizagdes. A covariancia utilizada foi:

2
xu
B?:ﬁ (x,y) =Dfi%exp| -1 (31—);) (4.36)

onde D, € o desvio padrio das resisténcias e / ¢ o comprimento de correlagdo. Nos
exemplo, / foi escothido de forma a se obter uma varidncia comparavel aos resultados

com & elementos,
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Capitulo 5

Tépicos de Mecanica da Fratura Linear Elastica

5.1 Historico

A necessidade da Mecénica da Fratura foi percebida quando Inglis [23] publicou
em 1913 sua solu¢do do problema de concentragio de tensdes em uma cavidade elipsoi-
dal em um soélido elastico infinito, apontando que as tensdes tendem a infinito quando a

cavidade tende a uma linha.

Baseando-se neste resultado, Griffith {20] concluiu que a tensdo nio pode ser uti-
lizada como critério de ruptura em um sélido fissurado ¢ propds que a propagagio de uma
fissura deve requerer uma determinada quantidade de energia superficial especifica (por
unidade de édrea), a qual o mesmo associou com a energia Y, necessaria para quebrar as
ligagdes microestruturais do solido. Esta energia ¢ proveniente da liberagdo da energia de
deformagdo armazenada no corpo, medida pela taxa de liberagio de energia (por unidade

de area) G.

Pode-se generalizar esta afirmacio para o caso ndo-linear e evitar os problemas
com a interpretacdo fisica da quantidade ; (a qual ndo corresponde a energia de superfi-
cie quando medida por outros meios) definindo um parimetro denominado resisténcia a
fratura R, a ser determinado experimentalmente. Em concreto, costuma-se utilizar como
R a energia de fissuracio Gr, medida a partir do trabalho realizado pelas for¢as externas,

através da area do diagrama carga-deslocamento.

O cnitério de Griffith pode ser expresso como

G=R (5.1)



Este é um critério global, quc associa uma liberago de energia ao nivel estrutural
com a propagacgdo da fissura. O proximo avango foi a introdugao do conceito de fator de
intensidade dc tensdes' K; por Irwin [24] em 1957, 0 qual permite definir um critério de
ruptura equivalente ao global mas que possui uma relagfo direta com o campo de tensdes
nas proximidades da ponta da fissura, o que permitiu a larga aplica¢io da Mecanica da
Fratura. Para Trwin, o critério de propagacdo da fissura (no modo [) é Ky = K., onde K.
¢ a tenacidade a fratura do material. Utiliza-se a notagdo G, para a resisténcia a fratura R

quando sc obtém o valor da mesma através da relagio G. = K7 /E.

Finalmente, em 1968 Rice [38] definiu a integral J, a qual permite calcular a
liberagdo de energia global de um corpo eldstico, a partir de uma integral de linha® na
vizinhang¢a da ponta da fissura, fechando as bases da Mecanica da Fratura Linear Elastica

(LEFM).

Como tanto os fatores de intensidade de tensdes quanto a integral J carccem da
generalidade dos conceitos globais (G ¢ R), neste trabalho optou-se por trabalhar ape-
nas com estes ultimos. Sabendo-se que no caso linear elastico, utilizado como primeira
aproximagdo®, a resisténcia R ¢ uma propriedade do material, a utilizacdo do critério de

ruptura da equagio (5.1) requer apenas o célculo da liberagdo de energia G.

O uso de um modelo linear se justifica apenas na abordagem probabilistica. As
tentativas de aplicar a LEFM diretamente ao concreto datam de 1961, com o trabalho de
Kaplan [25], mas os repetidos fracassos levaram a adogio da Mecinica da Fratura nfo-
linear (NLFM) ¢ ao desenvolvimento dos numerosos modelos de fissuragiio atualmente
disponiveis. Em particular, verifica-sc experimentalmente que a energia de fissuragio G,
medida a partir do trabalho das forcas externas, ¢ consistentemente superior ao valor G,
obtido através da tenacidade 3 fratura, além de variar com a geometria do corpo de prova,

contrariando as hipoteses basicas da LEFM.,

Ha4 trés modos de fissuracio e um fator para cada modo: Ky, K7 e Ky, Neste trabalho, apenas o modo
I (abertura) ¢ considerado.

%A qual pode ser facilmente convertida em mtegral de dominiv, como feito em {32).

3Ver também a discussdo ao final da secdo 3.4,
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Figura 5.1: Liberagdo de energia G.4

5.2 Taxa de liberagao de energia

Para efeito de simplificagio, na discussio abaixo sc supdc um material perfeita-
mente elastico e linear, mesmo que alguns dos resultados ndo dependam desta restri¢do.
Em particular, assume-se quc a cnergia de deformagio ¢ igual a energia de deformagio

complementar [28, 55] e que nédo ha deformagio permanente.

5.2.1 Modelo continuo

Seja um corpe Q delimitado por um contorno I', contendo uma fissura T'z, sub-
metido a condigdes de contorno de deslocamento prescrito (¢ —= @) em I',, ¢ forgas pres-

critas (F = F)em T).

Fazendo a fissura sofrer um incremento dI'~, maniendo constantcs as condi¢des
de contorno, verifica-se uma altera¢io nos deslocamentos em I', e nas forcas em I,,.
Dc forma simplificada, os deslocamentos tendem a aumentar ¢ as reagdes nos pontos de

deslocamento imposto tendem a diminuir.

Na Figura 5.1, estio representados os casos simplificados em que se tem apenas
uma forga e seu deslocamento correspondente, com condigdes de forga prescrita (Figu-

ra 5.1(a)) e deslocamento prescrito (Figura 5.1(b)).

Venifica-se que ha uma diferenga entre o trabalho realizado pelas forcas externas
durante o carregamento e o trabalho realizado pelo corpo durante o descarregamento. Esta

diferenca esta representada pela parte destacada na Figura 5.1, correspondendo a energia
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liberada pelo processo de fissuragio. Representando o incremento da fissura pelo seu
aumento de arca d4, tem-se que a liberacdo de energia por unidade de area, ou taxa de

liberagdo de energia, ¢ dada por [28]

1 du dF
—- [ (F2_ % 2
G zfr(FaA uaA)dF (5.2)

resuliado este que pode ser visualizado facilmentc na Figura 5.1.

Como esta equagdo utiliza apenas os valores no contorno, a mesma pode ser

separada em

1 _ du 1 _oF
GE/FPFB—Adr 3 . i55T (5.3)

sabendo-sec que u ¢ F' s3o constantes em determinadas partes do contorno.

5.2.2 Modelo discreto

Em um modelo discreto, a equagio correspondente a (5.3) ¢
1. du oF

. S (5.4)

onde F ¢ u sdo os vetores de forgas externas ¢ deslocamentos, respectivamente. d4 é o

incremento de drea da fissura.

Dentre as formas sugeridas em [28], escolheu-se calcular G diretamente através
de (5.4), aproximando-se as derivadas por diferengas finitas. Calculam-se os deslocamen-
tos u’ ¢ forgas F' no estado inicial, cria-se uma fissura de drea A4 no corpo e determinam-

se os deslocamentos u'*! ¢ forgas F*! no estado final. Dec (5.4), tem-se

G=lp wi-u 1, F-F

2 d4 2 d4 (5-3)

Desde que a alteragdo causada pelo crescimento das fissuras scja pequena, o cél-
culo dos valores da iteragdo i + 1 pode ser efetuado por um método iterativo, utilizando os
valores na iteragfo anterior como valor inicial. Sabendo-se que estes valores serdo tam-
bém dteis para o calculo de G**!, conclui-se que o método é suficientemente econémico
¢ geral, ressaltando-se que ndo é necessario implementar rotinas adicionais {como seria
necessario sc fosse adotado o método da integral J) nem utilizar malhas excessivamente

refinadas (como nos métodos que calculam o fator de intensidade de tensdes).
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O valor exato do carregamento ndo ¢ essencial para o célculo de G, desde que
o carregamento seja proporcional. Isto € muito importante, uma vez que se deseja utili-
zar o valor de G para determinar o valor do carregamento em que ocorre a abertura ou

propagacdo de uma fissura. Com carregamento proporcional, tem-se

F—AF, (5.6)
¢, portanto
Ku = F = AF, (5.7)
Definindo ug = K~ 'Fy
Ku — AKug (5.8)
u = g (5.9)

logo, € necessario apenas calcular ug correspondente a A = 1, tendo-se os demais valores

calculados por (5.9).

Substituindo-se (5.6) € (5.9) em (5.5), tem-se

) 1 . . i ) Fi+|_Fi
G — _(11)2( ;}.uﬁ i, _“:)' 0 Y 0) (5.10)

onde as quantidades F ’5 e ug sdo calculadas para A = 1.

Desta equagéo, pode-se obter facilmente A para que G assuma qualquer valor

descjado, por exemplo o valor de R para o material.
A=+/R/Gy (5.11)

No caso ndo proporcional, tem-se um carregamento permanente F,, causando
um deslocamento permanente u,. O carregamento total e o deslocamento correspondente

sdo dados por:
F—=F,+AF (5.12)

U=+ Aug (5.13)

Substituindo-se (5.12) e (5.13) em (5.5), ¢ assumindo-se G = R (equagio 5.1), ¢

possivel obter uma equagdo nio-linear em A, a ser utilizada em lugar de (5.11).
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Capitulo 6

Proposta Alternativa de Implementacao

Neste capitulo serd descrita uma implementagdo alternativa do método proba-
bilistico, com o objetivo de mostrar a possibilidade de se formular um modelo coerente
com 0s principios expostos na scgao 2.1, sem os problemas descritos no Capitulo 3. Co-
mo as justificativas foram apresentadas anteriormente, sera dada énfase 4 implementagio

propriamente dita.

Ao final do capitulo, serd sugerida uma forma de inserir os fragmentos de cédigo

do Apéndice C em um programa pré-existente de elementos finitos.

6.1 Geragao das propriedades aleatorias

Supde-se (ver segdo A.3 no Apéndice A) que € possivel gerar um campo aleatério
em forma de grade, ndo obrigatoriamente igualmente espagada nas duas diregdes, uma vez
que o nimero de intervalos precisa obedecer simultaneamente ao critério descrito adiante
na se¢do 6.1.1 e a restrigdo do método espectral, o qual exige a utilizag3o de poténcias de

dois por empregar a FFT.

De posse deste campo, a se¢do 6.1.3 explica como obter os valores nodais exigi-

dos pela implementagio.

Os dados de entrada para a geragio do campo devem ser obtidos juntamente com

os demais dados do problema, sendo eles:

e Resisténcia média do campo f; ;

e Desvio padrio da resisténcia f; q;
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¢ Comprimento de correlagio f; ;.

Por analogia, pode-se utilizar 0 mesmo procedimento para a determinagdo dos
mddulos de clasticidade dos elementos. Como discutido na segiio 3.1, calcula-se o valor

do campo aleatorio no centréide do elemento.

6.1.1 Preparagao da grade

Dc posse de todas as coordenadas nodais, ¢ necessario obter as coordenadas
de um retdngulo que contenha todo o modelo. Estas coordenadas, denominadas aqui
(x1,31) € (x2,)2), serdo utilizadas para determinar o tamanho da grade necessaria. Deve-se
adicionar uma “margem” de um comprimento dc correlagdo em cada lado para contornar

a periodicidade do campo obtido pelo método espectral descrito no Apéndice A.3.

Em seguida, de posse do comprimento dc correlag@o é possivel estimar o espa-
¢amento maximo entre os pontos do grid, sabendo-se que para uma fun¢io de correlagio

isotrdpica “gaussiana” como (6.1), a densidade especiral é dada por (6.2).
el XY
B(x) - 6 exp( n(zl) ) 6.1)
— -0 —— (! 6.2
10~ 2o*exp - Lo 62)
A densidade espectral cai para 1% de seu valor maximo na freqiiéncia o = @.

Sabendo-se que a freqiiéncia maxima (denominada freqiiéncia de Nyquist) presente cm

uma representacio discreta de espacamento A € wy = g calcula-se o cspagamento neces-

sario por:

T Vaon

>

AZ ] (6.3)
ou sgja:

T
Az /—I=0. :
1/46 0.8261 (6.4)

O valor conservativo de 0.8/ sera adotado para estimar a densidade de pontos

necessaria para cobrir 0 campo:

—x 2
’:%H (6.5)
42
+ 212 Of’é;r +1 (6.6)
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Figura 6.1: Grade para geragdo do campo aleatério.

valores que devem ser arredondados para a poténcia de dois mais préxima, resultando nos

valores N ¢ M. Os espagamentos Ax e Ay sdo dados por

X2 —X] + 2!

Ar="2 (6.7)
2
Ay = }% (6.8)

A Figura 6.1 ilustra as grandezas citadas nesta segio.

6.1.2 Célculo da fungédo de correlagao e gera¢cao do campo

O campo serd gerado de forma discreta, em uma grade de indices inteiros f,
comn=1,..., Nem=1,... M. Calculam-se os valores da fungdo de correlagio para
um quarto do campo (os demais valores sdo refletidos pelo procedimento de geragio do

campo) por
n 2 2
Bnm—c(ﬁ)zcxp(—m(((nml)/lx) + {(m—1)Ay) )) (6.9
O campo discreto gerado possui as caracteristicas desejadas. Sua relagio com o
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campo continuo ¢ dada por:

fam = (01 =14 (n = DAx,py — + (m— 1)A) (6.10)

6.1.3 Interpolacdo dos valores nodais

Definido o campo aleatorio discreto, os valores intermedidrios podem ser in-
terpolados para a obtengfo dos valores nodais. Optou-se por uma simples interpolagio

linear', utilizando-se o quadrilatero que contém o né descjado.

Para cada n6é da malha, determinam-se os indices (n,m) do vértice superior es-

querdo do quadrilatero por

x—x1+1
—mt{ "0 6.11
n n( A )-I— ( )
m = Int (}ﬂi’) +1 (6.12)
Ay

onde Int(z) é a parte inteira de z e (x,y) sdo as coordenadas do né desejado. Se fom ¢ 0

valor do campo aleatorio para os indices dados, entdo

i+
x’:%—nﬂ (6.13)
y’:H—'H m+1 6.14)
Ay

[y) = fim(1 = YA =)+ frneym® (1=Y) + fami ) (L =X W + finitymo 1y XY
(6.15)

6.2 Algoritmo de resolugao

Devido ao caréter clasto-fragil da relago constitutiva proposta para o material,
uma importante simplificagdo pode ser utilizada [57]. Todos os calculos da nova imple-
mentagio serdo realizados em modelos elasticos lineares, uma vez que entre as iteragdes

0 corpo sera sempre considerado integro. Entre outras caracteristicas, isto significa que ¢

*Esta ¢ a maneira mais simples, porém ndo a mais indicada, por nao atender totalmente 3 hipdtese feita
na equagdo (6.4). A interpolagio deveria ser suave o suficiente, idealmente usando a propria série de Fourier.
Na pritica, uma interpolacdo por splines cubicas ¢ provavelmente adequada. A alternativa empregada foi

ytilizar um valor conservativo para A em (6.4),
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possivel aplicar um carregamento unitario e extrapolar o resultado linearmente, desde que

o carregamento seja proporcional (o caso nio proporcional € discutido adiante).

Esta simplificagdo permite que se resolva o problema sem recorrer a algoritmos
ndo-lineares como Newton-Raphson. Nio é necessario também efetuar o carregamento
em passos de carga, nem ha qualquer diferenga® entre o controle por carga ou por desloca-
mento, uma vez que 0 método € controlado pelo proprio progresso da fissuragio, embora

qualquer tipo de controle possa ser simulado em uma etapa de pos-processamento.

A cada iteragdo, um carregamento unitario serd aplicado ¢ a tensio em todos
os nos scra determinada. Determina-se entdo o fator de solicitagio a ser multiplicado
pelo carregamento para que scja rompido o né mais solicitado, scgundo o procedimento

abaixo.
Se K* ¢ a matriz de rigidez do problema na iteracdo k, € Fp é o carregamento
unitario, o deslocamento unitario ¢ calculado por:

uy = (kYR (6.16)

dc onde ¢ possivel calcular o tensor de tensdes no no i, Oy, através da matriz constitutiva

D e das derivadas das fungdes de interpolagio B, calculadas no né
o4 = DBufy 6.17)

e através de um calculo simples pode-se obter um vetor com as tensdes principais corres-

pondentes.

Seja ¢, ; a maxima tensdo de tragdo (ou minima de compressdo) no no / (o indice

da iteragdo ¢ deixado implicito para maior clareza) e f; ; a resisiéncia a tragéo neste mesmo

2Exceto pela forma de calcular a cnergia de fissuragio. Utilizando-se controle por deslocamento, tern-se
um limite inferior ¢, analogamente, um limite superior ac empregar o controle por carga. O valor real esta

localizado entre os dois [28].

3Se o campo de deslocamentos possui derivadas descontinuas no nd, como ocorre ao se utilizarem fun-
¢oes de interpolagdio lineares para os deslocamentos, uma aproximaco para as tensBes deve ser empregada.
O autor utilizou a média das tensdes calculadas individualmente em cada clemento que converge para o no

1].
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no. Obtém-se o fator de solicitagdo f;; do nd por:

i{Cri S€ JS_OEO‘,‘)O
foi= fuiloi e f b (6.18)

o0 sco,; <0

¢ o fator de solicitagdo do corpo ¢ o fator correspondenie ao nd mais solicitado:
[ =min(f; ;) (6.19)

Finalmente, o carregamento aplicado ¢ o deslocamento correspondente sdo de-

terminados por:

uf = fhuf (6.20)
Ff= 'Ry (6.21)

A proxima iteragdo € obtida abrindo-se a fissura no n6 mais solicitado (7,5, onde

fonms = J¥) como descrito na se¢io 6.3 e calculando-se a proxima matriz de rigidez K1

Quando ha carregamento permanente (ndo-proporcional), utiliza-se a superpo-
sigdo de efeitos. O campo de tensdes gerado pelo carregamento permanente ¢ utilizado

como dado de entrada para o calculo a seguir.

Seja F}, o carregamento permanente. Utilizando-se a notagdo apresentada acima,

calcula-sc o deslocamento permanente:
uy = (K7'F, (6.22)
¢ as tensdes causadas pelo carregamento permanente:
ok ;= DB, (6.23)

Deseja-se calcular as tensoes Gi‘ correspondentes ao carregamento combinado

(permanente + proporcional) a partir dos deslocamentos combinados:
ut = (K) "N (Fy + fEFy) = ub + fruf (6.24)
onde f* ¢ o fator de solicitagfio, ainda indeterminado, e:

o = DB + fiuf) = of ;+ fiok, (6.25)
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Para tornar mais evidente a ndo-lincaridade em f* introduzida pelo calculo da
maxima tensdo principal, sera tornada explicita a transformagdo. O tensor de tensdes no

no é representado pelo vetor 6% ;:
Gg,i - [ GI,C Gy,c 'txy,c ]T (626)

de onde os indices do nd e da iteragao foram suprimidos para maior clareza. A primeira

tensdo principal G‘f ; ¢ dada por:

2
GX-C + G_V,C Gx,c - Gy,c‘
Of; = Tyt \/’f;zg;,c-l- (—2 ) (6.27)
onde por (6.25), tem-se:
Oxc ~ Orp+ frOx0 (6.28)
Gy,c = G_v,p +f;k0y,0 (629)
Taye = Tonp + S5 Tey0 (6.30)

A obtencdo de f;; ndo é tdo simples quanto em (6.18), mas ainda pode scr efetuada
satisfatoriamente utilizando-se f; em lugar de /¥ nas equacdes (6.28), (6.29) ¢ (6.30),

substituindo-as em (6.27) ¢ resolvendo-se ndo-linearmente
ri = fui (6.31)

ondc devem surgir problemas de ordem pratica relacionados com os casos especiais, como
resisténcia negativa e tensdio de compressdo. Este método ndo foi implementado pelo

autor.

6.3 Fissuracao discreta

Em cada n¢ a scr rompido, sera determinada a direg3o principal perpendicular &
dire¢do da maior tragfo, de forma que uma linha imaginaria passando pelo né e seguindo
a direcdo de uma fissura imaginaria possa ser tragada. A geometria da malha sera alterada

para sc aproximar tio bem quanto possivel desta fissura ideal.

Embora a utiliza¢do de elementos finitos convencionais nas proximidades das
fissuras seja questiondvel, a aproximagdo obtida ndo é pior que o trabalho original de

Rossi ou que trabalhos mais recentes como [1]. Procurou-se evitar o uso de elementos

42



ndo convencionais (clementos singulares ou elementos “de ponta de fissura™), para evitar
a complexidade do algoritmo de remalhagem empregado por Ingraffea e Wawryzynek em
seu simulador FRANC2D/3D, ou por Martha ef al. no programa QUEBRA2D. Como
alternativa, podcria ser adotada uma abordagem baseada na particdo de unidade (parri-
tion of unity) [6, 32], porém isto complicaria desnecessariamente o codigo de elementos

finitos.

Ao sercm abandonados os clementos de interface, perde-se a possibilidade de si-
mular comportamentos diferentes do clasto-fragil. Contudo, a alteragio na geometria, tal
como proposta nestc trabalho, permite que se adicionem facilmente elementos de interface

“triangulares™, como descrito nas notas de rodapé 7 ¢ 8 na pagina 45.

Por outro lado, a auséncia dc clementos de interface melhora o condicionamento

da matriz, o que auxilia a convergéncia de métodos iterativos como o gradiente conjugado.

6.3.1 Separacao dos elementos

Apos o calculo do fator de solicitagdo, descrito na se¢do 6.2, esta determinado o

ponto mais solicitado ;.

Define-se o dngulo v como a dircgdo ficticia da fissura, perpendicular a dire¢io
principal de maior tensdo de tragfo. O dngulo ¢ medido também em relagdo ao eixo dos

x, variando de 0° a 180°, sendo calculado por:
1
Y= 5 arg(O'y — O, 2T:xy) (632)

onde arg(x,y) ¢ o dngulo entre o vetor de coordenadas (x,y) e o eixo dos x, em FORTRAN

atan2 (y,x). Este dngulo esta ilustrado na Figura 6.2.

Para cada elemento ligado ao né mais solicitado, obtém-se o dngulo 8 da bissetriz
das duas arestas do clemento ligadas ao né. O angulo é medido em relagio a um eixo
paralelo ao eixo dos x global, tendo 0 n,; como origem. O sinal do dngulo y— 6, apds
ajustado para o intervalo (-180°,180°], definird o grupo do clemento em questio (positivo

ou negativo).

A cspessura dos elementos ¢ nula, devendo-sc introduzir uma espessura ficticia de forma andloga 4

formulagdo dos elementos de interface de Paz [35].
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(a) Divisdo dos elementos (b) Abcrtura da fissura (c) Alteragio das pontas da
fissura

Figura 6.2: Abertura de uma fissura intcrna

7.

(a) Divisdo dos elementos {b) Agrupamento dos ele- (c) Bifurcagio da fissura

mentos

Figura 6.3: Bifurcagdo de uma fissura

Caso haja ao final apenas um grupo de clementos, n3o é possivel abrir uma fissura

e sera utilizado o proximo né mais solicitado.

Caso 0 ny, csteja localizado em uma ponta de fissura, deve-se partir desta fissura,
apenas mudando a dircgdo da mesma. Os clementos contidos no menor ingulo formado
por esta fissura ¢ pela diregdo ¥ serdo movidos para o0 grupo contrério, de forma a se ter

apenas dois grupos divididos pela fissura, como mostrado na Figura 6.3.

Cria-sc um n6 sombra n,;, com as mesmas coordenadas do n,,; ¢ os elementos de
um dos grupos sdo movidos para este no, efetivamente abrindo a fissura. Todo o procedi-
mento acima estd vinculado a tentativa de aproximar geometricamente a fissura. Se fosse

descjado manter a forma da malha, entre outros motivos para nio deformar os elemen-
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Figura 6.4: Abertura dc uma fissura de bordo

tos’, poder-se-ia utilizar como alternativa o critério descrito em [1], resumidamente abrir

as arestas cujas tensdes nas diregdes normais 4s mesmas fossem maximas.

Para cada n6 n, nas pontas da fissura recém aberta (apenas um n6 se a fissura

parte da borda do corpo ou de uma fissura pré-existente), toma-se uma das agdes:

¢ Sc 0 no é interno, o mesmo é movido® para que o Angulo da aresta np—n, seja
igual ay’;

e Caso contririo, o nd estad em um bordo e a fissura deve emergir para a su-
perficie, ou estd em uma fissura ja existente, com a qual a nova fissura deve

se fundir. Em qualquer dos casos, deve haver a criagio de um segundo no

sombra n, 2 ¢ a abertura da ponta da fissura, como ilustrado na Figura 6.4%.

6.4 Critérios de ruptura

O critério de ruptura descrito acima ndo corresponde dirctamente ao critério ado-

tado por Rossi na formulag@o do LLCPC, sendo utilizado o critério da maxima tensdo de

SE necessario evitar que a deformagiio gere clementos de drea negativa ou nula. A implementagio atual

reverte progressivamente a alteragio feita ao no, caso isto seja detectado.
Ver nota 5.

! Adicionalmente, caso sc deseje incluir clementos de interface na fissura recém-aberta, deve-se criar um

clemento triangular utilizando-se o né 71, como ponta € 08 NS 71,y € ns como base.,

8Caso desejado, pode ser incluido um elemento de interface retangular, utilizando 0s nds n , ¢ ;5 para

formar uma das bascs menores e 08 nds 2 4, € #1; para formar a outra.
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tragdo, proposto por Erdogan e Sih [11] e utilizado por diversos autores [1, 19, 32]. O
critério escolhido possui a evidéncia experimental [18, 19] do problema utilizado para
validar a formulagdo (ver Capitulo 7}, existindo outros [4, 28, 51], como a diregio da

maxima liberagdo de energia, maxima densidade de energia, etc.

Se a fissura for restrita as arestas, as formulagdes sdo equivalentes, exceto pela
escolha do local de abertura da fissura. Esta formulagio sempre abrird a fissura no né
mais solicitado, enquanto a formulagio original depende da existéncia ou ndo de uma

aresta adequada, correspondente a diregdo da fissura neste nd.

O critério para a escolha do local de abertura da fissura € a tensdo, ¢ a diregio
da mesma ¢ perpendicular a diregio principal da maior tensio de tracdo. O valor de A
(fator a multiplicar pelo vetor de carregamento unitério £ € pelo vetor de deslocamentos
unitarios ug correspondente, para obier a resposta do problema na iteragdo) é escolhido
para que a tensao no nd mais solicitado seja igual a resisténcia a trag@o local do material.
Como alternativa, implementou-sc o calculo de A por (5.11), tomando-se R — ¢ ﬁl,,v ondc ¢
¢ uma constante que permite transferir o carater estocastico da resisténcia a tragio nodal
Jiipara aresisténcia a fissuragio R. A resisténcia a tragfo possui distribui¢cio normal, mas
seu quadrado nido, o que resulta no fato da energia de fissuragdo aumentar com o desvio

padrdo de f;, o que ocorre também no modelo do LCPC.

6.5 Implementagao em um cédigo do MEF

Esta se¢o descreve os passos necessdrios para a conversio de um programa pa-
drio do Método dos Elementos Finitos [22, 60] em um programa de fissuracio probabilis-
tica do concreto, com o objetivo de se isolar as porgdes do cédigo diretamente envolvidas
com o modelo probabilistico das porgdes normais de um codigo do MEF e guiar a insergio

das rotinas-exemplo do Apéndice C em um programa existente.

O programa sobre o qual a implementagio usada pelo autor foi desenvolvida é
um codigo didatico de elementos finitos, tentando-se tornar as alteragdes tio portaveis
quanto possivel. Ainda assim, alguns passos sdo especificos a implementagio efctuada e

devem ser adaptados para outros codigos.

Utilizou-sc o esqueleto de programa para o calculo de um problema linear esta-
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tico pelo MEF, apresentado no lado esquerdo da Figura 6.5, sobrc o qual foram inseridos

os passos mostrados no lado direito da mesma figura.

6.5.1 Geragao do campo aleatério

A geragdo do campo aleatorio ¢ feita pela subrotina genft£1d, a qual imple-
menta o método descrito na segdo 6.1. Este método requer bastante memoria, € uma
vez efetuada a interpolagdo, pode-s¢ desalocar esta memoria. Portanto, o momento mais
oportuno para este passo seria logo apods a leitura dos dados dos nods (que sdo necessari-
os) ¢ anles da leitura dos dados dos elementos (que s3o desnecessarios), pois a memoria

necessaria para os mesmos ¢ para a matriz de rigidez ainda ndo teria sido alocada.

6.5.2 Alocacao extra de memdria

E preciso que todas as alocages de meméria que dependem do namero de nos
scjam aumentadas para que haja espago para os novos nds, uma vez que realocar a me-

moria a cada iteragdo seria dispendioso.

Sugere-se para tanto a criagio de uma variavel auxiliar de valor n,04. + +/Tinodes

a qual sera utilizada em lugar dc n,,4. para a alocagido de memoria.

Cada né acrescentado representard uma séric de graus de liberdade adicionais.
Deve-se, portanto, prever que a matriz de rigidez possa crescer para acomodar tais graus
de liberdade. Caso o armazenamento seja feito em perfil (skyline), deve-se prever um
crescimento de ngy\/Nyode Na diagonal principal € ny fpoge/finode clementos da matriz,
onde n; s ¢ 0 nimero de graus de liberdade por n6 ¢ r,,44, € 0 nimero de noés do problema.
Estes nameros foram estimados e utilizados pelo autor, podendo ser utilizados como ponto
de partida, mas obviamente podem se mostrar insuficientes ou excessivos em certos casos,

especialmente se o refinamento da malha néo ¢ uniforme.

Nio havera alteragio no nimero de elementos, apenas na sua vinculacio. Portan-
to, se a matriz for armazenada clemento por elemento (EBE), ndo ha alteragdo no espago

NCCCSSArio para a mesma.
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Programa original Alteragbes

Entrada [,_ _ _: Entrada de dados :

de dados ; probabilisticos
““““““ ': Geracao :
e = — 4 do campo [
Alocagdo 1, _ _: Alocacao extra :
de memoria | de memoria |
f=———
I
' Montagem
i da matriz K
t ¥
: Resolugdo
. u=K"'F -
] _ - ™ S ————— ~
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Figura 6.5: Esquema de um codigo do MEF para problemas lineares estaticos e alteragdes
para implementagdo dec uma realizagio da fissuragao probabilistica. Ndo esta representado

o processo de Monte Carlo.
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6.5.3 Calculo do fator de solicitagao f,

O calculo do fator de solicitagdo € feito pela subrotina CalcFs, conforme des-
crito na segao 6.2, sendo necessario apenas obter as tensdes nodais (provavelmente cal-
culando-se as tensGes em cada elemento e utilizando-se a média, ver nota de rodapé 3 na
pagina 40). A equacio (6.31) pode ser implementada nesta subrotina, permitindo-se o uso

de carregamento ndo proporcional.

Durante o célculo de f;, é possivel a0 mesmo tempo determinar o primeiro can-

didato a n6 matis solicitado n,,,.

6.5.4 Abertura da fissura

A implementagdo do processo descrito na se¢do 6.3 ndo é simples e provavel-

mente a melhor referéncia € o codigo real do Apéndice C. Resumidamente:

Inicialmente obtém-s¢ uma lista dos elementos que contém o nd, com as res-
pectivas arestas (subrotina Arestas). As arestas sdo retomadas em ordem, partindo-se
quando possivel de uma aresta livre (na borda do corpo ou de uma fissura) e seguindo-se
em sentido horédrio ou anti-hordrio até retornar para a mesma aresta ou para a outra aresta
livre. Ndo havendo arestas livres, o ponto de partida ¢ uma aresta arbitraria. Em scguida,
para cada um dos clementos, calcula-se o sinal dc y— 8, marcando-se os elementos que

possuem o mesmo sinal do primeiro ¢lemento da lista.

Se algum elemento continuou desmarcado, continua-se com a abertura da fissura,
Sendo, procura-se o proximo né candidato a né mais solicitado, como explicado mais

adiante.

Verifica-se sc a primeira aresta da lista ¢ diferente da tltima, o que significa que a
fissura estd localizada em uma borda e as duas arestas citadas sdo arcstas de borda. Neste
caso, ¢ preciso reagrupar os elementos, o que é feito trocando a marca dos elementos
(subrotina TagAresta) a partir da borda mais proxima da linha da fissura e seguindo-se
os vizinhos at¢ scr ultrapassada a linha da fissura (o que é detectado verificando-se que o

elemento ja com a marca correta)

Apos o reagrupamento acima (o qual ndo ¢ necessario se a primeira aresta for

igual & ultima ou se as arestas do bordo j4 estiverem em grupos diferentes), pode-se mudar
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os elementos ndo marcados para 0 n6 sombra® (subrotina MudarElementos).

Neste momento, pode-se criar um novo nd na malha (subrotina NovoNo), 0 no
sombra n;, 0 qual compartilha as coordenadas ¢ a resisténcia a tragio do né mais solicita-

do. O no ja ¢ criado com as vinculagdes definidas no passo anterior.

Deve-se incrementar a contagem do nimero de nés n,44. cm 1 ¢ a contagem do
numero de equagdes n., em ngy, onde ngy ¢ 0 nimero de graus de liberdade por né. O
vetor ID(i, /)!° que representa a equagfio correspondente a cada grau de liberdade i do né

j deve ser atualizado.
Ny = Mpode + |
parai=1até ngy, faca ID(i, ng) = neg +1.
Req = ey + Ngf
Mnode = Prode + 1

Todos os dados do né original devem ser copiados, como suas coordenadas, sua

resisténcia a tragdo, ¢ outros dados que o programa mantenha.

O préximo passo ¢ verificar que arestas foram separadas pelo procedimento aci-
ma (basicamente verificar que arestas estdo contidas aoc mesmo tempo em elementos mar-
cados ¢ desmarcados) e totalizar a drea da fissura d4, somando-se os comprimentos das
arestas. Ao mesmo tempo, registra-se os nos finais destas arestas, os quais sdo as pontas

da fissura recém-aberta.

Para cada um dos nés registrados neste passo, chama-se Arestas neste nd e
verifica-se a posigio do mesmo, chamando TagAresta para marcar os clementos partin-
do-se da aresta que liga o n6 ao n,, ou scja, de uma das faces da fissura recém-aberta.
Caso todos os clementos tenham sido marcados, isto significa que é possivel chegar &
outra face da fissura partindo-se desta face, logo a ponta da fissura ainda esta dentro do

corpo. Caso contrario, conclui-se a mesma estd no contorno ou em outra fissura.

Se o né ¢ interno, determina-se as coordenadas onde o mesmo deveria estar de

90 nimero do né ja € conhecido, € 1104, + |, mesmo que 0 0o ndo exista ainda.

Nota: este procedimento é obviamente especifice 4 implementagio utilizada neste trabalho, devendo

ser adaptado para outras implementagdes.
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forma que a fissura tenha exatamente o angulo Y, mantendo-se 0 comprimento da aresta

que liga este n6 ao np;.

Se o nd estd numa borda, a fissura deve emergir para a superficie, o que ¢ feito
chamando as subrotinas MudarElementos e NovoNo novamente. Os clementos que

devem ser mudados ja foram marcados por TagAresta.

Toda csta mudanga de topologia possui conseqiiéncias que dependem do tipo de
método empregado para resolver o sistema de equagdes de elementos finitos. Se o método
implica em decompor a matriz, sc torna obrigatério fazé-lo a cada alteragdo. Utilizando-
se um método tterativo como o gradiente conjugado, as alteragdes na matriz de rigidez
sdo minimas, ¢ o resultado da topologia anterior ¢ um cxcelente ponto de partida para a

nova topologia, o que pode acelerar grandemente o método.

Caso ndo tenha havido mudanga alguma (se todos os elementos foram marcados
no primeiro passo), ¢ necessario buscar o proximo candidato a n,,s. Este candidato deve
ter um fator de solicitacdo igual ou maior ao f(n,;). Para evitar que este né seja es-
colhido novamente, sua resisténcia ¢ diminuida de uma quantidade muito pequena antes
da procura. Encontrado o proximo candidato, reinicia-se o processo acima, até que haja

alguma alterag@o na topologia.

6.5.5 Calculode G

Escolheu-se como estratégia de implementacdo incluir um indicador que é ligado
quando da abertura de uma fissura, sinalizando que é necessaria uma segunda iteragio
para o cilculo de G. Quando este indicador esta ativo, em lugar de sc realizar a abertura
da fissura ¢ efetuado o célculo de G. Para isto, foi necessario adaptar o programa para

guardar os deslocamentos e reagdes do passo anterior.

Como o incremento da fissura dA4 é ndo-nulo apenas logo apds a abertura da
mesma, optou-se por utilizar esta irea como indicador. Obviamente apés o calculo de G,

a area ¢ anulada para que na proxima iteragio seja efetuada a abertura da fissura.
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6.5.6 Saida de dados

Para efeito de saida de dados, pode-se multiplicar todas as deformagdes e tensdes
por fs, obtendo-sc os valores correspondentcs @ Gums = f; ams, OU seja, ao limiar de ruptura
do n6 mais solicitado. Note-se que 0 no mais solicitado ¢ conhecido definitivamente
apenas apos a abertura da fissura, o que precisa ser levado em conta, para que ndo se
efetue a saida de dados utilizando o f; incorreto (caso seja feita a saida antes) ou refletindo

a nova topologia da malha (caso seja feita depois)!’.

Uma segunda op¢o ¢ adiar o ajuste para uma etapa dc pos-processamento, onde
¢ possivel utilizar o critério energético (equagdo 5.11). Optou-se por ter esta flexibilidade

na implementagio real.

6.5.7 Sugestées para generaliza¢do do codigo

Sugere-se implementar o processo iterativo em um codigo de analise dindmica
linear, considerando cada iteragdo como um incremento de tempo. Neste caso, pode mes-
mo ser vantajoso abrir mdo do algoritmo descrito na se¢do 6.2 para maior generalidade

{carregamento variavel com o tempo).

Uma proposta para a implementagio ndo-linear é simplesmente fazer a ruptura
do no mais solicitado logo apds o calculo ndo-lincar, ao se obterem as tenses, mas apenas
se o fator de solicitagdo for menor ou igual a 1. A cada ruptura, o clculo nfo-linear deve
ser efetuado na nova topologia, ¢ o resultado final a ser apresentado como saida néo pode
apresentar nenhum né com f; maior ou igual a 1. Ou seja, o corpo fissurado deve estar
estavel sob o carregamento aplicado. Como no célculo ndo-linear nio ha singularidades
(dependendo da relagdo ndo-linear), nfo ¢ preciso utilizar o critério encrgético, devendo-

se apenas e¢vitar a dependéncia da malha [4].

A nao-lincaridade pode ser mas ndo sc limita a plasticidade ou viscoplasticidade,

contanto que a fissura seja ndo-coesiva, pela auséncia de elementos de interface.

Uma abordagem semelhante permite efetuar o calculo dinimico linear ou mesmo

''Na sua propria implementagdo, o autor optou por dividir a saida de dados em dois passos independen-
tes, o primeiro consistindo na saida da topologia, antes da abertura da fissura, ¢ o segundo na saida das

deformagdes ¢ tensdes, logo apds a abertura da fissura mas referentes ainda ao corpo original.
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ndo linear. Em um descnvolvimento posterior, poderia-se determinar uma velocidade de
fissuragdo e resolver o problema de forma realmente dindmica, limitando-se o miimero
de fissuras por passo de acordo com 2 relagio entre o intervalo de iempo da simulagio e
a velocidade de fissuragdo, o que permitinia 2o modelo prever o efeito da velocidade do
carregamento [41].

6.6 Comparagao entre as formulagoes

Em um nivel conceitual, ambas as propostas se baseiam em pontos semelhantes:

¢ O concreto possui modulo de elasticidade e resisténcia 4 tragdo aleatorios;
¢ O cnitério de ruptura ¢ a tensdo local de tragio;

¢ A ruptura ocorre pela criagdo de fissuras discretas ndo coesivas, ndo por dano

progressivo e/ou fendmenos distribuidos;
As diferengas basicas sdo:

e As grandezas aleatdrias empregadas sdo todas geradas como campos aleatori-

os corrclacionados, em lugar de serem independentemente sorteadas;

e Nio sdo criados elementos de interface, embora a ruptura ocorra como se

houvessem existido (uma comparagio detalhada encontra-se no Apéndice B);

e As resisténcias sdo atribuidas aos nos da malha, e ndo a arestas (representadas

pelos elementos de interface);

e O cntério de ruptura utiliza a tensdo principal de tragdo no nd, ndo a tensio

perpendicular 2 aresta;

e A abertura da fissura procura aproximar a dire¢do perpendicular & maxima
tensdo de tragdo [11], sem a limitagdo de ter que percorrer as arestas dos

clementos;

¢ Todos os calculos s@o realizados considerando o corpo linear eldstico no in-
tervalo entre fissuras, o que simplifica o céleulo ¢ evita a utilizagio de proce-

dimentos ndo-lineares.
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Capitulo 7

Resultados

7.1 Experimento real

A comprovacio da validade do modelo foi feita simulando-se um experimento
da literatura. Galvez et al. [19] realizaram experimentos em concreto, apresentando um
novo método de ensaio (flexdo em quatro pontos de uma viga com entalhe (norch) sob a
acdo de dois atuadores independentes) com o objetivo especifico de fornecer um padrio de
comparagio para modclos e métodos numéricos de simula¢io de fratura em modo misto

(modos I — abertura ¢ Il — deslizamento).

Os autores utilizaram para simulagdo um método deterministico, testado em um
material elasto-fragil perfeito (0 PMMAY) em um trabalho anterior [19], usando como mo-
delo a mecénica da fratura elastica linear e como método numérico o método dos elemen-
tos finitos, com o auxilio de elementos singulares na ponta da fissura ¢ de um algoritmo
de remathagem, implementado no programa FRANC2D de Ingraffea ¢ Wawryzynek. O
sucesso da aplicagdo deste procedimento com o concreto se deve provavelmente ao uso
de um concreto de boa resisténcia e reduzida dimensdo méaxima do agregado, tornando a

zona de processamento de fratura reduzida ¢ permitindo a aplicagio da LEFM.

Ainda assim, contrastando com 0 PMMA, o concreto apresentou desvios em tor-
no do resultado simulado, revelando o carater probabilistico do material, que sera refletido

nas simulag¢des obtidas com o método probabilistico desenvolvido neste trabalho.

Os ensaios foram realizados em corpos de prova de concreto, com (valores mé-
dios) fr+ 56.8 MPa, f; 3,0 MPa, Gy 68.8 N/m, £ 38,4 GPa, utilizando fator a/c 0,45 ¢

agregado com dpy, = Smm.
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Figura 7.1: Geometria dos corpos de prova, condigdes de contorno e area de fissuragéo.

O apoio destacado esta presente apenas nos ensaios do tipo T2.

Tipo D o B v
TID1 75 1,133 1,00 1,0
TiD2 150 1,000 1,00 1,0
TID3 300 1,000 0,89 1,0
T2D1 75 1,133 1,00 1,2
T2D2 150 1,000 1,00 1,0
T2D3 300 1,000 0,89 1,0

Tabela 7.1: Dimensdes dos corpos de prova da Figura 7.1.

Dois tipos de carregamento (T1 e T2) foram aplicados em trés tamanhos de cor-
pos de prova (D1, D2 e D3), com pequenas diferengas de geometria. Os corpos de prova
eram prismaticos de se¢do retangular 50 x Dmm, com as dimensdes indicadas na Figu-

ra 7.1. Os valores para as trés dimensdes de corpo de prova estio enumerados na Tabe-
la7.1.

As trajetorias de fissuragiio experimentais, reproduzidas do trabatho de Galvez

et al. [19], cstdo apresentadas na Figura 7.2.

As curvas P x & ¢ P x CMOD experimentais estio mostradas nas F iguras 7.3
a74.
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7.2 Simulacdo pela implementacao alternativa

Para efetuar a simulagdo, foi necessario arbitrar alguns dos parimetros do méto-
do. Trabalhos posteriores podem tratar da determinagio mais precisa destes pardmetros
por anélise inversa ou outros meios, como feito para o método do LCPC [12]. Neste traba-
lho, procurar-se-4 apenas uma concordéncia qualitativa com os resultados experimentais,
como forma de validar as alteragdes feitas no modelo probabilistico e comprovar a utili-
dade da formulagdo alternativa. As diferencas entre a simulagdo ¢ o experimento serao

Justificadas.

Procurou-se utilizar os valores médios experimentais para o mddulo de elastici-
dade e resisténcia a tragdo, arbitrando-se os desvios padrdes £5 = 10GPa e f, s = 0,2MPa.
Utilizou-se 0 comprimento de correlagio /g = I, = 5Smm, exatamente a dimensio maxima
do agregado, para as propriedades aleatorias. Finalmente, a resisténcia a fissuragio R em

6

. . 8.8% 5
cada ponto foi obtida por R = 3725 /7.

Os contornos do fator de solicitagdo na viga ¢ configuragdo deformada durante
uma simulagdo dos ensaios dos tipos T1 e T2 podem ser obervados nas amostras das

Figuras 7.5 ¢ 7.6.

As trajetdrias das fissuras para cinco amostras de cada tipo de ensaio podem
ser observadas nas Figuras 7.7(a) a 7.7(c). Apenas a regido demarcada na Figura 7.1 é

mostrada.

As curvas P x 8, onde 6 € o deslocamento do ponto de aplicagiio da carga, estio
mostradas nas Figuras 7.8(a) a 7.8(f). O critério de ruptura empregado foi a energia de

fissuragio.

As curvas P x CMOD, onde CMOD ¢ a abertura da borda inferior do entalhe
(notch), estdo mostradas nas Figuras 7.9(a) a 7.9(f). O critério de ruptura empregado foi

novamente a energia de fissuraggo.

As curvas correspondentes P x § e P x CMOD utilizando a tensdo de tragio co-
mo critério de ruptura estio mostradas nas Figuras 7.10(a) a 7.10(f) ¢ 7.11(a) a 7.11(f),

repectivamente.
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Figura 7.11: Curvas P x CMOD utilizando critério de tensdo local.
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7.3 Discussao

Visualiza-se claramente nas Figuras 7.5 e 7.6 que o entalhe (notch), e posterior-
mente a propria fissura, concentra as tensdes em sua extremidade, definindo a localizagdo
do ponto mais solicitado. Pela magnitude do efeito, o cariter probabilistico da resisténcia
a tragdo ndo foi suficiente para localizar este ponto em outro local. Isto estd de acordo

com a evidéncia experimental [18, 19] € com o comportamento do concreto a tragdo [3].

Devido ao uso de elementos CST (constant stress triangle), os quais possuem
tensdo uniforme, ndo era raro que o nd mais solicitado fosse erroneamente localizado em
um dos outros nos de um dos tridngulos que contém a ponta da fissura. Para minimizar este
efeito, foi necessario adaptar o programa para reduzir artificialmente! (para 50%) a resis-
téncia das pontas das fissuras, utilizando-se como argumento fisico o fato da tensdo real
tender a infinito neste ponto. O problema se tornava maior quando o né mais solicitado
era localizado na propria borda da fissura, provocando-se uma bifurcagdo ¢ uma mudanga
indesejada na dire¢fio da fissura. Para evitar este problema, o programa aumenta artifici-
almente a resisténcia das bordas de uma fissura recém-aberta (em 100%), utilizando-se o

fato destas bordas terem, no problema fisico, tens3o nula na normal & borda.

Apds este ajuste, o programa passou a tragar trajetorias continuas e independen-
tes da variacdo da resisténcia a tragdo, uma vez que a dire¢do da fissura ¢ determinada

pela dire¢do principal de tragdo e a mesma ndo depende da resisténcia.

Todavia, no experimento real as trajetorias ndo sdo coincidentes, o que indica
que a variagdo {dentro das hipéteses do modelo) deve ser atribuida somente a variacgio
do modulo de elasticidade, a qual pode alterar significativamente as diregdes principais.
Comparando as Figuras 7.7(a) € 7.7(c), verifica-se que esta variagio ¢ dependente das di-
mensdes do corpo. Como os espécimes sao geometricamente similares (¢ possuem apro-
ximadamente o mesmo refinamento na discretizagdo), a diferenga s6 pode ser atribuida ao
comprimento de correlagio: quanto maior o espécime, menor a influéncia do comprimen-
to de correlagdo e mais homogéneo o corpo de prova. O fato das trajetérias serem menos

dispersas que as trajetorias experimentais parece indicar que o desvio padrio do médulo

*Este valor veduzido ¢ utilizado apenas para determinagdo do né mais solicitado. O caleulo do fator de

solicitagFo para saida de dados ¢ para o tragado dos grificos ¢ o valor original.
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de elasticidade foi subestimado.

Exceto por este fato, que pode ser corrigido experimentando-se com os pardme-
tros do modelo (o que ndo ¢ objetivo deste trabalho}, as trajetorias experimentais foram

muito bem aproximadas, comprovando a validade do modelo sob este aspecto.

O segundo objetivo do modelo é reproduzir as curvas P x 8 ¢ P x CMOD ex-
perimentais. Neste sentido, qualitativamente as curvas obtidas pelo critério energético
(Figuras 7.8 e 7.9) parecem boas, em forma e dispersio, exceto pelas referentes ao ensaio

T1 (D = 300mm), as quais estdo cxcessivamente dispersas.

Quantitativamente, os valores obtidos para a carga sio muito superiores aos ex-
perimentais, e exibem um efeito de escala exagerado (os corpos de prova de 300mm ndo
sdo duas vezes mais resistentes que os de 150mm, por exemplo). Como discutido anterior-
mente, a LEFM ndo pode ser aplicada diretamente ao concreto, especialmente com corpos
de prova tdo pequenos quanto os utilizados neste experimento. As altas resisténcias mos-
tradas nestes graficos devem-se a baixa dissipagio de energia pelo material, considerado

fragil, em relagfo & dissipagdo real de energia do material quase-fragil.

Novamente, os graficos poderiam ser tornados mais proximos dos experimentais

ajustando-se G. Contudo, o fortc efeito de escala da LEFM continuaria presente.

Os grificos obtidos utilizando a tensfo de tragdo como critério de ruptura (Figu-
ras 7.2 ¢ 7.2) ndo exibem efeito de escala, como esperado, porém subestimam a resisténcia
do corpo de prova em aproximadamente quatro vezes, ¢ exibem dispersio excessiva. Em
um caso extremo, a curva referente ao ensaio T2 (D = 300mm) ndo exibe dispersio sig-
nificativa entre as amostras, mas a0 mesmo tempo nio exibe a variagfio suave encontrada

na curva correpondente, obtida usando o critério energético.

A diferenga quantitativa ja era esperada, e deve-se ao fato da tensio no né mais
solicitado ser infinita (pela LEFM), mas pobremente aproximada pelos elementos CST.
Reduzindo-se os elementos, obtém-se uma melhor aproximago para a tensdo (infinita),
¢ simultaneamente torna-se necessario aumentar a resisténcia do material, como relatado
por outros autores?. Como nestes exemplos o tamanho relativo dos elementos foi 0 mesmo

para todos os exemplos, um mesmo fator {~ 4) pode ser multiplicado pela resisténcia.

?Fairbairn ¢ Paz, em comunicagio pessoal.
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A dispersdo excessiva dos graficos pode ser atribuida a pobre aproximagioc de
elementos finitos para as tensdes nas proximidades da fissura, exatamente de onde os va-
lores sdo colhidos para tragar o grafico. Com o refinamento, as tensdes devem se tornar
melhores ¢ os graficos mais suaves. Comparando-se com os graficos obtidos com o crité-
rio energetico, percebe-se que a matha necessaria para uma boa aproximagio da energia ¢

bem mais grosseira.
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Capitulo 8

Conclusodes

O modelo probabilistico do LCPC tem potencial para ser uma excelente aplica-
¢do do método dos elementos finitos estocasticos ao problema da fissuragio do concreto.
Contudo, foi possivel mostrar ao longo deste trabalho uma série de problemas com a for-
mulacdo original de Rossi, os quais prejudicam a utilizagéo e interpretagdo dos resultados

do modeio.

As alteragdes propostas tiveram o objetivo de corrigir as deficiéncias encontra-
das, sem desprezar os conceitos tedricos que embasam o modelo original. Desta forma,
a implementagio alternativa pode aproveitar os resultados ja obtidos e os trabalhos de-
senvolvidos em torno da formulagdo original, em particular a aplicagdo de analise inversa
com redes neurais {14] para déterminagio dos parimetros probabilisticos, a qual se aplica

sem alteragdes a este método.

Esta proposta de implementagdo do método probabilistico retine as vantagens do
mesmo, ou seja, a possibilidade de simular os resultados experimentais, scu desvio do
valor esperado ¢ a consideragdo da heterogencidade do material. Os resultados possuem
qualidade superior aos obtidos anteriormente, a um menor custo computacional ¢ menor
consumo de memoria, uma vez que nio serdo introduzidos elementos estranhos a dis-
cretizagdo do corpo, optando-se por mudar a topologia do problema. Ao abrir mio dos
elementos de interface, apds cuidadosa anilise dos mesmos, foi possivel obter trajetdrias
de fissuragdo mais suaves, por ndo estarem restritas 3s arestas dos elementos, além de se
obter um melhor condicionamento da matriz de rigidez, o que auxilia a convergéncia de
métodos como o gradiente conjugado. O uso da energia em lugar da tensio permite ainda

a obtengdo de resultados mais suaves, aproximando a realiza¢io individual do resultado
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experimental que a mesma deve representar. Desta forma, pode-se empregar a realizagio
individual como estimativa do comportamento do corpo, ¢ nio como apenas um valor

intermedidrio no processo de Monte Carlo.

O problema basico do método probabilistico, o qual prejudica sua utilizagio roti-
neira, é a determinagdo dos parimetros. A implementag#o alternativa introduz mais dois!,
além da energia de fissuracdo, a qual possui significado fisico e ensaio para sua medigao.
Mesmo empregando os métodos de andlise inversa, ¢ dificil determinar se os parametros
obtidos sdo parimetros do material, do modelo, do problema ou da discretizagfo. A resis-
téncia & tragdo ¢ um exemplo de pardmetro do material ¢ da discretizagdo, na formulagio
original. A energia de fissuragdo na formulagao alternativa é possivelmente um pardmetro
do material ¢ do modelo, sendo consequéncia do uso de uma relagdo elasto-frigil e da

LEFM. Esta area ainda esta carente de desenvolvimento.

Mais importante ¢ a determinagio do critério de fissuragao a ser empregado, uma
vez que ambas as propostas apresentadas neste trabalho se mostraram deficientes. Uma
proposta promissora, na opinido do autor, ¢ a utilizagdo do critério de resisténcia em todos
0s nos, inclusive nas pontas de fissura, nas quais a resisténcia seria multiplicada por uma
constante que permita relacionar a tensdc (mal) aproximada pelo modelo de elementos
finitos com a tensdo prevista pela Mccinica da Fratura a uma distdncia pequena (mas fi-
nita) da ponta da fissura. Este critério misto permitiria conciliar o critério de resisténcia,
necessario para iniciacdo e determinacgio do local da fissura, com o de energia (indireta-
mente atraves do fator de intensidade de tensdes), necessario para a determinagdo objetiva

da resisténcia do corpo apos o inicio da fissuragio.

Espera-se a ficil inclusdio desta implementagio alternativa em codigos de ele-
mentos fimtos pré-existentes, a partir dos exemplos anexados a este trabalho e das diver-
sas sugestdes feitas durante o texto. A implementagdo empregada pelo autor foi a mais
simples possivel, mas o principio geral pode ser empregado em cadigos dindmicos e nio-
lineares, pode ser implementada a insergdo de elementos de interface sugerida no texto,
permitindo a implementagdo de fissuras coesivas, e pode-se empregar um remalhamento

automatico, com o uso de clementos singulares e/ou refinamento adaptativo. Em especial,

'0s comprimentos de correlagio dos campos de resisténcias e modulos de elasticidade. Os mesmos

podem ser considerados iguais, eliminando um pardmetro.
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os principios de abertura de fissura podem ser extendidos ao caso 3-D com algum esforgo,
tendo-se como recompensa a grande diminuig¢do no numero de graus de liberdade ¢ o me-
lhor condicionamento da matriz de rigidez, facilitando o uso de procedimentos iterativos

de resolugao do sistemna de equacgoes.

Acredita-se que este trabalho tenha possibilitado uma revisdo critica e um reju-
venecimento do modelo probabilistico do LCPC, abrindo novas possibilidades de avango,

resolvendo ou apenas discutindo alguns dos problemas que o afligiam.
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Apéndice A

Campos Aleatdrios Correlacionados

A.1 Revisao de Teoria da Probabilidade

A teoria da probabiiidade abrange o estudo de experimentos aleatdrios, ou seja,
experimentos cujo resultado ndo ¢ univocamente determinado pelas condigdes iniciais, a
partir de leis, mas permite uma classe de resultados para um mesmo conjunto de condi-

¢oes.

A definigdo acima implica que é possivel repetir um experimento aleatério di-
versas vezes sob as mesmas condigdes, a principio de forma ilimitada. Cada repeti¢io
do experimento aleatorio ¢ denominada realizagdo e denotada por ®. A cada elemento
ou subconjunto 4 do conjunto de realizagdes possiveis é possive] atribuir uma quantidade
denominada probabilidade P{4}, a qual pode ser definida matematicamente através de
axiomas, mas que para os fins deste documento sera definida como o limite

PLAY = lim Lhy(4) (A1)

n—es gy

onde kn(A4) ¢ o mimero de realizagdes contidas em 4, dentre n realizagdes escothidas

arbitrariamente.

Por outro lado, este tipo de defini¢io implica que o experimento possui uma regu-
laridade tal que estas probabilidades possuam algum significado, o que seria extremamen-

te restritivo se muitos fendmenos naturais e artificiais ndo possuissem tal regularidade.

As definigbes resumidas aqui podem ser encontradas em qualquer texto de pro-

babilidade, por exemplo [53], ou em textos mas avangados como [27].

78



A.1.1 Variaveis aleatorias

Uma varidvel aleatoria &(®) ¢ uma quantidade medida apés um experimento
aleatério @, sendo portanto uma fungdo do resultado deste experimento. Dado um con-

junto A de valores, € possivel definir uma medida probabilistica

Pe{A} = P{E(0) =& € A} (A2)
a qual mede a probabilidade de & assumir valores dentro do conjunto.

Nesta segdo, o estudo serd restrito a varidveis reais, ou seja, varidveis & que

assumem valores reais x. A fingdo de distribuicdo da quantidade & é definida como

Fi(x) = Pe{(~e0,)} = PE <} (A3)

sendo uma fungdo ndo decrescente que varia de 0 a 1. A derivada desta funcio € a funcdo

de densidade de probabilidade

fe(x) = %T (A4)

A partir da densidade de probabilidade, € possivel redefinir a fungfo de distribui¢do como

A= [ fud (A5)

(por isso, as vezes F(x) € chamada fungdo de densidade de probabilidade acumulada) ¢ a

medida probabilistica como
Pe{A} = /Afg(u) du (A.6)

Caso a fun¢do de distribui¢fo F(x) seja descontinua, sua derivada pode ndo
existir, contudo a densidade de probabilidade pode ser definida com o auxilio de fungdes

delta de Dirac,

Se a um determinado experimento se podem associar m varidveis aleatdrias £,
£2.... ,Em, a cada regiio A do espago m-dimensional definido pelos valores possiveis des-

tas quantidades (R™ para as quantidades reais) pode ser atribuida uma medida

P, g0} =P{(E1,... .En) € A} (A7)
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associada a probabilidade de que o vetor formado por tais quantidades esteja dentro da

regido. A fungio de distribui¢do conjunta destas variaveis é definida por
Fe, g (x1,.0m) =P <x1,... b < Xm} (A.8)

A densidade de probabilidade conjunta destas variaveis é definida como

For b (1 xm) = am—?'fgm&mgm (X101 Xm) (A9)
de onde
B g (61, m) = [2---];x:fghn_,gm(ul,... ) ity ..t (A.10)
€
Pﬁl,---,ém{A}=/"'-/Aj%1,___7§m(u1,.-.,um)dul...dum (A.11)

Tomando £y e (eo,....%;,...,) obtém-se a distribui¢io marginal /%, (x;)
da variavel £;, ou a distribuigdo da varidvel considerada separadamente das demais. Ana-
logamente pode-se definir a densidade marginal f¢, (x;). No caso especial em que as va-
ridveis aleatorias sdo independentes, entdo a distribui¢do conjunta pode ser escrita como

produto das distribuigbes marginais de cada variavel

Fﬁ],...,ém(xlr A :xm) = ‘FE_,[ (xl) o .Fém(xHI) (A'lz)

¢ da mesma forma a densidade de probabilidade pode ser escrita como produto das densi-

dades marginais
St X5 Xm) = S, (1) -+ S, (%m) (A.13)

A.1.2 Esperanga matematica

A esperanga matematica (€) de uma variavel aleatéria £ é a2 média dos valores
tomados por esta variavel, ponderados por suas probabilidades. No caso de uma variavel
continua, ¢ dada pela formula abaixo, que também apresenta as diversas notagdes para a
esperanga:

EE)=u® =E=® = [ xf()dr (A14)



A esperanca de uma fungdo g(&,,... ,Ey) de m varidveis aleatérias é dada por:
(1 B = [ oo [ gt e gy G ) v (A9

A esperanga também ¢ denominada primeiro momento, pois denomina-se mo-

mento de ordem k de uma varniavel aleatoria a quantidade:
&) =€ = [ Fr0)ex (a16)
O momento central de ordem % é dado por:

BE=(E-8= [ @-Bifm (A1)

Os momentos mais importantes de uma variavel aleatoria so o primeiro mo-
mento, a média, € o segundo momento central, a varidncia u = 6*(€) = D*(£). A raiz
quadrada da varidncia é denominada desvio padrdo 6(€) = D(E), e reflete a dispersdo da

variavel em torno de sua média.

Sejam k. ... , k, nimeros inteiros, tais que k; + - -- + k,, = £. Entdo, a quantida-
de:
k {+ -] [- ]
(& éﬁ;”) = /_ f x"f' -'-xj,‘;,”*fglr__,gm(xl,... Xm)dxy . ..dxm (A.18)
¢ denominada momento misto de ordem k das variaveis &y, ... ,£,,. Os momentos mistos

mais importantes sio o momento de segunda ordem B(§;,&;) = (€1€2) e 0 momento

central de segunda ordem

BY(E1LED) = (&1~ &) (&2 E2)) = B(E), E2) —E1E) (A.19)

também denominado covaridncia. Quando as variaveis £, e &, sdo ajustadas para terem
média nula, a covaridncia se confunde com o momento de segunda ordem. A correlagio
¢ a dada por

B B°(&:,62)
D(E1)D(Ey)

e se confunde com a covaridncia quando as variaveis sio normalizadas para terem desvio

r&1,5) (A.20)

padrdo unitario,
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Dadas m variaveis &1, . .. , &, define-se a matriz de covaridncias como C = ||B?j| ],
onde B); = B%(§;,£;), ¢ analogamente a matriz de correlagio como R = ||rj||, onde r;; =
r(&:,€;). A nomenclatura ndo ¢ rigida, ¢ muitas vezes a matriz C também é denominada

matriz de correlagio. Ambas as matrizes sio obrigatoriamente positivas semidefinidas’.

A.1.3 Distribuicao normal

A distribui¢do normal é a mais importante distribui¢do da estatistica, posto con-
cedido pelo Teorema do Limite Central, o qual expressa que a soma de varidveis aleatdrias
ndo correlacionadas de quaisquer distribuigdes tende a possuir distribuigdo normal. Logo,
fatores como erros de medida, ruido, flutua¢des térmicas, entre outros fendmenos que po-
dem ser considerados como a soma de intimeros fatores ndo correlacionados, todos podem

ser razoavelmente aproximados por varidveis aleatorias normais.

Embora esta distribuigdo seja descrita em absolutamente todos os textos de pro-
babilidade e estatistica, alguns resultados mais especificos podem ser encontrados em

[34].

A fungio de densidade de probabilidade desta distribuigdo € a curva gaussiana

1
fe(x) = ¢ (A.21)
2no
a qual depende apenas da média ¢ e do desvio padrdo 6 da variavel aleatoria.

Integrando-se esta fungio de —ee a x, tem-se a fungdo de distribui¢do normal

Fi(x) = f ); fi(u) du= % (1 —l—erf('f/_;zg)) (A22)

onde erf{x) ¢ a fun¢do erro, definida como

erf(x) = \% fo " du (A.23)

'Uma matriz 4 ¢ positiva definida se para todos os vetores x, a quantidade x T Ax é positiva. Caso a
quantidade possa ser nula, a matriz se diz positiva semidefinida. Os autovalores de uma matriz positiva sio

tambeém todos positivos.
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Em duas variaveis, a densidade de probabilidade normal bivariada ¢ dada por

-’%_,l,z,z(x]:XZ) =
i exp [_ 1 (xl ~d 2ria(x —p) (v — o) Mz —,uz)}
2161624/ 1 — 1%, 2(1-r3y) 63 0102 o3

(A.24)

onde p; ¢ y2 sdo0 as médias respectivamente de & ¢ &3, 6; e 62 sdo os desvios padrdes
erpy= 5—‘?62; é o coeficiente de correlagio, dado em fungdo da covaridncia oy entre as
varidveis. As distribuigdes marginais sio normais com média g, e desvio padrdo G;, inde-

pendentes da correlagdo.

O caso mais geral da densidade de probabilidade normal multivariada de um

vetor & = (E1,...,E,)7¢ dada por

. 1 1 7l
xX)=————cexp|—=(x—p) C {x— A25
fe{x) R F=a) € (x—p) (A25)
onde g = (u),... . 4,)7 é o vetor de médias e C ¢ a matriz de covaridncias, definida em

A.l.2.

Definindo-se uma variavel aleatoria £, cujos valores z sdo obtidos a partir dos
valores x de uma variavel aleatoria normal € pela relagio z = *£, onde z é a média de £
e o ¢ seu desvio padrdo, obtém-se uma variavel padronizada de média 0 e desvio padrdo

1. Para esta variavel, a densidade de probabilidade toma a forma:

felz)= \/%—ne‘%' (A.26)

¢ a densidade da distribuigio normal bivariada padrio possui a forma

1

1
fr 0, (21,22) = ———=cxp [———
gl E;Z 21: /1 _ 0%2 2(1 _ 0.%2)

onde 61z = 73 € a covaridncia (¢ correlagdo) entre as varidveis normais padrées z; e z,.

(z1 — 20122122 + 22) (A27)

As fungGes de distribui¢do bivariada e multivariada podem ser encontradas inte-
grando-se as densidades de probabilidade dadas acima, conforme descrito anteriormente.

Por exemplo, para a distribuigio bivariada:
X1 £X72
Rygpmn) =Pl <nt<al= [ [ fux)dode  (A29)

- 83



Outra probabihidade importante pode ser obtida pela formula abaixo:

Pl&izx.&zxl= wax;mf(ul,uz)duldug (A29)

=1-F, (x1) —F.'g2(x2)+F§h§2(x1,xz)

Este ultimo resuliado possui uma forma alternativa de calculo, encontrada em

[34] e escrita na forma padrio apenas por brevidade:
Pllsale>ab=[ [ 5600 dode
1 Jr
= [ fg(u) (] —F(; ((Zz —opu)/y/1 —012)) du
1|

onde fr, r.(z1,22) ¢ a densidade conjunta da distribuigdo bivariada padrio, fr(z;) ¢ a sua

(A30)

densidade marginal, ou seja, a densidade normal padrdo, € F¢(z) € a fungdo de distribui-

¢do correspondente.

A combinacdo linear ax) + bx; de duas varidveis normais ¢ também normal, po-
rém a razdo x /x; possui uma distribui¢do de Cauchy, € a quantidade x? +x3 (0 quadrado
do modulo de um nimero complexo cujas partes real e imaginaria sdo aleatorias e nor-
mais) possui a distribuicdo de Rayleigh, quando as médias s3o nulas ¢ os desvios sdo
idénticos {esta ultima condi¢@o caracteriza uma distribui¢do normal circular). Nio ha

uma distribuigio classica para o produto xx;, 0 qual claramente ndo é normal.

A.2 Campos aleatorios
A.2.1 Definicbes

Até o momento, tem-se considerado varidveis aleatorias isoladas. Uma impor-
tante parte da teoria da probabilidade estuda as funcdes aleatorias de uma ou mais varia-
veis. Tais fungbes associam uma grandeza aleatoria a um niimero ou vetor n-dimensional.
Quando a variavel dependente € o tempo ¢, a fungo aleatoria &(¢) é denominada processo
estocastico. Quando se trata de uma fungio de uma coordenada espacial x, a fungfo &(x)
¢ denominada campo estocdstico ou campo aleatério. Enquanto o estudo de processos
estocasticos dispbe de uma vasta literatura e pode ser encontrado até em textos basicos
de teoria da probabilidade, o estudo de campos aleatdrios ¢ feito em textos mais especi-
alizados, como [27]. Um bom texto sobre campos aleatorios, voltado para aplicacdes, é

[59].
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O valor de &(x) associado a cada ponto x é uma variavel aleaiéria, logo ¢ im-
portante distinguir entre 0 campo §(x), o qual é uma fungdo aleatéria, ¢ suas realizacdes
individuais &(®, x), as quais sdo fungdes ordinarias do vetor x. Quando ndo houver perigo
de confusio, a notagdo §(x) serd ulilizada tanto para o campo quanto para as realizagdes
individuais.

Em principio, uma descrigo completa de um campo aleatério s6 é possivel atra-
veés da especificagdo de todas as fungdes de distribuigio de dimensdes finitas, ou seja, as
fungdes de distribuigdo conjuntas para £(xx), k= 1,...m, com m qualquer ¢ x; escolhi-
dos arbitrariamente. Contudo, tais fun¢des somente podem ser obtidas para casos muito

especiais, preferindo-se a descrigdo cm termos de momentos,

Os momentos de um campo aleatdrio sdo definidos de forma analoga aos de

variaveis aleatorias:

pr(xns -5 xp) = () - -E(x)) (A31)

e sdo fungdes (ordindrias) das varidveis x1, ... ,x¢. O primeiro momento, u(x) = (£(x)), se
denomina valor médio do campo aleatério. Da mesma forma, sdo definidos os momentos

centrais:

e, xe) = ((E(x1) — (1)) -+ (ECer) — () (A.32)

dos quais o0 mais importante ¢ o segundo momento central,

BY(x1,x2) = {(E(%1) — u(x1)) (E(x2) — p(32))) = (E(x1)E(2)) — (e )pelxa)  (A33)

denominado fun¢do de correlagdo do campo aleatério.

A.2.2 Representacdo em série

Dado um campo vetorial com fung@io de correlagdo B%(x,x;), existe uma repre-

sentagdo em série ortogonal completa de fungdes ®,(x), tais que

Mnn(®) = [ B(5)0a () v (A34)

com A, ndo nulos ¢ de soma finita, obtidos por
A = / / B®(x,) 0 dxdy (A.35)
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a partir dos quais se pode escrever

BO(X:YJ = z An®n (X} (¥) (A.36)
n—1
O campo aleatorio £(x) pode ser representado em fungdo da mesma série, como

E(x) = u(x) + Y, e (x) (A37)
k=1
onde 1, sdo varidveis aleatorias ndo correlacionadas com média 0 e varidncia A,. Seu

valor para uma realizacao arbitraria pode ser calculado como
M~ [ERe@dx (A39)

A.2.3 Campos gaussianos

Um campo gaussiano possui todas as distribuigdes de dimensdes finitas normais
multivariadas. Em outras palavras, quaisquer pontos do campo, escolhidos ao acaso, estdo
distribuidos de uma forma que depende apenas de suas médias e das correlagoes entre eles,

dois a dois.

Logo, o campo médio u{x) e a fungio de correlagdo B%(x, y) sdo suficientes para
caracterizar um campo gaussiano, sendo que a fun¢do B%(x,y) deve ser positiva semi-
definida, o que restringe de certa forma o conjunto de fﬁnqﬁes adequadas. E suficiente,
para tanto, que dados os pontos quaisquer x,...,x,, a matriz de covaridncias C cujos

elementos 3o ¢;; = B(x;,x /) seja positiva semidefinida.

A.2.4 Integragao, continuidade e derivagao

A integral de um campo aleatorio é também uma variavel aleatoria. Caso o
campo seja gaussiano, a integral seré uma variavel aleatéria gaussiana. Em qualquer

caso, tem-se

<fn§(x) dx> / (&(x)) dx f p{x)dx (A39)
b [ /né(x) dx} = fQ fQBG(x,y) dxdy (A40)
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onde ¢ o dominio de definigéo do campo E(x), x € Q.

Um campo aleatério é continuo se z(x) é continua e se B%(x,v) obedece a uma
certa condi¢do [27]. Em particular, 0s campos gaussianos sdo continuos com probabilida-
de 12. Devido 4 defini¢iio especial de continuidade de um campo, as realizagbes particu-

lares ndo precisam ser continuas.

Para que o campo aleatério &(x) scja derivavel, é suficiente que u(x) e B%(x,y)
sejam derivaveis. Se a derivada &'(x) do campo aleatério ¢ continua com probabilidade
1, entdo quase todas as realizagbes do campo aleatorio também serdo continuas, ¢ suas

derivadas serdo realizagdes do campo aleatdrio &'(x).

A.2.5 Campos homogéneos

Um campo aleatério homogéneo ¢ o analogo espacial de um processo aleatério
estaciondrio . Para que um campo seja homogéneo no amplo sentido, ¢ suficiente que
o campo médio seja constante, u(x) = x € que a correlagio dependa apenas da diferenca
entre os pontos, B%(x,y) = B%(x — »). Se x e y sdo vetores, a diferenga deve ser tomada

vetorialmente.
Um campo homogéneo ¢é continuo se a correlagio B%(x) ¢ continua em zero.

Uma definigdo mais rigida exige que todas as distribui¢es de dimensdo finita
do campo devem ser invaridveis a translagdo. Caso isto seja verdade, o campo se diz

homogéneo no estreito sentido.
Se a fungdo de correlagdo depende apenas da norma da distincia entre os pontos,

B(x —y) = B%(|x — y), entdo o campo é homogéneo ¢ isotrépico.

A.2.6 Comprimento de correlagdo

O comprimento de correlagido de um campo aleatério homogéneo pode ser com-

preendido como a distincia a partir da qual dois pontos do campo nfio guardam mais

20Qu scja, a probabilidade de uma rcalizacdo especifica ser descontinua € nula, embora tal evento nio

viole as propriedades do campo.
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correlagdo significativa. A defini¢do exata desta quantidade ¢ dada por
I= / F(u)du (A41)
0

onde r(x) é a fungdo de correlagdo B°(x}/B%(0).

Algumas fungdes de covaridncia classicas podem ser escritas em fungio do com-

primento de correlagdo, como a exponencial
B(x) = aexp(—x/1) (A.42)

e a “gaussiana”, a qual ndo tem qualquer relagdo com a distribui¢do de probabilidade dos

valores do campo
0 — (XY
B%(x) aexp( n( Z) ) (A.43)

A.2.7 Representagdo espectral

A representagdo espectral de um campo homogénco é um assunto bem mais
complexo que o resumo aqui apresentado, ¢ ao leitor ¢ particularmente recomendada a
leitura de [59]. Resumidamente, ¢ possivel representar um campo aleatorio homogéneo
como uma superposicdo de oscilagbes harmonicas, através de séries ou integrais de Fou-
rier modificadas, cujas amplitudes sfo aleatorias mas relacionadas com as amplitudes da

decomposi¢io espectral da fungdo de correlagéo.

Os campos homogéneos unidimensionais possuem uma representagdo espectral

dada por

E(x) = / T dG(w) (A.44)

onde G{®) ¢ um processo aleatorio (de valores complexos) nio decrescente denominado
processo espectral de §(x). A integral acima é uma integral de Fourier-Sticljes’ e, na
mator parte dos casos, ndo pode ser interpretada como a transformada inversa de Fourier

de alguma fungio 2ng(®) = 2n%, porque tal derivada néo existe.

Contudo, a fungdo de correlagdo de um campo homogéneo de média nula* pode

3Por definicio, f f(x) dG(x) = lims,—x 0 Xh; (=) (Glxi) — Gl 1))
40 qual pode ser obtido como £%(x) = £(x) — g, caso em que B%(x) = B(x).
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ser escrita como

B(x) = / " g flw)dw (A.45)

em fungio da densidade espectral do processo aleatdrio, f(w). Por esta expressdo, verifi-
ca-se que 27 /() € a transformada de Fourier da fungdo de correlagdo B(x). A densidade
espectral ¢ uma fungdo ndo negativa, ¢ este fato pode ser usado para verificar se B(x) é
realmente funcdo de correlagdo de algum campo aleatério, ou seja, se € positiva semidefi-

nida. A integral
[V)
Flo) = f flo)do (A.46)
chama-se fung¢do espectral do campo aleatorio e possui a importante propriedade
(|dG(®)]?) = dF (©) (A47)
que relaciona a fungio espectral com o processo espectral. Além disto,

(dG(@1)dG(w)) = Ose @ # (A48)

Uma interpretacao da relagéio acima € que a fungédo espectral determina a espe-
ranca da densidade de poténcia |dG(w)|? das realizagdes individuais do campo aleatdrio.
Por outro lado, ¢ possivel estimar (grosseiramente, principalmente para grandes x) a cor-
relagdo B(x) utilizando a relagdo na diregdo inversa. O procedimento numérico pode ser
encontrado em [36]. Se o campo ¢ gaussiano, a densidade de poténcia ¢ também um

campo aleatdrio gaussiano, porém nao-correlacionado.

A aplicag@o da representagdo espectral na geragdo de campos aleatorios € descri-

ta em na se¢do A.3.4, bemn como a forma discreta das relagdes acima.

Os argumentos acima podem ser generalizados para duas ¢ trés dimensdes, o que

ndo serd descrito aqui.

A.3 Geracdo de campos

Nesta se¢do, serd apresentada a forma mais simples de geragdo, através da de-
composigao de Cholesky da matriz de covaridncias, uma forma alternativa de decomposi-

¢do da matriz, e finalmente uma metodologia espectral usando a transformada de Fourier.
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Esta forma apresenta resultados tio bons quanto os do método mais simples, em muito
menos tempo. O leitor que dispuser de literatura especifica sobre o assunto, por exemplo

[56], pode ignorar esta segdo.

Neste trabalho, presume-se a disponibilidade de um gerador ideal de mimeros
aleatorios segundo a distribui¢do normal, com média nula e desvio padrio unitario. Al-
gumas técnicas de obtengdo deste gerador ideal podem ser encontradas em [36]. Este
trabalho utilizou a implementiagdo contida na RANLIB®, bascada na transformagio de
um gerador de mimeros uniformemente distribuidos, provavelmente pela técnica de trans-

formagdo descrita em [36].

A.3.1 Métodos de decomposigao

Como definido anteriormente, a covariéincia é dada pela equagio:

B%a,B) = ((0—a).(B—P)) (A49)

onde a ¢ B sdo varidveis aleatorias de médias & e B, respectivamente, e (x) simboliza a
esperanga matematica. A covaridncia de uma variavel aleatoria com si propria é igual
a sua variincia (quadrado do desvio padrio), e duas varidveis independentes possuem

covaridncia nula.

Dado um vetor de varidveis aleatérias x = [x;]7, independentes ou ndo, sua matriz
de covaridncias C é composta pelas covaridncias dos componentes de x dois a dois: ¢; ;=
B®(x;,x;) A matriz de covariéincias ¢ simétrica ¢ positiva definida, podendo ser obtida por

C = {(x.xT) (se a média das varidveis é nula).

Dado um vetor de nimeros aleatérios normais de média nula e desvio padrio
unitario z, € possivel obter um vetor de niimeros correlacionados a partir da matriz de
covariancias. Se houver uma decomposi¢do de C em uma matriz ¢ sua transposta, multi-
plicadas (C = 4.47) entdo o produto y = 4.z gera um vetor com as covaridncias desejadas,

uma vez que

") = (4.2.(4.2)7) = (4227 AT (A.50)

3Library of FORTRAN routines for Random Number Generation, obtida em www .net1ib.org.
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mas desde que o vetor z seja composto realmente de variaveis independentes e normali-

zadas, entdo
z.zl =1 (A.51)
"y =(44ATY=(C)=C (A.52)

como se deseja.

A.3.2 Decomposicao de Cholesky

A forma mais simples de decompor uma matriz real simétrica da forma desejada
¢ através da decomposigao de Cholesky, a qual ¢ numericamente estavel, desde que a
matriz seja simétrica e positiva definida. Esta foi a forma utilizada, por exemplo, em [29]

e [52].

Contudo, a matriz de covaridncias é extremamente mal condicionada, pois seus
autovalores se tornam rapidamente despreziveis em relagdo a precisio do computador
quando se monta uma matriz suficientemente grande. Isto impede a utilizag#o, na pratica,
da decomposigdo de Cholesky (um processo simples e robusto, de ordem O(r) com um

coeficiente pequeno multiplicando n®).

Neste trabalho sdo apresentadas duas alternativas a este método, sendo a primei-
ra 3 implementagdo de uma breve sugestio encontrada em [9] ¢ a segunda uma forma
totalmente diferente, baseada nas propriedades espectrais de um campo aleatério, prova-

velmente o mesmo método utilizado em [8]

A.3.3 Decomposicdo por autopares

Na demonstragdo da se¢io A.3.1, ndo ¢ feita a exigéncia que a matriz 4 scja trian-
gular inferior, como resulta da decomposi¢do de Cholesky. Na verdade, qualquer matriz
com 2 propriedade de resultar C quando multiplicada pela transposta ¢ adequada. Em
[9], sdo brevemente citadas alternativas como a decomposigio em autovetores, detalhada
abaixo, ¢ a decomposi¢do em valores singulares, sendo esta segunda descrita em [36] ¢

ndo considerada aqui.
Toda matriz real ciuadrada C pode ser decomposta na forma:

X, AX (A.53)
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onde X ¢ a matriz de autovetores “esquerdos”(Left eigenvectors), definida por
X.C=AX, (A.54)
X é a matriz de autovetores, definidos pela relagio clssica
CX=XA (A.55)
e A ¢ a matriz diagonal composta pelos autovalores de C.
Se a matriz C ¢ simétrica, o vetor Xz € igual a X T eXé ortogonal, ou seja,
X XT = I. Multiplicando (A.55) por X7, tem-se que:
CXXT=xAXT (A.56)
C=xAXT (AST)y

Esta relagdo ainda nio esta na forma desejada, mas definindo A'/2 como a matriz
obtida tirando a raiz quadrada dos elementos de A, ou seja, a matnz diagonal formada

pelas raizes quadradas dos autovalores de C, tem-se que
A=XA" (A.58)
tem a propriedade desejada, uma vez que
AAT =X AP (XA = x (AP AP XT=xAXT=C (A.59)
como se descja.

O problema com este método ¢ a necessidade de se obter todos os autovalores e
autovetores da matriz de covaridncias, por um algoritmo complexo (utilizou-se a redugdo
a forma diagonal ¢ posterior fatoragio QR implicita, como sugerido em [36]) € de ordem
(aproximadamente) O(n'%/3), com um coeficiente muito alto, 0 que o torna muitas vezes

menos eficiente que a fatoragdo de Cholesky.

Uma alternativa ¢ a obteng@io apenas dos primeiros autovalores e autovetores, o
que ndo foi tentado, pois os valores obtidos pela técnica de decomposi¢io foram utilizados
apenas para comparar ¢ criticar os valores obtidos pelo método espectral descrito adiante.
Como a maior parte dos autovalores é quase nula, provavelmente esta alternativa é vilida
quando ndo se desejar utilizar o método espectral abaixo. Uma possibilidade seria guardar
a matriz para gerar uma grande quantidade de nimeros com a mesma matriz de correlagio,

0 que necessita apenas de uma multiplicagio matriz vetor, processo de ordem O{n?).
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A.3.4 Geracao espectral de campos aleatorios

Como mostrado na se¢do A.2.7, um campo aleatério pode ser decomposto em
uma superposi¢do de harmdnicos, cujas amplitudes sdo dadas por um campo aleatério
ndo correlacionado cuja vanédncia depende da amplitude da decomposi¢do espectral da
fun¢do de correlagdo pela equagido (A.68). Supde-se no restante do texto que o campo
médio #(x) é nulo, contudo pode-se obter um campo de média qualquer somando-se a

média aos valores obtidos por este procedimento.

Para efetuar a geragdo do campo por computador, ¢ necessario trabalhar com
uma versao discreta dos conceitos apresentados na se¢do A.2.7. Nesta versdo, o campo
aleatorio (x) é representado por seus valores £, = £(x;) em N pontos discretos de um

intervalo fechado [0; L], espagados de A = 3, de forma que

xp=kA, k=0,.. N1 (A.60)

A densidade do processo espectral® G(m) do campo, representada aqui como

g(w)7, também é representada de forma discreta por N valores

2mn
gn= Y glo,+ —) (A61)
n=-N/2,....N/2-1,
m= —eco,, ., , , 00
onde
2nn
W, = N (A.62)

variando em [—g, %], com espagamento Ay = AZ..% O somato6rio representa o efeito de

aliasing, pelo qual as freqtaéncias ®, + z’fT“ ndo podem ser distinguidas entre si quando a
fungdo ¢ discretizada [36, 59]. O valor § representa a freqiiéncia de Nyquist da discreti-

Zacao.

Os valores g, podem ser calculados através da transformada discreta de Fourier

(implementada possivelmente na forma da transformada rapida de Fourier [36]), sendo

®Definido pela relagio &(x) = [~ &™dG(w).
"Embora na segio A.2.7 scja notado que tal densidade glm) = gg néio existe, porque o processe G{w)

ndo ¢ diferenciavel, na representagdo discreta pode-se utilizar a diferenca finita %g COMO aproximagao.
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dados por®

N—-1
2rg, =AY Epe i (A.63)
g
k=0

onde, substituindo (A.60) ¢ {A.62), tem-se
N-1 ]
g, =AY Ege 2N (A.64)
k=0
Pode-se utilizar um raciocinio analogo para calcular a densidade espectral f(w)?
na forma discreta f,, em fung@o da amostragem da fungfo de correlagdo By = B%(x;),
efetuada com o mesmo nimero de pontos € mesmo intervalo
N—1 _
2nfy =AY Bye 2mk/N (A.65)
k=0
Sabe-se da secdio A.2.7 que a densidade g(@) do processo espectral € uma fungio

aleatoria de valores complexos e esta relacionada com a densidade espectral f{®) através

da relagao
(Igndal’) = fuho {A.66)
(|gal*) = A{—; (A.67)
2 AN
(lgnl™) = 5/ (A.68)

e que os valores g, s@o ndo correlacionados, obedecendo a

(8ngm} =0, sen#m (A.69)

logo € possivel obter uma realizagio arbitraria através do sorteio de N niimeros complexos
atendendo a (A.68), ou seja, deve-se sortear 2N numeros reais a,, b, , de uma distribuigio

normal, atendendo

plan) = p(by) =0 (A.70)

AN fn

Diay) = D(ba) = \/ =2

(A.71)

8Por sua definigdo, g(w) difere da transformada de Fourier por um fator de 27.
?Definida a partir da fungiio de covaridncia B®(x) como B%(x) = [=_ f(®)e™dt, ou seja, é a transfor-
mada de Fourier de B%(x).
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de onde

gn=an+1iby (A.72)

A partir destes valores g,, ¢ possivel obter a realizagio &; na forma discreta

através da formula de inversio

| M-
Er= N 2 anneflnnk/N (A.73)
n=—N/f2

Para que o processo seja real, € necessario que os valores g, obedecam a simetria
&n=L-n | (A.74)

onde g_, € o complexo conjugado de g_,. Por esta simetria, ainda, gy deve ser obrigato-
riamente real. Como é possivel verificar que g, = gn4+x, uma segunda consegiiéncia é que

g_n/2 = 8w/ ¢ real. Logo, h apenas N nimeros reais a serem sorteados.

A.3.5 Implementacao

Como a fungdo de correlagio € real, é possivel utilizar-se deste fato para acelerar
a obten¢do de sua transformada discreta de Fourier f,. A fun¢do de correlagio de um
campo aleatorio homogéneo ¢ ainda siméirica e par, o que permite expressa-lo em ter-
mos de uma série de cossenos. Contudo, o proprio campo aleatério ndo € par, logo esta

otimiza¢do nfo serd empregada por motivos que ficardo claros a seguir.

Para garanlir a simetria da fun¢fio de correlag@o, seus valores s3o copiados para

que By = By_;.

De [36], toma-se a implementacio da transformada rapida de Fourier (FFT), para
campos reais, com o nome de realft !, Nesta implementagio especifica, é retornada
apenas a parte positiva do resultado, f,, n=0,...,N/2, ¢ ainda assim o valor Tay2s
sendo real (pelos mesmos motivos expostos acima para g,), € retornado como a parte

imaginéria de fj.

'%No livro [36], a FFT é implementada com sinais contrdrios, logo as rotinas que calculam a Fourier
(fourl, r1ft3, fourn) tiveram o sinal da exponencial invertido para coincidir com o significado des-
ta segdo, que ¢ o mesmo da implementagio do MATLAB ¢ de diversos outros livios. Qutros textos jé

apontaram esta discrepincia.
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A partir dos valores de f,, sdo gerados os valores de gy, utilizando um gerador
de niimeros aleat6rios normais na forma da fungio gennor (avg, std), a qual recebe

como pardmetros a média (avg) ¢ o desvio padrio (std) da distribui¢do normal.

Finalmente, os valores g, sdo invertidos com o auxilio da mesma subrotina re -
alft. Esta subrotina retorna o campo multiplicado por N/2, logo uma ltima multipli-

cagdo por 2/N gera 0 campo desejado.

Os fatores A e 2z se cancelam, pois as implementagdes numéricas calculam ape-

nas os somatorios em (A.65) e (A.73), o que simplifica a implementagdo. Deve-se notar

quc as variavels g, ¢ f,, na implementacio abaixo, estdo portanto divididas por %".

Algoritmo:
parak=N/2+1atée N—1 faca By = By_4,
So=realft(By,N.1); FFT direta
Re(go) = gennor(0, /NRe(/0));
Im{gg) = gennor(0, /NIm(f));
paran=1até N/2—1 faca

sd = %Ifnl;

Re(g,) = gennor(0, sd);

Im(g,) = gennor(0, sd);
Jfim para
& = Zrealfi(g,.N,—1); FFT inversa

Este algoritmo gera um campo unidimensional com as caracteristicas desejadas.
A ¢ assumido unitério por este algoritmo, o que ndo gera problema algum se tanto o campo
quanto a fung¢do de correlago forem expressos em termos de distincias unitirias entre os

pontos de amostragem.

Pelo menos uma otimizagio podem ser efetuada, levando-se em conta a linea-
ridade da transformada ¢ o fato de que D(a&) = aD(E), onde & é uma variavel aleatoria

¢ @ ¢ uma constante. Logo, todas as constantes podem ser reunidas e multiplicadas aos
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termos g, antes da transformada.

A.3.6 Campos bidimensionais

As mesmas consideragdes acima podem ser estendidas ao caso bidimensional (ou
tridimensional). Neste caso, o campo ¢ sua respectiva fungio de correlagdo sdo discreti-
zados em NM pontos, sendo N na diregdo x e M na dirego y. O algoritmo é basicamente
0 mesmo, utilizando a rotina r1£t3 de [36] para efetuar a transformada discreta. Este

algoritmo retorna os valores gy, n=0,... . N/2;m=90,... M—1.

Algumas simetrias precisam ser levadas em conta ao gerar os nimeros aleatorios.
A fungdo de correlagdo B,,, precisa ser par, o que € garantido pelo primeiro passo do

algoritmo. A transformada de um campo real obedece
8nm = (N-+n)(Mam) = &(N—n)(M—m) (A.75)

€ por conseqiiéncia goo, go(a,2), E(N/2)0 € 8(N/2)(M/2)SA0 TCAIS, Zom = Go(M—m) € §(N/2)m =
8(N/2)(M-m)>Ouseja,emn=0en=~N /2 o espectro possui esta restrigio. Analogamente
param = 0¢m—= M/2, 0 que ¢ irelevante porque n varia apenas entre 0 e N/2. Para que
o campo seja real e valido, ¢ necessario que o espectro de valores aleatérios obedega as

mesmas restrigoes.

Nota-se que apenas metade do espectro ¢ gerado pela r1££3. Os pontos da
dire¢do x representam metade do espectro mas na diregdo y todo o espectro é retornado, o
que explica os limites dos loops. O fato de que os valores &(N/2)m Sa0 retornados ¢m uma

matriz separada deve ser considerado na implementagio real.
Algoritmo:
paran=N/2+1até N—1le
m=0até M/2 faca Bum = B(y_pym;
param=M[2+1aie M—1e
n=0até N—1faca Bpn = B, M-m)
Jom =1ft3(Bpm,N.M,1); FFT direta;

paran=0até N2em=0até M—1 faca
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Re(g,m) = gennor(0, sd);
Im{gnm) = gennor(0,sd);
fim para
Im(goo) = Im(go(aeya)) = 0
Re(goo) = 2Re(goo);
Re(go(ar/2)) = 2Re(gowrrs2) )
Im(g(v/230) = Im(gv/2)172)) = 0;
Re(gv2p0) = 2Re(g(v/20);
Re(gv/zymy2)) = 2Re(gvyaymy2))s
param=1até M/2 — 1 faca
8om = Bo(M-m)>
E(N/Dm = &N/ 2)(M—m)>
fim para
Epm = NiMrealﬂ(gnm,N,M,—l); FFT inversa

Este método pode ser otimizado da mesma forma que o unidimensional.
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Apéndice B

Valida¢ao do Modelo sem Elementos de Interface

Como validagio da formulagio sem elementos de interface, sera feita uma ana-

lise comparativa.

O modelo original sera representado através da utilizagio do elemento de inter-
face descrito em [35]. Sera utilizado o elemento elasto-fragil, suprimindo-se os elementos
onde se deseja representar a existéncia de uma fissura. Uma implementagio ligeiramente

diferente da original sera empregada, pelos motivos descritos em 3.2.

A implementagio alternativa sera feita alterando-se a topologia da malha de for-
ma a representar adequadamente a descontinuidade de deslocamentos, conforme proposto

em 6.3.

Os exemplos utilizardo discretizagdes muito grosseiras, procurando-se¢ analisar

as diferengas entre as abordagens ¢ ndo o resultado correto dos problemas apresentados.

B.1 Exemplos

Em todos os exemplos, tenta-se simular um estado de carregamento uniaxial,
através de vinculos adequados na face lateral esquerda do corpo € de um carregamento
uniforme na face direita, mantendo-se livres as demais faces. Os vinculos exatos estdo

mostrados nas figuras.

Procura-se obter um campo de tensdes uniforme com 6; = 1,0, =0¢e 1, =0
no corpo ndo fissurado, mantendo-se 0 mesmo carregamento no corpo fissurado. No caso
descrito no item B.1.2, ndo foi possivel obter obter este campo, o que nio influencia as

conclusdes. O material possui os coeficientes fisicos £ = 10.0e v =0.2.

99



J—a- Er -
| —_— | —_—
(a) Alternativo (b) Utilizando elementos de
interface

Figura B.1: Caso 1: Validagdo da implementagéo alternativa
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(2) Cormpo intacto (b) Sem o elemento central

Figura B.2: Caso 2: Fissura interna unitiria

B.1.1 Caso 1: Validacao

O primeire exemplo a ser exccutado ¢ uma malha regular de quatro elementos
quadrilateros, conforme a Figura B.1, para confirmar que os deslocamentos sdo indepen-

dentes da presenca dos elementos de interface.

B.1.2 (Caso 2: Fissura interna unitaria

Em seguida, tenta-se determinar se a presenga de uma fissura interna de tama-
nho correspondente a exatamente uma aresta, caso que ndo pode ser representado através
da implementag@o alternativa, possui algum significado na implementagio através de ele-

mentos de interface.

Uma malha de seis elementos, conforme a Figura B.2, é resolvida com ¢ sem
elementos de interface, sendo o elemento de interface central removido, como indicado na

figura. A malha sem elementos de interface, ndo fissurada, ¢ resolvida para comparagio.

Para medir a abertura da fissura, um modelo com o elemento de interface central
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{a) Alternativo (b) Utilizando elementos de

interface

Figura B.3: Caso 3: Fissura interna minima

intacto € utilizado como referéncia para o valor esperado dos deslocamentos das bordas

da fissura.

B.1.3 Caso 3: Fissura interna minima

O proximo exemplo € a fissura interna minima representavel pela implementagio

alternativa, correspondendo a duas arestas contiguas entrc elementos.

A malha de oito elementos empregada, mostrada na Figura B.3, teve a fissura
introduzida através da criagdo de um né “sombra” com as mesmas coordenadas do nod
central da malha e a divisdo dos quatro elementos centrais entre o nd original ¢ o né
“sombra”. NZo hd, como poderia ser sugerido pela figura, abertura inicial da fissura, pois

0 né sombra possui as mesmas coordenadas do né original.

A malha correspondente, com elementos de interface, teve os elementos de in-

terface suprimidos nas duas arestas abertas.

B.1.4 Caso 4: Fissura externa minima

Uma fissura externa unitria (correspondente & uma Gnica aresta) pode ser ade-
quadamente representada através da implementacdo alternativa, confundindo-se entio
com a fissura minima. Esta fissura foi introduzida através da criagio de um novo no,
na implementagdo alternativa, ou através da eliminagio do elemento de interface corres-

pondente, na implementagdo original. A malha empregada foi a malha de validacio da
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(a) Alternativo (b) Utilizando elementos de

interface

Figura B.4: Caso 4: Fissura externa

se¢do B.1.1, conforme a Figura B.4,

B.2 Resultados

Dois tipos de resultados sdo importantes nos exemplos utilizados, os desloca-

mentos e as tensoes.

Os deslocamentos sdo avaliados nos nods, o que infroduz uma pequena diferenga
entre os modelos com e sem elementos de interface. Para efeito de comparagdo, os nos
do modelo sem elementos de interface s3o utilizados como referéncia. Os nds do modelo
com elementos de interface que correspondem em posicio a estes nods de referéncia tém

seus deslocamentos calculados e a média dos mesmos é utilizada para comparagio.

As tensdes sdo calculadas nos elementos. A comparagdo ¢ feita nos elementos
correspondentes nos dois modelos, sendo notada a diferenga entre estes resultados e os

resuitados calculados nos elementos de interface.

B.2.1 Deslocamentos

O deslocamento de um né importante de cada modelo foi calculado para ambos
os dois modelos e representado na Tabela B.1. Verifica-se que em todos os casos o modelo
com elementos de interface é um pouco menos rigido que o modelo original, contudo a

diferenga ndo ¢ significativa e provavelmente diminuiria com a espessura dos elementos.

A diferenga um pouco maior no caso 4 pode ser atribuida 4 malha muito grosseira

empregada no seu calculo.

Calculando-se a diferencga entre os deslocamentos das bordas da fissura unitario,
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Caso Alternativo Original Diferenca (%)

1 0.18884  0.19083 1.05
2 0.18590  0.18729 0.75
3 0.40611  0.40925 0.77
4 1.0455 1.1400 9.04

Tabela B.]: Deslocamentos horizontais u, nos nos selecionados

Caso Abertura
Corpo intacto  0.000201
Fissura aberta 0.002267
Diferenca (%) 1027

Tabela B.2: Abertura da fissura no Caso 2 (fissura unitaria)

verifica-se que tal fissura, Unico caso que nido pode ser representado adequadamente pela
implementagio alternativa, apresenta uma abertura significativa, conforme a Tabela B.2.
Contudo, ¢ importante ressaltar que tal diferenca so ¢é percebida pelos proprios elementos
de interface, nio interferindo de forma significativa nos deslocamentos dos elementos co-
muns. Isto indica que a capacidade de modelar uma fissura com a dimensdo de uma tinica
aresta na matha original ndo ¢ estritamente necessaria, validando a proposta alternativa de

representacdo de fissuras discretas.

B.2.2 Tensdes

Como as tensoes nos elementos da malha original sio calculados em fungio dos
deslocamentos nodais, € mostrou-se no item anterior que os mesmos sdo equivalentes nos
dois modelos, o campo de tensdes dentro dos elementos ¢ praticamente idéntico em todos

08 Casos.

Contudo, os eclementos de interface possuem a peculiaridade de possuir arestas
muito proximas, o que permite a estimagdo muito mais precisa das tensdes normais a estes
elementos. As tensdes na diregdo do elemento nfo possuem a mesma precisio, bem como
as tensdes de cisalhamento, mas estas tensdes também estdo prejudicadas pela propria

formulagdo do elemento, conforme discutido anteriormente.

103



A precisdo “extra” obtida com os elementos de interface se torna importante
nas proximidades das fissuras, gquando os campos de tensdes se tornam singulares ¢ a
estimativa de tensdes nos elementos normais se torna mais grosseira. A tensdo empregada
para efetuar a ruptura do elemento de interface € esta tensdo mais precisa, logo havera
uma diferenga significativa entre as implementagdes do modelo probabilistico, tanto na

determinacg@o do local de abertura da fissura quanto na escolha de sua diregio.

Interpreta-se esta diferenca como uma escotha de se calcular, através de um re-
finramento peculiar da malha, um valor mais preciso para as tensdes normais as diregdes
predefinidas para a abertura das fissuras. Na implementagfo alternativa, as tensdes sdo
calculadas de forma mais grosseira ¢ se tornam muito pouco confidveis no local onde sdo

mais importantes, nas extremidades das fissuras.
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Apéndice C

Amostras de Cédigo

Este apéndice contém as subrotinas mais importantes dentre as descritas na se-
¢do 6.5. O cddigo foi compilado pelo autor utilizando o compilador de FORTRAN77
GNU G77, sob sistema operacional Linux, contudo ¢ codigo deve ser facilmente portavel
para outros compiladores e sistemas operacionais (exceto pela rotina TagAresta, a qual

poderia ser reescrita de forma mais portavell).

As varidveis empregadas como parimetros por estas subrotinas se referem ao

codigo principal de elementos finitos, estando descritas na Tabela C.1.

C.1 Geracdo do campo aleatorio

* Geragdo propriamente dita do campo aleatdrio e interpolagic dos
* valores nodais
Subroutine genftfld( ft, x, nnode, ndm, muft, sigft, lenft,
& 1ix, nenl, numel, Ernd, muE, sigE, mem }
Integer nnode, ndm, nenl, numel, ix(nenl, numel)
Real ft{mnode}, muft, sigft, lenft, mem(*), mukE, sigE,
& Emd({numel)
Real*8 x(ndm, nnode)
Real*8 x1, x2, yl, vy2, dx, dy
Integer i, N, M, itemp, ialoc

If {ndm .ne. 2} Then
Write (*,*} ‘Cannot generate a ', ndm, *-dimensional field,’,

& ' only 2D’
EndIf

! lo. passo - determinar as dimensdes do campo

xl = x(%, 1}

x2 = x1
¥l = x{2, 1}
¥2 = y1

!Quando foi escrita pela primeira vez, a rotina era mais complexa e ndo podia ser escrita de forma

simples sem recursdo. Na verséio atual, a sua fungdio € mais simples e possivelmente dispensa a recursiio.
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Varidvel Descrigio
da Incremento da area da fissura.
Ernd (el} Maédulo de elasticidade do elemento el.
f{gl, no) Grandeza prescrita no grau de liberdade gl do nd no.
fs (no) Fator de solicitagdo no né no.
ft (no) Resisténcia a tracdo (alterada) no n6 no.
ftorig(no} Resisténcia a tragio original no nd no.
id{gl, no) Numero daequagio referente ao grau dc liberdade g1 do né no.

ix(ord, el) Non° orddoeclemento el {conectividade).

jdiag(eq) Posic¢3o do elemento eq da diagonal no armazenamento skyline da matriz.
lenft Comprimento de correlagao das propriedades f; = E;.
mem Matriz utilizada como memoéria “alocavel”.
muE Meédia dos médulos de elasticidade £,.
muft Média das resisténcias a tragio f,,.
ndf Ntmero de graus de liberdade por né.
ndm DimensZo do problema (2D, 3D).
nels (no) Nimero de elementos contendo o nd no.
nen Numero de nds por ¢lemento.
nenl (=nen+l1) Primeira dimensdo d¢ ix.
neqg Namero de equagdes no problema,
nnode Numero de nés no problema.
nnodep Namero de nés méximo previsto pela alocacio de meméria.
[ms N6 mais solicitado.
numel Numero de elementos no problema.
sigE Desvio padrao dos modulos de elasticidade F;.
sigft Desvio padrio das resisténcias 3 tragdo fq.
sigx (no) Tensdo 6; no nd no.
sigy (no) Tensao G, no no no.
tauxy(no}  Tensdo T, no né no.
x{(dir, no) Coordenada na diregio dir do n6 no.

Tabela C.1: Descrigdo das varidveis empregadas
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Do i = 2, nnode
If (x(1, 1) .1t. x1) x1 = x(1, i)
If (x(1, i) .gt. x1) x2 = x(1, 1}
If (x(2, i) .lt. x1) vi = x(2, i)
If (x(2, i) .gt. x1) y2 = x(2, i}
End Do

! Acrescentar a margem de um comprimento de correlagdo

xl = x1 - lenft !*2
X2 = X2 + lenft 1#*2
¥l = vyl lenft 1+*2
¥2 = y2 + lenft t#*2

! Nimero provisdric de pontos, supondo um grid de 0.8l de espagamento

=
1]

(x2 - x1)/(0.8*lenft) + 1
{(v2 - y1)/(0.8%1lenft) + 1

<
|

! Arredondados para poténcias de dois

i=2

Do While (i .1lt. N}
1 = 2*]

End Do

N = i

i=2

Do While (i .1lt. M}
i = 2%i

End Do

M=1

I Cdlculo dos incrementos a serem utilizados

dx
dy

(x2 - x1}/(N-1)
(y2 - y1)/(M-1)

! 20. passo: Geragdao dos campos

! Alocagdo da memdria (N*M reais)

itemp = ialoc( N*M, 1 }

! Criagio da fungdo de correlagdo

Call CalcB{ mem(itemp)}, N, M, dx, dy, sigft, lenft )
! Geragdo propriamente dita

Call InitRandom
Call genfld2d( mem{itemp)}, N, M )

! 3o. passo: Interpolacdo dos valores nodais (e soma da média)

Call InterFt( mem(itemp), N, M, x1, yi, dx, dy, muft, ndm,
& nnode, x, ft }

Repetigdo para mdodulo de elasticidade

Call CalcB( mem{itemp), N, M, dx, dy, sigE, lenft )
Call InitRandom

Call genfld2d( mem(itemp), N, M )

Call InterE{ mem({(itemp), N, M, x1, yl1, dx, dy, muE, ndm
& nmnnode, x, ix, nenl, numel, Ernd }

¢
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! Desalocagdo de memdSria (86 funciona imediatamente apds a alocacio)
Do i = 1, N*M
mem (itemp+i-1) = 0.
End Do
itemp = ialoc( -N*M, 1 )

* Cédlculo da fungdo de correlagdo
Subroutine CalcB( B, N, M, dx, dy, sigft, lenft )
Integer N, M, i, j
Real B{N, M), cl, ¢2, sigft, lenft
Real*8 dx, dy

cl
c2

sigfg**2
-atan(l.) /lenft**2

Do 1 = 0, N/2
Do j = 0, M/2
B(i+1l, J+1} = cl*exp(c2*{ (i*dx}*=*2 + (j*dy)**2 })
End Do
End Do

Interpolagio dos valores nodais (resisténcia a tracgio
Subroutine Interft{ £, N, M, x1, yl, dx, dy, muft, ndm, nnode,
& x, ft )

Integer N, M, i, nn, mm, nnode, ndm

Real £(N, M), ft({nncde}, muft

Real*8 x(ndm, nnode}, x1, yl, dx, dy, xx, yy

Do 1 = 1, nnode

nn = Int( (x(1, i} - xi}/dx )} + 1
mm = Int( (x(2, i) - yi}/dy ) + 1
Xxx = (x(1, 1) - x1)/dx - nmn + 1

vy = (x{2, i) - yl)/dy - wm + 1

fr(i) = ruft + f(nn,mm)*(1-xx)* (L-yy) + £(nn+l, mm)*xx* (1-yy) +
& E{nn, wm+l}* (1-xx}*yy + £(nn+l, mm+l)} *xx*yy
End Do

Interpolagdo dos valores de elasticidade do elemento

Subroutine InterE( £, N, M, xl1, yi, dx, dy, muk, ndm, nnode,

& x, ix, nenl, numel, E}

Integer N, M, i, nn, mm, nnode, ndm, nenl, numel, ix(nenl, numel}
Real £(N, M), E(numel}, muE

Real*8 x(ndm, nnode), x1, yl1, dx, dy, xx, ¥y, Xm, ym

Do i = 1, numel

xm o= (x(1, ix(1l, 1)) + =(1, ix(2, i}) + x(1, ix{3, i})}/3
ym = (x(2, ix(1, i)) + x(2, ix(2, i}) + x(2, ix(3, i})}/3
nn = Int{ (xm - xi}/dx )} + 1
mm = Int{ {ym - yi}/dy ) + 1
XX = (xm - x1)/dx - nn + 1
Yy = (ym - y1}/dy - mm + 1
E(i) = muE + f(nn,mm}*(1-xx)*(1-yy) + £(nn+l, mm)*xx*(I-yy} +

& fFlnn, mm+el)* (1-xx)*yy + £(nn+l, mm+l) *xx*yy
If (E(i}) .lt. 0d0) E{i) = 0eoO

End Do
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Célculo do fator de solicitacgdo
Subroutine CaleFs( sigx, sigy, tauxy, fs, ft, nnode, nms )
Integer nnode, nms
Double Precision sigx{nnode), sigy(nnode), tauxy(nnoede), minfs,
& fs(nnode)
Real ft(mnode), fti, sti
Integer i
Logical isNaND

nms = 1
minfs = 1el00
Do i = 1, nnode
fri = fr (i)
sti = .5d0*{sigx(i)+sigy (i)} + ! férmula para sigma_l
& sqre( (0.5d0* (sigx (i) -sigy({i)})**2+tauxy (i) **2 )
If (sti .1lt. 0.} Then
fti = 1.0
sti = 0.0 ! Preparado para resultar Inf e impedir a ruptura
End If
fs(i} = fti/sti t Calculo do fator de solicitacgdo fs

If (f=2(i) .1t. minfs)} Then
minfs = fs (1)
nms = i
End If
End Do

If (isNaND (minfs)} Then
Write{*,*) ’'Fator de solicitagido ', minfs
Stop

End If

Abertura da fissura

Subroutine OpenCrack (nms, nnode, neq, ndf, ndm, numel, nen, id,

& f, x, ix, jdiag, nels, ft, s=sigx, sigy, tauxy, fs, nnodep, da,

& ftorig)

Integer nms, nnode, neq, ndf, ndm, numel, nen, nnodep

Integer id(ndf, nnode}, ix(nen+1, numel), jdiag({neq}, nels (nnode)
Double Precision f(ndf, nnode}, x(ndm, nnode), sigx(nnode),
& sigy(nnode), tauxy(nnode), f=(nnode), da

Double Precision oldx, oldy ! Para evitar determinantes nulos 06/07/2000
Double Precision xr, xs, yr, ys

Integer elem

Logical nulbDet

fmmmem e 06/07/2000

Real ft(nnode), ftorig{nnode) ! Acrescentado ftorig 14/07/2000
Integer i, 11, nl, n2, sinal, sn

Double Precisgion pi, g, dgt, thrfs, minfs, infty

BDouble Precision tl, t2, dgtl, dgt2

integer chng, chngl

Logical isNanD, isInfD

Integer iaresta(3,10), ia ! iaresta(i,i) - elemento

' ! igresta(2,i) - nd 1 (1 - x - 2}
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! ! iaresta(3,i) - né 2

! Nota: méiximo de 10 arestas convergindo em um dado nd.
Integer inosab(10}, innosab

Double Precision dAl

Double Precision angulo ! fung¢do de mef-util.f

pi = 4d0*atan(idg}

infty = 0.
infty 1./infty ! Exatamente. 1./0. nio é aceito.

! lo. passo: separar os elementos

chng = 0 ! Numero de elementos mudados
Do While (chng .eqg. 0)

! Ver arestas ligadas ao ndé nms

Call Arestas({ nms, iaresta, numel, nen, ix )

! Procurar quais elementos serdo mudados
sinal = 0

! Angulo da fissura ficticia...
g = 0.5d0*angulof{atan2(-2d0*tauxy{nms), sigy(nms)-sigx{nms}),
& 0do, 240*pi)

ia =1
Do While (iaresta{l, ia} .ne. Q)
nl = iaresta(2, ia}
n2 = iaresta{3, ia}
t Normalizar {g-t) entre (-1840; 184]
t onde t & a bissetriz do ingulo centrado em nms.
dgt = angulof{g - atan2( 0.5d0* (x(2,nl)+x{2,n2})-x{(2,nms},
& 0.5d0* (x{1,nl}+x(1,n2))-x{(i,ams) ), -pi, pi)

sn = 1

If (dgt .lt. 0} sn = -1

If (sinal .eq. 0} sinal = sn ! sinal dos elementos ligados
t ! ao nd original

! Caso o elemento tenha o mesmo #inal de sn, entdo
t mudar seu sinal para gque ele ndo seja mudado em MudarElementas
If (sn .eqg. sinal} Then

iaresta(l, ia) = -iaresta(l, ia)
Else
chng = chng + 1
End If
ia = ia + 1
End Do

If (chng .gt. 0} Then
! Bem, alguns elementos mudaram de sinal. Mas serd que nic
! existe uma fissura pré-existente ?
I Se existir, eu vou temtar abrir o mais distante dela possivel
! Deixe-me ver se hid uma borda. ..
t Ah, estou confiando em ia do loop anterior...
ia = ia - 1
nl iaresta{2, 1)
n2 iaresta (3, ia)
If (nl .ne. n2) Then
! Tenho uma borda, realmente.
Tf (iaresta(l, 1)*iaresta{l, ia) .gt. 0} Then
! Pior, tenho uma borda em um tnico lado da fissura.
! Isto quer dizer que vou abrir outra borda
! mas ndo se eu puder evitar
t Coma ? Levando os elementos a partir da borda mais
! proxima da limha da fissura para o outro lado
£l = atan2( 0.5d0*(x{2,nl}+x(2,iaresta({3,1)))-x{2,0ms),
& 0.5d0* (x(1,nl}+x(1,iaresta(2,1)))-x(1,nms) )
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t2 = atan2( 0.5d0*(x(2,n2}+x(2,iarestal(2,ia}))-x(2,mms),

& 0.5d0* (x(1,n2)+x(1,iaresta(2,ia)}}-x(1,nms) )
dgtl = wmin( abs(angulo(g - tl, -pi, pi})},

& abs (anqulo (g-pi-tl, -pi, pi)} }
dgt2 = min{ abs(angulo{g - t2, -pi, pi}},

& abs(angulo(g-pi-t2, -pi, pi)}) }

If {(dgtl .1t. dgt2) Then
! Note o Gltimo argumento: TagAresta sd quer o sinal dele
Call TagAresta (iaresta, nl, -iarestal(l, 1))

Else
Call TagAresta{iaresta, n2, -iaresta(l, ia)}
! E pela natureza de TagAresta, ele vai parar assim que
! encontrar o "outro lado"™, mesclandeo os dois.

EndIf

End If
End If

! Criar novo nd e mudar os elementos ndc marcados com (-)
I para este novo né.
Call MudarElementos(iaresta, nms, nnode+l, nen, ix,
& ndf, id, neqg, 1l1)
Call NovoNo(nms, nnode, nnodep, ndf, id, f, jdiag, neq,
& 11, x, ndm, ft, fs, nels, chng, ftorig}

! Totalizar a abertura da fissura

! Para cada aresta, procurar uma ouktra em um elemento

! de sinal contrdrio. BAo encontrar, somar em dA.

! Como bonus, guardar o nd final da fissura recém-aberta
! em inosab.

ia = 1
innosab = 0
aa = ado

Do While (iaresta(l, ia) .me. 0}
If (iaresta(l, ia)*iaresta(l, ia+l) .lt. 0} Then
nl = iaresta(3, ia}
dA = dA + sqrt{(x(2,01}-xX(2,nms)}**2 +
& (x{1,nl)-x(1l,nms))**2)
innosab = innecsab + 1
inosab (innosab} = nl

End If
ia = ia + 1
End Do

! Prdximo passo: verificar se os nés das pontas de fissura
! 830 internos ou de borda. Os internos devem ser movidos
! @ os de borda, abertos.

bs i = 1, innosab

Call Arestas{ inosab(i), iaresta, numel, nen, ix )
Call Taghresta( ilaresta, nms, -1 }
ia =1
chngl = 0
Do While (iaresta(l, ia} .ne. 0}

If (iaresta{l, ia) .gt. 0} Then

chngl = chngl + 1

End If
ia = ia + 1
End Do
If (chngl .ne. 0) Then ! Infelizmente, existiam
Call MudarElementos (iaresta, ! dois grupos de elementos,
& inosab({i}, mnnode+l, nen, ix, ! precisc separi-los
& ndf, id, neqg, 11)
Call NovoNo(inosab(i), nncde, nnodep, ndf, id, £, jdiag,
& neq, 11, x, ndm, ft, fs, nels, chngl, ftorig)
Elze

! A idéia & abrir a fissura na direcdo descrita em TAM-00-01
! Ajustando os nds de ponta de fissura, para melhorar.
dAl = sqgrt{(x(2,ino=sab(i})-x(2,nms)}**2 +
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{(x(1,incsab(i)}-x(1,nms)}**2)

dgt = angulo{ g-atan2{ x(2,incsab(i}}-x(2,nms),
x{1l,inosab(i})-x(1,nms} ), -pi, pi }

oldx = 1d0*x (1, inosab(i}}

oldy = 1d0*x(2, inosab(i})

If (abs{dgt) .le. 0.5*pi} Then
x(1l,inosab{i)) = x(1,nms) + dAl*cos(g}
x{2,inosab{i)) = x(2,nms) + dAl*sin(g}

Else
x{l,inosab(i)}
x{2,inosab{i)}

End If

! Ah, ji4 que & uma ponta de fissura, vou reduzir a

! resisténcia do nd para compensar a aproximacdc ruim

! da concentracido de tensdes no nbd.

ft (inosab(i})) = ft(inosab(i)} /2.0

! Infelizmente a mudanga pode fazer com que o nd saia

! de dentro de um dos elementos. Neste caso, o elemento

! fica com determinante negativo ou nulo. Pode-se

! corrigir trazendo lentamente o nd para a posigdo original.
i

*x{1,nms} - dAi*cos(q)
x{2,nms} - dAl*sin(g}

{06/07/2000)
nulDet = .true.
Do While (nulDet)

ia = 1

nulDet = .false.

Do While {iaresta{l, ia) .ne. 0 .and. .not. nulDet)
elem = abs(iaresta(l, ia}}
xr = x(1,1ix(1, elem))}-x(1,ix(3, elem))
yr = x(2,ix(1, elem))-x(2,ix(3, elem))
xs8 = x(1,ix(2, elem})-x(1,ix(3, elem})
¥ys = x(2,ix(2, elem)}-x(2,ix(3, elem})
nulDet = (xr*ys-xs*yr) .le. 040

ia = ia + 1
End Do
If [(nulDet)} Then

x(1,inosab(i)} 0.9d0*x (1, inosab(i}) + 0.1do*oldx

¥x(2,inosab(i}) = 0.9d0*x{2,inosab(i)} + 0.1d0*oldy
Write(*,*) ‘DEBUG: Correcting null determinant at °,
inogsab(i}, ' x=', x(1,inosab{i)), ' y=',
x(2,inosab(i}}
End If
End Do
End 1f
End Do
Else
thrfs = fs(nms}) ! Resisténcia minima a ser considerada.
! ! Abaixo disto, ji foi tentado sem sucesso.
fs(nms} = fs{nms) - le-6*abs(fs(nms)}) - le-15
if (fs(nms) .eg. thrfs} Then
fs(nms) = infty
End IE
minfs = infty
nms = 0

Do i = 1, nnode
If (fs{i}) .ge. thrfs .and. fs(i) .le. minfs} Then
minfs = fs(i)
nms = i
End If
End Do
If (isNaND(minfs)} .or. isInfD(minfs)} Then
Write (*,*}) ‘Fator de solicitaclo ', minfs
Stop
End If
If (nms .eqg. 0) Then
Write (*,*) 'Nenhum né possivel de ramper’
Stop
End If

112



End If
End Do

Muda os elementos de um né para outro e grava a menor equacdo
que foi afetada por esta mudanga (11), dado usado por NovoNS.
Subroutine MudarElementos (iaresta, noant, nodep, nen, ix
& ndf, id, meqg, 11 )

Integer iaresta(3, *}, noant, nodep, nen, ix(nen+l, *), ndf,
& 1id(ndf, *), negqg, 11

Integer ia, i, j, k

’

ia =1
11 = neq ! Nota: qual seria um baom valor ?
! ! a versdo anterior usava neq.
! ! De qualquer forma, a rotina desta forma sé funciona
! ! bem se nodep for um novo nd.
Do While (iaresta(l, ia) .ne. Q)
If (iaresta(l, ita} .gt. Q) Then
j = iaresta(l, ia)
Do i = 1, nen
If (ix(i, j) .eq. noant) Then
! Se for o né antigo, mudar.
ix(i, j) = nodep
ElseIf (ix(i, j) .ne. @) Then
! Se for outro nd, anotar a equagdo.
Do k = 1, ndf
If (id{k, ix(i, j}} .gt. @) Then
11 = min(11, id(k, ix{(i, 3j)})

End If
End Do
End If
End Do

End If

ia = ia + 1
End Do
End

——————————————————— 23/05/00

Cria um novo nd e faz as alteragdes devidas

Subroutine NovoWNo (nms, nnode, nnodep, ndf, id, £, jdiag, neq,
& 11, x, ndm, ft, fs, nels, chng, ftorig)

Integer nms, nnode, npnodep, ndf, neq, 11, ndm, chng

Integer id({ndf, *}, jdiag(*}, nels{*)

Double Precision f{ndf, *}, x(ndm, *), Es(*)

Real ft(*), ftorig(*) ! Acrescentade ftorig, 14/07/2000
Integer i

Verifica se foi reservado espa¢o para o novo né

If (nnode .ge. nnodep) Then
Write(*,6*} ‘Excesso de nésg no problema. Ultimo nd: ’, nnode
Return

End If

nnode = nnode + 1 ! Bdvio.

Do i = 1, ndf
id(i, nnode) = neg+i ! Atualizar a numeragfo das equagdes
(i, nnode} = 040 ! e a forga prescrita no né
jdiag{neqg+i) = jdiag(neg+i-1) + neg+i - 11 + 1
t ! E jdiag, usande 11 de MudarElementos

End Do
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* 4 o K K % Ok B

neq = neq + ndf t... criando ndf novas
Do i = 1, ndm
x(i, nnode) = x{i, nms) ! Copiar as coordenadas
End Do
! Aumentar um pouco a resisténcia deste nd, para contornar
! a aproximagio pobre dos elementos finitos e refletir o
! fato da face da fissura ndo ter tensdes

ft(nms) = ft{oms)*2.0

ft (nnode) = £t (nms) ! e a resisténcia do original,
ftorig(nnode) = ftorig(nms) ! & a resisténcia original,

fs (nniode) = f£s({nms} ! e o fator de soicitagdo...

! Atualizar o nfimero de elementos dos nés:
nels (nnode} = chng
nels (nms}) = nels(nms) - chng

TaghAresta marca na lista de arestas os elementos que contém
© ndé no, com o sinal da marca tag, e em seguida os elementos
vizinhos, até encontrar uma borda su um elemento ji& marcado.
Esta rotina NAC compila diretamente por ser recursiva.

No compilador G77, a solucdo adotada foi converter o codigo
para C usando F2C e adaptar o cddigo (recursivo} resultante,
Deve haver uma solugdo mais simples, esta foi adotada por
motivos histodricos.

Subroutine TagAresta( iaresta, no, tag }

Integer no, tag

Integer ia, cl, c2

ia =1
Do While (iaresta(l, ia) .ne. @)
If (iaresta(l, ia)l*tag .1lt. G) Then
cl = iaresta(2, ia)
c2 = iaresta(3, ia)
If (cl .eq. no .or. c¢2 .eq. no) Then
iaresta(l, ia) = -iarestafl, ia}
If (¢l .eg. nmo} cl = c2
Call TagAresta( iaresta, cl, tag )
End If
End If
ia = ia + 1
End Do
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