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Resumo da tese apresentada 8 COOPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para
a obtencéo do grau de Mestre em Ciéncias(M.Sc.)

MODELO GENERALIZADO PARA RELACAO CONSTITUTIVA ELASTO-PLASTICA
EM PLACAS

Paulo César Mappa

junho/1999

Qrientadores: Luiz Landau
Rubens Mitri Sydenstricker

Programa : Engenharia Civil

No presente trabalho implementa-se um modelo para relagdo constitutiva elasto-
plastica em placas, usando-se um critério de escoamento baseado em esforgos. Mostra-se
ainda como esse modelo pode ser usado para redugao de problemas tri-dimensionais
a problemas bi-dimensionais. Apresenta-se um comentario sobre o desempenho de alguns
elementos no tratamento do problema de placas. Detalha-se a formulagdo do elemento
DRM, baseado na teoria de Ressiner-Mindlin.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the requenments for
the degree of Master of Science (M.Sc.) )

GENERALIZED MODEL FOR ELASTOPLASTIC CONSTITUTIVE RELATIONSHIP IN
PLATES

Paulo Cesar Mappa

june/1999

Advisors:: Luiz Landau
Rubens Mitri Sydenstricker

Departament : Civil Engineening

The purpose of this work is to study a contitutive model in inelastic plates. which can
be used to reproduce some of the three-dimensional setting. We present a comentary of the
peformaces the some elements with three nodes and the basic formulation for the finite

elements for plates based on Reissner-Mindlin theory — DRM.
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- Capitulo 1-

O TRATAMENTO DO PROBLEMA DE PLACA

1.1 - GENERALIDADES

Os primeiros modelos de elementos finitos para placa vém da década de sessenta e
utilizavam a teoria de Kirchhof. Esta, apresenta dificuldades para satisfazer as condigdes
de continuidade C', na expressdo da energia de deformacdo, requerida pelo método dos
elementos finitos, além de ndo permitir o tratamento das deformagdes de cisalhamento

transversal, ja que tem como uma de suas hipoteses basicas:

- As normais ao plano médio permanecem retas e normais & superficie média
( acarreta yq , 74 iguais a zero nas relagbes  deformagdo - deslocamento ). Assim,
os resultados obtidos a partir dai sao insatisfatérios quando se trata de problemas onde

essas deformagdes sao importantes.

A teoria de Reissner-Mindlin considera as deformagdes por cisalhamento transversal

através da hipotese:

- As retas normais ac plano médio permanecem alinhadas segundo retas néo

necessariamente normais a superficie média permitindo considerar v , ¥y2

Inicialmente os elementos baseados nessa teoria ndc eram satisfatérios no
tratamento de placas delgadas pois atribuiam a estrutura uma rigidez excessiva. Fendmeno
esse, que ficou conhecido como trancamento por cortante. Varios estudos foram feitos e
apresentados na literatura e muitos elementos surgiram tentando solucionar este problema.
Em 1988 Zienkiewicz e Lefebvre [3] apresentam o elemento T6/3B3 tido pelos autores como
0 primeiro elemento totalmente robusto,



CAPITULO 1 - O TRATAMENTO DO PROBLEMA DE PLACA

Varios elementos, de quatro e trés nés , baseados em teorias distintas sdo apresentados

pela literatura.

Um estudo sobre alguns elementos triangulares livres de trancamento por cortante é
apresentada por Sydenstricker [8]. Utiliza-se no presente trabalho o elemento DRM -
discrete Reissner-Mindlin - apresentado por Zienkiewicz, Taylor Papadopouio e Onate [10]
em 1990.

1.2 - TEORIA DE REISSNER - MINDLIN

1.2.1 - PLACA

Aqui denomina-se por placa o elemento estrutural definido pelo dominio €, onde
Q={P(x,y,2) eR®/ ze[-h/2 , h/2], (x,y) €R?}. O plano z=0 ¢ a superficie média da placa e &
inextensivel, a espessura h € muito menor que as outras dimensdes e o carregamento €

aplicado perpendicular a superficie média.

1.2.2 — SISTEMA DE REFERENCIA

QO sistema de referéncia é composto pelos eixos x, y e z formando um triedo direto como

mostrado na Figura1.1

rz,w

Y.V Gy  Msx
»— —>

X,u
Oy

Figural.1i- Sistema de referéncia

My



CAPITULO 1 - O TRATAMENTO DO PROBLEMA DE PLACA

1.2.3 — HIPOTESES BASICAS

a ) Despreza-se a componente de tensdo normal paralela ao eixo z, cz.

b) Existe simetria das propriedades elasticas em relagéo a superficie media. Assim
sendo, os pontos nela situados nio sofrem deslocamentos nas diregoes x e y. Ou

seja:
u(x,y,0) = v(x,y,0)=0

c) Pontos, antes da deformacdo, alinhados segundo uma reta normal a superficie
média permanecem, apds a deformagdo, alinhados segundo uma reta, nao

necessariamente normal & superficie média.

d) Trabalha-se com pequenas rotagbes. Ou seja:

8 ~ tan(0)

A hipotese (a) reflete o fato de se ter nessa diregdo tensdo da ordem do carregamento
aplicado e, portanto, menores que as demais. A hipétese (b) é valida ja que na defini¢do de
placa exclui-se solicitagbes normais a segao transversal da mesma. Na hipétese (c), faz-se
a generalizagdo da hipotese de Kirchhof. Com esta hipdtese é que se permite a
consideragdo das deformagbes por efeito do cisalhamento transversal, conforme ja

mencionado na intredugdo deste trabalho.

1.2.4 - DESLOCAMENTOS

Considerando-se as hipéteses basicas escreve-se:

u(x,y,z) =zby(xy) (1.1)
vix, y,z)= -z0x(xy)
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Fazendo-se [LD]= [01 (ﬂ . {8}={2xg’:;}, obtém-se
_ ,(%,

{:} =2{L D}{6} (1.2)

O deslocamento transversal € representado apenas sobre a superficie média, ou seja:

w = w(X,y} (1.3)

1.2.4 - DEFORMACOES

A teoria linear da elasticidade escreve:

du ov
Ex= .5; , ByF é; (1 4 3 ,b)
au N ad oW oV ow
= — + = ==+ — = — + — 14 cde
N T x " T m (1.4_cde)

Ao considerar-se o, = 0 possibilita-se a determinagéo de &, diretamente pelas relagdes
constitutivas , a partir das demais componentes de deformacgao. Além disso, a parcela da
energia de deformacgao devido a o; é nula e como pretende-se determina-la, em fun¢io dos
deslocamentos, para se obter a matriz de rigidez do elemento toma-se as deformacgdes

agrupadas em deformagdes de flexdo {&p} & de cisalhamento {y}. Assim:

NERES (@)
Yy

m= {“} (b)
Yyz



Tomando-se

o vetor curvatura {X e vetor de deformagdes transversais {y} da forma que segue:

CAPITULO 1 - © TRATAMENTO DO PROBLEMA DE PLACA

v1) =

f =[v1K6}

{}=(VIw+[LD}{6}

Qo o Rlo

V] = define-se

2|oR|o

Nota-se que {y} € constante ao longo da espessura

Levando-se em conta as equagdes (1.1),(1.3) e (1.4 _ a) chega-se a:

{eny=z {x

1.2.5 - TENSOES

Da lei de Hooke generalizada para o,=0 tem-se:

Onde:

{c}=[El{e}

(1.8)

(1.9)



CAPITULO 1 - O TRATAMENTO DO PROBLEMA DE PLACA

rU,( E,

Oy Ey
{o}=1<14¢ . {e8}=<7v4 € paraocasode materais isotropicos:

T T

Ty Yy

[E] = |:[D] [0]] com:

0] [G]
1 v 0 E
Ol=—F v 1 v | e [g=|&*V) c
1-v 0 0 1-v 0
2 21+ )

Considerando-se as equagdes (1.8) e (1.9) escreve-se:

{ob} = [Dles= 2[D){ ¥ } (@)
{r}=[C] {x (b)
Onde,
GX
{ob} =<0, e {1}= {Tﬂ}
1
Ty ¥

Estas componentes de tensio estio representadas na Figura 1.2.

(1.10)

(1.11)
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74&

TZX -~~~ T
,”_._u._,.ﬂ — e Y
™2z P L
$ XYy oy -
h //7 ,/
“ax T

£

Figura 1.2 — componentes de tensdo

1.2.7 - ESFORCOS SOLICITANTES

Determina-se os esforgos solicitantes pelas expressées:

a) Momentos:

w2
(M= {{o,}dz

—hj2

Substituindo-se (1.6) e (1.11) em (1.12) chega-se a:

{m}=[DB] {
m)(
com: {m}=¢{m,
My
_h
[OB] = - [0]

10

(1.12)

(1.13)
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b)Cortantes:
2
= [{z (1.14)

-h/2

A fim de corrigir 0 erro na energia de deformagao decorrente da hipotese de tensdes de
cisalnamento transversal constates introduz-se o coeficiente de correcao de cisalhamento

transversal, K, que nos permite escrever:

{t} = [DS] {v} (1.15)

Sendo :

= {:} . [DS]=hK[G]

1.2.8 - ENERGIA DE DEFORMACAOQ

A energia total de deformagdo, U, é a soma da energia de deformacgao por flexao, Ub
(correspondente & {ob} e {&} ), com a energia de deformagdo por cisalhamento,

Us ( correspondente a {t} e {y} ). Assim tem-se:

U=Ub+Us (1.18)

11
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1.2.8.1 ~ ENERGIA DE DEFORMACAO POR FLEXAO

Da mecanica dos sélidos :
Ub=— j {e,} {o, }dv
2 ) b b
Substituindo-se (1.11) e (1.8) em (1.186) tem-se:

_1
Ub= 2 ! {x}"[DBKx}dA

1.2.8.2 - ENERGIA DE DEFORMACAQ POR CISALHAMENTO

A energia de deformagdo por cisalhamento € dada por
1
Us = | (" IDS]r}dA
A

com

"
<k feaT - [G O
[DS] = K [ {r}'[DSlv}dz=h K [[O] [GJ

%

12

(1.17)

(1.18)

(1.19)



- Capitulo 2 -

O ELEMENTO DRM E SUA ESCOLHA

Com o objetivo de se implementar um modelo para tratar a plasticidade em placas
usando-se um critério baseado em esforgos, o que é mais usual na pratica, e visando a sua
aplicagdo em elementos estruturais os quais necessitem da considera¢ao dos efeitos da
deformac¢éo por esforgos cisalhantes transversais, analisou-se os elementos triangulares
segundo resultados apresentados por Sydenstricker [8] & optou-se pela implementagao do

elemento DRM,

2.1 - UMA COMPARAGCAO COM OUTROS ELEMENTOS

Sydénstricker [8] faz a comparagio do elemento DRM com os seguintes elementos:
« Triangulo discreto de Kirchhof (DKT) |

o Triangulo discreto de cisalhamento BL (DST-BL)

e Triangulo discreto de cisalhamento BK (DST-BK)

» Elemento discreto de Reissner-Mindilin 3 (DRM3)

Conclui, Sydenstricker [8], que o elemento DRM apresenta melhor desempenho
geral; apresentando erro maior que os outros em pouquissimos casos e alem disso é pouco
sensivel a orientacao da malha. Qutra importante conclusdo € que o elemento DRM néo

apresenta tracamento por cortante.

13
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2.2 - O ELEMENTO DRM

O DRM é um elemento triangular de seis nds e doze graus de liberdade.

Observe-os na Figura 2.1.

w3

By3 :

a8 / S 004

o X3 T !
w1 e 5 4 \'\_\ V\§2

X Oy1, L 6 Y
1 A06 2
Ox1 6x2

Figura 2.1- Graus de liberdade do elemefito DRM

Neste elemento interpola-se o campo de deslocamentos da seguinte forma:

w=[Nw]{w}

{6)=INOKO)'

E o campo de cisalhamento da seguinte maneira;

{y)3=INy a o}

Aqui[Nw], [N6] e [Ny a ] sao fungoes de interpolagdo como segue:

(2.3)

! Daqui por diante o simbolo “A” denota a referéncia a uma grandeza nodal. Assim
g ,

{8} denota {8} nodal.

14




CAPITULO 2 - O ELEMENTQ DRM E SUA ESCOLHA

{Nw)=([LsL.L3]; (2.4)

(NOJ= L, 0 L, O Ly O 4C,L,l; 4C,LL, 4C.LlL, (2.5)
0L, 0L, O L, 4S,,L; 4SgLL, 4S.L.L,
L, 0L O L, O

Nyal=| 2 ° (2.6)
oL 0L 0L

Onde L; (i=1,2,3) sao as coordenadas de area; Cx e Sk (k=4,5,6)sdo os senos e

cossenos definidos em[8].

Os parametros nodais sao:

{83=1bx, 2.8)

)
(@’ =31}’ (2.9)
{7}
AB, € um acréscimo de rotagdo normal a um lado com né intermediario k, mostrado

na Figura 2.2.

15
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Figura 2.2 — Rotagbes nodais no elemento DRM

Para se obter {y} em fungdo dos deslocamentos nodais elimina-se, na espressdo

(2.3), o parametro {c;,} fazendo:
{6} = [AWK{W} + [AB]{6) (2.10)
Substitui-se a expressao (2.10) na (2.3) obtendo-se:
{7} = INyWI{W} + [Ny0]{8} (2.11)

Com [Nyw]= [Nya][Aw] e [Ny8]=[Nya]{A8].

16



CAPITULO 2 — O ELEMENTO DRM E SUA ESCOLHA

Objetivando-se determinar [Aw] e [AB] impde-se a seguinte restricdo ao campo de

cisalhamento:

4
Joa| ~val)ds=0 (2.12)
0 §

Para tanto supde-se inicialmente gque o campo de cisalhamento interpolado resulte

em ;'sz constantes ao longo dos lados. Como a interpolacgéo € linear faz-se .
Vaoly = Yoo, SI0T =100} (2.13)

Tl = 5 06T + ) (2.14)

e sendo assim:
[T [T,
3= 2.15

sendo pq =56,46,45 para i =1,2,3 respectivamente, e

it,7]" 1 c, -C,
= - 2.16
{[tq ]:| C,S,-CS, [Sq -5, @1

Em um lado ij tem-se as deformagdes de cisalhamento tangentes dadas por:

Vel = w— LiInKKB,} - L, [nk{B,} - 4LL,A8, (2.17)

[

que se substituidas na expressao (2.12) fornecem:

17
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Veul,
Tarls { = [QWIW} + [QO]{6} (2.18)
Teals
com
i{o -1 1]
|23
[Qw]= Ii[1 0 -1 (2.19)
31
i[—1 1 0]
_]%2 J

0] [n,] [n,]
[09]=_71 el [0] [ng]

[nsi [ng] [O] O

O Ww|lh

(2.20)

O wlh O

Wl h O

Substituindo-se a expressao (2.18) na (2.15) obtém-se:

[Aw] = [As][Qw] e [AB]=[As][Q8)] (2.21)

2.2.1- MATRIZ DE RIGIDEZ

Sabendo-se que a energia de deformagao de um sélido é:

U=%{0}T[K1{a} (2.22)

Com {U} = ﬁgi} e [K] sendo a matriz de rigidez.

19



CAPITULO 2 — O ELEMENTO DRM E SUA ESCOLHA

Da expressao (1.16), considerando-se as expressdes (1.18) e (1.19), tem-se
1 1 T
U= = [0} DSHr}dA + - [{x) (DBIx}dA (2.23)
A A

Calculando-se as integrais, ja que todos os fatores dos integrandos estao
determinados, temos:

Primeira parcela:
| | INwWIT[DSIINWIdA [ [Nyw]" [DS]IN¥8]dA
A A

1 {{w} .
2{{é}} [INve]"DSINywIdA [ INye]T [DSIINy]dA {{é}}
A A

Segunda parcela;

1 (a0 {o} W

A T .

z{{e}} © {([V1][N6]) (DBJ(V1)INe])dA {{e}}

Comparando-se os resultados anteriores com a expressao (2.22), conclui-se:

[INyW][DS]INyw]dA [ INyw]” [DS]INyB]0A
A

K=|2 . +
[INvoI"DSIINywIdA  [[Ny6]T [DSIINyBJdA
A A (2.24)

O {0}
{0} I([Vﬂ[NGDT[DB]([W][NG])dA
A

Observagdes:

1. Da expressao (2.1) pode-se concluir que w varia linearmente no elemento;
2. {6}, vé-se na expressao (2.2), & quadratico;
3. Yélinear.
Estas observagdes se fazem importante quando da necessidade de se entender a variagao

dos esforgos solicitantes no elemento finito usado no tratamento do problema.

10



- Capitulo 3 -

O MODELO ADOTADO NO TRATAMENTO DA PLASTICIDADE

Apresenta-se iniciaimente o problema considerando uma barra sob uma tensdo
uniforme segundo seu eixo longitudinal. Posteriormente, faz-se a generaliza¢ao para o caso
das placas, o que resulta no modelo generalizado objeto de estudo desse trabalho. Na figura
3.1 tem-se um modelo para o comportamento de tal barra na situagéo descrita. Observa-se
que até um determinado nivel de carregamento se tem uma relagao linear entre a tensao e

a deformacdo apresentada pela barra(é valida a lei de Hooke), ponto que define a tenséo de

escoamento, o, . Ultrapassado este limite isso j& nao mais acontece, ou seja, observa-se

uma ndo linearidade fisica. Uma outra observacao a ser feita nesse problema é sobre o
comportamento quando do descarregamento. Pela figura 3.2 pode-se ver que se o
descarregamento for feito ainda no trecho linear do grafico — tensdo abaixo da de
escoamento - a barra voltard & sua configuragao geometrica inicial, caso contrario,
descarregamento na fase ndo linear, a volta serd linear, contudo, apresentando uma
deformagao residual.

4] |:J"H
/ sem plastifics

carga edescarga sob a mesma linha

/ descarga

~_

£ _ z
deformacao I
residugl

Figura 3.1 — Carregamento e descarregamento

20



CAPITULO 3 - O MODELO ADOTADO NO TRATAMENTO DA FLASTICIDADE

g .
uniforme

Figura 3.2 — Grafico tensao x deformagao

Para o caso das pequenas deformacgdes considera-se valido o principio da aditividade,

segundo o qual:

e=¢g° +¢P (3.1)

Sendo ¢ a deformacéo total, " a parcela plastica e £°a parcela elastica. Estas

parcelas estac indicadas na figura 3.2.

3.2) MODELOS BASICOS

3.2.1)MATERIAL PERFEITAMENTE PLASTICO

Nesse modelo considera-se que para tensdes acima da de escoamento o material
50 apresenta deformagao plastica e se deforma infinitamente sem nenhum acréscimo de te

tensdo. Como representado na Figura 3.3.
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/

£

Figura 3.3-material plastico perfeito

3.2.2) ENDURECIMENTO ISOTROPICO

Nesse modelo considera-se que o material apresenta um ganho em seu limite de
escoamento quando sujeito a um processo de carga e descarga. Esse ganho se da
igualmente nos dois sentidos de carregamento. Para barra representada na Figura 3.1 tem-
se 0 modelo da relagdo constitutiva mostrado na Figura 3.4

Figura 3.4 - Endurecimento isotrdpico
Na Figura 3.4 E, &€ o conjunto de tensdes menores ou iguais a tensdo de

escoamento. Observe que Eq1 = [-oy1, oyl , Eoz= [-0y2, 6y2] . Es2D Eq1ja que 642> oy1 € que 0s

dois intervalos possuem como centro a origem do sistema de eixos.
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Pode-se formalizar o tratamento desse modelo partindo-se das seguintes hipéteses:

i} O centro de E, se mantém na origem.

i) O endurecimento é proporcional a variagdo da deformagdo plastica e

independente do sinal desta, ou seja, varia linearmente com |¢|%.

Definindo-se uma fungdo de escoamento f como sendo tal que se f > 0 houve 0 escoamenta,

pode-se para esse modelo, defini-la da seguinte forma:

flo,a)= [c| —[oy +Hi,,] <0 (3.2)
com o, > 0, Hisx20 e a>0. Assim define-se o espaco das tensdes admissiveis:

E,;= {{o,a)eR xR, /flc,a})<0 } (3.3)
tomando-se para um valor constante de « os valores de o que satisfazem a equacao 3.2

tem-se a intersegéo de E, com a reta a=constante que nos dara o trecho elastico para esse

valor de «. Dai tem-se o gréfico da figura 3.5.

o : Dominio eldstico no espago
Trecho eldstico | ll Tensoes

no espage das tensdes

B

Figura 3.5 —-Trecho e dominio elastico no espago das tensdes

. - .. - . d
2Com 'e’ sobre 0 simbolo indica a derivagdo em relagdo ao tempo, ou seja, a
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Caracteriza-se, na figura 3.5, H, como sendo uma constante que ajusta 0 modelo a cada
material, ou seja, um dado caracteristico do material. Deve-se observar ainda, que sua
dimenséao é de tenséo. H;, &€ denominado de médulo plastico.

A variavel o mede o quanto de deformagéo plastica 0 material ja sofreu, ou seja, o
carrega a histéria de deformagdo do material. E denominada de acumulo de deformagédo

plastica. Pela hipétese ii pode-se escrever:

a=[e"! (3.4)

£” & a taxa com que ¢® varia.

3.2.2 - ENDURECIMENTO CINEMATICO

Aqui introduz-se uma modificagao na hipotese (i) do caso anterior:

A ordenada do centro de E; se modifica mas o trecho elastico se mantém
constante. Esse modelo se diferencia do anterior pelo fato de apresentar um translado do
espago das tensdes admissiveis E; ao invés de uma espanséo do mesmo. Representa-se o

modelo na Figura 3.6.

Eoz

Figura 3.6-Endurecimento cinematico
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Da observagdo do comportamento dos diversos materiais na natureza pode-se
concluir que os modelos anteriores sao mais distantes da realidade que um modelo que
apresente uma combinacgéo dos efeitos de endurecimento cinematico e isotropico. Esse
efeito & denominado de efeito Bauschinger. Para contemplar tal efeito introduz-se na fungao
de escoamento uma variavel interna ‘q’ que define a locagio do centro de E; (ordenada do
centro do trecho elastico):

flo,0)=jo —q-[o, +Hea]<0 (3.5)

Tomando-se como valido o principio de Ziegler[5 ],[16 ], [19 ] segundo o qual a evolugao de

q é proporcional & da defomagé&o plastica, escreve-se:
= Hgu® (3.6)
H:n € uma constante caracteristica do material denominada de modulo de

endurecimento cinematico e tem dimensao de tensao.

3.3- O MODELO GENERALIZADO

Em se tratando de corpos orientados € de grande praticidade para engenharia tratar
o comportamento desses em termos de esforgos solicitantes ao invés de se falar em
tensées como no tratamento classico da mecanica do continuo.

Inicia-se o tratamento formal do problema definindo-se:

i) vetor de deformacéo generalizado :

o
E}= 3.7
© {{Y}} 57)
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i) vetor de tensao generalizado

{m}
S} = 3.8
= 39

Assim, considerando-se pequenas deformagdes, ja se pode generalizar o principio

da aditividade.:
{E} = {(EF} + {ED} / (3.9)

Onde {E™} é parcela plastica do vetor de deformagao® e {EF} ¢ a parcela elastica.

{ER=IDT (S} (3.10)

[D] € a matriz constitutiva elastica.
O problema que se tem &, portanto, determinar essas parcelas da deformagéo.

3.3.1-FUNGAO DE ESCOAMENTO

No caso uniaxial se tinha apenas a tensac normal atuando sobre a se¢do da barra e
essa era comparada com o valor da tensdo de escoamento do material, considerando-se os
efeitos de endurecimento. No caso geral tridimensional ¢ que se faz € definir uma norma
que represente um dado estado tensional a que se submete o material e analogamente ao
caso uniaxjial compara-se essa norma ao valor da tensao de escoamento, levando-se em
conta o efeito do endurecimento. A combinagdo que se toma das tensdes define uma
superficie. Assim, para cada definicao de tal superficie, surgem os varios critérios de
escoamento apresentados na literatura. Cada qual com caracteristicas que o torna mais
aplicavel a determinado tipo de material. Na figura 3.7 os eixos sdo as tensées principais e
a superficie s € a de escoamento . Vé-se entao, que o estado tensional E2 ndo & admissivel

pois esta fora da superficie. J& o estado tensional E1 que esta sobre a superficie &

‘A partir de agora entenda-se por vetor de deférmacgao e vetor de tensdo vetor de deformacao generalizado e
vetor de tensdo generalizado, respectivamente,
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admissivel. Dessa forma, novamente toma-se o conceito introduzido pela figura 3.1 e faz-se
a seguinte generalizacao; se o estado tensional E estd no maximo sobre a superficie de
escoamento s, 0 processo € elastico, caso contrario € elastoplastico e assim sendo, teremos
uma parcela plastica e outra elastica das deformagdes, parcelas estas, ja apresentadas na
expressdo (3.9). Deve-se observar que um estado tensional fora da superficie de
escoamento, como E2 na Figura 3.7, ndo existe de fato pois o material em quest&o naoc o
admite. Estes estados sdao uma abstragdo tedrica necessaria para o tratamento do

problema. Eles nos indicam que a parcela plastica da deformagdo que consideramos esta

aquém do valor verdadeiro. Mas todo estado real pertence 2 regido do espaco limitada pela

"t

superficie de escoamento.

superficie de

Figura 3.7-Representa¢ao de uma superficie de escoamento

3.3.1.1- CRITERIO DE ESCOAMENTQO DE VON-MISES

Nesse critério a fungdo de escoamento é definida em funcéo das tensdes principais

da seguinte forma:

f=(o1 - 2)° + (01 - 62)° + (03 - 01)% — BK? (3.11)
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Ty

Z

onde, k= , O, € atensdo de escoamento do material.

Para o caso geral o estado tensional de um sélido é dado pelo tensor [1].

[t]=]%, o, = (3.12)

Para o caso tratado nesse trabalho tem-se

O, Ty Tx
[=|1q ©, 1 (3.13)
Te Tz O

o que faz a expressao 3.11 assumir 0 aspecto:
f=c:+c§—c,cy+3(t§y+tzn +'t$z)—0§ (3.14)

Assim tem-se na expressao (3.14) o criterio de escoamento de Von Mises para o caso das

placas.

3.3.1.2 ~-AFUNCAO DE ESCOAMENTO DO MODELO GENERALIZADO

Com intuito de apresentar a fungdoc de escoamento adotada em [5] passa-se a
analisar o caso de uma placa retangular apoiada em dois lados e com dimenséo infinita no

outro sentido , figura 3.8. Analisa-se primeiro um caso onde s6 se tenha flex&o:
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———7\[7_

)

i

Momentos

coitantes /
T M

corte AA

vista superiar

Figura 3.8 — Placa retangular biapoiada em dois lados opostos e infinita na outra dire¢ao

Esse caso é representado na Figura 3.8 pela segéo localizada em L/2 onde se tem cortante

nulo @ momento maximo. Aplica-se para essa situagao a expressao(3.14) e se obtem:

2
o? +o? -o,0, +3t, =0} (3.15)

Quando s6 se tem efeito de flexdo a plastificagdo da secdo se dara da seguinte forma:
i) Inicia-se pelos pontos nas faces da segéo(ig ),

i) ha uma difusdo do processo pela segdo até que toda ela se plastifique,
formando nesse momento a chamada rotufa plastica.
Na figura 3.9 apresenta-se o diagrama de tensdes para inicio da plastificagao, para uma

situagdo intermediaria , para o fim do processo e a difusdo da plastificagdo pela secao

transversal.
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Oy

%

I‘J\If ov

Ty

- | PR =
IAUER YA
| . | A, | TN

\ inicio da Regido Rotula AI[

plastificagdo plastificada plastica

Figura3.9 — Processo de plastificacdo da segdo transversal sob o efeito 56 de flexao

Tomando-se a situagio do inicio da plastificagdo como mostra-se na Figura 3.9 ve-

se que, assim sendo, o momento de plastificagcao sera:

2
m=S"" (3.16)

6

que resulta no seguinte estado tensional:

G, =X ogy=—2 1 =—2X (3.17)

Com as expressées (3.17} levadas na (3.11) e com o devido algebrismo chega-se a:

316, 2 2
E[Fz—(mx+my—mxmy+3mw)] =ho, (3.18)

Considerando-se as segdes extremas da figura 3.7 temos o caso onde s¢ atua na
secdo o esforco cisalhante. A Figura 3.9 mostra o digrama das tensdes ao longo da secéo

transversal. Deve-se observar que o inicio da plastificagio se da pelo centro da sec¢ao.
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> n ™~
2
H L0y Oy

H
2

TATL A 18
m:Lda_/ Regisn /' formag o da /

plastificagdo plastifacada rotula plastica

Figura3.9 — processo de formagao da rétula plastica para segéo sujeita s6 a cisalhamento

Na referéncia [8] tem-se o valor do esforgo cisalhante maximo, ou seja, para o ponto

central da secao(y=0) dado por:
(1) = () (3.19)
" 2h '

Desprezando-se os efeitos da flexdo, tendo em vista a equacéo (3.15) e com o

devido algebrismo o critério de Von Mises € escrito sob a forma seguinte :

1

ho, = %IS(tf +2)]2 (3.20)

Tomando-se como verdade o fato de que a plastificagdo se dara pela soma desses
efeitos e também considerando um acréscimo na tensao de escoamento do material devido
ao endurecimento isotropico define-se uma fungdo f = f({S},c.) de modo que f = 0 é a
superficie de escoamento. Ou seja, se f > 0 houve a plastificacdo®. A funcéo de escoamento
aqui mostrada & apresentada em [5] . Considera que a plastificagio da segdo transversal da

4 Aqui vale a mesma idéia de quando se diz que um estado tensional fora da superficie de escoamento & uma
abstragio tedrica . Da mesma forma f >0, que indica um estado tensional nesta situag8o , na realidade nunca
existe. E uma abstragdo tedrica necesséria no tratamento da questao.
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placa se da quando um ponto qualquer da mesma se plastifica. Ao contrario das
consideradas tradicionalmente que consideram que a plastificacdo se da quando teda a

segao se plastifica. f & dada por:

1

222t i -mym, +3m, o« )[f b, wHe) @20

Observe que o acréscimo na tensdo de escoamento devido ao endurecimento e dado pelo

produto H, o . Incluindo-se o endurecimento cinematico e escrevendo a (3.21) de forma

matricial temos:

=z}, R (3.22)
Onde:
E}=1s}-1} (3.22a)
=), = TAL Cp™ (3.23)
R = h(oy + Hio ) (3.24)
16
com (1= 7z Pl DOl| 16 aidentidade 2x2.
] 3]
2 10
Pl=4/-1 2 0
0 0 6

3.3.2) FUNCAQ LIMITE

Esta fungéo limita o espago dos estados tensionais admissiveis apds o inicio da

plastificagdo, ou seja define as superficies de escoamento subsequentes. Um estado

% Para maiores detalhes sobre a obtengdo dessa expressio veja o apéndice A
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tensional {I} s6 é admissivel se F({3},a,fy)<0. Ou seja, F=0 & a superficie de

escoamento, a cada nivel de tensdo. Define-se F ,em [5] e [15], da seguinte forma:

d .
F= a1zl )7 (3.25)
Sendo:
¥ é sem dimens&do e denominado fluxo plastico
g(f= S (3.26)
8(hp - f) +H '

Onde :

B e & sdo constantes positivas com dimensédo de tenséo . 3 € relacionada com
a velocidade com que se da a difusdo da plastificacdo na segéo tranversal e f§ €, no
ensaio uniaxial, a distancia entre a tensao assintética e a tensdo de escoamento[18]

e

H= h(Hisu + Hcin) (327)

Na teoria classica essas funcbes(f e F) sd@o coincidentes. Quer—se dizer, a fungao
que define a superficie de escoamento é a mesma que define o limite de escoamento.

Apresenta-se na figura 3.10 o grafico F x f. Observa-se a existéncia da
descontinuidade de F(f) no ponto correspondente a f = fmax {denominagio aqui adotada).

Pode-se determinar a valor de fmax pela expresséo (3.26):
H
fmax = E+h[3 (3.28)

Deve-se notar que a situacao de f = fmax torna g indeterminada —expressao (3.26)-
e por conseguinte, também F — expressao (3.25). Nota-se , pela observagao da (3.22), que f
assume valores negativos , quando os esforgos solicitantes sao menores que R, e depois ao
se incrementa-los, ela passa por zero e cresce com o aumento dos mesmos. Ora, chegara
um determinado valor de f = fmax que impossibilitara a definico de F, pela(3.25). Assim ¢
se diz que F limita o campo de tensdes admissiveis.
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Ainda seguindo na andlise da figura 3.4, é fato que para f<0 sempre tem-se F<Q,
depois vem um trecho em que f>0 mas F<Q até que F= 0 e partir dai, f>0 e F>0,até que f se
iguale a fmax. A partir desse ponto F volta a ser negativa embora se tenha f crescente,
representando incremento do estado tensional. Mas, inicialmente se tem F<0 representando
um processo sem plastificagdo até que F seja nula , ndo & admissivel que se volte a ter um
processo elastico. Conclui-se assim, que esse fato, que representa a mudanga no grafico da
figura 3.4 para o trecho hiperbdlico, indica estar a placa sob um nivel de tensao a partir do
qual ndo se pode mais carrega-la. Pode-se descarrega-la o que toma o processo linear

elastico, representado pela volta de F a valores negativos.

Z_F

f
fr_nax —

trecho onde ja se
| chegou a uma tens&o limite

I

valores de f que definem o
e |

]
conjunto § de tensdes adimissiveis

Figura 3.10 — Gréafico Fxf

Observa-se na expressao (3.25) que ao se verificar a admissibilidade de um estado

tensionall, determina-se aqt—ﬂ|2|] A), que expressa a variagdo do estado tensional. Assim, se

ditmz"“)' é positivo, {Z} cresce, ou seja, a placa esta sendo carregada; caso contrario

descarregada.
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3.3.3-LEI DE FLUXO

A lei de fluxo , que é a definicao de como a parceia plastica da deformacgao evolui ao

se incrementar as deformagdes, aqui usada é associativa e apresentada por Auricchio e

Taylor [5]. Tem o seguinte aspecto:

{EF}= ?i}w'i\l (3.29)

of

Onde: y € o fluxo plastico e {N} é o vetor normal & superficie de escoamento, tem dimensao

de {E} e pode ser determinado, conforme [5], por:

[AKZ}
{N}y =20 (3.30)
=]

Nesta mesma referéncia[5] tem-se:
- . .
E” = (E"}[ANE™)? (3.31)
o) =hH AN (3.32)
com [A]"=[A]

Assim, resume-se no quadro 1, abaixc, a formulagao elasto-plastica do modelo que se

adota nesse trabalho
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Quadro1 — Formulagdo do problema elasto-plastico

{S} = [DHE®} = [DIKE} — {E™})
1 ={S}- {9
f=f({}),E")

{EF}= ?6%}: i
E = (B TIlE))
{a}=hH AN

F=F({Z}. a f, ¥)
$20,F<0,7F=0

1

— OBTENCAO DA RELACAO CONSTITUTIVA GENERALIZADA

Fazendo-se uso de um processo incremental com controle de deformagdes

apresenta-se neste capitulo um algoritmo para se estabelecer a relagdo constitutiva

resumida no quadro 1.

O que se faz € basicamente:

i)

ii)

Incrementa-se o vetor de deformacao generalizada {E}.

Determina-se o vetor de tensdes generalizadas{S}. Aqui considera-se

valida a lei de Hooke, ou seja, admite-se que nao houve plastificagao.

Verifica-se a admissibilidade do estado tensional representado pelo
vetor {S}, anteriormente determinado. Se f <0 o estado € admissivel.
Caso contrario nao. Sendo o estado tensional vélido volta-se a etapa
{i). Caso ndo, passa-se a etapa seguinte.
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iv) Faz-se uso de um algoritmo de retorno para se determinar a parcela
plastica da deformagao e retornar o estado tensional a superficie de

escoamento. Essa é definida por F=0.
Convenciona-se a partir daqui que dado um incremento de nosso interesse € nesse,
dois instantes distintos, t, € t..s, Sendo t, < t..4, a0 se referir a uma grandeza genérica G(t),
tem-se:
Gn= G(tn) e G = G(tn+1)
Com essa convengdo pode-se dizer que problema em questdo se resume a

determinar-se as variaveis que definem o estado tensional em t = t..; a partir de seus

valores em t = t,. As variaveis as quais se refere sdo.

{S4. {E {E}}. a,e qq

Conforme a referéncia [5], pode-se demonstrar que :

{E"} = {E7} + MN} (3.33)

a=a, +A (3.34)

{Q={qn} + NHanh [AT'{N} (3.35)
Sendo:

A =1nj:‘?dt (3.36)

Ora, o problema & entao resolvido com a determinag¢éo de A que é denominado de
parametro de consisténcia. Uma discussdo mais aprofundada desse assunto pode ser vista
em Simo e Hughes [16]. Aqui limita-se a apresentar 0 método usado em Auricchio e Taylor

[5] para se fazer a integragdo indicada na expressao (3.36).
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Passa-se a apresentar mais detalhadamente o© método para se determinar as
grandezas que definem o estado tensional do elemento. Procede-se para tanto da seguinte

maneira :

PRIMEIRO PASSO - ESTADO DE TESTE

Assume-se que ndo houve plastificacdo no intervalo de tempo [t.t..q],0u seja,

{E”} = {E"}. Assim sendo, tem-se:

ATO (3.37)

€= {E)} (3.38)
a'=a, {3.39)
{a"}={a.} (3.40)
{8"}= [DI{E} - {E™)) = [DIE} - {E;}) (3.41)
{Z}=(S"}- 9} = {8 - {an (3.42)

Com essas considera¢des calcula-se o valor da fungao f para este estado tensional
e verifica-se a sua admissibilidade, ou seja, se f<0 .Sendo este estado possivel incrementa-
se o vetor {E} e faz-se novamente a verificagdo. Enquanto, ao se incrementar {E} , chega-se
a f<0 se esta trabalhando em regime elastico e a lei de Hooke permanece valida. Na figura
3.4 estamos no trecho onde f<0 e F<0. Neste ponto pode-se notar um detalhe no grafico
apresentado na figura3.4. Ele representa uma configuragéo da variagdo de F x f para um

determinado estado tensional com um determinado valor de y. Deve-se notar que enquanto
se tem com procedimento anterior o estado tensional valido tem-se y=0 e portanto néo

houve fluxo plastico. Assim sendo, o grafico mostrado na figura 3.4 assume a forma inicial

mostrada na figura 3.5. Quando a cada incremento de {E} se tem um novo valor para y o
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gréfico muda de aspecto. Algumas situagdes sdo representadas na figura 3.5. E importante
notar que o valor do limite maximo de f ndo muda e o valor de f tal que F=0 tende a esse

limite.

Figura 3.5 — Configuragdo do grafico F x f com avariacéo do estado tensional

Estando-se agora em um determinado incremento das deformagdes as quais
produzem, via consideragdes anteriores, um estado tensional ndo admissivel , f > 0, deve-se
aplicar um algoritmo de retorno para se determinar a parcela plastica das deformagoes, {ER.

Passa-se entdo, a segunda etapa do procedimento.
SEGUNDO PASSO - CORRECAQ PLASTICA
Para se efetuar a corre¢do plastica se faz necessaria a determinagao de (E™}, L e (N}
para o incremento em questao. Feito isso, as demais variaveis podem se atualizadas pelas

seguintes expressoes:

a=al+A (3.43)
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{q} = {q"} + hHan A [A]T {N} (3.44)
{S} = [DI{E} - {E"} (3.45)
Z} = {S} - {a} (3.46)

A determinacdo de {E}, A e {N} se faz em um processo incremental, meihor
detalhado em Simo e Kennedy [3),Ibrahimbegovic [7] e Simo e Hughes [16]. Da equagao
(3.33) pode-se definir, para um estado de teste em t,.4 e um dado estado tensional em t,, a

seguinte equagao :

{Ry={E}}+ MN} - {E"} = {0} (3.47)
E ainda, pela definigdo da fun¢éo F:

r=-F{E"}, 2)=0 (3.48)

As equagdes acima, (3.47) e (3.48), que devem ser satisfeitas simultaneamente, formam um

sistema de equagdes que linearizado ,referéncias [6] e [17], assume o aspécto:

CARM (RMY]

RN [{RYY . 3E"} -y {AEP}” _({o}
i+ p(0) ar® _ari A0 10 (3.49)
d{E"} on

O indice superior ( i ) indica o passo no método iterativo de Newton-Raphson que se usa
para se obter a solugio:

AEP® [, + AP[B]ID] - {N} 0
{{Ah‘” }} ) { -T,[C] -Q Hﬁf“) }} 25

Onde:

1
[B] = = ([Al-{NHN}T), (3.51)
Il
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= "—Z}‘:{Z}T[Anm. (3.52)
Ti= 80+ |2, -], - (3.53)
T, =T, +f, (3.54)
D = 8(hp-f)+H , (3.55)
Q=D +hHgTs . (3.56)

faz-se a atualizago das variaveis da seguinte forma:
(1+1) P(i+1) 0]
{E" M _ Qe S ERY (3.57)
l(hd) A;\.(Hu 7\’(,)

Observa-se que com a equacio (3.48) é que se impde que a superficie de
escoamento seja definida por F=0.

Para se visualizar a relagdo constitutiva anteriormente mostrada pode-se, para um
determinado ponto de um elemento, aplicar-se um campo de deformacgdes; incrementar-se o
vetor {E}, que representa esse campo, e se obter via relagdo constitutiva o campo das

tensbes correspondentes. Para tanto pode-se fazer uso do seguinte algortimo:

ALGORITMO:
linicio
Inc=1
A=0
{ E'Y={0}
{g,}={0}
a =0
(estado de teste)

faco ate que inc= Ninc
{ Ninc & o numero total de incrementos)

10 {E"}y={El}
{a} =1{q.}
o= a
{E)={E}—{E"}
S=[DK £}
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Calculo f
Se f menor ou igual a 0 fago
E=E+ AE
Inc=inc+1
Vou para 20
Senao
Calculo F
Calculo {N}
(nos préximos passos usa-se as expressoes (3.50) a (3.56))

{Ry={E}} + AN} - (E"}

r =-F

verifico critério de {R} e r

se critério é satisfeito fago
{El}={E"}
{a.}={q}

vou para 20
seniao

resolvo

{AEP(i) _ [!5 + J\_(i)[B ][D] _ {N} {;Q(i)
AN | - T,[C] _a |] o

fago E"=E°+ AFE"
Ash+ A
atualizo as varidveis{expresstes(3.43) a (3.46))
{ EF}={E"}
{a,}={a}
EP=FE°
=0
{E}={E} + {AE}

INC=INC+1

vou para 10
fim do se

20 fim do ate que
fim

Um detalhe importante € o critério de verificagdo da condi¢do de carregamento
maximo ou de descarregamento. Esse critério € mostrado na figura 3.8. Nessa figura df é a
variagdo de f, ou seja, f — f,. Observa-se, pela figura 3.8, que se <0 e df>0 se esta
carregando linarmente.Com f >0 até f=f,,,, e df > 0 se carrega em processo plastico. E no

descarregamento se tem f>0 até =0 e df<0.
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5}

f = fmax

limite para {s}

F é ideterminada,

<0 a0
limite para {s},
f<0 4 ;
A F & indeterminada.
; ~ 0 il
df=0 50

f=frmax

Figura 3.8 — Carga e descarga

3.5- EXEMPLOS

Toma-se sempre as seguintes propriedades para material:

Médulo de elasticidade : E = 10.92
Coeficiente de Poisson: v=0.3
Mdédulo de cisalhamento Transversal : G=4.2

Tenséo de escoamento: o, = 60

As unidades s&o sempre as do SI.
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CAPITULO 3 - O MODELO ADOTADO NO TRATAMENTO DA PLASTICIDADE

3.5.1 - EXEMPLO 01- Momento ultimo em uma viga engastada e livre — Console curto

Aplica-se o algoritmo mostrado no item anterior determinando o momento uitimo em
uma viga engastada e livre. Esse exemplo & mostrado na referéncia 5.0s parametros do

modelo sdo: Hin=His,=0 , =20 e §=12. As dimensdes estdo na figura 3.9

Livre

_1!.
g ]’
W 14
§v £5
w 1
A L. —  —|A | g
Corte A-A

Livre
l1—l

Planta
CONSOLE CURTO

Figura 3.9 - Exemplo1

Nesse caso estaremos analisando um ponto da viga em separado, ou seja , hao
estamos verificando o equilibrio global da estrurura. A motivagao deste item & mostrar o
aspecto da relagao contitutiva e evidenciar o comportamento ndo linear da mesma.

O campo de deformagdes o qual sera incrementado é obtido fazendo-se uso do
elemento DRM e pela aplicagao de um momento na extremidade livre da viga.O resultado
obtidi & mostrado na figura 3.10 e na figura 3.11 tem-se o resultado da teoria tridimensional

visto em[5].
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BEXEVWLO 01 - MOVENTO ULTIVO

Figura 3.10 — Momento x Curvatura — exemplo 01

nas3iodX

Y]
O

I
0

[4]

0 2 % 6

Cirvature ratio

Figura 3.11- teoria tridimensional
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3.5.2) EXEMPLO 02
Aplicaremos na mesma estrutura do exempio 01 um caregamento ciclico e

adotaremos H;s,= 50. O resultado obtido esta na figura 3.12.

100 1
H_/
80 +
o~
60
-
401

my | /

curvatura

Figura 3.12-Momento x Curvatura — His,= 50

3.5.3) EXEMPLO 03
Muda-se a altura da viga para 0.1,determina-se o momento ultime e aplica-se um

carregamento ciclico. Os resultados estio nas figuras 3.13 e 3.14.Na figura 3.15 apresenta-

se o calculo do momento ultimo pela teoria das vigas.
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smz—ml

dE-04

IOOE-0Y 4 /

200501 1 //’ /

1006-01

000E4QD v v v v — — .
[i] )] -y » o 0 ¥ 0

curvatura

Figura 3.13 — Momento x Curvatura — Exemplo 03

2,0E-01

15601 4

-2,0E-01 -

curvaturra

Figura 3.14- carregamento ciclico
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50 - & :
5T 1 ot TN
0.0333
- —_ o - _ ] [ momento de
010 - = = escoamento
0.0333
15
+£0 - 0.1 \/
B onsl/—\
0.05 — — momento
] 0.025 ditimo
60 -~ s | Yt
0.05 > 3.0 0.025
_— !
0.15 v

Figura 3.15 — Calculo do momento ultimo pela teoria de vigas.
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- Capitulo 4 -

O TRATAMENTO DA NAO LINEARIDADE VIA METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

4.1) O TRATAMENTO NUMERICO DA NAO LINEARIDADE FiSICA - METODO DE
NEWTON —RAPHSON

Determina-se os deslocamentos em uma estrutura resolvendo-se o sistema de

equagbes:
{Fe}=[K(u)]w) (4.1)
onde: {Fe} — Carregamento extermo
{u} — Deslocamentos — solu¢ao do problema
[K(u)] — Matriz de rigidez, que no caso nao linear depende dos
deslocamentos.

Na referéncia em [20] mostra-se que o vetor de cargas intemas {p} em um elemento

pode ser determinado pela expressao:

)= [ 1bI" ofe)iv (4.2)

sendo [b] a matriz que contém as derivadas das fungées de forma e G(e) a tensao

correspondente a uma dada deformagao . Deve-se observar que é nesse ponto, ou seja,

para se ter ¢ em fungao de ¢ que se faz uso da relagéo constitutiva.

Pode-se definir um vetor residuo ¥ da forma seguinte:

Y(u)={f} - {r} = {0} (4.3
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Expandindo (4.3) em série de Taylor tem-se:

tiad(V)]
du

Pty = ‘P(u‘)+( Ii]Aui =0 (4.4)
sendo :

%: [kr] . @ matriz tangente;

ut=u+ AU

Assim pode-se estabelecer o seguinte procedimento para analise de um material

com comportamento naoc linear:

1. Aplica-se o passo de carga;

2. Calcula-se o deslocamento pela expressado (4.1);

3. Determina-se o vetor de carga intema. Expressao (4.2);

4. Verifica-se o residuo ‘W(u};

5. Se o residuo atende a um determinado critério volta-se a 1; sendo, passa-se ao
passo seguinte;

6. Determina-se a matriz de rigidez tangente;

7. Na expressao (4.1), com a matriz de rigidez tangente, determina-se Au;

8. Faz-se u'=u"'+ Au;

9. Volta-se aoitem 3 .

O item 6 desse algoritmo &€ uma caracteristica do método de Newton-Raphson
padrdoc. No presente trabalho adota-se o método modificado no qual ndo se faz essa
reavaliagdo da matriz de rigidez, mantendo-a constante durante todo o processo. A Figura
4.1 mostra uma visualizagao deste processo.
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Sl P
///

p1 p2 P13

1 ul | Aut] Au2 u
I T L

Figura 4.2 — Visualizagao do processo de Newton-Raphson

Para o caso que se aborda nesse trabalho a expressao para célculo das forgas

internas no elemento é:

{fi}= [BTKS}dA (4.5)

A matriz [B] € dada por :

- :[ 0. [[wnNe]L,g}
[NYW]2,3 [NYe]m 5x12

Tem-se entdo que fazer em cada elemento a integragdo indicada na expressao (4.5).
Para tante, pode-se usar o método de integragdo numérica de Gauss. Para o caso

presente, elemento triangular e variagao linear de {S} , tem-se:
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3
3 B"1{Sk
ICRISEINS A (4.6)

i representa o ponto onde se determina [B] e {S}; indicado na Figura 4.3

Figura 4.3- Pontos utilizados para se fazer a integrag&o numerica.

Em se tratando do método dos elementos finitos a expressdo (4.5) & valida para
cada elemento. Para aplicarmos o método de Newton-Raphson temos que determinar o

vetor de forcas internas global — {Fi } — combinando os vetores de cada elemento.

{Fi}= AT ({f}],) (4.7)

nnel é o numero de elementos e A € um operador que indica a combinag&o dos vetores de

forgas locais{fi}. Assim sendo, pode-se escrever a expressao (4.3) da seguinte forma :

{PW)={Fer AL ({fi}]) ={0} (4.8)

Conclui-se assim, que tem-se dois processos interativos em gquestdo. O primeiro
local, que retorna um estado tensional de teste & superficie de escoamento. Determinando,
deste modo, quanto da energia aplicada ao corpo um dado elemento absorve. O segundo
global, que redistribui em todos os elementos essa parcela de energia, que para um

determinado nivel de deformacéo, elementos ndo absorvem. Garante-se, dessa forma, que

53



CAPITULO 4 - TRATAMENTO DA NAC LINEARIDADE VIA METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

cada elemento esteja sob um estado tensional possivel e que existe equilibrio global entre

as forgas intemas e externas.

4.3 -ASPECTOS DA IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementagcéo que se desenvolveu, em FORTRAN , pode ser dividida em quatro
etapas. Quais sejam:
i} Célculo dos deslocamentos - Elemento DRM.
i) Obtencgéo dos esforgos.
iii) Andlise elasto-plastica local - Modelo generalizado.

iv) Andlise do equilibrio global - Método de Newton — Raphson.

O programa é composto como indicado na Figura 4.4

Figura 4.4 — Organizac¢do do programa

No como principal do programa se faz a leitura ,gravagdo dos dados e calcula-se os

ponteiros para dimensionamento do espago de memdria necessario. A rotina ‘Equac’
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numera as equagbes contando o nimero de graus de liberdade ndo prescritos. A rofina
‘profile’ determina os apontadores da diagonal principal para armazenamento da matriz de
rigidez por altura efetiva da coluna, que sera usado na solugdo do sistema de equagdes.
Chama-se a rotina 'gerenciadora’ que aplica o método de Newton-Raphson. Nesta, chama-
se a rotina ‘elemento’ que determina a matriz de rigidez de cada elemento e faz o arranjo
destas para a obtengdo da matriz de rigidez global. Leva-se essa matriz e 0 vetor que
contém os carregamento na ‘actcol’ que determina o vetor de deslocamentos nodais. A
rotina 'deformacbes' determina o vetor {E} que na rotina 'plasticidade’, atraves da rotina
'retomo’, tem suas parcelas {E°} e { E” } determinadas. Com a parcela {E° } determina-se
o vetor de forgas internas - rotina 'forca interna’. Compara-se, na rotina 'gerenciadora’, esse
vetor com o vetor de forgas extemas e obtém-se um residuo. Se a norma desse residuo for
menor que 1% da norma do vetor de cargas externas passa-se ao proximo passo de carga;
caso contrario, aplica-se na placa esse residuo. Quer-se entdo conhecer o valor dos
desiocamentos devido ao residuo, para tanto, observa-se que a matriz de rigidez do
elemento ja foi calculada, nao se executa novamente a rotina 'elemento’ . A rotina "actcol’
possui um sinal que faz com que ndo se promova mais a triangularizagao da matriz de
coeficientes para solugdo do sistema de equacgdes. Nesse ponto esse sinal deve ser ativado.
Com isso tem-se esses deslocamentos que ao serem somados com os anteriores sdo
levados a rotina 'deformagbes’. Dai por diante o processo se repete até que se satisfaga o

critério imposto ao vetor residuo. Esse procedimento & mostrado na Figura 4.5,
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Figura 4.5 - Processo Global

4.5 - EXEMPLOS

4.5.1- EXEMPLO 04

Faz-se o determinagdo da carga dltima em uma placa circular engastada de raio
igual a 10 e de altura 2. Toma-se 1/4 desta por consideragoes de simetria. Adota-se

Hieo=Huin=0 , 6,=60,5=12 e B=20. O resultado confere com o apresentado em [5], que &

comparado com um resultado obtido via analise tridimensional. O carregamento ¢
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uniformemente distribuido. A malha utilizada € mostrada na figura 4.6 e o resultado na
figura 4.7

Figura 4.6 Discretizacao da placa

fator de carga Carga ultima

[ 100 200 300 400 500 80O
deslocamento no centro

Figura 4.7 — Determinagao da carga tltima —placa circular engastada- carga uniforme
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4.52- EXEMPLO 05

Aqui analisa-se @ mesma estrutura do exemplo anterior sujeita a uma situagao de

carga e descarga. O resultado & mostrado na figura 4.8.

carga-descarga

fator de carga

0 S0 100 150 200 250 300

RN
deslocamento no centro

Figura 4.8 carga e descarga

4.55-EXEMPLO 06

Toma-se a estrutura anterior sujeita a um carregamento ciclico adotando-se

Hisso=Hcin= 50. O resultado € mostrado na figura 4.9.
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fator de carga

Carregamento cilico

-100 <50 ¢ 100 150 200

deslocamento na centro

Figura 4.9 — Deslocamento no centro da placa- endurecimento isotrépico e

cinematico
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COMENTARIOS FINAIS

Como a motivagéo deste trabalho foi o estudo dos elementos de placas triangulares
seguindo o apresentado por Sydenstrick [8] e a implementacdc de um critério de
plasticidade baseado em esforgos para os mesmos, adota-se o elemento DRM, ja que esse
aparece em [8] como mais eficiente e implementa-se o modelo para relagdo constitutiva
apresentado por Auricchio e Taylor [5]. Com base nos resultados apresentados nos
capitulos 3 e 4 conclui-se que com o elemento DRM e com a relagdo constitutiva que aqui
se considera tem-se um bom modelo para o tratamento do comportamento elastoplastico
em placas.

Nao se estudou, particularmente, a eficiéncia da formulagao e dos algoritmos, aqui
considerados, sob o ponto de vista do desempenho computacional. Contudo, observou-se
no decorrer do trabalho que o algoritmo de retorno € o que toma a maior parte do tempo de
processamento. E assim, se considera que estudos neste algoritmo se fazem necessarios
para que o modelo a obtenha maior eficiéncia neste aspecto.

Um outro estudo a se considerar € a implementagdo do modelo para o caso das

cascas.
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APENDICE A
Obtencao da funcao de escoamento adotada no modelo
generalizado
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Apresenta-se a formulagéo da funcéo de escoamento adotada no modelo generalizado.

Definindo o tensor de tensges:

O, Ty Tx
1=|1, O, Ty
T, Tp O,

Considerando-se apenas a flexo:

o, T, O
1=|t, o, O
0 0 O

Calculando gs invariantes temos:

lh=0c,t0,

I-cscr-t2
TRy My ey

As tensoes principais sdo as raizes da equacao:

¢® -1’ +l,6=0



Considerando-se o criterio de Von Mises e as raizes da equagdo anterior chegamos a:
62 +05 —06,0, +31;, = 3K* A1
Substituindo os resultados da expressao 3.17 chegamoa a:

3.16

;
E[E?(mi +m; -m,m, +3m},)]? =ho, A2

A expressdo A2 é a mesma expressao 3.18. E importante notar que a expressdo 3.17

considera o ponto onde 0 momento € maximo. Ou seja h=0.

Considerando agora o caso onde s6 ocorra esforgo cisalhante temos:

0 0 1,
t=| 0 0 =,
Te Tp O,

Com um procedimento anélogo ao apresentado acima, adotando o ponto de esfogvo

: . h : "
cisathante maximo(z==* E) e considerando a expressao 3.19 chegamos a:

1
ho, = %[S(ti +12))2 A3



Considerando-se que quando do caso geral, ou seja, em uma placa sujeita a esforgos de
flexdo e cisalhamento, a plastificacdo se dard pela superposi¢éo dos efeitos dos casos
representados pelas expressdes A2 e A3, 0 que significa dizer, pela superposigao dos

efeitos de momento e cortantes méximos, estabelece-se o seguinte critério de

escoamento:
f—316 2 1m? +3m2 +3(12 +t2 : h H Ad
_E[F(mx +myfmxmy ' xy+ ( x y)] - (60+ isua)

Essa é expressdo apresentada por Aurichio e Taylor [5]. Deve-se notar que a hipotese de
superposicdo de esforgos maximos considerados nédo € valido em todas as situagdes,sendo

portanto uma aproximagao.
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