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IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO METODO DOS ELEMENTOS DE
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No presente trabalho o Método dos Elementos de Contorno ¢ usado para
solugio numeérica da Equagio da Difusdo -Advecgdo para duas dimensdes, adotando-
se solugdes fundamentais transientes. A equacdo integral de contorno € aproximada

numa discretizagio em elementos constantes tanto no espago quanto no tempo.

Os programas desenvolvidos consideram que em cada elemento do contorno ¢
conhecido um valor de potencial ou de fluxo ao longo do tempo. Fazendo uso de um
processo de marcha no tempo os valores de potencial e fluxo tornam-se conhecidos
em todo o contorno, sendo possivel a obtengdo dos valores de potencial em pontos

internos do dominio para cada intervalo de tempo.

A singularidade que surge no primeiro passo de tempo quando o ponto fonte
pertence ao elemento campo é removida com um processo de reparticio do primeiro
nivel de tempo e fazendo uso da transformada de Telles no primeiro trecho. Fazemos

comparagoes entre os resultados numéricos e outros presentes na literatura.
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COMPUTER IMPLEMENTATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
FOR NUMERICAL SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL TRANSIENT
ADVECTION - DIFFUSION PROBLEMS

MARCOS DENICIO DA SILVA DE SOUZA
MARCH, 1999

Supervisor: Prof. José Paulo Soares de Azevedo

In the present work the Boundary Element Method 1is used for the numerical
solution of the two — dimensional advection—diffusion equation employing transient
fundamental solutions. The boundary integral equation is approximated by

discretization the space and time dimensions using constant elements.

The developed programs consider that on every boundary element either a
potential value or its normal derivative is known along the time. We make use of a
time stepping process to compute the potential values and its normal derivative along
the time, In time to compute potential values and its normal derivative known on the
boundary out every time-step, being possible to obtain the potential and the gradient

at internal points of the domain for each interval of time.

The singularity that appears in the first time-step when the source point
belongs to the element field is removed analytically. The numerical results obtained

with this formulation are compared with others avaiable in the literature.
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Capitulo 1 - INTRODUCAO



1- INTRODUCAO

O Meétodo dos Elementos de Contorno {MEC) ganhou popularidade com o
desenvolvimento da informatica e ¢ um método que apresenta algumas vantagens em
relagdo a outros métodos numéricos para solugdo de problemas de engenharia, dentre
as quais podemos salientar o fato de este considerar que o problema pode ser
representado apenas pelo seu contorno, reduzindo assim o numero de incognitas para

sua solugio.

A Equagido da Difusdo-Advecgdo transiente representa a distribuigio de
potencial em um meio ao longo do tempo, podendo também ser aplicada a problemas

de diluigido de poluente em rios.

A énfase deste trabalho ¢ na extensdo dos procedimentos de elementos de
contorno da difusdo transiente bidimensional e consequente descrigio da
implementagfio computacional, onde a contribuigdo de termos envolvendo integrais de

dominio ndo foi considerada.

Utilizou-se um programa em linguagem Fortran para solugio da Equagdo da
Difusio-Advec¢io em duas dimensdes empregando-se elementos constantes no
espaco € no tempo, que chamamos de “DACC” (Difusdo-Advecgdo, Elemento de

contorno Constante no Espago e Constante no Tempo).

No Capitulo 2, a Formulagdo Integral de Contorno € revista para o caso de
Difusdo em regime transiente onde o procedimento espacial € descrito para elementos
constantes.

Posteriormente, no capitulo 3, os procedimentos sdo estendidos para o caso de
Difusio-Advecgdo Transiente, usando solugdes fundamentais dependentes do tempo,
com uma aproximagdo que também considera o potencial ¢ o fluxo constantes em

cada intervalo de tempo.

No capitulo 4, sdo apresentados resultados do método obtidos para exemplos

encontrados na literatura e comparagdes com o valor analitico destes.




O tratamento numérico da integral singular que aparece nos capitulos 2 € 3, a
analise entre os resultados numéricos dos programas, a comparacdo entre as matrizes
de influéncia, a analise dos fendmenos da Difusio e da Difusdo-Adveccio e a

listagem do programa s@o incluidos nos apéndices.
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Capitulo 2 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
PROBLEMAS DE DIFUSAO TRANSIENTE




2 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS DE
DIFUSAO

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo ¢ feita uma revisdo do método dos elementos de contorno para
a solugdo aproximada da equagdo da Difusfo transiente bidimensional, cuja
formulagdo Integral de Contorno correspondente pode ser obtida através do uso de
uma sentenga de residuos ponderados e das identidades de Green como em Wrobel

(1981) , Effren (1997).

Na Secdo 2.2, aplica-se 0 MEC na solugdo da Equagio da Difusdo em regime
transiente, considerando que em cada trecho do contorno (elemento) a variagdo no

tempo do potencial ou de sua derivada normal € conhecida a priori.

Na Segdo 2.2.1, a Equacgdo Integral de Contorno € aproximada substituindo-se
a geometnia real por segmentos de reta {elementos) e a variagdo das fungSes por

valores nodais em cada elemento.

Na Sec¢do 2.2.2, ¢ abordada a discretizagdo no tempo, que considera que o
potencial ou sua derivada sdo constantes em cada intervalo de tempo dentro de cada

elemento.

Na Secdo 2.2 3, apresenta-se a expressdo matricial para regime transiente. No
primeiro intervalo de tempo, ha uma singularidade quando o ponto fonte coincide com
o elemento campo. Visando a inclusdo da advecgdo, na implementagio computacional
faz-se uma reparticdo do primeiro intervalo de tempo e aplica-se a Transformada de

Telles na integragdo da solugdo fundamental no primeiro trecho.

No caso permanente, a solugdo evidentemente independe das condigdes
iniciais e as condigdes de contorno ndo variam com o tempo. Fisicamente, isto

corresponde a difusio de calor em um sélido inicialmente com uma certa distribuigio




de temperaturas no qual aplicamos condigbes de contorno em I,,I" que sdo

mantidas inalteradas por um longo tempo quando a distribuigdo espacial de

temperaturas passa a ndo se alterar.

A distribuicio de temperaturas chegara a um regime permanente, qualquer

que tenha sido a distribuigdo de temperaturas no inicio do processo.

Um processo de marcha no tempo € necessario para a solugdo porque a
expressdo integral para cada tempo depende de todos os valores obtidos em tempos

anteriores.

O programa desenvolvido neste trabatho considera que em cada elemento do
contorno conhece-se o valor de u ou de p ac longo do tempo e que o avango no tempo

¢ feito com passos de tempo constantes.

Resultados numéricos obtidos anteriormente por Effren (1997) sdo
comparados com os obtidos pelo programa DCCNR (Difusdo - Advecgdo com
elemento de contorno constante no espago e constante no tempo, integrado
numericamente com repartigio no primeiro nivel de tempo) a fim de validar a
implementacdo, que serviu de etapa intermediaria para a implementagdo do método

dos elementos de contorno para difusdo - advecgdo transiente bidimensional.
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2.2 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA EQUACAQ DA
DIFUSAO TRANSIENTE

2.2.1 - EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA DIFUSAO

A equagdo diferencial da difusio transiente é dada por Wrobel (1981):

vlu—i@:o (2.1
a ol

Onde o, aqui admitido constante, é a difusividade invariante no tempo e

espago possuindo dimensdo (1*7T7")

As condigdes de contorno diferem das correspondentes ao regime permanente

apenas pelo fato de serem prescritas ac longo do tempo (conhecidas a priori):

w(x,t)=u(x,t) em I, (2.2)
a
p(x, 1) = ;:;;)=ﬁ(x,i) em T, 2.3)

Neste trabalho, as condic¢des iniciais foram admitidas como nulas, isto é;

wx,0)=u(x,0)=0 em Q (2.4)

A consideragio de condighes iniciais ndo nulas ndo apresenta nenhuma
dificuldade pratica, podendo sempre ser feita através de uma subdivisio do dominio
em células e integragio de fun¢des conhecidas nestas células, a exemplo do que se faz
na consideragdo do termo independente para a equagido de Poisson, Wrobel (1981),
Effren (1997).



No entanto muitas vezes a proximidade dos valores de condigdes de contorno
com a situagdo fisica real faz com que o processo numérico convirja mais
rapidamente.

Como em EFFREN (1997), neste trabalho empregou-se a abordagem que faz
uso de solugdes fundamentais dependentes do tempo para transformar a equagéo
diferencial em uma equacdo integral de contorno, valida para pontos do contorno e do

dominio.

c&)yu, 1)y =al | pleu’ € xe, dr(xd

,
~a [ule,) p" (& x5, Hydl (x)dt (2.5)

onde: ¢(£) € a razdo entre o angulo interno no ponto £ e 2m, como no caso

permanente e ¢ fo1 admitido constante no espaco € no tempo.

Em duas dimensdes, a solugdo fundamental dependente do tempo # e sua

derivada normal p , sdo dadas por:

. 1 —r?
ule,xty,0) 4nar exme_] (2.6)
ar
X0t )= ¢ 2.7
Pl 4 ) 8xa’t’ Xp|:4a2’:| 2.7)

onde; —r.%z[Xl(g)—X](§)]n1(£)+[XZ(E)—XE(@]nz(x) € a projecio da

distincia r sobre a normal ao contorno.

Aqui: t € o tempo de aplicagdo da fonte, 7, € o tempo de observagdoe 7 =1, — .



2.2.2 DISCRETIZACAO ESPACIAL USANDO ELEMENTOS CONSTANTES

Como no caso permanente, a aproximagdo geométrica substitul o contorno

original por NE elementos retilineos.

NE
@ 1) =a [ [ plx,yu’ (€ x1,,)dtdl(x)

J=l e

NE

~ay | ju(x NP & xt,,0dtdr (%) (2.8)

J]ITtl)

Para discretizagdo funcional no tempo, considerou-se também que u# ¢ p sdo

constantes em cada intervalo dentro de cada elemento Fj. Levando-se em conta

também que o0 contorno € suave em ff C(&£)=0,5. Introduzindo estas aproximagdes

na equagio (2.8), e permutando a ordem de integragdo no espago € no tempo, temos,

para cada n6 funcional:

NE

ZIZP (X)jau (Ex;1,,0)dtdlr(x)

j]rl‘;l

NT rf

—a j u (x)jap (&,x:1,,0)dt dT (x) (2.9)

=1 jk= 0

e,

onde: NT é o numero de intervalos em que o periodo de tempo considerado ¢
dividido. u,” = w(£,1,) ¢ o valor de u no tempo 7 no ponto &; 7;,7} sio os tempos

inicial e final do intervalo de tempo £.

A discretizagdo funcional espacial € feita, como no caso permanente,
tomando-se #*(x) e p"(x) constantes em cada elemento. Introduzindo-se esta

aproximacio em (2.9) obtém-se:

NT WNE

T zz[) J--r al (&EJ X, f,f)dfdrj(XJ

k=l j=1

NT NE

-2 ”aP (6, x;1,,1)dtdl;(x) (2.10)

k=1 f=1 "fo



o que depende dos valores de # e p nos nds funcionais do contorno de todos os tempos

discretos 1%, "7

Apos introduzir aproximagic geométrica no espago (elemento reto) e
aproximagio funcional (ze p constantes em cada elemento durante um intervalo de
tempo discreto) Torna-se necessario um processo de marcha no tempo para

N
calcularmos #" e p.

Integrando-se no tempo, a equacdo (2.10) pode ser escrita como:

0,547 = Z(Z P ur (g odr, (x-S ut | p:(é,x)drj(x)J @.11)

I\ =l T =T,

Fizemos a integragdo numérica na difusdo e comparada com a analitica obtida
por Effren (1997), tendo encontrado bons resultados (APENDICE B). Objetivando,

posteriormente, estender para advecgdo, em virtude de ndo possuirmos a expressio

analitica.

Onde;

UL x) = [E (at) - E,(ah)] 5
,t(f,x)—Mr L(ag) - E(a)) (2.12)
® 1 &

B0 = — lexp(-at) - exp(-a* )]5 (2.13)
ah= = e (2.14)
= a,=—""+—— .

" da(l, -t;) T da(t, - t})

e E, € a funcdo Exponencial-integral.

As integracdes de U (£,x) e P(&,x) sdo obtidas numericamente por

quadratura de Gauss.




2.2.3 - EXPRESSAO MATRICIAL DO MEC

Como no caso permanente, a equacdo (2.11) pode ser escrita em termos dos

coeficientes de influéncia de /; e G para cada ponto de colocagio como:

k=1

0,5u" :f:E:G*P* —%HW} (2.15)
= i =R A '
1= J=

Onde #' e p* sdo os valores de v e p, respectivamente, em cada intervalo
, p; P, resp
de tempo para o né funcional de cada elemento I';, aqui admitidos constantes no

elemento durante o intervalo de tempo.

Gy = [UL (€, x)dT,(x) (2.16)
L

Hy = [ pi(&.x)dT,(x) (2.17)
T

No caso transiente, a integragdo de G ¢ singular quando o ponto fonte pertence
ao elemento campo para o pnmeiro intervalo de tempo (k=1, 1=j), enquanto que a

integracdo de /7, se anula como no caso permanente.

Para esta integragfo, o termo logaritmico que aparece na expansio em série
da exponencial integral pode ser subtraido e integrado analiticamente, como
mostrado em Effren (1997), sendo acrescentado ao resultado da integragio numérica
da expressdo restante, ou pode-se retirar essa singularidade com o processo de
repartigdo do primeiro intervalo de tempo e aplica¢do da transformada de Telles no

trecho singular (o 1° trecho), o que possibilita a redugdo do nimero de pontos de

11



Gauss necessario para a integracio numeérica e resolve o problema de singularidade

logaritmica encontrado na Difusdo - Advecgéo.

H! =0 (2.18)
G, =G +Gg (2.19)

Onde: G, € regular, calculado pela quadratura de Gauss sem o termo logaritmico e

Gs, singular, com o termo logaritmico resolvido com auxilio da transformada de

Telles no trecho singular.

Os coeficientes G;e H nos demais casos sdo calculados pelas equages

(2.16) e (2.17), empregando-se a quadratura de Gauss com transformada de Telles

também por ser auto - adaptativo como no ¢aso permanente.

Escrevendo-se a equagdo (2.15) para cada ponto fonte, obtém-se o seguinte

sistema de equagdes:

> (1™ = e o) 220

Para determinar os valores de (1) e (p) no tempo NT é necessaric um esquema

—

de marcha no tempo a partir de NT=1, ja que nio conhecemos a priori os valores de

u; e p, em todos os tempos.

Uma vez conhecidos #, ¢ p; em todo o contorno em NT=1 , pode-se avangar

no tempo e calcular #, e p, usando a expressao (2.20) particularizada para NT =2 ¢

i
assim sucessivamente.

O processo continua até atingir o nivel de tempo desejado NT:

HT)" =[GTHpY™ +{}7 (2.21)

onde {A}""  representa a contribuigdo da histéria anterior de u,e p, em todo o

contorno:

12




NT

" - Z ([G]k (P _[HT {U}NT—M) (2.22)

k=2

Neste processo de marcha no tempo, {#! possui apenas termos conhecidos
dos coeficientes de influéncia e dos valores de {u} e {p} em tempos anteriores; isto €,
de l a NT-1.

Aplicando-se as condigdes de contorno no tempo NT obtém-se mais uma vez

um ststema de equagdes algébricas:

(4] {3 = {f} + (2.23)

que apos sua solugdo fornece os valores de #; e p, em todo o contomo, no tempo
NT.
Potenciais em pontos internos sido obtidos introduzindo-se as aproximagdes

geométricas e funcionais(espaciais e temporais) na equagdo (2.5) com ¢(£) = 1.

NT [ vE NE
ul = Z G;p; - Z Hr_.f.u; (2.24)
=1\ j=1 j=1

A cada passo de tempo, todos os valores de uf e pJ’f , no contorno sao

conhecidos até o nivel de tempo atual. Os coeficientes G; e H,, sdo calculados

HE)

para cada ponto interno pelas mesmas expressdes (2.16) e (2.17).




Capitule 3 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
PROBLEMAS DE DIFUSAQ-ADVECCAQ
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3 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PROBLEMAS DE
DIFUSAOQ-ADVECCAO

3.1- INTRODUCAO

Neste capitulo, apresenta-se o Método dos Elementos de Contorno para
solugdo da equagdo da Difusdo-Advecgdo, onde a Equacio Integral de Contorno €
aproximada substituindo-se a geometria real por segmentos de reta (elementos de
contorno) e a variacdo das fungdes ¢ governada localmente em termos de valores
nodais em cada elemento.

Na Segdo 3.2, o MEC ¢ aplicado para solugio da Equagdo da Difusio-
Advecgdo em regime transiente, considerando que em cada trecho do contorno a
varia¢do no tempo do potencial ou de sua derivada normal € conhecida a priori.

A equagdo diferencial parcial € transformada numa equagdo integral de
contorno com o uso de solugdes fundamentais dependentes do tempo.

Na Secdo 3.2.2, € realizada a discretiza¢io no tempo, que considera que o
potencial ou sua derivada sdo constantes em cada intervalo dentro de cada elemento.

Como a expressdo integral para cada tempo depende de todos os valores
obtidos em tempos anteriores, faz-se necessario um processe de marcha no tempo.

Na Se¢fio 3.2.3, € apresentada a expressdo matricial para o regime transiente,
onde deve-se levar em consideracdo que o primeiro intervalo de tempo contém uma
singularidade quande o ponto fonte coincide com o elemento campo. Essa
singularidade € retirada com uma repartigdo no primeiro intervalo de tempo e o
auxilio da transformada de Telles no pnimeiro trecho ao que chamamos de IUcedo nos
programas DACC ¢ DCCNR.

O sistema de equagdes € resolvido para cada intervalo de tempo, levando em

consideragdo a influéncia dos valores obtidos nos passos de tempo anteriores.

Na Sec@o 3.24, a implementag¢do computacional é descrita com as devidas
considerages adotadas no programa DACC (Difusdo-Advecgdo, elementos

Constantes no espa¢o e Constantes no tempo).



3.2 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA EQUACAO DA
DIFUSAQ-ADVECCAO EM REGIME PERMANENTE

No escoamento em regime permanente onde V' # 0, neste caso a equagio

governante ndo sera a de Laplace como ¢é no caso da difusdo em regime permanente,

mas sim:
pClu :Q(kﬁ}ri PRl G.1)
ou  gy) axl\ 8X) eyl o
Considerando uma substéncia incompressivel: C, =C, (3.2)

Pela equagio da continuidade temos que:
o v, (3.3)
ox &y

Sendo assim a Eq.(3.1) fica:

ou ou k (0w O*u k
u +v—|= Tt—5 | .como =« (3.4)
ox pC \OX* oy pC,

Considerando como propriedades constantes do meio: p ,C,, K.

1.:%+v§l—:avgu (3.5)
cu oy

A equagdo da Difusdo — Advecgdo em regime permanente € dada por:

v, %za Viu (3.6)

b A
1

V. é a velocidade convectiva,ué atemperatura,a é ocoeficiente de dilatagdo térmica
Considerando na camada limite térmica que:

oT ou & u &u
=

—>>— >> 37

¥ x o 7
Considerando que na camada limite cinética: # >> v e

@>> @’gjﬁ (38)

dy  x oy ox




Introduzindo estas consideragdes na Eq. (3.5) temos:

2 2.
zlal—l+1f@ =a ? ?i +8 1: (3.9)
ox oy axX-  oy”
Admensionalizada a Eq. (3.9) fica;
*® * 2
" 61:* oy 81:* _|@ 3 121 (3.10)
ox oy V Léay
A admensionalizagio € feita com uso de um comprimento caracterisctico L.
xﬁzi; y':l’ u.‘:g, "":i e u": M_ils (311)
L L y b% u,—u,
Portanto temos para camada limite térmica;
ok M a2
u ou‘ +v° ou* -|Le 1,: (3.12)
ox ay P, &
A equacio da Difusio-Adveccio em regime permanente admensionalizada.
pr o 1 g, (3.13)
6xi e
A equagdo 3.13 fica adminensionalizada na coordenada x,
« X
X, =—
L
e V.
Se. s V' =— 3.14
% (3.14)
» M
U =——
U,y
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3.3- METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA EQUACAO DA
DIFUSAO-ADVECCAO TRANSIENTE BIDIMENSIONAL

FORMULACAO DO ELEMENTO DE CONTORNO PARA DIFUSAO-
ADVECCAO TRNASIENTE BIDIMENSIONAL.

A equacgio que governa problemas de Difusido - Advecgdo transientes pode

SE€r exXpressa como.

é’rt(x,l)+l/,i é’u(x,t) 4 5921;(x:f): 0 em O (3.15)
31' 5Xl é‘Xi‘

Aqui V, é a velocidade convectiva e k = K / pc € um termo difusivo. A

formula¢do do método do elemento de contorno para problemas no plano (2D) é
apresentada nessa segdo. Uma técnica similar pode ser usada para obter uma

formulagdo do M.E.C. em trés dimensdes.

Dentro da presente aplicagdo, a velocidade convectiva ¢ assumida constante

no tempo € No espaco.

Para velocidade constante de advecgdo, podemos introduzir um sistema de
coordenadas com eixos orientados em paralelo e dire¢do normal para o vetor
velocidade. Fazendo o desenvolvimento das equagdes, a equagdo governante pode ser

eXpressa como:

1 au(x,1) W (x,1) Fulx,t)

i

, > 0 (3.16)
kK a ki iz
v, ou(x, 1) v L du(x,1)
C T Tk ox (3.17)
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Respeitando a igualdade acima e observando que foi admitido uma mudanga
de escala, introduzindo um comprimento caracteristico L, tornando

oh(x,1) _ Léu(x, 1)
x, &x,

, 0 que nos permite escrever a equagdo governante da difusdo-

advecg¢do transiente como:

L u(x,1) _ Pe Au(x,1)
k a &,

+LVu(x,1)=0 em Q (3.18)

Sendo que a diregdo de x; ¢ a mesma da resultante da velocidade de advecgdo. Pe € ¢
numero de Peclet (Pe=V L/k), onde V ¢ a velocidade convectiva na diregdo de x,, L €

um comprimento caracteristico e k é um termo difusivo.

CONDICOES DE CONTORNO:

u(x, 1) = u(x,1) em T, (3.19)
oux,t) _ _
e n. = p(x,1) em I, (3.20)

!

Onde o fluxo na superficie (p) inclui a contribuigio das perdas convectivas, ppode

ser escrita como:

p”(,}', 1y = Nufu(x,0) —u_] (3.21)

u,, representa a temperatura ambiente e Mv é o numero de Nusselt (AL/%k),

oy

onde h é o coeficiente de transferéncia de calor convectivo, L e k anteriormente

descritos.

Neste trabalho estamos considerando as condiges iniciais nulas

(u(x,0)=u(x,0) em Q), e as condigdes de contorno ndo variam com o tempo.
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O caso de condigdes iniciais nfo nulas(w,#0), ndo apresenta nenhuma

dificuldade pratica, podendo sempre ser considerado através de uma subdivisdo do

dominio em células e integrag¢do de fungdes conhecidas nestas células.

Mesmo que tenhamos (#,#0), a integral de dominio das condigdes iniciais
pode ser reduzida a uma integral de contorno desde que #, seja uma fun¢do
harmdnica; se , € uniforme no dominio, a integral de temperatura pode ser eliminada

tomando-se #, como origem de medigio de temperatura.

EQUACAO FUNDAMENTAL:

Para determinarmos a equagio fundamental partimos da equagdo governante

da difusdo - advecgio transiente bidimensional:

_ACx) 0050

> X :Vzu'(g,t)+5(§f—éj)(t—r) em Q* (3.22)

Onde £ e x sdo os pontos fonte e campo, respectivamente, no dominio, 7,

¢ o tempo final e t € a variavel tempo.

Aqui » (x,f) representa o aumento de temperatura sobre o corpo. Caso a

distribuig@o inicial de temperatura ndo seja uniforme, necessita-se de uma integral de

dominio.

Aplicando o teorema da divergéncia, e assumindo que #(x,0)=0 nos

possibilita a obtencgdo da solugdo fundamental »"(& 1 73%,1), como em Lim, J., Chan,

CL, and Chandra, A. ( 1994) expressa a seguir :

~ [0, (0) = x,(§)+ Pe(D) + (5, ()~ %,(£)')
4(7)

u'(&1,;x, exp (3.23)

0= 4
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Desenvolvendo os trindmios quadrados perfeitos obtem-se a solugdo

fundamental no plano, ou seja em duas (2} dimensdes:

2

~4(r)

P P
}exp[—f(x.(:_c)—x.(g))}exp[* ; (r)} (3:24)

. 1
) (c;, rf;{c,t) = an(D) exp{

Onde r € a distancia euclidiana entre o ponto fonte(&) e o ponto campo(x ).

Em (3.24), a primeira exponencial representa o efeito condutivo. A segunda e terceira
exponenciais representam o efeito devido a convecgdo no espago e a convecgdo

transiente, respectivamente.

De posse da solugdo fundamental # | podemos obter a derivada normal desta:

—Fr— 2 _ p,?
P*(é,zf;z,t) - 83?2 ,exp[f {E}exp[—%‘i(xlg)x, (& ) }exp[ f;e T:| (3.25)

Onde: —r.% = [x! (x)—x, (c,")] n,(x) +[x2 {(x)—x, (§)] n,(x) ¢ a projegdo da distdnciar
. S s

sobre a normal ao contorno.

No Apéndice F encontram-se graficos da solu¢do fundamental ao longo do
tempo para distincias fixas e no plano para tempos de medi¢io fixos, para Difusio e

para Difusio-Adveccio.
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3.3.1 - EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA PROBLEMAS DE
DIFUSAO - ADVECCAO TRANSIENTE:

A equagio integral de contorno para problemas de difusdo-advecgio transiente
pode ser obtida levando ao limite o ponto fonte £, ou seja, aproximando o ponto &

sobre o contorno, aplicando-se uma sentenca de residuos ponderados e integrando por

partes chegando a seguinte expressio:

C(?)u(?,ff) = j'{J.|:1f(}37> 1f;3_c,t)P(J_r,t)_p"(é,,t},;)_rjf)ﬂ({,!)}ﬂ"}df

- Pej:{ Jur .t ix nuCe (e, arydr (3.26)

thy I

O coeficiente C( &), depende da geometnia na vizinhanga de £; se o contorno €

suave junto a &, entdo C(£)=1/2 para problemas em duas dimensGes. Para os pontos

pertencentes ao dominio C(£)=1.

0se ¢ ¢(Q+I)
cle)=4prar se & er (3.27)

1 se & €0

onde B € o angulo interno no ponto &£.

Quando o contorno € suave em &, B=n e portanto ((g)=0,5.
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3.3.2 - IMPLEMENTACAO NUMERICA.

DISCRETIZACAO: A implementagio numérica da equagdo do método dos
elementos de contorno para problemas de difusfo-advecgio transiente € discutida
nessa se¢io. O primeiro passo, € a discretizagdo do contorno para o dominio
bidimensional dentro de elementos de contorno. Neste caso, a discretizagdo no tempo
e no espago sdo necessarias. O contorno ¢ discretizado em NE elementos de contorno

espaciais € a dimens3o do tempo € subdividida em NT passos de tempo.

E importante relatar que esta discretizag@o esta sendo feita para situagdo em

que o ponto fonte pertence ao contorno (£€I'), sendo assim C(g) =0,5.

No caso transiente, utilizando elementos constantes no tempo, a equagio

Integral de Contorno discretizada em forma matricial fica:

k=11 j=l

0,54 = Z{IZPWU (&, x)dl; (x) - Zu IP (£,x)dTl (x) ]

NT NE -
+Z[—Zujf [0 .0, (x)} (3.28)
k=1 j=1 rj
NT [ NE NE K
054" = G;.p; ZH,, ut } (3.29)
k=13 j=1

~ k
onde as matrizes G, e H; sdo expressas por:

Gf = {UE 0T (x) (3.30)

Hy= [PEndr @ +[0"Endr,m 331)
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Nestas matrizes a integral JU '(é,)_r)df () e a integral JlP'(éz)dl" L (x) sdo
T, I,

J J

formadas devido a influéncia da difusdo, ao passo que a IU "(g ,X)dI';(x) ¢ formada a
I

partir da influéncia da advecgdo.

Hj = {H,.j+ 0,5 sek=1ei= (3.32)
H = {H; nos demais casos (3.33)
Aqui:
”f
U0 = [u' (& 1,z 0 (3.34)
Iy
Pl&x)= [P 1 x 0t (3.35)
U'(x)= J‘Pe.nr'(é,ff;J_c,f)nI (x,1dt (3.36)

No caso transiente, ha uma integragdo singular quando o ponto fonte pertence
a0 elemento campo para o primeiro intervalo de tempo. Escrevendo a equagao (3.29)

para cada ponto fonte, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

gwﬂwmm=§WHﬂmm (3.37)

k=1
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Para obter os valores de {u} e {p} no tempo NT faz-se necessario um esquema
de marcha no tempo a partir de NT=1, uma vez que ndo conhecemos a priori os

valores de #; e p, em todos os tempos:

Assim, particularizando-se a equagdo (3.37) para NT=1

[HT{} = (G} {p} (3.38)

Impondo-se as condigdes de contorno na equacgio (3.38) de maneira analoga

ao caso permanente, obtém-se 0 seguinte sistema de equagdes:
1 1 1
[4]'{x} = {1} (3.39)
A solugdo deste sistema de equagdes, nos fornece %, e p) em todo contorno

discretizado.

Apos determinado os valores de u} e p!, pode-se avangar no tempo e calcular

[A]'{ X} = { f }l e p’ usando a expressdo (3.37) particularizada para NT=2:

2 [H] {u}”™ =kZ:‘ (G {p}™ (3.40)

(H]'{u}® +[HT @} =[G]{p} +[GT{p} (3.41)

Escrevendo a equagdo (3.38) de outra forma:
[#1{” =[GT {p} + A}’ (3.42)

onde: {#}’ contém as contribui¢des do passado, isto é:
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(Y =[GV {p} - [HT{u}' (3.43)

Aplicando as condigdes de contorno na expressio (3.28) obtém-se um sistema

de equagdes:

[A'{x} ={s} +{n) (3.44)

Que resolvido fornece os valores de u; e pf em todo o contorno.

O processo continua até atingir o nivel de tempo desejado NT:
[H]' 4™ =[G {p}" +{n}"™ (3.45)

Onde: {h}" representa a contribuigio da histéria anterior de u;e p; em todo o

contorno:;

NT

" =3 ([GI{p}" ™ - [H] "™ ) (3.46)

k=2

No processo de marcha no tempo; {4} possui apenas termos conhecidos dos
coeficientes de influéncia e dos valores de {u} e {p} em tempos anteriores, isto €, de

1 até NT -1.

O sistema de equacGes algébricas € obtido aplicando-se as condigbes de

contorno em NT, o que nos leva a:

(3 ={}" + (3.47)
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3.3.3 -EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA PONTOS INTERNOS.

E aniloga a equagdo (3.12) ,porém nesse caso com C(éj) =1,0u seja:

U (G.1,)= I{f['u'(é,ff;{,t)P({c,f) —P'(égff;{,r)utz,f)]df}d!

—Pej'{J-u'(‘f,!f;{ (e, tym (x,0)dl b . (3.48)

Para determinag3o dos potenciais em pontos internos, faz-se uso da forma

discreta da equagfo (3.48):

_ NT { NE NE &k
T =Y Y GEP-Y H,,_ujj (3.49)
i=l

k=1 \ j=1

Pode-se observar que esta equagdo € analoga a expressdo (3.50).

Os valores de u,, p, no contorno s3o obtidos a cada passo de tempo, no nivel
de tempo atual. Os coeficientes (;; ¢ H sdo determinados para cada ponto interno

por expressdes analogas a (3.30) e (3.31).
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3.3.4- DETALHES DA IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Na implementagdo computacional sdo considerados elementos constantes

tanto no espacgo quanto no tempo, como ja descritos.

No arquivo de dados, todos os valores prescritos (potencial ou sua derivada

normal) sio lidos e armazenados temporariamente num vetor {valory.

O tipo de condi¢des de contorno em cada elemento € dado pelo vetor
{kode},que permite formar uma matriz [Fi] com valores de potencial e [Dfi] com

valores de fluxo em todos os intervalos de tempo.

As matrizes sdo preenchidas de acordo com o seguinte codigo:
0 para potencial prescrito

1 para fluxo prescrito.

As matrizes [Fi] e [Dfi] sdo preenchidas apenas com os valores prescritos e

posteriormente também conterdo os valores calculados pelos programas.

Os coeficientes das matrizes [G] e [H] sdo calculados em todos os intervalos
de tempo antes do calculo das incognitas para um passo de tempo constante, pois
independem dos valores de potencial ou fluxo. Porém, os coeficientes de [G] e [H] do
primeiro intervalo de tempo, que multiplicam as incognitas, s#o armazenados numa
matriz intermediaria [C] que possui uma cdpia da matriz do sistema em todos o0s
intervalos de tempo. Ja os coeficientes que multiplicam valores prescritos sao

armazenados na matriz [B].

Os coeficientes /; sdo obtidos a partir das derivadas normais das solugdes

3

fundamentais integradas no tempo p, , p3, P> Pur -

No primeiro intervalo de tempo o problema € resolvido como regime

permanente, ocorrendo a troca das funcdes utilizadas devido a integragdo no tempo. Ja
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nos demais passos de tempo, hd necessidade de acrescentar os valores obtidos
anteriormente no vetor de termos independentes, os produtos [H]{U} e [G]{P} em

toda a historia do tempo séo acrescidos, fazendo assim a convolugéo.

Para a resolugdo do sistema de equagdes, os valores da matriz [C] que
multiplicam as incognitas sdo transferidos para a matriz [A] ¢ os valores prescritos de
potencial e fluxo daquele intervalo de tempo sio transferidos para um vetor de

condi¢des de contorno prescritas [Vpr].

O método de Gauss-Jordan desenvolvido em Brebbia e Dominguez (1989) é
utilizado como "solver" para solugdo do sistema de equagdes e considera a matriz de

coeficientes [A] e o vetor de termos independentes [F] como dados de entrada.

Os valores prescritos no nivel de tempo em consideragdo sdo multiplicados
pelos coeficientes da matriz [B], gerando o termo correspondente a influéncia do
tempo atual do vetor de termos independentes [F], o qual sera acrescido de toda a
“historia” passada da analise. Esta contribuigdo € calculada com os passos de tempo
anteriores, multiplicando-se respectivamente os coeficientes de [H] e [G] pelos

valores de potencial e fluxo j& obtidos.

Apés a solugdo do sistema de equagdes o vetor [F] passa a conter os valores
das incognitas calculados para o intervalo de tempo. De acordo com o codigo de cada

elemento (0 ou 1) estes valores serdo armazenados nas matrizes de potencial [Fi] e de

fluxo [Dfi].

Para implementagdo computacional posterior ao estudo dos fendmenos da
Difusdo e da Difusdo - Adveccio, tendo sido realizado uma correlag3o entre estes, por

analogia com um programa sobre difusdo ja existente, EFFREN (1997).

Sendo compreendido e alterado este para nosso objetivo final que era a
resolugio de problemas com a equagdo integral de contorno da Difusdo - Advecgdo
“numericamente” via computador(construgdo do programa DACC), ou seja idéias que
produzissem bons resultados num programa preliminar sobre difusio resolvida

“numericamente”(DCCNR).
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Isto feito com o auxilio do programa MATGH (erro percentual entre as
matrizes G e H) eram transferidas para o programa DACC, num processo de
assimilagio de teorias e testes subsequentes destas, tais como a repartigdo do primeiro
intervalo de tempo e o uso da transformada de Telles para a retirada da singularidade

logaritmica existente em problemas de Difusdo-Advecgdo Transiente Bidimensional.

Segundo LIM et all (1994) deve-se obedecer a seguinte relagdo entre At € o
maximo valor para o numero de Peclet.
Tabela 1 - Ordem de grandeza de At e o maximo valor para o nimero de Péclet .

(com AX=0,1)

At (s) Maximo Pe
1072 100
1073 300
107 1000
1073 2100

Na formulacio incondicional estavel do M.E.C. foi observado por LIM et all

(1994), que o termo (Pe2 /4)"(1)" em (3.35) e (3.36) tem uma tendéncia de criar um

trasbordamento no calculo para numero de Péclet alto. Isto pode ser evitado

escolhendo um incremento de tempo adequado.

Segundo LIM et all (1994), o incremento de tempo € limitado por um critério
de estabilidade do Numero de Courant sendo menor que /. O nimero de Courant

pode ser definido como Pe(At/Ax), onde as variaveis foram admensionalizadas.

Quando Pe aumenta, o tamanho da malha tera que ser diminuido para se obter

gradientes altos. Consequentemente, o incremento de tempo deve ser limitado a:
At =~ Pe” (3.50)

A fim de comparar a precisio do programa aqui usado (DACC) com os

obtidos em literatura, definimos o erro de cada passo de tempo como:
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E= ZM (3.51)

onde: # ¢ a solugdo analitica
u, € solucd@o aproximada

N ¢ o Numero de Nos.
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CAPITULO 4 - APLICACOES.




4 - APLICACOES

4.1 - INTRODUCAO

A formulagdo apresentada no capitulo anterior foi utilizada em alguns
exemplos de difusdo-advecgdo bidimensional. A solugio numérica por elementos de
contorno € comparada com as da literatura através de graficos e/ou tabelas, Em todos
os exemplos estudados empregam-se elementos constantes tanto no espago quanto no
tempo e difusividade térmica é igual a 1 cm’ / s, exceto no segundo exemplo que € de

1 mi/s.

O primeiro exemplo, que simula difusdo-advecc@o transiente bidimensional,
foi apresentado por Lim, Chan e Chandra(1994). A solugdo numérica para o regime

transiente é comparada com os resultado analitico.

A seguir, um exemplo que simula difusdo-advecgdo unidimensional, foi

apresentado por Brebbia (1978) para regime permanente, € também examinado.

No terceiro exemplo, € apresentada a simulagio da difusdo-advecgdo
transiente em uma regido retangular. Exemplo este que foi apresentado por Wrobel
(1981) e Loeffler Neto (1988) para o caso da difusao.

No 1ltimo exemplo, foi analisada a difusdo-advecg¢do em uma regido circular
submetida a choques térmicos espagados no tempo, para o caso de analisar apenas
resultados do programa da difusdo (DCCNR) estes sdo comparados com os obtidos
por Wrobel (1981) e Loeffler Neto (1988).
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4.2 - DIFUSAQ-ADVECCAO TRANSIENTE BIDIMENSIONAL EM REGIAO
QUADRADA. (EXEMPLO 1)

Neste exemplo estuda-se a difusio-advecgdo térmica para uma regido
quadrada de lado igual a 1,0 m, cujo diagrama esquematico, as condigdes de contorno

¢ a discretizagido espacial adotada sdo mostradas na figura 4.2.1.

Para discretizagdo espacial, usou-se uma malha uniforme e intervalo de tempo
constante. Com 40 elementos igualmente distribuidos, incremento de tempo At=0,01,

com discretizagdo espacial de AX=0.1.

S#o analisados os resultados para duas situagdes:
Pe=20; At=0,01 ; AX=0,1, e
Pe=5; At=0,01; AX=0,1.

Os valores obtidos sdo comparados com os obtidos analiticamente ¢ por J.
Lim, C. L. Chan e Chandra (1994) e mostrados nas figuras 4.2.2 e 4.2.3, bem como
nas tabelas 4.2.1e42.2.

A solu¢io analitica do exemplo 1, segundo LIM, J., CHAN, CL, and
CHANDRA, A (1994) € determinada por:

) mzi ”ﬁ(l_e(—(Pe2f4)+n2,~[2)r)e(Pe ‘”)sen(fiirx) (4 l)
purt (Pe /4y +n’m? '

Os resultados obtidos por elementos de contorno ficam tdo mais proximos do
resultado analitico quanto maior for a discretizagdo do espago e do tempo, e menor for
o namero de Péclet, estes resuitados sdo mostrados na tabela 4.2.2 | tendo portanto

que levar sempre em consideragio a tabela 1, que relaciona estas variaveis.
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u=1, x1=0, 0<x2<l1
u=0, xi=1, 0<x2<1 u=1°C u=0C 1
p=0, x2=0, 0=x1<l

p=0, x2=1 , 0=xI<l —+

p=
| —

e a condicgdo inicial € : u=0, t=0 1
Figura 4 2.1 - apresenta um diagrama
esquematico do problema estudado.

Malha uniforme e com um total de 40 nés no contormno.

4.2.1 - Resultados obitidos:

ANALISE DA DIFUSAO - ADVECCAQ

12 + (Pe=5 e DeltaT=0,01s)
1
o
=06 1 ——T=0,01
% ’ —s— T=0,03
Soaql ~8—T=0,05
=i ——T=0,07
02 1 —%— T=0,09
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
X (m)

Figura 4.2.2 - Resultado numérico do exemplo 1, utilizando niimero de Péclet igual a

5 (cinco).




TEMPERATURA(C)

Determinagio do erro do programa DACC
Namero de Peclet tempo(s) DESVIO PADRAQO

5 0,01 0,0208

5 0,03 0,0123

5 0,05 0,00856

5 0,07 0,00762

5 0,09 0,00715

Tabela 4.2.1 - Erro de cada passo de tempo para Pe =5

ANALISE DA DIFUSAO - ADVECCAQ
(Pe=20 e DeltaT=0,01s)

——T=0,01
—a— T=0,03
~a—-T=0,05
—=— T=0,07
—%—T=0,09

Figura 4.2.3 - Resultado numérico do exemplo 1, utilizando nimero de Péclet

igual a 20 (vinte).
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Tabela 4.2.2 - Comparagdo entre os resultados analiticos e os obtidos pelo programa

DACC Para Pe=5

X(m) T=0,01s | T=0,01s T=0:Q3s T=0,03s T=930_55 T=0,05s T=‘-ﬂ:0_75 T=0,07s T=0:(!95 T=0,09
analitico | (DACC) | analitico |(DACC)| amalitico {(DACC) analitico | (DACC) | analitice | (DACC)

0,05 0.3 0,745 0.919 0,911 0,952 0.952 0,967 0,97 0.976 0,98
0.15 0.4 0,333 0.73 0,705 0,84 0,829 0,893 0,889 0,924 0,923
0.25 0.136 0,103 0,51 0.487 0.697 0,68 0,793 0.784 0,852 0.847
0,33 0,028 0,021 0,321 0,296 0,54 0.52 0,675 0.662 0,762 0,754
0,45 0,003 0,003 0.171 0,157 0.389 0,369 0,547 0,532 0,659 0,648
0.55 0 0 0.083 0.072 0,259 0.242 0,421 0,403 0,548 0.536
0.65 0 0 0,033 0,029 0,158 0,146 0,306 0,291 (0,435 0.422
0,75 0 0 0,011 0,01 0,088 (.08 0,207 0,195 0,325 0,312
0,83 0 0 0,003 0,003 0,044 0.038 0,124 0,114 0,213 0.2
0.95 0 0 0 0 0,014 0,01 0,046 0,037 0.083 0,071

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 ¢ 0 0 ¢ 0 ¢ 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

I 0 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.95 0 0 0 0 0,014 0.01 (1,046 0,037 0,083 0,071
0.85 0 0 0,003 0,003 0.044 0.038 0.124 0.114 0,213 0.2
0.75 0 0 0,011 0,01 0.088 0,08 0,207 0,195 0325 0,312
0.65 0 0 0,033 0.029 0,158 0,146 0,306 0,291 0.435 0,422
0.55 0 0 0.083 0.072 0,259 0.242 0,421 0,405 0,548 0.336
0.45 0,003 0,003 0,171 0.157 0,389 0,369 0.547 0.332 0,659 0.648
0.35 0.028 0,021 0,321 0,296 0.54 0.52 0.675 0.662 0,762 0.754
0.25 0.136 0.103 0,51 0.487 0.697 0.68 0,793 0,784 0,852 0,847
0.15 0.4 0.333 0,73 0,705 (1,34 0.829 0.893 0,889 0,924 0.923
0.05 0.8 0,745 0.919 0,911 0,952 0.952 0,967 0,97 0,976 0,98

0 1 1 1 1 1 i I i i I

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 I I 1 | 1

0 1 1 1 1 1 I 1 ] 1 1

0 1 1 ] i 1 ! 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 i 1 1 l 1 1 1 1 1

o 1 I 1 1 1 I I i 1 1

0 1 1 1 I i 1 1 1 1 1

0 1 i 1 1 1 1 ] 1 1 1
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4.3 - SIMULACAO DE DIFUSAO - ADVECCAO TRANSIENTE
UNIDIMENSIONAL
(EXEMPLO 2)

Neste segundo exemplo, ¢ estudada a difusdo-advecgdio em uma regido
quadrada de lado igual a 0,6m , isolada nas faces y=0 e y=0,6m , inicialmente a 0°C .
A temperatura da face x=0 ¢ subitamente elevada para 300°C, enquanto a face
X=0,6m ¢ mantida a 0°C.

Foram adotados as seguintes consideragdes:

24 elementos no contorno

Pe=20

At=0,0025s

AX=0,1m

CONDUGAO - CONVECGAO PARA UMVIA SUPERFACIE

350
20

—— =000
—8—-t=001s
&+ t=00175s

TEMPERATURA(°C)
g

05

Figura 4.3.1 - Resultados numéricos do exemplo 2.
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p=0
_ [ I [/ [/ L/
I 777 777

0,6 m £ L w=300°C u=0°C

4 Tyl Tgex /4] ) LS
B I I 7 777 77

| | p=0

0.6m

(a) Geometria (b) Condigdes de contorno

{ ¢ )condiges iniciais

Figura 4.3.2 - Simulagio de difusdo - advecgfo transiente unidimensional




Analise grafica para Difusdo - Adveccdo adotando numero de Péclet nulo
(Pe=0)
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SRR
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Figura 4.2.4 — Superficie de Potenciais de Temperatura para t=0,1s e Pe=0

2'n
o,
- o
e
N
< e
o R L i T
ST SRR
==
%, o |
ot |
o J
e

[

oo |
Figura 4.2.5 — Superficie de Potenciais de Temperatura para t=0,5s e Pe=0

40




&

=4

TE
A
)
E/eA TLRA
I
& )

=

(%

7

<ES “-‘ “.‘ﬁ‘
S SO
e
o

“‘-“k“:““

«p‘s‘s«s“‘ﬁ:‘

23S t‘t“-\“\“ 5

‘s“s‘ S5 =2

2T ““"%E
<5 s‘\::‘ :“‘ =3
S ey =
s‘&‘“‘ 3
3 o= N
< = 2
e

N |
g
o5
|
o :
Qt\ /,
L ,// Ce
~ L ©
@,/ ~
o o

Figu
rad.2
26—
Su
perfici
edeP
otenciais de T
em
peratu
ra
para t=
=lseP
e=0

41



s

AR AR,

m&%&gg%%%!sﬁ‘ SRR
R

“‘%Si\‘%‘?‘g‘*‘ ‘%\s 3 s‘ 5
SR = ‘*.‘\‘: v ‘\:};‘:
sy SRR
s

e a e
SR SRR e e e A S

R
¥

& B 25
s %
NP eisaiSRan
R ‘gsggs‘ig}:{i"“ﬂ%.‘::;\-{‘.

SR %
RN "‘:%\’}\\ o
"

Figura 4.2.7 - Superficie de Potenciais de
Temperatura para t=0,01s ¢ Pe=5 Figura 4.2.8 — Superficie de Potenciais de
Temperatura para t=0,05s e Pe=5
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Figura 4.2.9 — Superficie de Potenciais de =

‘ =0,07 = . . ..
Temperatura para t=0,07s e Pe=5 Figura 4.2.10 — Superficie de Potenciais de

Temperatura para t=0,09s e Pe=5

Analise grafica do comportamento da temperatura para o exemplo 1, com Pe=5:
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Figura 4.2.11 — Superficie de Potenciais Figura 4.2.12 — Superficie de Potenciais de
de Temperatura para t=0,01s e Pe=20 Temperatura para t=0,03s e Pe=20

Figura 4.2.13 - Superficie de Potenciais Figura 4.2.14 — Superficie de Potenciais de
de Temperatura para t=0,07s e Pe=20 Temperatura para t=0,09s ¢ Pe=20

Analise Grafica do comportamento da temperatura para o exemplo 1 (com Pe=20)

OBS. Os graficos aqui mostrados terdo um conformagio mais condizente com
a realidade do exemplo 1, se aumentarmos o numero de pontos internos para
melhor interpolagdo do software, aqui foram usados apenas 3 pontos internos,
por 1sso a aparéncia estranha.
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4.4 - DIFUSAO-ADVECCAO TRANSIENTE BIDIMENSIONAL EM
REGIAQ RETANGULAR
(EXEMPLO 3)

Uma chapa retangular de (0,8 cm X 1,0 cm), mantida inicialmente 0°C ¢

submetida a um choque de 1°C na face X=0, sendo mantida a temperatura inicial nas

demais faces.

Neste exemplo, adota-se 36 elementos no contorno, com numero de Péclet
Pe=20, At=0,0025s, AX=0,1cm e observa-se através da figura 3.1 o comportamento da

temperatura em dois pontos internos ao longo do tempo.

1

U=0°C
"r VA A A A A A
77777777
O,Sm . ]
A(0.2:0.2) B(0,5:0,2) | U=I°C u=0°C
* *

— —> NN,
IIIIIIII
I X
1.0m

2

(a) Geometria {b) Condicées de contorno

Discretizagdo espacial (36 elementos)

U=0°C

( ¢) Condigdes iniciais

Figura 4.4.1 — Simulagd@o de Difusdo—Advecgio transiente em regiao
retangular
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DIFUSAQ-ADVECCAQO TRANSIENTE
BIDIMENSIONAL EM REGIAO RETANGULAR

il U S S &
> —& 9 ——r—o—e—v

- &
A

A (°C)

)

~l
!

el
I

%05 ——PONTO A
5 —e—PONTO B
80,4 -
=
FO,:;’
0,2 -
0.1 -

0= |+ | | | 4+

R S~ B B V-

NIVEL DE TEMPO

Figura 4.4.2 - Difusao - Advecgdo transiente bidimensional em regiio
retangular. Choque térmico na face X=0.



4.5 -DIFUSAQ-ADVECCAO EM REGIAO CIRCULAR DEVIDO A CHOQUES
TERMICOS SUCESSIVOS (EXEMPLO 4)

TY

(a) Geometria

(b) Condigdes iniciais

*
A(0;0,8)
*

B(0;0)

(d) Primeira discretizagio

(c) Condigdes de contorno (24 elementos)

Figura 4.5.1 — Difusido — Adveccdo em regido circular devido a choques
térmicos espagados no tempo
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Uma regido circular de raio unitario, inicialmente a 0°C ¢ submetida a dois

choques térmicos, em todo o seu contorno, nos instantes 7, € /, .

A evolugdo da temperatura € analisada ao longo do tempo em dois pontos:
A(0:0,8) e B(0;0). Duas situagdes sdo estudadas: a primeira é um choque térmico de

100°C ao longo de todo tempo. A segunda é um chogue térmico de 50°C de ¢, até /,

e um choque térmico de 100°C a partir de ¢,.

Neste exemplo, adota-se¢ namero de Péclet Pe=20, At=0,0025s e observa-se
através das figuras 4.5.2 e 4.5.3 o comportamento da temperatura em dois pontos

internos ao longo dos niveis de tempo.

CHOQUE TERMICO DE 100 °C EM REGIAQ
CIRCULAR

Q).
Q2
o O
| |
1

—+—PONTO A

—e— PONTO B

TEMPERATURA ( °C

[ S - N o T - 2]
o o O O O
- | ! ; !

1

5

9

3 %
71

1 I

Figura 4.5.2 - Resultado numérico da Difusdo - Advecgdo em dois pontos
internos de uma regiio circular devido um choque térmico de 100°C ao longo de todo

tempo.
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CHOQUE TERMICO DE 50°C E 100°C EM REGIAO

CIRCULAR
120
S o100 4
5 %0 ——PONTO A
=
< 60 —o—PONTO B
&40 -
2
= 20
0 +5ed A
— Ao ~ [an] [aa} O Lo (o] w o0
- =~ = = & ™~ &
NIVEIS DE TEMPOQ

Figura 4.53 - Resultado numérico da Difusdo-Advecgdo em dois pontos

internos de uma regido circular devido um choque térmico de 50°C de #, até #, e um

choque térmico de 100°C a partir de ¢, .
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CAPITULO 5 - CONCLUSOES
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5. CONCLUSOES

A formulagio do M.E.C. em duas dimensdes para problemas de difusdo-
adveccio transiente foi desenvolvida nesta tese. A formulagdo do M.E.C ¢ baseada na
solugdo dependente do tempo . A equagdo diferencial parcial parabolica governante ¢
reduzida para o contorno evitando discretizagdo de dominio. O algoritmo proposto €

estavel e nio introduz difusdo artificial.

Para verificar o programa de difusio-advecgdo, os resultados obtidos pelo
programa DCCNR foram comparados com DACC com nliimero de Péclet nulo, onde o
segundo deveria reproduzir, nesse caso, o mesmo resultado do programa da difuséo, e

os resultados mostraram-se coincidentes.

Outro teste realizado, foi com os resultados obtidos pelo programa DCC e
DCCNR, onde comparamos a integracdo analitica e a integragdo numeérica, onde

observou-se que os resultados mostraram uma boa aproximagao.

O algoritmo do M.E.C bidimensional € aplicado para resolver um problema
bidimensional da qual a solugdo numérica € conhecida da literatura. Todos esses
resultados sdo comparados entre si. Observou-se que o ME.C prové uma solugdo
bastante precisa sendo obedecida as relagées entre incremento de tempo e nimero de
Péclet.

A utilidade da integracdo de Telles, demonstrou-se eficaz na redugdo do
namero de pontos de Gauss necessarios para integrago numeérica por quadratura de
Gauss, bem como para retirar a singularidade logaritmica existente quando o ponto

fonte coincide com o elemento campo.
A apresentacdo da listagem no apéndice permite a reprodugdo dos

resultados obtidos na tese e pode ser usado como ponto de partida para as possiveis

complementagdes sugeridas a seguir.
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Sugestdes para futuros trabalhos:

Consideragdo de condigdes iniciais ndo-nulas usando células com outros

esquemas alternativos, tais como reciprocidade dual, etc.
Inclusdo de elementos lineares, quadraticos e cibicos no espago e
interpola¢des lineares no tempo com a transformada de Telles para integragdes quase-

singulares e singulares (Telles, 1987).

Utilizagdo de esquemas de truncamento de contribui¢des correspondentes a

tempos muito afastados do atual.

Desenvolver formulag@o hiper-singular para problemas de difusZo/advecgio.

Inclusdo de propriedades fisicas dependentes da temperatura/concentragio

Inclusdo de condigoes de contorno nao-lineares.

Aplicagio em exemplos de difusdo-advecgio de poluentes em Recursos

Hidricos.

Acoplamento com elementos finitos e diferengas finitas.

Formulag#o para propagagdo na direcio n .
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APENDICE A - INTEGRACAO QUASE - SINGULAR COM TRANSFORMAGAO
CUBICA PARA ELEMENTOS CONSTANTES

Com o intuito de obter maior exatiddo em integragdes quase-singulares,
usando o mesmo numero de pontos na quadratura de Gauss, bem como resolver o
problema de singularidade logaritmica existente em problemas de Difusio e
Advecgio transiente bidimensional, utilizou-se o esquema de integragdo proposto por
Telles (1987).

Neste esquema, a quadratura de Gauss ¢ feita numa coordenada y que se
relaciona com a coordenada natural usual 1 pela transformagdo cibica que concentra
mais pontos de integra¢3o na regido proxima ao ponto fonte. Este apéndice ¢ baseado
na implementacdo computacional do esquema de Telles (1987), descrita em
Sampaio(1994).

—ay’+by’ +cy +d (A1)
O jacobiano da transformacao € dado por:

|G(;V)| :%;?_ =3ay® +2by +c¢ (A.2)

As integragdes numéricas dos coeficientes //; e G, do elemento constante

sio feitas por quadratura de Gauss na variavel vy por mudanga da vanavel original I
por 1 e em seguida por v:

1
Hy = [P 0dr, = [ p'& 0lldn
r -1

[,

J

217

P& )G Yy = -

i
2

»—-""'_'i_‘

> st ot e, a3

= [u' (¢, x)dT; = ju"(fg,g) Wdn
% i )60 =2 > e st o6 e, (A9

Para o elemento constante o jacobiano da transformagio de I’ por n do
elemento de geometria reta € constante e iguala /. /2.

onde y, sdo as coordenadas de Gauss e @, 0s pesos correspondentes para NG pontos
de Gauss; a tabela pode ser vista em Brebbia {1989).
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A distincia minima normalizada D é determinada em funcdo da distancia
minima (do ponto fonte £ ao ponto campo 5(777)) R_. e do comprimento do elemento

L=1,.
D = 2 (A.5)

r éum parametro livre determinado por Telles (1987) que depende da distancia
minima normalizada D, objetivando minimizar o erro no meétodo dos minimos
quadrados.

r=0 se 0,0<D <0,05
r=0,85 + 0,24In (D) se 005< D <13
(A.6)
r=0,893 + 0,0832In (D) se 13<D <3618
r=1 se D>3,618

Conveém observar que quando se » =1, ou seja D > 3,618 | as coordenadas 77 e
¥ sdo idénticas e o jacobiano G=1, ou seja, a transformada se degenera e recai-se no

procedimento usual, quando r=0 o ponto fonte esta sobre o elemento sendo
integrado.

A coordenada y :)_f do ponto do elemento campo mais proximo do ponto

fonte ¢ calculada em fungdo de r e 77 como:

r—\/[ q+\g’ +p J \/l q—\/(q +p i] (A7)
U oy 27 )1 =
- ml[n(3 - 1 LF} 1+2r n] (A5)

p= —1*_%;(] —r)+ 3(1 —52)] (A.9)

Os coeficientes do polindmio sdo determinados em fungdo de r e ¥ pela
solugiio da equagio cabica:



O=1+3 (A.10.2)

a=0-7)10Q (A.10.b)
b=-30-r)y/0 (A10.0)
¢= G+3;72)fQ (A.10.d)
d=-b (A.10.e)

Isto nos permite calcular 77 em fungdo de 7 .
Resumidamente:

Da geometria do elemento campo e fonte, calculamos 5 eD . .

As expressaes (A.6) fornecem rem fungdo de D.

De posse de re 5 podemos calcular g e p pelas expressdes (A.8) e (A.9) que

substituindo em (A.7) fornecem ¥ .

Os parametros a,b,c e d sdio calculados em fungio de 7 pelas expressdes
(A.10.2) - (A.10.¢)

Nas integra¢des numéricas, cada ponto de Gauss € tabelado no intervalo de —1
al.
De posse de y, calculamos IG (yg] pela equagdo (A.2) e todas as fungdes de

77 sdo calculadas a partir da equagdo (A.1).

Se (S, <0) e (S, < O)entdo {para e &, }

R =1y (A.11)
n=1

Se (S, >0) e (S, > 0)entdio {paral,e & }

Roa =] (A12)

n=-1
Se (S, >0) e (S, <0)entdo {paraé,}
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onde:

1 0 0 ! Xy =X N~V
R :\Tk(rl)(g# =det|x,—x, y, -y, Of=detlx,-x, y,—y] (A13)
X, =% Yo h 0 | L Lo
L L
onde & : vetor unitario na diregio z; e L. é o comprimento do elemento
1
R in :“Z[(yz *y1)(x1 _x,r)_(xz —xl)(y. ‘J’.f)l (A.14)

— Fy € L, — X, o Y2 =20 |«
n=1—.——=1-[(x2—x;)*(%i}(vz—y;) [%ﬂ 1@

e y, sdo as coordenadas do nd geométrico inicial;
e y, sdo as coordenadas do no geométrico final;

x, € y, sdo as coordenadas do ponto fonte;

¢ vetor unitirio tangente ac elemento no sentido positivo de percurso do

contorno;

r, vetor que liga o ponto fonte ao noé geométrico final;

r, vetor que liga o ponto fonte ao n6é geométrico inicial;
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APENDICE B - COMPARACAQ ENTRE OS RESULTADOS DA INTEGRAGCAO
ANALITICA E A NUMERICA PARA A DIFUSAO TRANSIENTE
BIDIMENSIONAL

Nesta se¢io analisamos os resultados fornecidos pelos programas DCCNR
(difusdo, constante no espago, constante no tempo, integrado numericamente com
repartigio do primeiro intervalo de tempo) e DCC (difusdo, constante no espago,
constante no tempo, integrado analiticamente, feito por Effren(1997)).

Para esse estudo analisamos a difusdo transiente bidimensional em uma regido
quadrada de lado igual a um (1), onde aplicamos um potencial unitario na face X=0 ¢
um fluxo unitario na face Y=0, mantendo as demais faces do guadrado com valor nulo
para potencial ou fluxo, como pode-se observar na figura abaixo.

u=1°C u=0°C I'm

T
1

p=1
Tm

(a) Condigdes de contorno (b) Geometria

Figura B.1 - Desenho esquematico do exemplo utilizado para teste da
coeréncia entre os programas DCCNR e DCC. Dividindo o contorno em 24 elementos
igualmente distribuidos (AX = 0,083 m).
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Tabela B.1 - Resultados Numérnicos obtidos para difusdo com integracdo analitica e
integragdo numerica:

DCC DCCNR DCC DCCNR DCC DCCNR

X(m) | U*nivel 1 | U* nivel 1 | U* nivel 5 | U* nivel S | U* nivel 10]U* nivel 10
0,083 0,948 0,947 1,078 1,078 1,084 1,084
0,25 0,756 0,756 1,044 1,044 1,056 1,056
0,417 0,582 0,582 0,933 0,933 0,946 0,946
0,583 0,439 0,439 0,765 0,765 0,779 0,779
0,75 0,31 0,31 0,541 0,541 0,552 0,552
0,917 0,15 0,15 0,237 0,237 0,242 0,242

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0
0,917 0,01 0,011 0,082 0,082 0,087 0,087
0,75 0,063 0,063 0,261 0,261 0,271 0,271
0,583 0,151 0,151 0,435 0,435 0,448 0,448
0,417 0,294 0,294 0,602 0,602 0,615 0,615
0,25 0,51 0,51 0,764 0,764 0,775 0,775
0,083 0,808 0,808 0,923 0,923 0,929 0,928

0 1 1 1 1 1 1

0 | 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1

0 1 1 i 1 1 1

0 1 1 ! 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1
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COMPARACAOENTRE A INIEGRACAO
ANALITICA(DCC) E ANUMERICA(DCCNR) PARA A
DIFUSAO

~— DOCNR(NIVELL)

12 -

o 1 — DCC(NIVEL))

< 081 -+~ DOCNRINIVEL 5)
= 06- ,

< —— DOONIVEL 5)

% 0,4 1 ’

S 02 —x— DOCNR(NVEL 10)
= 0 —e— DOONIVEL 10)

020 05 1 1,5
X(m)

Figura B.2 - Comparagio grafica entre a integragio analitica e a numérica para
A equagio da difusdo transiente bidimensional
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APENDICE C - ANALISE GRAFICA E NUMERICA DO DECAIMENTO DAS
MATRIZES [G] E [H] AO LONGO DO TEMPO PARA EQUACAO
DA DIFUSAO E DA DIFUSAQ-ADVECCAO

C.1 — Analise Grafica e Numérica das Matrizes [G] e [H] para a equagdo da Difusdo
Advecgdo Transiente, com nimero de Péclet igual a 20(vinte), para o elemento campo
9 e ponto fonte 3(§=3 , ¥=9), do exemplo do apéndice B(figura B.1).

Pe=20
NIVEL TEMPO G(3,9,IT) H(3,9,IT)

1 4 56249E-12 -1,44046E-10

2 1,68499E-09 -2,88017E-08

3 7.568E-09 -8,76121E-08

4 8,57393E-09 -7,23482E-08

5 5,60986E-09 -3,69086E-08

6 2,8609E-09 -1,53876E-08

7 1,28228E-09 -5,82774E-09

8 5,33872E-10 -2,10003E-09

9 2,12454E-10 -7,36529E-10

10 8,21145E-11 -2,54454E-11

MATRIZ G{ADVECGAO) MATRIZ G(ADVECGAO)

D ) 0,000000009 (¥~ B
0,0000000° ¢ 0,000000008 {1}
0,000000008 4 g @ ~ g:m?__- H R &

£ 0,000000006+ = 0,0000000051 ]
= t = 0,0000000041% i -
@ 0,000000004; ©  oo0ooo0oos - HH T
0,000000002 1 F o,ooooooooe-;.w, 1] Hi -
0 s Omézvl ﬂ; AU ) Do
1 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 45 6 7 8 9 10
NIVEL DE TEMPO NIVEL DE TEMPO
MATRIZ H(ADVECGAO)
0,0000001 f/i 5
0,00000008{ |
Z 000000006{ i
T 0.00000004 i .
0,00000002{ 3
o e =7
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
NIVEL DE TEMPO

Gl




Tabela C.2 — Analise Grafica ¢ Numérica das Matrizes [G] e [H] para a equagdo da
Difusdao Advecgdo—Transiente, com nimero de Péclet igual a 5 (cinco), para o
elemento campo 9 e ponto fonte 3 (§=3 , ¥ =9), do exemplo do apéndice B (figura

B.1).

Pe=5
NIVEL TEMPO G(3,9,IT) H(3,9,IT)
1 0,000278072 -0,00132024
2 0,000343257 -0,000721143
3 0,000158787 -0,000192958
4 7,03568E-05 -6,01723E-05
5 3,17407E-05 -2,09583E-05
6 1,46231E-05 -7,86622E-06
7 6,85834E-06 -3,11313E-08
8 3,26383E-06 -1,28154E-06
9 1,57182E-06 -5,4381E-07
10 7,64438E-07 -2,36388E-07
MATRIZ G{ADVECGAO) MATRIZ G(ADVECGAOQ)
o,cmasJ Dﬁ (R
£ oooo2 S 000021 I :
5 00015 G 000015¢ |11 B
0,0001 1 0000111 H1 I
0,00005/ 00000511 [T I3 T
0 —————— T / olddea le: =W e e o e
1 2 3 4 5 6 7 8 98 10 1 2 3 45 86 7 8 9 10
NIVEL DE TEMPO NIVEL DE TEMPO
MATRIZ H(ADVECGAO)
00014 g [
00012 R
0,001
= 00008
§ 0,0006
0,0004 . :
" ST a7
1. 2 3 4 5 6 7 8 9 1o
NIVEL DE TEMPO
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Tabela C.3 — Analise Grafica e Numérica das Matrizes [G] e [H] para a equagio da
Difusdo Transiente, para o elemento campo 9 e ponto fonte 3 (=3 , ¥=9), do

exemplo do apéndice B (figura B.1).

Pe=0
NIVEL TEMPO G(3,9,IT) H(3,9,IT)
1 0,001848647 -0,008404752
2 0,003695696 -0,007497853
3 0,003173214 -0,003777121
4 0,002628327 -0,002214977
5 0,00221774 -0,001447691
6 0,00191074 -0,001018259
7 0,001675608 -0,000754581
8 0,001490755 -0,00058133
9 0,001342008 -0,00046149
10 0,001219904 -0,000375189
MATRIZ G(DIFUSAO) MATRIZ G(DIFUSAQ)
0,004 1%
0,0035 4
£,00347 :
= 0002547 REAR
3 oo BEE
© ooors{HE R R
o001 A HA I
0,0005+
12 3 4 5 6 7 8 9 10 2 e 5 6 7 8 9 10
NIVEL DE TEMPO t NIVEL DE TEMPO

MATRIZ H(DIFUSAD)

H(ij,it)

i 2 3 4 5 & 7 8 8§ 10
NIVEL DE TEMPO
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APENDICE D -ANALISE DO COMPORTAMENTO DA SOLUCAO FUNDAMEN-
TAL DA EQUACAO DA DIFUSAO - ADVECCAO TRANSIENTE
BIDIMENSIONAL COM O TRUNCAMENTO DA EXPANSAQO
EM SERIE DE TAYLOR

Uma vez que n3o possuiamos a integral analitica no tempo da solugio
fundamental da equagdo da difusdo-advecgdo transiente bidimensional, num primeiro
momento expandimos em série de Taylor a terceira exponencial da solugdo
fundamental, a devida a advecgdo transiente, e truncamos no terceiro termo devido a
influéncia dos termos seguintes ser muito pequena.

Posteriormente repartimos o primeiro intervalo de tempo em dois trechos(cedo
e tarde), onde no primeiro trecho utilizamos a transformada cubica de Telles para
retirar a singularidade logaritmica existente e no segundo foi calculada a solugdo
fundamental como nos demais niveis de tempo.

- Pe?
AW

i

(4.1)

1 —r?
1y =—ex
R P p{ 47

}xp[_pe(x,@)—x] ©)

Tabela D.1 - Analise do truncamento da expansdo em serie de Taylor.

r{m) |IUcedo ! termo |[IUcedo 2 termos}IUcedo 3 termos |IUcedo 4 termos|IUcedo 5 termos
0,001 0,789388 0,71062064 0,69092423 0,6909215 0,69010079
0,011 0,37254235 0,30222156 0,28440044 0,28439796 0,28365388
0,021 0,254235 0,19181862 0,17570127 0,17569902 0,17502214
0,031 0,1853306 0,12999811 0,11543767 0,1151264 0,11481779
0,041 0,1390985 0,08986581 0,07673631 0,07615321 0,07616863
0,051 0,10607282 0,06197376 0,050165578 0,04963112 0,04964417
0,061 0,0816592 0,04180177 0,03121859 0,0342513 0,0373774
0,071 0,06323276 0,02682313 0,01737776 0,0171354 0,0169331
0,081 0,04913818 0,01548744 0,00710068 0,0068581 0,00668825
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Anilise de IUcedo

—— Iucedo 1 termo
—=— Iucedo 2 termos
& Tucedo 3 termos
—»x—Tucedo 4 termos
—¥—lucedo 5 termos

Potencial

0,04 0,06 0,08 0,1

0 0,02

r (m)

Figura D.1 - Solugdo Fundamental, expandida no tempo, da equagdo da
Difusdo - Advecgdo ja integrada no tempo (IUcedo) para andlise do truncamento da
série de Taylor.

Tabela D.2 -Analise do comportamento da solugdo fundamental da equagio da
Difusfo - Advecgao transiente bidimensional com a variagdo do nimero de Péclet.

r (m) TUcedo (Pe=0) | IUcedo (Pe=5) | TUcedo (Pe=20)
0,001 0,797322G3 0,7902936 0,69010079
0,011 0,41592269 0,39978917 0,28365388
0,021 0,31364416 | 0,29296244 | 0,17502214
0,031 025268441 | 0,22040572 | ©0,11481779
0,041 0,2095961 0,18492225 0,07616863
0,051 0,17664214 0,15138886 0,04664417
0,061 0,15028816 0,12502968 0,03073774
0,071 012861488 | 0,10375846 | 0,0169331
0,081 0,110450541 | 0,08628841 0,00668825
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Andlise de IUcedo com nimero de Péclet

Potencial

—e&—|Ucedo (Pe=0)
—m— Ucedo (Pe=5)
» {Ucedo (Pe=20)

Figura D.2 - Solugdo Fundamental, expandida no tempo,

Difusio - Advecgdo ja integrada no tempo (IUcedo) para
comportamento com a alteragdo do numero de Péclet.
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APENDICE E - ANALISE DO COMPORTAMENTO DA DIFUSAO E DA
ADVECCAOQ EM UM TRECHO DE RIO FICTICIO.
A figura E.1 mostra o grafico da solu¢do fundamental ao longo do espago para
um tempo fixo de 0,1 segundo, variando o namero de Péclet.
Podemos observar que ao aumentarmos o valor do niimero de Péclet no grafico
ocorre uma translagdo da curva a jusante do trecho de rio em estudo.

-~

SOLUCAO FUNDAMENTAL

Figura E.1 - Solugio Fundamental Transiente da equagio da Adveccio
para numero de Péclet variavel ao longo do espago.
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—~

SOLUCAO FUNDAMENTAL

A figura E.2 mostra o gréafico da solucdo fundamental ao longo do espago para
um nimero de Péclet fixo e igual a 3 (trés), variando o tempo de 0,01; 0,05; 0,1; 0,2;
1,0 variando também o espago. Podemos observar que a medida que o tempo passa
no grafico ocorre uma translagio da curva a jusante do trecho de rio em estudo e
redugdo do valor do potencial.

ANALISE DA DIFUSAO-ADVECCAO(Pe=3)

a —— tar00ls

81

6F ——tair0, 1S

o

44 | —e—tar()2s
~¥— taEls

Figura E.2 - Solu¢do Fundamental Transiente da equagdo da Difusdo - Advecgdo para
tempos variaveis ao longo do espacgo.
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APENDICE F - ANALISE GRAFICA DA SOLUCAO FUNDAMENTAL AO
LONGO DO TEMPO PARA DISTANCIAS FIXAS DO PONTO
FONTE AO ELEMENTO CAMPO E PARA TEMPOS DE
MEDICOES FIXOS PARA A DIFUSAO E PARA DIFUSAO -
ADVECCAQ.

A figura F.1 mostra o grafico da solugdo fundamental da equagdo da difusdo
transiente bidimensional ao longo do tempo para distancias fixas do ponto fonte ao
elemento campo. Ja a figura F .2 contém o gréafico da solugdo fundamental para tempos
de medigio fixos.

ANALISE DA DIFUSAQ

Figura F.1 - Solugdo Fundamental Transiente - Distancias fixas

ANALISE DA DIFUSAQO
9

z
z —o— tau=0,01s
% —a—tau=0,1s
4
= —A—tau=1Is
)
S —%— tau=?2
9 au=2s
]
D
o7

Figura F.2 - Solug3o Fundamental Transiente - Tempos fixos
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A figura F.3 mostra o grafico da solugéio fundamental da equagio da Difusdo -
Advecgdo ao longo do tempo para distancias fixas do ponto fonte ao elemento campo.
JaafiguraF.4 contém o grafico da solugio fundamental da Difusio—Advecedo para
tempos de medigao fixos.

0 - ANALISE DA DIFUSAO-ADVECCAO (Pe=3)

z

Z

2 —%—r=0m
-~

z

2

S —&—r=0,5m
T

o

=~

= —e—r=Im
o

R TEMPO(s)
4,5

Figura F.3 — Solugdo Fundamental Transiente para Difusio-Advecgio
(Distdncias Fixas).

ANALISE DA DIFUSAO-ADVECCAO (Pe=20)

—w—tau=0_0ls
——taun=0,03s
—a—tau—=0,07s
—e—tau={,is

—e—tau=ls

SOLUCAO FUNDAMENTAL

Figura F.4 — Solugio Fundamental Transiente da Difusdo-Adveccio
(tempos fixos).
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APENDICE G

G.1 - Listagem do programa DACC para solugio da equagdo da Difusio - Adveccio

transiente em duas dimensdes pelo Método dos Elementos de Contorno.

C (* e ok ok o ok ok 3k ok ok ok e ok sk ke SRk Sk sk ek ok A ok o ok ok e ok ok ke sie kol ok ke ekl ke ke ek e ke e ek ke ok ke ke o *)

C(* %)
C(* COPPE/UFRIJ - PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL *)
C* *)
C(* DIFUSAO - ADVECCAQ *)
C(* *)
C* Programa com elementos de contorno constantes *}
C(* %)
C(* Marcos Denicio Souza *)
C(* *)

C (* FhAdkdkdkkkkkkkkkRkkFRkokk ok kkokkokok ko frkok ok sk ko dokokkkokkokokkok ok kkok *)

C W
PROGRAM DACC

INTEGER NDELTM ! No. Max. de Intervalos de Tempo

INTEGER NELMX ! No. Max. de elementos

INTEGER NGAMX ! No. Max. de pontos de Gauss
INTEGER NNGM ! No. Max. de nds geométricos
INTEGER NPINTM ! No. Max. de pontos internos
REAL*8 DeltaT ! Intervalo de tempo em horas
CHARACTER*10 FILEIN ! Nome do arquivo de entrada
CHARACTER*10 FILEQUT ! Nome do arquivo de saida
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INTEGER Inic
INTEGER Inp
INTEGER It
INTEGER Ipr

REAL*8 K

INTEGER NDMX
INTEGER Ne
INTEGER NEMX
INTEGER NG
INTEGER NGMX
INTEGER Ninter
INTEGER Nn
INTEGER Npi
INTEGER NPIMX
REAL*8 Pi
REAL*8 Pe

COMMON Pe

PARAMETER (NDELTM =40)
PARAMETER (NELMX =60)
PARAMETER (NGAMX =20)
PARAMETER (NNGM = 61)
PARAMETER (NPINTM = 10)
PARAMETER (Pi = 3.141592654 D0)

REAL*8 Ae(2)

REAL*$ Cg(NGAMX)
REAL*8 F(NELMX)
INTEGER Kode(NELMX)
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! Arquivo de inicializagdo
! Arquivo de entrada
! Intervalo de tempo atual

! Arquivo de saida

| Coeficiente

! No.
I No.
' No.
! No.
! No.
! No.
! No.
! No.

! No

max. de intervalos de tempo
de elementos

max. de elementos

de pontos de Gauss

max. de nos geométricos

de intervalos tempo do arq.
de nos geométricos

de pontos internos

. max de pontos internos

| Valor de Pi

! Numero de Péclet

! Argumento da exponencialintegral
! Coordenadas de Gauss
! Vetor de termos indep. no tempo atual

! Cddigo do valor prescrito



REAL*8 length(NELMX)
REAL*8 Ome(NGAMX)
REAL*8 TfiNDELTM)
REAL*8 Valor(NDELTM)
REAL*8 Vpr(NELMX)

REAL*8 Xg(NNGM), Yg(NNGM)

REAL*8 Xi(NPINTM), Yi(NPINTM)
REAL*8 Xk(NGAMX), Yk(NGAMX)
REAL*8 Xm(NELMX),Ym(NELMX)

REAL*$ A(NELMX,NELMX)
REAL*8 B(NELMX,NELMX)
REAL*8 C(NELMX,NELMX)
REAL*$ Dfi(NELMX,NDELTM)
REAL*8 Fi(NELMX,NDELTM)
REAL*8 Gpi(NELMX,NDELTM)
REAL*8 Hpi(NELMX NDELTM)

REAL*8 GINELMX NELMX NDELTM)
REAL*8 HINELMX,NELMX,NDELTM)
INTEGER Inc(NELMX_2)

REAL*8 Upi(NPINTM,NDELTM)
NDMX = NDELTM

NEMX = NELMX

NPIMX = NPINTM

NG =NGAMX

NGMX =NNGM

Leitura dos arquivos
Inic=4
Inp=5
Ipr==6
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! Comprimento de elemento

! Pesos de Gauss

! Tempo de contagem da resposta
| Leitura de valores prescritos

| Valores. prescritos no tempo atual

t Coordenadas dos nos geomeétricos
! Coordenadas dos pontos internos
! Coord. dos pontos de Gauss no elem.

! Coord. do ponto médio do elem.

| Matriz do sist. que entra no solver
| Multiplica os valores prescritos

| Back-up da matriz [A]

! Valores da der. normal(P)

! Valores de potencial(U)

I Coefinfluéncia G no ponto int.

! Coef influéncia H no ponto int.

| Matriz de coeficientes Gijt
| Matriz de coeficientes Hijt
| Matriz de conectividades

! Potencial dos pontos internos



OPEN(lnic, FILE = 'INICIO.DAT)
READ(Inic, '(A)) FILEIN
READ(Inic, '(A)) FILEOUT
OPEN(Inp, FILE = FILEIN)
OPEN(1 1 FILE = MATRIZA DAT)
CLOSE(inic)

CLOSE(11)

C LE 0S DADOS DE ENTRADA

C e
CALL LER (NDMX,NEMX,NGMX ,NPIMX,
# DeltaT Inp,Ipr,K,Ne,Ninter, Nn,Npi,
# Kode,length, Valor,Xg,Xm,Xi,Yg, Ym,Yi,
# Dfi,Fi,Inc)
C

C VALORES DE COORDENADAS E PONTOS DE GAUSS
C -

CALL GAUSS (NG,Cg, Ome)
C -

DO 5 le=1,Ninter

write(*,*) 'Intervalo de tempo It/ Nlnter

Tf(It)= It*DeltaT
C CALCULO DOS TERMOS DAS MATRIZES H E G EM CADA
INTERVALO

CALL MATGH (NDMX NEMX,NG,NGMX DeltaT,It,K,Ne,Pi,
# Ae,Cg length,Ome, Tf, Xg Xk, Xm,Yg, Yk, Ym,G,H,Inc)

5 CONTINUE
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C Preenchimento das matrizes C ¢ B que multiplicam

C asincognitas e os valores prescritos

DO 20 j=1,Ne
IF (Kode(j).EQ.0) THEN
DO 10 =1,Ne
C(i))= -GG, 1)
B(1,))=-H(1,,1)
10 CONTINUE
ELSE
DO 15 i=1,Ne
C(i,)=HG.5,1)
B(i,p)= G(i.J,1)
15 CONTINUE
END IF
20 CONTINUE

DO 900 It=1,Ninter
C
C  Preenchimento da matriz que multiplica as incognitas
C e do vetor de condigdes de contorno prescritas {(vpr)
DO 200 1= 1,Ne
DO 100 J=1,Ne
A(1T)=C(,J)

100 CONTINUE
IF (Kode(l) EQ.0) THEN
Vpr(I)=Fi(1,1t)
ELSE
Vpr(1)=Dfi(1,1t)
END IF
200 CONTINUE
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C Calculo do 1o. termo do vetor de termos independentes

C B*VPR

DO 400 I= 1,Ne
F(i)= 0.0
DO 300 J=1,Ne
F(O=F(1) + B{L)*Vpr()
300 CONTINUE
400 CONTINUE

C Calculo da contribuigdo do passado no vetor

C de termos independentes

IF (It.GT.1) THEN

DO 700 I= 1,Ne
DO 600 J= 1.Ne
It1=It + 1
DO 500 L=2,It
F(I) = F(I) - H(LJ,L)*Fi(J,1t1-L)
# + G(LJLy*Dfi(3,It1-L)
500 CONTINUE
600 CONTINUE
700 CONTINUE
END IF

C SOLVER PARA RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

C —
CALL SLNPD (NEMX, Ne, A, F)
C - —

C Preenchimento das matrizes de potencial(Fi) ¢ fluxo(Dfi)
DO 800 1=1,Ne
IF (Kode(I).EQ.0) THEN
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DA(LI)=F()
ELSE
Fi(L1t)=F(I)
END IF
800 CONTINUE
900 CONTINUE
IF (Npi.GT.0) THEN

C  CALCULA O POTENCIAL DOS PONTOS INTERNOS

C .
CALL PTINT (NDMX,NEMX NG, NGMX,NPIMX, DeltaT,K,Ne,Ninter,Npi,
# Ae,Cg, length, Ome,Tf, Xg Xi, Xk, Yg, Y1, Yk,
# Dfi,F1,Gpt,Hpi, Inc,Upi)

END IF
OPEN(Ipr, FILE = FILEOUT)

CRIACAO DE UM ARQUIVO COM OS RESULTADOS

O O 0O O

CALL RESULT (NDMX,NEMX,NPIMX, Ipr,Ne Ninter,Npi,
# Xi1,Xm, Y1, Ym,Dfi Fi,Upi}
C -
CLOSE (lpr)
STOP
END

O FRRERFERRRRRRRRR R R AR

SUBROUTINE GAUSS (NG, Cg, Ome)

AL LR EE R L L L L e L i
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INTEGER NG ! Numero de pontos de Gauss

REAL*8 Cg(NG) ! Coordenadas de Gauss
REAL*8 Ome(NG) ! Pesos de Gauss
20 PONTOS DE GAUSS

CG(1)=-.9931285991850949D00
CG(2)=-.9639719272779137D00
CG(3)=-.9122344282513259D00
CG(4)=-.8391169718222188D00
CG(5)=-.7463319064601507D00
CG(6)=-.6360536807265150D00
CG(7)=-.5108670019508270D00
CG(8)=-.3737060887154195D00
CG(9)=-.2277858511416450D00
CG(10)=-.0765265211334973D00
CG(11)=-CG(10)
CG(12)=-CG(9)

CG(13)=-CG(8)

CG(14)=-CG(7)

CG(15)=-CG(6)

CG(16)=-CG(5)

CG(17)=-CG(4)

CG(18)=-CG(3)

CG(19)=-CG(2)

CG(20)=-CG(1)

OME(1)=.01761400713915211D00
OME(2)=.04060142980038694D00
OME(3)=.06267204833410906D00
OME(4)=.08327674157670474D00
OME(5)=.10193011981724043D00
OME(6)=.11819453196151841D00
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OME(7)=.13168863844917662D00
OME(8)=.14209610931838205D00
OME(9)=.149172986472603 74100
OME(10)=.15275338713072585D00
OME(11)=OME(10)
OME(12)=0OME(9)
OME(13)=OME(8)
OME(14)=0OME(7)
OME(15)=0ME(6)
OME(16)=0OME(5)
OME(17)=0OME(4)
OME(18)=OME(3)
OME(19)=OME(2)
OME(20)=OME(1)

C
DO 150 1=1,10
J=1+10
Cg(J) = -Cg(D)
ome(]) = ome(I)
150 CONTINUE
RETURN
END

O Rk R R R R R RO R Rk

REAL*8 FUNCTION EXPI ( Af)

O RRRRRRR kR ARk ok bk ko ok RO R R K

C CALCULA A FUNCAO EXPONENCIAL-INTEGRAL
REAL*8 Af

REAL*8 C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7,C8
REAL*8 C9,C10,C11,C12,C13,C14
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C

PARAMETER (C1 = 0.57721566D0, C2 = 0.99999193D0)
PARAMETER (C3 = 0.24991055D0, C4 = 0.05519968D0)
PARAMETER (C5 = 0.00976004D0, C6 = 0.00107857D0)
PARAMETER (C7 = 8.5733287401D0, C8 = 18.0590169730D0)
PARAMETER (C9 = 8.6347608925D0, C10 = 0.2677737343D0)
PARAMETER (C11 = 9.5733223454D0, C12 = 25.6329561486D0)
PARAMETER (C13 = 21.0996530827D0, C14 = 3.9584969228D0)

IF (Af.GT.199) THEN

Expl=0.0D0
ELSE
[F (AfLE.1) THEN
Expl=-C1+C2*Af-C3* AP *2-+C4* APF¥3-C5* AP *4+CE*AP*5-
DLOG(Af)

ELSE
Expl=(Af**4 1CT*AP*3+C8* AP*2+C* AF+HC10)/
4 ((APF*4+C1I*AP*3+C12* AP 2+C13*AFHC14)* APFEXP(AF))

END IF
END IF
RETURN
END

dokokok ko ok ok kR ook ok ok ok kok kokok R R ok kR Rk kb ko ke kb ok ok

REAL*8 FUNCTION E1S( Af)

ST T I LTSS SRS S RS L L L L L L

CALCULA A FUNCAO EXPONENCIAL INTEGRAL SOMADA AO
LN (INTERVALO 1)

REAL*8 Af
REAL*8 C1,C2,C3,C4,C5.C6,C7,C8
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REAL*8 €9,C10,C11,C12,C13,C14

PARAMETER (C1 = 0.57721566D0, C2 = 0.99999193D0)
PARAMETER (C3 = 0.24991055D0, C4 = 0.05519968D0)
PARAMETER (C5 = 0.00976004D0, C6 = 0.00107857D0)
PARAMETER (C7 = 8.5733287401D0, C8 = 18.0590169730D0)
PARAMETER (C9 = 8.6347608925D0, C10 = 0.2677737343D0)
PARAMETER (C11 = 9.5733223454D0, C12 = 25.6329561486D0)
PARAMETER (C13 = 21.0996530827D0, C14 = 3.9584969228D0)

IF (AfGT.199) THEN
E15=0.0D0
ELSE
IF(AfLE.1) THEN
E1S=Cl+C2*Af-C3*APF*2+CA* APF*3.CS*APF*41 CE* APF*S
ELSE
E1S=(Af**4+C7* AP**3+C8* AP *2+CO*AF+C10)/
B ((Af**4+C1T*AP*3+CI12* AP *2+C13* AFC14)* APFEXP(A)
£  +DLOG(A
END IF
END I[F

RETURN
END

O FFFFARERRF Rk 2Rk Rk Rtk koo ok g ok ok

SUBROUTINE LER ( NDMX,NEMX,NGMX NPIMX,

# DeltaT,Inp,lpr,K,Ne Ninter,Nn, Npi,
# kode,length, Valor,Xg Xm,Xi,Yg,Ym,Yi,
# Dfi,FiInc )

C kkokkddkkokkkokskk ko kdk ok ko kokkokshokkokkokok sk sk h ek ks ke ok
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C ROTINA PARA LEITURA DOS DADOS DE ENTRADA

INTEGER NDMX, NEMX, NPIMX, NGMX
CHARACTER*80 TITLE

REAL*8 DeltaT.K

INTEGER Ke, Kn, Inp, Ipr,It

INTEGER Ne Ninter,Nn,Nol,No2 Npi
REAL*8 Xgl,Xg2,Ygl, Yg2

REAL*8 Pe

COMMON Pe

INTEGER Kode(NEMX)

REAL*8 length(NEMX)

REAL*8 Valor(NDMX)

REAL*8 Xg(NGMX),Yg(NGMX)

REAL*8 Xi(NPIMX), Yi(NPIMX)

REAL*8 Xm(NEMX),Ym(NEMX)

REAL*8 Dfi(NEMX NDMX), Fi(NEMX,NDMX)
INTEGER Inc(NEMX,2)

C Lé e imprime titulo

READ(Inp,(A)") TITLE
WRITE(Ipr,(A)") TITLE

READ(Inp,*) Pe
WRITE(Ipr,*) Pe
READ{Inp,*} K
READ(Inp,*) DeltaT
READ(Inp,*) Nn
DO 100 T=1Nn
READ(Inp,*) Kn, Xg(Kn), Yg(Kn)
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100 CONTINUE

READ(Inp,*) Ne
DO 200 I=1,Ne
READ(Inp,*) Ke, Inc(Ke,1)},Inc(Ke,2),Kode(Ke)
Nol = In¢(Ke,1)
No2 = Inc(Ke,2)
Xgl = Xg(Nol)
Xg2 = Xg(No2)
Ygl =Yg(Nol)
Yg2 = Yg(No2)
Xm(Ke) = (Xgl + Xg2)/2.D0
Ym(Ke) =(Ygl + Yg2)/2.D0
length(Ke) = SQRT((Xg2-Xg1)**2 + (Yg2-Ygl)**2)
200 CONTINUE
READ(Inp,*) Ninter
DO 5001=1Ne
READ(Inp,*) (Valor(lt), [t=1,Nlnter)
IF (Kode(I) EQ.0)THEN
DO 300 It = 1, Ninter
Fi(1,1t)= Valor(It)
300 CONTINUE
ELSE
DO 400 It = 1,Ninter
Dfi(L,1t)= Valor(It)
400 CONTINUE
END IF
500 CONTINUE
READ(INP,*) Npi
DO 600 I = 1 Npi
READ(INP,*) kn, Xi(kn), Yi(kn)
600 CONTINUE
CLOSE(Inp)
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RETURN
END

SUBROUTINE SOLNUM(AREAIU, XM, XK,YM, YK, TFIT,DELTAT,NG)
IMPLICIT LOGICAL (A-Z)

REAL*8 Pe,xM,xK_yM,yK,R, DELTAT, TFIT tau, AREATU

REAL*8 NETA,RMIN

REAL*8 D1,RBARRA.P1,01,P,Q,A,B.C,D,CGT,GG

REAL*8 GAMA,GAMA1,GAMA2,GAMA3,RAIZCUB

INTEGER NG,I ! Numero de pontos de Gauss
REAL*8 Cg(NG) ! Coordenadas de Gauss
REAL*8 Ome(NG) ! Pesos de Gauss

COMMON Pe

r=sqrt((xK-xM)**2+(yK-yM)**2)

CALL gauss(NG,cg,ome)

{TRANSFORMACAO DE TELLES}
{CALCULO DA DISTANCIA MINIMA E DE NETABARRA!}
NETA=1.

RMIN= TFIT-DELTAT
{CALCULO DE RBARRA)}
D1=2 *RMIN/DELTAT
TF(D1.GE.0.AND.D1.LE.0.05) THEN
RBARRA = 0.0
ELSEIF(D1.GE.0.05, AND.DI.LE.1.3) THEN
RBARRA = 0.85 + 0.24*LOG(D1)
ELSEIF(D1.GE.1.3.AND.D1.LE.3.618) THEN
RBARRA = 0.893 + 0.0832*LOG(D1)
ELSE
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C

RBARRA =1.
ENDIF
{CALCULODEpE q}
P1=1 +2*RBARRA
QI=((NETA*(3.-2*RBARRA)-2*NETA**3/P1)/P1-NETA)/(2*P1)
P=(4*RBARRA*(1.-RBARRA)+3*(1 -NETA**2))/(3*P1**2)
{CALCULO DE GAMABARRA}
GAMAI1=SQRT(Q1**2+P**3)
GAMA2=RAIZCUB(-Q1+GAMALI)
GAMA3=RAIZCUB(-Q1-GAMAL)
GAMA=GAMA2+GAMA3+NETA/P1
{CALCULO DOS COEFICIENTES}
Q=1.+3*GAMA**2
A=(1.-RBARRAY/Q
B=-3*GAMA*A
C=RBARRA+3*GAMA**2)/Q
D=-B
AREAIU=0.0
DO 12 I=1.NG
CGT = A*CG(DH**3+B*CG(D)**2+C*CG(I+D
GG =3*A*CG(D)**2+2*B*CG(D)+C
TAU=TFIT-(deltat/2)*(CGT+1)

AREATU=AREATU+(1/3.141592654*EXP(-(2*Pe* XK *(TAU)-

CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE DERNUM(AREAIQ, XM, XK, YM, YK, TFIT,DELTAT,NG)
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IMPLICIT LOGICAL (A-Z)

REAL*8 Pe xM,xK,yM yK R DELTAT,TFIT tau, AREAIQ
COMMON Pe

REAL*8 NETA,RMIN

REAL*8 D1,RBARRA P1,Q1,P,Q.AB,C.D,CGT.GG
REAL*8 GAMA,GAMAI1,GAMA2 GAMA3,RAIZCUB

INTEGER NG,I | Numero de pontos de Gauss
REAL*8 Cg(NG) } Coordenadas de Gauss
REAL*8 ome(NG) ! Pesos de Gauss

R=sqrt((xK-xM)**2HyK-yM)**2)

CALL gauss(ng,cg,ome)
{TRANSFORMACAQ DE TELLES}

{CALCULO DA DISTANCIA MINIMA E DE NETABARRA}

NETA=I.

RMIN= TFIT-DELTAT

{CALCULO DE RBARRA}
D1=2 *RMIN/DELTAT
IF(D1.GE.0.AND.D1.LE.0.05) THEN

RBARRA =0.0
ELSEIF(D1.GE.0.05.AND.D1.LE 1.3) THEN

RBARRA = 0.85 + 0.24*LOG(D1)
ELSEIF(D1.GE.1.3. AND.D1.LE.3.618) THEN

RBARRA = 0.893 + 0.0832*LOG(D1)
ELSE

RBARRA = 1.

ENDIF

{CALCULODE pE q}
P1=1+2*RBARRA
QI=((NETA*(3.-2*RBARRA)-2*NETA**3/P1)/P1-NETA)/(2*P1)
P=(4*RBARRA*(1 -RBARRA)+3*(1.-NETA**2))/(3*P1**2)
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C {CALCULO DE GAMABARRA}
GAMAI1I=SQRT(Q1**2+P**3)
GAMA2=RAIZCUB(-Q1+GAMA1)
GAMA3=RAIZCUB(-Q1-GAMA)
GAMA=GAMA2+GAMA3+NETA/P1
C {CALCULO DOS COEFICIENTES}
Q=1 +3*GAMA**2
A=(1.-RBARRA)YQ
B=-3*GAMA*A
C=(RBARRA+3*GAMA**2)/Q
D=-B
AREAIQ=0.0
DO 13 I=1,Ng
CGT = A*CG()**3+B*CG(I)**2+C*CG(1)+D
GG = 3*A*CG(I)**2+2*B*CG(1)+C
TAU=TFIT-(deltat/2)*(CGT+1)

AREAIQ=AREAIQ+(1/3.141592654/(TAU)**2*exp(-(r**2+2*Pe*(TAU)*
#xK-2*Pe*(TAU)*xM+Pe**2*(TAU)**2)/(TAU)/4)/8)*(deltat/2) *ome(i)* GG

13 CONTINUE
RETURN
END

ESTA SUBROTINA CALCULA A AREAIU1 QUE E A INTEGRACAO NO
TEMPO PARA UM PERIODO 'TARDE' DENTRO DA SINGULARIDADE

O O G O

SUBROUTINE SOLNUMI(AREAIU1,XM,XK,YM, YK, TFIT,DELTAT,NG)
IMPLICIT LOGICAL (A-Z)

REAL*8 NETA,RMIN

REAL*$ DI RBARRA,P1,Q1,P,Q,A,B,C,D,CGT.GG

REAL*8 GAMA,GAMA1,GAMA2,GAMA3,RAIZCUB
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REAL*8 xM,xK,yM,yK,R, DELTAT,TFIT,tau, AREAIU1 deltat]
REAL*8 Pe

COMMON Pe

INTEGER NG,I ! Namero de pontos de Gauss
REAL*8 Cg(NG) ! Coordenadas de Gauss
REAL*8 Ome(NG) ! Pesos de Gauss

R=sqrt((<K-xM)**2+(yK-yM)**2)

CALL gauss(NG,cg,ome)

{TRANSFORMACAO DE TELLES)

{CALCULO DA DISTANCIA MINIMA E DE NETABARRA}

NETA=I.

RMIN= TFIT-DELTAT

{CALCULO DE RBARRA}
D1=2 *RMIN/DELTAT
TIF(D1.GE.0.AND D1.LE.0.05) THEN

RBARRA = 0.0
ELSEIF(D1.GE.0.05. AND.D1.LE.1.3) THEN

RBARRA = 0.85 + 0.24*LOG(D1)
ELSEIF(D1.GE.1.3.AND.D1.LE.3.618) THEN

RBARRA = 0 893 + 0.0832*LOG(D1)
ELSE

RBARRA = 1.

ENDIF

{CALCULODE pE q}
P1=1 +2*RBARRA
QI1=((NETA*(3.-2*RBARRA)-2*NETA**3/P1)/P1-NETA)/(2*P1)
P=(4*RBARRA*(1.-RBARRA)+3*(1 -NETA**2))/(3*P1**2)

{CALCULO DE GAMABARRA}
GAMA1=SQRT(Q1**2+P**3)

GAMA2=RAIZCUB(-Q1+GAMAT1)
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GAMA3=RAIZCUB(-Q1-GAMAI)

GAMA=GAMA2+GAMA3+NETA/P1
C {CALCULO DOS COEFICIENTES}

Q=1 +3*GAMA**2
A=(1 -RBARRA)Y/Q
B=-3*GAMA*A
C=(RBARRA+3*GAMA**2)/Q
D=-B

AREAIU1=0.0
DO 15 I=1,NG

CGT = A*CG(I)**3+B*CG(1)**2+C*CG(D)+D
GG = 3*A*CG(I)**2+2*B*CG(I)+C
C VALOR FIXADO PARA O EXEMPLO EM QUESTAO PARA DELTATI
C QUE FORMA IUtarde
deltat1=0.001
TAU=TFIT-deltat1-((deltat-deltat1)/2)*(CGT+1)
AREAIU1=areaiul+(1/3.141592654*EXP(-(2*Pe*XK*(TAU)
#2¥Pe*(TAUY* XMHR**2+Pe**2*(TAU)**2)/(TAU)Y/4)/(TAUY4)*
#((deltat-deltat1)/2)*ome(1)*GG

15 CONTINUE
RETURN
END

C
C  FORMACAO DAS MATRIZES {G] E [H]
C
C

e o o e e o ke o ot ok o ook o8 ook o ke ok oK ke ok oK o e sk Bt o o e ok sk ke ok ok e ek sk ok o ke ko ke ok ok

SUBROUTINE MATGH ( NDMX NEMX NG,NGMX,DeltaT,It,K ,Ne,Pi,
# Ae,Cg Length Ome, T, Xg, Xk, Xm,Yg, Yk, Ym,G,H, Inc )

C o e e e e ke e ke ok oke e ok ok ok ok sk o o ok s ok o ok ok oK oK OK K KK K K Ok sk ok ook e ok ok ok ek ok
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C
C ROTINA PARA CALCULO DOS ELEMENTOS DAS MATRIZES HE G
IMPLICIT LOGICAL (A-Z)
REAL*8 R1IX R1Y,R2ZXR2Y
REAL*8 CX,CY ,MODR2 MODRI1,51,S2 NETA,RMIN
REAL*8 D1, RBARRA,P1,Q1,P,Q,A B,C.D,CGT,GG
REAL*8 GAMA ,GAMA1,GAMA2,GAMA3 RAIZCUB
INTEGER NDMX, NEMX, NG, NGMX
INTEGER L11,1t,J Km Ne, Nol, No2
REAL*8 Dn,DeltaT,G1,HI,IU 1Q, K Pi, Ra Tal

LOGICAL Singular

REAL*8 Ae(2) | Argumento de entrada em Expl e E18
REAL*8 Cg(NG),0me(NG) ! Valor e peso dos pontos de Gauss
REAL*8 Length(NEMX) ! Comprimento do elemento

REAL*8 Ta(2) ! Tempo de injegio

REAL*8 T{NDMX) ! Tempo de contagem da resposta
REAL*8 Xg(NGMX),Yg(NGMX) ! Coord. dos nos geometricos
REAL*8 Xk(NG), YK(NG) ! Coord. dos pontos de Gauss no elem.
REAL*8 Xm(NEMX),Ym(NEMX) ! Coord. do ponto medio do elem.

REAL*8 G(NEMX ,NEMX NDMX),H(NEMX,NEMX ,NDMX)
REAL*8 AREAIU,AREAIQ

REAL*8 Pe ! Numero de Peclet
COMMON Pe

INTEGER Inc(NEMX_2)

REAL*8 TUCEDO,IUTARDE DELTAT1 EXPI,AREAIU1

C Inicio do calculo das matnzes

DO 200 I= 1,Ne
DO 100 J= 1 Ne
Singular= (LEQ.J).AND.(It. EQ.1)
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INTEGRACAQ PELA QUADRATURA DE GAUSS

Nol=Inc(J,1)
No2=1nc(],2)
G1=00D0
H1=0.0D0

{TRANSFORMACAO DE TELLES}

{CALCULO DA DISTANCIA MINTMA E DE NETABARRA}
RIX=XG(NO1)-XM(1)
R1Y=YG(NO1)-YM(I)
R2X=XG(NO2)-XM(l)
R2Y=YG(NO2)-YM(I)
CX=(XG(NO2)-XG(NO1)YLENGTH(J)
CY=(YG(NO2)-YG(NO1))/LENGTH(J)
MODRI=SQRT(RIX**2+R1Y**2)
MODR2=SQRT(R2X**2+R2Y**2)
S1=R1X*CX+R1Y*CY
S2=R2X*CX+R2Y*CY
IF(S1.LT.0.AND.S2.LE.0) THEN

NETA=1.

RMIN= MODR2
ELSEIF(S1.GE.0.AND.S2.GT.0) THEN

NETA =-1.

RMIN = MODR!
ELSEIF(S1.LT.0.AND.S2.GT.0) THEN
NETA=1.-2*S2/LENGTH(J)
RMIN=ABS(CY*R1X-CX*R1Y)
ENDIF

{CALCULO DE RBARRA)
D1=2 *RMIN/LENGTH(J)

91




IF(D1.GE.0.AND.D1.LE.0.05) THEN
RBARRA =0.0
ELSEIF(D1.GE.0.05.AND.D1 LE.1.3) THEN
RBARRA = 0.85 + 0.24*LOG(D1)
ELSEIF(D!.GE.1.3.AND.D1.LE.3.618) THEN
RBARRA = 0.893 + 0.0832*LOG(D1)
ELSE
RBARRA = 1.
ENDIF
{CALCULODE pE q}
P1=1 +2*RBARRA
QI=((NETA*(3.-2*RBARRA)-2*NETA**3/P1/P1-NETA)/(2*P1)
P=(4*RBARRA*(1 -RBARRA)+3*(1.-NETA**2))/(3*P1**2)
{CALCULO DE GAMABARRA}
GAMAI=SQRT(QI**2+P**3)
GAMA2=RAIZCUB(-Q1+GAMAT1)
GAMA3=RAIZCUB(-Q1-GAMAI)
GAMA=GAMA2+GAMA3+NETA/P1
{CALCULO DOS COEFICIENTES}
Q=1 +3*GAMA**2
A=(1.-RBARRA)/Q
B=-3*GAMA*A
C=(RBARRA +3*GAMA**2)/Q
D=-B

DO 50 11=1,NG

CGT = A*CG(I1)**3+B*CG(I1)**2+C*CG(I1)+D
GG = 3*A*CG(I1)**2+2*B*CG(I1)+C
Xk(I1)= Xg(No1)*(1-CGT)/2.0D0 +
+ Xg(No2)*(1+CGT)/2.0D0
Yk(11)= Ye(No1)*(1-CGT)/2.0D0 +
+ Yg(No2)*(1+CGT)/2.0D0
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Ra= SQRT((Xk(11)-Xm(D)**2+(Yk(I1)-Ym(I))**2)

D= ((Xm(D)-Xk(I1))*(Yg(No2)-Yg(No1)) -
4 (Ym(D)-Yk(11))*(Xg(No2)-Xg(No1))/LENGTH()

C Calcula as integrais de u* e q* no tempo

DELTAT1=0.001

Ta(1)=0.0 DO
Ta(2)= DeltaT]

DO25Km=12
Tal= Tf(It) - Ta(Km)
C
C Caso Tal < 0.0, ainda ndo houve efeito no ponto em analise
C
IF ((K*Tal).LT.(0.000001)) THEN
Ae(Km)= 200
ELSE
Ae(Km)= Ra**2/(4 0DO*K*Tal)
END IF
25 CONTINUE
C
C Calcula as integrais da solu¢io e do fluxo fundamental
C

IF (Singular) THEN

IUcedo=({exp((-Pe/2)*(XK(I11)-XM(D))))/(4*P1))*((EXPI(AE(1))
#EXPIAEC))*(1H((RA*Pe)**2)/16)- (((RA*Pe)**4)/1024)))+
#((exp((-Pe/2y*(XK(T1)-XMI)))Y(4*P))* (EXP((-RA**2)/(4*TAL))*
#((-TAL*PE**2)/4)H(2*(RA**2)-(8*TAL))*TAL*
H(Pe**4)/512)-((324(TAL**3))-(4*(TAL**2)*(RA**2)))))

CALL

SOLNUMI(AREAIU1 XM(1),XK(11),YM(i),YK(i1),TF(IT),DELTAT,NG)
IUtarde=AREAIUI
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U= IUcedo+IUtarde
1Q=0.0D0
ELSE
CALL SOLNUM(AREAIU, XM(1),XK(11),YM(1),YK(i1),TF(IT),DELTAT NG)
TU=AREAIU

CALL DERNUM(AREAIQ,XM(i),XK(i1),YM(i), YK(i1),TF(IT),DELTAT,NG)
Q= Dn*AREAIQ
END IF

G1= G1 + IU *Ome(11)*LENGTH(J}*GG/2.0D0
Hi=H1 +1Q *Ome(I1)*LENGTH(J)*GG/2.0D0
50 CONTINUE

IF (Singular) THEN
H1=0.5D0

END IF

G(i,j,it)= G|

H(i,j,it)= H1

WRITE(11,%)G(i,j,it),H(i,j,it),RA
100 CONTINUE
200 CONTINUE

RETURN
END
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C

O 0O 0O 0

SUBROTINA QUE CALCULA O POTENCIAL E FLUXO NOS PONTOS
INTERNOS

ddokkkhkkkkkkkkkkhkkk ok kkokokkkokok ke kkkokokdkkokkkkk ok kR Ak

SUBROUTINE PTINT(NDMX, NEMX,NG,NGMX NPIMX DeltaT,
#K,Ne,Ninter,Npi,Ae,Cg Length,Ome, Tf, Xg, Xi Xk,
#Yg Y1, Yk,Dfi Fi, Gpi,Hpi,Inc, Upi)

g ke e st ok sk ke ok o Ak e sk ok o ok ok ok sk e ok ok sk ok R ke ke ok ok bk ke sk e e sk ok ok ke ok ok

ROTINA PARA CALCULO DO POTENCIAL DOS PONTOS INTERNOS

IMPLICIT LOGICAL (A-Z)

REAL*8 RIX,R1Y,R2X,R2Y

REAL*8 CX,CY,MODR2,MODR1,81,S2,NETA,RMIN
REAL*8 D1,RBARRA.P1,Q1,P,Q,A,B,C.D,CGT,GG
REAL*8 GAMA GAMA1,GAMA2,GAMA3,RAIZCUB

INTEGER NDMX, NEMX, NG, NGMX, NPIMX
INTEGER I1,1t,1t1,J,Km,Kn,L

INTEGER Ne,Ninter,No1,No2,Npt

REAL*8 Dn,DeltaT,G1,H1.TU,IQ

REAL*8 K, Ra,Tal

REAL*8 Ae(2) I Argumento de entrada em Expl e E1S
REAL*8 Cg(NG),Ome(NG) ! Valor e peso dos pontos de Gauss
REAL*8 Length(NEMX) ! Comprimento do elemento

REAL*8 Ta(2) ! Tempo de inje¢ao

REAL*8 TH{INDMX) ! Tempo de contagem da resposta
REAL*8 Xg(NGMX),Yg(NGMX) ' Coord. dos nos geométricos

REAL*8 Xi(NPIMX), Yi{NPIMX) ! Coord. dos pontos internos



REAL*8 AREATU AREAIQ
REAL*8 Pe

COMMON Pe ! Numero de Péclet

REAL*$ Dfi(NEMX,NDMX),Fi(NEMX,NDMX)
REAL*$ Gpi(NEMX,NDMX), Hpi(NEMX,NDMX)
INTEGER Ine(NEMX,2)

REAL*8 Upi(NPIMX ,NDMX) ! Potencial dos pontos internos

C Inicio do calculo do potencial dos pontos internos

DO 400 Kn=1,Npi

DO 300 Tt=1,Ninter
Upi(Kn,It)= 0.0D0
DO 200 J=1,Ne

C INTEGRACAO PELA QUADRATURA DE GAUSS

Noli=Inc(J,1)
No2= Inc(J,2)
Gi=00DO0
H1=00D0

C {TRANSFORMACAO DE TELLES}
C {CALCULO DA DISTANCIA MINIMA E DE NETABARRA}
RIX=XG(NO1)-XT(KN)
R1Y=YG(NO1)-YI(KN)
R2X=XG(NO2)-XI(KN)
R2Y=YG(NO2)-YI(KN)
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CX=(XG(NO2)-XG(NO1))/LENGTH(J)
CY=(YG(NO2)-YG(NOI1))LENGTH(J)
MODRI1=SQRT(RI1X**2+R1Y**2)
MODR2=SQRT(R2X**2+R2Y**2)
SI=RIX*CX+R1Y*CY
S2=R2X*CX+R2Y*CY
IF(S1.LT.0.AND.S2 LE.O) THEN

NETA=1.

RMIN=MODR2
ELSEIF(S1.GE.0.AND.52.GT.0) THEN

NETA =-1.

RMIN = MODRI1
ELSEIF(S1 LT.0.AND.S2.GT.0) THEN
NETA=1-2*S2/LENGTH(I)
RMIN=ABS(CY*R1X-CX*R1Y)
ENDIF

{CALCULO DE RBARRA}
D1=2 *RMIN/LENGTH(J)
IF(D1.GE.0.AND.D1.LE.0.05) THEN

RBARRA =0.0
ELSEIF(D1.GE.0.05.AND.D1.LE.1.3) THEN

RBARRA = 0.85 + 0.24*LOG(D1)
ELSEIF(D1.GE.1.3. AND.D1.LE.3.618) THEN

RBARRA = 0.893 + 0.0832*LOG(D1)
ELSE

RBARRA = 1.

ENDIF

{CALCULODE pE q}
P1=1+2*RBARRA
Q1=((NETA*(3.-2*RBARRA)-2*NETA**3/P1)/P1-NETA)/(2*P1)
P=(4*RBARRA*(1.-RBARRA)+3*(1.-NETA**2))/(3*P1**2)

{CALCULO DE GAMABARRA}
GAMAI=SQRT(Q1**2+P**3)
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GAMA2=RAIZCUB(-Q1+GAMA1)
GAMA3=RAIZCUB(-Q1-GAMA1)
GAMA=GAMA2+GAMA3+NETA/PI
{CALCULO DOS COEFICIENTES}
Q=1.+3*GAMA**2
A=(1.-RBARRA)Q
B=-3*GAMA*A
C=(RBARRA+3*GAMA**2)/Q
D=B

DO 50 11=1,NG

CGT = A*CG(I1)**3+B*CG(I1)**2+C*CG(11)+D
GG = 3*A*CG(I1)**2+2*B*CG(I1)+C

Xk(I1)= Xg(No1)*(1-CGT)/2.0D0 +

+ Xe(No2)*(1+CGT)/2.0D0

Yk(I1)= Yg(No1)*(1-CGT)/2.0D0 +

+ Yg(No2)*(1+CGT)/2.0D0

Ra= SQRT((Xk(I1)-Xi(Kn))**2-+H(Yk(I1)-Yi(Kn))**2)
Dn= ((Xi(Kn)-Xk(I1))*(Yg(No2)-Yg(Nol)) -

- (Yi(Kn)-Yk(11))*(Xg(No2)-Xg(No1)))/Length(J)

Calcula as integrais de u* e ¢* no tempo

Ta(1)= 0.0 DO
Ta(2)= DeltaT
DO 25Km=1,2
Tal= Tf{1t) - Ta(Km)

Caso Tal < 0.0, ainda ndo houve efeito no ponto em analise

TF ((K*Tal).LT.(0.000001)) THEN
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Ae(Km)= 200
ELSE
Ae(Km)= Ra**2/(4*K*Tal)
END IF
25 CONTINUE

C Calcula as integrais da solugio e do fluxo fundamental

CALL SOLNUM(AREAIU, Xi(kn),XK(i1),Yi(kn), YK(i1),TF(IT),DELTAT,NG)
[U=AREAIU

CALL DERNUM(AREAIQ, Xi(kn), XK(i1),Yi(kn),YK(i1),TF(IT),DELTAT,NG)
IQ=DN*AREAIQ

Gl1=G1 + IU *Ome(11}*GG*Length(J)/2.0D0
Hi=HI + IQ *Ome(L1)*GG*Length(J)/2.0D0
50 CONTINUE

Gpi(j,it)= G1
Hpi(j,ity= H1
Itl=1t + 1
DO 100 L= 1,1t
Upi(Kn,It)= Upi(Kn,It) - Hpi(J,L)*Fi(J,It1-L)
# + Gpi(J L)*Dfi(J,It1-L)
100 CONTINUE
200 CONTINUE
300 CONTINUE
400 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROTINA SLNPD. ESTA SUBROTINA E UMA ROTINA PADRAO
PARA RESOLVER MATRIZES NAO POSITIVAS DEFINIDAS USANDO
ELIMINACAO DE GAUSS . SE A MATRIZ TIVER UM ZERO NA
DIAGONAL A ROTINA TROCARA AS LINHAS , E SOMENTE
RESOLVERA QUE O SISTEMA DA MATRIZ E SINGULAR QUANDO
NENHUMA TROCA DE LINHA PRODUZA UM COEFICIENTE
DIFERENTE DE ZERO.

O RESULTADO SERA UM VETOR COM OS POTENCIAIS E
DERIVADAS DO CONTORNO E SERA SOBRE ESCRITO EM DFI.

SUBROUTINE SLNPD ( MX,NN,A B)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
INTEGER K

A =MATRIZ DO SISTEMA

B = ORIGINALMENTE CONTEM OS COEFICIENTES
INDEPENDENTES DEPQIS DA SOLUCAO CONTERA OS VALORES
DESCONHECIDOS DO SISTEMA.

NN = NUMERO REAL DE DESCONHECIDOS

MX = DIMENSAQO DAS COLUNAS E LINHAS DE A

DIMENSION A(MX,MX),B(MX)

N1=NN-1
DO 100 K = 1,N1
K] =K+1
C = A(K.K)
TF(ABS(C) - 0.000001)1,1,3

DO 71=KINN

MUDANCAS DE LINHAS ATE ACHAR UM COEFICIENTE NA
DIAGONAL DIFERENTE DE ZERO

100



TF(ABS(A(J,K))-0.000001)7,7,5

5 DO 6L =KNN
C=A(K,L)
A(K,L) = A(J,L)
6 A(ILY=C
C =B(K)
B(K) = B(J)
B()=C
C = AK,K)
GO TO 3
7 CONTINUE
GO TO 8
C
C DIVISAO DA LINHA PELO COEFICIENTE DA DIAGONAL
C
3 C = A(K,K)
DO 4] =KI NN
4 A(K,J) = A(K,])/C
B(K) = B(K)/C
C
C ELIMINACAO DA INCOGNITA DA LINHA I
C
DO 10 1=KI1,NN
C = A(K)
DO 9] =K1 NN
9 AL =A(L)) - C*A(K,))
10 B(I) = B(l) - C*B(K)
100 CONTINUE
C

C CALCULO DA ULTIMA INCOGNITA
C
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TF(ABS(A(NN,NN))- 0.000001)8,8,101
101 BNN) = B(NN)/AQNN,NN)

CALCULO DAS DEMAIS INCOGNITAS PELO PROCESSO DE
RETROSUBSTITUICAQO

O 0O 0O O

DO 200 L= 1,N1
K=NN-L
KI=K+1
DO 200 J =K1,NN
200 B(K)=B(K) - A(K,J)*B(J)
GO TO 300
8  WRITE (*,*) (SINGULARIDADE NA COLUNA").K
WRITE (5,*) ( SINGULARIDADE NA COLUNA"),K
300 RETURN
END

C FFERERRERRRRIAREERERRAR R R AR AR TR Rk R Rk 4K

SUBROUTINE RESULT(NDMX NEMX,NPIMXIpr,Ne,

# Ninter, Npi, X1, Xm, Y1, Ym,Dfi,Fi.Upi )

C fdedksp ek ek ohokdkpkdkhkkdkhhkohokkdhdkokkkkdrkokokdkkkdkk

C ROTINA PARA CRIACAO DE UM ARQUIVO DE RESULTADOS
INTEGER NDMX,NEMX,NPIMX
INTEGER Llpr,It,Ne Ninter,Npi

REAL*8 Xi(NPIMX),Yi(NPIMX)
REAL*8 Xm(NEMX),Ym(NEMX)
REAL*8 Dfi(NEMX NDMX),FilNEMX,NDMX)
REAL*8 Upi(NPIMX,NDMX)
DO 300 It= 1,Ninter
WRITE(Ipr,*) Tempo: "1t
WRITE(Ipr,*) ' Elem. Xm Ym U P
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DO 100 1= 1,Ne
WRITE(Ipr,50) 1, Xm(I), Ym(I),Fi(1,It), DA(L It)
50 FORMAT(1x,14,3(2x,F10.3),2x,F11.4)
100 CONTINUE
IF (Npi.GT.0) THEN
WRITE(Ipr,*) Pinter. X1 Yi 8)
DO 200 Kn= 1,Npi
WRITE(Ipr,150)Kn, Xi(Kn}, Yi(Kn),Upi(Kn,It)

150 FORMAT(1x,14,3(2x,F10.3))
200 CONTINUE
END IF
300 CONTINUE
RETURN
END
C

C  ESTA SUBROTINA £ UTILIZADA NA TRANSFORMACAO CUBICA DE
C  TELLES
REAL*8 FUNCTION RAIZCUB(X)
IMPLICIT LOGICAL (A-Z)
REAL*S X,Y
IF (X.GT.0) THEN
Y=LOG(X)/3
RAIZCUB=EXP(Y)
ELSEIF (X.LT.0) THEN
Y=LOG(-X)/3
RAIZCUB=-EXP(Y)
ELSE
RAIZCUB=0.
ENDIF
RETURN
END
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