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Resumo da Tese apresentada 8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para

a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias ( M. Sc. )
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Marco Aurélio Chaves Ferro

Dezembro/1997
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Este trabalho apresenta uma metodologia no dominio da freqiiéncia para a
estimativa das matrizes de massa, amortecimento e rigidez de um sistema massa - mola -
- amortecedor, pela FCRF ( Fung3o Complexa de Resposta em Fregiéncia ). Isto
consiste em um tipico caso de problema inverso, ou seja, a determina¢fio de pardmetros
de um sistema a partir de medi¢3es de respostas. O Método dos Minimos Quadrados é
usado para se resolver os sistemas finais de equagGes, tanto para a matriz de
amortecimento, quanto para as matrizes de massa e rigidez. Para verificar a
aplicabilidade da metodologia sdo simulados trés exemplos de aplicagdo, todos com

respostas j& determinadas e os resultados obtidos foram excelentes.
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ESTIMATION OF MASS, DAMPING AND STIFFNESS MATRICES FROM

COMPLEX FREQUENCY RESPONSE FUNCTION

Marco Aurélio Chaves Ferro

December/1997

Advisor : Webe Jodo Mansur
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This work presents a frequency-domain method for estimating the mass, damping
and stiffness matrices of a mass-spring-damping system from CFRF ( Complex
Frequency Response Function ). This is a characteristic inverse problem, i. e, the
determination of the parameters of a system from measured responses. The Least Square
Method is employed to solve the systems of equations, wich lead to the determination of
damping, mass and stiffness matrices. Three simulated systems are used to illustrate the
applicability of the proposed method, all of them having known responses; the obtained

results were quite good.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

Os modelos para analise de diversos problemas fisicos e de engenharia tém
avan¢ado rapidamente nos ultimos anos. O motivo principal € a crescente utilizagido de
computadores cada vez mais avangados e programas mais sofisticados. O aumento de
memoria e velocidade de execugdo destas poderosas maquinas tem ajudado o ser
humano a resolver problemas que até ha pouco tempo atras seriam praticamente
insolaveis.

O estudo e solugio de problemas de engenharia requer o conhecimento de
diversos fendmenos fisicos, sendo um dos mais intrigantes e interessantes o das vibragdes
mecanicas.

Desde o inicio dos estudos da mecénica classica, ou Newtoniana, 0 movimento
ondulatorio, e especialmente o harmdnico, tem sido foco de atengdes de cientistas e
pesquisadores em todo o mundo. As bases teoricas deste fendmeno foram estabelecidas
antes do século XIX por pesquisadores tais como Fourier, Laplace, Hertz, Poisson,
Helmholtz, entre muitos outros.

No campo especifico da engenharia estrutural, o nimero de pesquisadores nesta
area ¢ grande, uma vez que ha diversos fendomenos fisicos que se ndo forem considerados
no projeto estrutural podem resultar em colapso das estruturas, Como exemplo, podem
ser citados o vento, terremotos, ondas do mar em estruturas off-shore, cargas moveis em
pontes, entre outros.

A analise destes fendmenos pode ser encontrada em vasta literatura de dindmica

estrutural.



O método classico de resolver o problema consiste em determinar respostas em
termos de deslocamentos e forgas dos elementos das estruturas, vigas e pilares, por
exemplo. Para isso € necessirio que sejam conhecidas as suas caracteristicas fisicas e
geométricas. Este tipo de enfoque é denominado problema direto.

Algumas vezes as caracteristicas fisicas e geométricas ndo sdo facilmente
determinadas ou estimadas. Este trabalho tem o objetivo de iniciar estudos, pesquisas e
desenvolvimento de métodos de estimativa ou identificagdo de pardmetros ( fisicos e/ou
geométricos ) desconhecidos de estruturas, Para isso é necessiria a medi¢do da resposta
estrutural a algum tipo de excitagdo. Estas medi¢cSes sio o ponto de partida para a
determinagdo dos pardmetros da estrutura. Este tipo de enfoque € denominado problema
ou analise inversa.

As medi¢Oes tém seus erros inerentes ao método de medida. Este tipo de
incerteza em geral é amplificado quando da obtengdo das variaveis incognitas, devido ao
mau condicionamento dos métodos de solugdo disponiveis até o momento, ou seja,
pequenas variagdes nas medigdes podem mudar significativamente os resultados finais. O
problema pode ser superdeterminado, quando o nimero de mediges € maior do que o
namero de graus de liberdade adotados ( caso mais comum ). Neste caso € usual o uso
de um tratamento estatistico para se resolver o problema. Em caso contrano, o sistema é
chamado subdeterminado, podendo conduzir a resultados totalmente impossiveis, ou
improvaveis, causados por falta de pardmetros para representa¢do do modelo.

Para se analisar o problema inverso é necessario inicialmente o conhecimento do
direto. Sendo assim, sera descrita a teoria classica do sistema dindmico estudado, o

sistema massa - mola - amortecedor.



Em seguida sera apresentada uma metodologia para se estimar as matrizes de
massa, rigidez e amortecimento do sistema massa - mola - amortecedor, estimativa esta
que € o maior objetivo do trabalho.

Alguns exemplos serdo apresentados, com a finalidade de se verificar a validade
do método e encontrar e descrever as suas dificuldades e limitagdes.

Foram desenvolvidos trés programas de computador para verificar a validade da
metodologia descrita através da anilise de exemplos. Dois deles foram feitos em
linguagem FORTRAN 77 ¢ o terceiro em MATLAB, versio 4.

No final do trabalho estdo algumas conclusGes e sugestdes para futuras teses.
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CAPITULO 2 - O PROBLEMA DIRETO PARA O MODELO

MASSA - MOLA - AMORTECEDOR
2.1 GENERALIDADES
O modelo massa - mola - amortecedor ( Figura 1 ) é o caso classico no estudo

da dinimica de sistemas estruturais. Ele serve como base a toda a teoria da dindmica das

estruturas e estd presente em toda a literatura moderna sobre o assunto [ 1]-[8].

]——>

x(t)

T2 -
3

OO

Figura 1 - O modelo massa - mola - amortecedor.

O modelo massa - mola - amortecedor é um sistema oscilatorio que possui um
grau de liberdade, em fungio do seu movimento ser definido apenas por uma coordenada
X.

A massa € a responsavel pela existéncia de forgas de inércia, sendo estas
resultantes do produto entre a massa e a segunda derivada do deslocamento em relagio
ao tempo ( aceleragio dx* / dt* ). A mola possui uma constante de rigidez k, que produz

uma forga dada pelo produto da rigidez pelo deslocamento x .



O amortecimento é o elemento mais dificil a ser avaliado, existindo diversos
estudos que pretendem analisd-lo o0 mais realisticamente possivel. Ele é o responsavel
pela retirada de energia do sistema, ou seja, é um dissipador.

Existem virios tipos de forgas amortecedoras, desde o atrito molecular interno ao
atrito por deslizamento e o devido & resisténcia dos fluidos. H4 um tipo especial de
amortecimento chamado estrutural, resultante da dissipagio de energia realizada
internamente nos proprios materiais, quando submetidos a esforgos ciclicos.

Neste caso, a energia dissipada por ciclo é proporcional ao quadrado da
amplitude de vibragio.

Nesta monografia serd considerado o amortecimento tipo viscoso, ou seja, tem-
-se como forga de dissipagdo no sistema aquela resultante do produto entre uma
constante de amortecimento ¢ e a primeira derivada do deslocamento em relagdo ao

tempo ( velocidade dx / dt ).



2.2 - EQUACOES GOVERNANTES

Como conclusio do exposto no paragrafo anterior monta-se o diagrama de corpo

livre para a massa m ( Figura 2).

onde

Fe

F(t)
h—.—
Fa P
L ————
- m

Figura 2 - Diagrama de corpo livre da massa m.
Para que o sistema esteja em equilibrio dindmico € necessario que :

F, +F, +F, = Kt (2.1)

F; = forga de inércia;

F, = forga de amortecimento;
Fg = forga de rigidez; e

F ( t ) = forga excitadora.

Cada uma das forgas definidas anteriormente vale :

2
Fl"'md—fzmx
dt
dx
F, =c—=c¢x 2.2
A= (2.2)
E =kx

Assim pode-se escrever a equagio de equilibrio dindimico ou de movimento :

mx + ¢k + kx = F(t) (23)



onde o niimero de pontos sobre o deslocamento x indica a ordem da derivada de x em
relagio ao tempo. Por exemplo X significa a segunda derivada do deslocamento em
relagio ao tempo ( aceleragdo ). Este tipo de convengfio serd usada daqui por diante

neste trabalho.



2.3 - RESPOSTAS ASSOCIADAS

Os métodos de analise estrutural dinimica podem ser classificados basicamente
em métodos no dominio do tempo e no dominio da freqiiéncia.

Supondo que a forga excitadora seja harmonica, a sua forma escrita na notagdo
complexa,

F(t) = F, exp(iQt) (2.4)
onde F; e Q, chamados de amplitude e freqiiéncia de excitagio, respectivamente, sio
constantes, sendo Q um nimero real e Fy podendo ser real ou complexo.

A resposta em relagdo 4 equagdo ( 2.3 ), considerando-se a forca de (2.4 ) ¢
dada em termos de deslocamentos x. Ela corresponde a resposta de vibragio
forcada ( permanente ) do carregamento harménico. Neste trabalho sera considerada
apenas esta resposta permanente, pois a parte transiente de resposta praticamente se
anula no inicio do movimento, devido as forgas de amortecimento.

Por causa da presenga do amortecimento, a resposta permanente, ndo esta em
fase com a excitagdo, sendo definida, como fungdo harmdnica por

Xg = X cos(Qt— o) (2.5)
onde X é a amplitude em estado permanente e o é o dngulo de fase da resposta no
estado permanente de excitagio.

A determinagio de X e o ¢é facilitada pelo uso da representagiio vetorial
( ver Figura 3 ). A velocidade e a aceleragio podem ser calculadas pela diferenciagio da

equacdo ( 2.5), resultando

.
o
Il

-0OX sen(Qt - 0‘.)

6
-Q*X cos(Qt - a) (26)

b H
=
Il

10



Figura 3 - Representagdo vetorial das forgas atuantes no sistema.

A Figura 3 mostra que o vetor da forga excitadora Fy projetado no eixo real
resulta em F; cos ( Q t ) e os deslocamentos, velocidades e aceleragdes sdo calculados de
acordo com as expressdes ( 2.5 ) e (2.6 ). Logo, pode-se escrever para o eixo real

m¥, +ck, + kx, = F, cos(Qt) (2.7)
e para o eixo imaginario tem-se

m¥, + cx; + kx, = F, sen(Qt) (2.8)
onde o indice I refere-se ao eixo imaginério.

Logo tem-se
x, = Xsen(Qt-oa) (2.9)
Agora, se for multiplicada a equagdo ( 2.8 ) por i= V-1 e somada a equago
(2.7) obtém-se o resultado
mX + ¢X + kX = F = F, exp(iQt) (2.10)
onde a barra significa um vetor no plano complexo.

O equilibrio dindmico das forgas que atuam sobre o sistema pode ser

representado pelo diagrama de forgas da figura 4.

11



Figura 4 - Diagrama de forgas do sistema massa - mola - amortecedor

A equagdo ( 2.10 ) é chamada equagio do movimento complexa € o vetor
X = X, +iX, (2.11)
¢ chamado resposta complexa.
A solugédo no estado permanente da equagdo { 2.10 ) tem a forma

x = X exp(iQt) (2.12)

onde X éa amplitude complexa dada por
X = X exp(-iat) (2.13)

sendo X e o amplitude e fase, respectivamente, descritas anteriormente.
Usando as equagdes ( 2.10 ) e ( 2.12 ) pode-se obter diretamente

Ky (2.14)

X= (k- m@?)+icQ

12



2.4 - FUNCAO COMPLEXA DE RESPOSTA EM FREQUENCIA

Pode-se definir fungio complexa de resposta em freqiiéncia como

X, (1-P°)+2ipE
Q - PR c c ~
onde p = — é chamada razdo de freqgiiénciae £ = — = ¢ chamada de razdo de
0, c. 2mo,

amortecimento, sendo ¢. o amortecimento critico. @, € a freqtiéncia natural do sistema

138

’k " -
ouw,= - ¢ Xp € a resposta estatica ou X, = T

13



2.5- RESPOSTA PARA CARREGAMENTOS PERIODICOS

Considere-se um carregamento periddico como mostrado na Figura 5.

F(t) 4
Tp Tp

AvAvs

VARV :

¥

Figura 5 - Carregamento periddico qualquer.
Qualquer fungio periddica pode ser escrita como uma série de Fourier, na forma

abaixo

27mt-{-Z b, sen o (2.16)

F(t)=a, + a_cos
() ¢ nz=l i TP n=1 TP

onde Tp representa o periodo da fungfio carregamento e os coeficientes podem ser

calculados pelas seguintes expressdes

17F
%=1 ! F(t)dt

2 27n
a, = — | F{t)cos——tdt (2.17)
A
Tp
b, = 2 IF(t)sen 270 5t
T 5 T

P

Considera-se as relagdes de Euler

14



senq = I—_[exp(ia)— exp(—ia)]
21 (2.18)

1 . .
cosda = -é-[exp(la)+ exp(—la)]

Substituindo as equagdes ( 2.18 ) nas equagdes ( 2.16 ) e (2.17 ) obtém-se

F(t)= i F(nQ)exp(inQt) (2.19)
F(nQ)= TL f F(t)exp(-inQt)dt (2.20)

A resposta complexa em freqiiéncia para um carregamento forgado de freqiéncia

torna-se

~ 1
" k(-n’B,® +2inBE +1)

ﬁ(nQ)

(221)

onde B;= Q,/ w,.
Pelo principio da superposigfio, a resposta total no estado permanente de um

sistema sujeito a um carregamento periddico é dada por

x(t) = _Z.: ﬁ(nQ,)F(nQ)exp(inQ,t) (2.22)

15



2.6 - RESPOSTA A UM CARREGAMENTO QUALQUER

NO DOMINIO DA FREQUENCIA

A anélise no dominio do tempo nem sempre ¢ a melhor maneira de se estudar o
sistema massa - mola - amortecedor. Algumas vezes é mais conveniente fazer a analise
no dominio da freqiiéncia. O enfoque no dominio da freqiiéncia € similar a analise de um
carregamento periddico, vista anteriormente. Ambas as andlises procuram expressar o
carregamento aplicado em termos de componentes harmonicos calculando a resposta da
estrutura para cada componente e fazendo a superposigio destas componentes
harmonicas para obter a resposta total. Porém, para se aplicar o estudo do carregamento
periodico para carregamentos arbitrarios, € necessario estender o conceito de série de
Fourier para a representagio de funges ndo periodicas.

Considere-se, por exemplo, o carregamento nfo periddico arbitrario mostrado na
Figura 6 pela fun¢io em linha cheia.

Se a fungdo for representada por uma série de Fourier, os coeficientes c,
definidos anteriormente no intervalo 0 < t < Tp vdo ser determinados pela fungio
periodica mostrada na Figura 6, sendo as linhas tracejadas uma extensdo das linhas
cheias. As repeti¢des do carregamento serdo eliminadas ao fazermos o periodo de tempo

tender para infinito.

16



Figura 6 - Carregamento qualquer, representado por Série de Fourier.

Algumas defini¢Ges sdo necessarias

1 Q, AQ
T, 2% 2n
n), =nAQ =Q (2.23)

1 AQ
c, = fc(ﬂn)—gc(ﬂn)

Com estes novos simbolos, as Equagdes ( 2.19 ) e ( 2.20 ) da série de Fourier

tornam-se
F(t) = 2—9 > c(Q, ) exp(iQ,t)dt (2.24)
[ —
+T%
c(Q,) = Tec, = IF(t) exp(-iQ,t)dt (2.25)
,T%

Agora, ao se estender o periodo do carregamento para infinito ( Tp — o« ), 0

incremento de frequiéncia torna-se infinitesimal ( AQ2 — dQ ) e as freqiiéncias discretas

17



0, formam uma fungio continua Q. Logo, no limite, as expressdes das séries de Fourier

das equagBes ( 2.24 ) e (2.25 ) se transformam nas seguintes integrais de Fourier :

F(t) = %Aic(ﬂ)exp(iﬂt)dﬂ (226)
onde a fungdo de amplitude harmdnica é dada por :

F(Q)= ?F(t)exp(—iﬂt)dt (2.27)

As duas integrais das equagdes ( 2.26 ) ¢ ( 2.27 ) sdo denominadas pares da
transformada de Fourier porque a fungio no tempo pode ser calculada a partir da fungio
em freqiiéncia e vice-versa, por processos equivalentes.

Pode-se entdo obter a resposta final, no dominio do tempo, para um sistema com

um grau de liberdade :

x(t) = ﬁ TE(Q)F(Q)exp(iQt)dQ (2.28)

18



2.7 - SISTEMA MASSA - MOLA - AMORTECEDOR COM N GRAUS DE

LIBERDADE, NO DOMINIO DA FREQUENCIA

0O modelo massa - mola - amortecedor da Figura 1 pode ser generalizado para um

sistema com N graus de liberdade, como na Figura 7.

onde

|—> x1(t) |—+ X2t) e |—’ xn(t)

CN+1 /

Figura 7 - Modelo massa - mola - amortecedor com N graus de liberdade.

A equagio (2.3 ) pode ser estendida para :

[m]{x(2)} + [cJ{x(®)} +[K]{x(D)} = {F()) (2.29)

[ m ] = matriz de massa;
[ ¢ ] = matriz de amortecimento;
[ k ] = matnz de rigidez;
{i(t)} = vetor aceleragdo,
%(t)} = vetor velocidade;

{
{x(t)} = vetor deslocamento; ¢
{

F(t)} = vetor de carga.

19



As matrizes de massa, amortecimento e rigidez tEm dimensdes NxN, enquanto os
vetores aceleragio, velocidade, deslocamento e de carga tém dimensdes Nx1.

A matriz de massa ¢ diagonal e tem a seguinte forma :

m 0 o 0

0 m, - 0

. 2. . (2.30)
0 0 - my

As matrizes de amortecimento e de rigidez sio simétricas e seus coeficientes
dependem de como os amortecedores e as molas estdo distribuidos no sistema.

Para se realizar a analise no dominio da freqiiéncia considera-se a resposta do
sistema a excitagdes harmdnicas e usa-se técnicas de Transformada de Fourier.

A utilizagio do método do dominio da freqiiéncia tem crescido muito nos ltimos
anos porque, em alguns sistemas, as caracteristicas de amortecimento e rigidez podem
depender da frequiéncia de excitagdo.

Admite-se o vetor da forga excitadora como sendo :

{F} = {F,}exp(-i€x) (231)
e o vetor resposta como sendo

{x} = {X} exp(wiQt) {232)
onde

{ Fo } = vetor de amplitudes de forgas ( real ou complexo );

{ X } = vetor de amplitudes de deslocamentos ( real ou complexo ); e

Q) = freqiéncia de excitagio ( real ).

Derivando-se a equagfo ( 2.32 ) e substituindo os resultados e 2 equagéo ( 2.31)
na { 2.29 ) chega-se & equagio de equilibrio dindmico, no dominio da freqiiéncia :

[—sz +1Qc + k]{X} = {Fo} (2.33)

20



A matriz inversa da matriz entre colchetes da equagio ( 2.33 ) é a matriz

complexa de resposta em freqiiéncia, ou
[HQ)] =[-@m +iQe+k]’ (234)
A equagdo (2.33 ) torna-se

(x(@) = [rQ)E) (235)
Para um carregamento genérico qualquer F( t ), a resposta em termos de

deslocamentos, no dominio da frequiéncia é

{(x(Q)} = [HO)]{F()} (2.36)

A resposta, no dominio do tempo, é a Transformada de Fourier Inversa do vetor

{X(Q)}.

21



2.8 - ANALISE NUMERICA NO DOMINIO DA FREQUENCIA

A equagdo ( 2.36 ) contém dois vetores, no dominio da freqiiéncia, que sdo
Transformadas de Fourier dos deslocamentos e das cargas, definidos no dominio do
tempo. Mas eles na maioria das vezes nfo podem ser calculados analiticamente. Logo
para tornar pratico este método de calculo € necessirio formula-lo em termos de um
processo de analise numérica. A formulagio numérica € melhor realizada se for dividida
em duas fases : ( 1) calculo da transformada de Fourier discreta ( DFT ) que deve
calcular o vetor {F( Q )} e ainversa ( IDFT ) de {X ( €2 )}, que é a resposta no dominio
do tempo {x (t)} e, (2) desenvolvimento de uma técnica numérica eficiente para
calcular as DFT’s e as IDFT’s. E vantajoso utilizar um algoritmo que facilita ainda mais
os calculos de DFT’s, tornando-os muito mais rapidos, que ¢ o FFT ( Fast Fourier

Transform ). Este processo de calculo é classico ¢ estd explicado nas referéncias{ 1 ] e

(2]
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CAPITULO 3
METODO DE ESTIMATIVA DAS MATRIZES DE MASSA, RIGIDEZ E

AMORTECIMENTO, PELAS FUNCOES DE RESPOSTA NA FREQUENCIA
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3 - METODO DE ESTIMATIVA DAS MATRIZES DE MASSA, RIGIDEZ E

AMORTECIMENTO, PELAS FUNCOES DE RESPOSTA NA FREQUENCIA

3.1 - 0 PROBLEMA INVERSO NO MODELO MASSA - MOLA -
AMORTECEDOR

O sistema dindmico massa - mola - amortecedor € um sistema discreto que,
usualmente nos problemas fisicos reais ¢ sempre amortecido. Enquanto as matrizes de
massa e rigidez sdo facilmente definidas no problema direto, o mesmo nZo ocorre com a
matriz de amortecimento. Sendo assim, a anilise do problema inverso do sistema
dindmico em consideragio torna-se ainda mais importante, pois a identificagio das
matrizes de massa, rigidez e, principalmente, de amortecimento, ¢ um dos grandes
desafios da dinimica estrutural nos dias atuais. Deve-se considerar também a
dependéncia do amortecimento estrutural quanto aos carregamentos aplicados.

A metodologia para estimativa destas matrizes, através de anilise inversa,
baseia-se na Fungfio Complexa de Resposta em Frequéncia ( FCRF ), que pode ser
obtida experimentalmente. Para se determinar a FCRF de um sistema € necessario o uso
de um analisador da Transformada Rapida de Fourier ( FFT ) ou de espectro. Para um
teste com apenas um carregamento e uma resposta, que pode ser feito em maquinas e
estruturas simples, sdo necessarios dois canais no analisador de FFT ( ver figura 8), um
para medir a forga de excitagio ( input ) e outro para a aceleragio de saida (output )
( ver figura 8 ). Sdo necessarios varios canais no analisador de FFT se o teste envolver
uma forga de entrada e maltiplas aceleragdes de saida. Neste caso, a for¢a é excitada na
posi¢io de um determinado grau de liberdade e a aceleragfio é medida em todos os graus

de liberdade. Este processo se repete até que a forga tenha sido aplicada em todos os
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graus de liberdade. HaQeré. uma medigfo para cada par de pontos ( ponto carregamento
e ponto resposta ). Logo o conjunto total de dados coletados formard uma matriz de
FCRF’s, onde cada linha corresponde ao ponto resposta € cada coluna o ponto
excitagfio. Por exemplo : se houver excitagdo no grau de liberdade 1, as aceleragdes dos
graus de liberdade 1, 2, ..., N vio fornecer os coeficientes da coluna 1 e linhas 1, 2, ...,

N, respectivamente.

Analisador de FFT

w /o
Vol TT D
\VN

Graus de Liberdade
o O @]

Fonte de
excitagio Computador

Figura 8 - Esquema representativo da determinagio experimental da FCRF.
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3.2 - 0 METODO DE ESTIMATIVA DAS MATRIZES DE MASSA, RIGIDEZ E
AMORTECIMENTO PELA FCRF

Um método no dominio da freqiiéncia, que estima as matrizes de massa, rigidez e
amortecimento de um sistema massa - mola - amortecedor é apresentado, conforme foi
descrito por Chen et al [ 11 ]. Calcula-se uma matriz de transformagfo auxiliar pelas
fungbes de resposta na freqiiéncia, a qual serd usada para estimar-se a matriz de
amortecimento.

As matrizes de massa e rigidez sdo identificadas pelas fun¢bes de resposta na
freqiiéncia ( sem amortecimento ), e estas sdo calculadas pelas fungdes complexas de
resposta em freqiiéncia. S3o mostrados trés exemplos ilustrativos, ambos usando o
método dos minimos quadrados. A determinagio das FCRF’s destes exemplos € feita
numericamente, ¢ ndo experimentalmente, usando-se a equagio ( 2.34 ). Foi
desenvolvido um programa na linguagem FORTRAN 77 para os dois primeiros
exemplos, enquanto para o ultimo foi utilizada a linguagem MATLAB, versio 4.0.

Para uma estrutura com n graus de liberdade ¢ amortecimento viscoso, as

equacgdes de movimento podem ser escritas como :

[m] ()} + [el{xe(0} + [KIx- (0} = {(0)} (3.1)
onde [m],[c]e[ k] sio matrizes de massa, amortecimento viscoso e rigidez com
dimensdes n x n; e (1)}, ()} . {¥(t)} e {f(t)} sdo os vetores aceleragio,
velocidade, deslocamento e forga de excitagio, respectivamente, todos complexos e com

dimensdes n x 1. Caso a forga seja uma excitagio harmdnica, a equagdo ( 3.1 ) pode ser

€Xpressa por ;

(o @@= () (2)
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onde {?(t)} = {f(Q)} exp(it) e {E‘(t)}= {x"(t)}exp(i().t) sio considerados. Logo, a

expressio entre parénteses do primeiro termo do lado esquerdo da equagdo ( 3.2 )

representa o inverso da matriz FRF normal, e ela pode ser rescrita como :

[E @] {x (@)} +icfelfx- (@)} = {£(e)} (33)
onde [HN(Q)] é a matriz fungio de resposta na freqiiéncia ( FRF ), gerada pelos modos
normais, para o sistema n3o amortecido. Premultiplicando a equago ( 3.3 ) por [H(Q)]
tem-se

{x@}+i[c@]{x @} =[H" @)} (3.4)
onde

[6(@)] - (@] (35)

estd relacionada 4 matriz de transformagio. Note-se que [G (€2)] € uma matriz real.

A equagdo ( 3.4 ) pode ser rearranjada como

{x(@)} = [1+i6(Q)] [H" @)} (36)
onde [ I ] é a matriz identidade. Alternativamente, a equag3o de resposta em freqii€ncia

complexa pode ser representada como
(@)} = [ (@] r()} (3.7)

onde [H° ()] é a matriz da fungdo complexa de resposta em freqiiéncia. Comparando
as equagdes ( 3.6 } e ( 3.7 ) a relagdo entre FRF’s para modos complexos e modos

normais € dada por
(1" (@] = [1+ic(@]He(@)] (3.8)
Sabe-se que [H° ()] é uma matriz quadrada, sendo entdo calculada pelos modos

complexos. Separando [H°(Q2)] nas partes real [H’;;(Q)] e imaginaria [H‘,’(Q)] , tem-se
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[HY(@Q)] = [1+ic@)][m: (@] +[H:(@) (3.9)
Expandindo-se a equagio ( 3.9 ) tem-se

[F(9)] = [H:(Q) - G(Q)H; ()] + [ G(Q)H; (@) + Hi (Q)] (3.10)

Como o lado esquerdo da equagdo ( 3.10 ) é uma matriz real, a parte imaginaria

do lado direito deve ser uma matriz nula, para todas as freqliéncias, e a matriz de

transformagio [G ()] pode ser calculada em termos das matrizes [H"R(Q)] e [H;(Q)]

do seguinte modo

[6(@)]={E@[H: (@] (3.11)

Sendo o segundo termo do lado direito da equagdo ( 3.10 ) nulo, pode-se chegar

a relagio entre a matriz FRF normal e a matriz FCRF como
[1%(Q)] = [H:(Q)] - [6@)][ 5 ()] (3.12)
Pelas equacgdes ( 3.11 ) e ( 3.12), a matriz de transformacgio [G (£2)] e a matriz
FRF normal [H'(Q)] podem ser calculadas, respectivamente. Sendo as matrizes [G (Q)]

e [HY(Q)] tornadas conhecidas, a matriz de amortecimento pode ser calculada pela

equagdo (3.5).
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3.2.1 - ESTIMATIVA DA MATRIZ DE AMORTECIMENTO

Para um caso livre de “ruidos”, uma solugdo exata para a matriz de

amortecimento pode ser obtida diretamente pela equagdo (3.5)
1 -1
[¢]= aj[H“(Qj)] [6(@)] (3.13)

onde €, ¢ uma freqiiéncia de excitagio escolhida. Na pratica, as fung3es de resposta na

freqiiéncia sd0 mais ou menos contaminadas com ruidos e o Método dos Minimos
Quadrados ( MMQ ) é usado para calcular a matriz de amortecimento. Os exemplos
apresentados neste trabalho sio desprovidos de ruidos e o Método dos Minimos

Quadrados também ¢ utilizado. Usando a equago ( 3.5 ) e considerando a simetria de
[HY(Q)] e [ ¢ ], tem-se que

[67(@)] = Afc[H"(@Q)] (3.14)
onde [G'(Q)] é a matriz transposta de [G (Q)]. Expandindo a equagio ( 3.14 ) e

tomando a i-€ésima coluna tem-se
{2,(Q)} = c){n (@)} (3.15)
onde g; () e hiN(Q) sdo, respectivamente, os i-ésimos vetores colunas de G'() e

H™(€2), com dimensdes n x 1. Avaliando a equagio ( 3.15 ) em m freqiiéncias ( m > n )

Qy, Oy, ..., Q,, tem-se
[c][vT] = [QT] (3.16)
onde

V]=[efr@)- . (@),
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[@"]=[{s(@)} - {a(@.)}]

As matrizes [ V'] e [ Q" ] tém dimensdes n x m.

Fazendo-se a transposta da equagio (3.16)

[Vl = [a] (3.17)

Como a matriz [ ¢ ] € simétrica, pode ser definido um vetor parimetro {E},
formado pela matriz triangular inferior de [ ¢ ]
- T .
{c} = {c“02,c2203,--ocij---cm} com i2]j
onde ¢; € o elemento ( i, j ) da matriz de amortecimento [ ¢ ]. Usando o produto
matricial e rearrumando as matrizes V e Q convenientemente, o sistema de equagdes

final pode ser arranjado como

- (519
onde [V] ¢ uma matriz formada por coeficientes de [ V] e {E} ¢ um vetor formado
pela matriz [ Q]. Note-se que a dimensdo de [V] é mnxn(nt1)/2, de {c}é

n{nt1)2x1 ede {a} émnx 1. As dimensdes de v e a podem ser reduzidas se alguns

elementos forem previamente conhecidos, como os elementos nulos se a estrutura da
matriz for do tipo banda diagonal. A equagdo ( 3.18 ) pode ser resolvida pelo método

dos minimos quadrados ( ver Apéndice A ). Isto resulta na equagio normal
[v ][V]{c} -|v ]{q} (3.19)
O vetor solugdo {E} fornecera a matriz de amortecimento [ ¢ ]. Note-se que a

matriz de amortecimento € calculada independente das matrizes de massa e rigidez. O

calculo das matrizes de massa e rigidez sera apresentado a seguir.
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3.2.2 - ESTIMATIVA DAS MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ

Para um sistema nio amortecido a equagdo de movimento pode ser escrita como
(-02[m]+ [k]{x" (@)} = {£(2)} (3.20)
A relaciio entre as matrizes [ m ], [ k ] e [H(Q)] ¢ dada por
(-’ [m]+[k[E" ()] =[1] (3.21)
onde [HY(Q)] € calculada pela equagdo ( 3.12 ). Tomando a i-ésima coluna de [H'(Q)] e

considerando-se as m freqiiéncias de excitagio, obtém-se
[m][a"]+[K][B"]=[E"] (3.22)
onde

[a7]= [ {pr (@)} 0k (b (@.)]
[B7]={{r" (@)} {n¥(.)}]

e[E" ] é uma matriz com a unidade na i-ésima linha ¢ zero nas outras. As matrizes
[ AT], [B"] e[ E"] tém dimensdes n x m. Transportando a equagdo ( 3.22 ) e usando a

simetriade [ m ] e [ k ], tem-se que
[AB][}T] = [g] (323)
A matriz [ AB ] € formada pela unifio das matrizes [ A ] e [ B ], tendo dimensdes
mx 2n, enquanto a matriz Ii::| , oriunda das matrizes [ m ] e [ k ] tem dimensdes

2nxn.
De modo analogo ao apresentado no caso do amortecimento, a equagio ( 3.23 )

pode ser resolvida pelo método dos minimos quadrados, resultando em
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(A8 AB] 7 |- [a8] 2] (324)

No capitulo seguinte, trés exemplos numéricos sdo usados para ilustrar a aplicabilidade

deste método.
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CAPITULO 4

EXEMPLOS DE APLICACAQ
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4 - EXEMPLOS DE APLICACAO

Sdo apresentados trés exemplos de aplicagdo para verificar a validade do método.
Todos eles foram simulados em microcomputador usando linguagem FORTRAN 77 ou
MATLAB VERSAO 4, inclusive a determinagiio das FCRF’s.

Exemplo 1: Este exemplo foi retirado de Craig [ 1 ], pagina 357, e consiste no

descrito pela figura 9.
x;(t) Xz(t)

k N

/) k1 kg ! N

/_/\‘_.. m __l\l. s N

L A

/ N

c ¢ c

¢=10.6284 N.s/m m; =m,= 1 kg k; =987 N/m
¢; = 0.0628 N.s/m k; =217 N/m

Figura 9 - Sistema simulado com 2 graus de liberdade

Verificando-se as propriedades da estrutura pode-se concluir que as matrizes de

massa, rigidez e amortecimento sdo, respectivamente :
1 0 0.6912 —-0.0628 1204 =217
[m]= , [e]= , k= (41)
0 1 -0.0628 06912 ~217 1204
As unidades sdo SI e serdo excluidas por comodidade.

Foram adotadas as freqiiéncias de excitagdo de 1, 5 € 10 rad / s aplicadas na

massa 1.
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A matriz [V] e o vetor {q} obtidos foram os seguintes :

0,94220D-02 0,18520D-02 0,00000D+00
0,00000D+00 0.94220D-02 0Q,18520D-02
0,26830D-01 0,72414D-02 0,00000D+00
(VIS 0,00000D+00 0,26830D-01 0,72414D-02
0,20120D+00 0,14362D+00 0,00000D+00
[ 0,00000D+00 0,20120D+00 0,14362D+00

(0,63955D-02]
0,68828D-03
_+ J0,18088D-01
{@=1033199D-02] (42)
0,13004D+00
| 0,86624D—01

Com isso, a matriz de amortecimento resulta em

06911 -00628
lel={ 00628 06911 (43)

Asmatrizes[| AL,[B]e[E]sdo

[-0,94220D-01  —0,18520D - 01
[A] =|-0,53660D+00  -0,14483D+00|,
| -0,60360D+01  —0,43085D +01

[0,94220D - 03 0,18520D ~ 03
[B]=|013415D-02  0,36207D-03|, ¢
| 0,67066D~02  0,47873D - 02

1 0
[E]=]1 o0 (4.4)
1 0

As respostas para as matrizes de massa e rigidez sdo

1 0 1204 -21
["ﬂ:[o 1]= [kl=| 217 1204 (45)

Comparando os dados da equagiio (4.1 ) com os valores obtidos nas equagdes

(4.3 ) e(4.5) pode-se concluir que o resultado € plenamente satisfatorio.
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graus de liberdade, como indicado na figura 10.

Exemplo 2 : Este exemplo foi tirado de Chen et al. [ 10 ], sendo um sistema de 4

k1 k2

_/\I—

NN NN

C

c=2 N.s/m

HL ™ -

mi=lkg

_I\[_

ks

ki=5N/m

Figura 10 - Sistema simulado com 4 graus de liberdade

VAV A A A 4

Foram usadas as frequéncias de 1, 2, 3, 4 e 5 rad / s, aplicadas todas na massa 1.

Neste caso as matrizes de massa, rigidez e amortecimento sfo, respectivamente :

1 0O 0 o0
[ ] 0 1 0 0
m|=

0 0 1 0

0 0 0 1

10 =3

-5 10

k=
=5
0 0

Os resultados obtidos sio :
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[ 0,1000D+01
-0,51190D-15
[m]{ 0,25570D-14
-0,24078D-14

[ 0,20000D+01
| -0,13034D-08
-0,91251D-08
0,74138D-10

[c]

-0,51190D-15
0,10000D+01
~0,39765D—08
0,41451D—09

~0,13034D-08
0,17388D-07

~0,76389D—09
0,14805D—-07

0,255570D-14

-0,39765D—-08
0,10000D+01

-0,39765D-08

~0,91251D-08
-0,76389D-09
—0,12177D-07
~0,15381D—08

~0,24078D-14
0,41451D—09

~0,39765D-08
0,10000D+01

0,74138D-10 |
0,14805D—-07
-0,15381D-08
0.16007D-07

-0,20725D-08 |
0,24028D—-07
~0,50000D+01
0,10000D+02

—-050000D+01
—0,50000D+01 0,10000D+02 -0,50000D+01
0,19882D-07 -0,50000D+01 0,10000D+02
-0,20725D-08 0,24028D-07 -0,50000D+01

0,10000D+02 0,19882D-07

{4 (4.7)

Comparando as equagdes ( 4.6 ) e ( 4.7 ) pode-se concluir que os resultados

foram excelentes.

Exemplo 3 : Este exemplo foi tirado de Chen et al. [ 10 ], sendo mostrado na

figura 11.

kl k2 l__l_l C kl [ | c

— kN

k2
k ki K, : - )
I ms l 4 k,
kx ] ¢ k’ AN
/ k1 k _I_ C
2

Figura 11 - Sistema com 7 graus de liberdade.

As freqiiéncias adotadas foram 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 e 40 rad / s, toads

aplicadas na massa 3.

Os valores siok; = 10000 N/m, k;=20000N/m , c=20Ns/mem; =

=mFEm=my=ms=mg=my=1,0kg.
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Sendo assim, as matrizes de massa, rigidez e amortecimento sdo, respectivamente

1 0o o0 o 0o 0 0
o 1 0 0 0 0 0
o 0o 1 0 0 0 0
[m]=f[0 0o o 1 o0 0 0
o 0 0o 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
o 0o 0o 0 0 0 1]
(4 0 -2 0 0 0 -1]
o 3 -1 0 0 0 0
-2 -1 5 o 0 0 -l
[kK]=f0 o0 0 6 -2 -1 -2x10
o o 0 -2 4 0 0
o 0o 0 -1 0 3 2
-1 0o -1 -2 0 -2 6]
0 0 0 0 0 0 0 |
0 20 0 0 0 0 0
0 0 20 0 0 0 20
[c]={0 0 0o 0 0 0 0 (4.8)
0 0 0 0 20 0 0
0 0 0 0 o0 20 -20
o 0 20 0 -20 40 |

Para este exemplo ndo se obteve resultados adequados utilizando-se FORTRAN

77, mesmo usando precisdo dupla, ou seja 32 casas decimais. Isto se deve ao mau
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condicionamento dos sistemas das equagSes ( 3.19 Y para o cdlculode [ ¢ ] e ( 3.24 )
paraocalculode{m] e[k ].

Por isso foi utilizada a linguagem MATLAB versio 4.0, pois ela mantém a
precisdo total do computador.

Assim, os resultados obtidos foram os seguintes :

[ 431e-16 9.69¢~-16 3,19¢—-15
—43le—-16 2,00e+01 242e¢-15
472¢-16 ~3,14e—-15 2,00e + 01

[c]=]| L72e-16 9,08¢—-16 -5,77e~15=>
-1,15%¢e-16  —288e-16 1,61e~15
8,43e—16 6,04e—16 -2.21e~15
| -1,94e-15 1,35e—16 -2,00e + 01
—6,31e—16 1,38¢e 15 1,2d4e-15 -4 43¢-15]
~7,0le-16 1,13e-16 407e-15 —6,64e—16
4,04e-15 -126e—15  -144e-15  -2,00e+ 01

= -1,04e—16  784e—15 1,28¢—15 9,07e-16
292e—16  2,00e+01 554e—16 3.88e—15
2,66e— 16 1,69¢—15 2,00e+01  -2,00e+01
-387e-15  -437e-15 -2,00e+01  4,00e+0l |

fr—

8

el

il
o O O O O O =
o O O O O = O
o O O O = O O
o O O = 0 O O
o O = O O O o
o - O O O O O
~ O O O O O o
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[ 40000 0 20000
0 30000 -10000
20000  —10000 50000
[k] = 0 0 0 =
0 0 0
0 0 0
-10000 0 ~10000
- _ (4.9)
0 0 0 -10000
0 0 0 0
0 0 0 -10000
= 60000 -20000  —10000  -20000
~20000 40000 0 0
~10000 0 30000 —20000
—20000 0 —20000 60000 |

Os elementos das equagdes ( 4.9 ) que foram considerados como nulos tém
ordem de grandeza cerca de quinze vezes menor do que os demais. Comparando os

dados das matrizes ( 4.8 ) com os resultados fornecidos nas matrizes { 4.9 ) pode-se

concluir que os resultados sdo excelentes.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES
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5. CONCLUSOES E SUGESTOES

Ao serem analisados os trés exemplos de aplicagdo apresentados podem ser
tiradas as seguintes conclusdes :

a ) o método de estimativa das matrizes de massa, rigidez e amortecimento
mostrou-se parcialmente satisfatério, uma vez que so foi possivel usar a linguagem
FORTRAN 77 para os casos com dois e quatro graus de liberdade, enquanto que para o
problema com sete graus de liberdade foi necessério usar o programa MATLAB 4.0. Isto
ocorreu devido ao mau condicionamento dos sistemas finais de equagdes;

b ) provavelmente para sistemas com varios graus de liberdade o problema de
mau condicionamento serd ainda maior, dificultando ainda mais a sua resolugéo;

c } o método possui a vantagem de que as matrizes de massa e rigidez sdo
calculadas independentemente da matriz de amortecimento, que € a mais problematica de
se obter na pratica. Se as matrizes de massa e rigidez forem conhecidas, o que € usual na
pratica, resta apenas se obter a matriz de amortecimento;

d ) a obtengio da FCRF requer que sejam medidas respostas em todas as
posigdes onde ha um grau de liberdade. Isto pode ser uma dificuldade a mais, pois nem
sempre isto € possivel;

e ) o método dos minimos quadrados, que consiste na pré-multiplicagdo da matriz
de coeficientes pela sua transposta ( ver Apéndice A ) aumenta muito a ordem das
matrizes de coeficientes finais, tornando a resolugdo dos sistemas de equagdes mais
lentas e caras, principalmente para um namero grande de graus de liberdade;

f) os exemplos de aplicagdio foram realizados desprovidos de ruidos na obtengio

de FCREF, pois esta foi calculada numericamente. A presenga de ruidos pode prejudicar
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ainda mais a solugio do sistema, principalmente com relagdo ao seu mau
condicionamento;

g ) como conclusdo final pode-se dizer que o estudo de problema inverso é um
campo vasto a ser explorado por pesquisadores no mundo e especialmente no Brasil,
onde esta apenas comegando.

Algumas sugestdes para futuros estudos e trabalhos podem ser propostas como
extensio deste estudo inicial do problema inverso no sistema massa - mola-
-amortecedor :

a ) uma andlise estatistica para se resolver o problema, usualmente feita em
analise inversa, podera methorar o problema de mau condicionamento;

b ) partir de uma FCRF obtida experimentalmente, com os ruidos inerentes ao
método de medigdo representaria um problema pratico e mais proximo a realidade;

c ) resolugdo de outros tipos de sistemas dindmicos discretos , como shear -
- buildings, e quaisquer sistemas continuos que possam ser discretizados;

d ) resolugdo de outros sistemas dinimicos continuos como vigas e porticos,
assim como elementos bidimensionais ( lajes, cascas, membranas ) e tridimensionais
( porticos, por exemplo ),

e ) estudos de problemas inversos os mais variados, tanto estiticos como
dinimicos, como os de fendmenos ondulatérios, como o de propagagdo de som, ou
acustica, de larga aplicagdo, principalmente na prospec¢io geofisica e € largamente
usado por empresas exploradoras de petréleo que buscam a ocorréncia de dleo no

subsolo ou no fundo do mar.
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APENDICE A

O METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
O Meétodo dos Minimos Quadrados consiste na minimizagio da fungio de
residuos como sera mostrado a seguir.

Seja o seguinte sistema de equagdes a ser resolvido :

[A]w (X} = W} (A1)

A matriz [ A ] € a matriz de coeficientes e tem dimensSes m x n, onde m € o
numero de medicdes e n o namero de graus de liberdade. Os vetores { x } e { ¥y } tém
dimensdes n x 1 e m x 1, respectivamente.

Os residuos por linha sdo :

R;= iAilxl —Yi (A2)

I=1
Procura-se as componentes de { x } que minimizem a seguinte fungdo de

residuos :

m m n 2
E(R,,R,,....R;,.. R }=D" R} = Z(ZAHX, —~ yij (A3)
i=l 1 M=l

Para a minimizagfio ¢ necessario que :

JE
-éx—k =0 {(A4)
ou seja
Z{i[[iAilxl - yiJAki]} =0 (AS5)
ou
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ou

sendo

ou

sendo

Z, = izm‘AkEYi
(ATTA)x} = AT ()
[o] = ([AT'[A))

{2} =[A]'{y}
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