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CAPITULO 1

Introducio

1.1 - Revisdo bibliografica.

Meétodos diretos de solugiio de sistemas de equagles lineares baseados em algoritmos de
eliminacdo de Gauss tém sido tradicionalmente utilizados na aplicagdo do método dos elementos
finitos a problemas da mecdnica do continuo, devido a sua simplicidade e robustez. Entretanto, a
necessidade de maior precisio nos resuitados das analises implica no refinamento cada vez maior
dos modelos discretos de elementos finitos, além da aplicagio a geometrias cada vez mais
complicadas. [sto gera uma demanda de memoéria € um nimero de operagdes de ponto flutuante
desfavoraveis aos métodos diretos de solugdo. Tais dificuldades estimularam o estudo de
métodos iterativos de solucdo do sistema de equagbes, que consumissem menos recursos
computacionais, além da maior aplicabilidade a problemas de simulagio reais em grande escala.
Além disso, o advento da supercomputagdo tem disponibilizado maquinas com arquiteturas
dotadas de paralelismo e/ou vetorizagdo, que permitem a execugdo de simulagdes em larga escala
a custos razoaveis. Em comparagio aos métodos diretos, os métodos iterativos sdo muito mais

simples de se implementar em tais maquinas.

As diversas aplicagoes do método dos elementos finitos através de malhas ndo-estruturadas
requerem repetidas avaliagbes do residuo. Segundo Loéhner [13}, a solugdo de problemas
estaticos através do uso de métodos multimalha, gradientes conjugados pré-condicionado ou
residuo minimo generalizado (GMRES) geram mimeros da ordem de 10% a 10° avaliagGes de
residuo;, problemas transientes em mecdnica dos fluidos computacional, eletromagnetismo
computacional ¢ dinidmica de estruturas computacional geram nimeros da ordem de 10°
avaliagOes de residuo. Conclui-se portanto, que a avaliagio do residuo ¢ de fundamental
importancia para o método iterativo empregado. Estratégias elemento-por-elemento (EPE) sio
largamente utilizadas visando economia de memoéria e consumo de tempo de CPU durante tais
avaliagdes [26], em conjunto com diversos métodos iterativos, bem como pré-condicionadores

[10, 22, 25, 27]. Devido a sua baixa complexidade algoritmica e boas propriedades advectivas,



em mecanica dos fluidos computacional, os elementos triangulares e tetraédricos lineares s3o os
mais comumente utilizados. Estes elementos permitem o facil aproveitamento da deficiéncia de
posto de suas matrizes, implicando num melhoramento natural a técnica EPE. Dessa forma, o
calculo dos residuos necessario na solugéo iterativa do sistema de equagbes € otimizado através
do produto matriz-vetor mais eficiente, minimizando o nimero de operagdes de ponto flutuante e

melhor utilizagio da area de memonia [2].

No contexto do método dos volumes finitos aplicado a mecénica dos fluidos, apresentou-se
inicialmente a técnica de tratamento da estrutura de dados por arestas, em vez da tradicional por
elementos. Mavriplis sugere a utilizagdo deste tipo de estrutura de dados para a solugio
multimalha da equagio de Euler em mathas ndo-estruturadas triangulares, com esquema nodal ou
centrada na célula [23] e, tetraédricas, com esquema por vértices [17], ambos métodos utilizando
uma estrutura de dados baseada nas arestas dos elementos. Barth {24] propde o emprego da
estrutura de dados conveﬁcional por elementos para a estrutura de dados por arestas, através da

organiza¢do destas com informagdes relativas aos seus vértices e vizinhanga por células.

A flexibilidade necessaria a discretizagéo dos problemas de simulagio de reservatorios devido a
complexa geometria destes, descontinuidades (tais como falhas geologicas), além dos
refinamentos de malha em pontos singulares, adequam-se a utilizagdo de elementos finitos
triangulares [12]. O método combinado elementos finitos/volumes de controle (EFVC) é
proposto visando tirar proveito das vantagens da discretizagio do dominio por elementos finitos €
a conservagdo local de massa inerente ao método dos volumes de controle. O EFVC ¢ proposto
entdo na mecanica dos fluidos para a solugdo dos problemas regidos pela equacdo de Euler e
Navier-Stokes [12, 17, 23], onde a flexibilidade de malha e a conservagio local de massa,
momentum ¢ energia sio conseguidas. Este tipo de abordagem naturalmente implica no
tratamento do problema através da estrutura de dados por arestas para problemas planos em
malhas estruturadas ou ndo. Esta estratégia foi extendida ao método dos elementos finitos,

inicialmente, também para as equagdes de Euler e Navier-Stokes [30, 31, 32].

O emprego do tratamento de dados de elementos para arestas, ja oferece vantagens
computacionais relativas 4 demanda de memoria e tempo de CPU para solugio do sistema de

equagBes. As caracteristicas dos elementos triangulares e tetraédricos lineares implicam na



relevincia das operagdes de enderegamento indireto se comparadas as operagdes de ponto
flutuante, quanto ao consumo de tempo de CPU citado. Uma das maneiras de se reduzir este
custo € o emprego da estrutura de dados sugerida. Ainda assim, reduzem-se as operagdes de
ponto flutuante, visto que o tratamento da estrutura de dados por arestas € similar ao grafo nodal
da malha de elementos finitos, implicando na operagdo direta das matrizes das arestas, em vez da

operagdo em sub-matrizes, conforme acontece nos elementos finitos [18].

Este tipo de tratamento de dados possibilita ainda a otimizagdo dos algoritmos de multiplica¢do
matriz-vetor [28], reduzindo-se o numero de enderecamentos indiretos através de uma ordenagio
especial da lista de arestas, formando agrupamentos especiais destas, de maneira que o0s
elementos, ao serem desmembrados em suas arestas, voltam a ser construidos, mas agora tendo-

se as informagoes relativas as arestas [13].
1.2 - Objetivos.

Este trabalho tem como objetivo o estudo da estrutura de dados por arestas na solugéo iterativa
de sistemas de equagdes do método dos elementos finitos, em malhas ndo-estruturadas, e
comparagdes de desempenho com a estrutura elemento-por-elemento, em maquinas de
arquitetura vetorial e/ou paralela. Para tanto, consideram-se somente os problemas regidos pela
equagdo quasi-harmdnica, ou seja, exclusivamente problemas de escoamentos potenciais. Tem-se
também como objetivo o estudo destes algoritmos em problemas de larga escala, em
configuragdes reais, onde assume-se que os dados das malhas ja estejam disponiveis de forma

convencional.
1.3 - Ambiente de desenvoivimento.

A implementagio da técnica para tratamento dos problemas de elementos finitos através da
estrutura de dados baseada nas arestas dos elementos triangulares e tetraédricos, foi feita a partir
da adaptagdo do codigo ja existente em linguagem FORTRAN 77 desenvolvido por Coutinho ef
al, baseado na estrutura de dados convencional por elementos {25], empregando o método dos

gradientes conjugados para solugio do sistemas de equagdes, com pré-condicionador diagonal, e



desenvolvimento dos principais trechos de ¢odigo necessarios a implementagio da estrutura de

dados por aresta, também em linguagem FORTRAN 77.

O desempenho da técnica proposta é avaliado na solugdo de problemas lineares em diversos
ambientes computacionais, desde estagSes de trabalho, especificamente Sun Sparc20, até
supercomputadores paralelos. O codigo foi desenvolvido visando tirar o maximo proveito
possivel das facilidades para o processamento vetorial e paralelo em ambientes de arquitetura
PVP (Parallel Vector Processors) com memoria compartilhada e foi implementado nas seguintes
plataformas Cray, com tais caracteristicas: Cray EL94 e posteriormente J90 do NACAD-
COPPE/UFRJ, Cray C90 e T90 instalados na propria Cray Research Inc. em Eagan, Minneapolis,
EUA.

1.4 - Organizagdo do texto.

O capitulo 2 apresenta a descri¢io e analise do problema continuo proposto, através da
formulag¢do da equago quasi-harménica e sua discretizagio pelo método dos elementos finitos,
especificamente para elementos triangulares e tetraédricos, aspectos computacionais de
vetorizagdo, paralelismo além de ténicas de otimizagdo de ocupagdo de meméria e consumo de
tempo de CPU. Apresenta também, o método dos gradientes conjugados (MGC) empregado na
solugdo do sistema de equagGes lineares e seus aspectos computacionais de vetorizagdo,

paralelismo e, com énfase no algoritmo de muitiplicagio matriz-vetor.

O capitulo 3 apresenta a analise e descricdo do tratamento da estrutura de dados baseada nas
arestas dos elementos triangulares e tetraédricos, através do método dos elementos finitos
convencional e o0 método combinado elementos finitos/volumes de controle - EFVC. A principal
alteragdo no meétodo de solugio do sistema de equagdes - MGC - se da no algoritmo de
multiplicagio matriz-vetor elemento-por-elemento que passa a ser aresta-por-aresta. S#Ho
analisados os aspectos computacionais de vetorizagdo e paralelismo correspondente a alteragio,
além da técnica de otimizagdo do consumo de tempo de CPU deste produto através dos
agrupamentos especiais de arestas e seus correspondentes aos aspectos computacionais de

vetorizagdo e paralelizagio,



E apresentada a técnica da Tabela de Espalhamento {Hash) para organizacdo da estrutura de
dados por arestas a partir de uma malha descrita de forma convencional, além da descri¢do e
analise do calculo dos coeficientes das arestas, e a técnica utilizada para a montagem dos

agrupamentos especiais.

Ao final do capitulo 3, s3o analisados os resultados de tempo de CPU e demanda de memoria na
estagdo de trabatho Sun Sparc 20 para dois tipos basicos de malhas planas e espaciais, obtidos
pela aplicagdo das diversas técnicas descritas no item (3.4) , componentes da fase de pré-

processamento, objetivando uma discussdo prévia de tats técnicas e ilustragdo da aplicagdo.

No capitulo 4 sdo apresentados diversos exemplos de aplicagdo que demonstram a eficiéncia das
técnicas implementadas, em problemas de fluxo de potencial para malhas planas e espaciais,
estruturadas ou ndo, nas diversas plataformas Cray citadas, através dos resultados obtidos de

tempo de CPU, demanda de memoria, vetorizagdo e paralelizacéo.

Em ambos capitulos 3 e 4 sio comparadas as diversas técnicas de abordagem do método dos
elementos finitos por elementos e arestas, através dos resultados de demanda de memoria, tempo
de CPU para pré-processamento e solugiio do sistema de equagdes, nas diversas plataformas

citadas.

Finalmente, no capitulo 5 sfio apresentadas conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Os Problemas Continuo e Discreto

Neste capitulo € apresentada a formula¢io da equacdo quasi-harménica, e sua discretizagdo pelo
meétodo dos elementos finitos, especificamente para elementos triangulares e tetraédricos com
fungdes de interpolagdo lineares [1]. E apresentado também, o método dos gradientes
conmugados empregado na solugdo do sistema de equagdes lineares resultante, seus aspectos
computacionais ¢ a técnica de multiplicagio matriz-vetor elemento por elemento, além de
alternativas de otimizacio deste produto através da redugio da quantidade de operagGes de ponto
flutuante (flops) e enderecamentos indiretos. Comenta-se também, a implementagdo vetorial e
paralela destes algoritmos, tendo-se como maquina alvo o CRAY J90, um processador vetorial-

paralelo.
2.1. Equag8o quasi-harménica geral.

2.1.1. Definigbes gerais.

Em diversas situagdes fisicas, o fluxo ou difusdo de diversas grandezas, tais como: calor, massa,
temperatura, etc, € tratado como uma razdo por unidadede irea, q, que pode ser escrita em

termos de seus componentes cartesianos, conforme a equagio a seguir

9 = [4..9,. 9.] @1)
Se a razdio pela qual, a grandeza relevante é gerada ou removida por unidade de volume, € Q,

entdo a equagio de balango €

&Ix + taqy + &z _ 0 (22)
ox %Y 074 =
Introduzindo o operador gradiente o
%4
&
o
V=931 23
& (2.3)
g
(&



a equagdo (2.2) pode ser reescrita como
Vig-0 =0 (2.4)
O fluxo ¢ referenciado como o gradiente de um potencial @, que pode ser temperatura, pressio,

etc. A relagdo geral € conforme a seguir:

f@\
ol e

q = 1q, z-k<%@%=-kv¢ (2.5)
& |

onde k € um tensor 3x3, geralmente simétrico devido a critérios de energia.

A equagio final para o potencial @ é obtida pela substituigdo da eq. (2.5) na equagdo (2.4),
resultando em

VIkKVP+0=0 (2.6)
a qual é resolvida no dominio {2 de contorno /. No contorno, encontra-se uma ou ambas das

seguintes condigdes:

1. Em f‘qj,
D=Q@ (2.72)

ou seja, o potencial € especificado.

2. Em I, a componente normal do fluxo, gy, ¢ dada por

49, =9 (2.7v)
comF=F¢+I}}.

Como
T

49, = 14

onde n é o vetor dos cossenos diretores da normal & superficie; esta condigdo pode ser reescrita

. n n" = {n.n,n]l

como

-kV®)Y' n-qg=20 (2.7¢)



Se a equagdo (2.5) for determinada em um sistema de coordenadas x, y, z qualquer, é sempre
possivel determinar, localmente, outro sistema de coordenadas x’, y’, z’ 0 qual torna o tensor k

diagonal. Em fungédo deste sistema, tem-se

[k, 0 o]
k' =| 0 £, O | (2.8)
[ 0 0 kz'J
assim, a equacio (2.6) pode ser reescrita como
174 oD 074 oD b4 oD
al a) v g0k )t gk z) Q=0 (2.9)

com a correspondente alteracdo das condi¢des de contorno.

Finalmente, para meios isotropicos, pode-se escrever

k=4FKI (2.10)

onde I € a matriz identidade.

2.1.2. Discretizagio pelo método dos elementos finitos.

Discretizando-se o dominio £2em m elementos e introduzindo-se fungdes de interpolagio lineares

definidas sobre cada elemento, o potencial é aproximado por
@ = X Nu = Nu 2.11)
i=1

onde @ representa a aproximagio de elementos finitos para o potencial, u é o valor do potencial
em cada no, » € o nimero de nos ou vértices, IV; representa as fungdes de interpolacio e u' = {u,,
..., Un} 08 potenciais nodais. A equagio de Galerkin para elementos finitos ¢ obtida expressando-
se a equagdo (2.6) na forma fraca com fungdes de ponderagio (idénticas as funcdes de

interpolagdo). Apos algumas manipula¢des matematicas, a equagdo resultante € dada por

LVINKVNdQ u-| NQd@+] Ngdr=0 (212)
ou pelo sistema de equagdes discretas da forma
Ku+f=0 (2.13)
com
K=] V'N.kVN, dQ (2.14)
f=—J5Nde.Q + J_F‘N, gdlr 2.15)



onde K ¢ a matriz de rigidez global, f é o vetor de termos independentes. O sistema (2.13), ap6s
a imposigdo das condigdes de contorno em 7 € simétrico, positivo e definido. Devido ao carater

local das funges de interpolagdo N, as equagdes (2.14) e (2.15) podem ser reescritas como:

nel

K=K, (2.16)
e=1
nel
f=2f, (2.17)
e=1

onde nel é o numero de elementos na malha.

2.1.2.1. Elementos tetraédricos.

Discretizando-se o dominio {2 em elementos tetraédricos, conforme a figura (2.1), pode-se
reecrever a equagao (2.14) como
N, N, N, N, N, N,
K=) |k, —~ + k, + k, —=
oy

& &
onde &, ¢ a fungdo de interpolagdo nodal linear para cada elemento, dada por

]dxdydz (2.18)

a,+bx+c y+d z

N. = 2.19)
? 6 Ve ( )
com
JCJ yf ZJ 1 yf ZJ'
a, = xm Ym Em bi =- I Vo Zm
X, ¥, Z, 1y, z,
(2.20)
X, z, x, ¥y 1
ct=_‘xm Zm di:bxm ym
Xp Zp X, Vo

com os outros coeficientes obtidos através da permutagio ciclica dos subscritos na ordem p, i, j,

m, e o volume do elemento ¥, calculado por

1 X Ye Z
1 x, y. z

6V° = 1 xj yj zj (2.21)
i Yp Yo %



Figura 2.1: Elemento tetraédrico - incidéncia nodal: ijmp.

Aplicando-se as equagdes (2.19) e (2.20) na equagio (2.18), obtem-se a matriz de rigidez para 0

tetraedro, conforme

(b b bb bb, b bp1| lrc,. ¢ ¢ GCp G cp1|

e kx bj bf bj bm bf bp ky J Cj j Con Cf cp

K T6VE b, b, bmbler6V"| <, C, cmcp|+
| sim. b, pr Lsz’m c, CPJ
| (2.22)

ld,d, dd, dd, dd,]l

n kz { dj df df dm df dp I

6 Ve d,d, d,d,

L sim. d,d PJ

Com o vetor independente, devido a (J, dado por

e =-94—V6J1L (2.23)

Aspectos computacionais - elementos tetraédricos.

A Figura (2.2) apresenta os coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento

tetraeédrico com um grau de liberdade por no, explorando-se a simetria.
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Figura 2.2. Coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento tetraédrico com um
grau de liberdade por né, explorando-se a simetria.

O algoritmo para o calculo da matriz de rigidez K para o elemento tetraédrico ¢ apresentado na
tabela (2.1), a seguir, juntamente com a demanda de memoria e niimero de operagdes de ponto

flutuante (flops) resultante por elemento.

do iel = 1, nel

Nos do elemento.

noi = itable ({(iel, 1}
noj = itable (iel, 2}
nom = itable (iel, 3}
nop = itable (iel, 4}

Propriedades do material.

mat (iel)

11

imat

xkx = param {(imat, 1}
xky = param {(imat, 2}
xkz = param {imat, 3}

Coordenadas nodais.
xi xyz [(noi, 1)

xJ xyz (noj, 1)
¥m = xyz (nom, 1)

xp = xyz (nop, 1)
yi = xyz (noi, 2}
y] = xyz (noj, 2)
ym = xyz {(nom, 2)
yp = xyz (nop, 2)
zi = xyz (noi, 3)
z] = xyz (noj, 3)
zm = xyz (nom, 3)
zp = Xyz (nop, 3)

(continua na pdgina seguinte)
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Operacoes frequentes:

end do

xji = xj - =i
Xmi = xm - xi
Xpl = xp - xi
ymp = ym - yp
¥YP) = ¥pP - ¥J
yjm = yj - ym
ymi = ym - yi
yip = yi - yp
yij = yi - yi
Zmp = zm - Zp
zpj = zp - z]J
Zjm = zj - zZm
zmi = zm - zi
zip = zi - zp
zij = zi - zj
Volume do elemento:
volume6 = xji*(zmi*yip - ymi*zip) +

xmi* (zij*yip - yij*zip} +

Xpi* (zij*ymi - yij*zmi)
Matriz do elemento.
bi = ymp * zj + ypj * zm + yjm * zp
bj = ymi * zp + yip * zm - ymp * zi
bm = yij * zp - yip * zj - ypj * zi
bp = bi + bl + bm
¢i =z2mp * xj + zpj * xm + zjm * =xp
c} = zmi * xp + zip * xm - zmp * xi
cm = zij * xp - zip * xj - zp3j * xi
cp = ci + cj + cm
di = ypj * xm + ymp * xj + yjm * xp
dj = ymp * xi - {ymi * xp + yip * xm)
dm = yip * xj + vypj * xi - yij * x=p
dp = di ~ (dj + dm)
Xxc = 1/ (6*volumeb)
xe (iel, 1) xc* {xkx*bi*bi + xky*ci*ci + xkz*di*di)
xe ({iel, 2) = xc* (xkx*bi*bj + xky*ci*cy - xkz*di*dj}
xe (iel, 3) = xc* (xkx*bi*bj + xky*cj*cj + xkz*dj*dj)
xe {iel, 4) = xe* (xkx*bi*bm + xky*ci*cm - xkz*di*dm)
xe {iel, 5) xc* (xkx*bj*bm + xky*cj*cm + xkz*dj*dm)
Xe (iel, 6) = xc* (xkx*bm*bm + xky*cm*cm + xkz*dm*dm)
xe (iel, 7} = - Xc*(xkx*bi*bp + xky*ci*cp + xkz*di*dp)
xe (iel, 8} = Xc* (xkz*dj*dp - xkx*bj*bp - xky*cji*cp)
xe (iel, 9} = xc* (xkz*dm*dp -~ xzkx*bm*bp - xky*cm*cp)
xe (iel,10) xc* (Xkx*bp*bp + xky*cp*cp + zkz*dp*dp)

10*Nel; 173 flops

Tabela 2.1: Algoritmo para o calculo da matriz de “rigidez” do elemento tetraédrico, explorando-

se a simetria - memoria ocupada e flops.
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Explorando a deficiéncia de posto da matriz de “rigidez”.

A deficiéncia de posto da matriz de rigidez do elemento se caracteriza como grande vantagem
para implementa¢do computacional, expondo a caracteristica de redundéncia de informagdes
desta, mais especificamente, da banda triangular superior [2]. Ou seja, através de alguns
elementos da matriz todos os restantes sdo calculados. Essa caracteristica influi diretamente na
redugdo dos requisitos de memoria necessaria. Globalmente, o desempenho seria negativamente
afetado, pois implicaria na necessidade de operagdes de ponto flutuante extras, para cada
elemento. No entanto, durante as operagdes de multiplicagio matriz-vetor elemento por
elemento, os coeficientes omitidos ndo sdo explicitamente calculados, acarretando no
aproveitamento de diversas parcelas comuns, ou seja, menor nimero operagdes de ponto

flutuante.

A deficiéncia de posto da matriz de rigidez do elemento tetraédrico € verificada através da analise
das equagdes (2.18) e (2.19). A equagdo (2.19) possui a seguinte propriedade no dominio do
elemento
Nix, y,2) + Nix, ¥,2) + Na(x, ¥, 2) + Npfx, ¥, 2) =1, V (x, ¥, 2) € £F (2.24a)
logo, para cada né i, j, m, p, tem-se
Nix 3,29 = 1 (N, 3. 2) + Nufs, 3. 2) + Nofx, ¥, 2)) (2.245)

consequientemente, é valida a relacdo

i% = (2.24c)

i=1

e, equivalentemente para y e z.

Substituindo-se a equagdo (2.24c) para cada no, na equagio (2.18), obtém-se a seguinte relagdo,
:1 + ;:2 +Kke3 + E«i = 0: k = 1: 2: 3: 4 (225)
A Figura (2.3) apresenta os coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento

tetraédrico com um grau de liberdade por nd, explorando-se a simetria ¢ a deficiéncia de posto.
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Figura 2.3 Coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento tetraédrico com um
grau de liberdade por nd, explorando-se a simetria e a deficiéncia de posto.

O algoritmo para o calculo da matriz de “rigidez”” K® para o elemento tetraédrico, aproveitando-

se a simetria e a deficiéncia de posto, ¢ apresentado na tabela (2.2), a seguir, juntamente com a

quantidade de memoria e flops resultante por elemento.

do iel = 1, nel

Nos do elemento.

noi = itable (iel, 1)
noj = itabkle {(iel, 2)
nom = itable (iel, 3)
nocp = itable (iel, 4)

Propriedades do material.

imat = mat {(iel)

xkx = param {imat, 1)
xky = param {imat, Z2)
xkz = param {imat, 3)

Coordenadas nodais.

Xi = ®yz (noi, 1}
x} = xyz (noj, 1}
Xm = xyz (nom, 1)
Xp = xyz (nop, 1}
yi = xyz (noi, 2}
yi = ¥xyz (noj, 2)
ym = xyz (nom, 2)
yp = Xyz (nop, Z)
zi = xyz (noi, 3)
zj = xyz (nej, 3)
zm = xyz (nom, 3)
zp = xyz {nop, 3)

(continua na pdagina seguinte}
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end do

zm
Zp

XYZ

{nom,
Xyz {nop,

3)
3)

Operacoes fregquentes:

Xxji
xmi
xpi

ymp
Y]
yim
ymi
yip
vij

zZmp
zpj
zjm
zmi
zip
zi]

= xj - =xi
= xm - xi
= Xp - xi
= ym — YpP
= yp — VY]
=yj - ym
=ym - yi
= yi - yp
=yi - ¥]
= zm — zZp
= zp - z]
= zj - zm
= zm - zi
= zi - zp
= zi - zj

Volume do elemento:

volumeb

xji*(zmi*yip -

xmi* {zij*yip -
Xpi* (zij*ymi -

Matriz do elemento.

bi
bj
bm
bp

ci
cJ
cm
CPp

di
dj
dm
dp

XC

Xe
Xe
xe
Xe
Xe
Xe

5N

ypj * xm
ymp * xi
yip * xj
di - (d3

Il

1)
2})
3)
4)
5}
6)

(iel,
(iel,
(iel,
(iel,
(iel,
(iel,

I

yop * zj + ypj *
ymi * zp + yip
yij * zp - yip *
bi + bj + bm

zmp * %3 + zpj *
zmi * xp + zip
zij * xp - zip *
ci + cj + cm

+ 4+ 1+

ZIn
ZIn

z]

*

Xm
Xm
x]

*

ymp ¥ xj + yim
{(ymi * %xp + yip
ypj * xi - yij

dm)

um sexte/volumed

Xo* (kkx*bi*bhj
xc* (xkx*bi*bm
®xc* (xkx*bj*bm
xc* (xkx*bi*bp
xc* (xkz*dj*dp

ymi*zip) +
yij*zip} +
yij*zmi}
+ yim * zp
- ymp * zi
- ypj * zi
+ zjm Xp
- zmp xi
- zpj b:41
* ¥p
* xm)
* ¥p
+ xky*ci*ci
+ xky*ci*cm
+ xky*ci*cm
+ xky*ci*cp
- xkx*bj*bp
xkx*bm*bp

xc* (xkz*dm*dp -

xkz*di*dj}
Xkz*di*dm)
xkz*dj*dm)
xkz*di*dp}
xky*cj*ep)
xky*cm*cp)

6*Nel; 137 flops

Tabela 2.2: Algoritmo para o calculo da matriz de “rigidez” do elemento tetraédrico, explorando-

se a simetria e a deficiéncia de posto - memoria ocupada e flops.
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Observa-se que a utilizagdo da deficiéncia de posto implica numa redugio da demanda de

memoria em 40% e no numero de flops em 21%, em relagdo & implementag¢do convencional.
Vetorizagdo e Paralelizacdo.

Ambos algoritmos expostos nas tabelas (2.1} e (2.2) possuem caracteristicas favoraveis a
vetorizagdo pois ndo ha qualquer tipo de inibidor. Equivalentemente, a paralelizagdo dos codigos
também & possivel, ja que o escopo de dados é favoravel, além do codigo se caracterizar por um
lago unico (stand-alone) integralmente particionavel, ndo apresentando portanto, regides
redundantes, criticas ou seriais. Utilizando-se as facilidades de aurotasking do sistema Cray, a

paralelizagdo dos algoritmos destas tabelas nfo apresenta maiores dificuldades.

2.1.2.2. Elementos triangulares.

A equagdo geral (2.9), em duas dimensdes, torna-se

LD P e

Discretizando-se o dominio {2 em elementos triangulares, conforme a figura (2.4), pode-se

reecrever a equagéo (2.14) como

e ﬂvﬁ dvf mi ﬂv}'
K,.jz_[,,[kx * ath s o kb @27

Com a fungdo de interpolago nodal para cada elemento, e ¢ dada por
a+b,x+cy

N=="732

(2.28)

com
Q=X Vn—Xn)V;
b =Y, 7V = Vi (2.29)
C =X, —X, =X,

com 0s outros coeficientes obtidos através da permutagdo ciclica dos subscritos na ordem i, j, m,

e
L x |
24 =11 x;, y,|=2(4reado tridngulo ijm) (2.30)
1 x, Vn
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Figura 2.4. Elemento trianguiar - incidéncia nodal: ijm.

Aplicando-se as equagdes (2.28) e (2.29) na equagio (2.27), obtem-se a matriz de rigidez para o

tridngulo, conforme

. 'fb,.b,. b b, bb~| . Irc,c G c,.c,,,1| .
K*=7> b b b b, 4—” ¢, Cy (2.31)
Lsim. J Lszm C,, mJ

Com o vetor independente, devido a (), dado por

1
fe= —Q—3A IIL (2.32)
l

Aspectos computacionais - elementos triangulares.

A figura (2.5) apresenta os coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento

triangular, explorando-se a simetria.

1 2 4
K- 3 5
6

Figura 2.5: Coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento triangular, explorando-
se a simetria.
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O algoritmo para o calculo da matriz de rigidez K° para o elemento triangular € apresentado na

tabela (2.3), a seguir, juntamente com a quantidade de memoria e flops resultante por elemento.

do iel = 1, nel

Nos do elemento.

neol = itable (iel, 1}
noZ = itable {iel, 2)
no3 = itable (iel, 3}

Propriedades do material.

imat = mat {iel}

xkx = param (imat, 1)
xky = param (imat, 2)
thic = param (imat, 3}

Coordenadas nodais.

=1 = xyz (nol, 1)
X2 = XyzZ (no2, 1}
X3 = xyz (no3, 1)
vl = xyz (nol, 2)
y2 = xyz (noc2, 2}
¥3 = xyz (no3, 2}

Area do elemento.

x21 = x2 - x1
yi2z =yl - y2
¥31l = y3 - ¥yl
®x31 = x3 - x1
area = .5d0* (x21*y31+x31*yl2)}

Matriz do elemento.

32 = 23 - x2

y23 = y2 - y3

xe = ,25d0*thic/area

xe (iel,l) = xor {kn*y23*y23 + xky*x32*x32)
xe (iel,2) = xe* (xkx*y23*y31l - xky*x32*x31)
xe (iel,3) = xc* (xkx*y31*y31 + xky*x31*x31)
Xe {iel,4) = ®e* (xkx*y23*yl12 + xky*x32*x21)
xe (iel,5) = xo* (xkr*y31l*yl2 - xky*x31*x21}
Xxe (iel,6) = - xc*(xkx*yl2*yl2 + xky*x21*x21)

end do

6*Nel; 50 flops

Tabela 2.3; Algoritmo para o célculo da matriz de “rigidez” do elemento triangular, explorando-
se a simetria - memoria ocupada e flops.
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Explorando a deficiéncia de posto da matriz de “rigidez”.

A deficiéncia de posto da matriz de rigidez do elemento triangular ¢ completamente equivalente

ao elemento tetraédrico. As mesmas dedugdes s3o validas, agora em 2D. Ou seja,

Nix, ) + Nix, 3) + Nu(x, ) =1,V (x, ) e &F (2.33a)
e para cada n¢é i, j, m, tem-se
Nifx, ) = 1 - (Nifx, 3) + Nu(x, 3)) (2.33b)

conseqiientemente, ¢ valida a relagio
i
a'bc

i=1

(2.33¢)

e, equivalentemente para y.

Substituindo-se a equagdo (2.33c) para cada nd, na equagio (2.27), obtém-se a seguinte relagdo
correspondente a deficiéncia de posto da matriz de rigidez,

KG+KL+K,=0, k=123 (2.34)
A figura (2.6) apresenta os coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento

triangular, explorando-se a simetria e a deficiéncia de posto.

Figura 2.6: Coeficientes armazenados para matriz de rigidez do elemento triangular, explorando-
se a simetria e a deficiéncia de posto.

O algoritmo para o calculo da matriz de “rigidez” K* para o elemento triangular, aproveitando-se
a simetria e a deficiéncia de posto, ¢ apresentado na tabela (2.4), a seguir, juntamente com a

quantidade de memona e flops resultante por elemento.
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end do

do iel
Nos
nol
no?

no3

Prep

imat =

xkx
xky
thic

1, nel

do elemento.

= itable {iel, 1)
= itable {iel, 2)
= itable {iel, 3)
riedades do material.
mat {iel}
= param (imat, 1}
= param (imat, 2)
= param (imat, 3)

Coordenadas nodais.

xl
%2
x3
vyl
y2
¥3

Area
x21
yl2
y31l
x31
area

Matr

x32
y23

XxC
xe |(

xe |
xe |

= xyz {(nol, 1}

= xyz {no2, 1}

= xyz {no3, 1}

= xyz {nol, 2}

= xyz {nc2, 2}

= xyz {(no3, 2}

do elemento.

= x2 - x1

=yl - y2

=y3 - yl

x3 - x1

= ,5d0* {(x21*y31+x31+*yl2)
iz do elemento.

= x3 ~ x2

= y2 - y3

= ,25d0*thic/area

iel,l) = xc* (xkx*y23*y31l - xky*x32%x31)
iel,2) = xc*(xkx*y23*yl2 + xky*x32*x21)
iel,3) = xc*(xkx*y31*yl2 - xky*x31*x21)

3*Nel; 31 flops

Tabela 2.4: Algoritmo para o calculo da matriz de “rigidez” do elemento triangular, explorando-
se a simetria ¢ a deficiéncia de posto - memoria ocupada e flops.

Observa-se que a utilizagdo da deficiéncia de posto implica numa redu¢dio da demanda de

memoéria em 50% e no numero de flops em 38%, em relag3o a implementagdo convencional.
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Vetorizacdo e Paralelizagdo.

Os algoritmos apresentados nas tabelas (2.3) e (2.4) sdo equivalentes aos seus correspondentes
em 3D, sendo validas as mesmas consideragdes. Portanto, nio apresentam dificuldades de

vetorizagio e paralelizag&o.

2.2. Solugdo iterativa - Método dos gradientes conjugados.

A partir deste item, serdo utilizados outros nomes para as variaveis das diversas grandezas
envolvidas - nomes estes correspondentes aos usuais na literatura pertinente - com o objetivo de
facilitar a leitura e o entendimento do leitor. Tal modifica¢@o aplicada ao sistema de equagdes
(2.13) gera

Ax=b (2.133)
O sistema de equagdes algébrico (2.13a), onde A é uma matriz esparsa, simétrica, positiva e

definida, X é o vetor de incognitas nodais e b é o vetor de termos independentes, é resolvido,
geralmente, por um método direto de solugdo baseado no processo de eliminagio de Gauss, onde
a matriz A pode ser armazenada em banda, perfil ou de forma esparsa. Entretanto, as estratégias
de solugio direta podem se tornar inviaveis para a analise de problemas envolvendo um nimero
grande de equagdes devido principalmente ao enorme esforgo computacional e demanda de
memoria. Meétodos iterativos de solugdo requerem comparativamente menos memoria, no
entanto o numero de operagdes de ponto flutuante para atingir a solugdo n3o é conhecido a priori,
¢ depende de caracteristicas proprias do sistema de equagdes. Por outro lado, estes métodos sdo
adequados as novas arquiteturas de computadores onde estio disponiveis facilidades de

vetorizagdo e eventualmente, paralelizagdo das diferentes tarefas do processo de solugio.

O Meétodo dos Gradientes Conjugados [3] explora o fato de que a solugdo do sistema de

equagdes (2.13a) equivale 4 minimizagio do funcional quadratico ou funcional de energia

_1
)

A convergéncia do Método dos Gradientes Conjugados é proporcional a razdo entre 0 menor € o

x'.Ax-x".b (2.35)

maior autovalor do espectro de A, A, e A; respectivamente. Ou seja, a grandeza

k(A)= % (2.36)
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¢ denominada razio espectral ou numero de condicionamento espectral, mede a eficiéncia do
método numérico. Quando kfA) — 1 o método ¢ eficiente. Caso contrario, quando a razio
espectral se apresenta muito maior que a unidade, torna-se necessario a utilizagio de uma técnica
de pré-condicionamento. Esta tem como efeito reduzir o nimero do condicionamento espectral,
conseqilentemente, diminuir o nimero de iteracdes para obtencgio da solugdo.
Logo, com o objetivo de atingir uma convergéncia mais rapida, o Método dos Gradientes
Conjugados pode ser aplicado a um sistema equivalente ao original, mas que tenha sido pré-
condicionado. Pré-multiplicando-se a equago.original do sistema pela matriz ndo singular B,
B'Ax=B'b (2.37)
e aplicando-se o Método dos Gradientes Conjugados ao sistema pré-condicionado acima, obtém-
se o algoritmo dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado, cujos principais passos séo

apresentados na tabela (2.5) a seguir:

Passo 1: Inicializar

k=0

Xp = dado (usualmente xp = 0)
rp = b-4 X

po=2=B"r

Passo 2: Atualizar solugdo e residuo

k=k+ 1

a, = rkr-] . z;z-] / (p:'-J -A pk-J‘)
Xp =Xps t G Pr

n=rg-o A DPry

Passo 3: Atualizar a diregdo conjugada

w=B'r
Be=15 .2 / (K. 2.4)
p= 2.+ B, b,

Passo 4: Verificagdo da convergéncia

Se (1 . 2, )"'? <tolerdncia . (1} . 79)'? entdo
se (rf . n)"? < tolerdncia. (v} . 1,)"? entdio
vd para o passo 2
fim se
sendo
vd para o passo 2
fim se

Tabela 2.5: Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado.
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Em geral, uma matriz de pré-condicionamento B para ser eficiente, deve atender alguns requisitos
basicos: seus componentes devem ser facilmente determinados além de ndo necessitar
armazenamento excessivo em relagio a matriz A; a solugdo do sistema B z. = r; deve ser mais
eficiente que a solu¢@io do sistema A x = b, ja que o mesmo sera resolvido a cada iteragdo do

algoritmo.

O pré-condicionador implementado neste trabalho chama-se pré-condicionador diagonal ou de

Jacobi e ¢ definido por
B; =(A;] i=1..,n (2.38)
Este pré-condicionador ¢ de facil implementag@o, envolve baixo numero de operagdes ¢ tem

efeito favoravel no escalonamento de variaveis de grandezas dimensionais diferentes.

Aspectos computacionais - Método dos Gradientes Conjugados.
Vetorizagdo e Paralelizagdo do MGC.

O algonitmo do MGC apresentado na tabela (2.5) possui operagdes com um alto potencial de

vetorizagio e paralelizacdo. Estas sdo as seguintes:

(1) Atualizacdo de vetores: x=x+ o p

Esta operagdo, conhecida como SAXPY, na terminologia empregada no BLAS (Basic Linear
Algebra Subroutines) [4], corresponde a uma unica instrugéo vetorial. De forma geral, operagdes
desta natureza sio executadas de maneira bastante eficiente na maioria dos computadores

vetoriais/paralelos com arquitetura de memoria compartilhada.

(i) Produtos internos: o = r'.r

Esta operagdo corresponde a uma unica instru¢do vetorial e os comentarios do item anterior s3o

também validos aqui.

(iit) Produto matriz-vetor: v=A p

De acordo com Dongarra [4], produtos matriz-vetor podem, em muitas situagdes, serem

computados com uma eficiéncia comparavel as operagdes anteriores. Isto € tdo verdadeiro
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quanto mais regular for a estrutura da matriz A. Entretanto, para matrizes esparsas, como as
encontradas no Método dos Elementos Finitos, o desempenho pode ser seriamente

comprometido.

Devido a estas consideragdes, e ao fato de no Método dos Elementos Finitos a matriz global A é
construida através de contribuiges individuais dos elementos, torna-se mais eficiente, segundo
Hayes e Devloo [3], se avaliar o produto matriz-vetor a nivel de elemento. Esta estratégia, apesar
de requerer um nimero maior de operagbes aritméticas tem a sua eficiéncia relacionada ao fato
que efetuando-se as operagdes a nivel de elemento ndo ha a necessidade de introduzir nenhuma
estrutura de dados adicional aquelas ja presentes no Método dos Elementos Finitos. Além disso,
elimina-se a necessidade de armazenamento e tratamento da matriz esparsa A. Existem algumas
alternativas para a implementagdo do produto matriz-vetor a nivel de elemento, estudadas por
Coutinho ef al [6]. A estratégia adotada no presenta trabalho seria apresentada em detalhe

adiante.

(iv) Determinagédo da solugio do sistema Bz =r

No caso do pré-condicionador diagonal adotado, esta operagdo ¢ equivalente a um produto
escalar ¢ ndo causa maiores problemas no que diz respeito & vetoriza¢do/paralelizagdo. Deve-se

salientar que se armazena o inverso da diagonal.

Multiplicacdo matriz-vetor elemento por elemento - aspectos gerais, vetorizacdo e

paralelizagdo.

No esquema de multiplicagio matriz-vetor elemento por elemento, a matriz A nunca ¢

explicitamente formada, sendo o produto na verdade calculado como,

Ned

Ap=2.A,p

e=1

(2.39)

e

onde Nel ¢ o numero de elementos da malha, A. € a matriz de elemento e p. sio as componentes
de p restritas aos graus de liberdade do elemento. As matrizes de elemento sio armazenadas
levando-se em conta sua simetria, ¢, eventuaimente, a sua deficiéncia de posto, em um arranjo
A(Nel, knd), onde knd = 0,5 * nd * (nd + 1) - (posto + 1) é o niimero de termos no tridngulo

superior de A,, nd € o nimero de graus de liberdade do elemento e posto é .o posto da matriz A..
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Desta forma, a multiplicagio matriz-vetor € efetuada nos seguintes passos, para cada elemento:

(1) Localize as componentes do arranjo giobal p para os graus de liberdade do elemento, ou seja,

restrinja p a pe;

(it) Compute o produto matriz-vetor ap. = A, p.;
(1i1) Espalhe o resultado ap. para os graus de liberdade globais do problema, ou seja, espalhe ap.

para ap, acumulando os resultados.

As operagdes de localizagdo item (i), ¢ espalthamento item (iii) ou globalizag@o, sdo efetuadas
através de um arranjo /m(Nel, nd). Este arranjo, que define o mapeamento entre os graus de
liberdade locais do elemento e os graus de liberdade globais do problema é uma estrutura de
dados presenta na maioria das implementagdes do Método dos Elementos Finitos [7]. Se Im(i, j)

for igual a zero, entdo a equagédo global correspondente foi eliminada da analise.

As tabelas (2.6) e (2.7) apresentam, comparativamente, os algoritmos de multiplicagio matriz-
vetor para os casos 2D e 3D, respectivamente, aproveitando-se a simetria somente e
aproveitando-se a simetria ¢ a deficiéncia de posto. As tabelas apresentam o total de

enderecamentos indiretos e flops para cada caso.
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Algoritmo com simetria

Algoritmo com simetria e deficiéncia de posto

do ke = 1, Nel
gather global components of 'p'
neql = lm{ke,1}
neqz2 = 1lm{ke,2)
neq3 = lm(ke, 3}
pl = p(neqgl)
p2 = p{neg2)
p3 = p{neg3)
ebe matrix-vector multiplication
for all elements in this block
812 = s(ke, 2)
513 = s(ke, 4)
523 = s{ke, 5)
apl = s{ke,1}*pl + s12*%p2 + s13*p3
ap2 = s12*pl + s(ke,3)*p2 + s23*p3
ap3 = s13*pl + s23*p2 + s(ke,d)*p3
scatter and add global 'ap'
ap{negl) = ap({neqgl) + apl
ap({neg2) = ap(neq2) + apZ2
ap(neg3) = ap(neqg3) + ap3

end do

scatter and add global

do ke = 1, Nel
gather global components of 'p!
neql = 1lm{ke, 1}
neq2 = lm(ke,2)
neq3 = lm(ke, 3}
pl = pinegl}
p2 = pi{negZz}
p3 = pi{neg3}
ebe matrix-vector multiplication for
all elements in this block
812 = s{ke, 1}
513 = s{ke, 2)
523 = s{ke, 3)
apl = s1Z2* (pZ2-pl)
apZ = s1l3*(p3-pl)
ap3 = s23* ({p3-p2)

'ap|

ap(neql) = ap{neql) + apl + ap2

ap(neg2) = apineq2) - apl + ap3

ap{neqg3) = ap(neg3) - ap2 - ap3
end do

9 e/i; 18 flops - 2D

9 e/i; 12 flops - 2D

Tabela 2.6. Multiplicagdo matriz-vetor para o elemento triangular.
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Algoritmo com simetria

Algoritmo com simetria e deficiéncia de posto

do ke = 1, Nel
gather global components of 'p!

lm{ke, 1)
1lm(ke, 2)
lmike, 3)
Ilm{ke, 4)

plneqgl)
p(neg2}
p (neg3)
p{negd)

ol
W
i nn

ebe matrix-vector multiplication for
all elements in this block

apl = s(ke, 1)*pl + s{ke, 2)*p2 +
s(ke, 4)*p3 + s({ke, 7)*pd

s{ke, 2)*pl + s(ke, 3)*p2 +
s(ke, 5)*p3 + s(ke, 8)*pd

ap2
ap3 = s(ke, 4)*pl + s(ke, 5)*p2 +
s{ke, 6)*p3 + sike, 9)*pd

apd = s{ke, 7)*pl + sike, 8)*p2 +
s{ke, 9)*p3 s(ke,10) *pd

+

scatter and add global 'ap'

ap{neqgl) = ap{neqgl) + apl

ap{neq2) = ap(neq2) + ap2

ap{neq3) = ap{neq3) + ap3

ap{negd) = ap(neqgd) + apid
end do

do ke = 1, Nel

gather global components of 'p°’

negl = 1m(ke,1)
neqZ2 = lm(ke, 2}
neqg3 = lm{ke, 3}
neg4 = lm{ke, 4}
pl = pinegl)
p2 = pineqg2)
p3 = p{neq3)
pd = pl{neg4)

ebe matrix-vector multiplication for
all elements in this block

slp2pl = s(ke, 1) * (p2 - pl)
s2p3pl = s{ke, 2} * (p3 - pl}
s3p3p2 = s{ke, 3} * (p3 - p2}
s4pdpl = si{ke, 4) * (pd4 - pl}
s5p4p2 = s(ke, 5) * (p4 - p2)
s6pdp3 = s{ke, 6) * (pd4 - p3}

scatter and add global 'ap'

ap(negl) = api{negl) + slp2pl +
s2p3pl + sdpdpl
ap(neg2) = apf{neg2) - slpZpl +
s3p3p2 + s5pdp2
ap (neg3) = ap{neq3) - sZp3pl -
s3p3p2 + s6pdp3
ap(neg4) = api{negd} - sdpdpl -
s5pdp2 - s6pdp3
end do

12 e/i; 32 flops - 3D

12 e/fi; 24 flops - 3D

Tabela 2.7: Multiplicagio matriz-vetor para o elemento tetraédrico.

A alternativa de aproveitamento do posto da matriz de elemento é apresentada, neste trabalho,

como vantagem (e de fato, €) na otimizagdo do produto matriz-vetor e ocupagio de memoria em

relagdo ao procedimento convencional. Assim, é interessante analisar qualquer outra alternativa

possivel para otimizagio destes aspectos. Gijzen [8] sugere como alternativa otimizadora do

produto matriz-vetor a seguinte metodologia:

Nel

A x=diag(A).x + ZI(AB ~diag(A,)) x, =ap (2.40)
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O algoritmo correspondente possui 0 seguinte aspecto:

Espalhar e acumular os vetores p, no arranjo global do problema p;
Computar o produto diag(A).p;
Para cada elemento _
Localizar as componentes do arranjo global p para os graus de liberdade
do elemento, ou seja, montar p,;
Computar ap, = (4. - diag(A,)).p.;
Espalhar o arranjo local ap. para os graus de liberdade globais do

problema ap, acumulando os resultados.

O algontmo acima tem as seguintes caracteristicas quanto a memoria € desempenho:

Parametros 2D 3D
flops 12*nel + nnos 24*nel + nnos
ef 12%*nel 16*nel

Tabela 2.8: Flops e e/i do algorimo de multiplicagdo matriz-vetor de acordo com Gijzen [8].

Portanto, apresenta desvantagem em flops, e/i em relagdo aos algoritmos que exploram a
deficiéncia de posto nas tabelas (2.6) e (2.7), além da necessidade de armazenar a diagonal da

matriz de rigidez global.

Observa-se que os algoritmos nas tabelas (2.6) e (2.7) apresentam um potencial inibidor de
vetorizagio na operagdo de espalhamento, uma vez que diversos elementos podem concorrer no

mesmo nd (ou equagio). Isto introduz claramente uma dependéncia recursiva de dados.

A solugiio para esta recursdo global, sugerida por Hughes ef al [9] e Ferencz [10], é de se
agruparem os elementos em blocos internamente disjuntos, onde nenhum elemento possua um né
(grau de liberdade) comum. Com isso, os elementos serdo agrupados em Nblock blocos de
maximos tamanhos possiveis, correspondendo a um padrdo ilustrado na figura (2.7), para uma
malha de elementos triangulares em duas dimensbes. Este agrupamento em blocos disjuntos é
equivalente a um algoritmo de coloragdo de malhas, onde se atribui 4 cada elemento uma cor

diferente de seus vizinhos.
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Figura 2.7. Reordenag¢do dos elementos em blocos disjuntos pelos nds - elementos de mesma cor
ndo possuem nds em comum.

O agrupamento dos elementos em blocos disjuntos pelos seus nds, gera a seguinte modificagdo

nos algoritmos apresentados nas tabelas (2.6) e (2.7), conforme a tabela (2.9) a seguir:

elem = {
do bloce = 1, total_de blocos
nvec = elemblk(bloco)
do ke = elem + 1, elem + nvec
{(iteragdes em paralelo}
end do
elem = elem + nvec
end do

Tabela 2.9: Alteragio nos algoritmos de multiplicagio matriz-vetor para elementos triangulares e
tetraédricos, correspondente 4 blocagem dos elementos em blocos disjuntos pelos nds.

Dessa forma, o lago mais interno, além de perder todas as caracteristicas inibidoras de vetorizagio
(visto que n3o ha mais dependéncia recursiva no calculo do residuo) torna-se um lago isolado,
integralmente particionavel, possibilitando o paralelismo (autotask). Este lago tem entdo suas
iteragdes distribuidas entre as diversas CPU’s para ser executado concorrentemente, visto que 0s
agrupamentos (cores) sio completamente independentes entre si, possibilitando o paralelismo sem

efeitos desfavoraveis no calculo do residuo.
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CAPITULO 3

Método dos Elementos Finitos Baseado nas Arestas dos Elementos

Neste capitulo € apresentado o método dos elementos finitos, para elementos triangulares e
tetraédricos, com uma abordagem voltada para a estrutura de dados baseada nas arestas dos
elementos [11]. Visando a simplicidade, para elementos triangulares € apresentado também, o
método combinado elementos finitos/volumes de controle [12], EFVC, objetivando a ilustragio e

vahidag@o reciproca para este tipo de tratamento de dados.

E importante observar que, em duas ou trés dimensdes, cada aresta necessita somente de um
coeficiente para a montagem de sua matriz em problemas com um grau de liberdade por né. Isto
implica em vantagens computacionais de manipulagio e armazenamento destes, ainda que o
nimero de arestas seja sempre maior que o numero de elementos. Esta afirmativa torna-se clara e
¢ constatada, apos a observagido dos resultados dos exemplos analisados, apresentados ao final

deste capitulo.

Devido ao relacionamento simples das arestas com seus coeficientes, tais vantagens de
manipulacdo podem ser vastamente exploradas, gerando ainda ganhos adicionais referentes a
flops e enderecamentos indiretos (e/i). Baseado nestes principios, € proposta entio, uma
ordenacdo da lista de arestas gerando agrupamentos de 6, 3 e 1 arestas em fungdo de seus nds
comuns, reduzindo o total de flops ¢ efi, caracterizando-se entdo, como um excelente e vantajoso
artificio para o aumento do desempenho computacional durante as vérias avaliagdes dos residuos,
conseqiientes da utilizagdo de métodos iterativos de solugiio do sistema de equagdes [13]. As
consideracdes relativas aos aspectos computacionais de vetorizago e paralelizagdio, expostas na
formulagdo convencional por elementos, sio também verificadas aqui. A estratégia de
multiplicagdo matriz-vetor elemento por elemento, gera a correspondente aresta por aresta, sem
modifica¢des significativas dos algoritmos para elementos, podendo ser otimizada através do

artificio dos agrupamentos “6317, ja citados.

Assume-se¢ que os dados referentes as malhas de elementos finitos ja existam de forma

convencional. Portanto, as informagdes geométricas e topologicas da malha sao manipuladas de
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forma a gerar uma nova estrutura de dados baseada nas arestas dos elementos. A técnica de
Tabela de Espalhamento (Hash Table) é proposta para esta montagem e se analisa seu

desempenho em diversos exemplos [14, 15, 16].
3.1. Estrutura de dados baseada nas arestas do elemento triangular.

Método combinado elementos finitos/volumes de controle -EFVC.

O método EFVC em malhas ndo estruturadas, foi proposto para aplicagio em dindmica dos
flurdos computacional na solugio das equagdes de Navier-Stokes entre outras, devido as

seguintes vantagens desta combinagZo:

« facilidade na modelagem de dominios complexos, bem como o refinamento local
consistente, por elementos finitos em relagdo a técnica de diferengas finitas;

« reducdo dos efeitos de orientagio de malha;

« 0 principio da conservagio de massa permite uma interpretagdo fisica direta do

sistema de equagdes discreto resultante.

Esta técnica utiliza fungdes de interpolagdo lineares (eq. (2.17) e eq. (2.26)) para avaliar o fluxo
do potencial através do contorno dos volumes de controle e as equagdes de balango em cada

volume de controle.

Para se analisar o processo de discretizagdo pelo EFVC, sera usada a forma integral da equagdo

{2.6) considerada no dominio £2do volume de controle, conforme a figura (3.1), ou seja
| 0do =] V' (k&) (3.1)
Aplicando-se o teorema da divergéncia de Gauss, tem-se

|, 0d2 = | kv uds (3.2)

onde N é o vetor unitario, normal e externo ao contorno S do volume de controle, conforme a

figura (3.1).
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elemento
finito

triangular

volume de controle

Figura 3.1: Volume de controle para malha de elementos triangulares construido pelo método
das medianas - centrada na célula.

A integral de superficie da equagio (3.2) corresponde ao fluxo através do contorno do volume de
controle da figura (3.1). Considere a figura (3.2), na qual € apresentado o volume de controle
correspondente a um elemento, para o nd 1. Seja £ um ponto qualquer tal que P pertenga ao
dominio £Z do elemento. Os volumes de controle deste elemento (um correspondente a cada no)
podem ser construidos ligando-se o ponto P as medianas de cada aresta do elemento (volume de
controle em célula-centrada). Sendo assim, o calculo do fluxo através do contorno C, e Cs, para
o nd 1 é dado por

u =—L}+C}kﬂ7@.nds (3.3)

1

Considerando-se o sistema de coordenadas cartesianas, e supondo o ponto P na reta que une os

pontos 2’ e 3°, para simplificar os calculos, tem-se para esta reta, a equagdo

bl( _x1+xgj+y1+y3

=———|x 3.4a
y=-1 5 > (3.42)

com o vetor N dado por

("bl ‘cl)
n=-"—p— (3.4b)
b +¢,
Assim, tem-se para ds

ds = (3.4c)
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Substituindo-se as equagdes (3.4) em (3.3), tem-se, em coordenadas cartesianas,

od oD
(k —b +k _51—6‘)
u, = Icﬁc, ” dx (3.5)

volume de

conirole 1

i

Figura 3.2: Volume de controle para o elemento triangular.

Conforme as equagdes (2.11) e (2.26), tém-se para os valores das derivadas parciais em @

o0 _op c?(a +bx+cy}p b

& & a\. 24 =24% (3.62)
é’@~é’_qa_£(a+bx+cy]m_cidj 3 6
@/ —@ (3) 2A J—ZA i ( )
As equagdes (3.6a) e (3.6b) em forma matricial ficam
é'__@ réNl ZAP dV3-|@ @
Iz }“| & & & |t _il—bl b, b3‘|¢: -"-LB .\
BTN, N, N, lzJ—MLCI ;, C3Jl ZJ—M 3.7)
) 5 & 3o P,

E importante notar que, para fungdes de interpolago lineares, a matriz B é constante, ou seja, as

derivadas éN/ck e ON/&) sdo constantes dentro do elemento. Substituindo a equaggo (3.7) na

equacgdo (3.5) e, levando-se em conta a relagdo
[ gl
C+C, T

2
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tem-se

l_k b, (ib‘ )+ kycl(ic,.

i=1 i=1

Equivalentemente para #; e %3 Assim, na forma matricial tem-se

u=B'kB.®
que expandido, fica
Pz+m R S
U=L -1y i+1, T,
~1s -y, I5+T5

onde

o)

f

kbb +k.cc,
7:;:{ J4A}’ JJ, I?f_]

€ o coeficiente, Unico, de cada aresta de incidéncia If do elemento. A matriz de coeficientes

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(.11)

(3.10) ¢ simétrica, com os elementos da diagonal iguais as somas negativas dos demais, em cada

linha, fora da diagonal.

Pode-se definir para cada aresta de cada elemento

e___’_Tiz _7;2_'
w=lon, T, |
pﬁfm ~T;, |
13___];3 713.]
Te_-Tza _23-|
s=-n, 1, ]

(3.12a)

(3.12b)

(3.12¢)

Considerando-se a figura (3.3), contribui¢io de dois elementos vizinhos pela aresta 23, ¢ dada por

l- Tp+Th T4+ Tzz?,)]

T4 =
BolA(Ts+T5) Tn+T3
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Figura 3.3: Compartilhamento de aresta por elementos triangulares

Os termos correspondentes aos fluxos nos volumes de controle 1, 2 e 3 do elemento, sio

=-|Ts(®, - @) + T3(@, - 9)] (3.142)
Uy = —[11; @ -0,)+ TP, - )| (3.14b)
=-|T5(® - &) + T30, - )] (3.140)

Elementos finitos.

Efetuando-se os produtos da matriz de coeficientes para elementos triangulares - equagdo (2.29) -
tem-se

| Irk b+ ke, kb, ke, kb +k clc3-i
CAf= 4Alcbb +k,c,c, k.bb, +kc2c2 k.bby + kcyc, (3.15)
L’cxb:,b1 +kcic kb, + ke, kbbb + ke J

Porém, observando-se a propriedade entre os coeficientes da matriz da equagfo (3.15), tem-se

kbib) + ke = -(kbiby + kcicy - (kbibs + kcicy (3.16a)
kiboby + kcacy = (kb + ko) - (kbabs + kcacs) (3.16b)
kebsbs + kcscs = -(kubsh; + kycscy) - (kubsbs + kycscy) (3.16c)

Pode-se definir, portanto, das equacgoes (3.16), o coeficiente para cada aresta do elemento dado

pela equagdo (3.11). S#o validas as equagdes (3.10) a (3.14).

Logo, no caso da equagdo quasi-harménica em 2D, os dois métodos (EFVC e EF) sdo

completamente equivalentes.
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3.2. Estrutura de dados baseada nas arestas do elemento tetraédrico.

Considerando-se a equagdo (2.22c), a equagdo para a matriz de rigidez do elemento tetraédrico

(2.20) possui a seguinte propriedade entre seus elementos:

kb, +kcc +kdd =-{kbb, +kcc, +kdd,)

¥y bl bl

—(k,b,6, + k,cic, +odd, )

x-iTm

—(k,b8, +k,cc, +k,d,d,)

zi%p

kbb, vkycc, +hdd =-{kbb +kcc +kdd)

x™j¥i yoivi SN s

—(k,B,b,, +k,c 0+ kd,d,)

z¥ Y% m

—(k,bb, + ke, +k,d,d,)

P
kbobn+k,CoCo+kdd, =k b,b, +k coc +kd,d)
~(k,b,b, + Ky, +kod,d)

~(kb,8, +k,coc, +k.d,d,)

x“m~p z7mTp
kb, +k,c,c, +kd,d, =kbp +kce+kdd)

~(kb,b, +kyc,c, +k.d,d,)

zZepTl

—{k.b,b, +k,c e, +kd,d,)

(3.17a)

(3.17b)

(3.17¢)

(3.17d)

Pode-se entéo, definir em fun¢io das equagdes (3.17), o termo 7} para cada aresta #j do elemento

como

]mt{hh@+hqg+h4@]
g = ’

e
36/ /
Verifica-se que 77 =T
Portando, a matriz de rigidez (2.20) pode ser reescrita como
T+1p+1T; I L I
we | I LieInely T T,
-1, T, I+l T
-7 -T; Ty DT+ T
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Pode-se definir uma parcela para cada aresta de cada elemento
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3.3. Solugdo tterativa.
Método dos gradientes conjugados.

A distingdo relativa ao método dos gradientes conjugados, aplicado a estrutura de dados por

aresta, se concentra na estratégia de multiplicagéo matriz-vetor. Equivalentemente & abordagem
por elementos, a matriz global A, agora, é construida através das contribuigdes individuais das

arestas e, naturalmente, a estratégia de multiplicagio matriz-vetor ¢ executada aresta por aresta,

ou por agrupamentos especiais de arestas.

3.3.1. Multiplicagdo matriz-vetor aresta por aresta.

Equivalentemente ao esquema elemento por elemento, a matriz A nunca é explicitamente

formada, sendo o produto matriz-vetor aresta por aresta calculado como
Nedges
Ap = Z’;Aapa (3.22)
a=
onde Nedges é o nimero de arestas da malha, A, é a matriz da aresta e P, sdo as componentes de
P restritas aos graus de liberdade da aresta. As matrizes das arestas s3o armazenadas levando-se

em conta sua simetria ¢ a deficiéncia de posto, em um arranjo A(Nedges, knd), onde
knd = nd*(2*nd - 1) ¢ o nimero de termos para cada aresta e nd € o numero de graus de
liberdade por nd. Desta forma, 2 multiplicagdo matriz-vetor € efetuada nos seguintes passos, para

cada aresta:

(1) Localize as componentes do arranjo global p para os graus de liberdade da éresta, ou seja,
restrinja P a Pa;

(ii) Compute o produto matriz—vetof AzPa;

(iii) Espathe o resultado ap, para os graus de liberdade globais do problema, ou seja, espalhe ap,

para ap, acumulando os resultados.
As operagdes de localizagdo item (i), e espalhamento item (iii) ou globalizacdo, sdo efetuadas

através de um arranjo /m(Nedges, nd). Este arranjo € equivalente ao correspondente ja

apresentado na estratégia elemento por elemento. S3o validas as mesmas consideragdes.
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Independente da dimensdo do problema (2D ou 3D), a aresta tem sempre a mesma estrutura, ou
seja, dois nés e incidéncia (Gnica). Logo, conclui-se que para a aresta, o algoritmo de
multiplicagdo matriz-vetor é o mesmo para 2D e 3D, visto que o objeto em consideragio, nos
dois casos, € sempre uma Unica aresta. A tabela (3.1) apresenta o algoritmo de multiplicagdo
matriz-vetor aresta por aresta para os casos 2D e 3D, e o total de enderecamentos indiretos e

Sflops correspondente.

matriz-vetor aresta por aresta - 2D e 3D

do ks = 1, Nedges

. localizar as componentes glcbais de 'p°'

neqgl = lmi(ks,1)
neq?2 = lm(ks,2)
pl = pineql)
p2 = plheqg2)

. multiplicacdo matriz-vetor aresta p/ aresta para este bloco
apl = t(ks)*(pl-p2}

. espalhar e acumular 'ap' global

ap(neql) = ap(negl) + apl
ap(neq2) = ap(negZ) - apl
end do

4 flops; 6 e/i

Tabela 3.1: Multiplicagdo matriz-vetor aresta por aresta para os casos 2D e 3D.

As tabela (3.2) a seguir, compara o numero de enderecamentos indiretos e flops para as
estratégias elemento por elemento, explorando-se a simetria e a deficiéncia de posto, e aresta por

aresta, para os casos 2D e 3D.

Parimetros elemento por elemento aresta por aresta
2D 9 flops; 12 e/i 4 flops; 6 e/i
3D 12 flops; 24 e/i 4 flops; 6 e/i

Tabela 3.2: Comparagéo do nimero de enderegamentos indiretos e flops para os algoritmos de
multiplicagdo matriz-vetor elemento por elemento e aresta por aresta, em 2D e 3D. Notar que os
mimeros de enderecamentos indiretos e flops para os algoritmos aresta por aresta sao 0s mesmos

em ambos os casos 2D e 3D.
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E importante observar que, para os elementos triangulares e tetraédricos, a malha equivale
(enfocando-se as arestas) ao seu correspondente grafo nodal [17]. Existe uma associagio
intrinseca entre a matriz de rigidez do método dos elementos finitos € a topologia da maltha. Tais
propriedades topologicas podem ser exploradas através da associagio de grafos a malhas e
matrizes esparsas. Esta associagdo é extremamente util, por exemplo, para o desenvolvimento de
algoritmos de reordenagfo para redugéo de banda, perfil e frente para os problemas de elementos
finitos [18]. O tratamento por arestas vai de encontro a estas teorias, e se mostra extremamente
conveniente ao tratar cada aresta individualmente, possibilitando uma associagiio direta com os
valores dos coeficientes da matriz de rigidez e seus posicionamentos nesta. O mesmo ndo ocorre
ao se tratar o problema pelo enfoque de elementos, uma vez que estes se associam indiretamente
a matriz de rigidez através das submatrizes das matrizes de cada elemento. A figura (3 .4) ilustra,
para uma matha de quadrilateros e tridngulos, o seu correspondente grafo nodal e matriz. Notar a

equivaléncia citada, entre o grafo e malha, para os elementos triangulares.
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Matriz K

Figura 3.4. Correspondéncia entre malhas, grafos e matrizes.
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De acordo com a tabela (3.2), observa-se uma consideravel redugdo das operagdes de
enderecamento indireto e flops da estrutura por arestas, para cada aresta comparada a cada
elemento. Isto porque a estrutura de dados baseada nas arestas ¢é similar ao grafo nodal da matha,
enquanto que a estrutura de dados baseada em elementos opera em todas submatrizes, conforme
Ja mencionado. Desta forma, a multiplicagdo matriz-vetor por aresta percorre diretamente o grafo

da malha de elementos finitos.

Conforme observado nos exemplos analisados, o nimero de arestas €, aproximadamente, 1,5*Nel
em duas ou trés dimensGes. Ou seja, os valores para enderecamento indireto e flops para uma
aresta, devem ser multiplicados por este coeficiente, considerando-se toda a maltha. Esta
multiplicagfio acarreta a igualdade da quantidade de enderecamentos indiretos mas, ainda, grande
vantagem na quantidade de flops para o esquema aresta, comparativamente ao esquema por
elementos. A redugdo das operagdes de enderecamento indireto se d4 na medida em que, por
exemplo, agrupando-se duas arestas que possuem um nd em comum, em vez de 4 operagdes de
enderecamento indireto, tém-se 3. Logo, no sentido de se minimizar este esforgo, a idéia é
agrupar-se varias arestas que possuam ndés em comum para se reduzir o nimero de
repeticdes de operacies de enderecamento indireto, ou seja, uma vez que o dado foi
buscado da meméria, este tem que permanecer ¢ ser utilizade ao maiximo, nos
registradores. [Existem varias hipoteses de agrupamentos, as quais alteram diretamente a
estrutura do algoritmo de multiplicagdo matriz-vetor, caracterizando-se fortemente, um para cada
tipo de agrupamento. Mas, tais alteragdes podem ser desvantajosas em alguns casos, na medida
em que a quantidade de fTops tende a piorar muito ou o ganho na redugdo das operagdes de
enderegamento indireto ndo sdo tio significativos a ponto de justificarem o esforgo computacional

e utilizagio de memoria correspondentes a estas modificagdes nas estruturas de dados.

Os principais agrupamentos de arestas propostas por Lohner [13] sdo: estrelas (stars), super-
arestas (superedges) e cadeias (chains). Todos sao idealizados a partir do critério de operar com
o dado buscado da membdria, no espago dos registradores, 0 maximo possivel Estes
agrupamentos especiais serdo apresentados adiante, ainda neste capitulo. Conforme sera
observado, énfase for dada aos agrupamentos tipo superedges (conforme sera justificado
oportunamente), portanto, somente para estes serdo analisados os aspectos de implementagio,

vetorizaglo e paralelizag@o.
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Vetorizacdo e paralelizacdo.

O potencial mibidor de vetorizagdo na operagdo de espalhamento, contido no algoritmo de
muitiplicagic matriz-vetor elemento por elemento é, conseqiientemente, herdado pelo
correspondente algoritmo de multiplicagdo matriz-vetor aresta por aresta, conforme mostra a
tabela (3.1), uma vez que diversas arestas podem concorrer no mesmo nd (ou equagfo). Isto
introduz claramente uma dependéncia recursiva de dados. A solugdo para esta recursdo global € a
mesma determinada para a estratégia por elemento: o agrupamento das arestas em blocos
internamente disjuntos, onde nenhuma aresta possua um né (grau de liberdade) comum. Com
isso, as arestas serdo agrupadas em Nblock blocos correspondendo 2 um padréo ilustrado na
figura (3.5), para uma malha de elementos triangulares em duas dimensdes. Este agrupamento em
blocos disjuntos é equivalente a um algoritmo de coloragio de malhas por arestas, onde se atribui

a cada aresta, uma cor diferente de suas vizinhas.

Figura 3.5: Reordenac#o das arestas em blocos disjuntos pelos nos - arestas de mesma cor ndo
possuem nds em comum.

Analogamente ao caso dos elementos, o agrupamento das arestas em blocos disjuntos pelos seus

nds, gera a seguinte modificagiio no algoritmo apresentado na tabela (3.1), conforme a tabela

(3.3) a seguir:
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edge = 0
de bloco = 1, tetal de blocos
nvec = edgeblk(bloco}
do ke = edge + 1, edge + nvec
(iteragdes em paralelo)
end do
edge = edge + nvec
end do

Tabela 3.3: Alteragdo nos algoritmos de multiplicagdo matriz-vetor para arestas, correspondente
a blocagem das arestas em blocos disjuntos pelos nos.

Dessa forma, o lago mais interno, além de perder todas as caracteristicas inibidoras de vetorizagdo
(visto que ndo ha mais dependéncia recursiva no calculo do residuo) torna-se um lago isolado,
integralmente particionavel, possibilitando o paralelismo (autotask). Este lago tem entdo suas
iteragdes distribuidas entre as diversas CPU’s para ser executado concorrentemente, visto que os

agrupamentos (cores) sio completamente independentes entre si.
3.3.2. Multiplicagiio matriz-vetor por agrupamentos especiais.

3321 Stars

Este agrupamento propde a substitui¢io do lago através das arestas, por um laco através dos nos
e, um lago através de cada aresta que rodeia este nod. A seguir, a tabela (3.4) apresenta este lago e

suas caracteristicas.

do ipeointl = 1, Nnos

iedgeD iedgepo (ipointl, 1)
iedgen = iedgepeo(ipeointl,?2)

rl = apf{ipointl)
do iedge = iedge0, iedgen
ipoint2 = ien(iedge,2)

ap = t{iedge) * (rl - ap{ipoint2))

r{ipointl) = r{ipointl) + ap
r{ipeint2) = r{ipoint2) - ap
end do
end do
3 e/i; 5 flops

Tabela 3.4 Multiplicagdo matriz-vetor para estrutura de dados sfar.
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Esta estrutura de dados implica na montagem de uma matriz (IEDGEPO(n6_central, aresta))
para as arestas circundantes ao né central. Nos centrais ndo podem possuir arestas em comum, ja
que as arestas devem estar em seqiiéncia para cada né central das stars. Desta forma, so ha
necessidade de saber qual a aresta inicial (JEDGEPO(IPOINT, 1)) e a aresta final
(IEDGEPO(IPOINT, 2)) que circundam cada n6 central. O compartilhamento de uma aresta por
diferentes nos centrais impossibilita esta numeragfo em seqiiéncia. As incidéncias das arestas sdo

sempre no sentido no central-no periférico.

O maior inconveniente desta estrutura ¢ o lago central ser pequeno, nimeros comuns sio 3 para
tridngulos e 7 para tetraedros, implicando em baixa eficiéncia em maquinas vetoriais. A troca dos
lagos - interno e externo - nio € possivel pois implica na contrariedade do método. A melhor
manetra ¢ fixar os nomeros de arestas para cada star, caracterizando-as por este numero, por
exemplo: star de 4, star de 5, star de 6 arestas. Com este tipo de lago, ndo ha necessidade do
vetor IEDGEPO, pois o nimero de arestas para cada star ja esta determinado. As seqiiéncias das
arestas que circundam os nos centrais, ¢ garantida pela renumeragfio destas, ou seja, uma
reorganizagio do vetor IEDGES, sem qualquer outra estrutura adicional permanente. Para uma
malha qualquer, sempre havera conjuntos de diferentes stars, pois ndo € possivel organizar todas

arestas segundo um Gnico tipo.

A tabela (3.5) a seguir, mostra o lago correspondente ao produto matriz-vetor para uma star de 6

arestas, e suas caracteristicas.



do iedge = 1, Nedges, 6
nol = ien{iedge, 1}
nol = ien{iedge, 2}
no2 = ien{iedge+l, 2)
ned = ien(iedge+2, 2)
ned = ien{iedge+3, 2)
nob5 = ien(iedge+4, 2)
no6 = ien(iedge+5, 2)
rQ = ap(necQ)
rl = t{iedge} * {(r0 - p(nol})
r2 = t{iedge + 1) * {(r0 - p(no2))
r3 = t{iedge + 2} * (r0 - p(no3))
rd = t{iedge + 3} * (r0 - p(nod))
r5 = t{iedge + 4) * (r0 - p(nob%}})
ré = t{(iedge + 5) * (r0 - p{no6))
r{ne0) = r(no0) + rl + r2 + r3 + r4d + rb + r6
r{nel) = r(nol) - ri
r{ne2) = r{no2) -~ r2
r{no3) = r{(no3d) - r3
r{nod}) = r{(no4) - rd
r{no5) = r{no5) - rb
r{no6) = r{ne6) — ro6

end do

21 efi; 34 flops

Tabela 3.5: Algoritmo do produto matriz-vetor para star de 6 arestas.

Conforme a tabela (3.5), este algoritmo possui 21 e/i e 34 flops para cada star de 6 arestas, com o
total de arestas da malha percorrido de 6 em 6. Logo, tem-se o efeito da reducdo destes indices
em 5/6. Assim, para a comparagio com o algoritmo para a aresta simples, tem-se: 6*6 =36e¢efie
4*6 = 24 flops. Ou seja, a redugdo na quantidade de enderegamentos indiretos € alcangada, o
mesmo nfo acontecendo com a quantidade de flops. A figura (3.6) ilustra os diversos tipos de

stars possiveis.

® 9 ®
® ® L
Aresta Star 2 Star 3 Star 4 Star 5 Star 6

Figura 3.6: Familia de stars.
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A tabela (3.6) apresenta, para cada tipo de estrela, 0 nimero de enderegamentos indiretos, a

quantidade de flops e as razdes de redugdo/aumento em relagio a uma aresta somente.

Tipo Arestas Nos e/i/aresta | reducdo e/i | flops/aresta aumento flops
Aresta 1 2 6:1 1,00 4:1 1,00
Star 2 Z 3 9:2 0,75 10:2 1,25
Star 3 3 ] 12:3 0,67 16:3 1,33
Star 4 ] 5 15:4 0,63 22:4 1,38
Star 5 5 6 18:5 0,60 28:5 1,40
Star 6 6 7 21:6 0,58 34:6 1,42

Tabela 3.6: /i e flops para cada tipo de star.

Como se pode observar na tabela (3.6), a redugio de e/i tende para 0,58 - 0 que nfo é uma
grande redugio - € o aumento de flops tende para 1,42 - este par de valores ndo é o mais

. conventente e ndo justifica a utilizagdo deste tipo de agrupamento de arestas.

3.3.2.2. Superedges.

Esta técnica, diferentemente das stars, sugere o agrupamento das arestas de modo a formarem
poligonos e/ou poliedros. Loéhner [13] sugere os varios agrupamentos a seguir, conforme ilustra
a figura (3.7). Diferentemente das stars, nos superedges ha um maior nimero de nos comuns as
diferentes arestas. Conseqiientemente, espera-se uma reducdo de ¢/ e um aumento do nimero de

flops em relag@o ao esquema anterior.




1

Aresta Aresta V Trdngulo Tridngulo Duplo Trigngulo Quadruplo

Tetraedro Tetraedro Duple Tetrazdro Triplo Tetraedro Quintuple

Figura 3.7: Familia de superedges.

A tabela (3.7) a seguir, apresenta, para cada tipo de superedge, o nimero de enderegamentos

indiretos, a quantidade de flops e as razdes de redugio/aumento em relagiio a uma aresta somente.

Tipo Arestas Nos e/Varesta | reducdo e/i | flops/aresta | aumento flops
Aresta 1 2 6: 1 1,00 4: 1 1,00
Aresta V 2 3 9. 2 0,75 10: 2 1,25
Tridngulo 3 3 9: 3 0,50 15: 3 1,25
Tridgngulo 5 4 12: 5 0,40 26: 5 1,30
Duplo
Triﬁngulo 9 ) 18: 9 0,33 48: 9 1,33
Quddruplo
Tetraedro 6 4 12: 6 0,33 31: 6 1,29
Tetraedro 9 5 15: 9 0,27 47: 9 1,31
Duplo
Tetraedro 12 6 18:12 0,25 63:12 1,31
Triplo
Tetraedro 18 8 24:18 0,22 95:18 1,32
Quintuplo

Tabela 3.7: e/i e flops para cada tipo de superedge.
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Observa-se na tabela (3.7), que quanto mais arestas forrnarem o agrupamento, maior sera a
reducgio de e/i em relagfio a uma aresta somente. Porém, quanto maior este agrupamento, maior ¢
mais complicado é o lago do produto matriz-vetor, ou seja, mais complexo é o codigo. Além
disso, ha de ser considerado a disponibilidade de registradores para a manipulagio de uma
quantidade maxima de arestas, caracterizando-se uma restrigdo forte a esta quantidade. Logo, é
fundamental uma boa ponderagio dos critérios de eficiéncia, simplicidade, clareza ¢ manutengio
do codigo. De acordo com a figura (3.7), o superedge natural para o caso 2D ¢ o tridngulo e
para o caso 3D, tetraedro. Qualquer outro tipo de agrupamento implica na pesquisa da
vizinhanga dos elementos, pelas arestas dos tridngulos do grupo - para o caso 2D - e pelas faces
dos tetraedros do grupo - para o caso 3D. Assim, neste trabalho serio adotados os
agrupatﬁentos: tridngulos para o caso 2D e, tetraedros e tridngulos para o caso 3D. Ainda que
estes agrupamentos - tridngulos e tetraedros - apresentem uma pequena desvantagem em relagio
a redugdo de e/t (0 aumento de flops apresentada niio é de grandeza relevante para maquinas
vetoriais, relativamente a importancia da redugfo de e/), a ponderag3o de todas as caracteristicas
citadas implica nesta escolha. A ndo utilizagio do agrupamento tipe sfar € Gbvia apds a analise
do tipo superedge. A seguir, serdo apresentados os tipos utilizados com suas caracteristicas de

implementacdo e resultados obtidos.

3.3.2.2.1 Grupos de 3 arestas (superedge3).
Multiplica¢do matriz-vetor para superedge3.

Neste tipo de agrupamento, como em qualquer outro, a matriz A também, nunca ¢ explicitamente

calculada, sendo o produto matriz-vetor para superedge3 calculado como

Nedges,3

Ap = ;(Aapa +Aa+lpa+1 +Aa+2pa+2) (323)

onde o lago é executado sobre o total de arestas da malha - Nedges - de 3 em 3 arestas, que sio
os superedge3. Ay sdo as matrizes de cada aresta formadora do grupo, Pa:i sdo as

componentes de P restritas aos graus de liberdade de cada aresta formadora do grupo. O

armazenamento das matrizes ja foi detalhado no esquema aresta simples.

Desta forma, a multiplicagdo matriz-vetor é efetuada nos seguintes passos, para cada superedge3:
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(1) Localize as componentes do arranjo global p para os graus de liberdade de cada aresta
formadora do grupo, ou seja restrinja P a Pgrupos

(i1) Calcule o produto matriz-vetor do grupo (Aapa + Aa+1pa+1 + A&Qpaﬂ);

(ii1) Espalhe o resultado aPgnpo para os graus de liberdade globais do problema, ou seja, espalhe

APgrupo para ap, acumulando os resultados.

Para os trés itens acima, deve-se levar em conta o compartithamento nodal.

As operagdes de localizagio item (i), e espalhamento item (iii) ou globalizagfo, sdo efetuadas
através do arranjo /m(Nedges, nd), ja detalhado anteriormente para o esquema de aresta simples.
Estas operagdes de localizagio e espalhamento sio as responsaveis pela ocorréncia de
enderegamentos indiretos. Nesta estratégia de agrupamento de 3 arestas, em vez de 6 operagdes
de e/i para as 3 arestas, s30 realizadas apenas 3, visto que o grupo possui 3 nés. Estas duas
operagdes caracterizam a grande vantagem em termos de tempo de CPU, da implementagdo de

estrutura por aresta em relagéo a convencional por elemento.

O algoritmo de multiplicagio matriz-vetor para superedge3 - tridngulo - € apresentado na tabela

(3.8) a seguir, assim como a quantidade de e/i e flops por iteragdo do lago.

do iedge = 1, Nedges, 3
nol = ien{iedge, 1}
noZ = ien{iedge, 2)
no3 = ien{iedge+l, 2}
pl = p(nol}
p2 = p(no2}
p3 = p(no3}
rl = t{iedge) * {pl - p2}
r2 = t{iedge+l) * (p2 - p3)
r3 = t{iedge+2) * (p3 - pl)
r(nol) = ri{nol) + rl - r3
r(no2) = r(ne2) - rl + r2
r{no3) = r(no3) - r2 + r3
end do
9 e/i; 15 flops

Tabela 3.8: Algoritmo do produto matriz-vetor para superedge3 - tridngulo.
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Este algoritmo requer 9 operagdes de enderegamento indireto e 15 flops para cada superedge3.
No entanto, para uma malha qualquer, o lago percorre todo o conjunto dos grupos de arestas de
trés em trés (causando o efeito de uma redugéio do nimero total de arestas em 2/3) mas ndo toda
a malha, pois ha o contingente de arestas restantes que nio podem ser agrupadas. A figura (3.8)
a seguir, ilustra os superedge3 juntamente com as arestas simples restantes.

Figura 3.8: Superedge3 para malha 2D - tridngulos amarelos representam os superedge3 (arestas
pretas), arestas vermelhas ndo formam grupos (arestas simples).

Vetorizagdo e paralelizagio.

Conforme esperado, as caracteristicas de inibigdo de vetorizagdo na operagdo de espalhamento,
para o esquema superedge3 sdo herdadas, naturalmente, da estratégia por elemento, conforme
mostra o algoritmo para o produto matriz-vetor para superdege3 na tabela (3.8), uma vez que
diversos agrupamentos podem concorrer no mesmo n6 (ou equagdo). Isto introduz claramente
uma dependéncia recursiva de dados. A solugdo é o agrupamento dos grupos em blocos
internamente disjuntos, onde nenhum grupo possua um no (grau de liberdade) comum. Com isso,
os superdege3 serfio agrupados em Nblock3 blocos correspondendo a um padriio ilustrado na
figura (3.9), para uma malha de elementos triangulares em duas dimensdes.



Figura 3.9: Reordenagdo dos superedge3 (tridngulos amarelos) e arestas simples em blocos
disjuntos pelos nos - superdege3 de mesma cor ou arestas simples de mesma cor nio possuem nos
em comum.

A tabela (3.9) a seguir, compara o nimero de enderecamentos indiretos e flops para ambas as
estratégias aresta por aresta e superedge3, para os casos 2D e 3D.

Dimensdo aresta por aresta superedge3

2D/3D 4 flops; 6 ¢/i 15 flops; 9 e/i

Tabela 3.9: Comparagiio do nimero de enderecamentos indiretos e flops para os algoritmos de
multiplicagdo matriz-vetor aresta por aresta e para superedge3, em 2D e 3D. Notar que o
algoritmo para superedge3 ¢ o mesmo para 2D e 3D.

Equivalentemente ao caso das arestas simples, os agrupamentos dos superedges3 em blocos
disjuntos pelos seus nés, gera a seguinte modificagdo no algoritmo apresentado na tabela (3.8),
conforme a tabela (3.10) a seguir:

edge = 0

do bloco = 1, total de blocos_de_3
nvec = edgeblk(bloco)
do ke = edge + 1, edge + nvec, 3

(iteragdes em paralelo)

end do
edge = edge + nvec

end do

Tabela 3.10: Alteragdo nos algoritmos de multiplicagdo matriz-vetor para superedges3,
correspondente & blocagem dos superedges3 em blocos disjuntos pelos nos.
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Dessa forma, o lago mais interno, além de perder todas as caracteristicas inibidoras de vetorizag¢do
(visto que ndo ha mais dependéncia recursiva no calculo do residuo) torna-se um lago isolado,

integralmente particionavel, possibilitando o paralelismo (autorask).
3.3.2.2.2 Grupos de 0 arestas (superedge6).
Multiplicagdo matriz-vetor para superedgeé.

O produto matriz-vetor para superedge6 é calculado como

Nedges. 6
Ap = ai(Aapa + Aa+1pa+l + Aa+2pa+2 + Aa+3pa+3 + Aa+4pa+4 + Aa+5pa+5)

=1
onde o lago € executado sobre o total de arestas da malha - Nedges - de 6 em 6 arestas, que sdo
os superedge6. A, sio as matrizes de cada aresta formadora do grupo, Pa+i sdo as

componentes de P restritas aos graus de liberdade de cada aresta formadora do grupo. O

armazenamento das matrizes ja foi detalhado no esquema aresta simples.

Desta forma, a multiplicagdo matriz-vetor é efetuada nos seguintes passos, para cada superedge6:

(i) Localize as componentes do arranjo giobal p para os graus de liberdade de cada aresta
formadora do grupo, ou seja restrinja P a Pgrupo;

(i) Calcule o produto matriz-vetor do grupo (AaPa + Au+iPar1 + Ag2Par2 + AgssPasz +
AgiaPora + AgisPass);

(iii) Espathe o resultado aPgrupo para os graus de liberdade globais do problema, ou seja, espalhe

APgrupo para ap, acumulando os resuitados.

Para os trés itens acima, deve-se levar em conta o compartilhamento nodal.

As operagdes de localizagio item (i), e espalhamento item (iii) ou globalizagdo, sdo efetuadas
através do arranjo Im(Nedges, nd), ja detalhado anteriormente para o esquema de aresta simples.

Estas operagbes de localizagio e espalhamento sio as responsaveis pela ocorréncia de



enderegamentos indiretos. Nesta estratégia de superedge6, em vez de 12 operagdes de efi para as
6 arestas, sdo realizadas apenas 4, visto que o grupo possui 4 nds. Estas duas operagfes
caracterizam a grande vantagem em termos de tempo de CPU, da implementagio de estrutura por

aresta em relagdo a convencional por elemento.

O algoritmo de multiplicagdo matriz-vetor para superedge6 - tetraedro - € apresentado na tabela

(3.11) a seguir, assim como a quantidade de e/i e flops por itera¢do do lago.

do iedge = 1, Nedges, ©
nol = ien(iedge, 1)
neZ = ien(iedge, 2)
no3 = ien(iedge+l, 2)
ned = ien(iedge+3, 2)
rl = p{necl)
p2 = p{no2)
p3 = pi{no3)
pd = p{ncd)
rl = t{iedge} * (pl - p2)
r2 = t{iedge+l) * (p2 - p3)
r3 = t{iedge+2) * (p3 - pl)
r4 = t{iedge+3) * (pl - pd)
r5 = t(iedge+4) * (p2 - p4d)
r6 = t{iedge+3) * (p3 - p4d)
r{nol} = r{ncl) + rl - r3 + r4
r{nc2} = r{ne2} - rl + r2 + rb
r{no3) = r{no3) - r2 + r3 + ro6
r{necd} = rined4) - (rd4d + r5 + ro}
end do
12 e/i; 31 flops

Tabela 3.11: Algoritmo do produto matriz-vetor para superedge6 - tetraedro.

Este algoritmo requer 12 operagdes de enderegamento indireto e 31 flops para cada superedge6.
No entanto, para uma malha qualquer, o lago percorre todo o conjunto dos grupos de arestas de
seis em seis (causando o efeito de uma redugdio do nimero total de arestas em 5/6) mas ndo toda
a malha, pois ha o contingente de arestas restantes que nio podem ser agrupadas. A figura (3.10)

a seguir, ilustra a disposi¢do dos superedges3, superedges6 e arestas simples.
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(a) (b)

N

i

(©) (d)

Figura 3.10: Superedge6 para malha 3D: (a) faces dos tetraedros pertencentes ao contorno para
malha; (b) superedge6, (c) superedge3; (d) arestas simples restantes.

Vetorizacdo e paralelizagdo.

Conforme os superedge3, os superedge6 apresentam inibigdo a vetorizagdo nas operagdes de
espathamento, conforme mostra o algoritmo para o produto matriz-vetor para superedge6 na
tabela (3.11), uma vez que diversos agrupamentos podem concorrer no mesme no (ou equagio).
Para evitar erros causados por esta dependéncia recursiva, utiliza-se, também aqui, a técnica de

ordenagio dos superedge6 em blocos internamente disjuntos, onde nenhum grupo possua um nd
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(grau de liberdade ) comum. Com isso, os superedge6 serdo agrupados em Nblock6 blocos
correspondendo a um padrao ilustrado na figura (3.11), para uma malha de elementos tetraédricos

em trés dimensdes.

/’ - \\\ — ——
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\‘ )

(a) (b) (©)

Figura (3.11). Reordenagéo dos (a) superedge6, (b) superedge3 e (c) arestas simples em blocos
disjuntos pelos nos - superedget, superedge3 ou 1 aresta(s) de mesma cor ndo possuem nos em
comum.

A tabela (3.12) a seguir, compara o nimero de enderecamentos indiretos e flops para ambas as

estratégias superedge3 e superedge6, para o caso 3D.

Dimensdo Flops e/
2D 4 6
3D 31 6

Tabela 3.12: Comparagio do nimero de enderecamentos indiretos ¢ flops para os algoritmos de
multiplicagdo matriz-vetor para superedge6 e para superedge3, em 3D.

Para ilustrarem-se os efeitos da vetorizagdo do codigo e a aceleragio do algoritmo de
multiplicagdo matriz-vetor para superedge6 ¢ superedge3 em relagio ao algoritmo aresta por
aresta, a tabela (3.13) a seguir, apresenta a comparag@o por tempo de CPU para o Cray J90. Na
tabela (3.13b) os inibidores da vetorizagdo sdo ignorados através da diretiva de compilagéo da
linguagem FORTRAN para os sistemas Cray, o que ndo ocorre na tabela (3.13a), onde ndo ¢
usada tal diretiva, ndo sendo ignorados portanto, tais inibidores. Ambos lagos t€m os mesmos
limites inicial e final, nio sendo valido portanto, como exemplo pratico, mas apenas para ilustrar a
comparagdo, visto que ndo é possivel em uma malha de elementos finitos, agruparem-se todas as

arestas de 3 em 3, formando tridngulos.

Wh
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Total de Ar. simples Agrup. 3 Agrup. 6 Razdo 3:1 Razdo 6:3
arestas CPU (s) CPU (s) CPU (s) :
3.840 0.001 0.001 0.001 1,00 1,00
38.400 0.008 0.005 0.004 1,60 1,25
384,000 0.074 0.042 0.035 1,76 1,20
3.840.000 0.730 0.418 0.349 1,75 1,20
38.400.000 7.316 4.170 3.481 1,75 1,20

Tabela 3.13a: Comparagdo por tempo de CPU (s) para o algoritmo de multiplicagdo matriz-vetor
aresta por aresta e para superedge3 e superedge6 - Cray J90 - vetorizagao do codigo sem

diretiva.
Total de Ar. simples Agrup. 3 Agrup. 6 Razdo 3:1 Razdo 6:3
arestas CPU (s) CPU (s) CPU (s)

3.840 0.001 0.001 0.001 1,00 1,00
38.400 0.004 0.003 0.003 1,33 1,00
384.000 0.034 0.021 0.022 1,62 0,95
3.840.000 0.330 0.209 0.208 1,58 1,00
38.400.000 3.290 2.088 2.073 1,58 1,00

Tabela 3.13b: Comparagdo por tempo de CPU (s) para o algoritmo de multiplicagdo matriz-vetor
aresta por aresta e para superedge3 e superedge3 - Cray J90 - vetorizagio do cédigo com

diretiva.

Conclui-se pela observagio das tabelas (3.13) que, além do ganho de tempo do algoritmo para

superedge6 e superedge3 em relagdo ao algoritmo para aresta simples, ha a vantagem para

problemas 3D (em relago ao caso 2D), em que ha o convivio de superedge6 e superedge3.

Equivalentemente ao caso dos superedges3, o agrupamento dos superedges6 em blocos disjuntos

pelos seus nos, gera a seguinte modifica¢fio no algoritmo apresentado na tabela (3.11), conforme

a tabela (3.14) a seguir:

edge = 0

do bloco =1
nvec =
do ke
end do
edge =

end do

, total de blocos_de 6
edgeblk (bloco)

= edge + 1, edge + nvec, &
(iteracbes em paralelo)

edge + nvec

Tabela 3.14: Alteracdo nos algoritmos de multiplicagdo matriz-vetor para superedgesé,
correspondente a blocagem dos superedges6 em blocos disjuntos pelos nos.




Dessa forma, o lago mais interno, além de perder todas as caracteristicas inibidoras de vetorizagio
torna-se também um lago isolado, integralmente particionavel, possibilitando o paralelismo

(autotask).

3.3.2.3. Chains

Outra maneira de reduzir o nimero de efi é reutilizando dados dentro de um lago longo.
Conforme os superedges, grupos de arestas sdo processados ao mesmo tempo. No entanto, para
cada grupo, o(s) ultimo(s) nods (residuos correspondentes) sdo reutilizados (mantidos nos
registradores), no proximo grupo. Isto ndo € valido para toda a malha, mas o suficiente para
formar lagos longos, responsaveis pela redugfio de e/i. Entretanto, a esséncia deste método
contraria o requisito basico da disjungdo das arestas pelos seus nés para ve{orizag:ﬁo. Assim,
apesar das altas redugbes de efi, este tipo de agrupamento nio ¢ recomendado para
implementagio em maquinas vetoriais. A figura (3.12) e a tabela (3.15) ilustram os principais

tipos de chains propostos e seus valores caracteristicos para efi € flops.

} N\

Tridngulo 2

A J
Triangulo I . \
Aresta chain / gl Tridgngule Dupio

L)
O \
Tetraedra 2
()
Tetraedro 1 \
O Nés reutilizados

Figura 3.12: Familia de chains.
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Tipo Arestas Nos Nos e/i/aresta Reducgio e/i
reatilizados

Aresta 1 2 0 6:1 1,00
Aresta-chain 1 2 1 3:1 0,50
Tridngulo 3 3 1 2:1 0,33
Tridngulo 2 3 2 3:2 0,25
Trigngulo Duplo 5 4 1 9:5 0,30
Tetraedro 6 4 1 3:2 0,25
Tetraedro 5 4 2 6:5 0,20
Tetraedro 3 4 3 1:1 0,17

Tabela 3.15: e/i e flops para cada tipo de chain.
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3.4. Pré-processamento.

3.4.1. Organizagio da estrutura de dados por arestas.

Neste trabalho assume-se que ja exista uma malha de elementos finitos de forma convencional.
Logo a montagem de uma estrutura de dados baseada em arestas implica no pré-processamento
correspondente a extragdo e organizagdo destas, dos elementos da malha, ou seja, a transigio de
uma estrutura de dados baseada em "niimero do elemento, incidéncia nodal e tipo de material"
para "nimero da aresta, incidéncia nodal e tipo de material dos elementos que a compartitham” e,

eventualmente "nos opostos 4 aresta”.

As arestas s3o entdo organizadas numa lista representada pelo vetor IEDGES(*, *), na qual o
primeiro indice identifica 0 nimero da aresta (gerado no ato de sua extragdo) € o segundo indice

assume os valores:

* 4 para o caso 2D, dois nds da incidéncia da aresta e dois nds opostos & aresta (para
o0 caso de elemento no contorno, o ultimo né assume um valor arbitrario ndo valido
para numerag#o dos nés), conforme ilustrado na figura (3.13),

* 2 para o caso 3D, dois ndés da incidéncia da aresta, conforme ilustrado na figura

(3.14).
né imagindrio J

@ ~ k

i ~
;
;
Iticidéncia nodal para aresta i
no dominio: confornoe
IEDGES{s, 1) =1
IEDGES(a, D) =j Incidéncta nodal para aresta
IEDGES(s, ) =k no contorho:
IEDGES(s, 4 =1 IEDGES(s, 1y =i
IEDGES(s, D) =j
[EDGES(a, )=k
IEDGES(a, 4 =0

Figura 3.13: Incidéncia nodal para aresta no dominio e contorno, para o caso 2D.
Notar que para aresta no contorno, o né imaginario assume um valor qualquer arbitrario.
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Incidéncia da aresta
no domdmodcontormno;

IEDGES(a, 1) =i
IEDGES(a, 2) =}

Figura 3.14: Incidéncia nodal para aresta no dominio e contorno, para o caso 3D.
Notar que cada tetraedro possui 2 nds opostos a aresta.

O armazenamento dos nds opostos as arestas tem reflexo no calculo do coeficiente da matriz de
rigidez de cada aresta, que € fungdo destes. Para o caso 3D, o niimero de nos opostos a esta
aresta (como o nimero de elementos que o compartitham) nfo é constante, o que implica no uso
de uma lista encadeada para cada aresta, formada pelos seus nos opostos. O mesmo acontece
com o tipo de material. Caso este armazenamento ndo seja por intermédio de encadeamento, faz-
se necessario a manutengdo das incidéncias nodais dos elementos para o calculo dos coeficientes
da matriz de rigidez (qualquer estrutura estatica implicaria no superdimensionamento
inconveniente dos nimeros de nos opostos as arestas para o caso 3D), pois somente a incidéncia

das arestas ndo ¢ suficiente para o calculo.

Organizagdo da lista de arestas.

A extragio e organizagdo das arestas existentes em malhas de elementos finitos, requer a
verificagio da existéncia de cada aresta na lista de arestas e sua inser¢do. Qualquer método que
implique numa organizagio logica desta lista, implica em sobrecarga de processamento para tal,
sendo portanto desvantajoso. Tais métodos s3o extremamente vantajosos quando hi a

necessidade de manipulagdo intensa da lista, provendo facilidades para inclusdes, alteragdes,
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exclusdes ou consultas. Portanto, para o caso em que somente haja a necessidade de inser¢do
(com operagio trivial de verificagdo de existéncia), a técnica da tabela de espalhamento (hash)
aplica-se perfeitamente ¢ com grandes vantagens sobre os demais métodos. Este é o caso da
geragdo das arestas, visto que simplesmente ndo ha utilizagdo de operagdes de manutengdo, as

quais poderiam gerar algum tipo de sobrecarga.

Além disso, Knuth [14], considerando as diversas técnicas de geréncia e manutengdo de listas,
observa que a tabela de espalhamento, se mostra vantajosa em relagdo aos critérios de tempo e de
ocupagdo de memoria, exceto no caso da pesquisa binaria que ocupa ligeiramente, menos

memoria.

A técnica de gerag@o das arestas consiste entio em percorrer toda a malha, pelos seus elementos,
e para cada um, pesquisar a presen¢a das incidéncias de suas arestas - 2 nés - no vetor IEDGES
(a aresta ndo possui identificador ainda), o que implica num grande esfor¢o computacional devido
a rica conectividade entre os nos da malha, ou seja, um né forma arestas com varias outras que
por suas vezes formam com a primeira e com as varias demais. A idéia é. gerar o identificador
da aresta em funcio de sua incidéncia (que € vinica) para se obter acesso direto ao vetor de
arestas. A técnica de geragio de uma referéncia (endereco) a uma posigdo do arranjo de arestas

em fungio de alguns de seus campos faz uso de uma tabela de espalhamento.

A tabela hash.

A tabela hash € uma técnica de enderegamento direto, na qual o enderego da posigdo do registro
no arranjo € calculado através de uma fungio matematica - fun¢io hash - aplcada a um ou mais
campos do registro - campo(s) sash. No caso, o registro corresponde ao par de nos de cada
aresta de um elemento.
endereco « h:(no 1, né 2)

Este registro, ndo possui o seu identificador ainda (ou seja, numero desta aresta), tem o seu
endereco gerado pela fungdo hash, para ser entdo, inserido na area de armazenamento. Esta
inser¢do corresponde a sua criacdo, armazenando, na posigio da area de armazenamento gerada
pela fungdo hash, o seu identificador que € igual a quantidade de arestas j& existentes mais uma

unidade.

Esta técnica incorre no fenémeno da colisdo de enderecos, ou seja, pares de nds diferentes

(arestas diferentes) resultam no mesmo enderego. Assim, quanto mais uniforme for a distribuigao
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dos enderecos calculados (arestas formadas) pela fungio hash sobre area de armazenamento,
ocorrerdo menos colisdes e o maior aproveitamento {menor grau de esparsidade) desta area [15,

16].

Uma boa fun¢do hash minimizaria as chances de arestas diferentes coincidirem no mesmo
endereco. As diversas combinagdes nodais possiveis (ou seja, pares de nos - arestas), podem
gerar enderegos Unicos, para toda a malha, de acordo com o tipo de fungdo. Por exemplo, a
fungdo

h=no_maior*10° + no_menor : (3.24)
onde p = numero de algarismos do maior no da malha, garante sempre, a unicidade dos
enderecos calculados, sem ocorréncias de colisdes. Porém, de acordo com a combinagio nodal e
a poténcia p, o maior enderego calculado pode ser extremamente grande causando um forte grau
de esparsidade da area de armazenamento em fungdo dos demais enderegos calculados, ou seja,
péssima utilizagfo de memoria. Para evitarem-se tais problemas, serd usada uma fungio hash
comumente aplicada a campos alfanuméricos, mas também conveniente para o caso em questdo
[15, 16]. Supondo um intervalo de enderecamento de indice de 0 a M-1, correspondendo a M
enderegos para a area de armazenamento, uma funcdo hash apropriada € aquela que retorna
niimeros inteiros correspondentes aos enderegos pertencentes a este intervalo de enderegamento
de indice. Tem-se entZo, como sugestio, a seguinte fungio:

h(K) = K mod M . (3.25)
onde A(K) recebe o resto da divisdo inteira de K por M e K € a chave de enderecamento gerada
por uma funcgdo do tipo (3.24). E recomendado para este tipo de fungdo Aash que M seja um
namero primo [15]), para melhor distribuigio dos enderegos calculados € menor nimero de
colisdes. Este tipo de fungio gera colisdes, visto que diferentes valores de X podem gerar restos
iguais para as divisdes inteiras correspondentes. Embora este tipo de fungdo tambeém gere
esparsidade, esta é reduzida devido & escolha do intervalo de enderegamento de indice. Esta
escolha é avaliada através do nimero de arestas esperado em fungdo do niimero de elementos da
malha. Simulagdes demonstram que um bom grau de ocupa¢io da area de armazenamento esta
compreendido no intervalo de 70 a 90%, otimizado levando-se em conta a ocorréncia de colisdes

e considerando-se uma fungfio hash eficiente [15].
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Visto que a area de armazenamento sempre € esparsa (ainda que otimizada a ocupagdo através de
fun¢des convenientes e previsdes precisas da quantidade de arestas geradas), existirdo enderegos
desocupados e o vetor de arestas n3o correspondera a realidade. Logo, a area de
armazenamento, em cada enderego calculado, possui ¢ valor seqiencial das arestas extraidas e
este valor seqiiencial corresponde ao identificador de cada aresta. Ou seja, cada aresta nova tem
seu endereco hash calculado e a posigdo da area de armazenamento ocupada com o valor
correspondente ao nimero (identificador) desta aresta, seqilencial, no vetor IEDGES(¥, *).
Neste trabalho, sdo analisadas duas técnicas de tratamento de colisio empregadas nas tabelas
hash. encadeamento (chaining) e enderecamento aberto (open adressing) [15, 16]. O apéndice

deste trabalho descreve com mais detalhes as técnicas de tratamento de colisdo utilizadas.

3.4.2. Calculo dos coeficientes das arestas.

O processo de calculo dos coeficientes das arestas se da através do lago pelos elementos (que ja
possuem sua incidéncia por aresta, para que o célculo se faga através da incidéncia nodal das
arestas e nfo dos elementos) e ndo pelas arestas, pois cada elemento compartilha suas arestas com
seus vizinhos; ¢ gerada entdo uma dependéncia recursiva para cada aresta, ou seja: os valores
calculados para cada aresta, em um elemento, sdo parciais, havendo a necessidade de acumula-los
para cada elemento que a compartilha. Logo, é necessario que se faga a blocagem nodal dos
elementos antes do calculo dos coeficientes da matriz de rnigidez, para que a
vetorizagdo/paralelizagdo do algoritmo néio gere erros. As mesmas consideragdes sdo validas
para o caso 2D, se a opgdo for por se guardar somente a incidéncia da aresta - 2 nos - sem os nos

opostos. A tabela (3.16) a seguir, ilustra todo o processo descrito neste paragrafo.

Para cada BLOCO de elementos:
Para cada IEL = 1° elemento do bloco corrente até Gltimo elemento do bloco corrente
FExtrair a incidéncia por aresta do elemento IEL;
Extrair as incidéncias nodais das arestas, material, ¢ coordenadas nodais do
elemento IEL;
Calcular o volume do elemento [EL;

Calcular os coeficientes de cada aresta do elemento IEL:
T(aresta_i) = T(aresta_i) + constante; i=1,..,6
Sfim-para;
JSim-para.

Tabela 3.16: Algoritmo para calculo dos coeficientes das arestas - 2D e 3D.
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3.4.3. Montagens dos agrupamentos especiais.

Os diversos agrupamentos utilizados neste trabalho - de 3 arestas (tridngulo) e 6 arestas
(tetraedro) - por terem sua geometria idéntica 4 dos elementos que os originam, implicam em
algoritmos de montagem muito simples. Ha apenas a necessidade de desmembrar os elementos
por suas arestas formadoras, ou seja, identificando-as, gerando assim, uma incidéncia de
elementos por arestas (temporaria, utilizada somente até a organiza¢io dos agrupamentos). A

idéia do algoritmo €, para o caso 3D:

Para cada elemento:
Investigar (através de sua incidéncia por aresta) se suas arestas ja formam algum
agrupamento;
Se as 6 arestas ndo formam nenhum agrupamento entdo
Acrescenta-las a lista de arestas por grupos de 6 na ordem da incidéncia do
- elemento e marca-las como ja formadoras de um agrupamento;
Somar 6 ao total de arestas da lista;
Jfim se;
fim para;
Para cada elemento:
Investigar quantas arestas ndo formam agrupamento;
Se forem mais que 3 entdo
Acrescenta-las a lista de arestas por grupos de 3 na ordem da incidéncia do
elemento e marca-las como ja formadoras de um agrupamento;
Somar 3 ao total de arestas da lista;
sendo
Se forem menos que 2 entdo
Acrescenta-las a lista de arestas simples na ordem da incidéncia do
elemento e marca-las como ja formadoras de um agrupamento;

fim se;
fim se;

fim para.

Tabela 3.17: Algoritmo para montagem dos agrupamentos especiais.
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Conforme se observa no algoritmo acima, a malha de elementos finitos € percorrida por dois
lagos, para que, através do primeiro lago, se possa extrair o maior numero possivel de
agrupamentos de 6 arestas. O segundo lago simplesmente organiza as restantes em agrupamentos

de 3 ou arestas simples.

Para o caso 2D, o algoritmo € equivalente; o primeiro lago extral os agrupamentos de 3 arestas e

o segundo lago organiza as arestas simples.

E importante citar, que qualquer outro tipo de agrupamento implicaria na formagio de uma
estrutura de dados por vizinhanga (que pode ser implementada juntamente com a tabela hash),
uma vez que estes exigem a unido de arestas de varios elementos vizinhos - por arestas somente
ou por faces, para o caso 3D. Esta exigéncia gera complexidade no codigo a nivel de

programagio e execugdo (baixo desempenho, ainda que em pré-processamento).

A nivel de processamento, a montagem de agrupamentos ndo gera a necessidade de nenhuma
estrutura adicional permanente e gera modificagdes sutis e de grande simplicidade nos codigos
desta etapa para arestas simples. A esséncia da técnica de agrupamento € apenas reordenar a
lista de arestas de maneira que estas possuam uma seqii€ncia compativel com os agrupamentos
propostos. Ou seja, uma lista de n arestas simples, desordenadas, se ordenadas em agrupamentos
de seis arestas, as w primeiras arestas formam w/6 conjuntos de seis arestas - formando um
tetraedro cada conjunto. As x seguintes arestas formam x/3 conjuntos de trés arestas - formando
um tridngulo cada conjunto. As y demais arestas formam o grupo de y arestas simples. Esta
montagem pode entdo se caracterizar como uma blocagem extra & estrutura tradicional de
blocagem para atendimento dos requisitos de vetorizagio. E importante citar que estes
agrupamentos sofrerdo esta blocagem devido a vetorizagio em fungéo de seus tipos, conforme ja
apresentado em detalhes no item 3.3.2. Logo, serfio executados dois niveis de blocagem
atendendo aos seguintes critérios em fungio dos requisitos da tecnologia: 1¢ - blocagem para
montagem dos agrupamentos (visando o aumento do desempenho através da redugio de e/i e
flops), 2° - blocagem para montagem dos conjuntos de arestas que ndo possuem no (grau de
liberdade comum) visando a vetorizagdo e paralelizagio do codigo sem problemas de dependéncia

recursiva.
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3.5. Exemplos executados.

Este item tem o objetivo de ilustrar as aplicagdes de todos os itens referentes ao pré-
processamento pertinentes a estratégia por arestas: tabela hask e organizagio dos agrupamentos
especiais. S#o apresentados também informagdes de tempo de CPU e demanda de memoria
relativas as blocagens de elementos, arestas e agrupamentos especiais, super-arestas, em blocos
disjuntos pelos nds. Nao serd executado nenhum exemplo vetorizado ou paralelizado. A
exploragdo completa e apresentagdo detalhada e comentada dos resultados correspondentes estes
itens, sera apresentada a seguir, no capitulo 4. S3o analisadas malhas planas, quadradas conforme
figura (3.15a), com dimensdes 32x32, 64x64 e 128x128 células, com 2 elementos por célula,
gerando 2.048, 8.192 e 32.768 elementos, respectivamente e espaciais, cubicas conforme figura
(3.15b), com dimensdes 8x8x8 e 16x16x16 células, com 5 elementos por célula, gerando 2.560 e

20.480 elementos, respectivamente. A plataforma utilizada foi a Sun Sparc 20.

)
)
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(a) (b)

Figura 3.15: Malha plana tipo (a) quadrado 32x32 e (b) faces dos tetraedros pertencentes ao
contorno da malha espacial tipo cubica 8x8x8.

Tabela Hash.

Foram utilizadas dois tipos de fungio #ash neste trabalho, de acordo com a equagdo (3.25) e,

apresentadas a seguir
h=(né_maior *10? + né_menorymod( M)+ 1 (3.262)

h=(né_maior+né_menor)mod( M)+ 1 (3.26b)
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onde p = numero de algarismos do maior né da malha, né maior e né_menor sio,

respectivamente, o maior e o menor n6 da malha e com /1 sempre diferente de zero devido a
adi¢do da unidade. Os critérios de escoiha destas fungdes foram: gerar o menor nimero possivel

de colisdes (3.26a) e gerar uma fungio sash de baixo esforgo computacional de calculo (3.26b).
PRE-PROCESSAMENTO.
O pré-processamento corresponde a:

aresta simples:  geragdo através da tabela sash e blocagem das arestas em blocos
disjuntos pelos nos;

aresta super: geragdo através da tabela hash, arranjo em agrupamentos especiais €
blocagem dos arranjos e arestas simples em blocos disjuntos pelos nos
e, para o caso 3D, blocagem dos elementos em biocos disjuntos pelos
nos, adicional,;

tridngulo: blocagem dos elementos em blocos disjuntos pelos nés.

A tabela (3.18) apresenta algumas caracteristicas do algoritmo da tabela hash para cada exemplo,

correspondente a fase de pré-processamento.

Informacoes gerais:
Malha | Elemtos | Arestas | Agrupamentos Colisdes
especiais (%) :
3 6 () (2 (3 )
qaad32 2.048 3.136 97,96 - 495 16.245 1.024 40.121
quad6d | 9-192 | 12.416 | 98,97 - 3.774 | 164.602 | 4.0896 326.415
quadi28 | 32.766 | 49.408 | 99,48 = 13.003 | 595.402 | 16.384 | 2.631.499
ciho8 2.560 3.072 8,42 60,95 1.486 26,492 2.240 170.832
cubol6é | 20-480 | 26.928 | 6,33 | 60,90 | 11.691 | 299.806 | 17.152 | 3.941.300

{1) método de tratamento de colisdes por encadeamento fungdo (3.26a);
{2) meétodo de tratamento de colisdes por ende. aberto - fun¢do (3.26a);
{3) método de tratamento de colisdes por encadeamento - funcdo (3.26b);
(4) método de tratamento de colisdes por ende. aberto - funcdo (3.26b}.

Tabela 3.18: Informagdes gerais.
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Para o caso 2D, observa-se o alto numero de agrupamentos de super-arestas formados (quase
100%). Isto se deve ao fato das malhas serem estruturadas, o que é muito favoravel a formacio
das super-arestas localizadas ao centro e nas duas arestas consecutivas do contorno. As demais

arestas simples localizam-se nas outras duas arestas do contorno, restantes.

Para o caso 3D, o alto “grau de compartilhamento™ das arestas peios elementos ndo permite a
organizacdo em super-arestas td30 eficiente quanto o caso 2D. Porém, ha a possibilidade do
aproveitamento das arestas ndo organizadas em super-arestas 6, organizando-as em super-arestas
3, gerando entdo indices tendendo a 70% para super-arestas (ém 3 ¢ 6 arestas) do total de arestas
da matha. Ainda que este aproveitamento gere pequenos indices, em torno de 7%, este
contingente € de grande expressdo durante a solugdo do sistema de equagdes, principalmente para

grandes malhas.

Por simples observagio das equagdes (3.26), conclui-se que a equagdo (3.26a) possui um “grau
maior de unicidade” em relagdo a equagio (3.26b). Observando-se a coluna “Colisdes”, constata-
se que o0 nimero de colisdes gerados por (3.26a) € muito menor que ¢ numero de colisdes gerado
por {3.26b) para ambas as técnicas de tratamento de colisdes. Conclui-se portanto, que a técnica
de tratamento de colisdes por encadeamento com fungio hash do tipo (3.26a) formam o conjunto
mais eficiente para extragdo e organizago das arestas dos elementos no que se refere ao requisito

numero de colisdes gerado.

Demanda de memoria (em kB):
Malha Elementos A. simples Razdo A. super A. simples A. super
() asimples/ (1) 2 )
elemento
quad. 32 46,1 94,0 2,0 113,8 94,0 113,8
quad. 64 184,3 372,0 2,0 451,5 372,0 451,5
quad. 128 737, 3 1.480,0 2,0 1.799,0 | 1.480,0 | 1.799,0
cubo 8 66, 4 111, 6 1,7 111, 6 111, 6 111, 6
cubo 16 529,86 857, 8 1,6 857,8 857, 8 857,8

{1) método de tratamento de colisdes por encadeamento;
(2) método de tratamento de colisdes por enderecamento aberto.

68

Tabela 3.19: Demanda de memoria em &B para pré-processamento.




A tabela (3.19) apresenta a compara¢io de demanda de memoria entre os diversos tipos de
estruturas de dados analisadas, para a fase de pré-processamento. E importante ressaltar que,
para as arestas, o pré-processamento corresponde a extragdo e organizagdo das arestas, blocagem
das arestas (para o caso de arestas simples), organizagdo em super-arestas e blocagem das super-
arestas, enquanto que, para elementos, o pré-processamento corresponde somente & blocagem
dos elementos. Esta sobrecarga das arestas em rela¢do aos elementos ocorre devido ao fato das
malhas utilizadas ja existirem de forma convencional, ou seja, baseada na estrutura de dados por
elementos. Considerando-se portanto, a geragdo de malha baseada na estrutura de dados por
arestas, toda esta sobrecarga desaparece, tornando a comparagao apresentada na tabela (3.19)
direta e sem restrigdes. Porém, é importante salientar que o pré-processamento ndo € o mais caro
nos problemas analisados por elementos finitos, principalmente nos problemas ndo-lineares, em
que o pré-processamento sé ocorre uma vez. Este fato ameniza a desvantagem da sobrecarga

citada.

Quanto a técnica de tratamento de colisdes, observa-se que a técnica de encadeamento demanda,
praticamente, a mesma quantidade de memoria que a ténica de enderegamento aberto. Portanto,

quanto ao requisito de demanda de memoéria, ambas as técnicas se equivalem.

Tempo de CPU em segundos:
Malha Aresta Aresta Aresta Aresta Aresta super
simples simples simples simples )

(I) (2) (3) (4) “31 » ((61 » “631 »
quad32 0,027 0,029 0,019 0,034 0,016 - -
quad64 0,108 0,187 0,072 0,230 0,071 - -
quadl28 0,512 1,221 0,294 3,253 0,341 - -

cubo8 0,053 0,060 0,040 0,120 - 0,026 0,022
cubol6 0,536 0,665 0,349 3,455 - 0,260 0,216
(1) método de tratamento de colisdes por encadeamento - fun¢do (3.26a);
{2} método de tratamento de colisdes por ende. aberto - fung¢do (3.26a);
(3) método de tratamento de colisdes por encadeamento - fungdo (3.26b);
(4) método de tratamento de colisdes por ende. aberto - fungde (3.26b);
{*) tempo consumido para organiza¢do dos arranjos especiais somente.

Tabela 3.20a: Tempo de CPU em segundos para geragio das arestas e organizagio dos
agrupamentos especiais na Sun Sparc 20.
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Malha Aresta Aresta super
simples “31” “61” “631”
guad32 0,013 0,007 - -
quaditd 0,052 0,025 - -
quadl28 0,283 0,179 — —
cubo8 0,018 - 0,007 0,007
cubolé 0,155 - 0,070 0,070

Tabela 3.20b: Tempo de CPU em segundos para blocagem das arestas e agrupamentos especiais
na Sun Sparc 20.

Matha Elemen- Aresta Aresta super Aresta Aresta super
tos simples (1) simples (2)

(1) “31” “61” | “631” {2) “31” “61” | “631”
quad32 0,014 0,032 0,042 - - 0,045 0,055 - -
quad6d 0,039 0,129 | 0,182 - = 0,303 | 0,328 = -
quadl28 | 0,164 0,607 | 0,850 - - 3,529 [ 3,510 - =

cubo8 0,036 0,110 - 0,t22 ] 0,118 | 0,118 - 0,129 | 0,125

cubalt 0,441 1,183 - 1,307 | 1,263 1,237 - 1,436 (1,392

Malha Elemtos. Aresta Aresta super Aresta Aresta super
simples 3) simples )

(3) “3r” “61” “631” {4) “3r” “61” | “631”
quad32 0,014 0,042 0,052 - - 0,042 0,055 - -
quadéd 0,039 0,167 | 0,214 - - 0,245 | 0,293 - -
quadl28 0,164 0,825 1,089 - - 1,440 1,754 - -

cubo8 0,036 0,096 - 0,109 [ 0,105 | 0,174 - 0,189 | 0,185
cubol6 0,441 0,907 - 1,120 | 1,076 4,014 - 4,226 | 4,182
(1) método de tratamento de colizdes por encadeamento - fungdo (3.26a);
(2) método de tratamento de colisbes por ende. aberto - funcic (3.26a);
(3) metodo de tratamento de colisdes por encadeamento - func¢do (3.26b);
{4) métode de tratamento de colisdes por ende. aberto - fungdo (3.26b).

Tabela 3.20c¢:

Tempo de CPU em segundos total para pré-processamento na Sun Sparc 20.

A tabela (3.20a) apresenta o tempo de CPU para geragdo das arestas. Quanto aos métodos de

tratamento de colisdes, observa-se a vantagem do encadeamento sobre o enderecamento aberto.

Este requisito € portanto, em conjunto com os demais ja apresentados, decisivo para a escolha do

meétodo de encadeamento.

A equagdo (3.26b), por sua forma simples, gera menor esforgo

computacional de calculo, acarretando assim, em menor tempo de processamento em relagio a

equagao (3.26a). Logo, tem-se a seguinte situagdo: quanto menor a complexidade da fungo,

menor o tempo de processamento desta, maior 0 namero de colisdes e supbe-se ser maior o
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tempo de processamento devido as analises das colisdes; quanto maior a complexidade da fungao,
maior o tempo de processamento desta, menor o mimero de colisdes e supde-se ser menor o
tempo de processamento devido as analises das colisdes. Porém, conforme observado nos
exemplos, 0s niimeros de colisdes gerados pela fungdo (3.26b), ainda que muito maiores que os
gerados pela fungdo (3.26a), consomem menos tempo de CPU para a rotina de geracio das
arestas, com redugoes da ordem de 20 a 25% para 2D e 30 a 35% para 3D. Portando, daqui em
diante, neste trabalho, a organizagio e extragiio das arestas sera realizada por este método, com

fun¢io hash do tipo (3.26b).

Observa-se na tabela (3.20b) que as rotinas de blocagem dos agrupamentos especiais consomem
menos tempo de CPU se comparadas as arestas simples. Isto ocorre devido ao lago para
agrupamentos especiais ser percorrido com passo 3, para 2D ou 6, para 3D. Assim, todo o
esforgo gerado pelo algoritmo de blocagem para uma aresta é amenizado quando esta aresta “é
acompanhada” pelas demais arestas componentes do agrupamento. Portanto, tem-se o efeito da
redu¢io do nimero total de arestas da malha. Conforme ja citado, esta reducio nunca é

completa, visto que nfio se pode organizar todas arestas em agrupamentos especiais.

A tabela (3.20c) apresenta o tempo total para o pré-processamento para ambas as estratégias
elementos/arestas, comparativamente. Semelhantemente ao item demanda de memoria, aqui o
tratamento de dados por arestas também apresenta caracteristicas menos favoraveis em relag¢io
aos elementos. As observagdes quanto ao pré-processamento € processamento também sdo
vélidas aqui. Pode-se verificar que a razdo de tempo de CPU entre arestas/elementos mantem-se
estavel e ndo significativa se comparada aos ganhos de tempo durante o processamento
(conforme tabelas 3.20) devido as aceleragGes nos algoritmos de multiplicagdo matriz-vetor

causadas pelo tratamento de dados por arestas.
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CAPITULO 4

Exemplos

Neste capitulo s3o apresentados os diversos exemplos executados em diferentes plataformas
Cray: EL94, J90, C90 e T90 (todas ndo-dedicadas), acompanhados de suas analises de
resultados, comparag¢ées dos tempos de CPU e demanda de memoria para processamento e pré-

processamento entre elementos e arestas. Para cada tipO de esquema, tem-se:

Pré-processamento:

aresta simples: geragdo e blocagem das arestas;

aresta super. geracio, arranjo dos agrupamentos especiais e blocagem dos
arranjos;

elemento: blocagem dos elementos.

Processamento. solugdo do sistema de equagdes através do meétodo dos gradientes

conjugados pré-condicionado, com pré-condicionador diagonal.

Em alguns exemplos, estuda-se o desempenho em paralelo e vetorial, conforme as sugestdes de

Crowl [19].

A seguir, a descri¢io de cada problema seguida de sua analise dos resultados e, eventualmente,

desempenho.
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Problema dos cinco-pogos.

Este probiema consiste de repetidas combinagdes de pogos produtores/injetores em um
reservatdrio de petroleo, conforme apresenta a figura (4.1). Cada pogo injetor é rodeado por
quatro pogos produtores e cada pogo produtor é rodeado por quatro injetores. O objetivo do

problema € se calcular a distribui¢io de pressGes entre os pogos produtores/injetores.

L) L) ®
pogo produtor 1
r pogo rgefor

o o} e}
. \

o O s/

malha paraiela malha fravsversal

. ® [

Figura 4.1: Configurago para o problema dos cinco-pogos

Existem duas possibilidades para a orientagdo da malha, por elementos triangulares; paralela e
transversal. Na orientagdo transversal, 0 caminho principal do fluxo entre os pogos produtor e
injetor ¢ transversal & orientagdo da malha. Na orientagdo paralela, este caminho é paralelo a
orientagdo da malha. Esta orientagdo exerce efeitos sobre os resultados obtidos, sendo portanto,

de interesse para analise.

Devido a simetria, a analise € feita sobre a quarta parte da regido compreendida pelos cinco pogos
(conforme malhés da figura 4.1), aplicando-se 1/4 da vazdo correspondente a toda a regido, no
pogo injetor. Por simplicidade, adota-se a vazdo unitaria, logo, 0,25 ¢é a vazio aplicada no pogo
injetor, e -0,25 a vazdio resultante no pogo produtor. Conforme figura a (4.2), condigdes de
contorno de fluxo normal nulo s3o consideradas, devido a simetria. Prescrevem-se ainda,
pressdes nulas nos vértices onde nio existem vazdes dadas. O comprimento lateral da malha é

unitario.
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Figura 4.2: Condigdes de contorno para o problema dos cinco pogos.

Visto que sdo utilizados elementos triangulares lineares, o numero de elementos é duas vezes o

numero de células, ou seja, para malhas 32x32 tém-se 1.024 células e 2.048 elementos.

Quanto 4 distribui¢do, a malha pode ser uniforme ou nfo-uniforme. As malhas ndo-uniformes
foram geradas por meio de um mapeamento isoparamétrico quadratico, onde os nés dos meios
dos lados foram posicionados a um quarto da distdncia aos pogos injetores/produtores. A figura
(4.3) ilustra as diversas combinagdes para malhas quanto a onientagdo e distribuigio para malhas
32x32.

Para meio homogéneo, as caracteristicas fisicas correspondem as permeabilidades longitudinal e

transversal iguais & unidade.
Para meio heterogéneo, as caracteristicas fisicas sfo geradas aleatoriamente, para cada elemento,

assumindo uma distribui¢do lognormal com média de 1,0, e coeficiente de variagdo 5,0, gerando

coeficientes de permeabilidade longitudinal e transversal maximo de 1.612,4 ¢ minimo de 0,17.
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Figura 4.3; Malha 32x32; a) paralela, uniforme; b) paralela, ndao-uniforme; c) transversal,
uniforme; d) transversal, ndo-uniforme,

A figura (4.4) a seguir, ilustra a distnibui¢do resultante de permeabilidades para as malhas da

figura (4.3), em meio heterogéneo.
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(c) (d)

Figura 4.4; Malha32x32: geracdo aleatonia dos coeficientes de permeabilidade para meio
heterogéneo - a) paralela, uniforme; b) paralela, ndo-uniforme; ¢) transversal, uniforme; d)
transversal, ndo-umiforme.

Serdo executados diversos exemplos de acordo com as diferentes configuragdes possiveis devido
a dimensdio por células da malha (32x32, 64x64, 128x128, 256x256 ¢ 512x512 células),

distribuigio da malha (uniforme/ndo-uniforme), orientagdo da malha (paralela/transversal) e
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caracteristica fisica do meio (homogéneo/heterogéneo). A tolerdncia adotada para o método dos

gradientes conjugados é de 107,

A anélise se concentrara entdo, na comparagio dos tempos de CPU e demanda de memoria para
ambas formulagSes (elementos e arestas) ¢ a medida do desempenho paralelo e vetorial dos
trechos de codigos referentes a implementagdo da estrutura de dados baseadas nas arestas, para
os agrupamentos especiais (super-arestas) no Cray J90, com 4 CPU’s e extrapolagdes para 16
CPU’s. Os pardmetros basicos para as medidas de desempenho sdo flop/s e speed-up (ou ganho).
Embora estes pardmetros possam ser objetos de critica, estes foram computados através das
ferramentas de medida de desempenho disponiveis nas diversas maquinas, Apm, perfview e
atexpert. O numero de flop/s € avaliado utilizando-se o hardware performance monitor (hpm) e
o profiling tool (perfview) para uma CPU somente, onde a vetorizagdo € o objetivo. Speed-up's
paralelos sdo avaliados através da ferramenta aftexpert. Os exemplos executados em paralelo
apresentam suas caracteristicas para o nimero de CPU’s da maquina em questdo, além de

extrapolagdes realizadas pela ferramenta atexperz.

A seguir, sdo apresentados diversos resultados obtidos nas varias plataformas, conforme a
seqiiéncia; apresentacdo de diversas tabelas com dados relativos 2 demanda de memoria, tempo
de CPU, niamero de iteragbes e informagdes gerais relativas as malhas geradas, para as diversas
abordagens propostas - elementos, super-elementos, arestas € super arestas, para uma CPU,
executados vetorialmente, correspondentes as fases de pré-processamento € processamento
(solugdio do sistema de equagbes). Em seqiéncia, efetua-se a analise e medida do desempenho
em paralelo e vetorial no Cray J90 para estrutura de dados tipo super aresta (dos trechos de
codigo desenvolvidos correspondentes & multiplicagdo matriz-vetor e calculo dos coeficientes das
arestas) para o exemplo correspondente 2o meio homogéneo, matha de dimensdc 512x512,

orientagdo transversal, distribuida ndo-uniformemente.

As tabelas (4.1) a (4.8) a seguir compdem uma série de resultados de tempo de CPU € demanda
de memoria para as diversas estruturas de dados analisadas: elementos, super-elementos, arestas
e super-arestas, correspondentes ao pré-processamento e processamento, para as diversas

plataformas.

77



Meio homogéneo.

Pré-processamento.
Informacdes gerais:
Malha Elementos Arestas S. arestas Colisdes (*)
32x32 2.048 3.136 97,96% 1.024
6464 9.192 12.416 98,97% 4.096
128x128 32.768 49.408 99, 48% 16.384
356256 131.072 197.120 99,74% 65.536
312x512 524.288 787.456 99,87% 262.144

(*) método de tratamento de colisbes por encadeamento - fungdo tipo equagdo (3.26b).

Tabela 4.1: Informagdes gerais.

Observa-se na tabela (4.1) o alto nimero de agrupamentos de super-arestas formadas, tendendo a
100%, conforme o aumento da dimensdo da matha. Conforme ja citado no item (3.5), isto se
deve ao fato das malhas serem estruturadas, 0 que € muito favoravel a formagdo das super-
arestas, localizadas ao centro e nas duas arestas consecutivas do contorno. As demais arestas

simples localizam-se nas outras duas arestas do contorno restantes.

Demanda de memoria (em MB):
Malha Elementos Arestas (*) Razgio a/e (1) | A. super (*} | Razio a/e (1)
32x32 0,2 0,4 2,0 0,4 2,0
64x64 0,7 1,5 2.1 1,8 2,6
128x128 2,9 5,8 2,0 7,0 2,4
256x256 11,5 15,5 1,3 28,1 2,4
512x512 46,0 62,0 1,3 112,1 2,4

(1) Razdo aresta/elemento;
(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento.

Tabela 4.2: Demanda de memoria em AMB.

A tabela (4.2) apresenta os valores de demanda de memonia para pré-processamento das diversas
malhas cinco-pogos geradas. Conforme citado no item (3.5), a sobrecarga da adaptagdo da

estrutura convencional de elementos para arestas pode ser observada através das razdes
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calculadas. Observa-se também, o decréscimo ¢ estabilizagdo desta razio entre arestas e

elementos conforme o0 aumento da dimensdo da malha.

Tempo de CPU (em segundos):
Malha Elementos Arestas (*) Razdo a/e A. super (*) Razdo a/e
32x32 06,033 0,063 2,0 0,040 1,2
64x64 0,131 0,254 1,9 0,150 1,1
128x128 0,522 1,033 2,0 0,604 1,2
256x256 2,087 4,125 2,0 2,406 1,2
512x512 8,341 16,476 2,0 9,625 1,2

{*) método de tratamento de colisdes por encadeamento - fungdo tipo equagdo (3.26b).

Tabela 4.3 Tempo de CPU em segundos - J90.

Em relagio ao tempo de CPU para o pré-processamento, verifica-se na tabela (4.3) que a razio
de tempo de CPU entre arestas e elementos mantém-se estavel. Entretanto, estes tempos ndo séo
significativos se comparados aos ganhos de tempo durante o processamento devido as
aceleragdes causadas pelo tratamento de dados por arestas, visto a seguir. Conforme ja
mencionado no item (3.5), pode-se verificar que as rotinas de blocagem das super-arestas
consomem menos tempo de CPU se comparadas as arestas simples (fator responsavel pela
redugdo do tempo de CPU consumido pelas super-arestas em relagdo as arestas simples). Isto
ocorre devido ao lago para super-arestas ser percorrido com passo 3. Assim, todo o esforgo
gerado pelo algoritmo de blocagem para uma aresta ¢ amenizado quando esta aresta “é
acompanhada” pelas demais arestas componentes do agrupamento. Portanto, tem-se o efeito da

reducdo do numero total de arestas da malha.
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Processamento (solugdo do sistema de equagdes).

lteracoes:
Malha Distribuicdo Orientacdo Equacies Elemento Aresta
32x32 uniforme paralela 1.087 70 70
ndo—uniforme | paralela 88 88
uniforme transversal 70 70
ndc uniforme | transversal 66 66
646 uniforme paralela 4.223 284 284
ndc-uniforme | paralela 174 174
uniforme transversal 139 139
ndo-uniforme | transversal 133 133
128x128 uni forme paralela 16.639 273 273
ndo-uniforme | paralela 345 345
uniforme transversal 273 273
nido-uniforme | transversal 265 265
256x256 uniforme paralela 66.047 539 539
ndo-uniforme | paralela 685 686
uniforme transversal 538 539
ndo-uniforme | transversal 529 5331
512x512 uniforme paralela 263.167 1.066 1.066
ndo-uniforme | paralela 1.358 1.359
uniforme transversal 1.066 1.066
ndo-uniforme | transversal 1.061 1.062

Tabela 4.4. Total de iteragdes.

O total de iteragdes para ambos os casos (elementos/arestas) é praticamente o mesmo, a menos de

pequenas diferen¢as de uma iteragdo a mais ou a menos em alguns casos, o que € insignificante

quanto a gera¢do de qualquer efeito desvantajoso. Tais diferengas devem-se aos tratamentos

numéricos de ponto flutuante dos equipamentos - arredondamentos e truncagens - que tratados

por elementos e arestas, propagam-se ao calculo do residuo alterando-o em pequena escala, logo

gerando diferentes numeros de iteragdes em alguns casos.

Demanda de memoria (em MB):
Malha Elemento E. super A. simples/super Razdo es/a
32x32 0,2 0,1 0,1 1,2
64x64 017 015 0:4 1,2
128x128 2,9 2,2 1,8 1,2
256x256 11,2 8,8 7,0 1,2
512x5]12 46,4 34,4 28,0 1,2

Tabela 4.5: Demanda de memoria em MB.
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Observa-se na tabela (4.5), que a razfio da demanda de memoria entre elementos-super e arestas
(simples ou super) ¢ estavel e maior que a unidade, devido as vantagens de armazenamento dos
coeficientes das arestas em relagio ao armazenamento das matrizes dos elementos (ver capitulo 2
- item 2.1.2.2). Esta razdo apresenta-se como grande vantagem em relagdo ao tratamento de
dados por elementos, visto que se da na fase de processamento, mais cara durante a analise do

problema, conforme ja discutido.

1empo de CPU (segundos):

Malha Distribuicdo Orientagio Elemento E. Super Aresta A. super
32x32 uniforme paralela 0,165 0,139 0,108 0,101
ndo-uniforme | paralela 0,206 0,172 0,136 0,122

uniforme transversal 0,168 0,140 0,109 0,097
ndo-uniforme { transversal 0,158 0,131 0,106 0,093

64x64 | uniforme paralela 2,449 2,008 1,581 1,288
nao-uniforme | paralela 1,510 1,231 0,956 0,762
uniforme transversal 1,214 0,992 0,765 0,632
néo-uniforme | transversal 1,144 0, 947 0,757 0,646

128128 | uniforme paralela 9,204 7,486 5,736 4,760
nao-uniforme | paralela 11,667 9,543 7,329 5,968

uniforme transversal 9,252 7,523 5,813 4,878
ndo-uniforme | transversal 8,965 7,284 5,632 4,606

256x256 | uniforme paralela 72,298 60,139 44,939 37,185
ndo-uniforme | paralela 91, 666 77,541 58,555 48,551
uniforme transversal 72,583 60,920 - 45,110 37,926
ndc-uniforme | transversal 71,278 59,634 46,250 35,341

512x512 | uniforme paralela 572,165 477,436 360,136 | 277,745
ndo-uniforme | paralela 725,724 607,342 454,797 | 362,038
uniforme transversal § 571,132 468,662 365,029 | 271,765
ndo-uniforme | transversal | 567,604 471,863 351,620 | 272,509

Tabela 4.6a: Tempo de CPU em segundos - EL94.
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Malha Distribuigio Orientacdo Elemento E. Super Aresta A. super
32x32 uniforme paralela 0,044 0,040 0,033 0,026
ndo-uniforme | paralela 0,055 0,030 0,041 0,032
uniforme transversal 0,044 0,040 0,033 0,026
nido-uniforme | transversal 0,042 0,038 0,031 0,025
G6ix64 | uniforme paralela 0,626 0,570 0,465 0,353
nio-uniforme | paralela ¢, 385 0,351 0,286 0,216
uniforme transversal 0,308 0,281 0,229 0,174
ndo-uniforme | transversal 0,295 0,268 0,218 0,166
128xi28 | uniforme paralela 2,350 2,138 1,729 1,301
ndo-uniforme | paralela 2,967 2,694 2,190 1,643
uniforme transversal 2,352 2,145 1,731 1,297
nao-uniforme | transversal 2,282 2,081 1,682 1,264
2356x256 | uniforme paralela 18,564 17.128 13,536 10,112
nado-uniforme | paralela 23,595 21,743 17,031 12,882
uniforme transversal 18,488 17,111 13,406 10,101
ndc-uniforme | transversal 18,218 16,812 13,350 9,973
512x512 | vniforme paralela 147,499 134,921 105,863 80,515
ndo-uniforme | paralela 186,502 171,815 135,241 | 102,503
uniforme transversal | 147,465 134,988 105,110 80,748
ndo-uniforme | transversal | 145,601 134,252 104,787 81,184
Tabela 4.6b: Tempo de CPU em segundos - J90.

Malha Distribuigdo Orientacdo Elemento Aresta

32x32 uniforme paralela 0,013 0,009

ndo-uniforme paralela 0,016 0,012

uniforme transversal 0,013 0,009

nio-uniforme transversal 0,012 0,009

6dx64 uniforme paralela 0,184 0,110

ndo-uniforme paralela 0,112 0,069

uniforme transversal 0,091 0,057

ndo-uniforme transversal 0,087 0,055

128x128 uniforme paralela 0,683 0,398

ndo-uniforme paralela 0,882 0,516

uniforme transversal 0,688 0,403

ndo-uniforme transversal 0,686 0,395

256x256 uniforme paralela 5,331 3,102

ndc-uniforme paralela 6,749 3,937

uniforme transversal 5,381 3,070

nao-uniforme transversal 5,279 3,044

512x512 uniforme paralela 43,021 23,954

nido-uniforme paralela 54,726 30,673

uniforme transversal 42,728 24,212

ndo-uniforme transversal 42,693 24,153

Tabela 4.6.c. Tempo de CPU em segundos - C90.
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Matha Distribuicio Orientacio Elemento Aresta
32x32 uniforme paralela 0,008 0,008
naoc-uniforme paralela 0,010 0,007

uniforme transversal 0,008 0,006
ndoc-uniforme transversal 0,007 0,006

6dx64 uniforme paralela 0,094 0,065
na3o-uniforme paralela 0,059 0,040

uniforme transversal 0,048 0,032
ndo-uniforme transversal 0,044 0,031

128128 uniforme paralela 0,340 0,228
ndo-uniforme paralela 0,436 0,287

uniforme transversal 0,356 0,228
nido-uniforme transversal 0,335 0,223

256x256 uniforme paralela 2,661 1,757
nac-uniforme paralela 3,382 2,231

uniforme transversal 2,625 1,752
ndo-uniforme transversal 2,628 1,729

512x512 uniforme paralela 20,979 13,657
nido-uniforme paralela 26,808 17,485

uniforme transversal 21,032 13,672
nao-uniforme transversal 20,9985 13,737

Tabela 4.6d: Tempo de CPU em segundos - T90.

As tabelas (4.6) apresentam a maior vantagem entre o tratamento de dados por arestas em relagdo

aos elementos.

Conforme se observa, o tempo de CPU para o processamento através do

tratamento por arestas ¢ de aproximadamente 60% do tempo para elementos. Esta redugio de

40% tem grande significado, principalmente para problemas de natureza ndo linear, nos quais a

principal subrotina responsavel pela aceleragdo do algoritmo de solugdo - a subrotina de

multiplicagdo matriz-vetor - € mais intensamente utilizada.

A titulo de ilustragdo, a tabela (4.7) apresenta o ganho de tempo de CPU consumido durante o

processamento, para cada estratégia, em cada plataforma.

Plataforma | elemento—elemento-super elemento-super —aresta aresta—super-aresta
Cray
EL94 17,2% 22,9% 17,3%
J90 8,6% 19,7% 23,7%

Tabela 4.7a: Ganho de tempo de CPU consumido durante processamento para meio homogéneo
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Plataforma Cray elemento—»aresta

Co0 38,8%

1790 31,6%

Tabela 4.7b: Ganho de tempo de CPU consumido durante processamento para meio homogéneo
do problema dos cinco-pogos, para as plataformas Cray C90 e T90.

Meio heterogéneo.

Pré-processamento.

O pré-processamento para meios heterogéneos corresponde ao pré-processamento para meios
homogénos, visto que a unica diferenca se da no fato de que as caracteristicas fisicas sfo
diferentes para cada elemento, para meios heterogéneos, gerando portanto, uma tabela de
parametro dos materiais (manipulada durante a geragdo da malha) com Nel/ nimero de posigdes
(visto que cada elemento possui diferentes proprniedades em relagdo aos demais), onde Nvol é o
numero de elementos e para meios homogeéneos, tais caracteristicas repetem-se exatamente para
cada elemento e a tabela dos pardmetros dos materiais s6 possui uma posi¢do correspondente a
propriedade de todo meio. Logo, a tabela (4.1) Informagdes gerais é exatamente a mesma, pois a
geracdo das arestas independe das propriedades fisicas do meio. Quanto ao item Demanda de
memoria, 0 mesmo acontece, ou seja, a tabela de parametros de materiais nio é manipulada
durante a geragdo das arestas e correspondente blocagem. Logo, a tabela (4.2), aqui também se

repete. Sio validos aqui, os mesmos comentarios de ambas tabelas.
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Processamento (solugdo do sistema de equacdes).

Iteracoes:
Malha Distribuigdo Orientacdo Equacioes Elemento Aresta
32x32 uniforme paralela 1.087 330 330
ndo-uniforme | paralela 389 389
uniforme transversal 302 302
ndo uniforme | transversal 282 281
6dx64 uniforme paralela 4.223 558 558
ndo-uniforme | paralela ' 686 688
uniforme transversal 573 573
ndco-~uniforme | transversal 518 521
128x128 uniforme paralela 16.639 860 860
ndo-~uniforme | paralela 1.363 1.363
uniforme transversal 1.127 1.127
ndo-uniforme | transversal 1.027 1.0286
256x256 uniforme paraiela ©6.047 1.63¢6 1.636
ndc-uniforme | paralela 2.725 2.717
uniforme transversal 1.636 1.636
ndo-uniforme { transversal 2.074 2.075
512x512 uniforme .paralela 263.167 3.076 3.076
ndo-uniforme | paralela 3.765 3.765
uniforme transversal 2.902 2.902
ndo-uniforme | transversal 2.561 2.561

Tabela 4.8; Total de iteragses.

Comparativamente a0 meio homogéneo, a heterogeneidade gera maior nimero de iteragdes para

cada exemplo, visto que deteriora o numero de condicionamento espectral da matriz do sistema.

Demanda de memoria

Equivalentemente ao pré-processamento, aqui também ndo ha diferengas quanto aos meios

homogéneo/heterogéneo devido aos mesmos fatores (ver tabela 4.5).
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Tempo de CPU (segundos):

Malha Distribuicio Orientacio Elemento E. Super Aresta A. super
32x32 |uniforme paralela 0,222 0,204 0,149 0,132
ndo-uniforme | paralela 0,261 0,239 0,175 0,154
uniforme transversal 0,204 0,188 0,136 0,121
ndo—uniforme | transversal 0,191 0,169 0,127 0,112
64x64 | uniforme paralela 1,376 1,199 0,910 0,735
ndo-uniforme | paralela 1,685 1,471 1,122 0,903
uniforme transversal 1,414 1,266 0,933 0,754
ndc-uniforme | transversal 1,280 1,149 0,848 0,685
128x128 | uniforme paralela 8,298 7,382 5,383 4,289
nac-uniforme | paralela 13,109 11,726 8,511 6,803
uniforme transversal 10,870 9,680 7,017 5,618
ndo-uniforme | transversal 9,917 8,789 6,388 5,122
2356x256 | vniforme paralela 63,042 56,101 40, 447 32,151
ndo-uniforme | paralela 105,879 93,485 67,173 53,529
uniforme transversal 64,081 54,990 40,513 31,840
ndo-uniforme | transversal 81,410 71,457 51,383 40,382
512x512 | uniforme paralela 481,130 420,828 303,767 | 238,464
nido-uniforme | paralela 589,705 516,528 371,263 | 291,794
uniforme transversal | 454, 355 398,493 286,006 | 225,801
ndo-uniforme | transversal | 400,151 352,060 252,468 199,305
Tabela 4.9a: Tempo de CPU em segundos - J90.
Maitha Distribuigdo Orientacdo Elemento E. Super Aresta
32x32 uniforme paralela 0,470 0,348 0,265
nio-uniforme paralela 0,552 0,422 0,354
uniforme transversal 0,435 0,338 0,289
ndo-uniforme transversal 0,401 G, 308 0,244
64x64 | uniforme paralela 3,069 2,334 1,956
ndc-uniforme paralela 3,863 2,934 2,392
uniforme transversal 2,506 1,850 1,444
nac-uniforme transversal 2,137 1,597 1,174
128x128 | uniforme paralela 18,184 13,745 10,119
ndo-uniforme paralela 29,715 22,434 16,504
uniforme transversal 25,106 18,994 13,935
ndo-uniforme transversal 22,583 18,014 12,729
256x256 | uniforme paralela 138,497 108, 904 82,172
ndo-uniforme paralela 171,708 133,078 103,044
uniforme transversal 181,460 140,488 110,335
ndo-uniforme transversal 169,982 135,309 98,850
5I12x512 | uniforme paralela 913,631 715,991 552,256
ndo-uniforme paralela 1.213,537 982,173 648,587
uniforme transversal 910,788 726,796 555,589
ndo-uniforme transversal 760,687 680,391 502,350

Tabela 4.9b: Tempo de CPU em segundos - EL94.
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Malha Distribuicio Orientacio Elemento Aresta
32x32 uniforme paralela 0,030 0,020
nio-uniforme paralela 0,036 0,024

uniforme transversal 0,028 0,019
nio-uniforme transversal 0,026 0,017

6dx64 uniforme paralela 0,216 0,120
ndc—-uniforme paralela 0,275 0,151

uniforme transversal 0,171 0,096
nao-uniforme transversal 0,149 0,082

I28x128 uniforme paralela 1,290 0,690
ndo-uniforme paralela 2,082 1,124

uniforme transversal 1,768 0,950
nao~uniforme transversal 1,581 0,861

256x256 uniforme paralela 9,658 5,228
ndo-uniforme paralela 11,846 6,434

uniforme transversal 12,468 6,755
nio-uniforme transversal 12,067 6,522

512x512 uniforme paralela 65,840 35,038
nio-uniforme paralela 77,578 41,416

uniforme transversal 65,114 34,821
ndo-uniforme transversal 56,569 29,943

Tabela 4.9¢c: Tempo de CPU em segundos - C90.

A tabela (4.10) apresenta o ganho de tempo de CPU consumido durante o processamento, para

cada estratégia em cada plataforma.

Plataforma Cray | elemento—e. super | elemento—aresta | e. super—aresta | aresta—s. aresta
EL94 22,3 % - 23,5 % -
790 11,2 % - 26,9 % 18,6 %
(&) - 43,3 % - B

Tabela 4.10: Ganho de tempo de CPU consumido durante o processamento para meio
heterogéneo do problema dos cinco-pogos, para as plataformas Cray EL94, J90 ¢ C90.

Visto que o namero de iteragdes para o meio heterogéneo ¢ maior que o numero de iteragdes
para o meio homogéneo, a subrotina responsavel pela otimizag¢do do processo iterativo de solugio
- a subrotina de multiplicagio matriz-vetor smafv - € mais intensamente utilizada,
comparativamente ao meio homogéneo, causando entdio maiores taxas de redugio do tempo de
CPU consumido durante a solugio, conforme apresenta a tabela (4.10). A comparagio entre as
tabelas (4.7) e (4.10), além de exporem a vantagem do tratamento de dados por arestas em

relagdo ao tratamento por elementos para tempo de CPU consumido na solugdo, realca a grande
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vantagem desta otimizagio quando mais intensamente utilizada, conforme ocorre devido a
heterogeneidade do problema.

A tabela (4.11) a seguir, apresenta o nimero de Mflop/s e speed-up para cada subrotina em
analise, correspondente ao problema de dimensdo 512x512 células, meio homogéneo, malha

uniforme e paralela, para tratamento de dados por arestas usando agrupamentos especiais super-

aresta, para o Cray J90.
Rotina 1 CPU (Mflop/s) 4 CPU’s - Speed-up
smatv 121,3 3,98
trip2dsd 55,9 3,55

Tabela 4.11: Mflop/s e speed-up para Cray J90.

Conforme se observa, a subrotina smatv, responsavel pela multiplicagdo matriz global pelo vetor
residuo pré-condicionado (algoritmo da tabela 3.8) e a subrotina #rip2dsd, responsavel pelo
calculo dos coeficientes das arestas (algoritmo da tabela 2.4) possuem excelentes speed-up’s
indicando o forte grau de paralelismo dos algoritmos. A figura (4.5) a seguir, apresenta o
comportamento do speed-up paralelo das duas subrotinas e o speed-up ideal. Através desta
figura, observa-se o alto grau de paralelismo das subrotinas. O indice de Mflop/s da rotina smatv,
121,6 Mjflop/s (valor correspondente ao lago mais interno), equivale a 61% do desempenho

maximo para o Cray J90, 200,0 Mflop/s, sendo portanto, um excelente indice.
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Figura 4.5. Speed-up paralelo para o Cray J90.
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A figura (4.6) a seguir, apresente o comportamento do speed-up paralelo das duas subrotinas e o
extrapolado para 16 CPU’s e speed-up ideal para o Cray J90. Observa-se que a curva
correspondente a subrotina #frip2dsd apresenta um ganho quase linear, possuindo um bom
comportamento para a extrapolagio. O mesmo nio ocorre com a subrotina smatv, mas ainda

assim apresenta razoavel comportamento para extrapolagio.
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Figura 4.6: Speed-up paralelo extrapolado para 16 CPU’s para o Cray J90.

Conclui-se portanto, em fungdo dos resultados observados, que o tratamento da estrutura de
dados por arestas em relagdo aos elementos, apresenta grandes vantagens nos critérios de tempo
de CPU e demanda de memoéria durante a solugdo do sistema de equagdes, além das boas
caracteristicas de vetorizagdo e principalmente paralelismo dos principais trechos de codigo

gerados por este tipo de tratamento de dados, para o caso de malhas planas estruturadas.
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Fluxo potencial na Baia de Guanabara.

Este problema tem como objetivo ilustrar o comportamento da formulagio por arestas em malhas

planas nio-estruturadas.

Serdo apresentadas tabelas com dados relativos & demanda de memoéria, tempo de CPU, niimero
de iteragbes e informagdes gerais relativas a malha, para as diversas abordagens propostas -
elementos, elementos-super, arestas e super-arestas, para uma CPU, executados vetorialmente,
correspondentes as fases de pré-processamento e processamento (solugdo do sistema de

equagdes) para as plataformas Cray J90 e EL94.

A figura (4.7) a seguir, apresenta a malha ndo-estruturada da Baia de Guanabara, discretizada por

34.317 elementos triangulares e 18.481 nos. Esta matha foi gerada empregando-se o algoritmo

de Delaunay, conforme Ribeiro, Landau e Conceigdo [20].
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Figura 4.7: Discretizagio da Baia de Guanabara em elementos triangulares - geraram-se 34.317
elementos e 18.481 nos.
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Analisa-se o escoamento potencial considerando a profundidade constante e unitiria. A

tolerancia do método dos gradientes conjugados ¢ de 107,

As tabelas (4.12) a (4.18) a seguir, compdem uma série de resultados de tempo de CPU e
demanda de memoria para as diversas estruturas de dados analisadas: elementos, elementos-
super, arestas e super-arestas, correspondentes ao pré-processamento e processamento, para as

diversas plataformas.

Pré-processamento.

Informacdes gerais:
Malha Elementos Arestas &. arestas Colisdes (*)
B. Guanabara 34.317 52.800 78,82% 26.485

(*) método de tratamento de colisBes por encadeamento.

Tabela 4.12: Informages gerais.

Figura 4.8: Agrupamentos especiats para a malha da Baia de Guanabara. Os tridngulos azuis
representam os agrupamentos especiais de 3 arestas.
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A figura (4.8) ilustra os agrupamentos e super-arestas para a malha da Baia de Guanabara

Conforme observado na tabela (4.12), o total de agrupamentos de super-arestas nio € tio alto

quanto para malhas estruturadas, porém ainda € um bom indice, visto que esta em torno de 80%.

Observa-se na figura (4.8), a formagio de “nicleos” de arestas simples (conjuntos de tridngulos
vermelhos) regulares ao longo de toda a malha, devido & natureza de sua geragdo. Esta
disposigio dos elementos dificulta a formagdo de agrupamentos especiais conforme o caso das

malhas estruturadas.

Demanda de memdria (em MB) e Tempo de CPU (em segundos):

Matha Requisito Elementos | Arestas (*) | Razio a/e S. Aresta Razio a/e
(%)
B. Guanabara | memoria 3,0 6,2 2,1 7,5 2,5
B. Guanabara tempo 0,683 1,336 2,0 0,748 1,1

(*) método de tratamento de colisbes por encadeamento - fungdo tipo equagdo (3.26b).

Tabela 4.13: Demanda de memoria em MB e Tempo de CPU em segundos - Cray J90.

E interessante observar que a dimensio desta malha equivale aproximadamente, 4 malha cinco
pogos 128x128 células, tendo-se portanto, indices semelhantes para ambos os requisitos
analisados, ainda que esta seja ndo estruturada e aquela estruturada. Conforme esperado, a
sobrecarga citada no item (3.5), ou seja, a adaptagdo da estrutura de dados gerada baseada em
elementos para a estrutura baseada em arestas, gera uma elevada razdo de demanda de memoria
entre arestas e elementos: quase 2,5 vezes o valor do tratamento convencional por elementos.
Quanto ao tempo de CPU, devido a malha ser ndo estruturada, observa-se um maior consumo de
tempo em relagdo 4 malha de cinco-pogos 128x128 células (+24%), visto que a ndo regularidade
da disposi¢io dos elementos ocasiona maior esforgo computacional durante a extragdo e
organizacio das arestas. Este aumento entretanto, ndo € significativo devido ao fato ja citado
(item 3.5) da relevancia do processamento comparado ao pré-processamento, principalmente em
problemas ndo lineares, ¢ aos ganhos de tempo durante o processamento devido as aceleragdes

causadas pelo tratamento de dados por arestas, vistos a seguir.
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Processamento (solug¢do do sistema de equagées).

Iteragoes:
Malha Egquagdes - Elemento Aresta
B. Guanabara 18.480 972 972
Tabela 4.14: Total de iteragdes.
Demanda de memoria (em MB):
Malha Elemento E. super A. simples/super Razdo es/a
B. Guanabara 3,0 2,2 1,9 1,2

Tabela 4.15: Demanda de memoria em AMB.

Os comentarios feitos para o problema dos cinco pogos - tabela (4.5) - sio aplicaveis a tabela
(4.15), devido a equivaléncia na dimensio da malha em questio, com a malha cinco-pogos

128x128, ja citada.

Tempo de CPU (segundos):
Malha Plataforma Elemento E. super Aresta S. aresta
B. Guanabara Cray J90 9,115 8,951 6,671 3,550
B. Guanabara Cray EL94 35,546 - 30,448 22,140

Tabela 4.16: Tempo de CPU em segundos para plataformas Cray J90 e EL94.

Neste problema, apesar da malha ser ndo-estruturada, observam-se ganhos semelhantes aos
observados na malha cinco-pogos 128x128, conforme ja mencionado. Logo, equivalentemente ao
problema em comparagdo, os resultados observados indicam que o tratamento da estrutura de
dados por arestas em relagdo aos elementos, apresenta grandes vantagens nos critérios de tempo
de CPU e demanda de memoria durante a solugdo do sistema de equagdes, além das boas
caracteristicas de vetonizagdo e principalmente paralelismo dos principais trechos de codigo

gerados por este tipo de tratamento de dados, para o ¢aso de malhas planas nio-estruturadas.
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Problema de Boussinesyq.

Este exemplo tem como objetivo ilustrar o comportamento da formulagiio por arestas em malhas

estruturadas espaciais.

Serdo apresentadas diversas tabelas com dados relativos a demanda de memornia, tempo de CPU,
numero de iteragdes e informagdes gerais relativas & malha, para as diversas abordagens propostas
- elementos, super-elementos, arestas e super-arestas, para uma CPU, executados vetorialmente

correspondentes as fases de pré-processamento e processamento, para a plataforma Cray J90.

Analisa-se o escoamento potencial devido a uma carga puntiforme aplicada a um dos vértices. As
condigdes de contorno sdo potenciais nulos ao longo de todos os planos opostos ao vértice

referido a carga, conforme ilustra a figura (4.9).

I
L g%
p =0 % (x, 5 2) € adhe, cdhg abcd

Figura 4.9. Condigdes de contorno para o problema de Boussinesq.

Serdo analisadas malhas de 8°, 16°, 32° e 64° células. Em cada célula geram-se 5 tetraedros

segundo o esquema dado por Zienkiewicz e Taylor [1].
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Pré-processamento.

Informacoes gerais:
Malha Elementos Arestas S. arestas Colisbes
@ I 1] “ 3 ”» “6 ” (i-)
8x8x8 2.560 3.672 30,63 8,4z §0, 95 1.168
16x16x16 20.480 26.928 32,77 6,33 60, 80 37.035
32x32x32 163.840 205.920 30,74 5,74 63,52 312.535
64x64x64 | 1.310.720 | 1.609.920 32,20 5,81 61,99 | 2.560.285

(*) método de tratamento de colisbes por encadeamento - fungéo tipo equagdo (3.26b).

Tabela 4.17: Informagdes gerais.

Conforme ja citado no item (3.5), observa-se que o alto “grau de compartilhamento” das arestas

pelos elementos ndo permite uma organiza¢io em agrupamentos especiais tdo eficiente quanto o

caso 2D, também para as malhas de 32° e 64° células. Os indices para os agrupamentos especiais

(3 e 6 arestas) chegam a 70%, com indices correspondentes aos agrupamentos de 3 arestas

variando de 5,5 a 8,5 %, em torno de 60% para agrupamentos de 6 arestas e 30% para o restante

em arestas simples.

Demanda de memoria (em MB):
Malha Elementos (7) Arestas (F)(*) Razdo a/e
Sx8x8 0,3 0,5 1,9
16x16x16 2,1 4,0 1,9
32x32x32 16,8 32,0 1,9
64x04x64 13210 255r2 1!9
(7) simples e super

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento.

Tabela 4.18: Demanda de memoria em MB.

A sobrecarga do pré-processamento devido a adaptagiio da estrutura convencional por elementos

a estrutura de dados por aresta, ja citada no item (3.5), é observada na tabela (4.18),

caracterizada pela razdo da demanda de memoéna entre arestas/elementos, que para o caso de

malha espacial, se mantém constante conforme o aumento de sua dimensdo. Porém, conforme ja

citado naquele item, o pré-processamento nio € o mais caro nos problemas analisados por
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elementos finitos, principalmente nos problemas

ndo-lineares, em que o pré-processamento s6

OCOfTE uma vez.

Tempo de CPU (em segundos):

Malha Aresta simples (*) Aresta super (1)

) “61” “631”

8x8x8 0,066 0,018 0,019
16x16x16 0,541 0,140 0,145
32x32x32 4,082 1,118 1,154
6dx64x64 32,900 8, 965 9,133

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento - fungdo (3.26b);
(1) tempo de CPU para organizagdo dos arranjos especiais somente.

Tabela 4.19a: Tempo de CPU em segundos para geragio das arestas e organizagio dos
agrupamentos especiais.

Malha Aresta simples (*) Aresta super (*)
“61” w6317
8x8x8 0,052 0,015 0,013
16x16x16 0,395 0,123 0,109
32x32x32 3,115 0,923 0,780
64x64x64 25,243 7,839 6,741

Tabela 4.19b: Tempo de CPU em segundos para blocagem das arestas e agrupamentos especiais.

Malha Elementos Aresta simples Aresta super
w 61 ” w 6'31 ”
Bx8x8 0,178 0,296 0,277 0,276
16x16x16 1,480 2,416 2,284 2,275
32x32x32 12,0098 19,295 18,221 18,114
64x64x64 98,056 156,208 147,769 146,839

(*) método de tratamento de colisbes por encadeamento - fungdo (3.26b);

Tabela 4.19c: Tempo de CPU total, em segundos, para pré-processamento.

Os tempos de CPU para geragdo das arestas apresentados pela tabela (4.19a) para organizagio

em agrupamentos especiais, ndo possuem diferenga significativa e portanto, indicam ¢ mesmo

comportamento para este processo.

agrupamentos em arestas de 3 e 6, para consumo de tempo de CPU.

9

Conclui-se a ndo distingdo entre a organizagdo dos




Conforme ja citado no item (3.5), observa-se na tabela (4.19b) a redugio de tempo de CPU das
rotinas de blocagem dos arranjos especiais em relagdo as arestas simples, devido ao efeito da
“redugdo” do numero total de arestas da malha possiveis de serem organizadas em grupos de 3
efou 6, através do passo do lago principal da subrotina de blocagem. Observa-se ainda a
sobreposicdo destes efeitos para os agrupamentos “631”7, em que ha a blocagem para
agrupamentos de 6 e a seguir, a blocagem para os agrupamentos de 3. Esta sobreposigio causa

redugdes significativas, da ordem de 15%, mostrando-se altamente vantajosa.

A tabela (4.19¢) apresenta o tempo total para o pré-processamento para ambas as estratégias
elementos e arestas, comparativamente. Semelhantemente ao item demanda de memoria, aqui o
tratamento de dados por arestas também apresenta caracteristicas menos favoraveis em relagao
aos elementos. Pode-se verificar que a razio de tempo de CPU entre arestas e elementos
mantem-se estivel e ndo significativa se comparada aos ganhos de tempo durante o
processamento (conforme tabelas 4.20 a 4.22) devido as aceleragbes causadas pelo tratamento de
dados por arestas, Tem-se ainda como agravante & formulagdo por arestas, a necessidade da

blocagem dos elementos, necessaria para possibilitar a vetorizago do calculo dos coeficientes das

arestas (ver capitulo 3, item 3.4.2).

Processamento (solucdo do sistema de equacées).

Iteragdes:
Malha Eguacies Elemento Aresta
8x8x8 563 27 27
16x16x16 3.505 23 23
32x32x32 23.299 32 32
64x64x64 60.805 12 12
Tabela 4.20: Total de iteragdes.
Demanda de memoria (em MB):
Malha E. simples E. super A. simples/super Razdo es/a
Sx8x8 0,3 0,2 c,1 2,0
16x16x16 2,3 1,7 0,8 2,1
32x32x32 18,4 13,6 3,7 2,4
6dx64x64 143, 2 102, 4 40,8 2,5

Tabela 4.21: Demanda de meméria em MB.
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Observa-se nesta tabela, que a razio da demanda de memoénia entre super elementos e arestas
{simples ou super) € maior que a unidade, da ordem de 2 vezes, e tende a aumentar, para os
exemplos analisados, devido as vantagens de armazenamento dos coeficientes das arestas em
relagdo ao armazenamento das matrizes dos elementos (ver capitulo 2 - item 2.1.2.1). Esta razdo
apresenta-se como grande vantagem em relagfo ao tratamento de dados por elementos, visto que
se da na fase de processamento, mais cara durante a analise do problema, conforme ja discutido.
Para a comparagido entre os elementos tem-se uma reducdo na demanda de memoria devido a
estratégia elemento super em relagdo a estratégia elemento convencional ¢ de 27%, em média,

valor significativo de redugdo, mostrando-se vantajoso para a fase de processamento.

Tempo de CPU (segundos):
Malha E. simples E. super Aresta Aresta super
simples “61” “631”
Sx8x8 0,050 0,042 0,023 0,018 0,018
16x16x16 0,358 0,318 0,159 0,112 0,110
32x32%32 4,389 4,113 1,979 1,310 1,277
6Ix64x64 27,281 26,398 13,405 8,391 8,201

Tabela 4.22: Tempo de CPU em segundos.

Conforme a tabela (4.22), o tratamento de dados por elemento-super ndo apresenta ganho
signficativo de tempo de CPU em relagio ao correspondente elemento: 9,2%. No entanto, para
o caso da aresta, observa-se um grande ganho em rela¢o ao tratamento por elemento e elemento-
super: 49,1%, € mais ainda para o caso da super-aresta “631” em relagdo ao elemento-super: -
65,1%, extremamente vantajosa. No entanto, ndo € significativo o ganho médio entre as super-

arestas; 1,6%.
Conclui-se portanto, em fungdo dos resuitados observados, que o tratamento da estrutura de

dados por arestas em relagio aos elementos, apresenta grandes vantagens nos critérios de tempo

de CPU e demanda de meméria para o caso de malhas espaciais e estruturadas.
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Fluxo potencial ao redor de um submarino.

Este problema tem como objetivo ilustrar o comportamento da formulagdo por arestas em malhas
espaciais ndo-estruturadas e consiste na simulagdo tridimensional do fluxo ao redor de um
submarino classe Los Angeles. A figura (4.10) apresenta uma fotografia de um submarino desta

classe em movimento.

Figura 4.10: Submarino classe Los Angeles.

O modelo, digitalizado através de informagdes disponiveis comercialmente, ¢ a malha foram
gerados pelo AEM Finite Element Group - AHPCRC [21]. A figura (4.11) ilustra o modelo

gerado do casco do submarino.

Figura 4.11: Modelo do casco do submarino classe Los Angeles gerado pelo AEM Finite
Element Group - AHPCRC.
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A figura (4.12) a seguir, apresenta a superficie da matha nio-estruturada do submarino classe Los
Angeles, discretizada por 504.947 elementos tetraédricos e 92.564 nés. O contorno da malha
consiste do prisma externo e a superficie do casco do submarino, conforme modelo apresentado

na figura (4.11).

Figura 4.12: Malha de superficie do submarino representada pelas faces dos tetraedros
pertencentes ao contorno.

As condi¢des de contorno consistem no fluxo de entrada aplicado na face do_prisma

correspondente a proa e fluxo de saida aplicado na face do prisma correspondente a popa. A

figura (4.13) ilustra detalhes da discretizacdo da proa e popa respectivamente, através das faces

dos tetraedros pertinentes. A tolerancia do método dos gradientes conjugados ¢ de 10°.
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Figura 4.13: Detalhes da malha para a (a) proa e (b) popa do submarino, constituidas das faces
dos tetraedros pertencentes & superficie do casco do submarino.

A analise do fluxo potencial ao redor do submarino se concentrara na comparac¢do dos tempos
de CPU e demanda de memoria para ambas formulacdes (elementos e arestas) e a medida do
desempenho paralelo e vetorial dos trechos de codigos referentes & implementagdo das estruturas

de dados por elementos, elementos-super, arestas e super-arestas de “61” e “631” arestas, no

Cray J90 e T90. Mais especificamente, serdo efetuadas medigdes com 4 CPU’s e extrapolagdes
para 16 CPU’s (para o Cray J90), tendo como parametros basicos para as medidas de
desempenho o numero de flop/s e speed-up, obtidos através das ferramentas de medida de
desempenho disponiveis: hpm, perfview e atexpert. O numero de flop/s € avaliado utilizando-se
o hardware performance monitor (hpm) e o profiling tool {perfview) para uma CPU somente,

onde a vetorizagdo € o objetivo. Speed-up’s paralelos sio avaliados atraves da ferramenta

atexpert.

As tabelas (4.23) a (4.29) a seguir compdem uma série de resultados de tempo de CPU ¢
demanda de memoria para as diversas estruturas de dados analisadas: elementos, super-
elementos, arestas € super-arestas, cotrespondentes ac pré-processamento € processamento, para

o Cray J90 ¢ T90.
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Pré-processamento.

Informagées gerais:
Malha Elementos Arestas S. arestas Colisdes
“I » “3” “6” ('l?
submarine | 504.947 623.003 39,57% 6,47% 53,97% 462.304

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento, fungéo (3.26b).

Tabela 4.23: Informacdes gerais.

Observa-se na tabela (4.23), que o total de agrupamentos de 6 arestas, ainda que ndo t3o
expressivo quanto o exemplo espacial de malha estruturada do problema de Boussinesq,
representa mais de 50% do total de arestas da malha. Este indice gera uma redugdo expressiva no
tempo de CPU consumido durante a solugdo do sistema de equagdes, conforme apresentado
adiante. Em relagdo ao exemplo do problema de Boussinesq, este indice apresenta uma redugio
de 10%, aproximadamente. Por sua vez, o total de arestas simples apresenta um aumento de
aproximadamente 10%, enquanto o indice para agrupamento de 3 arestas apresenta valor

correspondente ao exemplo em comparagdo.

Demanda de memoria (em MB):
Malha Elemento (1) Aresta (1) Razdo a(*)/e
submarino 50,8 79,5 1,6
(1) simples e super

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento.

Tabela 4.24: Demanda de memoria em MB.

O efeito da sobrecarga de adaptagio da malha do submarino de elementos para arestas gera uma
razio de demanda entre elementos e arestas de 1,6. Este valor, entretanto, € ainda aceitavel
diante dos beneficios do tratamento de dados por arestas causados durante a solugdo do sistema

de equagdes.
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Tempo de CPU (em segundos):

Plataforma Cray Aresta simples (*) Super-Aresta
“’615’ ((631]!
790 11,921 15,035 15,137
790 5,486 6,477 6,443

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento - fungdo (3.26b);

Tabela 4.25a: Tempo de CPU em segundos para geragdo das arestas ¢ organizagio dos
agrupamentos especiais.

Plataforma Cray Aresta simples Super-aresta
||6‘1’I “631!’
J90 9,144 3,573 2,894
90 1,983 0,740 0,601

Tabela 4.25b: Tempo de CPU em segundos para blocagem das arestas e agrupamentos especiais.

Plataforma Cray Elementos Aresta simples Super-aresta
- . \\61” “6‘31!’
790 34,075 55,140 52, 683 52,106
190 6,830 14,288 14,047 13,874

(*) método de tratamento de colisbes por encadeamento - fungdo (3.265);

Tabela 4.25¢; Tempo de CPU em segundos total para pré-processamento.

Conforme ja observado no problema de Boussinesq, a organizagiio dos agrupamentos em super-

arestas de 3 e 6 ndo apresentam distingdo significativa em relagio ao consumo de tempo de CPU.

Do mesmo modo, observa-se a redugio de tempo de CPU para as rotinas de blocagem das super-
arestas, chegando a uma reduggo do tempo de blocagem das super-arestas “631” em relagio as

“61” de 19%, devido a sobreposigéo dos agrupamentos de 3 e 6 arestas.

A tabela (4.25¢) apresenta o tempo total para o pré-processamento para ambas as estratégias
elementos e arestas, comparativamente. Semelhantemente ao item demanda de memoria, aqui o

tratamento de dados por arestas também apresenta caracteristicas menos favoraveis em relacio
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aos elementos. As observagbes quanto ao pré-processamento € processamento também sdo
validas aqui'. Tem-se ainda como agravante a formulagdo por arestas, a necessidade da blocagem
dos elementos, necessaria para possibilitar a vetorizagao do calculo dos coeficientes das arestas
(ver capitulo 3, item 3.4.2). E importante salientar porém, que os resultados apresentados pelas
tabelas (4.24) e (4.25) sdo afetados da sobrecarga de adaptagio da estrutura convencional por
elementos 4 estrutura por arestas, conforme citado do item (3.5), sendo necessaria a consideragdo

desta caracteristica em suas analises.

Processamento (solugdo do sistema de equaces).

lteragoes:
Plataforma Equagdes Elemento- | Elemento- Aresta- Super-aresta
Cray simples super simples “61” “631"
Joo 92.563 520 519 323 520 520
790 519 524 522 523 522

Tabela 4.26: Total de iteragGes.

A tabela (4.26) apresenta os nimeros de iteragdes obtidos para as diferentes formulagdes. Estes
diferem entre si devido aos efeitos da ordenag@o das seqiiéncias de valores de cada formulagéo,
causando diferentes tratamentos (arredondamentos e truncamentos) dos valores de pontos
flutuantes. Isto ¢ ainda mais evidente devido ao mau-condicionamento do sistema de equacdes,
que pode ser apreciado observando-se valor maximo da diagonal principal da matriz de
coeficientes, 154299816275 e valor minimo de 0,0430523123. Este mau condicionamento
ocorre devido 4 configuragdo da malha, ou seja, a existéncia de elementos de tamanhos muito

diferentes entre si; além das diferengas de arquitetura entre as plataformas.

Demanda de memoria (em MB):
Malha E. simples E. super A. simples/super Razdo es/a
submarino 57,6 42,4 17,6 3,3

Tabela 4.27: Demanda de memoria em MB.

104




Observa-se nesta tabela, que a razio da demanda de memoria entre super-elementos e arestas
(simples ou super) ¢ maior que a unidade, da ordem de 3 vezes, devido as vantagens de
armazenamento dos coeficientes das arestas em relagio ao armazenamento das matrizes dos
elementos. Esta razdo apresenta-se como grande vantagem em relagdo ao tratamento de dados
por elementos, visto que se di na fase de processamento, mais cara durante a andlise do
problema, conforme ja discutido. Para a comparaggo entre os elementos tem-se uma redugdo na
demanda de memoéria devido a estratégia super-elemento em relagio a estratégia elemento
convencional de 26%, um valor significativo de redugdo, mostrando-se vantajoso para a fase de

processamento, conforme ja mencionado.

Tempo de CPU (segundos):
Plataforma Elemento Elemento Aresta Super-aresta
Cray simples super simples “61” “631”
J9o 105,511 89,176 33,525 27,437 26,912
790 13,030 12,478 4,806 2,090 3,772

Tabela 4.28: Tempo de CPU em segundos.

Observa-se na tabela (4.28), a enorme vantagem do tratamento de dados por arestas em relagio
ao elemento, atraves da razdo entre os tempos de CPU consumidos para cada uma: o tratamento
por elemento-super € 3,3 vezes o valor para o correspondente super-aresta 631, para ambas

plataformas, mostrando-se altamente vantajoso.

A tabela (4.29) a seguir, apresenta o tempo total correspondente ao job executado em cada
plataforma. Devido ao porte deste probiema, as aceleragdes causadas na fase de processamento
devido a estruturagio de dados por arestas, compensam o tempo extra consumido durante a fase
de pré-processamento, correspondente. Logo, o tempo total de cada job para o esquema por
arestas ¢ menor que o consumido pelo esquema por elementos, sendo portanto vantajoso para

tempo total de CPU (pré-processamento + processamento) para malhas de grande porte.

Plataforma Elemento Elemento Aresta Super-aresta
Cray simples super simples “61” “631”
Jo0 140,7 124,8 96,2 81,5 80,4
790 . 20,0 19,6 19,3 16,4 15,9

Tabela 4.29: Tempo de CPU total (pré-processamento + processamento) em segundos.
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As tabelas (4.30) a seguir, apresentam o numero de Mflop/s e speed-up para cada subrotina em

analise, para os diversos tipos de tratamentos de dados, para o Cray J90 e T90.

Tratamento coeficientes matvee coeficientes matvec

de dados 1 CPU-Mflop/s | 1 CPU-Mflop/s | 4 CPU’s - Speed-up | 4 CPU’s - Speed-up
Elemento 77,0 139,8 3,90 3,30
Super-elemento 68,7 123,0 3,90 3,20
Aresta simples 70,4 105,9 3,88 3,32
Super-aresta 61 69,6 122,8 3,85 3,35
Super-aresta 631 70,0 124,2 3,86 3,28

Tabela 4.30a: Mflop/s e speed-up para Cray J9O.

Tratamento coeficientes matvec coeficientes matvec

de dados 1 CPU - Mflop/s | 1 CPU - Mflap/s | 4 CPU’s - Speed-up | 4 CPU’s - Speed-up
Elemento 648, 4 688,5 3,95 3,71
Super-elemento 514, 9 549,4 3,95 3,71
Aresta simples 290,9 326,4 3,96 3,89
Super-aresta 61 519,0 401, 8 3,92 3,72
Super-aresta 631 623,8 437,5 3,93 3,73

Tabela 4.30b: Mflop/s e speed-up para Cray T90.

Conforme se observa nas tabelas (4.30), a gera¢do dos coeficientes para as matrizes dos
elementos super/simples e arestas super/simples - #rip3d e frip3dsd - atingem o mesmo indice de
Mflop/s, ainda que o total de operagdes de ponto flutuante para cada elemento, super-elemento,
aresta e super-aresta e o total destes sejam diferentes (¢ importante ressaltar que as rotinas de
geragdo dos coeficientes sdo diferentes para os elementos e super-elementos e iguais para as
arestas). Logo, ndo se observa vantagem significativa durante a geragiio dos coeficientes,
referente ao requisito tempo de CPU consumido. Quanto a multiplicagdo matriz-vetor,
identificada por smatv, observa-se que o elemento apresenta a maior taxa e que as taxas para as
arestas crescem respectivamente com os agrupamentos especiais “61” e “631”.  Os speed-up’s
alcangados indicam o forte grau de paralelismo dos algoritmos. As figuras (4.14) a seguir,
apresentam o comportamento do speed-up paralelo das duas subrotinas para todas as formulagdes
¢ 0 speed-up ideal. Através desta figura, observa-se o alto grau de paralelismo das subrotinas.
Para a tabela (4.30a) - Cray J90, é importante citar que o indice de Mflop/s da rotina smatv para a
formﬁlag:ﬁo por super-arestas, em média, 123 Mflop/s, equivale a 62% do desempenho maximo,

200 Mflop/s, sendo portanto, um excelente indice. Ja para o caso da tabela (4.30b) - Cray T90, o
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indice de Mflop/s da rotina smatv obtidos ndo foi tdo alto quanto ao J90. Tem-se para a
formulagio por super-aréstas, em média, 420 Mflop/s, o que equivale a 21% do desempenho
maximo, 2 Gflop/s. Isto se deve ao fato de que a rotina ndo foi otimizada quanto aos aspectos de
acesso e conflito de bancos de memonia. Estes aspectos sdo cruciais para se obter um maior
desempenho no Cray T90.
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Figura 4.14a; Speed-up paralelo do calculo dos coeficientes dos elementos e arestas - J90.
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Figura 4.14b: Speed-up paralelo da multiplicagdo matriz-vetor para elementos e arestas - J90.
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Figura 4.14¢: Speed-up paralelo do calculo dos coeficientes dos elementos e arestas - T90.
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Figura 4.14d: Speed-up paralelo da multiplicagio matriz-vetor para elementos e arestas - T90.

As figuras (4.15) a seguir, apresentam o comportamento do speed-up paralelo das duas subrotinas
para todas as formulagdes extrapolado para 16 CPU’s e speed-up ideal para o Cray J90.
Observa-se que as curvas apresentam um ganho quase linear, possuindo um bom comportamento

para a extrapolagao.
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Figura 4.15a: Speed-up paralelo extrapolado para 16 CPU’s do calculo dos coeficientes dos
elementos e arestas - J90.
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Figura 4.15b: Speed-up paralelo extrapolado para 16 CPU’s da multiplicagio matriz-vetor para
elementos ¢ arestas - J9O.

Conclui-se portanto, em fun¢do dos resultados observados, que o tratamento da estrutura de
dados por arestas em relagdio aos elementos, apresenta grandes vantagens nos critérios de tempo
de CPU e demanda de memonia durante a fase de solugdo do sistema de equagdes, além das boas
caracteristicas de vetorizagdo e principalmente paralelismo dos principais trechos de codigo

gerados por este tipo de tratamento de dados, para o caso de malhas espaciais ndo-estruturadas.
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Fluxo potencial ao redor de um automovel.

Este problema tem como objetivo ilustrar o comportamento da formulagdo por arestas em mathas
espaciais ndo-estruturadas de grande porte e consiste na simulagdo tridimensional do fluxo ao
redor de um automovel semelhante ao modelo Saturn SL2. A figura (4.16) apresenta uma

fotografia de um automovel deste modelo.

Figura 4.16: Automovel modelo Saturn SL2.

O modelo utilizado, extremamente detalhado, contendo rodas, espelhos retrovisores laterais,
lanternas embutidas e spoilers, e a malha foram gerados pelo AEM Finite Element group -

AHPCRC [29], conforme apresenta a figura (4.17).

Figura 4.17: Modelo semelhante ao do automovel Saturn SL2 gerado pelo AEM Finite Element
Group - AHPCRC [29].
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O dominio do problema ¢ apresentado na figura (4.18) e corresponde ao espago compreendido

entre as faces do prisma envolvente e a superficie do automdvel, constituindo o contorno do

problema.

Figura 4.18: Dominio para a analise fluxo potencial ao redor do automovel Saturn SL2.

O contorno da malha contém 35.307 nds e 70.937 elementos. A malha completa representativa
do modelo possui 448.695 nos e 2.815.158 elementos tetraédricos. A figura (4.19) apresenta a

superficie da malha do automoével representada pelas faces dos tetraedros pertencentes ao

contorno.
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Malha de superficie do automovel representada pelas faces dos tetraedros

Figura 4.19:
pertencentes ao contorno.
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As condigbes de contorno consistem no fluxo de entrada aplicado na face do prisma

correspondente a frente e fluxo de saida aplicado na face do prisma correspondente a traseira do
automovel. A figura (4.20) ilustra detalhes da discretizaggo do fundo e tras do prisma, através

das faces dos tetraedros pertinentes. A tolerancia do método dos gradientes conjugados é de 107,

Figura 4 20: Detalhes da malha no contorno constituido das faces dos tetraedros pertencentes a
parte do fundo e posterior do prisma envolvente.

A andlise do fluxo potencial ao redor do automovel se concentrara na comparagdo dos tempos
de CPU e demanda de memoria para ambas formulagSes (elementos ¢ arestas) e a medida do

desempenho paralelo e veterial dos trechos de codigos referentes a implementagio das estruturas

de dados por elementos, elementos-super, arestas e super-arestas de “61” e “631” arestas, no
Cray J90. Mais especificamente, serfio efetuadas medigSes com 4 CPU’s e extrapolagSes para 16
CPU’s, tendo como pardmetros basicos para as medidas de desempenho o numero de flop/s e
speed-up, obtidos através das ferramentas de medida de desempenho disponiveis: hpm, perfview
e atexpert. O nimero de flop/s é avaliado utilizando-se o hardware performance monitor (hpm)
e o profiling tool (perfview) para uma CPU somente, onde a vetorizagdo € o objetivo. Speed-

up s paralelos s3o avaliados através da ferramenta afexpert.
As tabelas (4.31) a (4.36) a seguir compdem uma série de resultados de tempo de CPU e

demanda de memoria para as diversas estruturas de dados analisadas: elementos, elementos-

super, arestas e super-arestas, correspondentes ao pré-processamento, para o Cray J90.
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Pré-processamento.

Informacdes gerais:

Malha Elementos Arestas 8. arestas Colisdes
ﬂ‘l » “3 " “6 ” (*)

automovel 2.815.158 | 3.314.611 41.49 % 5.92 % | 52.59 % | 2.520.633

(*) método de tratamento de colisbes por encadeamento, fungdo (3.26b).

Tabela 4.31: Informagdes gerais.

A tabela (4.31) apresenta resultados semelthantes a tabela {4.23), para o problema do fluxo ao
redor de um submarino, ainda que as malhas tenham sido geradas por métodos distintos [21,
29]. Tem-se, para a malha do automdvel uma média de 3,2 elementos por aresta e desvio padrao
de 1,4. Observa-se portanto, um comportamento semelhante das distribui¢Ses de ambas mathas,
justificando tal semelhanga. Estes indices para agrupamentos especiais sio favoraveis a redugéo

do tempo de CPU consumido durante a solugdo do sistema de equagoes.

Demanda de memoria (em MB):
Malha Elemento (1) Aresta simples Super-aresta (*} Razdo a(*)/e
autgmo'vg! 282,6 438,2 430,9 1,5
(1) simples e super;

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento - agrupamentos tipo “61 " e “"6317.

Tabela 4.32: Demanda de memoria em MB.

Conforme a tabela (4.24) para a malha do submarino, a tabela (4.32) apresenta uma razdo de
demanda de memoria entre arestas e elementos em torno de 1,5. Devido & grande dimensio desta
malha, a diferenca de demanda de memoria entre arestas simples e super-arestas € notada,

chegando a 7,3 MB.
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Tempo de CPU (em segundos):

Processo Arestu Super-aresta
simples {(*) “61” “631”
geragdo das arestas e organizacdo dos agruptos. especiais 65,934 83,270 83,750
blocagem das arestas e agrupamentos especiais 54,168 21,526 17,999
total 157,382 104,796 101,749

(*) método de tratamento de colisdes por encadeamento - fungdo (3.26b).

Tabela 4.33: Tempo de CPU em segundos, para geragio das arestas e organiza¢do dos
agrupamentos especiais, blocagem e totais.

Conforme as tabelas (4.25) para a malha do submarino, a tabela (4.33) apresenta distingdo pouco
significativa dos os tempos de CPU entre os agrupamentos em super-arestas de 3 e 6. As rotinas
de blocagem tém redug@io de 16% entre super-arestas “61” e “631”, devido & sobreposigio de 3 e

6 arestas, ja comentada.

Processamento (solugdo do sistema de equacdes).

lteracdes:
Matha Egquacées Elemento Elemento Aresta Super-aresta
simples super simples “61” “631”
automovel | 448.694 25.875 25.931 25.850 25.760 25.818

Tabela 4.34. Total de iteragdes.

A tabela (4.34) apresenta uma diferenga entre o maior e 0 menor valor para as iteragdes de 171
iteragdes. Equivalentemente ao problema do fluxo ao redor de um submarino, este fato se da
devido aos efeitos da ordenagdo das seqiiéncias de valores de cada formulagdo, causando
diferentes tratamentos (arredondamentos e truncamentos) dos valores de pontos flutuantes.
Neste caso, o mau-condicionamento, gerado devido & ocorréncia de elementoé de tamanhos
muitos diferentes entre si, € muito mais acentuado, apresentando para valor maximo da diagonal
principal da matriz de coeficientes de 372043,6396767776 e para valor minimo de 0,0203378376,

justificando portanto, diferengas tdo significativas.
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Demanda de memoria:

Malha

Elemento simples

Elemento super

A. simples/super

Razdo es/a

automovel

317,6

231,72

92,8

2,5

Tabela 4.35: Demanda de memoria em MB.

Observa-se na tabela (4.35) valores semelhantes aos observados na tabela (4.27). Tem-se uma
redugdo de 27%, significativa, entre os valores de demanda de memoria para as estratégias
elemento-simples e elemento-super, sendo portanto, vantajosa a estratégia elemento-super para a
fase de processamento quanto & demanda de memoria. A razio da demanda de memoria entre
elementos-super e arestas (simples ou super) € da ordem de 2,5 vezes, devido as vantagens de
armazenamento dos coeficientes das arestas em relagdo ao armazenamento das matrizes dos
elementos, conforme ja analisado. Esta razio apresenta-se como grande vantagem em relag¢do ao

tratamento de dados por elementos, visto que se da na fase de processamento.

Tempo de CPU (segundos):
Malha Elemento Elemento Aresta Super-aresta
simples super simples “61” “631”
Automdvel 28.934,944 24.521,161 | 8.689,396 | 7.089,454 6.973,596

Tabela 4.36: Tempo de CPU em segundos

De acordo com a tabela (4.36), a raziio entre os tempos de CPU consumidos para a estratégia
elemento-super e super-aresta 631 € de 3,5, sendo portanto, esta Gitima, extremamente vantajosa
para a fase de processamento, quanto ao tempo de CPU. Observa-se porém, comparativamente
ao fluxo ao redor de um submarino, que esta razio ndo difere muito, sendo de 3,3. A razio
entre o total de elementos da malha do automével e do submarino € de 5,6 e a razdo entre o total
de equagdes € de 4,8. Pode-se portanto, assumir como razao entre os tempos de CPU entre as
estratégias citadas como de 3,5, para grandes malhas, conforme observado para os dois

problemas em analise.

A tabela (4.37) a seguir, apresenta o tempo total correspondente ao job executado no Cray J90.

Conforme o fluxo potencial ao redor de um submarino, o porte deste problema é propicio a
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aceleragdo do processamento, compensando o tempo extra consumido durante a fase de pré-
processamento, devido & estruturagio de dados por arestas. Tem-se portanto, menor tempo total

para o job executado por arestas em relagfo ao job executado por elementos.

Plataforma Elemento Elemento Aresta Super-aresta
Cray simples super simples “61” “631”
Cray J90 29.184,2 24.773,0 9.061, 1 7.446,0 7.326,0

Tabela 4.37. Tempo de CPU total (pré-processamento + processamento) em segundos.

A tabela (4.38) a seguir, apresenta o numero de Mflop/s e speed-up para cada subrotina em

analise, para os diversos tipos de tratamentos de dados, para o Cray J90.

Tratamento coeficientes smatv coeficientes smatv
de dados 1 CPU-Mflop/s | 1 CPU-Mflop/s | 4 CPU’s - Speed-up | £ CPU’s - Speed-up
Elemento 77,2 140,1 4,00 3,57
Elemento-super 67,7 126,2 4,00 3,58
Aresta simples 68,4 105,6 3,94 3,60
Super-aresta 61 70,4 122,5 3,94 3,61
Super-aresta 631 70,2 123,8 4,00 3,98

Tabela 4.38; Mflop/s e speed-up para o Cray J90.

A tabela (4.38) apresenta indices semelhantes aos referentes ao fluxe potencial ao redor de um
submarino. A geragio dos coeficientes dos elementos super/simples e arestas super/simples,
identificadas por coeficientes, atingem o mesmo indice de Mflop/s, ainda que o total de operagdes
de ponto flutuante para cada elemento, elemento-super, aresta e super-aresta ¢ o total destes
sejam diferentes, n3o se observando portanto, vantagem significativa durante a geragido dos
coeficientes, referente ao requisito tempo de CPU consumido. A multiplicagio matriz-vetor -
smatv - tem maior taxa para o elemento e que as taxas para as arestas crescem respectivamente
com os agrupamentos especiais. Os speed-up’s alcangados indicam o forte grau de paralelismo
dos algoritmos. As figuras (4.21) a seguir, apresentam o comportamento do speed-up paralelo
das duas subrotinas para todas as formulagbes e o speed-up ideal. Através desta figura, observa-
se 0 alto grau de paralelismo das subrotinas. Para a tabela (4.38), ¢ importante citar que o indice

de Mflop/s da rotina smatv para a formulagio por super-arestas, em média, 123 Mflop/s, equivale
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a 62% do desempenho méaximo, 200 Mflop/s, mantendo-se portanto, conforme ¢ problema

anterior do submarnino.

400 :@

390+

3 + =
a 2504 &tiip3d - elemento simples/super
7 trip3dsd - aresta simples/61
g 204 ] @ trip3ds P
-4 A tip3dsd - aresta 631
@ 107 x kdeat

1,00 4 »

050 1

0,00 +

0 1 2 3 4
Processadores

Figura 4.21a; Speed-up paralelo do calculo dos coeficientes dos elementos e arestas.

400 T
350 | »
300+ n eelemento-simples
a 2904 u melemento-super
7 20 aarestasimples
| Q ¥ super-aresta 61
@180t xsuper-aresta 631
1,0} N o ldeal
050 +
0,00 + +
0 1 2 3 4
Processadores

Figura 4.21b: Speed-up paralelo da muitiplica¢do matriz-vetor para elementos e arestas.

.As figuras (4.22) a seguir, apresentam o comportamento do speed-up paralelo das duas subrotinas
para todas as formula¢des, extrapolado para 16 CPU’s e speed-up ideal para Cray J90. Observa-
se que as curvas apresentam um ganho quase linear, possuindo um bom comportamento para a

extrapolagdo.
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Figura 4.22a: Speed-up paralelo extrapolado para 16 CPU’s do calculo dos coeficientes dos
elementos e arestas.

16,00
14,00 b 4 g 5
' i L
1200 1 4 | esmaly - elemento-simples
a 1000+ & § L msmatv - super-elemento
-3 g Asmatv - aresta-simples
& 800+
2 u E x smatv - super-aresta 61
@ 6007 LB ¥ smatv - super-aresta 631
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2,00 +
0,00 i i
0 10 15 20
Processadores

Figura 4.22b: Speed-up paralelo extrapoiado para 16 CPU’S da multiplicagdo matriz-vetor para
elementos e arestas.

Em fungfio dos resultados obtidos no problema do fluxo ao redor de um submarino, os
resultados aqui observados preservam suas principais caracteristicas quanto ao tempo de CPU e
demanda de memoria para a fase de processamento, vetorizagdo e paralelismo dos trechos de
codigo gerados. Conclui-se portanto, a grande vantagem da estratégia por arestas em relagdo aos
elementos, para malhas espaciais de grande porte, ndo-estruturadas, em problemas de

configuragio industrial.
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CAPITULO 5

Conclusoes.

5.1. Contribuigdes.

Conforme observado nos resultados obtidos dos exemplos executados, a mudanca da estrutura de
dados por elementos para arestas é justificada devido aos bons resultados obtidos. O pré-
processamento, ainda que sofrendo a sobrecarga da adaptagdo da estrutura convencional para a
estrutura proposta, apresenta bons resultados de tempo de CPU e demanda de memoéna,
principalmente para os problemas de grande porte, como o fluxo potencial ao redor de um
submarino ¢ fluxo potencial ao redor de um automovel Em todos exemplos, a fase de
processamento, prncipal na aplicagio do método dos elementos finitos, apresenta vantagens
significativas para tempo de CPU e demanda de memoria para a solugdo do sistema de equagdes.
Os ganhos de tempo de CPU sdo mais acentuados para os problemas de grande porte
supracitados, compensando entdo, o tempo adicional consumido durante a fase de pré-
processamento, gerando tempos de CPU totais, para todo o job, inferiores & estratégia

convencional por elemento.

As adaptagdes dos codigos ja existentes para elementos finitos, devido as alteragdes para o
esquema por arestas, nio sdo complexas, nio gerando portanto, maiores dificuldades quanto a
codificagdo. Observa-se entretanto, que o caso da super-aresta “631” ndo apresenta vantagem
significativa em relagfio ao esquema super-aresta “61”, referente ao tempo de CPU, quando sdo
analisadas malhas ndo-estruturadas. O mesmo nfo acontece no caso das malhas estruturadas.
Este fato pode ser justificado através da regularidade da distribuigdo da malha estruturada em
comparagio com a ndo-estruturada. Quanto mais regular for esta distribui¢do, maior o numero
de agrupamentos especiais, principalmente os de 3 arestas. [Esta regularnidade pode ser
caracterizada através do desvio-padrio do numero de elementos que compartilham uma mesma
aresta. Para as malhas espaciais nio-estruturadas analisadas, tém-se para desvio-padrdo 1,4 para
ambos os casos (submarino e automével) e 0,9 para a malha de dimensdo 32* células, do

problema de Boussinesq (com uma média de 3 elementos compartilhando uma mesma aresta,
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para todos os casos). O baixo valor {(menor que a unidade) para a malha estruturada, implica na
boa regularidade desta, enquanto que, para as malhas ndo-estruturadas, tem-s¢ o oposto.
Portanto, para estes casos, ha de se considerar a viabilidade e necessidade de implementago dos

codigos para super-arestas “631”.

Quanto aos aspeétos de vetonzagdo e paralelizagdo, observa-se que O esquema por arestas e
todas otimiza¢des propostas, apresentam caracteristicas semelhantes a estrutura convencional por
elementos. Os principais trechos de codigos implementados apresentam alto grau de vetorizagio

e paralelismo, caracterizado por speed-up s excelentes, proximos aos ideats.

Os procedimentos adicionais ao pré-processamento, gerag3o de arestas e organizagdo em super-
arestas, no geram consumo excessivo de tempo de CPU e memoria, € podem ser otimizados se
organizados e implementados em um gerador de malha por aresta, diretamente, visto que a
estrutura de dados por arestas é gerada a partir da convencional por elementos. A téncica de
tabela hash se mostra eficiente e oferece possibilidades para outras aplicagdes. Entretanto, ainda
que se conviva com esta sobrecarga de pré-processamento, nos casos dos problemas de grande
porte, verificou-se que tal sobrecarga ¢ amenizada pelas grandes redugdes de tempo de CPU

durante a solugio do sistema de equagdes, quando comparado ao esquema por elementos.
5.2. Trabalhos futuros.

Devido ao carater inicial da proposta deste trabalho, as diversas aplicagdes executadas sao apenas
ilustrativas e relativamente simples. E portanto, de grande interesse, o desenvolvimento do
assunto, possibilitando aplicagdes na solugio de problemas de interesse pritico, tais como:
escoamento em meios porosos, simulagio de reservatorios, escoamentos compressiveis e

incompressiveis, problemas de aguas rasas entre outros.

A simples transferéncia da estrutura de dados por elementos para arestas, gera economia de
consumo de tempo de CPU e demanda de memoria. Entretanto, utilizou-se neste trabalho um
pré-condicionador simples, de pouca eficiéncia em problemas mal condicionados. A semelhanga
dos pré-condicionadores elemento-por-elemento, ha a possibilidade do desenvolvimento de pré-

condicionadores aresta-por-aresta ou pré-condicionadores multi-nivel.
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Durante todo o trabalho, foi evidenciado o fato da base da dados por arestas ser o resultado de
uma adaptagdo da base convencional, por elementos, ¢ a sobrecarga desfavorivel gerada. E
portanto necessaria, o desenvolvimento de um gerador de malha de elementos finitos diretamente

por arestas, eliminando a consequente sobrecarga de adaptagdo de estrutura de dados.
A utilizagio da técnica de tabela hash é promissora, havendo diversas possibilidades de

otimizagdo quanto aos aspectos computacionais de paralelismo e vetorizagdo [11], além do

estudo dos diversos métodos de tratamento de colisdes, fungdes hash, etc.
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APENDICE

Tabela Hash: métodos de tratamento de colisdes.

O exemplo de malha triangular a seguir, é usado para ilustrar o método da tabela de espalhamento
(tabela hash) para extragdo e organizagdo das arestas correspondentes. Os métodos de
tratamento das colisdes sdo apresentados separadamente em cada item correspondente. Fungdo

hash utilizada: h = (ho_maior + no_menor) mod M + 1. Geraram-se 16 arestas.

Figura A.1: Exemplo de matha triangular com 8 elementos para extra¢o e organizagio das
arestas correspondentes, através da técnica de espalhamento (tabela hash).

A figura (A 2) a seguir, ilustra o resultado da extragio e organizagio das arestas, correspondente

ao exemplo da figura (A.1), através da técnica de espalhamento (tabela hash).
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Figura A.2: Resultado da extragiio e organizagio das arestas, correspondente ac exemplo da
figura (A.1), através da técnica de espalhamento (tabela hash).

Meétodo de tratamento de colisdes por encadeamento.

Este método constrol uma lista encadeada pelas arestas que compartilham aquela posi¢do da area
de armazenamento, ou seja, arestas que colidem nesta posigdo. Cada posicio armazena um
enderego que aponta para o topo de sua lista encadeada correspondente. Se esta posigdo ndo esta
ocupada, o seu conteido é nulo. E conveniente que estas listas sejam pequenas e, seu tamanho
tenha um comportamento medio ao longo de toda estrutura, devido as buscas seqiienciais que
elas geram. Ou seja, se uma aresta estiver no topo da lista de colisdes, a sua busca, sendo direta,
leva uma unidade de tempo - melhor caso, se esta aresta estiver no fim da maior lista de colisGes,
a sua busca, sendo seqiiencial nesta lista, leva uma unidade de tempo para localizar diretamente
seu topo, mais 0 tempo necessario para se realizar a busca seqiencial na lista - ptor caso. No
entanto, verifica-se na pratica, um bom comportamento na distribui¢do de todas as arestas ao
longo das listas encadeadas. A tabela (A.1), a seguir, apresenta o algoritmo da tabela de

espalhamento com tratamento de colisdes por encadeamento.
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Para cada elem = 1 até Nvol faga
Fara cada 1= 1 até 3 faca {6, para tetraedros}
Calcular enderego_hash {em fungao da incidéncia nodal da aresta i}:
h « fnd maior, n6_menor),
Se contendo do enderego_hash estiver vazio entdo
{Aresta ndo existe}
Incluir a aresta {Topo da lista encadeada};
sendo
{ Aresta ja existe}
Se aresta ja existe entdo
desprezar aresta,
sendo
{ Analise da COLISAO}
Se final da lista encadeada entdo

Incluir a aresta no final da lista encadeada;

sendo

Se aresta ja existe na lista encadeada entdo
desprezar aresta;

sendo
Buscar proxima aresta nesta lista encadeada;

fim-se

fim-se
Jim-se
fim-se
Sim-para

fim-para

Tabela A.1: Algoritmo de extragéio e organizagio de arestas para elementos
triangulares/tetraédricos, com tratamento de colisGes por encadeamento.
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A seguir, o diagrama esquematico de todas as principais estruturas de dados envolvidas no
algorrtmo de tratamento de colisdes por encadeamento (tabela A.1) para o exemplo da figura

(A1), seguida de uma breve descrigdo das estruturas de dados envolvidas.

Area de armazen Arest Encadeamento
Elemento Incidéncia  Combmagdes (IHASH) ' IE[:G;;; das cobsdes
nodais /h ( ) (IPROX)
1 1
4 | @ : If1]a4 1|
4
1 4 10
: 2 1l a4is 7|8
3 1| 3 3]s
1 3
1 ; 72
2 5 g g 7|5 #15]|2 g
2
2 1 | 4 5 stz 5
2 2 g 4
: 6|1 6|s5|6 6 |10
3 5 . |12
5|, 7|3 7|6 |2 7
6 2
2 ‘s; 9 2 8|4 ¢dle|3 4
¢ |10
4 6 3 e elT ¢13 2 9
3
b ==
3 z o2 1elal1 10
4 : 12 4+
T i l7|s AR
s 7 8 16
g : 13 2]s )84 1
4 4
g |13* 3|2 138 |s 13
5 8 3 |14
= JZAR 15| 8|9 b7
5 4 10 +
5 : 1as 5115 is|9|s 15
7 8 : 18 isln 169 |6 16
9
9 5 | 1B 7
5 . 15+
: 3 15|14
8 9 5 16 2+
3 9
6 g [12*

Figura A.3: Diagrama esquematico das estruturas de dados envolvidas no tratamento de colisdes
por encadeamento. h = valor calculado pela fungéo hash.
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Para o diagrama esquematico na figura (A 3), tem-se:

¢ indices dos vetores em italico;

e o indice do vetor IHASH (area de armazenamento) é calculado aplicando-se a funggo
hash (h) utilizada sobre as diversas combinagdes nodais;

* 0 conteudo do vetor IHASH (mimeros em negrito) correspondem s arestas criadas;

e cada indice do vetor IEDGES corresponde ao identificador de cada aresta e o seu
contedo aos dois nos da aresta (incidéncia),

¢ o vetor [IPROX ¢ responsavel pela organizagdo das listas encadeadas; cada aresta (indice
do vetor IPROX) possui um ponteire para a proxima aresta em sua lista (conteado do
vetor [PROX),

* arestas ja existentes (representadas por asteriscos *) sio desprezadas,

e arestas em colisdo sdo indicadas por duplo asteriscos (**).

Observacio:
E importante notar que arestas em colisio ndo entram na area de armazenamento IHASH.
O vetor IPROX se encarrega de “agrega-las™ ao vetor IHASH, criando as listas encadeadas com

os topos representados pelas posi¢des do vetor IHASH.

Para este exemplo, M = 19. Taxa de ocupagio, em func@o da previsio, de 16/19 * 100 = 84,2 %.
A previsio € calculada pela escolha do numero primo proximo a 1,2%¥1,55%8 = 15. Nesta
previsdo: 1,2 é o coeficiente de previsdo para a area de armazenamento (entre 70 % e 90 %),
1,55*8 € o numero de arestas previsto em fungdo do numero de elementos da malha. Por
seguranga (para evitarem-se problemas durante o calculo dos indices) escolheu-se 19, em vez de
17, devido ao pequeno tamanho da malha. Favoravelmente, resultaram 16 arestas, 0 que ndo

causaria problemas caso o numero primo escolhido fosse 17.

Método de tratamento de colisdes por enderecamento aberto.

No método de enderegamento aberto, todas arestas geradas, em colisdo ou ndo, sdo introduzidas
na area de armazenamento THASH, ou seja, ndo ha nenhum tipo de estrutura auxiliar do tipo
ponteiro (IPROX), indicando a seqiiéncia de listas encadeadas, conforme o método do
encadeamento. Sendo assim, este método apresenta esta caracteristica como vantagem em

relagio ao método do encadeamento, no que concerne a utilizagio de memoéria. Ou seja, o
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espago ocupado pelo vetor IPROX pode ser aproveitado, possibilitando a geragao de um maior
numero de arestas, comparativamente ac método do encadeamento.

O método consiste entdo, em se calcular o valor da fungdo hash para cada combinagio nodal
(equivalentemente a0 método de encadeamento) introduzindo a aresta gerada nos enderecos
vazios, e para os enderegos ocupados - colisdes - calcular um novo endereco hash,
repetidamente, até se encontrar um enderego vazio. A tabela (A.2) a seguir, apresenta o

algoritmo para o método.

Para cada elem = 1 até Nvol faga
Para cada 1= 1 até 3 faga {6, para tetraedros}

colisao « verdadeiro;
j< 0
Enquanto j <M e colisdo faga
Calcular enderego_hash {em fun¢fo da incidéncia nodal da aresta i}:
h « f(n6_maior, n6_menor, j);,
Se contetdo do enderego_hash estiver vazio entdo
{Aresta ndo existe}
Incluir a aresta;

colisao <« falso;
Sendo
{Aresta ja existe}

Se aresta ja existe entdo
desprezar aresta,

colisdo « falso;
sendo _
{Analise da COLISAQO: incrementar o indice j para o

calculo de um novo enderego hash}
jeith
fim-se
fim-se;
Sim-enquanto;
Sfim-para;
fim-para.

Tabela A.2: Algoritmo de extragdo e organizagao de arestas para elementos
triangulares/tetraédricos, com tratamento de colisdes por enderegamento aberto.
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Entretanto, os repetidos calculos dos novos enderegos (fungdo hash) durante as colisGes,
implicam numa sobrecarga computacional indesejavel. Portanto, neste trabalho, o algoritmo de
enderecamento aberto sofre uma alteragio objetivando a diminuigiio desta sobrecarga de calculo.
Em vez de se calcular um novo enderego hash em cada colisdo, simplesmente, incrementa-se o
enderego hash através do incremento varidvel j, resultando em duas operagdes de adi¢io a mais.
Evitou-se a escolha de incremento constante devido 4 possibilidade de buscas em regides em que
a area de armazenamento esteja completamente ocupada e extensas. O inconveniente desta
escolha € a previsio do tamanho da area de armazenamento: tem que ser majorada devido &

possibilidade da inserg@o de arestas em colisdo no final desta.

Este tipo de procedimento pode ser avaliado como um tipo de solugdo por encadeamento, na qual
o comportamento do ponteiro de cada aresta em colisfio € conhecido através do incremento ; -
sendo portanto desnecessério guarda-los. Este tipo de solugdo, embora altere a esséncia do
método de enderegamento aberto, ajusta-se perfeitamente a este caso particular - incidéncia nodal
da aresta - conforme se observa pelos resultados obtidos no item 3.5, através dos mimeros de

colisfes e tempos de CPU observados.

A tabela (A.3) apresenta o algoritmo de enderegamento aberto alterado conforme discutido no

paragrafo anterior.
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Para cada elem = 1 até Nvol faca
Paracadai=1 até 3 faca {6, para tetraedros}
colisao <« verdadeiro;
j< 0
Calcular fungio_hash {em fungfo da incidéncia nodal da aresta i}:
h <~ f{n6_maior, n6_menor),
Enquanto j <M e colisdo faga
Calcular enderego_hash incrementado:
h«h+j;
Se conteudo do enderego_hash estiver vazio entdo
{ Aresta ndo existe}
Incluir a aresta;

colisao « falso;
sendo
{Aresta ja existe}
Se aresta ja existe entdo
desprezar aresta;

colisdo <« falso;

sendo )
{Analise da COLISAQO: incrementar o indice j para o

calculo de um novo enderego hash}

] «j + incremento,
fim-se
fim-se;
Jfim-enquanto;
fim-para;
fim-para.

Tabela A.3: Algoritmo de extra¢do e organizagio de arestas para elementos
triangulares/tetraédricos, com tratamento de colisdes por enderegamento aberto alterado visando
menor esfor¢o computacional no calculo dos enderegos em coliso.

Observacao:

O valor do incremento pode ser ajustado para methores resultados conforme o problema
em analise.
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A seguir, o diagrama esquematico de todas as principais estruturas de dados envolvidas no

algoritmo de tratamento de colisdes por enderecamento aberto alterado (tabela A.3) para o

exemplo da figura (A1), com as estruturas de dados envolvidas de mesma descrigio e fungio ao

metodo de encadeamento ilustrado na figura (A.3). Para o exemplo, o valor do incremento j = 1.

Elemento Incidéncia  Combinagdes

nodais /h
1 : 6
4
1 4 M 1o
3
5 1 |7
1 ; 7
3
2 5 2l
-
2 1| ¢
2 : P
5
3 5 sz
3
6 2| ¢
2 i 2 x
4 6 g Nl
5 2 | wxex s
y p
3 {m=s
5 7 ; 217
8 : N
4 : Mg«
8
[} 8 5 Mis
5 i 0
5 5
8 Miss
8
- s g |1
0 s |Merexa
5 s |rrarear.
| 9 : MNNMNIg«*
6 : 2=

Area de armarzen

Arestas
(IEDGES)
I 11| 4
2148
k) £ 1
4 5 2
3 2 1
6 | 5| 6
7 L3 2
gl s |3
¢13| 2

|4 |1
F AN B
7| 8|4
FE A I I
g1 8|9
5|l 9| s
Is| 9| 6

(IHASH)

1

2

3

4 -4
5

6 1
7 3
& 4
g 7
10 2
1i 8
12 6
13 | 18
g 112
i5 3
16 9
7 111
8|1 14
9 116
0
21 15
22
23

Figura A.4: Diagrama esquematico das estruturas de dados envolvidas no tratamento de colisdes

por enderecamento aberto alterado.
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Para o diagrama esquematico na figura (A.4), tem-se:

o indices dos vetores em italico;

¢ 0 indice do vetor IHASH (area de armazenamento) é calculado aplicando-se a fungido
hash (h) utilizada sobre as diversas combinagdes nodais;

* o conteudo do vetor [HASH (nimeros em negrito) correspondem as arestas criadas;

¢ cada indice do vetor IEDGES corresponde ao identificador de cada aresta e o seu
contetdo aos dois nos da aresta (incidéncia),

» arestas ja existentes (representadas por asteriscos *) sdo desprezadas,

¢ arestas em colisdo sdo indicadas através das varias tentativas (nimeros riscados).

Para este exemplo, M = 23. Taxa de ocupagdo, em fungdo da previsdo, de 16/23 * 100 = 69,6 %.
A previsio € calculada pela escolha do numero primo préximo a 1,3%¥1,2%1,55%8 = 19. Por
seguranga (para evitarem-se problemas durante o calculo dos indices em colisdo) o calculo do

numero primo foi majorado em 1,3,
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