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Neste trabalho apresenta-se um tratamento numérico alternativo, relativamente
aos métodos tradicionais dos Elementos Finitos e das Diferengas Finitas, para o
problema da flexdo de barras prismaticas com néo linearidade geométrica, no ambito das

rotagdes moderadas, sob solicitagdo dindmica.

Emprega-se a técnica das Diferengas Finitas Energéticas (em conjunto com o
método da Aceleragio Constante como procedimento de marcha no tempo), sendo
verificados, para alguns exemplos bésicos, os resultados obtidos da implementagio

computacional,
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ENERGETIC FINITE DIFFERENCES

José Mario Feitosa Lima
November, 1995

Thesis Supervisors: Sergio Fernandes Villaga and
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In this work, an alternative numerical method, related to the traditional Finite
Element and Finite Difference methods, is applied to the bending problem of prismatic

bars with geometric non linearity, under moderately large rotations and dynamic loading.

For this purpose, the Energetic Finite Difference technique (together with the
constant acceleration method, as a step by step procedure in time) has been used. The
results for some basic examples, obtained through computational implementation, are
discussed and verified.
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NOMENCLATURA

Gy, Gy €0, - componentes de tensdo segundo os eixos X, Y, e Z,
respectivamente

€.,8,,€,,8,,,€,,Ey, - componentes de deformagao

i - indice associado aos nos

j - indice associado aos trechos de integragdo

n - nimero de equagdes ndo lineares algébricas do problema

O, - equagdo i do sistema de n equagdes a ser resolvido

K,() - fator multiplicador associado ao nimero de trechos de

comprimento A quando da avaliagdo da derivada primeira

K, () ' - fator multiplicador associado aos comprimentos dos
trechos quando da avaliagio da derivada segunda

g,h - grandezas fungdes do deslocamento f,, da velocidade f,
e da aceleragdo f, (somente g)emt = t,

G, - grandeza associada ao deslocamento U, , a velocidade
Ui ¢ a aceleragio Ui ,todosemt = t,, e ao intervalo At

H. - grandeza associada ao deslocamentos U, e a velocidade

U,, emt=t,, e ao intervalo At

t,t, - instantes que limitam o intervalo de tempo At

q,()) - ordenadas dos carregamentos distribuidos axial (p=1) e
transversal (p = 2) para a abscissa x correspondente ao
no j

B - ponto genérico da barra

B, - ponto genérico do eixo da barra

SWE - trabalho virtual interno das parcelas lineares em u

W) - trabalho virtual interno das parcelas lineares em w

sW - trabalho virtual interno das parcelas lineares

SW - trabalho virtual interno das parcelas quadréticas em
u'e/ou w’

SW - trabalho virtual interno das parcelas cubicas em w'

{X%] - vetor solugo de partida no processo iterativo
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[X.] - vetor solugdo do sistema nao linear de equagdes
algébricas

u,w - componentes da aceleragdo de um ponto do eixo da
barra nas direges X e Z

u,v,,w, - componentes de deslocamento para um ponto genérico B

u, w - deslocamentos axial e transversal para o ponto B, do

?

eixo da barra

E(p,q),EY (p.q) - elementos (p,q) das matrizes [E’] e [EX’], respecti-
vamente
[E®, [EY] - matrizes dos coeficientes dos termos lincares em u e w,

respectivamente
E®(p,q) - elemento (p,q) da matriz representativa dos coeficientes

dos termos lineares

EM(p,q,1) - elemento (p, q, r) do arranjo [E®]
E®(p.q,r,s) - elemento (p, q, 1, 5) do arranjo [E®]
U, U,,. ..Uy - deslocamentos nodais no sistema de numeragio global
a,,a,,3a,,... - deslocamentos nodais no sistema de numeragao local
u,w - deslocamentos u e w prescritos nos extremos da barra
f.f, - forgas de inércia de translagido por unidade de
comprimento nas dire¢des X ¢ Z

N, QM - esforgos solicitantes normal, cortante € momento fletor,
respectivamente.

q,(x),q,(x) - componentes das forgas por unidade de comprimento
aplicadas segundo as diregdes dos eixos X e Z

F.,F., M - forgas prescritas segundo X e Z e momentos prescritos
nas segdes extremas X =0 (Fyw,Fo,M,)ex=/¢
(Fxe,Fu,M,)

A - distAncia entre dois nds consecutivos
u - massa especifica do matenal
0 - rotagdo da segdo transversal em relagio ao eixo Z
u(j) - massa especifica associada ao trecho j
[U7, [8U] - vetores dos deslocamentos nodais e das variagdes dos

deslocamentos nodais (no sistema de numeragio global)



[U1[U]

%H<m>@

X, ¥,z
X,Y,Z

- vetores velocidades e aceleragGes nodais no sistema de
numerag¢ao global

- comprimento da barra (indeformada)

- area da seg#o transversal

- médulo de elasticidade do material.

- coeficiente de Poisson

- momento de inércia da se¢do em relagdo ao eixo Y.

- numero de nos considerados (igual ao nimero de nds
reais mais dois virtuais)

- tolerincia arbitrada para o processo iterativo

- instante genérico.

- coordenadas relativas ao sistema de referéncia X, YeZ

- eixos do sistema de referéncia adotado
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A necessidade verificada nas ultimas décadas de se construir estruturas aliando
seguranga ¢ economia tem levado os projetistas a considerar o comportamento néo linear
geométrico efou fisico dos componentes estruturais, notadamente das barras. Este fato
tem servido de motivagio para muitos pesquisadores trabalharem no desenvolvimento de
formulagBes tedricas mais gerais, combinadas com o avango trazido aos métodos
numéricos pelo advento dos computadores pessoais, que a cada dia ganham em termos
de capacidade de armazenamento e processamento de dados. Atento a tudo isto, o
Programa de Pos-Graduagio em Engenharia Civil da COPPE/UFRJ tem dado a sua
parcela de contribuigio, observando-se o numero significativo de trabathos de carater
analitico e/ou numérico (ou ainda experimental), desenvolvidos na forma de teses,

artigos e livros nos ultimos 20 anos.

Da consideragdo da nfo linearidade geométrica na formulagdo do problema de
flexdo dindmica de barras pnsmaticas, no dmbito da hipotese de Navier-Bernoulli, resulta
um sistema de equaces diferenciats nfo lineares em que as componentes axial e
transversal do deslocamento aparecem acopladas, impossibilitando, em termos gerais, a
aplicagdo das técnicas matematicas para obtengdo da solugdo analitica. Para se resolver
em carater aproximado o problema em foco, tém sido aplicados dois procedimentos
numéricos, em especial: o Método dos Elementos Finitos e a Técnica das Diferengas
Finitas. Como exemplo de aplicagdo do primeiro método citam-se os trabalhos de
BENJAMIN (1982) e LANDAU (1983), e do segundo, GARCIA (1987).

A Técnica das Diferencas Finitas apresenta duas formas de abordagem: o
enfoque tradicional, no qual os operadores das derivadas sdo escritos em termos de
diferengas finitas e, em seguida, aplicados diretamente sobre as equagdes diferenciais que
regem o problema, ou entio, o enfoque energético, no qual as derivadas dos
deslocamentos em diferencas finitas s3o inseridas nas expressdes da energia potencial
total (ver PLETZ (1983) e NISHIKANA (1991)). Neste Gltimo caso, tem-se também
adotado a alternativa de introduzir os operadores numéricos em diferencas finitas
diretamente sobre a expressio do Principio dos Trabalhos Virtuais, conforme se
evidencia dos trabalhos de VILLACA, GARCIA e POLILLO (1993) e BORGES (1994)
ambos dirigidos a analise do comportamento das hastes de paredes delgadas sob

flexo-torgao.



No presente trabalho pretende-se verificar a viabilidade desse tratamento
numérico por "Diferengas Finitas Energéticas" (sobre o Principio dos Trabalhos
Virtuais), voltado ao problema da analise dindmica da flexdo de barras prismaticas com
ndo linearidade geométrica, no dmbito das rotagdes moderadas (ou seja, considerando-se
que os angulos de rotagdes, em radianos, sdo pequenos em relagdo 4 unidade, mas
consideravelmente maiores que a componente de deformagio longitudinal & ).
Ressalte-se que, em conjunto com este procedimento energético de discretizagio no
espago, foi utilizado, como processo de marcha no tempo, o método da aceleragio
ccnstante, peic guz!, no intervalo entrc dois instantes consecutivos &in que sdo avaliados
os deslocamentos, a aceleragio € considerada constante. Esta técnica para discretizagio
no tempo, aliada ao Método Tradicional de Diferengas Finitas, foi aplicada com éxito

por GARCIA (1987), no dmbito geral de grandes rotagdes em barras.

Um aspecto importante (e que serviu mesmo de motivagido inicial) de se aplicar
um tratamento numeérico, como o do presente trabalho, ao problema ja citado, esta na
possibilidade de serem delimitados, em exemplos escolhidos, dominios de validade para

os resultados onundos da utilizagio da teoria linear.

A seguir faz-se uma descrigio sucinta dos topicos abordados nos capitulos

subsequentes.

Inicia-se, no capitulo II, pela formulagio analitica do problema, obtendo-se, com
a aplicacio do Principio dos Trabalhos Virtuais, as correspondentes equacdes
diferenciais e condigfes de contorno. No capitulo Il sdo desenvolvidas as expressdes
numéricas para a avaliagdo das derivadas dos deslocamentos, no espago € no tempo, as
quats, em seguida, sdo aplicadas diretamente sobre a expressio do Principio dos
Trabalhos Virtuais. Ao final do capitulo faz-se a descrigdo do fluxograma que serviu de
base ao programa DIN-DFE, elaborado para comprovar a viabilidade da formulagio
numeérica desenvolvida. A andlise e apresentacdo de resultados decorrentes da aplicagio
do programa DIN-DFE para trés exemplos sdo expostos no capitulo IV. Finalmente, no
capitulo V, sfo apresentadas as consideragbes finais, bem como sugestdes para

continuidade da pesquisa.



CAPITULO IT

FORMULACAO ANALITICA DO PROBLEMA

O objetivo deste capitulo é a dedugdo, mediante a aplicagdo do Principio dos
Trabalhos Virtuais, das equagdes que regem o problema da flexdo plana, com ndo
linearidade geométrica (no dmbito das rotagdes moderadas), de barras prismaticas sob

solicitacdo dindmica (sem a consideragdo do amortecimento).

I1.1 - Sistema de Referéncia

Um sistema cartesiano ortogonal composto pelos eixos X, Y e Z € adotado como
referencial, conforme mostra a figura 11.1. A origem do sistema situa-se no centroide de
uma das se¢des extremas da barra. O eixo X coincide com o eixo da barra indeformada,
¢ os eixos Y e Z, no plano da segiio de extremidade, formam com X um triedro direto.
As segdes sdo simétricas em relagdo ao plano XZ, que é também o plano de atuagio do

carregamento. A flexdo €, portanto, plana.

Figura I1.1 - Sistema de referéncia adotado



IL.2 - Hipdteses Bdsicas
A formulagio do problema sera baseada nas seguintes hipoteses:

1. As componentes de deformagBes e as rotagSes sdo consideradas bem pequenas
quando comparadas com a unidade. As rotagdes, no entanto, sio consideravelmente
maiores que as componentes de deformagio (ndo linearidade geométrica com

rotagdes moderadas);

2. As segSes transversais, com a flexdo, permanecem planas, normais ao eixo da barra ¢

indeformadas (hipotese de Navier-Bernoulli);
3. Considera-se que o material da barra tem comportamento elastico linear (linearidade
fisica), obedecendo 4 lei de Hooke generalizada para materiais homogéneos e

1sOtropos;

4. As tensdes normais G,ec, sdo pequenas em presenga de ©,, podendo-se

X3

despreza-las nas relagdes tensdo-deformagio.

I1.3 - Campo de Deslocamentos

A cada ponto genérico B da barra estdo associadas trés componentes de
deslocamento, u,,v, € w,, as quais sdo positivas quando tiverem o mesmo sentido dos

eixos X, Y ¢ Z, respectivamente,

Adotando-se, como € usual em Mecinica dos Sélidos, uma descrigio
Lagrangiana para 0 movimento, escreve-se;

u, = ufx,y, zt)
v, = v(x,, 2, t) (IL.1)

w, = w,(x, y, Z, t),



onde x, y e z sdo as coordenadas do ponto genérico B, e t € o instante considerado.

A figura I1.2, em conjunto com a hipdtese 2, permite deduzir que:

u(x,y,zt) =u+ zsenb (I1.2a)
v](x, Y, Z, t) =0 (I1.2b)
w(x, y,2,t) = w+ z(os6 - 1), (IL.2c)

onde u(x, t), w(x, t) e B(x, t) representam, respectivamente, o deslocamento axial, o

deslocamento transversal e a rotagdio para o ponto B (x, y, 0, t) do eixo da barra.

Em se tratando de pequenas rotagBes em relagio 4 unidade, valem as seguintes
relagbes aproximadas:

sen8 =6 = - w (IL.3a)

cos O = 1 (I1.3b)
82

cosf - 1= ~ > (IL3c)

observando-se que o sinal negativo em (I1.3a) e (I1.3c) é decorrente do fato de que 6
positivo (de Z para X) corresponde a um incremento negativo em w.

Entdo, o campo de deslocamento fica explicitado em definitivo por:

u=u+z80 =u-zw

(I1.4a)

v, = 0 (I1.4b)
82

W, =W-— z EY = w, (I1.4c)



2
em (I1.4c), envolvendo o quadrado da rotagio, foi desprezada por

zZ
onde a parcela

ser pequena em presenga de w.

|

o m  f——— — — - — -
I'| (3 . I’
¥ e
dx
w
*
w, 5 C‘ -
0. -
] - 0
1z cosB . \
w'dx
A
u pr—
u, "'\zsene

Z,wY

Figura IL.2 - Deslocamentos u, e w,, e rotaciio 0



11.4 - Relagdes Deformagdo - Deslocamento

No dominio das rotagdes moderadas, tendo em vista a hipotese 1, a Elasticidade

Nio Linear fornece as seguintes relagdes deformagio-deslocamento:

au, 1| (av))  (ow,)
BT T 5[(5) (%) } (12
g, = My L1 [%] + [%} (I1.5b)
oy 2 \oy oy
ow, 1| (2w, (v
SZ_EJ“zMaz) +(&z” (IL.3¢)
ew=%+%+—‘% (11.5d)
oy Ox x 0y
g, = &y + el + oW, o, (I1.5¢)
0z ox ox 0oz
— % aWl awl awl
eyz - 62 + ay + ay P (IISf)

Determinando-se a priori todas as derivadas parciais requeridas acima a partir do

campo de deslocamentos (I1.4), as expressdes (II.5) se transformam em:



g, = uw —zw" + (I1.62)
gy = 0 (Hﬁb)
w'?
g = I1.6¢c
L= (TL6¢)
€y = 0 (11.6d)
€, = 0 (]16e)
g, = 0 (II.6f)

Note-se que, embora resulte ndo nula (em conseqiiéncia da aproximacéo realizada
na expressdo (11.4c), a componente €,, de acordo com a hipotese de Navier-Bernoull, €,

tal como g, €, €,, €€,,, desconsiderada na formulagio da teoria. Assim, a Unica

relagio deformagdo-deslocamento de interesse é:

(1L7)

IL5 - Relagoes Constitutivas

Tendo em vista a hipotese 3, é admitida a validade da lei de Hooke generalizada
para materiais homogéneos e isétropos, o que permite escrever para € :

Sendo as componentes de tensdo o, € o, despreziveis perante o, — em razio da

hipétese 4 — a relagdo tensdo-deformagio para o problema torna-se:



g, = —ouoc, = Ee (11.8)

onde E é o modulo de elasticidade longitudinal do material.

I1.6 - Esforgos Solicitantes N e M em Fungdo dos Deslocamentos

Na flexio simétrica de barras os esforgos solicitantes atuantes na segdo
transversal sdo o esfor¢o normal N, o esfor¢o constante Q, e o momento fletor M

(assinalados em seus sentidos positivos na figura I1.3).

Figura I1.3 - Sentidos positivos para os esforcos secionais N, Qe M

Para determinar-se o esfor¢o normal basta observar a figura 11.4 ¢ concluir que:

N=[o,da=[ Ee dA =E[ & dA (IL.9)

Com o auxilio da equago (I1.7) chega-se entéo a:

2
N = EA[u' + J (I1.10)



onde foi usado o fato de que u’, w' e w” sio fungdes apenas de x e, que Y € um eixo

centroidal (deA = 0).

Um caminho semelhante é seguido para a determinagao do momento fletor. Da
figura I1.4, tem-se de imediato que:

M = L zo, dA (IL11)

Novamente, com a ajuda da equagio (11.7) deduz-se que:

M = — Elw", (IL.12)

onde [ = I z” dA representa o momento de inércia da segio relativo ao eixo Y.
A

Figura I1.4 - Forca elementar atuando num elemento de area dA na secao
Ressalte-se que o esforgo cortante, em termos dos deslocamentos, s6 pode ser
obtido a partir da equag@o de equilibrio de momentos para o elemento de barra (que nido
sera aqui instituida),
Q =M,

tendo-se, entdo, com a introdugdo da expressdo (I11.12),

Q =- Elw"”

10



1.7 - Principio dos Trabalhos Virtuais
O Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece, numa configuragio de equilibrio

dindmico, a igualdade entre o trabalho virtual das forgas internas e o trabatho virtual das

forgas externas, isto €:
dW,, = OW_ ou 8W, - W, =0 (I1.13)

11.7.1 - Trabatho Virtual Interno

Sendo ¢, conforme item 1.4, a Gnica componente de deformagdo relevante

2

para o problema abordado, escreve-se a expressdo do trabalho virtual interno na forma:

W, = | o, 8, dv (I1.14)
A expressdo de 8g, é obtida a partir da equagio (I1.7), sendo assim dada por:
de, = du’ + w'Ow’ — z ow” (11.15)

Reescrevendo-se (I1.14):

4

W, = |

1t
o

[, o.(Bu’ + w'dw' - 23w")dA dx (IL16)

ou,

oW,

nt

[ [(Su’ +w'ow) [ o, dA - sw" [ z0, dA] dx (IL17)

ou ainda, em vista de (IL9) e (I1.11),

5W,, = [ [N@u’ + w'dw’) ~ Méw"] dx (IL18)

11



Por fim, recorrendo-se as expressdes de N e M, em termos dos deslocamentos
(equagdes (IL.10) e (II.12), respectivamente), tem-se o trabalho virtual interno eserito

sob o aspecto:

2 2
sw, = [¢|EA [u' + X }Bu' + EA {w ¥ W—] w’dw’ + Elw"” dw" | dx
nt o 2 2

(I1.19)

Esta é a expressio a ser utilizada no procedimento numérico, desenvolvido no

capitulo I1L.

11.7.2 - Trabalho Virtual Externo

De acordo com a hipdtese de que o carregamento atua no plano XZ da barra, a
expressdo para o trabalho virtual das forgas externas € (as possiveis forcas externas, em

seus sentidos positivos, sdo indicadas na figura I1.5):

ext

oW, = — I: (fx du + f, Sw) dx + f (Clx(x) du + q,(x) Sw) dx +

+[Fedu + F. 6w - Mow'| (T1.20)
[ )

onde:
f., f, - s8o as forgas de inércia de translagio por umdade de comprimento nas

dire¢Ges X e Z, respectivamente (desprezaram-se as forgas de inércia de
rotagdo f,);

q,(x), q,(x) - sdo as componentes das forgas por unidade de comprimento

aplicadas nas diregdes X e Z, respectivamente;

Fx, F., M -sio as forgas segundo X e 7. e os momentos prescritos nas se¢des

extremas x =0 e x = £ da barra.

12



x¢

2|

el

Figura IL.5 - Cargas externas consideradas

As forgas de inércia, por unidade de comprimento sdo expressas por:

f = pAl
(IL.21)

f

z

nAw

onde i e W sio as componentes da aceleragdo de um ponto do eixo da barra nas

diregbes X e Z, respectivamente, e u € a massa especifica do material.

Introduzindo-se (I1.21) na expressdo (I1.20) resulta, entdo:

exl -

SW = r (uAﬁ&j + UAWSW) dx + J“E (qx(x) ou + qz(x) 6w) dx +

+ [Fx Su + F,ow — ﬁﬁw']ﬁ

ou ainda,

13



W, = [[(a.00 - mAG S + (9,00 ~ wA W) Ew]dx +

+[Fodu + F.ow - Mow|. [W22)

Por fim, ressalte-se que tal expressdo para o trabalho virtual das forgas externas,
sera utilizada no procedimento numérico apresentado no capitulo IIL.

I1.7.3 - Equacgdes Diferenciais que Regem o Problema

Integrando-se por partes a expressdo (II.19), tem-se:

1]

WJ'Z sz
SW, = [: —EA[U' + 2 JSU - EAKU' + 5 Jw'if ow — EIw™” dw’dx +

[is]

]

WrZ g W:Z
+{EA [u' + 5 )Su} + [EA (u' + 5 )w’ﬁw} + [EIW"SW']z

[}

¥

) 12 12
SW. = I - EA(u’ + w2 ]Su' + wEA[[u’ 4 WT] w'} + EIw!" [dwhdx +

£

12 ¢ 2 i
+ [EA [u' + w2 )Su} + HEA (u' + “’2 Jw’ - EIW”’] Sw} + [E1w" 3w’

a

(IL23)
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Igualando-se as expressdes (I1.22) e (I1.23) tem-se a expressdo do Principio
dos Trabalhos Virtuais na forma:

’
' 2

w2 J - pAU+ q.(x)|6u +

[{4| BA (u’ +

r

r2
+ EA[(u’ + W2 ]w] ~EIw" - pAW + g (x)|dwbdx +

14

+2 ¢ _ £2
+ H?x - EA[U' + w2 J}Su} +|IFZ - EA(U' + w2 Jw' + EIW"':| Gw} -

1] Q

- [(M + Elw") aw']: =0 (I1.24)

Lembrando-se que as vanagdes du e dw sido arbitranas e independentes no
dominio, resulta:

% [EA(U’ + “’2’ H ~pAd = - q(x)

(I1.25)

'
% [EA (u' + W2 Jw' - EIW"':I— MAW = — q,(x)

que sdo as equagdes diferenciais que regem o problema dindmico de flexdo plana de
barras prismaticas de material linearmente elastico no ambito de rotagdes moderadas.

A solugio do problema, além de satisfazer as equagdes (I1.25), deve atender as
condigdes iniciais (ver item I11.3.5) e de contorno, estas Gltimas tratadas a seguir.

15



I1.7.4 - Condicdes de Contorno do Problema

As condigdes de contorno sdo também obtidas diretamente de (11.24). De fato,

nas extremidades x = 0 e x = £ (equagdo 11.24) tem-se:

wr? _ —
EA (u’ + ) = Fx ouu=u (11.26a)

(I1.26b)

-Elw" =M ouw = w (I1.26c)

Recorrendo-se as expressdes dos esforgos solicitantes (I1.10) e (I1.12):

N =F. ouu=u (11.27a)
Nw' - M'=F, ouw=w (I1.27b)
M=M ou w'= w (11.27¢)

Reconhecendo-se na expressdo (I1.27b) o esfor¢o cortante Q = M’, pode-se

ainda reescrevé-la na forma:

Nw' - Q = F, ouw = w (11.28)

16



CAPITULO 111

TRATAMENTO NUMERICO DO PROBLEMA

Este capitulo tem como finalidade apresentar a formulagdo numeérica do problema
mediante aplicagdo, sobre as expressdes dos trabalhos virtuais interno e externo (ja
previamente estabelecidas no capitulo anterior - expressdes (11.19) e (11.22)), da técnica
de diferengas finitas para o tratamento das derivadas no espago ("diferengas finitas
energéticas"), em conjunto com o método da aceleragdo constante para o tratamento das

derivadas no tempo.

Inicialmente sdo introduzidos os operadores diferenciais de primeira e segunda
ordem em diferencas finitas (item III.1), e desenvolvidos, com base no método da
aceleragdo constante, operadores para avaliagdo no tempo das derivadas primeira e
segunda dos deslocamentos (item II1.2). A seguir, item II1.3, passa-se a formulag&o
numérica acima proposta para o problema que, uma vez definido o carregamento e
introduzidos os deslocamentos, velocidades e aceleragdes em t = 0, além das condigdes
de contorno cinematicas, culmina com a geragdo de um sistema ndo-linear de equagbes
algébricas. Por fim, no item I11.4, descreve-se sucintamente o programa (e suas rotinas)
elaborado para a obteng¢do de resultados numéricos, tais como os apresentados no

capitulo IV.

II1.1 - Representacio em Diferencas Finitas para as Derivadas no Espago

Para o tratamento numeérico no espago das derivadas dos deslocamentos, foram

utilizadas, no presente trabalho, as seguintes representagdes em diferengas finitas:

IIL.1.1 - Representacdo Simples

Considerando-se que na figura (III.1) f{x) representa uma fungio genérica; m
um ponto pivotal genérico, e ..., m- 1, m, m + I, ... pontos nodais admitidos espagados
entre si da distdncia constante A, tem-se para as derivadas 12 e 22 de f as seguintes

expressdes em diferencas centrais:
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1

£ = o (£, - f..) (I1L 1a)
€

fr = % (£, - 2f +f ), (TIL.1b)

onde f_,,, f, e f_, representam os valores de f nos pontos nodaism+ 1, m e m- I,
respectivamente. Note-se que deve ser entendido como ponto pivotal aquele no qual séo
calculadas as derivadas de f, e ponto nodal aquele onde sdo colhidos os valores de f.
Observe-se ainda que, para a representagdo simples, conforme mostra a figura (II1.1), ha

coincidéncia entre o ponto pivotal e o ponto nodal m.

A representagio simples serd utilizada para exprimir a derivada 22 do
deslocamento w no dominio e a condigdo de contorno cinematica na derivada primeira
de w.

fa X ponto pivotal
O ponto nodal
(%)
f
m+ 1
f //
Y
5 l] 2 O—if -
m- m m+

I A 1 A "
o L

Figura I1L1 - Esquema para representagio simples da 12 e 22 derivadas de f

II1.1.2 - Representacdo Reduzida

Considerando-se o esquema da figura II1.2 para a representagdo reduzida
(aplicavel as derivadas de ordem impar, e assim denominada por GARCIA (1987) por

envolver, relativamente a representagdo simples, uma distdncia menor entre os pontos

18



extremos considerados na avaliagio das derivadas, o que, portanto, tende a conduzir a
resultados mais precisos) da derivada primeira, define-se entdo para a fungio genérica f

no ponto pivotal m:

(f., - f_..) (I11.2)

m+if2 m-1/2

fI = 1
A

onde f_,,ef, . representam, comoc antes, os valores nodais de f em
m + 1/2 e m - 1/2, respectivamente. Note-se entretanto que, contrariamente a
representagdo simples, o ponto pivotal m nfo mais coincide com um ponto nodal,

conforme pode ser visto na figura I11.2.

A representacdo reduzida serd utilizada para exprimir a derivada primeira dos

deslocamentos u e w ao longo do dominio.

4 X ponto pivetal
QO ponto nodal

[".
£ A
me /

5 > O {f———x
m-1/2 m m+[/2
p A2 L n/2
A A A

Figura IT1.2 - Esquema para a representagiio reduzida da primeira derivada de

IIL2 - Representagdo para as Derivadas no Tempo com Base no Mdétodo
da Aceleragdo Constante

O método da aceleragio constante, originalmente proposto  por
NEWMARK (1962) e apresentado por diversos autores, por exemplo BATHE (1982),
vem se mostrando eficiente na analise linear e ndo linear dindmica de estruturas, sendo

frequentemente utilizado em conjunto com o método dos elementos finitos.
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Considerem-se, para um ponto genérico do eixo da barra, dois instantes de
tempo, t, et, =t + At, e sejam f e f, as respectivas aceleragies (com f
simbolizando os deslocamentos u ou w), conforme mostra a figura (I11.3). Segundo o

método da aceleragdo constante, a acelera¢gio no ponto considerado € tomada como
constante ao longo do intervalo At =t, —t, e igual & média aritmética das

aceleragdes f, e f,, ou sgja:

. . i)

fy
£, | Vil

>

Figura II1.3 - Método da aceleraciio constante

Integrando-se esta expressdo de t, a t, uma primeira vez, para obter-se a
velocidade no ponto genérico, e, uma segunda, para obter-se o deslocamento nodal,
chega-se facilmente as duas expressdes abaixo, conforme mostrado no trabalho de
GARCIA (1987):

. 4 4 : . 4
fzzA_tzfz_A_tz(ﬂ+ﬂAt)_f]:Ff2+g (ITL4a)
: 2 2 : 2

f==f-=2ft-f==f+h 111.4b
oAt AT A (iL4b)

Nestas duas equagdes basicas do método da aceleragdo constante,
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4 .
g= — o (f+fiar) - f (IIL. 5a)

Ait f - f (11L.5b)

sio grandezas (constantes para cada intervalo) associadas ao deslocamento f|, a
velocidade f, e a aceleragdo f, - correspondentes ao instante t, - de um ponto

genérico da barra.

O procedimento exposto sera pois adotado para expressar as derivadas no
tempo dos deslocamentos u ¢ w. Note-se que, em termos de implementagdo, as
expressdes de f‘z e f; devem ser encaradas como constituidas de duas parcelas, uma
delas (g, h) contendo valores previamente conhecidos em t = t,, e outra envolvendo a

incognita unica f, (emt = t,).

I11.3 - Formulagdo do Problema

O tratamento numérico do problema consiste na introdugdo, nas expressdes que
compdem o Principio dos Trabalhos Virtuais, a saber, do trabatho virtual interno e do
trabalho virtual externo, das representagdes em diferencgas finitas para as derivadas dos
deslocamentos no espago, e das expressGes obtidas do método da aceleragdo constante
para as derivadas no tempo. Com as grandezas envolvidas supostas constantes, por
e dW_,,

mediante o somatorio, ao longo do comprimento da barra, dos trabalhos virtuais

trecho, procede-se entdo, para o instante t = t,, a avaliag8o numérica de OW,

m
individualmente computados para os diversos trechos considerados.

Da igualdade entre os trabalhos virtuais interno e externo, e apds introdugio dos

deslocamentos, velocidades e aceleragdes em t = t, e das condi¢Ses cinematicas nos

12
nods 2 e NN - 1, resulta entdo um sistema de equagdes algébricas nas incdgnitas nodais u
e w{emt = t,), contendo tantas equagdes quantas sdo as incognitas do problema.
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I11.3.1 - Discretizagdo e Sistemas de Numeragdo Global e Local dos
Deslocamentos

Algumas observagdes preliminares se fazem necessarias neste ponto. Em
primeiro lugar deve ser observado que ndo tendo surgido derivadas de 12 e 22 ordens

acopladas na expressdo do trabalho virtual interno, a qual € aqui reproduzida,

r2

“; )w' ow’ — EIl w"” dw" |dx

2

ow. = r EA(u’ + —%——) du’ + EA(U' +

nt

(11.19)
(repetida)

deixa de ser necessario considerarem-se os mesmos pontos pivotais e trechos de

integragdo no c¢dmputo da contribuigdo dos termos envolvendo cada uma dessas

derivadas.

Na figura I11.4 sdo entdo representados os trechos de integragdo adotados para
a primeira e segunda derivadas, observando-se que, ao longo de cada trecho, tais
derivadas sdo admitidas constantes. Representa-se, ainda, na mesma figura, o sistema de
numeragio global dos deslocamentos nodais u e w, observando-se que, para uma barra
genérica, a qual se associam NN noés (reais e virtuais), estario envolvidos 2NN

deslocamentos: U}, U,, ---, U,

O sistema de numeragio local dos deslocamentos, para os operadores de
diferengas fimitas localizados nos pontos pivotais genéricos m (derivada primeira) e

i (derivada segunda) € esquematizado na figura IIL5.

1 2 3 4 NN-3  NN-2 NN-1 NN . . a
.._..._0_,(_0_*_0_.[[_0_"_0_)(_0. ..... -e trechos de integragfo para a 1¢

LA L AL t LA L AL derivada
| Q| 3] 2 = T |
1 E (L 3,
| 1) 4
1 2 3 4 ff NN-3 NN-2 NN-1 NN ]
[ S— = l: 1} % - T +  trechos de integragio para a 22
A A L A L I A A f derivada
’l% A T
u=U, U, u, u, Usnes Upns  bowws Yo
woU, U, U, U, - Upmns  Unma Usr  Uguy

X ponto pivotal @ ponto nodal virtual O pentn nodal real

Figura 1I1.4 - Discretizacio e sistema de numeracio giobal para os deslocamentos

22



-1 i m i+
[ 2 - i trecho genérico (1) para derivada 12

*____L—F
- é . ;  trecho inicial (A/2) para derivada 22
a2
! pa i ) ;  trecho genérico () para derivada 2¢
I‘ A *
; N Ny NN trecho final (A/2) para derivada 22
L -
A/
u— a, a, a,
W —» a, a, a,

Figura IILS - Sistema de numeragio local dos deslocamentos

I11.3.2 - Expressdo do Trabalho Virtual Interno

A expressﬁo do Trabalho Virtual Interno (I1.19) pode ser avahada,
numericamente, como um somatério de contribuigdes de trechos associados aos diversos
pontos pivotais presentes ao longo do eixo da barra. Com o intuito de aplicar o

tratamento numérico sobre a expressdo do trabalho virutal interno, torna-se conveniente

desmembra-la, reescrevendo-a sob o aspecto:
4
oW, = I [EA u du’ — EIw"” dw” + —%é w'?du' + EAu w'dw' +
+ % w" Bw’:! dx

ou

14
W, = | (EAu du — Elw”dw") dx +

int
o

o

4
+ I (% w?Su + EAu w' 5W') dx + r %A- w dw' dx (IIL6)
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Desta forma, evidenciam-se as parcelas resultantes das analises linear e ndo
linear geométrica (a primeira integral corresponde a expressdo de 8W,, no caso linear).

Um outro aspecto a ser considerado refere-se a facilidade de manipulagio

analitico-computacional das expressGes numeéricas geradas a partir de (1IL6).

Identificando as integrais de (IIL.6) com a notagio SW, SW) e SW2,

tem-se que:
OW,, =8W.) + W) + W) (11.7)
onde:
14
SWS = [(EAw 8w + ETw”dw") dx (TIL.82)
SWY = jz(ﬁ w2 du + EAu' w' Sw’) dx (IT1.8b)
o\ 2
W = | % W 5w’ dx (I11.8¢)

As parcelas OSWY' SW( e SW®  receberio tratamento  numérico

int

individualizado nos trés topicos subsequentes.

Cabe assinalar que para a derivada primeira nessas parcelas, serd utilizada a
representagdo reduzida em diferengas finitas, conforme ja visto no item II1.1.2, o que

permite escrever para o ponto pivotal genérico m:
= (u,, - u) /A (11.9a)

—w.) /A (I1L.9b)

24



observando-se também que, pela figura II1.4, ha NN - 3 trechos de integrag¢io de
comprimento A envolvidos na varredura da barra, e que os deslocamentos associados aos

nds virtuais 1 e NN ndo sdo colhidos nesta representagio para a 12 derivada.

Para a derivada de segunda ordem dos deslocamentos sera adotada a
representagio simples em diferengas finitas apresentada no item III.1.1. Assim, sendo
apenas envolvidos os deslocamentos transversais w {ver equagio II.19), tem-se para a

segunda derivada:

= (w, - 2w, +w_) /¥ (I11.10)

1+

w

Conforme mostra a figura IT1.4, associam-se a essa derivada NN - 2 trechos
de integracdo ao longo do eixo da barra, sendo que, para um trecho interno genérico, o
comprimento € A, ao passo que nos frechos extremos € A/2, devendo ainda ser
observado que os deslocamentos transversais dos nos virtuais participam da avaliagdo
dessa derivada ao serem considerados os pontos pivotais (também nodais, neste caso) 2
e NN - 1.

No item seguinte passa-se efetivamente a introducio das representagdes aqui

formalizadas na expressdo do trabalho virtual interno.

I11.3.2.1 - Parcela 5W,,(,‘t’)

A integral (III.8a), que representa a parcela linear do trabalho virtual

interno, pode ser reescrita como:

WS = BWSY + SWS (Im.1)
onde
14
SWSY = [ EA W du’ dx (I11.12a)
£
( 4
SWe™ = [ EAw"&w” dx. (TI1.12b)
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Este desmembramento de SW, na expressdo (111.8a), se tornou necessario porque os
trechos de integragio adotados para as derivadas primeira e segunda, conforme
figura (111.4), ndo sdo coincidentes. Cabe aqui frisar que a opgdo de se também utilizar a
representagdo simples para a derivada primeira de u, que permitiria a adogdo de trechos
idénticos de integracdo para v’ e w”, foi de imediato rejeitada por conduzir, conforme

constatado por BORGES (1994), a singularidade do sistema de equagdes.
Com base na representagiio (II1.9a) e no esquema de numeragdo dos nos

apresentados na figura (II1.4), a expressdo III.12a transformada num somatorio de

contribuigdes de trechos sera assim avaliada:

NN-3 . _q
6Wif1c:.n) — Z |:EA[uj+2 . U]H)S(Ujﬂ - UJ+1) l]

ou

EA(

WL =
A

U — uj+l) 5U‘j+1:|

(I1.13)

sendo j o nimero do trecho envolvido e u ., e u;, os respectivos deslocamentos

axiais dos nés j+2 e j+ 1 que limitam o citado trecho. Introduzindo o sistema de
numeragio local da figura (111.5), pode-se apresentar (1I1.13) na forma:

NN-3
sWeY = 3 [%(agﬂ — a{) 5 - E—f(agﬁ - a") 6agﬂ]. (ITL.14)

=1

Passando, em seguida, os deslocamentos nodais para o sistema de numeragio global

(procedendo-se, paralelamente, & correspondente mudanga de notagdo de "a" para

"U"), a expressio (II1.14) pode ser assim apresentada:
6 6
W = 3 2 3 (E9p, q) U, 8Us,,) (IIL.15)
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onde Eff)(p, q) representa o elemento (p, q) da matriz

0 0 0 0 0
(I11.16)
00 EA 0 EA O
A A
L0 0O 0 0 0 0
e U,jq2 Uypp, S0, respectivamente, os elementos (2) + g - 2) e (2) + p - 2) dos

vetores [U] (dos deslocamentos nodais) e [8U] (das variages dos deslocamentos
nodais) mostrados abaixo:

U ) 5U,
U, 5U,
U, 5U,
[U] =, s [BU] = ( (.17)
Uy s 85U,
Uy U,
. UZNN L SUZNN A

sendo os deslocamentos U, e U, ,, que a rigor niio participam da solugio do

problema, tomados iguais a zero (portanto mantidos na formulagio apenas por
conveniéncia de apresentagio).

Seguindo para W™ - expressio (IT1.12b) - tratamento anilogo ao

int

aplicado sobre SWS* | pode-se inicialmente escrever:

int
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SWEW = EI(WZ‘ - 2w, + W, 6(W3 - 2w, + W Y A
. A 2

onde teve-se por base a expressdo (I11.10) para avaliagio da derivada 22 e o esquema de
numeragdo dos nds da figura I11.4. Pode-se simplificar esta expressdo introduzindo-se,
sobre o comprimento A, o fator multiplicador K,(j), fungido do trecho j, na forma

seguinte:

' 1,2 <j<NN-3
K,(j) = . . (I1.18)
1/2, se =1 ou j = NN - 2

Com isto, a expressdo acima de BW(" *} fica compactada sob o aspecto:
1n

RN-2 .= 2 + w. = 2w+ w.
WS:W) _ Z [ ( j+2 A‘;JH WJ)S[WJH w]+l WJ]KQ(J) Rj|

ou
o N2 EIK,(j)
SW,™ = - - |:_ )\,32 ( p2 T 2Wy t WJ) oWy +
p
2EIK,(j)
?32 ( 2WJ+| Wj) Bwjﬂ -
EIK.(j
_ 7L32(1) (w,, - 2w, + w;) 5WJ (111.19)



ou ainda, utilizando o sistema de numeragdo local da figura (II1.5):

NN-2
SWE™) = [ El 1;3 (1) (a9 — 22 + a®) 520 +
3=l
_ZM ( O a(})) 53(1) _
A, 4
= I;;(J) (a9 — 229 + af?) 6a§”] (IT1.20)

Em seguida, escrevendo-se essa expressio com base no sistema de

numeragido global, tem-se:

WN-2 6 4]
SWE = 3 3 3 [K,() ED(p, 0) Upyryr 8U, 4, (IIL.21)

Floopsl g=1

onde E®(p, q) é o elemento (p, q) da matriz [Efj’] representada abaixo:

()| _
[EPT =10 281 0 481 o 2mI (I11.22)

0O EI 0 2EI 0 EI
2 T »

com os elementos desta matniz sendo determinados diretamente a partir de (I11.20).
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nt int

As expressdes numéricas de SWOP e SWOY ((TIIL15) e (IIL.21),

respectivamente), sdo entdo combinadas, de acordo com (III.11), na forma:

NN-3 & 4
6VV1$:) = Z Z 2 Eio)(p5 q) U2j+q—2 6I'Jlj+p—2 +
=l p=sl g=l
NN-2 6 6
+ Z Z > KD EQ(p, a) Uy 58Uy, 5 - (11.23)
= =i q=l

Esta ultima expressdo pode ser reescrita em termos de um Unico somatério triplo, se for
introduzido sobre E®(p, q) um fator multiplicador K,(j), fungdio do trecho j, assim
definido:

_ I, sel <) <NN-3
K,(j)= ,
0, se j = NN - 2

Assim:

& 6

SW = Z > 3 (K G EL(p, q) Upyyos 8U,, - +
=i p=l g=1
+ K, () ES:)(D, CI) U2j+q—2 6U2j+p—2)
ou, finalmente:
NN-2 & G
SWE = ] Z; Z] (E“(p, 9) U,y 8Us, ) (I11.24)
=1op=l g=

onde
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E®p, q) = K,(j) EP(p, q) + K,(j) EQ(p, q) (TIL.25)

¢ o elemento (p, q) da matriz representativa dos coeficientes dos termos lineares que,

como se observa de (II1.25), depende tanto de E¥ ¢ E, quanto do trecho de

integragdo j considerado.

111.3.2.2 - Parcela W

A parcela WY envolvendo os termos quadraticos nas derivadas dos
deslocamentos - expressio (II1.8b) - pode ser inicialmente escrita, tendo em vista as

representagdes (111.9) e o esquema da figura (II1.4), como segue:

- 2
WO =Y {[EZA (WJ’” 3 WJ’*‘) 5 (“J” . “J’*‘) ¥

i=!

ou
NN-3
EA
Swiflln) = Z [E (WJZ'+2 - 2Wj+2 Wi, + W§+I) 6uj+z -
=1
EA
- ﬁ ( ?4—2 - 2wj+2 wj+l + W_;z'-z-I) aujﬂ +

Uiss + Win ujH) 8Wj+2 -

EA (
? wj+2 uj+2 - wj+2 uj{—l - Wj+1
L )

- 22 Wiz U — Wi U, — Wi, Uiy + W Uiy 6Wjﬁ (HIZG)
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Introduzindo, em seguida, o sistema de numeragfio local da figura III.5, tem-se entdo:

NN-3
(4 (05 - 200 + ) 6 -

WY = > PYel

P

EA

- o ((@Py — 22?2l + (")) 82 +

EA L o L o .
+ (agn agﬂ _ agn af;) _ aff) agn + agn agﬂ) Sa(s” _

KZ
_ A} (agj) ag’) _ ag.l) agj) _ aij) agJ] + ag.:) ai})) 5a£1)] (H].27)

No sistema de numerac¢io global, a expressdo (111.27) pode ser escrita, sob

a forma;

(EU)(P, q, r) U2j+q—2 U2j+r—2 6U2j+p—2) (1I1.28)

"
™
Mo
M-
M-

onde E(p, q, 1) representa o elemento (p, q, r) do arranjo tridimensional
E®(6 x 6 x 6) contendo os coeficientes dos termos presentes em (II.27). Os

elementos EM(p, q, r) ndo nulos assim se exprimem:

1 | EA
EV(3,4,4) = - —EY(3,4,6) = E"3,6,6) = - —
(.44 = - JE%5.4,6) = E°G,6.6) = - =
4} — (1) — m _ D — EA
E®(4,3,4) = - E(4,3,6) = - E%(4,4,5) = E®4,56) = - —
1 EA
EV(S5, 4,4) = - —E®(5, 4, 6) = E"(56,6) = —
(! J) 2 (’ J) () )) 23{2
m — m — m — R _EA
E"(6, 3,4) = - E"6, 3,6) = - E"6, 4,5 = E (6,5,6)_? (111.29)
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111.3.2.3 - Parcela SW(Z/

Recorrendo-se novamente as representagdes (JIL9) e a figura (I1L.4), a

expressio (I11.8c) para WS’ torna-se:

_ 3
swe = 5 {Ej‘(“’ﬁ” . “’H) 5 [ﬁ_wi+2 . “’w] x}
=1

que desenvolvida assume 0 aspecto:

NN-3
SWE = > liﬁ (w3. — 3w, w,, + 3WL, W, m) dw,,, —

int 3 +2 +2 +1
= 2?" ] J ]

L 2B (a2, = 3w, wy, + 3w, W - W) Bw,, ] (I1.30)

ou ainda, fazendo uso do sistema de numeragao local:

WP = Nf [E&
o 2%

=t

((agj)) 3a(1) (a(J)) + 3(321'))2 agj) _ (agj))3) Sas) _

EA

- o (( DY — 320 (a9) + 3(al’) 2 - (agj’)3)6a§”].

(TIL.31)

Em termos do sistema de numeragio global, SW> se exprime por:

(Em p, q. T, S) U, jrg-2 UZj-H’—Z U, 52 5U2j+p—2)

;
M4
e
M-
Mo

1M

(I11.32)
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onde E®(p, q, r, s) é um elemento genérico (p, q, r, s) do arranjo tetradimensional
E®(6 x 6 x 6 x 6). Os elementos deste arranjo sdo determinados a partir dos

coeficientes de (II1.31) e apresentados abaixo {somente 0s ndo nulos):

E?(4, 4, 4, 4) = — %E@(AL 4,4, 6) = %E@({ 4,6,6) = —E®4,6,6,6) = %%
E®(6, 4, 4,4) = - %E@’(s, 4,4,6) = %Ea’(é, 4.6.6) = —E6,6,6,6) = - %
(I1L.33)

Para finalizar este tépico, mostra-se a seguir a expressio geral para o
calculo do trabalho virtual interno, resultante da composi¢io de (II1.24), (II1.28) ¢
(II1.32). Logo:

(E(D)(p: q) U2j+qv2 aU‘Z_Hp—Z) +

£

I
M-
NG

6 6 & 6
L. Z Z Z Z(E(Z)(p: q, 1, 8) Upgea Uzjuro Usjas 6U2j+;k2)

(I11.34)

onde deve ser lembrada a defini¢io (I1.25) para E®, e as expressdes (II1.29) e (IIL.33)

para os elementos dos arranjos [E('}] e [E(z)], respectivamente.
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111.3.3 - Expressdo do Trabalho Virtual Externo

Rearrumando, inicialmente, a expressdo (I11.22) do trabalho virtual externo,

de modo a isolar as parcelas de dominio contendo as forgas de inércia de translagdo,

tem-se:
14
OW., = J [4,(x) 8u + q,(x) dw]dx +
— — — v
+ [Fx Su + F. Bw—MESw'] +
14
+[(-uAGsu - pAwBW)dx. (II1.35)
A primeira parcela dessa expressdo pode ser convertida num somatério do
tipo:

NN-2

>3 (AK,0) 6,() 8U,,.,) (I136)

Flop=i

sendo q, = q, e q, = q, ¢ onde, uma vez mais, o coeficiente K,(j), definido em
(I11.18), foi introduzido para se levar em conta que nos extremos o trecho de integragdo
tem comprimento A / 2 (ver figura I11.6). As grandezas q,(x) e q,(x) representam, para
o instante t = t,, do intervalo At, as ordenadas dos carregamentos distribuidos (axial e
transversal, respectivamente) ao longo do eixo da barra, admitidas constantes em cada
trecho de integragdo, conforme figura (I11.6).

Quanto a segunda parcela de (I11.35), que representa o trabalho virtual das
cargas prescritas nos extremos da barra, para exprimi-la numericamente basta que se
escreva o termo Ow’ em diferencas finitas. Logo, baseando-se na representagdo em
diferengas centrais (111.1a) para a derivada primeira f’ | tem-se:

Sw, = 5(———“" _ Wﬂ]
: 22

W - W
6 r — 6 NN NN-2
Wimo [ 1y )
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q, (), g, (X}
A

[
//
Wl
//
//
i

5 } } ]} { T - X
2 k) 4 NN-3 NN-2 MN-1
: i ;
1 1 i f| I l L [l I
VL UL WL L AL U P

Figura II1.6 - Esquema de representaciio das cargas de dominio q_(x) e q,(x)
parat =t

Assim, a segunda parcela de (II1.35) torna-se igual a:

= = M. M. 8U
Fut 8Uy + Fot 8Usgy + = 8Unars miﬁ -
g - ﬁo Mo
- Fxo 6U - an 6U - SU + — 5U III37
3 4 27\' 2 21 G ( )

onde Fyx, Fz» e M,, para t = t,, sdo as trés possibilidades de cargas prescritas em
x = 0 (ou seja carga axial, carga transversal e momento aplicado, respectivamente), e

Fxe, F2 e M sdo as mesmas solicitagdes para o extremo x = £.

Finalmente, procede-se agora 4 determinagdo da expressdo numeérica para a
terceira integral de (ITL1.35), que representa a contribuigdo para o trabalho virtual externo
das forgas de inércia de translagdo nas dire¢gSes x e z. Considere-se, entdo, o esquema
da figura (II1.7), onde f(x, t) representa as aceleragdes U ou w. Tal como admitido

anteriormente para q, € q,, os valores de f sdo tomados como constantes para os

: N A . ..
trechos de integragdo A {ou Py nos extremos). Com isto, escreve-se a terceira integral de

(I11.35) como sendo igual a;
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NN-2

>3 (- 1K,0) u(i) AUy, 5U;,,.)

=1 op=l

onde a presenca do coeficiente K,(j) tem novamente o objetivo de levar em conta que
nos extremos o trecho de integra¢do vale A / 2 (ver figura II1.7), e o termo pu(j) € a

massa especifica associada ao trecho genérico j.

') f(x.1)
//;’/,
P
=
//7I
s
.é/
1 L L L | E X
0 T T 1F T T -
2 3 4 NN-3 NN-Z NN-1
1 'l 1 I Il 1 L 1 ]
Lrwrn % . | o I | P ) LEWFL

Figura IIL.7 - Esquema para representacio das aceleracdes ao longo da barra

Substituindo na expressdo acima as aceleragbes "U" pelas respectivas
representagdes com base no método da aceleragio constante, conforme (111.4a), resulta

parat = t,:

NN-2

>y [— M) ) A (i Uy GW) SUZM,] (IIL38)

=T b At

onde, genericamente, os valores nodais G, (3 <1 < ZNN-2), relativos ao instante

inicial t = t, do intervalo At, sdo determinados de acordo com a relagéo (II1. 5a):

G, = - Aitz(Ui + U At - G, (I11.39)
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com U, U. e U, representando os deslocamentos, velocidades e aceleragSes nodais, j&

previamente conhecidosem t = t,.

Por fim, apresenta-se a expressdo numérica geral para o calculo do trabalho
virtual externo, resultado da soma das expressdes (I11.36), (111.37) e (I11.38):

NN-2

W, = 33 (AK,()) 0,0 8U,,,) +

j=1 p=t

— — M
+ Fae 8U g + Fur 86U, , + 2—; SU ey —

M = - M. Mo

- H 6U2NN - Fxo 5U3 - on 6U4 - ﬁ aUz + Z 8U6 +
NN-2 2 . ' 4

+ Z [“ AK, () u(i) A (E Ujip + G2j+p) 6U2j+p] (111.40)
=1 p=l

I11.3.4 - Introdugdo das Condigdes de Contorno

Com a aplicag@io do Principio dos Trabalhos Virtuais, tem-se, para o instante
t = t,, a seguinte expressio:

2NN
> E(U,, U,, U, -, Upy,) 8U; = 0 (I11.41)
il

envolvendo, portanto, o numero total de graus de liberdade A, A,, ---, A,

lembrando-se por outro lado, que os deslocamentos U, ¢ U,,,_, (que na verdade nao
participam da solug@o do problema), e consequentemente as variagdes dU, e 0U, 4,

sio consideradas nulas.
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Para um dado exemplo, conforme se mostrou no item I1.7.4, dependendo da
vinculagio nos extremos da barra, podem-se prescrever uma ou mais condigSes de

contorno cinematicas (ou essenciais). Sao elas:
1) deslocamento axial u impedido:

U, =0 .80 =0, (I11.42a)

para x = 0, e/ou

0 . Uy, = O, (111.42b)

Ujnes =
para x=£.

2) deslocamento transversal w impedido:

U, =0 .80, =0, (I11.43a)

parax =0, e/ou

=0 . Uy, = O, (I1L.43b)

parax=1{.

3) rotagio em torno do eixo y impedida (w’ = 0).

U, = U, .. 3U, = 8U,, (IT1.44a)

parax =0, e/ou

Upives = Uny -~ 0Unuy = 83Uy (iﬂ.44b)
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para x=4£.

Apos a introdugdio das condigdes de contorno cinematicas, a expressdo
(IIL.41) pode ser escrita em termos de n variagdes arbitrarias e independentes
(2NN — 8 < n < 2NN - 5) gerando assim um sistema de n equagdes algébricas ndo
lineares a ser resolvido para o instante t = t,.

111.3.5 - Resolucdo do sistema ndio linear de equagdes algébricas

A partir da introdugao dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes nodais no
instante t = 0, pode-se dar partida no processo de marcha no tempo, conhecidas também
as condigdes de contorno cineméticas e de carregamento externo para o problema em
estudo.

Este processo baseia-se na discretizagio do tempo de andlise do problema em
intervalos sucessivos At = t, — t,, partindo do instante t = 0. Seja entdo, para um

intervalo genérico de tempo At, conhecidos para t = t, os deslocamentos, velocidades e
aceleragdes nodais, isto ¢ os vetores [U], [U] e[fj], obtidos ao final do intervalo

anterior. O vetor [G] ¢ facilmente determinado em fungio dessas grandezas e do

intervalo At, segundo (II1.39). Em seguida, escrevem-se entdo as expressoes (I1.34) e

(I11.40), do trabalho virtual interno e externo respectivamente, correspondentes ao
instante t = t, (portanto, os dados de carregamento referem-se ao instante t = t,)

gerando-se assim a expressdo (I[1.41). Introduzindo-se, em seguida, as condigdes de
contorno cineméticas resulta um sistema de n (2NN — 8 < n < 2NN - 5) equagdes

" nfo lineares algébricas simultineas a ser resolvido, com o seguinte aspecto:

$.(X, X,, -, X)) =0 i=12--n (I11.45)

sendo X,, X,, ---, X, os n graus de liberdade que efetivamente representam as

incognitas do problema.

Apds a resolugio do sistema de equagdes (I11.45) obtém-se os n
deslocamentos nodais incognitos em t = t, e, a partir destes, calculam-se as aceleragGes

e velocidades nodais correspondentes por intermédio das expressoes:
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4

Ut = " U + G (L. 46a)
t

Ut = 12_ Ut + H®™ (II1.46b)
t

com 3 < i < 2NN — 2, sendo as grandezas G™’ e H™, relativas ao instante t = t,,

dadas respectivamente por:

G = — Aitz. (U 4 T At) — (0 (ITL.47a)
Hgt]) - Ai U?l) _ [.J'?l) (HI47b)
t

Para iniciar outro intervalo de tempo At (ndo necessariamente idéntico ao

anterior), os vetores [U], [U] e [U] em II1.46 constituem-se nos dados necessarios para

o calculo das grandezas G, e H,, relativas ao instante inicial desse novo intervalo.

Passando-se agora a resolugdo do sistema ndo-linear (I11.45) pelo método de
NEWTON-RAPHSON, seja X; (K =1 a n) uma aproximagio para a solugdo X, do
sistema em t = t,. Expandindo cada uma das n fungdes ¢, em série de TAYLOR, no

entorno de X}, tem-se:

o (IIL48)

Tendo em vista (IT1.45) e desprezando-se os termos de ordem superior em (I11.48), esta
ultima torna-se:
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» [ 59, }
B ax| = - o)., (II1.49a)
p I: an xg T X&
onde AX; = X; — X7, ou escrevendo-se sob forma matricial:
[ 00, 8, - O |
X, X, X,
%, % 5 AX, | [ &,
T . 8, b,
oX, 0X, oX,, x - _
: : (1I1.49b)
|AX, ] L9 ixg
%, o, - 0%,
| OX, 0%, X, | xe

Resolvendo-se, entdo, o sistema linear de n equagdes em (111.49) obtém-se o

acréscimo

AXK = (Xl - X?? X2 - X;? Tt Xn - Xz)’

que permite calcular a nova estimativa X, = X{ + AX, para a solugiio de (II1.45). Se
nio for atingida a convergéncia para o processo (ver item III.4), repete-se o

procedimento anterior.

Para proceder a primeira iteragdo do processo de NEWTON-RAPHSON ¢
necessario uma solugdo de partida Xj. Toma-se para tal a solugdo do problema
correspondente ao inicio t = t, do intervalo de tempo (para o primeiro intervalo de

tempo utiliza-se para esse fim a soluggo linear).

A avaliagio de d)i|xK em (II1.49) é feita substituindo-se a solugdo X3, atual no

12 membro de ( II1.45) e, no que se refere ao cilculo das derivadas parciais %
i

Xk
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{(Jacobiano), foram deduzidas do primeiro membro de (II1.45) as relagSes apresentadas a
Seguir:

a‘:b2j+p—2

= = E”(p, a) + EP(p, o, &) X, , +

2 j+a-2

2 2
+E®(p, a, a, a) Xijouz T

6
+ Z E(l)(ps A, l') X2j+r-—2 +

r=1

6
+ Z E(Z)(p: o, o, ) X2j+u—2 X2j+r—2 +

=1

6 6
+ Z Z E®(p, a, 1, s) Xjer-2 Xajes (I11.50a)

r=l  s=1

onde j=1,2,..,n, 1 <p<b6el<cacxgb,e

3

Oy _ 4XK, (1) B(DA
oX At?

(I11.50b)

2j+0

sendo, neste caso, j=1,2,..,n; 1 <p<2ea=p

Fora dos limites acima estabelecidos para j, p e o, obrigatoriamente as
derivadas séo nulas.

Em virtude da forma como se apresentam as expressdes (II1.50), sdo

requeridas algumas propriedades de simetria para os elementos dos arranjos
[E(')] e [E(z)]. Entio, para o  primeiro  destes  deve-se  fazer

E®(a, B, y) = E™(a, v, B), escrevendo-se com base em (I11.29):
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E(l"(3, 6, 4) = '
1 — 0] — (1) — ml — EA
E®(4,4,3) = - E%(4,6,3) = - E®(4,5 4) =E4,6,5) = - %
EA
E(5, 6, 4) = - -
m — (D — (1 _ M — EA
EM(6, 4, 3) = - E®{(6, 6, 3) = - EV(6, 5, 4) = EM(6, 6, 5) = - (I11.51)
Ja para 0s elementos do arranjo [E(z)] deve-se fazer
E®(p, a, B, B) = E@(p, B, B, ), tendo-se assim, em fungdo de (111.33):
E9(4, 6,4, 4) = ~ EV(4, 6,6, 4) = — o
2%
(IIL.52)
BO6, 6, 4,4) = - E7(6,6,6,4) = 5

IIL.4 - Programagdo Automdtica

O objetivo deste item é descrever sucintamente o programa DIN-DFE
desenvolvido com base na formulagio numérica aqui apresentada. Para tal, elaborou-se
um fluxograma simplificado, seguindo-se comentarios relativos aos diversos blocos.

Assim tem-se:
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INICIO

Dados Geométricos € Mecénicos da
barra

'

Dados Relativos ao Carregamento e as
condi¢cdes emt=0

]

Geragéo dos arranjos

[EV] [EV}[E]e [E7]

v

Montagem do vetor [G] emt =0

i

Montagem da matriz dos coeficientes

1

Montagem do vetor de termos
independentes

'

Resolugdo do sistema linear de
equagdes

!

O

45

A)
(B)
O
N
> D
Andlise
Linear
e




(G)

Resolugéo do Sistema ndo
linear de equacdes
{

X K(t=t;)

[U ](t=t2) [U ](t=12)

i

Impressdo do resultados
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NEWTON-RAPSON)




Comentam-se agora os blocos do fluxograma:

BLOCO A - Sio fornecidos neste bloco o namero de intervalos de tempo, bem
como a duragio de cada um deles, a tolerdncia admitida no processo iterativo, o nimero
de subdivisdes da barra (trechos de integragdo) e o seu comprimento, a area € o
momento de inércia da secdo, os dados relativos ao material da barra (E e ), as
condigdes de contorno cinematicas e os deslocamentos, velocidades e aceleragdes nodais
em t = 0 e, finalmente, os dados de cargas relacionadas a cada intervalo de tempo.

BLOCO B - Os arranjos [EE,")], [Ef,j’)], [E(”] e [Em] sio gerados e armazenados
com o recurso das expressoes (I11.16), (I11.22), (111.29), (111.51), (111.33) e (IT1.52).

BLOCO C - Utilizando os deslocamentos, velocidades e aceleragdes nodais em
t = 0 (BLOCO A), além do primeiro intervalo de tempo At, calcula-se o vetor [G]
conforme a expressdo (1I11.47a).

BLOCO D - Para se efetivar a analise kinear o sistema algébrico correspondente é
estabelecido mediante a simples eliminagio dos termos quadraticos e cibicos na
expressdo (IT1.45) e, em seguida, resolvido por uma rotina baseada no método de
GAUSS-JORDAN com condensagio pivotal.

BLOCO E - No processo de NEWTON-RAPHSON, conforme visto no item
I1.3.5, resolve-se o sistema linear de equagdes dado por (II1.49), até que o teste de

convergéncia indique o término das iteragdes. Este teste é realizado mediante uma
comparagdo das normas das solugdes X, em duas iteragdes sucessivas. Considera-se

que a solugio obtida é satisfatona quando

Xl - X5
28

< T (11L.53)

3

sendo T a tolerdncia arbitrada para o fim do processo iterativo.
BLOCO F - Terminado o processo iterativo as aceleragdes ¢ velocidades nodais

em t =t, podem ser calculadas através das expressdes (II1.46a) e (IIL.46b),

respectivamente.
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BLOCO G - Com os vetores [U], [U] e [U] atualizados, calcula-se o novo vetor

[G] fazendo-se uma vez mais uso da expressdo (I11.47a), e retoma-se o processo de
NEWTON-RAPHSON para mais uma iteragio.

No capitulo IV, mostram-se os resultados de alguns exemplos estaticos e

dindmicos escolhidos para avaliar-se o desempenho do programa.
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CAPITULO IV
APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Este capitulo objetiva apresentar e analisar resultados obtidos com a utilizagéo do
programa DIN-DFE, descrito sucintamente no final do capitulo anterior, para trés
exemplos particulares, enfatizando-se as diferencas entre as analises linear e ndo linear,
nos Ambitos dindmico e estatico. Além disso, quando foi possivel dispor da solugio
analitica, fez-se o confronto dos resultados numéricos com os exatos.

No item IV.1 apresentam-se os exemplos e detalham-se as analises que serdo
efetuadas. No item seguinte (IV.2) os exemplos sdo discutidos através de tabelas e

graficos gerados a partir dos resultados numéricos obtidos e, se for o caso, faz-se ainda

o estudo quantitativo do erro numérico perante a solugdo exata.

IV.1 - Defini¢do dos Exemplos Estudados

Para todos os exemplos foi considerada uma barra padrio de comprimento
? = 100 cm e segdo transversal quadrada de area 1,0 cm®, e, relativamente as

propriedades do material, adotou-se:
E = 24x10" N/cm?

p=78g/cm’.

Conseqiientemente, ficam estabelecidos os seguintes valores:
EA = 24x10" N
EI = 2,0x10° N cm?

pMA = 78x107° Ns? /em?.
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Como o programa DIN-DFE permite introduzir qualquer uma das condigdes de
contorno apresentadas no item 111.3.6, foram estabelecidos, com relagdo as condigdes de

extremidade da barra, 4 casos de vinculagio, os quais estfo representados na figura IV.1.

2 £ 2 1
(1) (2) (3) (4)

AN

Figura IV.1 - Condi¢des de extremidade consideradas nos exemplos

A seguir, definem-se essas condigdes de apoio.

1) Biapeiada com um apoio moével: no extremo esquerdo da barra (apoio
fixo} estdo impedidos os deslocamentos axial (u) e transversal (w), e liberada a rotagdo
(w'), ao passo que na outra extremidade (apoio movel) sé esta restringido o

deslocamento transversal.

2) Biapoiada com dois apoios fixos: nos pontos de apoios estdo livres

unicamente as rotacdes.

3) Biengastada: nos apoios (engastes) os deslocamentos ¢ a rotagdo estfio

impedidos.

4) Engastada e livre: na extremidade esquerda (engaste) estdo impedidos os
deslocamentos e a rotagdo, e, no outro extremo (livre) nio hd qualquer restrigio

cinematica.

Um pouco mais adiante serdo informadas as condigdes de extremidade escolhidas

para cada exemplo individualmente.

Quanto as condi¢des de carregamento da barra, foram admitidos os seguintes
casos: cargas prescritas (axial e transversal) num dos extremos ou- carga transversal q,

distribuida e uniforme ao longo do dominio. Além disso, foi prevista, em se tratando de
analise dindmica, a variagio com o tempo apenas da componente prescrita F.. As

componentes Fx e g, nesse caso, sdo portanto admitidas constantes no tempo.

Acrescenta-se ainda um caso particular de solicitagdo dindmica em que o carregamento é
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nulo e a estrutura é posta em movimento a partir de uma configuragdo inicial pré-

estabelecida,

Passando, agora, efetivamente a defini¢io dos exemplos escolhidos para os fins
deste capitulo, inicia-se pelo exemplo representado esquematicamente na figura IV.2
(exemplo 1). Trata-se da barra submetida as condigbes de extremidade dadas pela
figura IV.1(1), e ao campo de deslocamentos iniciais prescritos comentado ao final do
paragrafo anterior. Naturalmente, pela propria natureza do problema, constitui-se de

uma analise somente em termos dindmicos (efetivada em termos lineares e nio lineares).

TR —
.\(\\\\K\\\\\\.\\

Figura IV.2 - Esquema estrutural representativo do exemplo 1,em t=0

Dando-se prosseguimento & apresentagfo dos exemplos, sio mostrados na figura
IV.3 os esquemas estruturais relativos ao exemplo 2. Neste exemplo o carregamento
transversal uniformemente distribuido € aplicado sobre a barra submetida as condigdes
de extremidades simbolizadas pela figura 1V.1, casos de vinculagio (2) e (3)
respectivamente. Para facilitar a apresentagio e analise dos resultados, subdivide-se esse
exemplo em "2a" e "2b", conforme indicado na figura IV.3. Tanto para um quanto para
outro, serdo feitas analises estaticas e dindmicas, lineares e ndo lineares, considerando-se

também, para fins de comparagio, algumas solugdes analiticas disponiveis.

/\/q

7

R .\\'\\\'\\.&\\

a) exemplo 2a b) exemplo 2b

/\/q

RSN

Figura IV.3 - Esquemas estruturais representativos do exemplo 2, em t =0

Finalizando a apresentagdo das aplicagdes numéricas, mostra-se na figura IV.4 o
esquema estrutural do terceiro e tltimo exemplo, com as condigdes de exiremidade

correspondentes ao caso (4) na figura 1V.1, e submetido as cargas concentradas

F. e F., atuantes na extremidade livre da barra. Também aqui serdo feitas analises
estaticas e dinimicas, lineares e ndo lineares, cOmputo de erros numéricos, € uma

avaliagido da carga critica tirando-se partido da formulagdo nio linear desenvolvida.
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N

N

Figura IV.4 - Esquema estrutural representativo do exemplo 3, em t=10

Note-se que foi deixada ao item seguinte a fungdo de detalhar mais cada
exemplo, apresentando, entre outros aspectos, os valores numeéricos dos carregamentos e

as condigdes, em t = 0, para os deslocamentos, velocidades e aceleragdes nodais.

Antes de passar-se efetivamente & apresentagdo dos resultados numéricos, devem
ser mencionados os critérios seguidos para efeito de discretizagdo no espago e no tempo,
quando da utilizacdo do programa DIN-DFE. No que se refere ao espago, tudo se
resume na fixagdo do pardmetro A (distincia entre dois pontos nodais consecutivos),
apresentado no capitulo III. Para tanto, toma-se inicialmente A = £/4, determina-se a
resposta numérica e seleciona-se, num certo instante t, um ou mais deslocamentos
representativos da estrutura (o maximo deslocamento transversal, por exemplo). Em
seguida, procede-se a analise para um A menor que o anterior. Se a diferenga entre os
deslocamentos representativos nas duas solugdes consecutivas (para o instante t) ndo
atender ao nivel de precisdo desejada, toma-se um novo valor para A, ainda menor que ¢
ultimo, e a partir do novo resultado colhido para os deslocamentos selecionados faz-se
nova comparagdo com a solucdo anterior, e assim sucessivamente, até que se atinja a
precisdo almejada. Para o processo de marcha no tempo, foram tomados intervalos de
tempo constantes em todos os exemplos, estabelecidos como sendo aproximadamente
1/100 do periodo (fornecidos numa analise linear) do primeiro modo natural de vibragio,
tal como adotado por GARCIA (1987). Na tabela | encontram-se, para cada exemplo,
os periodos do 12 modo de vibragdo livre, calculados com o auxilio das referéncias
CLOUGH (1993) e PAZ (1985), bem como os respectivos valores dos intervalos de

tempo utilizados nas analises.
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Exemplo | Condigdes de | Periodo do 12 modo | Intervalo { Duragio da
extremidade de vibragdo livre (s) At (5) analise (s)
1 Biapoiada 0,0398 0,0004 0,10
2a Biapoiada 0,0398 0,0004 0,10
2b Biengastada 0,0175 0,0002 0,05
3 Eng. e livre 0,1116 0,0010 0,30

Tabela 1 - Periodo do 12 modo de vibragio livre, intervalo de tempo considerado e
duraciio da andlise dinimica para os exemplos 1,2 e 3.

No item IV.2 segue-se com a apresentagio e analise dos resultados para os 3
exemplos escolhidos, devendo ser ressaltado que a tolerdncia admitida para o
encerramento do processo iterativo foi padronizada em 107, por mostrar-se satisfatoria

nesses exemplos e noutros ndo apresentados no presente trabalho.

1V.2 - Resultados Obtidos

Para cada exemplo, apéds serem feitas consideragdes acerca das condigbes em

t = 0 envolvendo as grandezas [U], [U] e [I:T], e ser escolhido o parimetro A

adequado, apresentam-se (por meio de tabelas e graficos) e analisam-se os resultados
numéricos oriundos do programa DIN-DFE. Observe-se que as respostas analiticas
apresentadas, para fins comparativos, nas tabelas e graficos subsequentes foram sempre
deduzidas diretamente a partir das equagdes (11.25), servindo-se também de apoio as
referéncias diversas sobre o assunto, tais como TIMOSHENKO (1961,1982), CLOUGH
(1993) e PAZ (1988).

IV.2.1 - Exemplo [

Este exemplo foi elaborado com dois intuitos. O primeiro deles foi destacar o
critério utihizado para escolha de A. O segundo objetivo foi observar a resposta numérica
para o caso de deslocamentos prescritos iniciais sem presenga de carregamento, ou em
outras palavras, 0 caso da barra em movimento submetida apenas a forgas inerciais, A
estrutura do exemplo 1, conforme figura IV.2, permite, além disso, evidenciar o

deslocamento axial (maximo no apoio direito), decorrente da formulagio ndo linear.
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A configuragio deformada em t = 0, ou seja, o campo de deslocamentos
prescritos do exemplo 1, corresponde, no que se refere ao deslocamento w, ao do
primeiro modo natural de vibragdo para barra biapoiada, sendo que o deslocamento
transversal no meio do véo foi tomado igual a 0,976953 cm (esta ¢ a flecha obtida pela
Resisténcia dos Materiais para uma viga biapoiada submetida ao carregamento
transversal uniformemente distribuido q, = 1,5 N/cm). Desta forma, tem-se:

w(x, 0) = 0,976953 sen(%)

Por sua vez, a expressdo u(x, 0) para os deslocamentos axiais, inerente 3 andlise

nao linear (para a analise linear u(x. 0) = 0), foi determinada fazendo-se &, = 0 ao longo

do eixo da barra (correspondendo, pois, a situagdo em que o deslocamento axial associa-

se exclusivamente ao encurvamento do eixo). Entdo para €, e z nulos na expressdo

(I1.7), tem-se:

que, com a substituigdo da fungdo wix, 0) acima, permite obter:

u(x, 0) = -235498x107x - 3,74807 x 10” sen(%)_

Por se tratar de um problema dindmico, a formula¢do numérica desenvolvida
no capitulo III exige, além do conhecimento dos deslocamentos, também das velocidades

e aceleragSes nodais, em t = 0. Estas tltimas, para o presente exemplo, fazendo-se
u' + %w' =0, q,(x) =0¢e q,(x) = 0 nas equagdes diferenciais (11.25), ficam assim

definidas para o problema nio linear:
i(x,0)=0

W (x, 0) = —2,43913 x 10° sen(%)

resultados estes permanecendo igualmente validos para o caso linear.
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Todas essas informagdes acham-se sintetizadas na tabela 2, que apresenta ainda

as condi¢bes em t = O para as demais analises dindmicas efetuadas (note-se que as

velocidades iniciais sdo sempre nulas em todos os exemplos analisados).

Exemplo | Deslocamentos Iniciais (cm) Velocidades Iniciais Aceleracdes Iniciais
U, = (-2.35498E-4)x; - u.=o0
- (3.74807E-3) sen (n x; /50)
(U, =0 paraa anilise linear } W, = -2.43913E+5 sen (x x; /100)
1 0
W, =0.976953 sen (n x; /100) (=23, .NN-1)
(i =2,3,..NN-1)
u,=o
2a 0 0 wi ~q/pA
(i =2.3,..NN-1)
U.=0
2b 0 0 W, =q/pA
(i =23,..NN-1)
u, =-F x/EA U;=0
3 0

(i=23,..NN-1)

Wiy =2E, / pad

(i=23,.NN-1)

TABELA 2 - Valores nodais dos deslocamentos, velocidades e aceleracées

em t = 0, para as analises dinimicas lineares e nio lineares.
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De posse de todas as informagdes anteriores, passa-se de imediato ao processo
de escolha do pardmetro A adequado ao problema. Na tabela 3, encontram-se para
diversos valores escolhidos de A, os resultados numéricos obtidos para o deslocamento
transversal no meio do vdo, tomados no instante t = 0.040s, que coincide

aproximadamente com o final do primeiro ciclo de vibragéo livre.

w(£/2) (cm),t=0,0405s
A Linear Dinamico Nio Linear Dindmico
Diferencga Diferenca
w percentual w percentual
?/4 0,939094 | --em-em- (0938599 |  ameeree-
£/8 0,975965 3,93 0,975911 3,98
212 0,976965 0,10 0,976970 0,11
£/16 0,976851 -0,01 0,976887 -0,01
£/20 0,976717 -0,01 0,976766 -0,01

Tabela 3 - Determinagiio do parametro A para o exemplo 1.

Os resultados desta tabela mostram claramente que a melhora nas respostas
nfio é ponderavel a partir de A = £/12, tanto em termos lineares quanto ndo lineares,
conforme se pode concluir das colunas de diferengas percentuais. Portanto, optou-se por
A = £/12 como sendo o nivel de discretizagdo no espaco adequado ao exemplo 1.
Notando-se que, para esse A, no caso particular de comportamento linear, a comparagéo

. 14
do resultado numérico w "(E’ t= 0.04()s]= 0.976965cm (conforme expressdo de

w, , para x,; = 50cm, na tabela 2) indica um erro relativo de apenas 0,07%.

O procedimento para escolha de A, ilustrado neste exemplo, embora doravante
nio mais explicitamente apresentado, foi sempre utilizado com sucesso nas aplicagdes

subsequentes.

Definido portanto A = #/12, segue-se apresentando na tabela 4 resultados

. I . £ i
lineares e ndo lineares obtidos para os deslocamentos W(E, t) eu{f, t), colhidos em

diversos instantes t, mostrando-se na figura IV.5 os correspondentes graficos,

naturalmente enriquecidos de mais pontos.
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u(4, t) (cm) w(é t) (cm)
t(s) Linear Dindmico Nio Linear Linear Dindmico Nio Linear
Dindmico Dinimico
Numérico Analitico Numérico Analitico

0 0 0 -0,0235 0,9770 0,9770 0,9770
0,008 0 0 -0,0022 0,3017 0,2950 0,3022
0,016 0 0 -0,0153 -0,7904 - 00,7988 - 0,7900
(,024 0 0 -0,0154 -0,7905 -0,7774 -0,7913
0,032 0 0 -0,0022 0,3015 0,3294 0,3000
0,040 0 0 -0,0234 0,9770 0,9763 0,9770
0,048 0 0 - 0,0023 0,3026 0,2602 0,3051
0,056 0 0 -0,0152 - 0,7898 - 0,8191 -0,7882
0,064 0 0 -0,0154 - 00,7910 - (30,7549 - 0,7931
0,072 0 0 -0,0022 0,3007 0,3633 0,2972
0,080 0 0 -0,0234 0,9770 0,9743 0,9770
0,088 0 0 -0,0023 0,3035 0,2251 0,3079
0,096 0 0 -0,0152 - 0,7893 - 0,8383 -0,7864

Tabela 4 - Resposta dinamica, numérica e analitica (linear), para os deslocamentos

¢
u(/, t)e w(;, t) , do exemplo 1
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w(l/2,t) (cm)

iy . 4 .
a) Curvas analitica e numérica para W['z—, t) - comportamento linear
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i
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b) Resultados numéricos para os deslocamentos u(Z,t) e w(g,t) -

i 75 7
% 7% 1%
ey 7% 4%
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s e aure s %=
o — X | # LY
o il — 5

comportamento linear e ndo linear

t{s)

w (linear) uw {nfio lincar) w (nio Jinear)

Figura IV.S - Curvas deslocamentos x tempo - exemplo 1
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Note-se que foram incorporados a tabela 4, para o caso linear dindmico, os

£ . . =
valores exatos de W(E, t| dando assim margem, neste caso, a construgio de um

diagrama comparativo das solugdes exata e numérica, figura IV.5a, podendo-se,
portanto, verificar os efeitos dos erros acumulativos inerentes ao procedimento de

marcha no tempo. A este respeito, por observagdo direta das curvas numérica ¢ exata

¢ - .
para W(E, t], nessa figura, destaca-se a concordincia quase perfeita entre as

amplitudes negativas e positivas, observando-se, por outro lado, a defasagem
progressiva no tempo, da resposta numérica, notadamente a partir dos dois ou trés
primeiros ciclos de vibragio (o que ndo ¢ relevante, uma vez que nos primeiros ciclos se
concentra na realidade o interesse pratico da presente analise). Para finalizar essa
discussdo, deve ser dito para o caso ndo linear dindmico que, embora ndo tenha sido
possivel construir um diagrama analogo ao da figura IV.5a, evidentemente o efeito
crescente de dispersio no tempo também se faz presente com o agravante da propria

perda de precisio oriunda do processo iterativo de Newton-Raphson.
Na figura IV.5b estio representadas as solugSes numéricas para os

£ . . I
deslocamentos u(f, t) e W[E, t]. A andlise das curvas linear e ndo linear para

w(f /2, t) permite concluir que praticamente coincidem (conforme pode ser verificado

na tabela 4), e isto pode ser explicado pela pequena contribui¢io do esfor¢o normal N (o
qual sé existe em fungdo das forgas de inércia longitudinais) para a solugdo w(x, t) ndo

. . . 1
linear (ver equacio diferencial correspondente em (11.25), onde EA(u' + —z—w‘z) = N).

Sobre as curvas na figura deve ser mencionado ainda que elas procuram retratar o
movimento oscilatério, sob a¢io das forgas de inércia, dos pontos do eixo da barra, em

torno da posi¢do indeformada, atendendo a expectativa fisica.

Dirigindo-se agora a atengdo sobre a curva representativa dos deslocamentos
axiais u(¢, t) (observando-se que a solugdo linear numérica é corretamente nula), pode-

se caracteriza-la como aproximadamente periddica, conforme se evidencia na figura

IV.5b, mas com ciclo realizado na metade do tempo observado para a curva transversal

R 14 :
ndo linear w(—i t). E esse era, de fato, o comportamento esperado, pois 0s
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deslocamentos de u(¢, t) sendo praticamente resultantes apenas da flexdo, tem-se que,

para um ciclo de vibragio, quando a barra atinge o maximo deslocamento transversal no
meio do vd3o (positivo ou negativo), a extremidade direita apresenta o maximo

deslocamento axial (negativo). Para se completar a analise da figura IV.5b, quanto ao

T ] 4 -
aspecto quantitativo, € de se notar que o periodo da curva W(E, t] da teoria linear e as

amplitudes se repetiram no segundo ciclo com excelente precisio numérica, e no tocante

\ R ! .. )
as curvas da teoria ndo linear, u(4, t) e w(-z-, t) , admitindo-as como aproximadamente

periddicas, o mesmo pode ser dito sobre os "periodos" e "amplitudes".

Por fim, a titulo de ilustragdo, € mostrado na figura IV.6, com os valores
numéricos correspondentes listados na tabela 5, o aspecto das configuragbes deformadas
linear e ndo linear, para um instante aproximadamente correspondente ao final do
primeiro ciclo (t = 0,040 s), onde fica evidenciada mais uma vez a superposigdo quase
perfeita das duas deformadas, como resultado da insignificincia para fins praticos da

componente axial ndo linear u(x, t}), no exemplo 1.
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x (cm) Linear Dinamica Nio Linear Dindmica
u(x, 0,040} (cm) | u(x, 0,040) (cm) | w(x, 0,040) (cm) | w(x, 0,040) (cm)
0 0 0 0 0
8,33 0 - 0,0038 0,25286 0,25286
16,67 0 - 0,0072 0,48848 0,48849
25,00 0 - 0,0096 0,69082 0,69083
33,33 0 -0,0111 0,84607 0,84609
41,67 0 -0,0117 0,94368 0,94369
50,00 0 -0,0117 0,97696 0,97697
58,33 0 -0,0118 0,94368 0,94367
66,67 0 -0,0124 0,84608 0,84606
75,00 0 - 0,0138 0,69082 0,69080
83,33 0 - 0,0163 0,48848 0,48846
91,67 0 - 0,0196 0,25286 0,25284
100,00 0 - 0,0234 0 0

Tabela S - Deslocamentos u(x) e w(x) correspondentes as configuragdes deformadas

linear e nio linear, em t = 0,040 s - exemplo [

~ 1.2
= 1 linear
_ \ nao linear
> 0.6 /r \\ ==
z 0.4 -
e ~
0.2 =~ =,
02 5
0 20 40 60 80 100

X + u(x) (ecm)

Figura IV.6 - Configuracdes deformadas linear e nio linear do eixo da barra, em

t=0,040s - exemplo 1
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1V.2.2 - Exemplo 2

Além das diferengas observadas ja no préprio esquema estrutural, este exemplo
difere do anterior por acrescentar resultados estaticos a anilise e, ainda, por apresentar
uma comparagio entre alguns dos resultados obtidos para as duas condigdes de
extremidade (ja referidas anteriormente no item IV.1), aproveitando o fato de que o
carregamento externo foi admitido idéntico, para essas duas condigdes de apoio. A
seguir, passa-se ao estudo dos resultados colhidos.

1V.2.2.1 - Exemplo 2a

Recordando-se o esquema estrutural representado na figura IV.3a,
correspondente ao exemplo 2a, e o carater mais abrangente das analises a serem feitas,
convém separa-las quanto ao Ambito estitico e dindmico para facilitar a exposigdo dos

resultados.

IV.2.2.1.1 - Andlise Estdtica

Tomando-se A = £/12 (determinado segundo o critério detalhado para o
exemplo anterior), foram obtidos para diversos valores de carga q, = q (uniforme e
constante) os correspondentes resultados estaticos lineares e ndo lineares para o

deslocamento transversal w no meio do vio, alguns dos quais sfo listados na tabela 6.

q Deslocamento Transversal w({/2 } (cm)
(N/cm) Linear Estatico Nao Linear Estatico
Numérico | Analitico | Erro (%) | Numérico | Analitico | Erro (%)
0,40 02620 | 0,2605 0,58 02226 | 0,2256 0,44
0,80 0,5239 0,5210 0,56 0,3698 0,3685 0,35
1,20 0,7859 0,7816 0,55 0,4695 0,4682 0,28
1,60 1,0479 1,0421 0,56 0,5469 | 0,5454 0,28
2,00 1,3098 1,3026 0,55 0,6107 | 0,6092 0,25
2.40 1,5718 1,5631 0,56 0,6656 0,6640 0,24
2,80 1,8338 1,8236 0,56 0,7138 0,7122 0,23
3,20 2,0958 2,0842 0,56 0,7572 0,7555 0,23
3,60 23577 | 23447 0,55 0,7966 | 0,7949 0,21
4,00 2,6197 | 2,6052 0,56 0,8330 | 08312 0,22

Tabela 6 - Valores estiticos de w(é’ / 2) - Exemplo 2a

62



A resolucdo analitica, para o presente exef?lplo, do sistema de equagdes
(IL.25) possibilitou a comparagdo, nessa tabela, da solugiio exata com a solugdo
numérica. Conforme se observa, os erros para o caso linear foram em média da ordem de
0,56% e, para o caso ndo linear, oscilaram, com o aumento da carga q, de 0,44% a
0,22%, o que demonstra a eficiéncia do tratamento numérico aqui aplicado, em termos
de analise estatica. Complementarmente, foi construido o grafico representado na
figura IV.7, esbogando as curvas associadas aos resultados numéricos da tabela 6. O
aspecto dessas curvas condiz perfeitamente com o esperado, qual seja, uma reta para o
caso linear e uma curva com o trecho inicial aproximadamente reto, € apresentando
declividade decrescente, para o caso ndo linear estatico. Alias, a forma desta segunda
curva evidencia o ganho de rigidez para a flexio da estrutura, pelo surgimento de
reacOes axiais de tragio nos apoios, um resultado inerente apenas a formulagiio ndo
linear, resultando em deslocamentos transversais inferiores aos da teoria linear (observar

que a partir do nivel de carga q = 0,20 N/cm, ja se constatam diferencas superiores a

AN .
5,0% entre os deslocamentos W(EJ lineares e ndo lineares, chegando a 213,43% para

q =4,0 N/cm).

w(l2) {em)

Q 0.5 L 1.5 2 2.5 3 1.5 4
a{x} (Niem)

w {linear) w (nfio linear)

Figura IV.7 - Curvas estiticas carga q x deslocamento w(é) - Exemplo 2a

Para servir de suporte para a construgdo de uma deformada do eixo no
exemplo 2a, a qual se acha representada na figura 1V 8b, sdo dispostos na tabela 7, e
plotados no grafico da figura IV.8a, os valores das fungdes u(x) e w(x) correspondentes
acarga q = 1,5 N/cm. A escolha desse nivel de carga foi motivada pela analise dinimica
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do presente exemplo, a ser abordada no item seguinte, realizada com este mesmo valor

de carregamento, subitamente aplicado a barra.

X u(x) (cm) w(x) (cm)
{cm) LINEAR NAO LINEAR 'LINEAR NAO LINEAR
ESTATICO ESTATICO ESTATICO ESTATICO
0,00 0 0 0 0
8,33 0 -0,0613 0,2587 0,1410
16,67 0 -0,1035 0,4975 0,2703
25,00 0 20,1165 0,7001 0,3791
33,33 0 -0,0988 0,8539 0,4610
41,67 0 -0,0562 0,9498 0,5118
50,00 0 0 0,9824 0,5291
58,33 0 0,0562 0,9498 0,5118
66,67 0 0,0988 0,8539 0,4610
75,00 0 0,1165 0,7001 0,3791
83,33 0 0,1035 0,4975 0,2703
91,67 0 0,0613 0,2587 0,1410
100,00 0 0 0 0

Tabela 7 - Resultados numéricos para os campos estaticos de deslocamentos u(x) e

w(x) para q = 1,5 N/cm - Exemplo 2a
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a) Campos estaticos de deslocamentos u(x) e w(x) para

q= 1,5N/cm
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Figura IV.8 - Deslocamentos u(x) e w(x), e configuracdes deformadas estdticas para
q = 1,LSN/cm - Exemplo 2a
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IV.2.2.1.2 - Andlise Dindmica

Dando prosseguimento & apresentagiio e analise dos resultados, passa-se agora &
situagdo dindmica de carregamento, admitindo-se subitamente aplicado em t = 0 uma
carga uniforme q = 1,5 N/cm, a qual é mantida constante no tempo. Na tabela 8 estdo
reunidos os resultados numéricos dindmicos, lineares e nio lineares, para o deslocamento
transversal w no meio do vio em diversos instantes. Tais resultados, correspondentes a
A= £/12, foram determinados a partir das condi¢gdes em t = 0, presentes na tabela 2.
Cabe destacar que as aceleragbes foram obtidas diretamente de (IL.25), fazendo-se
u(x,0) = w(x,0) = q, = 0 e q, = q , dai resultando i(x,0) e W(x,0) = g/pA e
consequentemente, em termos discretos ii;(x;,0)e w,(x;,0)= g/uA. Além disso,
constam nessa tabela os resultados analiticos lineares determinados por superposigio
modal, considerando-se para tal os cinco primeiros modos. As curvas representativas
desses deslocamentos sdo mostradas na figura 1V.9, apresentando-se na parte (a) da
figura as solugBes lineares dindmicas (exata e numeérica) e na parte (b) as respostas

numéricas para os casos de comportamento linear ¢ ndo linear.

A analise da figura IV.9a leva as mesmas conclusdes ja referidas no exemplo 1,
no tocante a uma compara¢do global entre as curvas numérica e exata para o
deslocamento transversal em £/2 . ou seja, inicialmente a solugdo numérica reproduz a
analitica com excelente precisiao, defasando-se progressivamente com o decorrer do
tempo, mas sem grandes prejuizos nos dois ou trés primeiros ciclos de observagio.
Quanto a figura IV.9b, independentemente dos efeitos da perda de precisdo acima
referida (para as duas situagbes, linear e nio linear dinimica), e considerando que a
resposta ndo linear revela-se periddica, pode ser dito que, diversamente do que foi
observado para o exemplo 1, ao se restringir o movimento longitudinal do eixo da barra,
as curvas dos casos linear e ndo linear, representativas dos deslocamentos transversais no
meio do vao, sdio muito diferentes entre si, tanto pelas amplitudes {que no caso linear
correspondem a mais do que o dobro do nio linear), quanto pelos periodos que, em

perfeita sintoma com as amplitudes, apresentam-se mais longos no caso linear dindmico.

Embora, no problema dindmico, para fins de comparagio com a resposta
numeérica, se disponha apenas da situagdo analitica linear a analise qualitativa das curvas
correspondentes a solugdo ndo linear permite concluir pela total coeréncia dos resultados
obtidos. Assim, por exemplo, com base na figura IV.10a, onde mostram-se as
configuragdes deformadas correspondentes ao valores maximos € minimos de w(£/2)
observados ao longo do primeiro ciclo de vibragio nos casos linear e ndo linear, pode-se

perceber que a este ultimo associam-se amplitudes efetivamente bem menores do que as
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relativas ao caso linear. Esta diminui¢io deve-se ao surgimento das reagdes axiais de
tragdo que, tal como em termos estaticos, aumentam a rigidez a flexdo da barra. Atente-
se para a relagio entre w(x) dinidmico e estatico, que vale exatamente 2
(independentemente da abcissa x), no caso linear (ver figura I1V.10b), e sofre uma
redugio no problema nédo linear, conforme se depreende da figura IV.10c (mesmo no
caso ndo linear pode-se observar que a citada relagio € aproximadamente constante com
x). Tal redugdo reflete o crescimento da reag@o axial (o que portanto representa ganho

de rigidez da barra) a medida que ocorre o encurvamento do eixo.

Deslocamento Transversal w (£/2) (cm)
t(s) Linear Dindmico Nao Linear
Dinamico
Numérico Analitico Numérico
0 0 0 0
0,008 0,646 0.682 0,622
0,016 1,760 1,776 0,517
0,024 1,802 1,753 0,011
0,032 0,706 0,646 0,766
0,040 -0,006 0,001 0,370
0,048 0,651 0,718 0,053
0,056 1,760 1,797 0,861
0,064 1,796 1,731 0,239
0,072 0,713 0,611 0,138
0,080 -0,003 0,002 0,888
0,088 0,643 0,755 0,127
0,096 1,763 1,818 0,256

Tabela 8 - Respostas dinimicas, numérica e analitica (linear), para o deslocamento

w(//2,t), do exemplo 2a
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a) Curvas analitica e numérica para w( (/2 t) - solugdo linear

' 7T PR a
. / 1\ 7/ 1\ /
£ / \ / 3\ /
s [/ \
s 7 % / \ /
/ |/ |/
N7 N N1/

t{s)

fes. numerico res. analitico

b) Deslocamentos w{ £/ 2 t) lineares e nio lineares

X}

A

w(li2,1) {cm)

~ NI
AT ANV \WARWVI
NN/ N X X/
N NN[/ANLS

0 0.02 0.04 0.08 0.08 0.1
t(s)

™
L~

N
1

4
N

w (lingar} w (nao linear)

Figura IV.9 - Curvas deslocamento transversal w(//2) x tempo - Exemplo 2a
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a) Configura¢des deformadas para os valores maximos e minimos de

w( £ /2 ) - linear e nfo linear dindmico
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Figura IV.10 - Configuracies deformadas estaticas e dinimicas do eixo da barra -

Exemplo 2a
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1V.2.2.2 - Exemplo 2b

A condigio de extremidade biengastada apresenta-se particularmente interessante
por permitir, entre outras coisas, evidenciar o efeito da presenca de pontos de inflex6es
na deformada (acarretando, portanto, condigdes mais desfavoraveis em termos de
modelagem) sobre a precisio das respostas numéricas. A comparagio de alguns
resultados obtidos para os casos 2a e 2b é também bastante ilustrativa. Conforme

ocorreu com o exemplo 2a, inicialmente seré focalizada a analise estatica.

IV.2.2.2.1 - Andlise Estatica

Tomando-se o deslocamento transversal no meio do vio como sendo o mais
representativo da estrutura, e apos uma série de testes, foi agora estabelecido A =£/20
como o valor adequado para a discretizagdo no espago. Este refinamento se deve
exatamente a ocorréncia de mudangas de concavidades do eixo da barra, o que obriga a
se tomar uma distdncia A menor entre 0s nos para se conseguir uma representagio com o

mesmo nivel de precisdo obtido anteriormente para os campos u(x) e w(x).

Variando o carregamento q de 0 a 4,0 N/cm, conforme no exemplo 2a, colheram-
se, para os deslocamentos w(?/2), os resultados estaticos relacionados na tabela 9 e

expostos em graficos na figura IV.11.

q Deslocamento Transversal em £/2 (cm)
(N/cm) Linear Estatico Nao Linear Estético
Numérico | Analitico | Erro (%) | Numérico | Analitico | Erro (%)
0,40 0,0531 0,0521 1,92 0,0530 0,0520 1,92
0,80 0,1063 0,1042 2,02 0,1054 0,1034 1,93
1,20 0,1594 | 0,1563 1,08 0,1566 | 0,1537 1,89
1,60 0,2126 0,2084 2,02 0,2062 0,2024 1,88
2,00 02657 | 0,2605 2,00 02539 | 0,2492 1,89
2,40 0,3189 0,3126 2,02 0,2994 0,2940 1,84
2,80 0,3720 0,3647 2,00 0,3428 0,3368 1,78
3.20 04252 | 04168 2,02 0,3841 0,3775 1,75
3,60 0,4783 0,4689 2,00 04234 | 04162 1,73
4,00 0,5315 0,5210 2,02 0,4607 | 04531 1,67

Tabela 9 - Valores estiticos de w(E‘ / 2) - Exemplo 2b
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a) Resultados lineares - curvas analitica € numérica
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Figura TV.11 - Resultados estaticos lineares e nio lineares, numéricos e analiticos -

curvas carga q x deslocamento w(//2) - Exemplo 2b
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Observando-se que foram introduzidos, na tabela 9, os resultados exatos para os
deslocamentos w(£/2) e, em fungdo disso, também os erros numéricos cometidos,
constata-se que a precisdo da resposta perdeu em qualidade relativamente aos resultados
estaticos do exemplo 2a. Estes ultimos, ainda que obtidos com uma discretizagdo menos

refinada (A = £/12), apresentam, em média, erros da ordem de quatro vezes menores

que os do caso 2b.

Na figura IV.11 estio plotados, na parte (a), os resultados lineares exato e
numérico, em (b) os resultados nio lineares exato e numérico e, em (c), os resultados
numéricos linear e ndo linear. A finalidade das figuras IV.11a e IV.11b foi apenas o de
tornar mais evidente a acima citada perda de precisio numérica. Ja em VI.11c o objetivo
é que se possa verificar, para o presente caso, o ganho de rigidez a flexdo da barra na
analise ndo linear. Com a presenca adicional do impedimento & rotagdo nas extremidades,
nfio ocorre um enrijecimento a flexdo tdo acentuado como o observado para o exemplo
2a, conforme se constata das figuras IV.7 e IV.11c. Note-se inclusive, pela figura
IV.11¢, que diferentemente do exemplo 2a, somente a partir da carga q = 2,0 N/cm o
deslocamento transversal w(£/2) linear supera em torno de 5,0% o correspondente niio

linear (para o exemplo 2a, q = 0.2 N/cm).

Para ilustrar as mudangas de concavidade do eixo deformado da barra em fungdo
das condi¢bes de extremidade e de carregamento, foram construidas a tabela 10 e a
figura IV.12 a partir dos resultados estaticos lineares e ndo lineares fornecidos pelo
programa DIN-DFE, para q = 1,5 N/cm. Sobre as curvas da figura IV.12, pode ser
observado que n3o ha grandes diferengas entre as duas configuragdes deformadas da
figura TV.12b, o que ja era esperado em fungiio dos resultados para w(¢/2) ja

apresentados na figura IV.11c.
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X u(x) x 1000 (cm} w(x} (cm)
(cm) LINEAR NAO LINEAR LINEAR NAO LINEAR
ESTATICO ESTATICO ESTATICO ESTATICO

0,00 0 0 0 0
10,00 0 0,050 0,0267 0,0262
20,00 0 0,008 0,0825 0,0806
30,00 0 0,080 0,1412 0,1376
40,00 0 0,077 0,1838 0,1790
50,00 0 0 0,1993 0,1940
60,00 0 0,077 0,1838 0,1790
70,00 0 0,080 0,1412 0,1376
80,00 0 0,008 0,0825 0,0806
90,00 0 0,050 0,0267 0,0262
100,00 0 0 0 0

Tabela 10 - Resultados numéricos para os campos de deslocamentos estiticos

u(x) e w(x), q=1,5N/cm - Exemplo 2b
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a) Campos de deslocamentos u(x) e w(x), ¢ = 1,5 N/cm
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Figura IV.12 - Campos de deslocamentos u(x) ¢ w(x}, ¢ configuracies deformadas
estaticas do eixo da barra, q = 1,5 N/cm - Exemplo 2b
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IV.2.2.2.2 - Andlise Dindmica

Focaliza-se agora a analise dindmica do exemplo 2b que, de forma idéntica ao
exemplo 2a, apresenta carregamento uniformemente distribuido de intensidade constante
no tempo q = 1,5 N/em e, ainda, as mesmas condigdes de partida em t = 0, conforme
pode ser verificado na tabela 2. Utiliza-se o mesmo pardmetro A =£/20 do caso

estatico € toma-se também o deslocamento transversal w(¢/2, t) (ao longo do primeiro

ciclo de vibragdo), como o mais representativo do comportamento da estrutura.

Na tabela 11 estdo representados os resultados numéricos para w(£/2, t)

calculados no presente exemplo. Segue-se também a apresentagio grafica

correspondente a esta tabela atraves da figura I'V.13.

t (s) Deslocamento Transversal w(£/2) (cm)
Linear Dindmico Nio linear Dindmico
0 0 0
0,004 0,1635 0,1634
0,008 0,3882 0,3747
0,012 0,2921 0,2387
0,016 0,0373 0,0105
0,020 0,0556 0,1002
0,024 0,3187 0,3525
0,028 0,3813 0,3027
0,032 0,1359 0,0429
0,036 -0,0027 0,0442
0,040 0,1992 0,3041
0,044 0,4004 0,3513
0,048 0,2625 0,0989

Tabela 11 - Respostas dinimicas para o deslocamento w(//2,t), do exemplo 2b
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Figura IV.13 - Curvas deslocamento transversal w(£/2 ,t) x tempo - Exemplo 2b

Conforme pode ser observado, na tabela 11 ndo constam resultados analiticos, o
que levara a analise do presente problema para um campo mais qualitativo do que
quantitativo. Neste sentido, o estudo das curvas representativas das andlise dinmicas,
linear e nio linear (figura IV.13), indica que para o caso linear os periodos e amplitudes
se repetiram com excelente precisio ao longo dos 3 ciclos. Quanto a curva
correspondente a solugio ndo linear dindmica, pode-se considerd-la também como
periodica. E interessante observar que, tal como ja ressaltado para o problema estatico,
as solugdes dinimicas linear e ndo linear, para o exemplo 2a, representadas pela figura
IV.9b, sio muito mais distintas entre si do que para o exemplo 2b, conforme explicita a
figura IV.13.

Antes de dar prosseguimento ao estudo do presente exemplo, é necessario
lembrar que as correspondentes solugdes numéricas certamente estdo afetadas dos
mesmos erros detectados nos exemplos anteriores, especialmente quanto a defasagem

progressiva da resposta no tempo.

Continuando com a apresentagio e analise dos resultados do exemplo 2b, foi
construida a figura IV.14 com o objetivo de verificar, tal como se fez no exemplo 2a,
como ocorrem as vibragBes da barra em torno da configuragdo de equilibrio estatico

(casos linear e njo linear),
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a) Configuragdes deformadas dinfmicas, lineares e nio lineares
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Figura IV.14 - Configuracies deformadas estaticas e dinAmicas (miAximas e

minimas) do eixo da barra - Exemplo 2b
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Nesta figura, na parte (a) foram representadas as configuragdes deformadas do
eixo da barra associadas aos valores maximos e minimos de w(£/2 ,t) observadas ao
longo do 12 ciclo de vibragdo para os casos linear e ndo linear. Na parte (b), foram
plotadas as configuragdes deformadas lineares, estatica e dindmicas (estas ja
apresentadas na parte (a)) do eixo da barra e, na parte (c), as correspondentes
configura¢bes deformadas néo lineares.

A andlise da figura IV.14b permite confirmar, em termos numeéricos, a relagdo
constante e igual a 2, existente no problema linear entre as ordenadas da curva w(x)
méaxima dindmica e as da curva w(x) estatica. Analogamente 2o que ocorre no exemplo
2a, no problema ndo linear a referida relagdo, embora mantenha-se praticamente
constante com x (conforme se observa na figura 1V.14c), torna-se, pelo mesmo motivo

ja anteriormente citado, inferior a 2.

Para concluir a analise do exemplo 2, constderando as suas duas vertentes no
tocante as condigdes de extremidades (biapoiada e biengastada), pode ser dito que todas
as respostas numéricas apresentaram coeréncia fisica, tanto relativamente a ordem de
grandeza dos deslocamentos, como em termos do aspecto grafico das curvas
correspondentes, mesmo onde n3o houve solucdo exata para servir de objeto de
confronto. A formulagio numeérica aqui aplicada, portanto, mostrou-se mais uma vez

satisfatoria.
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IV.2.3 - Exemplo 3

O presente exemplo trata do problema classico da viga-coluna engastada e livre,
submetida a duas cargas prescritas no extremo livre, nas dire¢des axial e transversal ao
eixo indeformado (eixo X), conforme ja descrito no item IV.1. Este exemplo destaca-se

dos demais por apresentar carga prescrita variavel no tempo, F,.

Por se tratar de um problema tipico de estabilidade elastica a analise deste
exemplo sera dirigida para o estudo do comportamento da barra até a regido da carga

critica de EULER, inclusive no caso dindmico.

IV.2.3.1 - Andlise Estdtica

Retornando 4 figura IV 4, que esquematiza a estrutura do exemple 3, foi
admitido, para a situagdo de carregamento estitico que F, = 1 N (esta pequena carga

transversal visa exclusivamente perturbar a configuragio reta inicial da barra), com F,

£ . .
variando de 0 a 600 N, e adotado A = 12 como distdncia nodal adequada &

discretizagdo no espago, em termos de analise linear e n3o linear.

-Adotando-se os deslocamentos u e w, em x = £, como representativos do
comportamento da estrutura, os resultados estaticos obtidos pelo uso do programa DIN-
DFE, para o presente caso, foram reunidos na tabela 12, para diversos valores de F,,
notando-se uma maior concentragio destes nas proximidades da carga critica que, para o

n*El

£2

exemplo estudado, ¢ = 4933 N. Além disso, foram inseridos os resultados

analiticos correspondentes. A representagio grafica € apresentada em seguida, na
figuraIV.15.
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Deslocamentos axiais u(f) (cm)

N) Linear estatico Nio linear estatico
Numérico | Analitico | Erro(%) | Numérico | Analitico | Erro(%)

100,0 | -0,00042 | -0,00042 0,00 | -0,000680 | -0,000679 -0,15
200,01 -0,00083 | -0,00083 "1 -0,001308 | -0,001305 -0,23
300,0 | -0,00125| -0,00125 "1 -0,002345 | -0,002335 -0,43
400,0 | -0,00170  -0,00170 " -0,00640 | -0,00632 -1,27
4500 | -0,00188 | -0,00188 " -0,0243 -0,0235 -3,40
460,0 | -0,00192| -0,00192 " -(,040 -0,039 -4,56
470,0 [ -0,00196| -0,00196 " -0,082 -0,077 -6,49
480,0 | -0,00200 | -0,00200 " -0,259 -0,231 -12,12
485,0 | -0,00202 | -0,00202 " -0,71 -0,59 -20,33
488,0 | -0,00203 | -0,00203 " -1,94 -1,45 -33,79
490,01 -0,00204 | -0,00204 " -6,1 -3.8 -60,53
496,0 | -0,00207 | -0,00207 " 3,5 5,5 36,36
4980 -0,00208 | -0,00208 ! -1,38 -1,82 24,18
500,0| -0,00208 | -0,00208 " -0,74 -0,90 17,78
505,0( -0,00210| -0,00210 " -0,27 -0,30 10,00
510,0 | -0,00213 | -0,00213 " -0,136 -0,147 7.48
520,01 -0,00217 | -0,00217 " -0,0561 -0,0589 4,75
530,01 -0,00221 | -0,0022] " -0,0312 -0,0323 3,41
540,01 -0,00225 | -0,00225 " -0,02030| -0,02082 2,50
550,0 | -0,00229 | -0,00229 "1 -0,01460 | -0,01489 1,95
600,0 | -0,00250| -0,00250 0,00 | -0,006018 | -0,006059 0,68

Tabela 12a - Valores estiticos de u(?) - Exemplo 3
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Deslocamentos transversais w(£){(cm)

F. (N) Linear estatico Nio linear estatico
Numérico | Analitico | Erro(%) | Numérico | Analitico | Erro(%)
100,0| 01673 | 0,1667 0361 02093] 02086 034
200,0 " " " 0,280 0,279 0,36
300,0 " . “| 04242 04219 0,55
400,0 " " ! 0,8795 0,8715 0,92
450,0 " " L 1,91 1,88 1,60
460.0 " " " 2,494 2,438 2,30
4700 " " " 3,60 3,48 3,45
480,0 " . " 6,64 6,11 5,73
485,0 " " ! 10,7 9,8 9,18
488 0 " " " 17,7 15,3 15,69
490.0 m " " 31 24 29,17
496,0 ! " ! -23,7 -29.8 20,47
498 0 ! " " -15,0 -17.0 12,79
500,0 ! " " -10,9 -12,1 9,92
505,0 " " " -6,53 -6,92 5,64
5100 ! ! " -4,66 -4 85 3,92
520,0 " ! " -2,96 -3,03 2,31
530,0 " " " 2,17 22,20 1,36
540,0 " " " -1,709 -1,732 1,33
550,0 " ! " -1,411 -1,426 1,05
600,0 | 0,1673|  0,1667 036] -0,7528| -0,7568 0,53

Tabela 12b - Valores estiticos de w({)- Exemplo 3
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Figura IV.15 - Curvas estaticas carga x deslocamento - Exemplo 3

a) Curvas deslocamento axial u(¢) x carga axial F,

C. Crit. Analitica = 493,33 N
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b) Curvas deslocamento transversal w(f) x carga axial E
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Nessa figura foram representados, nas partes (a) e (b), as solugdes numeéricas

lineares e ndo lineares para u(f) e w(¥#), respectivamente, ¢ em (c) todos estes
resultados num mesmo grafico.

Restringindo a aten¢io unicamente sobre o aspecto geométrico das solugdes
representadas em (a) e (b), pode ser dito que a expectativa fisica foi atendida
integralmente, dentro do que observa a teoria da estabilidade elastica de barras (ver, por
exemplo, TIMOSHENKO (1972) e ALLEN (1980)), lembrando-se que, no caso linear,

as solugdes para as componentes de deslocamentos u{f) e w({) sdo desacopladas,

sendo a primeira

E ¢
u(fy = - E'A
e a segunda
o
H = =2
v = g

tal como obtido pela Resisténcia dos Materiais. Note-se, entretanto, que a formulagio
ndo linear utilizada ndo permite avaliar o comportamento (estavel) poOs-critico (nem
mesmo de forma precisa junto & carga critica), sendo este fato exphicado pela
consideragdo da hipotese de rotagbes moderadas, instituida no capitulo II, ao invés de se
trabalhar com grandes rotagdes, como fez Garcia (1987). Observe-se ainda que os ramos
instaveis pos-criticos das curvas (axiais e transversais) apresentadas na figura IV.15,
embora matematicamente coerentes com a teoria adotada, carecem de gqualquer interesse

pratico.

Prosseguindo com a analise dos resultados obtidos pode-se concluir, do estudo
das tabelas 12.a ¢ 12.b, que estes, em termos gerais, apresentam uma boa precisio,
levando-se em conta que as naturais dispersdes observadas junto aos trechos
aproximadamente horizontais, nas figuras IV.15 e IV.16, ndo prejudicam o conjunto da
solugdo.

83



a) Deslocamentos axiais ndo lineares, analiticos € numéricos
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b) Deslocamentos transversais n3o lineares, analiticos e numéricos
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Figura IV.16 - Curvas analiticas ¢ numéricas: deslocamentos x carga axial -
Exemplo 3
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Com o objetivo de se avaliar numericamente a carga critica foram plotadas nas
figuras IV.17a e IV.17b as solugGes numéricas (e analiticas) para os deslocamentos u e
wem x = £ no trecho de F, = 450 N a 530 N. O procedimento utilizado para este fim
baseia-se em consideragdes aproximadas de simetria (ou anti-simetria} nas proximidades
da carga critica para as curvas u(£){ou w(f)), conforme se pode constatar nas figuras

IV.16. Com isto, colhem-se para a mesma abscissa u(f) os valores correspondentes de

F, nas duas curvas simétricas (figura IV.17a) e obtém-se, pela média, o valor da carga
critica numérica, ou, alternativamente, procede-se de forma analoga (& excegdo das
abscissas w(f) a serem colhidas que devem ser iguais e de sinal contrério), no tocante as

duas curvas representativas dos deslocamentos transversais, figura IV.17b.

Para o presente caso obteve-se para a carga critica um valor em torno de 493,0
N, o que se constitui num excelente resultado se confrontado com a solugdo exata 493,3
N (erro relativo de -0,06%).

Para concluir a analise estatica do exemplo 3, pode-se citar que, como esperado,
o tempo de processamento computacional se mostrou mais longo & medida que F, se

aproximou da carga critica (por valores mais altos ou mais baixos), como resultado da
dificuldade de convergéncia no processo de NEWTON-RAPHSON, evidenciada pelo
aumento relativo do numero de iteragdes necessarias nessa regido (superando a média

comum de 5 ou 6). No item seguinte faz-se a analise dindmica do problema.

85



a)Curvas carga axial x deslocamento axial
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b) Curvas carga axial x deslocamento transversal
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Figura IV.17 - Curvas carga axial x deslocamentos u(f) e w(/) ampliadas para

avaliagdo da carga critica - Exemplo 3
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IV.2.3.2 - Andlise Dindmica

Retornando uma vez mais a figura 1V 4, para a analise dindmica do presente
exemplo admite-se que a carga axial de compressdo F, (com valores correspondentes a
50%, 70% e 90% da carga critica de 493,3 N) é pré-existente em t = 0, e ainda que a
carga prescrita transversal F, constitui-se de um pulso triangular de intensidade maxima
1,0 N, em t = 0, caindo rapidamente a zero apds 0,010 segundos. Assim como no caso
estatico, tal carga representa uma pequena perturbacio introduzida tdo somente para dar

inicio ao processo de flexio da barra.

Os dados relativos ao tempo total de analise e sua discretizagio sdo apresentados
na tabela 1, e os deslocamentos, velocidades e aceleragBes nodais, em t = O, acham-se

indicados na tabela 2. Com respeito & aceleragdo inicial w em x = £, considerando-se

ApA
2

no extremo da barra um trecho de comprimento A/2 e massa , foi avaliada

mediante a expressao:

2F

F4

- HAA

W,

Adotando A = £/12 para a discretizagdo no espago, tal como no caso de
carregamento estatico, passa-se em seguida a apresentagdo dos resultados numeéricos
colhidos para os deslocamentos u(?, t) e w(£, t). Estes sdo dispostos nas tabelas 13a,
13b e 13¢ - correspondendo as solugdes para F, = 247 N, 345N e 444 N (ou seja,
50%, 70% e 90% da carga critica, aproximadamente), nessa ordem, e podem ser
visualizadas através das curvas das figuras IV.18a, IV.18b e [V .18c.
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t(s) u(4, t) (cm) w(£, 1) (cm)
Linear dindmico | Nio linear Linear dindmico | Nao linear
dindmico dindmico

0 -0,00103 -0,00103 0 0
0,02 n -0,00104 0,0341 0,0379
0,04 " -(,00105 0,0407 0,0642
0,06 " -0,00104 0,0011 0,0488
0,08 " -0,00103 -0,0382 0,0020
0,10 ! -0,00104 -0,0307 -0,0455
0,12 " -0,00105 0,0163 -0,0650
0,14 " -0,00104 0,0485 -0,0447
0,16 " -0,00103 0,0289 0,0052
0,18 " -0,00105 -0,0227 0,0542
0,20 " -0,00106 -0,0496 0,0725
0,22 " -0,00105 -0,0241 0,0478
0,24 " -0,00103 0,0238 -0,0023
0,26 " -0,00104 0,0407 -0,0477
0,28 " -0,00105 0,0085 -0,0611
0,30 -0,00103 -0,00104 -0,0342 -0,0348

Tabela 13a - Resposta dinAmica, linear e nio linear, para os deslocamentos
u(’, t) e w(f, t),com F, = 247 N (50% da carga critica) -

Exemplo 3
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t(s) u(4, t) (cm) w(¢, t) (cm)

Linear dindmico Nio linear | Linear dindmico Nao linear

dindmico dindmico
0 -0,00144 -0,00144 0 0
0,02 " -0,00145 0,0341 0,0397
0,04 " -0,00147 0,0407 0,0766
0,06 " -0,00148 0,0011 0,0820
0,08 " -0,00145 -0,0382 0,0545
0,10 " -0,00144 -0,0307 0,0060
0,12 " -0,00145 0,0163 -0,0464
0,14 " -0,00148 0,0485 -0,0826
0,16 " -0,00148 0,0289 -0,0868
0,18 " -0,00146 -0,0227 -0,0578
0,20 ! -0,00144 -0,0496 -0,0074
0,22 " -0,00145 -0,0241 0,0452
0,24 " -0,00148 0,0238 0,0821
0,26 " -0,00148 0,0407 -0,0874
0,28 " -0,00146 0,0085 0,0592
0,30 -0,00144 -0,00144 -0,0342 0,0090

Tabela 13b - Resposta dindmica, linear e nio linear, para os deslocamentos
u(?, ¢ e w(£, t), com F, = 345 N (70% da carga critica) -

Exemplo 3
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t(s)

u(4, t) (cm)

w(f, t) (cm)

Linear dinamico Nio linear Linear dindmico Niéo linear
dinamico dindmico

0 -0,00185 -0,00185 0 0
0,02 " -0,00186 0,0341 0,0418
0,04 " -0,00190 0,0407 0,0917
0,06 ! -0,00195 0,0011 0,1282
0,08 ! -0,00198 -0,0382 0,1473
0,10 " 0,00198 -0,0307 0,1477
0,12 " -0,00194 0,0163 0,1267
0,14 " -0,00189 0,0485 0,0881
0,16 " -0,00186 0,0289 0,0384
0,18 " -0,00185 -0,0227 -0,0172
0,20 " -0,00189 -0,0496 -0,0722
0,22 " -0,00194 -0,0222 -0,1180
0,24 ! -0,00199 0,0238 -0,1177
0,26 " -0,00202 0,0407 -0,1602
0,28 " -0,00200 0,0085 -0,1522
0,30 -0,00185 -0,00195 -0,0342 -0,1241

Tabela 13c - Resposta dinimica, linear e nio linear, para os deslocamentos
u(4, t) e w(Z, t),com F, = 444 N (90% da carga critica) -

Exemplo 3
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a) Curvas deslocamentos x tempo F, = 247 N
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Figura TV.18 - Curvas deslocamentos (axiais e transversais, lineares e nio

lineares) x tempo para os trés valores de F, - Exemplo 3
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A anilise desse conjunto de resultados permite alguns comentarios. Iniciando
pelo caso linear, note-se que a componente u(#, t), como era esperado em fungio de F,
ser pré-existente em t = 0, manteve-se constante ao longo do tempo, ¢ igual a que seria

obtida pela solugio linear estatica:

E?
f=- 2
u(4) EA

Quanto a componente w(Z, t), esta apresentou, para os trés valores de F,, o0 mesmo
conjunto de valores, evidenciando a sua independéncia relativamente a carga axial de
compressio, conforme se pode verificar nas colunas de w(¥, t) linear, nas tabelas 13a,
13b e 13¢c. Em suma, concordando inteiramente com a expectativa analitica, para o caso
linear dindmico as solugdes numéricas para os deslocamentos u(f, t} e w(4, t) séo
inteiramente desacopladas, sendo a primeira dependente somente de F, , e a segunda,
exclusivamente de F,. Pelo carater impulsivo da carga F, aplicada, pode-se considerar
que a barra movimenta-se com vibragdo livre numa combinagio de modos, o que fica

traduzido pelo aspecto da curva w(¥, t) linear na figura IV.18.

Seguindo com os comentarios, como era de se esperar em fung@o da interagio
axial-flexdo, os efeitos da ndo linearidade sobre a estrutura considerada, tal como no

exemplo anterior, foram bem evidentes, observando-se o conjunto das respostas graficas
presentes na figura IV.18 para os deslocamentos u({, t) e w(Z, t) (este ultimo,
naturalmente, o mais representativo do comportamento vibratério da barra). A esse
respeito constata-se, relativamente aos deslocamentos axiais, que passaram de constantes
(e dependentes s6 de F,) para varidveis com o tempo, ciclicos, que as pequenas
vibragBes axiais observadas, no caso nio linear, sdo oriundas tanto das forgas de inércia
dirigidas segundo o eixo X, quanto (principalmente) do proprio encurvamento do eixo
da barra. Um outro aspecto a ser mencionado é que, considerando as curvas para
u(?, t) e w(#, t} aproximadamente periddicas, as "amplitudes” e os "periodos",
conforme esperado no presente exemplo, aumentaram paralelamente a perda crescente
de rigidez da estrutura a medida que F, cresceu. Observe-se ainda, quanto a componente
w(f, t) ndo linear, a ocorréncia de maiores periodos e amplitudes que os
correspondentes ao caso hnear, 0 que também € motivado pela presenga da carga de
compressdo F,, que tende a acentuar o encurvamento do eixo da barra, efeito este,

naturalmente mais intenso & medida que F, cresce.
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Por fim, como resultado da dependéncia entre as solugdes u(f, t) e w(4, t) (no
sentido de que u(x, t) resulta quase que exclusivamente do encurvamento do eixo da
barra), ressalta-se da figura IV.18 que os "periodos" axiais correspondem a metade dos

"transversais", o que esta de perfeito acordo com o movimento da extremidade livre
(x = £) dabarra.

Na figura IV.19 estio isoladamente representadas para o caso ndo linear

dindmico as curvas associadas aos deslocamentos axias u(¥4, t) (a) e transversais w(¥, t)

(b).

O tragado dessa figura permite também ilustrar o chamado critério dindmico para
avaliagdo da carga critica, baseado no fato de que os periodos e amplitudes das vibragdes
crescem indefinidamente na carga critica. Realmente para F, equivalente a 90% da carga
critica, observa-se que a amplitude triplicou e o periodo mais que dobrou
comparativamente para os deslocamentos transversais correspondentes a 50% da carga
critica (Figura IV.19b). Note-se que 0 mesmo pode ser dito (aproximadamente) no que

tange aos deslocamentos axiais (figura IV.19a).

Encerrando a discussdo dos resultados obtidos para o presente exemplo,
conclui-se que mais uma vez as solugdes numéricas se apresentaram coerentes em

termos fisicos, o que reafirma o potencial da formulagio numérica aqui desenvolvida.

Antes de passar-se as consideragdes finais, objeto do capitulo seguinte, convém
frisar que para os objetivos do presente trabalho o programa DIN-DFE foi compilado e
executado em computadores IBM do tipo AT 486 50Mz, resultando, com os niveis de
discretizagio no espago e no tempo utilizados, em processamentos de resultados nunca

superiores a 3 minutos.
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a) Deslocamentos axiais u(f, t)
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Figura IV.19 - Deslocamentos axiais e transversais x tempo para os casos de

F, =247 N, 345N e 444 N - Exemplo 3
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CAPITULO YV
CONSIDERACOES FINAIS

Com a analise de resultados e respectivas conclusdes ja detalhadas no capitulo
anterior, apresentam-se neste capitulo apenas algumas considerages finais sobre o

presente trabalho, seguidas de sugestdes para o prosseguimento da pesquisa.

Primeiramente, como visto no capitulo II, cabe refor¢ar que a dedugdo das
equagdes diferencias que governam o problema da flexdo dindmica de barras prismaticas,
com ndo linearidade geométrica, mediante a aplicagio do Principio dos Trabalhos
Virtuais, permitiu a obtengio simultdnea (e consistente) das condigdes de contorno do
problema, constituindo-se numa vantagem em relagdo ao método tradicional do

equilibrio.

Com relagdo ao tratamento numérico implementado, no capitulo III, para o
problema, ou seja, 0 Método das Diferengas Finitas Energéticas em conjunto com
Método das Aceleragdes Constantes, pode ser dito que a sua aplicagdo resultou em

expressdes matriciais simples, facilitando a implementagio computacional.

O desempenho em termos gerais do programa DIN-DFE mostrou-se satisfatorio.
Em particular, acerca dos resultados apresentados no capitulo IV, cumpre destacar a
influéncia, no tocante ao comportamento nfo linear estatico e dindmico, das forga axiais
(reativas ou prescritas) sobre os deslocamentos transversais w (x,t). A este respeito cita-
se de inicio o caso do exemplo 1, no qual a presen¢a do apoto de primeiro género em
x = £, com forga axial nula nesta extremidade, foi responsavel pela quase coincidéncia
das solugdes dindmicas, lineares e ndo lineares, para os deslocamentos transversais.
Diversamente, para o exemplo 2 (casos 2a e 2b), a restrigio 2 deslocamentos axiais nas
extremidades forgou o surgimento de reagdes axiais ponderaveis, acarretando diferengas
significativas para as solugbes w (x,t) lineares e nio lineares (estaticas e dinimicas). Por
fim, no exemplo 3 um comportamento semelhante se verificou com a presenga da carga

prescrita F

X

no extremo livre.
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Para concluir o presente trabalho sugerem-se alguns topicos para continuidade da

pesquisa :

a) Extensio das anilises efetuadas no capitulo 1V a outros exemplos, considerando

novas condigoes de extremidade ¢ de carregamento.
b) Estudo comparativo com resultados oriundos de um tratamento em Elementos
Finitos, enfatizando-se precisio e tempo de processamento numérico, além do

dispéndio de meméria.

c) Extensio dos procedimentos aqui tratados & analise ndo linear geométrica no dmbito

das grandes rotagdes, tornando possivel a detecgiio de caminhos pos-criticos estaveis.

d) Inclusdo, no tratamento numérico, de deslocamentos prescritos ndo nulos, variaveis

no tempo, nos extremos da barra (excitagao de suporte).
e) Incorporagdo do amortecimento na resposta dindmica.

f) Extensdo da formulagdo apresentada ao caso de flexdo assimétrica.
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