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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para obtengio

do grau de Mestre em Ciéncias (M. Sc.)

UM ESTUDO SOBRE A UTILIZACAO DA INTEGRACAO REDUZIDA

EM PROBLEMAS ADVECTIVOS-DIFUSIVOS

Claudia Mazza Dias

outubro, 1995

Orientador: Prof. Alvaro Luiz G. A. Coutinho

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho apresenta um método capaz de permitir a utilizagdo da Integragio Reduzida
para problemas advectivos-difusivos em regime permanente. Este método evita os modos espurios
que podem surgir com a quadratura de Gauss em um ponto das integrais provenientes da formulagio
SUPG com um operador de captura de descontinuidades em malhas de elementos quadrilateros
bilineares. Termos de corre¢o sdo obtidos usando a formulagdo variacional de Hu-Washizu,
tornando o método computacionalmente mais eficiente, sem perda de precisdo, conforme atestam os

experimentos numéricos de validagao.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment of the requirements for the
degree of Master of Science (M. Sc.).

A STUDY ON THE USE OF REDUCED INTEGRATION

ON ADVECTIVE-DIFFUSIVE PROBLEMS

Claudia Mazza Dias

October, 1995°

Thesis Supervisor: Alvaro Luiz G. A. Coutinho

Department: Civil Engineering

This work presents a method to enable the use of the Reduced Integration for steady
advective-diffusive problems. This method avoids and control the spurious modes that may appear
when the integrals arising from SUPG formulation with a discontinuity-capturing operator are
evaluated using one-point Gaussian quadrature. Correction terms are developed, employing the Hu-
Washizu variational formulation, making the method computationally more efficient, without loss of

accuracy. Several numerical experiments were performed; validating the present approach.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - MOTIVACAO E OBJETIVOS

Nos altimos anos as pesquisas em torno do Método dos Elementos Finitos tem procurado
solugdes precisas e eficientes para os problemas praticos de Engenharia. Para tanto, muitos codigos
ja utilizam a Integragdo Reduzida ( Hughes, 1987) ‘em problemas de mecénica dos solidos, cascas e
de difusdo, o que traz grandes beneficios, ja que o numero de avaliagdes do operador semi-discreto e
das equagBes constitutivas € sensivelmente reduzido. Sio bem conhecidas algumas técnicas que
permitem a utilizagdo de elementos quadrilateros e.hexaedros com integragao com 1 e 4 pontos de
quadratura, respectivamente. Dentre elas destacam-se as desenvolvidas por Belytschko et al. (1984)
e Liu e Belytschko (1984), onde os modos singulares espurios que podem surgir com a Integragio
Reduzida sdo eliminados com a adicdo de uma parcela de estabilizagiio a matriz de elemento.
Existem outros métodos interessantes como os de Maenchen e Sack (1964), Belytschko e Kennedy
(1978), Flanagan e Belytschko (1981), Strang (1983), Mizukami (1986) e mais recentemente Liu e
Belytschko {1994). No entanto, no que diz respeito & mecanica dos fluidos, mais precisamente a
equagdo de advecgdo-difusio, pouco tem sido feito para possibilitar a utilizagdo da Integragdo
Reduzida. O trabalho de Mallet et al. (1992) estendeu a metodologia de estabilizagio usual a
sistemas advectivos-difusivos. Com vista na importdncia de se viabilizar a utilizagdo da Integracio
Reduzida, tornando os codigos computacionalmente mais eficientes, este trabalho da seguimento a
pesquisa de Maliet et al,, estudando a metodologia de controle dos modos espurios oriundos da
Integragdo Reduzida com um ponto de quadratura do elemento quadrilatero bilinear para a equagdo

de advecgdo-difusdo escalar em regime permanente.



1.2 - CARACTERIZACAO FiSICA DOS MODOS ESPURIOS

Os chamados modos espirios ou modos de energia nula siio assim denominados
originalmente na literatura de problemas de elasticidade, ja que se referem a um vetor deslocamento
que ndo representa um movimento de corpo rigido, contudo produz energia de deformagdo nula. As
instabilidades surgem quando existem fallias no processo de formulagio do elemento quando se

utiliza a quadratura de Gauss de ordem inferior tHughes,lQS?).

Quando a matriz de elemento K°'é formada por integragio numérica, contém somente as
informagdes nos pontos utilizados pela regra derquadratura. Se os gradientes sdo nulos nestes
pontos, a energia de deformagio se anula para este campo de deslocamentos, e consequentemente
K® também se anula. Se o campo dos deslocamentos ndo Tepresenta um movimento de corpo rigido
esta criada a instabilidade. O operador gradiente semi-discreto tem deficiéncia de posto o que pode
levar 4 singularidade na montagem global das equagdes de elemento para certas condigdes de

contorno (Cook,1989).

1.3 - ORGANIZACAO DO TEXTO

O Capitulo 2 mostra um estudo inicial para a equagio de difusdo em regime transiente com
base nos trabalhos de Belytschko et al. (1984) e Liu e Belytschko (1984). Alguns testes de validagdo
sdo apresentados comprovando a eficiéncia e precisio. O Capitulo 3 mostra os estudos relativos a
equagio de advecgio-difusiio escalar em regime permanente, discretizada segundo o método SUPG
e com operador de captura de descontinuidades. Sio feitos diversos testes mostrando que ¢ possivel
a utilizacdo do elemento bilinear com a integragdo em um ponto de quadratura estabilizado segundo
a metodologia apresentada. O Capitulo 4 conclui o trabalho, apresentando ainda algumas sugestdes e

propostas futuras.



‘CAPITULO 2

ESTABILIZACAO DA EQUACAO DE DIFUSAQ

2.1 - PRELIMINARES

Este capitulo trata do desenvolvimento de uma metodologia de controle dos modos
espurios que podem surgir com a Integragdo Reduzida das integrais provenientes da formulagio do
Método dos Elementos Finitos para a equagdo de difusdo. Assim, utilizando-se o Meétodo de
Galerkin para problemas transientes difusivos, discretizados por elementos quadrilateros bilineares,
conforme mostrado na Figura 1, e empregando-se a integragdo com um ponto de quadratura, as
possiveis instabilidades s3o eliminadas. Para tanto, a metodologia proposta inicialmente por Liu e
Belytschko (1984) e Belytschko et al. {1984), ¢ tratada em detalhes, com énfase no célculo do

pardmetro de estabilizagdo responsavel pelo controle dos modos espurios.

N
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FIGURA 1 - ELEMENTO QUADRILATERO BILINEAR
PLANO FISICO E PLANO DE REFERENCIA

2 .2 - AEQUACAO DE DIFUSAQ E A FORMULACAO DE ELEMENTOS FINITOS

Dada a equagio de difusdo em regime transiente no dominio 2 € 9™ com contorno T, tal que I'=

T,ulelynTL=0,

pcu,g+q;,;=f emQx]O,T[ (2])



onde ng = 1,2 ou 3 é o numero de dimensdes espaciais, u € a temperatura, f Q x ] 0,T [0 é a

fonte térmica, p € a densidade, c é a capacidade, e q ¢ o fluxo difusivo, dado por,
qi =-kju; (2.2)
onde k;; = k;; (x) € o tensor de condutividade, e x = [x,], 1= 1,2 ou 3, é o vetor posigdo em N™ .

A formulagio forte se completa com as condigdes de contorno,

u=g emIyx]0T[ (2.3)
-gimp=h emIyx]OT([ (2.4

e a condi¢io inicial,
u(x,0)=u(x) xeQ (2.5)

onde n é o vetor unitario normal a fronteira, orientado para o exterior.

Utilizando-se a formulagdo de Galerkin, chega-se a:

(Whpcif)+a(w' u')=(w' f)+(w' h) (2.6)
(W', pculy)=(w" . pcu) 27
onde,
a(w' u")= Inw‘ih kiju;"dQ (2.8)
(W' f)= _fgv"fdQ (2.9
(W', h)r= L\:v"hd]" (2.10)

sendo w' a fungdo discreta de ponderagdo e u® a forma discreta de u, definida por:

W'=Y N, ca a=1 4 (2.11)

uh=ZNau,\ ca=1,.4 (2.12)



As constantes c, 530 arbitrarias e u, sdo os deslocamentos nodais. As fungdes de interpolagio sobre

os elementos sio,

Nn=%(]+nna)(l+é&ﬂ) a=1,..4 -

para o mapeamento isoparamétrico definido no dominio de referéncia, [E=-1,E=1] x [n=-1,

n=1]

Substituindo-se (2.11) e (2.12) em (2.6) a (2.10) chega-se a forma matricial,
Mua+Ku=F . te]0T][ (2.14)
Mgy = Ug (2.15)

i 2.16
M=, IQ N,p €N dQ (2.16)

c=1

2 2.17
K=, IQ' VN. k; VN, dQ @17)
e=] €

nel

‘ L = , 218
F = P+ 200, NoFIQ+ [N - ks g7 my g) @19
e=| ‘ ¢ i=l

saeef

o : ‘ 2.19
wo=M' ([N puyd -3 ms g) =
e=| j=1

nel

na qual, el é o nimero de elementos na malha, tais que Q = UQ“ LN =0 1#je) =

1,....nel
A matriz de difuséo,

[K']= jggchi ki VN; dQ (2.20)

quando avaliada no ponto ( £ =0, 1 =0) produz o seguinte resultado para o caso isotropico:

[K°]=kAb;b' [i=12 (2.21)

onde A € a area do elemento dada por,

| (2.22)
AZ;( Xy Y T Xqy ysi)



g ainda,

. (2.23)
b1='_"'(Y24 Ya Ya YI3)

t (2.24)
b2=—(x42 Xipn Xy X3|)

ondexy=xX-X€Yu~=Vi-Yr.

A matriz (2.21) ¢ singular e a solugdo contém modos de energia nula ( Hayes, 1981). Pode-
se verificar a presenga de tais modos com a defini¢do das seguintes propriedades de ortogonalidade

que serdo também muito Uteis na obtengio da metodologia de estabilizagio:

bit=0 i=12 (2.25)

bih=0 =12 (2.26)
t'h=0 (2.27)
onde :
t=(1 1 1 1) (2.28)
h=(t -1 1 -1 (2.29)

1, = 1,2 (Delta de Kronecker) (2.30)

Ed

Das propriedades (2.25) a (2.27) conclui-se que by, ba, t, e h s3o vetores linearmente
independentes, podendo gerar uma base para o Espago 91°. A representagiio destes vetores encontra-

se na Figura 2.



FIGURA 2 - VETORES BASICOS DO ESPACO %' PARA O ELEMENTC QUADRILATERO

Considerando o gradiente da aproximagio de Elementos Finitos,
gD = YN e (2.31)

onde as fungdes N sdo avaliadas no ponto (¢ = 0, n = 0 ). Pode-se observar que se fizermos com
que os valores nodais de u® sejam dados por t, utilizando as propriedades (2.25) a (2.27) e (2.30),
g = 0, resultado esperado j& que para um campo u® constante, o gradiente se anula, como em um

) Se no entanto

movimento de corpo rigido. Desta forma, o vetor t gera o Nucleo Proprio de VN
tomarmos u® = h, chegaremos ao mesmo resultado. Porém, h nido é um campo constante sendo
assim um modo‘singular esplrio, que gera o Nicleo Improprio de VN . Isto ocorre porque o
nucleo do operador gradiente discreto ndo coincide com o nicleo do gradiente continuo, o que pode

ocorrer somente quando VN e [ K° ] sdo matrizes de posto 3.



2.3 - DETERMINACAO DA PARCELA DE ESTABILIZACAQO
A eliminag#o da deficiéncia de posto é obtida definindo-se o gradiente,
g=7u’ (2.32)
onde o vetor y é calculado de forma que o posto do gradiente discreto VN seja 3, desta forma:
VNP =(b; b, v) (2.33)

O vetor y deve ser tal que para qualquer valor nodal associado com campos lineares g s¢
anule, e que seja diferente de zero quando u® gera um Nucleo Improprio, tornando [ K® ] uma matriz
de posto 3. O calculo de y (Belytschko et al.,, 1984) ¢é feito de forma a manter as propriedades do

operador gradiente discreto, fazendo com que y néio tenha efeito em campos lineares.

Uma vez que os vetores by, by, h, e t sio linearmente independentes e constituem uma base

para o espago vetorial, a primeira providéncia é expandir y em termos destes vetores, logo:
y=ab,ta;by+tazttash (2.34)
onde os a;, 1= 1, .., 4, sdo0 constantes a serem determinadas.
Definindo-se um campo linear arbitrario,
u“=c x+tcoytcst (2.35)

onde os ¢;, 1 = 1,2,3, sd0 constantes arbitrarias, o gradiente (2.32) a partir de (2.34) e (2.35) ¢ das

propriedades (2.25) 4 (2.27), e (2.30) pode ser escrito como,
g=ci(a;tastx+ash'x)+cy(a+as;ty+tah'y)+4csa; (2.36)

Como para um campo linear g deve se anular, para quaisquer c; € possivel se obter os

valores das constantes a;;

a,=-2aa h' x (237)
a;=-ash'y (2.38)
a3 =0 (2.39)



Substituindo as constantes acima em (2.34), tem-se:
y=as[h-(h'x)b,-(h'y)b,] (2.40)
Assumindo-se para o valor de a,; a constante,

oL (2.41)
A

temos,

7= [h- (') b~ y) by (242)

Desta forma calcula-se a parcela de estabilizagdo da matriz de difusdo de forma que a matriz

de elemento seja a soma das parcelas,
[K°]=[K ]V +[K ™ (2.43)

Para determinar a parcela de estabilizagio ( [ K° J*), primeiramente considera-se a

relagdo entre o gradiente generalizado g e o fluxo generalizado q,

g=-k;g .j=12 (2.44)
k,=g ki ,ij=1.2 (2.45)
onde o pardmetro € sera calculado posteriormente.

Considerando as equagbes (2.32), (2.44) e (2.45) chega-se a seguinte expressdo para o

fluxo no interior do elemento:
f*=-AVNY g (2.46)
' Assim, a matriz de estabilizagdo ¢ dada por,
[K ™Y =Ay kv Lij=12 ' (2.47)
ou ainda, para o caso isotropico,

[KS]*Y=kAyE Y (2.48)



O pardmetro £ ¢ normalizado (Jacquotte e Oden, 1984), de forma que a matriz [ K° ] seja
exata para o elemento paralelogramo. O calculo deste pardmetro pode ser visto de duas formas

equivalentes (Jacquotte e Oden, 1984) e (Belytschko et al., 1984), conforme examinado a seguir.

2.4 - DETERMINACAO DO PARAMETRO DE ESTABILIZACAQ

O pardmetro € utilizado na estabilizagio da matriz de difusfo pode ser determinado através
da utilizagdo de um principio variacional do tipo Hu-Washizu (Belytschko et al, 1984),
procedimento motivado pelo Principio da Equivaléncia de Malkus e Hughes (1978). Desta forma e
possivel, via formulagdo mista, identificar a forma correta da matriz de elemento associada com a

integragio reduzida da formulag@o cinematica em um campo.

Considerando a Lei Constitutiva (2.2), a forma fraca associada com o principio variacional

misto €
J‘O[agih ( ki_j gjh + q ih ) +8 Qih ( gih _ U‘ih ) +6 u.ihQih +5 uh f-] dQ +
- [suthnidr=0 =12 (2.49)
A interpolante de u pode ser escrita como:
u=apta,xtazy+ta:h(Em) (2.50)
onde,
1 2.51
hEm =7 ALn @D
assim os valores nodais de u sdo dados por;
(2.52)

w=aotta,xtayta:—h

A
4

Pré-muitiplicando esta equagdo por b;' verificamos que de acordo com as propriedades

(2.25) 4 (2.27) e (2.30),

10



1 e

b u =a; ,i=1,2

Utilizando-se tal equaciio em h' u° e substituindo (2.42), temos:

a3 = 'Yl u c
Assumindo as seguintes aproximagdes:

gh = ( gil) +gh, )
& +gh, )

- (qg” +ﬁh.l\

q = _
Lfl(z”"'qh.z

Podemos substituir (2.53) a (2.56) em (2.49), obtendo-se:

J B (e +gh) (kig®+kEhy+q+qhi)+
+(8q"+8qh;) (g +Thi-biu-y'u"h;)1dQ+

+3u | (bi+yh ) (q:"+Gh)dQ+5u P =0 | i]
o qi '+ J

onde 8 u®' £ substitui o termo no contorno.

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Assumindo-se que o tensor constitutivo k; € constante no interior de cada elemento e

considerando-se as seguintes propriedades da fungéo h:

jﬂe h;dQ=0 =12
Le hdQ =0
LE hh;dQ=0 ,i=12

entio,

11

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)



onde:

Hij = IQ: h,i h‘j dQ 1,_] = 1,2 (2-63)

Assim, é possivel se obter a partir das equagles (2.31) e (2.32) a defini¢io do fluxo de

elemento,
ff=-Abq"-Hyyqg .i=12 (2.64)
logo,
[K°]=Ab;kyb'+Havk;y Lij=12 (2.65)
Tal equagio quando comparada a (2.43) e (2.48) nos leva a:

1
ge=— H; ¢ ,i = 1,2 (266)
A

para o caso 1sotropico.
Substituindo-se (2.63) em (2.66), temos:

1
24

(2.67)

= 2 2 2 2
E=—— (Xu * X2 tyn +*ya' )e

Desta forma, chegou-se a uma normalizagio alternativa do pardmetro £, chamado

parimetro de estabilizagdo, onde, quando £ = 1, [ K. ] ¢ exata para um elemento paralelogramo.
Uma outra metodologia capaz de produzir este mesmo resultado € apresentada por Jacquotte e Oden

(1984), na qual a matriz de difusdo é tomada de forma simplificada,

[K']= L: VN' VN dQ (2.68)

que mapeada em €}, nos leva ao seguinte resuftado onde |J | € o Jacobiano da transformagio:

(2.69
}VN(E_.J‘I.) d¢ dn :

r__LLrY‘(—S’%h) y'(s-nh) | (2.70)
LXJ 4‘]‘ x'(s'—Eh) x‘(-s+1~|h)J

12



il —s'+nnt | 2.71)

VNew=g] gpgne
onde:
s=( 1 -1-1 1) (2.72)
s=( 1 1-1-1) (2.73)
Substituindo (2.70) e (2.71) em (2.69),
[K*] J‘ Vaxx' Z;-%‘\:yy \'A dedn (2.74)
onde:
V= %[ ( s's' —ss’" )+§(sh‘ —hs' )+n ( hs" —s'h' )] (2.75)
Pode-se facilmente verificar as seguintes propriedades:
[I_(“]t=0 (2.76)
[K°]xi=Ab; ,parai=12 e x;=X, %=y (2.77)

Tais propriedades ndo sdo suficientes para a obtengio de [ K* }. Logo, o que se propde € obter um
vetor X, tal que t, x; e X formem um conjunto de vetores linearmente independentes. Como ja foi

dito no item (2.2), h pode ser este vetor, ja que:
det(x,y,t,h)=0 (2.78)
assim, o elemento ndo ¢ singular se X =h.

Podemos assim estabelecer a relagdo,

Th=2 f [E(s"x)-n(s" x) I +[E(s" y)-n(s" y) " (2.79)
4-a

h'[K° déd
[ Y Vx Edn

16
Supondo que h' [ K°1h = XE .e considerando (2.43) e (2.48), vemn:



A EGT-nt 0T HEG Y- ¥ T dedn (2.80)

£=

04T AHE(Y ) Ny Y g N DNV Xy Y 1 Ny )
Para um elemento paralelogramo (2.80) se reduz a,

(2.81)

- 2 2 2 2
E=T (XX +Yi3 H¥3 )E

24
onde € é um coeficiente livre utilizado para ajustar a qualidade dos resultados.

As equacgdes (2.67) ¢ (2.81) sdo idénticas, mostrando a equivaléncia entre a metodologia de

Belytschko et. al (1984) e Jacquotte € Oden (1984).
Observa-se que para o elemento paralelogramo, a equagio (2.42) sereduz a,

3 h (2.82)
TTA

logo,

16
hl [ KC ]slah h — XE (283)

o que justifica a suposigdo em (2.80).
2.5 - COMPARACAO COM A FORMULACAQ DE DIFERENCAS FINITAS

Em malhas de elementos retangulares ou quadrados ¢ possivel comparar a formulagio de
Elementos Finitos aqui apresentada com a formulagio de Diferengas Finitas. Esta ¢ sem duvida uma
importante comparagdo porque deixa claro o papel da escolha do coeficiente € na qualidade das

solugdes obtidas.

Considerando uma malha de 4 elementos quadrados de lados Ax é possivel calcular [K°]
para diferentes valores de &, assim como a correspondente molécula de Diferengas Finitas. A Tabela
1 mostra a relagdo entre o pardmetro € ea formulagdo de Diferencas Finitas para uma malha

quadrada (Liu e Belytschko,1984).



Observando-se a Tabela I nota-se que quando & = 2, [K°] corresponde a molécula de 9
pontos, enquanto que € = 3 corresponde a molécula de 5 pontos. Também ¢ importante notar que €

= 1 produz [K®] exata, enquanto que € = O corresponde a [K]" comprovando o que foi discutido

no item (2.4).

g f K* ] MEF (*} Molécula MDF
l ......
4 -1 -2 -1 -2 |-21}-2
k 4 -1 -2 k 5 |16 1o
6 4 -1 6 Ax’ .
sym 4 -2 |-21-2
2
5 -2 -1 =2 ] -4l
-2 - k
k 5 -2 -1 -4 {420 | -4
6 5 =2 64x :
sym 5 o -11 —4;-1
3 2 -1 0 -1 ~1
k 2 -1 0 k
5 A el iRl
sym 2 -1

TABELA 1 - COMPARACAO MEF x MDF

1
{*} omitido o cocficientie ( - ) .
X
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2.6 - TESTES NUMERICOS

2.6.1 - CALCULO DA MATRIZ LAPLACEANA DE ELEMENTO

Este exemplo foi apresentado por Mizukami (1986), onde a matriz Laplaceana (2.68) €
calculada para o elemento mostrado na Figura 3, utilizando um processo alternativo baseado em
formulas de integragdo analitica (exatas somente para o elemento paralelogramo ). Tal exemplo €
aqui reproduzido empregando-se a metodologia apresentada nos itens anteriores. Os resultados para
e =0 et =1 sdo confrontados com os de Mizukami, identificados por M, e a integragdo de Gauss 2
x 2 na Tabela 2.

4(0.2,0.8)

3(0.8,05)

1 (0.0,0.0) 2 (1.0,0.0)

FIGURA 3 - ELEMENTO TIPICO PARA CALCULO DA MATRIZ LAPLACEANA

Analisando-se a Tabela 2, nota-se que os resultados obtidos para ¢ = | apresentam a mesma
precisio do que aqueles com a quadratura de Gauss com 2 x 2 pontos. Além disso, ambos sdo

melhores do que os encontrados por Mizukami, embora estes ultimos ainda possuam boa precisio.
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IV 1 2 3 4

e=0 | 1 | 05714 | 0.0714 | -0.5714 | -0.0714
2% 2 0.6289 | -0.0219 | -0.4278 | -0.1792
=1 0.6268 | -0.0186 | -0.4329 | -0.1753
M 0.6905 | -0.0536 | -0.4167 | -0.2202
e=0| 2 0.4464 | -0.0714 | -0.4464
2x2 0.5982 | -0.3049 | -0.2713
£=| 0.5927 | -0.2965 | -0.2777
M 0.6071 | -0.2619 | -0.2917
e=0| 3 0.5714 | 0.0714
2x2 0.9306 | -0.1979
g=1 09176 | -0.1882
M Simetria 0.8214 | -0.1429
e=0 | 4 0.4464
2x2 0.6484
g= 0.6412
M 0.6548

TABELA 2 - COMPARACAQ ENTRE AS MATRIZES LAPLACEANAS DE ELEMENTO
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2.6.2 -PLACA COM TEMPERATURAS PRESCRITAS

Este exemplo apresentado por Liu e Belytschko (1984), consiste em uma placa quadrada de
lado unitario e temperaturas prescritas em todo o contorno. Devido a simetria geométrica e das
temperaturas prescritas, somente a metade da placa foi modelada, conforme mostrado na Figura 4.

Foram utilizadas trés malhas diferentes:
¢ grossa - 32 elementos (4 x 8)

» média - 128 elementos (8 x 16)

s fina - 200 elementos (10 x 20)

A figura 4 mostra também a distribui¢io de temperaturas prescritas.

).’
o]
D ! C
u=1>0
X
-
A B

u=sinwx
FIGURA 4 - PLACA COM TEMPERATURAS PRESCRITAS
A solugdo exata do problema € obtida através da expressao,

Sin . X (2.84)
sinh

u=sinn(1.0-y)



Sendo portanto possivel a comparagdo da solugdo exata com as respostas obtidas parae = 0,1,2 € 3.
Observou-se para todas as malhas que os resultados com € = 0 nfo apresentam instabilidades
enquanto que para £ = 1 estes sdo idénticos aos obtidos com a integragdo com 2 x 2 pontos de
quadratura. A Figura 5 mostra os resultados obtidos ao longo de BC, com € = | para a malha média
(128 elementos). A solugdo analitica obtida a partir de (2.84) e os resultados para as demais malhas

nio apresentaram diferencas significativas, logo néo foram plotados.

TEMPERATURA
1.2

1._

0.8
06

04r

0 L 1 2 1 " 1 . 1
o 02 04 66 08

BC

-

1.2

FIGURA 5 - RESULTADOS AQ LONGO DE BC

Notou-se também que as analises obtidas com € = 2 e € = 3 diferem daquelas obtidas com &
= 1 somente a partir do 3° ou 4° digitos, logo podem ser consideradas idénticas. Os estudos de Liu e
Belytschko (1984) sugerem ainda que as taxas de convergéncia nos 4 casos (¢ = 0,..,3) sdo de ordem
2 e que a redugdio do nimero de pontos de guadratura nfo tem efeito significante sobre a taxa de
convergéncia, O problema pode ser solucionado com & = O sem erros significativos porque as
temperaturas prescritas sdo suficientes para eliminar a deficiéncia de posto de K°. Como isto nem

sempre € possivel, este exemplo mostra a importancia da estabilizagdo.

2.6.3 - CONDUCAO DE CALOR TRANSIENTE EM UMA PLACA CIRCULAR

O problema ¢ definido por Liu e Belytschko (1984) e por Mizukami (1986) como:

ou d'u Fu s g (2.85)
ot ax? +c';?y2 emx’Fy <l
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u=0 emx +y =1

(2.86)
U|t=0 =Up (287)
Devido a dupla simetria somente 1/4 da placa fot modelada utilizando-se a malha de 48
elementos apresentada na Figura 6, onde apresenta-se também a distribui¢io inicial de temperaturas.
1.0
...... ———
» .'r r\“x u=90
f' ““::'4“‘* /j\\"\
'''''' ‘\‘ ""\.7‘\" -
§ S R >
o P r
-q..,___’{\ ;..' "\-y.{'_'\ \:‘/<‘ \ .
/ J - ", ol
R T A A NN ,z”\/\ *,
e A e % N \
— {-- :tl .a:"-».{ ‘-\/;J s \.) Pt
i -i;‘-h~1(‘- \L., TN S A ‘\‘.
m*.{.“‘""i.-h_..:‘» "\. /}_&_," ‘\“ ‘,\ “'.
L T T I e S
“t.-_m‘. Ao _-\“_“,,,.-ﬁ\ ] :! }
S OO, VOO VOO SO S WL
0 1.0
(a)

(b)

FIGURA 6 - PLACA CIRCULAR EM REGIME TRANSIENTE

(a) MALHA. CONDICOES DE CONTORNO E (b) DISTRIBUICAQ INICIAL DE TEMPERATURAS

A Figura 7 apresenta os resultados das analises para e =0, € = | e para a integragdo 2 x 2
apos 30 passos de tempo.

(a)e=0

e=1

(c)2x2
FIGURA 7 - RESULTADOS DA PLACA CIRCULAR EM ( = 0.03
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Embora tais resultados sejam diferentes dos obtidos por Mizukami, eles podem ser
considerados satisfatorios uma vez que foi utilizado o Método Implicito de Euler de integragdo no
tempo enquanto que o autor utilizou o Método Explicito de Euler, ambos com passo de tempo igual
a 0.001. Além disso, considerou-se o emprego de uma matriz de massa diagonal, enquanto que o
autor empregou uma matriz de massa estimada exatamente através de suas formulas. Pode-se ver
claramente as instabilidades que surgem na solugiio com € = 0. A solugdo estabilizada (€ = 1) esta em

boa concordancia com a integracao de Gauss 2 x 2.
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CAPITULO 3

ESTABILIZACAO DA EQUACAO DE ADVECCAOQ-DIFUSAQ

3.1 - PRELIMINARES

Assim como nos problemas regidos pela equagio de difusdo, os problemas advectivos-
difusivos discretizados pelo Método dos Elementos Finitos apresentam integrais que podem ser
avaliadas utilizando-se a Integracdo Reduzida para diminuir o numero de pontos‘de integragdo
necessarios. Isto conduz a codigos computacionalmente mais eficientes, melhorando o desempenho
da formulagio em problemas de grande porte, como por exemplo 0s que envolvem a simulagdo
numérica de reservatdrios de petroleo. Neste capitulo é desenvolvida uma metodologia de corregédo
dos modos espurios decorrentes da Integracio Reduzida, com base nos estudos dos capitulos

anteriores e no trabalho de Mallet et al. (1992).

32 - A EQUACAO DE ADVECCAO-DIFUSAO ESCALAR E A DISCRETIZACAO POR
ELEMENTOS FINITOS

Sendo 2 um dominio em 9% com contorno & =T, U Ty, a equagio de advecgio-difusio

em regime permanente € dada por:
V(kVo)+p-Vo=f emQcR? (3.1)
com as seguintes condigdes de contorno:
=09 em T (3.2)
n-kVoé=¢, eml; (3.3)

onde f, & e ¢, sdo fungdes conhecidas, B € a velocidade do fluido, k é o tensor de difusividade

(considerado muito pequeno), e n € o vetor unitario normal a fronteira , orientado para o exterior.
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Utilizando-se o método SUPG ( Streamline Upwind Petrov-Galerkin) (Brooks e

Hughes,1982) chega-se 4 seguinte formulagiio de Elementos Finitos:

B¢+ S oL@ aor-o 34)
e=l e

B (W' ¢ = j w" L(¢") dQ - jw“ b, dOQ (3.5)

L") =B V" - V(k V" )-f (3.6)

onde ¢" ¢ a forma discreta de ¢ definida sobre espagos usuais de Elementos Finitos, com fungdes de

interpolagdo sobre os elementos dadas por (2.13).

A contribuiciio descontinua & montante das linhas de corrente € calculada como:

b= T B VW (3.7)
[l
ah (3.8)
1=
2
onde « € calculado através da expressido assintotica:
azmin[&,l) (3.9)
)
Para o numero de Péclet (Pe) dado por:
Iol” (3.10)
Pe=" - —
2 Pkp
O comprimento caracteristico do elemento, calculado segundo Codina et al. (1992), é:
3.11
hez 8L G1)
lo.]

onde " . H indica a norma euclidiana e B; € a projegdo de 3 no plano de referéncia.

O problema discreto pode ser representado na forma matricial,
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Kd=F

el

K= Z (K% + Kcﬂg + Kcang)

e=t

nel

F= Z (5 + 1)
el
onde ¢ possivel definir as seguintes matrizes de elemento:
e Matriz de Difusao de Galerkin:

[K'] = I Npj ki Noi dQ ab=1,..4 1,j=1,2

Qe

que quando integrada no ponto (§ = 0, 1 = 0) nos da:
K= Abikyb' ij=1,2
e Matriz de Adveccéo de Galerkin:

IKeng] = -[:Je Ni, B VN;. dq2 ,a, b= 1,2

Y m=£\_ Rt L =1 =
(K el 4t(B.b.) i=12em&=n=0

e Matriz de Adveccio de Petrov-Galerkin:

K ape] = J‘Qf ﬁ Nui By ®BiN.; Lab=1_4ij=12
e i) AT . -
(K upe :W(bijBibi) w=1l2emE=n=90

onde A ¢ a area do elemento, dada por (2.22), b; sdc dados por (2.23) e (2.24), e t por (2.28).

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

As matrizes integradas no ponto ( £ = 0, n = 0 ) sdo deficientes de posto, ocasionando

instabilidades espunas, sendo portanto necessarios termos de corregio semelhantes ao desenvolvido

no capitulo anterior para a equagdo de difusio. Para problemas nao-adjuntos, algumas propriedades
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de ortogonalizagdo utilizadas no capitulo anterior ndo s&o mais validas, porém, ainda € possivel
calcular os termos de estabilizagdo nestes casos, a partir de um principio variacional de Hu-Washizu,

como no trabalho de Mallet et al. (1992).
3 .3 . DESENVOLVIMENTO DOS TERMOS DE CORRECAQO

Definindo-se as fungdes:
g'= V¢ (3.21)
q=-kg" , (3.22)
A formulagdo fraca em cada elemento, pelo funcional de Hu-Washizu ¢,

fgq"(g"-vcb) q§2+f£§ g (q"+kg") dQ-Jécb(Bg" +f)dQ+fQ§ Vg de=0  (3.23)

onde & indica a variagio e k € o tensor de difusividade somado & difus@io artificial oriunda da

formulagio SUPG.. A interpolagdo de ¢ pode ser escrita como,
b=bo+dix+d2y+tdsh (3.24)
~ onde a fung@o h € dada por'(2.51).

Nota-se que, se considerarmos o vetor h como dado em (2.29), sdo validas as propriedades

(2.25) 4 (2.27).

Assim, utilizando-se as propriedades (2.25) a (2.27) e os valores nodais de ¢, tomados a

partir de (3.24) chega-se a expressdo:
d=c' "+ b P x+ Db ¢y +y'¢"h (3.25)
(3.26)

1
CI:Z(i!-(thie)bil)

onde y é dado por (2.42).
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Utilizando-se (3.25) em (3.23), e as defini¢oes (2.55) e (2.56), temos,

[3 7 (¢ rbyx+yh) (Bi(g" +Eh,)-1)dQ - [8¢° (bi+vh) @ +7h,) dO
[ g™ +8T h,) (e Th bi¢"-¥ ¢ h:) dO

+ J'Q G g™ +58 hi) (¢ +q hi+kig®+kjgh,)dQ =0 (3.27)

Assim, chega-se a expressdo de fluxo em cada elemento,

A _ — (3.28)
ffelrt Big"+ by B E jﬂexj h, dQ - Abig"-v7 ng h,, h,, dQ
Desta forma, é possivel identificar as matrizes de corregao:
» Matriz de Correco da Difusio:
(K] =y k7' IQ h,. h,, dQ (3.29)
¢ Matriz de Corregdo da Advecgio:
[K. " = b; B v j x;h,dO ' (3.30)
» Matriz de Coirecdio da Advecgdo de Petrov-Galerkin:
osta —_ T (3 .3 1
o) = 888y [, 1, 00 :
Assim,
‘ch — ch(l) + Kdu(sl:lb) (332)
K. =K, + K, " (3.33)
Kapg" = Kapg ™ + Kapg ™™ (3.34)
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3.4 - TESTES NUMERICOS

Como testes de validagio da metodologia reproduziram-se os exemplos de Brooks e
Hughes (1982) para a formulagio SUPG. Assim implementam-se as matrizes (3.29) a (3.34) em um
codigo onde o sistema de equagdes ndo-simétrico resultante é solucionado pelo método iterativo
GMRES de Saad e Shultz (1986) com pré-condicionadores elemento-por-elemento Gauss-Seidel

conforme o proposto por Shakib et al. (1989) e Coutinho e Amorim (1994).

3.4.1 - PROBLEMA DE ADVECCAQ-PURA

O problema apresentado na Figura 8 definido em Q = [0,1] x [0,1], foi solucionado
primeiramente para uma malha regular de 10 x 10 elementos, com diferentes valores do angulo 8
(22.5°, 45° e 67.5°) e com dois conjuntos de condigdes de contorno. No 1° caso ( caso a ), com
condigdes essencials apresentadas na Figura 8 e naturais homogéneas ao longo dex=1ey=1. No
2° caso ( caso b ) assume-se ao invés de condigdes naturais, condigdes essencials homogéneas ao
longo de x = 1 e y = 1 Para um campo de velocidades constante, de modulo unitario, as solugdes
encontradas com integragdo com um ponto de quadratura das integrais, com e sem estabilizagdo ( e
=1 e & = 0, respectivamente), bem como as solu¢des com 2x2 pontos de integragdo, sdo

apresentadas na Tabela 3

FIGURA 8 - PROBLEMA DE ADVECCAO PURA

27



22.5°

45°

67.5°

TABELA 3 a - RESULTADOS DO PROBLEMA DE ADVECCAO PURA

( CASO A)




2x2

22.5°

45°

67.5°

TABELA 3 b - RESULTADOS DO PROBLEMA DE ADVECCAO PURA

(CASOB)



Dos resultados acima pode-se concluir que as solugdes obtidas com a metodologia de
estabilizagiio (€ = 1) sdo bastante aceitaveis quando comparadas com as obtidas com 2 x 2 pontos de

- quadratura e com os resultados apresentados por Brooks e Hughes (1982).

Em seguida, o mesmo exemplo foi solucionado com as mesmas condigdes anteriores, porém

com uma malha nio-uniforme { Figura 9), apresentando os resultados da Tabela 4.

J—J--f‘;}m.f.,.~-|,f---..,::.,_-'-:|+-~--.{.,f~-1 *-w-..i..
__h,';,:rm{a.dri e, o frndm
R o

.............

FIGURA 9 - PROBLEMA DE ADVECCAQ PURA COM MALHA NAQ-UNIFORME

Os resultados da Tabela 4 podem ser considerados satisfatorios uma vez que a solugdo com

£ = 1 é semelhante 4 solugio 2 x 2.
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2x2

22.5°

45°

67.5°

TABELA 4a - RESULTADOS DO PROBLEMA DE ADVECCAO PURA COM MALHA NAO-UNIFORME

(CASO A)



2x2

22.5°

45°

67.5°

TABELA 4b - RESULTADOS DO PROBLEMA DE ADVECCAO PURA COM MALHA NAOQ-UNIFORME

(CASOB)



3.4.2 - ADVECCAO EM UM ESCOAMENTO ROTACIONAL

O problema da Figura 10 consiste em um dominio quadrado biunitario, com componentes

da velocidade dadas por,
Bi=-y (3.35)
Br=x (3.36)

O problema tem advecgdo dominante, com difusividade térmica k = 10° | e condigbes
naturais nulas em todo o contorno, e uma fungfo cossenocidal ao longo da secdo OA. Utilizando-se

uma malha e 20 x 20 elementos chegou-se aos resultados apresentados na Figura 11.

o=0

A
p=10

QO A

FIGURA 10 - ADVECCAO EM UM ESCOAMENTO ROTACIONAL

Tais resultados sdo comparaveis aos obtidos por Brooks e Hughes (1982), mostrando que a

metodologia pode ser considerada eficiente para este problema.
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™ j‘. |
b

(a)e=0 b)e=1 ©2x2

FIGURA 11 - RESULTADOS DO PROBLEMA 3.4.2
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3.5 - COMPARACAO COM A FORMULACAQ SUCV E COM O PROGRAMA FLOTRAN

Para methor avaliacio da eficiéncia do codigo comparou-se os resultados obtidos através da
metodologia de controle dos modos espurios com os obtidos por Swaminathan e Voller (1992) para
a formulagio SUCV (Streamline Upwind Control Volume Finite Element Method) e os resultados

do programa FLOTRAN (1991).

O problema especificado na Figura 12 tem como componentes da velocidade:

Bi=2y(l-x) (3.37)
Bo=-2x(1-y") (3.38)
e condigSes de contorno,
d=1+tanh (10 (2x+1)) ,y=0-1<x<0 {3.39)
Jx=—LO£y£l
¢=1+tanh (10)jy=1-1<x<]1
x=1,0<y<I (3.40)

entrada saida

FIGURA 12 - TRANSPORTE ADVECTIVO-DIFUSIVO EM UM ESCOAMENTO REVERSIVEL



A condutividade térmica ¢ tal que o nimero de Péclet assuma os valores 10 ¢ 10°, através

da relagio,

_ 63562
k

Pe

(3.41)

Para uma malha de 21 x 11 elementos, a Figura 13 mostra os resultados obtidos em (y = 0,

0 < x < 1), para os dois valores do nimero de Péclet, comparados com os resultados de

Swaminathan e Voller e do programa FLOTRAN.

2285 :

. o noooo SUPG
ansss SUCY
EXATA

1

1.75 4
1.25
0.75

0.25 4

OB ST o os 06 | 05 1.0

(a) SUCV

¢
2

A
18}
1S\

14

12
08 \A S D

06 \i' I
04 .
™
02 L
0 -
0 010203 040506070809 |

X

2

2
1,83 ; 18 \\
1.6 1.6
1.4 wE
1.2f 1'23 \
NI RN 3
0.8 > 0.5-3 \\
0.8: -3
3 N\' 0‘"‘: \
0.4 1\ 6.4
0.2 <} “:' \\ _
D Frrrfrrrroerprrrrdre o 0 Jererbrrrebrrr e AR
L I T DL A S O T O v N % W D& e
© o oo e o0 0o o o o o U o oo oo
‘ X : x
s Benchmarck ¢ Benchmarck
Flotran Flotran

(b) FLOTRAN (Pe = 10)

1.3
16
1.4
1.2

(1]
0.6
0.4

02f

Pe=10

(c) FLOTRAN (Pe = 10%)

X

(¢) SUPG + estabilizagdo come =1

FIGURA 13 - COMPARACAO ENTRE RESULTADOS PARA Pe = 10 E 10°

Observa-se que a formulagio apresentou bons resultados comparativamente com o método

SUCV, a solugdo do programa FLOTRAN e a solugéo exata.
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3.6 - INTRODUCAO DE UM OPERADOR DE CAPTURA DE DESCONTINUIDADES

O Método SUPG embora possua pouca difusdao espuria perpendicular as linhas de corrente,
nio satisfaz ao chamado Principio Maximo Discreto, o que pode levar a oscilagdes junto as camadas
limite (Mizukami e Hughes,1985). A introdugdo de uma parcela a fungdo de ponderagio SUPG com
a finalidade de capturar as descontinuidades leva a melhores propriedades de estabilizagdo junto as
camadas limite (Dutra do Carmo e Galedo, 1991). Neste trabalho utilizou-se uma metodologia para
captura das descontinuidades onde a dissipagio ndo-linear perpendicular s linhas de corrente € feita

de forma a evitar excessivas oscilagdes € a0 mesmo tempo ndo ter efeito significativo nas regides
onde os efeitos advectivos ndo sdo importantes, ou seja onde o residuo |]3 Vd)| € pequeno. Assim, a

formulagdo de Elementos Finitos pelo método SUPG acrescido do operador de captura (Galedo e

Dutra do Carmo,1988) e (Codina,1993) pode ser escrita como,

nel nel V h
B w8+ O ) p L") + ZI%(VW“TGL@"): 0

e =10 e= e

(3.42)

onde assume-se que ‘ Vd)h| # 0.

Desta forma a nova parcela da matriz K° referente a introdugfo do operador de captura de

descontinuidades sera:

[Ken'] = JIC Vw"( I_"B%BQ)B )V(bh 40 (3.43)
_oh RE") (3.44)
T, = 2 |V¢)h|

onde o € dado por (3.9), h por (3.11) para B = B, que é a projegdo de B na dire¢do paralela ao

gradiente, R(¢) € o residuo no interior do elemento e I ¢ a matriz identidade.
A matriz (3.43) quando avaliada no ponto (£ = 0, 1 = O)tem a seguinte forma,

[Ken]= At by B, B b Li=12 (3.45)
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[ BB BB, |
-7 T |
O L B

L_&B: I_BQB:J 3.46)
1Bl IRl

Para o operador de captura de descontinuidades do tipo CAU, B=I

A matriz (3.45) sofre das instabilidades espurias ja tratadas nos itens anteriores. Pode-se
entdo, utilizar 0 mesmo procedimento de controle de instabilidades. A matriz de corregdo pode ser

calculada de forma analoga a equacio (3.31), obtendo-se o seguinte resultado:

[Ken' ™™ = 1, v [B]y' jh_i h, dQ (3.47)

Qg
Desta forma, juntamente com as equagoes (3.32) a (3.34), tém-se também a parcela,
Kep® = Kep"? + Kep™ (3.48)

E importante notar que para o calculo do pardmetro t. em (3.44), o residuo no interior do
elemento R(¢) € calculado tomando-se os termos avaliados no ponto (£ = 0. 1 = 0). Logo, tal
parcela foi também estabilizada utilizando-se para tanto corregdo semelhante a empregada ao termo

de advecgdo de Galerkin.

3.7 - TESTES COM O OPERADOR DE CAPTURA DE DESCONTINUIDADES

Com o objetivo de comprovar a eficiéncia da formulacio de estabilizagio, desta vez com a
parcela responsavel pela captura das descontinuidades devidamente estabilizada, foram feitos alguns

testes adicionais.
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3.7.1 . PROBLEMA DE ADVECCAO PURA

O problema tratado no item 3.4.1 é agora solucionado com a introdugiio do operador de
captura para o caso que se apresentou mais critico, 8 = 67.5°, com condigdes de contorne essenciais

homogéneas, resultado este apresentado na Figura 14.

FIGURA 14 - SOLUCAO DO PROBLEMA DE ADVECCAO PURA COM O OPERADOR DE CAPTURA DE
DESCONTINUIDADES, COM 8 = 67.5° E CONDICOES DE CONTORNO ESSENCIAIS HOMOGENEAS

A solucdo obtida com o operador se mostrou mais suave nas regides onde surgiram as
oscilagdes (Figura 3), desta forma a Integragdo Reduzida com estabilizagio ndo afetou o

desempenho do operador de captura, o que mostra a eficiéncia da metodologia.

3.7.2 - TESTES COM OPERADOR CAU

O segundo teste utilizou o mesmo dominio do exemplo anterior, com condutividade térmica
k = 107 ¢ velocidade constante de madulo 1. Com 6 = 26.5%0 problema foi solucionado com uma
malha regular de 20 x 20 elementos de forma andloga ao apresentado por Codina (1993),
apresentando a solugdo da Figura 15, onde s3o comparados os resultados com operador de captura

segundo (Codina,1993), (eq. (3.46)) e com o operador CAU.
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SUPG + operador CAU

SUPG com ¢ =1 SUPG + operador com g =1
comeg =]

FIGURA 15 - TESTES COM OPERADOR CAU

Em seguida o problema foi solucionado para outros valores do pardmetro de estabilizagdo

g. Os resultados para € = 0 e ¢ = 2 530 plotados na Figura 16.

FIGURA 16 - TESTES COMe=0Ee=2

Como pode ser visto nas figuras acima os resultados com ¢ = 0 apresentam instabthdades,
enquanto que os resultados com £ = | sdo bastante satisfatorios, assim como os obtidos com & = 2.
Nota-se que a introdugio do operador de captura diminui significativamente as oscilagdes préximas
as descontinuidades. E possivel concluir que o operador CAU conduz a bons resultados, sendo

visivelmente mais difusivo do que o operador dado com a equagio (3.46).

40



3.8 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS

A implementagdo da metodologia de controle dos modos espirios aqui discutida ¢ bastante

beneficiada pela propria deficiéncia de posto das matrizes avaliadas. Desta forma ¢é possivel escrever

um codigo para avaliagio de tais matrizes com um numero reduzido de operagdes de ponto

flutuante. O mesmo acontece com o calculo dos fluxos, logo a extensdo ao método livre de matrizes

(Johan et al., 1991) ¢ imediata o que pode trazer grandes beneficios computacionais. As matrizes de

advecgio e difusdo e os fluxos correspondentes sio detalhados a seguir onde € possivel notar as

facilidades de implementagdo do algoritmo.

3.8.1 - MATRIZES DE ELEMENTO E FLUXOS

¢ Advecgdo (Galerkin):

[a b -a b] [te, tc
| | 1 12
K b -a -b | g | 6,6, t,6,

K, =—
E gla b -a -b| 48A°|-te, -t
La b -a -bJ -t,e, -,

onde,
a = ya B+ xi2 By
b=y Bs + x13 By
c=a(f1-¢s) + b (d2- ha)

d=tic¢; ,i=14
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(3.49)

(3.50)

3.51)
(3.52)
(3.53)

(3.54)



e=tcd ,1=1, 4
ctl =% - X3+ x2-%4
ctZ=y -y2tys-va
t = Bx Y13 Yaz2 Yaa + By X24 X13 Xa2
tr = Ba yi3 Yaz Y31 T By Xaa X13X13
;= 2A - ctl vy - Ct2 X2
C;=-2A-ctl yy3 - ct2 x3
C; = 2A - ctl yap - Ct2 Xp4
Ca=-2A-ctl y;3-ct2 xa

» Difusdo (Galerkin):

r b -a -b] [ce, ¢
s I 11 12
K 1! c b - p €8 C,C,
‘T4Al-a b a b | 4A%|ce, g,
L-b < b 1‘(:4c1 C4Cy

(d) (c,)

1 |¢e i pct3| c, I

iy
4A dJ 4A‘LqJ
\-e Cy

onde:
a=ky y2as + Ky X2
b=keyn® + kyxis’
c =Ky Yaayar T Ky Xa2 X33
d=a(di-¢3) +b($2-¢s)

e=b(d1- ) +c(d2-da)
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C,Cy
C,C4
€3Gy

C4Cy

(3.55)
(3.56)
(3.57)
(3.58)
(3.59)
(3.60)
(3.61)
(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
(3.67)
(3.68)
(3.69)

(3.70)



Ct3=01¢)g _,i=], 4

€
p= :)—‘qf[ ke (yai2 + yar)) + ky (xi3° + x20%)]

e Adveccido (Petrov-Galerkin):

[a b -a -b] [cc,
K 1 I b ¢ b -c TP [ CC
=" +—7
e 4A”[3”| -a b a b 4A3”B”| €56
|_-b ¢ b ¢ C,C,
(4 c)
| |e‘+ TpCt3|02|
o 4ANBIILdJ 4A3”B”LCEJ
-e C,

onde:

a= BN y242 + B_\' X422 +2 Bx By Y24 Xa2

Clc3
C,Cq
CyCy

C,C4

b =By yaa ¥3r + By xa2 x13 + B By (vae X13 + Xaz2 y31)

c=PBeyn’ + By X13° + 2 By By y31 X13

» Operador de Captura de Descontinuidades:

fa ¢ -a -] [cc, ¢,
1T | b d -b d | 1 phjc,c, ¢,c,
Koo e] TPt s
<D — 4
4A)-a -c a c¢| 4A%|csc, cc,
|_-b -d b dJ Lq,c, C,C,
{e) (¢
rEIfIrphctiCI
r(") + 4
T4A LeJ 4A LCSJ
-f C,

onde

a=yum+tXp0
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CiCy
CCs
C3C3

C,C;

(]
'

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)
(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)



b=ysim+x330 (3.81)

CIY24H+X42P (382)
d:}’31 n+x13p (383)
e=Yau [ m(dr - b3} + 0 (P2 - da)] + xa2 [0 (¢1 - b3) + p (b2 - $4)] (3.84)
f=yu [ m(d:i-ds) + n(dz-da)] +x13 [0 (§1 - $3) + p (§2 - §a)] (3.85)
[ p2) (Bp.) (3.86)
= 1= yu - | 3 | X2
)™ U )
( [32\ (Bp. - (3.87)
n=| 1-22 | ys - | =] Xi3
) Ve )
(82  (pp) (3.88)
= 1= s
)™ U )
~ B)‘Z\ (Bxﬁy\ (389)
") e )
ph = % [ B (yar® +ya’) + Byz (x13” + x24) + 2 Bs By (Y24 Xa2 + y31 X13)] (3.90)

Para obtencdo das solugdes dos exemplos da formulagio SUPG estabilizada fo1 utilizado o
Meétodo iterativo GMRES de Saad e Shultz (1986), e para a solugdo ndo-linear da mesma
formulagdo acrescida do operador de captura de descontinuidades, foi utilizado o método BI-
CGSTAB de Van der Vorst (1990). Ambos os métodos se mostraram eficientes na obtengdo das
respostas apresentadas nos itens (3.5) e (3.7). Foram utilizados pré-condicionadores elemento-por-
elemento (Shakib et al, 1989) segundo Coutinho e Amorim (1994). Desta forma, o algoritmo
apresentou bons resultados no qué se refere ao gasto computacional, o que justifica sua utilizagdo.
Na determinagdo das matrizes de elementos utilizando a integragdo com 2 x 2 pontos de quadratura
¢ necessaria a obtengio de 4 matrizes ( Ky, Ka,, K., € Kpc) avaliadas nos 4 pontos de integragio, o
que totaliza 16 avaliacdes de matrizes. J& com a utilizagdo da integragio reduzida, estas mesmas
matrizes sdo avaliadas no ponto (§ =1, ) = 1} e estabilizadas, totalizando 8 avaliagdes de matrizes, 0

que a principio torna o codigo duas vezes mais rapido do que no primeiro caso. Além disso, o
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algoritmo apresenta boas propriedades de vetorizagio o que o torna compativel com os modernos
supercomputadores. Os testes efetuados mostraram bom desempenho o que pode ser visto atraves
da Tabela 5 que mostra a performance da rotina de avaliagdo das matrizes de elemento, em varios

computadores, incluindo alguns supercomputadores, quando sdo geradas as matrizes para 262.144

elementos (matha 512 x 512 elementos).

COMPUTADOR TEMPO DE CPU (5) MFLOPS

IBM RS 6000.570 10.700 12.79

SUN SPARC 20 10,000 13.69
CRAY EL 94 | 3416 40.06
CRAY ] 916 1.537 89.04
CRAY C 90 0.314 486.59
CRAY T 90 0.169 811.55

TABELA 5 - PERFORMANCE DA GERACAO DE 262 144 MATRIZES DE ELEMENTO
EM VARIOS COMPUTADORES

45



CAPITULO 4

CONCLUSOES

Apresentam-se a seguir as principais conclusdes deste trabalho.

e O presente estudo demonstrou a equivaléncia entre os calculos de Belytschko et al. (1984) e

Jacquotte e Oden (1984) para a determinagdo do pardmetro de estabilizagao.

e Mostrou também a possibilidade de comparagio da metodologia apresentada com o Método das
Diferengas Finitas, tradicionalmente utilizado na simulagdo numeérica de reservatorios de petroleo
(Aziz e Settari, 1979) e (Aziz, 1993), levantando assim a questdo em torno da escotha do coeficiente
¢ utilizado no célculo do pardmetro de estabilizagdo, que nfio possul interpretagdo fisica, e pode
alterar a precisio dos resultados, como pode ser visto no item (2.5). Da anélise da Tabela 1 nota-se
que para uma malha regular os resultados obtidos com € = 1 sdo equivalentes a integragio de Gauss
com 2 x 2 pontos de quadratura, resultados melhores do que os obtidos com g = 2 e £ = 3, que
correspondem as moléculas de Diferencas Finitas de 9 e 5 pontos, respectivamente, que geralmente
sio usadas na simulacio de reservatorios. Em recente trabalho Liu e Belytschko (1994)
apresentaram um controle semelhante ao aqui empregado, porém sem a utilizagio do par@metro de

estabilizagfo, para problemas de mecénica dos solidos e cascas.

e O trabalho caracteriza-se por ser um estudo completo em torno da utilizagdo da Integragdo
Reduzida em problemas advectivos-difusivos, detalhando cada passo do processo de estabilizagdo
das matrizes de elemento discretizadas através da formulagdo SUPG acrescida de um operador de

captura de descontinuidades, justificando a utilizagio da metodologia.

¢ Da analise do item (3.5) nota-se que os resultados obtidos através da metodologia de estabilizagio
sdo perfeitamente aceitiveis quando comparados aos obtidos através de uma metodologia
reconhecida ( Volume de controle), e quando comparados aos resultados de um programa comercial

(FLOTRAN), o que vem a fortalecer as expectativas em torno do método.
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¢ Quanto a vetorizac¢do e os testes mostraram-se satisfatorios, comprovando o bom desempenho da
rotina de avaliagdo das matrizes de elemento. O codigo resultante € no minimo duas vezes mais
rapido do que os que utilizam a integracio de Gauss com 2 x 2 pontos de quadratura. Entretanto,
como no caso da integragdo com | ponto estabilizada todos os termos das matrizes sdo conhecidos
explicitamente, espera-se um ganho sobre a integragdo 2 x 2 ainda maior, caso sejam computados na
implementagdo somente os termos das matrizes diferentes entre si, o que diminui consideravelmente

o numero de operagdes por elemento.
Dentre as diversas possibilidades de extensio do trabalho sfo sugeridas as seguintes:

A extensiio desta metodologia ao caso 3-D, assim como a sistemas advectivos-difusivos em regime
transiente € imediata. A aplicagdo do método a sistemas hiperbolicos, is equagdes de Euler e Navier-

Stokes sera muito util na solugio de problemas de mecénica dos fluidos.

eHa ainda a possibilidade de utilizagdo desta metodologia na simulagio numeérica de reservatorios
usando a técnica de pds-processamento para calculo do campo de velocidades desenvolvida por
Malta et al. (1993) onde surgem termos envolvendo a avaliagio de integrais com calculo de
rotacionais e divergentes, integrais estas que exigirio um novo estudo a fim de possibilitar a
utilizagdo da Integracdo Reduzida com um ponto de quadratura na avaliagdo das matrizes de

elemento.

s As matrizes de elemento e vetores de fluxo resultantes naturalmente sugerem a utilizagdo do

método livre de matrizes de Johan et al. {(1991), melhorando ainda mais a eficiéncia do codigo.

» Sugere-se também um estudo detalhado da convergéncia do método. O trabalho de Belytschko et
al. (1984) sugere que a metodologia possui taxa de convergéncia equivalente a integragio de Gauss
com 2 x 2 pontos de quadratura, porém esta ainda é uma questio em aberto que necessita de analise

futura.

e A estimativa de erro € um assunto ainda niio discutido, sendo outra boa possibilidade de extensio

do trabalho.

Por fim, o estudo aqui apresentado mostrou como € possivel a implementagio do elemento
bilinear associado a Integracdo Reduzida, de forma segura, sem a possibilidade de surgimento de
instabilidades espuras. Foi construida uma metodologia de estabilizagio baseada no Principio

Variacional de Hu-Washizu, de maneira clara e precisa, obtendo-se resultados satisfatorios.
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