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Resumo da Tese Apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos
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ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS APORTICADAS - ESCOLHA DE UM

METODO ADAPTADO A ESTRUTURAS EM CONCRETO

Maria Lina Falcdo Casotti

Malo de 1994

Orientador : Paulo Chaves de Rezende Martins

Programa : Engenharia Civil

Este trabalho apresenta um levantamento bibliografico
de algumas propostas para andlise ndo-linear de estruturas,
com vistas a escolha de uma proposta para utilizag¢do em
estudos tedricos de ensaios realizados no Laboratério de
Estruturas da COPPE/UFRJ, Programa de Engenharia Civil.

A proposta escolhida é apresentada de maneira mais
detalhada, Jja tendo sido implementada sob a forma do sistema
SNOB. Esse sistema, desenvolvide no CEBTP, foi aqui
implantado e teve sua aplicabilidade testada em estruturas
de concreto armado, simulandc satisfatoriamente resultados

experimentais.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial
fulfillment of the requirements for the degree of Master of

Science in Civil Engineering

NONLINEAR ANALYSIS OF FRAMED STRUCTURES - CHOOSE OF A METHOD

ADAPTED TO CONCRETE STRUCTURES

Chairman : Paulo Chaves de Rezende Martins

Department : Civil Engineering

This work presents a bibliografic survey of proposals
for non-linear analysis of concrete framed structures, with
the objective to <choose one of them to be used 1in
fheorectical studies of experimental results performed in
the Structural Laboratory of the COPPE/UFRJ, Department of
Civil Engineering.

The choosed proposal is presented in a more detailed
manner, and had been implemented as a system called SNOB.
This system, developped in CEBTP, was installed here and had
his aplicability tested in reinforced concrete structures,

simulating good agreement with experimental results.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Uma estrutura pode ser estudada através de uma andlise

linear desde que obedega a duas hipdteses bésicas:
a) pequenos deslocamentos ( em relagdo ds dimensdes globais
da estrutura, e de forma tal que possam ser consideradas
relacdes deformacdo-deslocamento lineares e equagdes de
equilibrio na geometria inicial ) e, b o material se
comporta de acordo com a lei de Hooke generalizada. Caso
alguma dessas hipdteses ndo se verifique , deve-se realizar
uma andlise nao linear.

Nos Gltimos anos, diversas propostas para analise néo
linear fisica e <geométrica de estruturas vém sendo
desenvolvidas. Dentro desse quadro, o presente trabalho
buscou determinar uma formulagdo para andlise ndo linear de
estruturas aporticadas em concreto armado e/ou protendido
que exigisée um minimo de adaptagdoc em sua forma inicial
disponivel a fim de dotar o Laboratdério de Estruturas da
COPPE/UFRJ de um programa gque verificasse os resultados dos
ensaios realizados. Ela também deverd servir como embrido de
um sistema mais completo de andlise de estruturas, sobretudo
pontes.

A formulacdco a ser escolhida deveria possuir como
caracteristicas, tanto eficiéncia computacional e
comprovagiao experimental de resultados, como flexibilidade
para inclusdo de efeitos como o de protensao interna e
externa e de diferentes leis de comportamento dos materiais.

Uma formulagdo para analise nd3c 1linear consiste



basicamente em um conjunto de operagdes que visam simular o
comportamento real de uma estrutura, captando os efeitos de
nao linearidade fisica e geométrica. De uma forma geral
essas operagdes consistem na escolha de um modelo de
elemento, um sistema de coordenadas e um método de resolugao
do sistema de equag¢des ndo-lineares.

As mals recentes propostas para andlise ndo linear de
estruturas apresentadas se diferenciam basicamente na forma
de realizagdo das operagdes acima citadas. Dentro desse
contexto, apds pesquisa bibliogré&fica, foram selecionadas 11
propostas que mereceram maior atengdo com vistas a escolha
das gque melhor se adequariam aos objetivos citados. Estas
propostas sio apresentadas no capitulo II.

Vale salientar que os principios gerais das propostas
sdao analisados, havendo um maior aprofundamento guando
necessirio para discutir sua aplicabilidade a estruturas de
concreto. No capitulo II, item II.2, as propostas dgque a
principio se adequariam ao tipo de anédlise desejado sao
comparadas entre si com maiores detalhes.

0 capitulo III apresenta a formulagdo escolhida, cuja
implementacdo computacional é& testada no <capitulo 1IV.
Conclusdes e sugestdes para continuagdoc deste trabalho estao

contidas no capitulo V.



CAPITULO II
EVOLUC&0 RECENTE DE DIVERSAS PROPOSTAS PARA ANALISE N&O

LINEAR ESTATICA DE ESTRUTURAS

Neste capitulo serdo apresentados os principios gerais
de 11 propostas selecionadas entre diversas propostas para
andlise ndo linear estatica de estruturas, que foram objeto

de pesquisa bibliografica no presente trabalho.
II.1 - AS PROPOSTAS PESQUISADAS
I1.1.1 - Deformagdes Controladas

0 Método de Deformag¢des Controladas wutilizando a
Técnica de Incremento de Curvatura, desenvolvido por
CAMPBELL E KODUR (1990), aplica o Método dos Elementos
Finitos ( ZIENKIEWICS (1982) ) & analise de vigas continuas
de concreto protendido.

Nessa aplicacdco, a viga & dividida em segmentos com
dois nés em cada um. Cada nd possuil dois graus de liberdade,
guais sejam rotacgio e deslocamento transversal. E realizada
inicialmente uma analise linear , a fim de se estabelecer o
efeito da protensdo; a partir dali a relagdc momento fletor
.vs. curvatura & estabelecida para todos os segmentos. Unm
segmento chave, localizado na regidc provavel de colapso,
tem sua curvatura incrementada passo a passo e, a cada
incremento, & realizada uma andalise linear com o propdsito
de se determinar o momento fletor e a curvatura em cada

segmento. Através de relacgdes de equilibrio, o carregamento



real & determinado, assim como as deflexdes e esforgos
nodais. O incremento continua até gque um dos segmentos
alcance sua capacidade dltima, expressa em termos de uma
curvatura Gltima, quando se diz que houve-colapso.

Sao apresentadas duas opgoes da relacgao
tensdo-deformaciaoc do concreto comprimido: uma para concreto
confinado e outra para concreto ndo confinado.

A relacao momento fletor .vs. curvatura para uma segao
em concreto protendido (ver figura II.1) é& gerada para a
sec¢do central do segmento e considerada vdlida para todo seu
comprimento. Isto impSe, j& na concep¢do da estrutura, o uso
de elementos suficientemente curtos para que esta hipbtese

seja realista.

[ — " — i ————— — — T Yo ——— — t— — b —
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Fig. II.l1 - Sistema de eixos para a relagio

" momento-curvatura -




Conforme mostra a figura II.1, ha uma mudanga de origem
para os eixos M’'- K’ a fim de evitar problemas
computacionais como a ndo convergéncia. Na figura II.1, Mo
e KO denotam respectivamente o momento atuante na segao
transversal e sua curvatura inicial, devidos & acgdo da
protensdo. A curvatura Gltima KU & aquela correspondente a
uma deformacido maxima na compressdo do concreto, € .y OU 2
uma deformagdo dltima do ago tracionado existente na secgéao.

Subsequente & fissuragdo do concreto, o diagrama de
momentos fletores para uma viga continua protendida
aproxima-se do diagrama obtido de uma andlise de colapso
plastico. A carga de colapsc serd atingida se as rotulas
formarem um mecanismo na viga. Uma modelagem apropriada das
regides da wviga onde o colapso ocorre & um aspecto
importante, uma vez gue a carga de colapso & governada pela
deformacgdo dessas regiodes.

0 método acima descrito apresentou erros de
aproximadamente 15% , para menos, na estimativa da carga de
colapso de vigas com dois e trés vaos, em relagdo a
resultados experimentais. Note-se que o modelo ndo considera
o enrijecimento provocado pelo ago passivo. Como uma Gltima
e mais importante critica observa-se gue o refinamento da
malha nas proximidades de onde se formam rétulas plasticas
tem uma importadncia fundamental para os resultados. 1Isso
contra-indica o uso pratico do método agora discutido,
especialmente se considerarmos uma distribuicgdo complexa de
carregamento e aplicagdes a pdrticos espaciais, pois exige
que se conhega de antemdaoc © mecanismo de ruptura gque se

formara na estrutura antes mesmo de se efetuar a andalise ou



entdo que se altere o modelo ao longo da analise apés

identificados os pontos de plastificacgéao.

II1.1.2 - Superposi¢do Modal

O Método de Superposi¢do Modal ( BATHE (1982) ), & uma
opcdo de an&lise estadtica da nao linearidade geométrica de
estruturas esbeltas com comportamento pré-critico fracamente
nao-linear. Essas estruturas apresentam a curva carga X
deformacdo suavemente nio linear até gue o ponto critico
seja atingido. De forma geral, até esse ponto, seu
carregamento causa predominantemente deformagdes axiais e
pouca deformacio por flexdo. Para esse tipo de andlise as
equagdes de equilibrio sdo deduzidas considerando a
estrutura sujeita a pequenas deformagdes, em regime
eldstico-linear e a deslocamentos moderados ( ou seja,
deslocamentos ainda pequenos em relagdo &s dimensdes globais
da estrutura, porém jaA se tornando necesséaria a consideragéo
de alguns termos nao~lineares nas relacgoes
deformacao - deslocamentc e equag¢gdes de equilibrio ). Para
chegar a essas equagdes, © principio da extremizagdo da
energia potencial total é utilizado.

0 método em guestdo tem como hipdtese que o vetor de
deformacdes & formado pela soma de dois outros vetores: o
vetor de deformacdes solucdo da andlise linear ( eq. II.1 )
e o0 vetor de deformagdes gue contém a ndo linearidade do
problema. E na determinagdo dessa segunda parcela do vetor
de deformagdes onde ocorre uma mudanga de coordenadas para a

base modal, constituida pelos primeiros autovetores



correspondentes ac estado linear de deformagdes, com o vetor

de tensdes dado por

job = {E} {B°} {K_} [P]7 (11.1)

onde :
- { E } matriz de elasticidade do material
-4 B° } matriz somente de fungdes de forma
- K, } matriz de rigidez elastica
- [ P ] vetor de carregamentos.

Portanto, torna-se necessario solucionar o problema de
autovalor a fim de se determinar a base modal ( NAGY E
KONIG, 1979 ). Surge porém uma dificuldade nesse processo,
pois a solugdo do problema de autovalor exige freguentemente
um grande esfor¢co computacional para estruturas de uso
corrente.

Para contornar essa dificuldade surgliu como opgao O uso
de uma base de transformagdo de coordenadas obtida através
de uma andlise de Rayleigh-Ritz com base de Ritz gerada pelo
procedimento proposto por Lanczos, substituindo a base modal
( MEDEIROS, 1985 ). Dessa forma reduz-se e} esforco
computacional significativamente.

O procedimento de Lanczos consiste em construir, a
partir de um vetor de partida , um conjunto de vetores
ortogonais obtidos da segquéncia de Krilov, ortogonalizando
cada um deles em relagadao ao anterior, utilizando a técnica
de Gram-Schimidt ( BATHE, 1982 ).

Pode-se afirmar que o Método de Superposic¢do Modal nao

se adequa ao propdsito inicial deste trabalho devido a



dificuldade de se incluir wuma analise néo linear
fisica. Nesse caso, tornar-se-ia desvantajoso o uso do mesmo
devido 3 necessidade de resolver um problema de autovalor a
cada mudanga de rigidez da estrutura.

Existe um método conhecido comc Método de Autovetores
Dominantes, apresentado em NAPOLEAO ET AL. (1991}, voltado
para problemas de ndo linearidade do material. Uma recente
aplicacdo dessa técnica foli realizada por PAIVA (1993)

durante a finalizacdo da presente tese.

I1.1.3 - Formulacao da Pseudo-Carga

A formulacac da Pseudo Carga, LUI (1988) e LUI ET AL.
(1990), foi desenvolvido explorando as similaridades entre
as equacgdes diferenciais de uma viga-coluna e de uma viga.

Considere-se uma viga-coluna, conforme mostra a figura
II.2, gue possua rigidez & flexao EI. Sua equagao

diferencial tem a seguinte forma

- w [I1.2]

onde v & o deslocamento transversal, w é © carregamento

lateral e P & a forga axial.



M
Pykg} %%?P———b-x
Rigidex flexional = El

Y

Fig. I1.2 - Viga-ccluna

A equacdo [IT.2] pode ser rearranjada da

forma:
d4
EI ¥ - w
q
dx
onde
42
s v
Ww=w - P —

Pode-se escrever:

2

dv M
2

dx EI

<

Dai vem que

gl
[
£
+
e,

ocnde M & o momento fletor ao longo da viga-coluna.

seguinte

[II.3]

(II.4)

[II.5]

[II.6]
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Dessa maneira conclui-se que o© efeito da nao
linearidade geométrica pode ser simulado através da
aplicacdo de uma pseudo-carga de magnitude PM/EI, obtida
através da multiplicacao do diagrama de momentos do elemento
pelo fator P/EI. O novo diagrama de momentos assim obtido
pode ser utilizado para formar um novo pseudo-carregamento
transversal. Para manter o equilibrio, também sdo aplicados
pseudo-cortantes nas extremidades do elemento.

Como ilustracgdo, a viga-coluna mostrada na figura II.3
serd analisada wusando a formulacdo da pseudo-carga. O

momento maximo tedrico ocorre no meio do vao e vale:

Mmax = Mo [ 1 ] [II.7)

Mo/' EI = Constante Mo

P » P

3 o
— :

Fig. II.3 - Viga-coluna submetida a

momentos iguais nas extremidades

Apds trés ciclos de andlise, como mostrado na figura

I1.4, o momento maximo obtido vale :
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Mmax = Mo + 1 P MoL® + 5 PMo L

8 EI 384 (EI)°
1+ 1( kL Y%+ s5f 1 !
=M 5[ 2 ] ﬂ[ ) ] [11.8]
P*MdL*/8(ET)
PMo/EI PMW/EI
Mo Mo Ma Mo Ma Mo
CL - r 3

—— 1M M I—

2

T PMoLy8EI T pPMoLYBEI

'Y
Lol L4

w

+5P°MoL'/384(ED)’

Iy
»

ral

Fig. II.4 - Exemplo do método da pseudo-carga

Verifica-se que a equacgdo [II.7)]) nada mais & que os trés
primeiros termos da expansdo em série de Taylor da equacdo
[ITI.18}. Conclui-se gue, para cada ciclo de andalise, um
termoc adicional da expansdo em série de Taylor da solugdo
tedrica serd adicionado. Assim a solugdo tedrica pode ser
alcangada.

O procedimento descrito pode ser extendido para

poérticos. Neste caso torna-se necessario para a manutencao
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do equilibrio dos nés gue os pseudo-cortantes dos elementos
que concorrem em um mesmo ndé sejam somados e suas forgas
resultantes sejam aplicadas aos noés. Essas forgas
resultantes s3o entdo chamadas de pseudo-cargas de no.

Deve-se ressaltar gque o efeito da ndo 1linearidade
geométrica & considerado através das pseudo-cargas, portanto
apenas o vetor de cargas deve ser atualizade a cada ciclo,
permanecendo inalterada a matriz de rigidez.

Para efetuar uma andlise ndc linear fisica, Luil
considera um material que apresental um comportamento
perfeitamente elasto-pléastico. 0 espraiamento da
plastificacdo na sec¢do transversal e ao longo do comprimento
do elemento sao modelados, sendo adotada a hipdtese basica
de que & medida que as fibras de uma segdo transversal se
plastificam, apenas a porgdo ndo plastificada da secéo
transversal sera efetiva na resisténcia ac momento fletor.
Para levar em conta a plastificacdo da seg¢do sao
apresentadas as relacgdes momento-curvatura-esforco normal em
se¢bes retangulares e em "I". Para um dado momento M em uma
segdo, uma curvatura % pode ser calculada. A pseudo-carga &
entdo cobtida como o preoduto P.9 .

Para levar em consideracdo a plastificacgao do elemento,
considera-se um elemento com rigidez variavel do qual se
analisa um elemento infinitesimal, que tem sua matriz de
flexibilidade determinada conforme descrito a seguir.

Considere-se uim elemento infinitesimal i, de
comprimento dx, area de sec¢do transversal Ai e momento de
inércia Ii’ retirado de um elemento com rigidez variavel,

conforme figura II.5.
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Y
L
15,d
r2,d2 s sd
[ —— T6,06
s
o=
r3,d3 ' B ra,ds
[ |
[
1
' : Elementoi:
:, Area=A
v+ Inercia=1i
4 - dx
Xi
—

Fig. II.5 - Elemento com rigidez variavel

_— Bo-
-

L
Como o elemento é infinitesimal, A, e Iipodem ser
considerados constantes. A matriz de flexibilidade desse
elemento, que relaciona a deformagdo axial a forga axial, a

deformacdo por cortante ao esforgo cortante e a curvatura ao

momento fletor, com relacdo ac seu ponto médio, & dada por:

[dx 0 0
EA .
1 3
C 0 (dx) 0
{fgt 12ET, (I1.9]

dx

0 0 T
. l-

A matriz de flexibilidade desse elemento infinitesimal,

considerando uma extremidade do elemento, & dada por:

{£ b= 4u_ b 4roh { H_}F (II.10)
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onde
1 0 0
Hgt = | ¢ 1 -x [II.11)
0 0 1

e X é a distancia entre a extremidade do elemento e o ponto
médio do elemento infinitesimal.
Considera-se gque a matriz de flexibilidade do elemento

é entdo dada por um somatdrio:

1 [~ 5

{fr = LAf L [I1.12]
1

1

onde n & o numero de elementos (ndoc mais infinitesimais)
usados; os autores sugerem n = 100. O somatdério & feito
considerando sempre a rigidez efetiva (EI)e, definida como a
secante da curva M-3-P. Dessa forma a plastificagdao do
elemento pode ser computada.

Uma vez gque a matriz de flexibilidade do elemento &
estabelecida, a matriz 6 x 6 que relaciona o vetor de forcgas

e o vetor de deslocamentos & obtida pela relagdo:

{s b ={H_t5r yTHE ) [TI.13]

onde

(II.14]

OO OO
]
= OOCOKOO




15

Considerando uma andlise da ndo linearidade geométrica
apenas, o método da pseudo-carga apresenta diversas
vantagens, entre as guais a de gque s6 o vetor de cargas
precisa ser atualizado a cada ciclo, pois o efeito néo
linear (geométrico) & considerado através das pseudo-cargas.
Outra vantagem do método é gque o resultado da andlise
independe da forma como o elemento & discretizado pols seu
diagrama de momentos independe da discretizagao. A
convergéncia & alcangada quando o© vetor de incremento de
deslocamentos, obtido como resultado da aplicacao de um novo
conjunto de pseudo cargas, & desprezivel.

Ja para uma analise com ndo linearidade fisica e
geométrica torna-se necessario atualizar a matriz de
rigidez, mas em ambos os tipos de analise ndao & necessario
calcular o vetor de cargas nac balanceado. A carga total
pode ser aplicada em qualguer instante e o uso de
incrementos de carga naoc & necessario.

Uma limitagdo dessa formulagdoc & que ela ndoc pode ser
aplicada em estruturas de concreto na forma em que foi
apresentado, necessitando gque sejam realizadas algumas

adaptac¢des, conforme descrito no item II.2.

I1I1I.1.4 - Elemento Finito com Deflexao Inicial

JETTEUR ET AL. (1983), apresentaram uma formulag¢dc de um
elemento finito que permite que sejam introduzidas deflexdes
iniciais no modelo, de forma a simular numéricamente
imperfeictes tais como perfis empenados, placas ndo planas,

tensdes residuais, etc. Essa formulagdo utiliza coordenadas
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lagrangeanas em conjunto com a teoria de Maguerre, conforme
explicado a seguir.

o uso de coordenadas lagrangeanas requer uma
configuracdo de referéncia do corpo, a fim de que sejam
formuladas as equag¢des de equilibrio do problema. Considere
a figura II.6, onde diversas configuragdes s&o mostradas.

A descricdo total lagrangeana ( TLD - total lagrangean
description ) utiliza como configuragao de referéncia a
configuracgdo inicial indeformada v, A descrigao lagrangeana
atualizada ( ULD - updated lagrangean description ) utiliza
como configuragdo de referéncia a configuragdaoc deformada
corrente L Entretanto, qualquer configuracdoc intermediéaria
v, pode ser usada como configuragdo de referéncia, como & o
caso da descrigao lagrangeana geral ( GLD - general
lagrangean description ), cujas configuragdes limites

colincidem com ¥, ou ¥ .

4 Carga

Yo

Deslocamento

Fig. II.6 - Configurag¢des de equilibrio de uma estrutura




17

Sejam, portanto :
¥, ~ configuracdo inicial indeformada

Th confiquragac corrente deformada

Yooy ~ configuragdo vizinha & 7,
;n-1 - configuragdo quase coincidente a ¥ _ , indeformada
T - configuragdo intermediaria deformada
Considerando ¥, uma configuragdo vizinha a T,
existe ainda uma configuragdo de referéncia ¥ bem

n1'
préxima de Yoy obtida de um deslocamento de corpo rigido

do corpo indeformado ¥,- Essa configuragcdo ( 7__. ) serve

n-1
como referéncia para a PULD ( partially updated lagrangean
description). Na PULD assume-se que as equagdes de

equilibrio da ULD mantém sua validade, devido & proximidade
entre as configuracdes de referéncia de ambas as descrigoes.
Isso significa que as integragdes existentes nas equagdes de
equilibrio s3o realizadas scbre o© volume do corpo
indeformado, mas também significa que para manter a validade
da PULD deve-se adotar pequenos elementos finitos,
aumentando assim o namero de graus de liberdade da estrutura
discretizada.

A teoria de Maguerre permite considerar uma deflex&o
inicial w de uma placa, modificando a parte linear do tensor
de deformagdes. Para uma placa, as componentes de

deformacgdes sdc entdo dadas por (ver figura II.7}:
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“xx au -2 é_g + ¥ _Qﬂ
dx ax ax Ix
e = 8v 3w | aw aw [II.15]
Yy — 2 > +r— .=
ay ay ay 38y
—_— 2 wr 7
WXY_.aE+.a_V- 2.2 g w +6_W._3_‘i+ﬂ.6_w
ay ax axay ax dy 3y 0%

Fig. II.7 - Sistema de coordenadas de uma placa

G r—————————

A teoria de Maguerre pode ser usada apenas quando :
— 2 2
[3_“’]«1 e [‘3—“"}«1 [IT.16]

Para usar a teoria de Maguerre com a PULD, a diferenca

entre as configuracgdes Yooy © Ypoy é considerada como uma

deflexdo inicial de 7 __ .

Quantoe & possibilidade de se aplicar a teoria de
Maguerre, em conjunto com coordenadas Lagrangeanas, 4

elementos de viga, podem ser citados dois trabalhos que



io

tratam do assunto. No primeiro BELYTSCHKO ET AL (1985)
desenvolveram um elemento curvo de viga em um trabalho que
trata de elementos de casca curva. Mais recentemente,
CRISFIELD (1991), aplicou a mesma técnica mas dessa vez para
um elemento de viga de eixo reto.

0 método em questdo permite modelar numéricamente
imperfei¢des estruturais através da introdugdo de uma
deflexdo inicial do elemento de placa. De qualquer forma sao
elementos voltados para aplicag¢des em casos especiais onde
seria necessdrio simular alguma imperfeigdc estrutural.
Dentro dos objetivos dessa pesquisa, torna-se inadequado,
pois procura-se um elemento para analise de estruturas que,
a priori, ndo precisa conter imperfeigdes. Estas podem ser
geralmente introduzidas na geometria da estrutura

indeformada.

I1.1.5 - Elemento Finito com Modelco de Tensdo

Axial Média

WEN E RAHIMZADEH (1983) propuseram uma formulag¢ao para
andlise com ndo linearidade geométrica de pérticos planos e
espaciais através do uso do M.E.F. Nela admite-se due
existam grandes rotagdes e translagdes e pegquenas
deformacgdes.

Grandes rotagdes em podrticos trazem a necessidade de
lidar com o problema da geometria dos eixos dos elemento sem
a aproximagcdoc de pequenas rotagbes. Essa dificuldade @
contornada com o uso da PULD; entre sucessivas atualizacdes,

assume-se gque as rotagdes incrementais dos eixos sao



20

pequenas.

O sistema de coordenadas é& fixo desde que as rotagdes
do eixo do elemento sejam pegquenas (e na figura I1I1.8). Do
contrario as coordenadas sdo atualizadas e, a cada estagio,
os deslocamentos inicials sdo nulos mas as tensdes nao séo,

levando a uma matriz de tensdes iniciais.

N

Fig. I1.8 - Geometria de um elemento de viga em coordenadas

Lagrangeanas (u;,vy,...,0;}) e coordenadas globais

Na andlise por Elementos Finitos foi utilizado um
modelo de tensdo axial média, em conjunto com a PULD (usando
coordenadas fixas ou nao).

Para a analise por elementos finitos, s&o usadas as
fungdes de interpolacdo usuais do 12 e do 32 grau para os
deslocamentos u e Vv respectivamente. Essas fungdes de

interpolacdo sao solugdes exatas da equacido diferencial
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[fII.17]), com €(x,m) linear em mn, gue fornece a deformacao
axial em um ponto a uma dist@ncia x da extremidade do
elemento e 1 da linha neutra:

du d'v

e(x,n)= — + 7
dx dx

[II.17]

A equagdo [II.28]) é& aplicavel para casos de peqguenos
deslocamentos. Para grandes deslocamentos, a egquagao {II.17]

deve ser substituida por:

1 21 2
e(x,m)= — + g [a;] + ; [a;] +n . > [I1I.18]

Em se tratando de deslocamentos moderados, o© termo
gquadratico (du/dx)2 pode ser desprezado( uma vez gque o termo
(du/dx) & pequenc em relagdo & unidade ). Utilizando-se as
mesmas fungdes de interpolagdc que sao solucgado de [II.17] na
equacdo [II.18), chega-se & uma expressdo para €(x,7n) gue
leva a maiores tensdes axiais que aguelas dadas pela solugdo
exata de [II.18]. Issc é& resultado do uso das fungdOes de
interpolacdao que sdao solucao da equagao [II.17], e tem como
consequéncia um elemento mais rigido do gque deveria ser,

devido ao aparecimento de esforgos axiais de tracgao. Isso

2
motivou a substituicdo do termo % [ g% ] por sua média
sobre o comprimento do elemento:
L
1 ( 1 (dv)®
z[ f[a]d" [(I1.19]
0

Dessa forma a energia de deformagdc diminui e

consequentemente também diminui a rigidez do modelo.
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II.1.6 - Método do Comprimento de Arco

Para alguns problemas de andlise nd@o linear de
estruturas, pode parecer ser necessdrio apenas que se atinja
um determinade nivel de carregamento no primeiroc ponto
limite, como o ponto A, mostrado na figura II.9. Entretanto,
guando se deseja ultrapassar esses pontos limites, onde a
estrutura tem um eguilibrio instédvel, a determinacgcdo do
caminho de equilibrio pode ndo estar correta, ocasionando em
"cargas de colapso" que estdo na realidade assocladas a uma

divergéncia numérica da solug¢do iterativa.

T

[\ Carga

L
Deslocamento

Fig. II.9 - Caminho de equilibric de uma

estrutura com grandes deslocamentos

Tende isso em vista, RIKS (1979} desenvolveu um método
para ultrapassar pontos 1limites, conforme ilustrado na
figura II.10, em um problema unidimensional.

0 método de Riks consiste em adicionar as N equagdes de

equilibrio de um determinado problenma, uma equagao
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restritiva gue fixa o "comprimento" do incremento. Para
solucionar as N+1 equagdes ele utilizou o método de
Newton-Raphson. Como consegquéncia desse procedimento, nas
equacgdes de equilibrio, a matriz dos coeficientes perde sua

caracteristica de simetria.

Parimelro
de carga he

Dedocamento p

Fig. IT1.10 - Método de Riks utilizando

a técnica de Newton-Raphson

Visando contornar esse problema CRISFIELD (1981) fez
algumas alterag¢des no método de Riks. Primeiramente ele
substituiu o uso da reta normal & solugdo tangente pelo uso
de um circulo, conforme mostra a figura II.11, em um
problema unidimensional. Apds, ele substituiu a equagdoc
restritiva de Riks por outra que mantinha as caracteristicas

de simetria da matriz dos coeficientes das equacdes de



24

equilibrio. Finalmente, Crisfield wutilizou o método de
Newton-Raphson modificado, em ambas as formas, padrao e de
convergéncia acelerada, para solucionar as equagbes de
equilibrio da estrutura.

MEEK E LOGANATHAN (1988) utilizaram o método do
comprimento de arco em uma formulagdo voltada para
aplicagdes em estruturas com grandes deslocamentos onde
se desejava determinar todo seu caminho de equilibric. Eles
concluiram gue o método ora em questdo precisaria sofrer

modifica¢des para atingir tal objetivo.

Parimetro

de carga &, Solugiio tangencial
/do pato A

A Y
AY
A
e
\

Arco de eirculo \\

Ay

——
—
—
——

———
o —

Destocamento p

Fig. II.11 - Método de Riks utilizando

a técnica de Newton-Raphson modificada

0 método do comprimento de arco parece ser bastante
eficiente, seja para aplicacdes em estruturas com

comportamente semelhante ao mostrado na figura I1I1.9, seja
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para estruturas que nao apresentam tal deslocamento, para as
quais o método poderia trazer melhorias na solugdo das

equacdes de equilibrio.

11.1.7 - Método do Comprimento de Arco Para

Determinacdo do 1= Ponto Limite

Em um trabalho gue trata da andlise da n&do linearidade
geométrica de estruturas aporticadas, WONG E TIN-LOI (1990)
desenvolveram um método capaz de fornecer solugdes até o 1=
ponto limite do caminho de eguilibrio de uma estrutura, se
ele existir.

A fim de produzir uma formulagdo para andlise de
grandes deslocamentos, dentro do contexto da teoria elastica
utiliza-se um elemento de viga-coluna. As equagdes de
equilibrio da estrutura sdo desenvolvidas utilizando o
Principio da Energia Potencial Total Estacion&ria e a
descricao lagrangeana parcialmente atualizada ( PULD ).

A estratégia de solugdo utiliza o método de
Newton-Raphson nos estagios iniciais da andlise e o Método
Modificado do Comprimento de Arco é chamado automaticamente
quando h& uma deterioracgdo severa da rigidez da estrutura,
possivelmente causada pela aproximacgdo de um ponto limite.

A variagdo proposta tem por objetivo obter a solugdo em
um ponto limite e utiliza o Método Meodificado do Comprimento
de Arco com comprimentos de arcos continuamente reduzidos,
ao contrdrio do que propds Crisfield onde o comprimento de
arco & constante. Dessa forma evita-se "ultrapassar”" um

ponto limite, determinando-o de forma acurada. Para
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estruturas que nao possuem pontos limites, a analise &
finalizada se & alcancado um componente maximo de
deslocamento ou de carga, fixados a priori.

Pode ser interessante o uso dessa variante do método
modificade do comprimento de arco como um critério para
limitar a andlise até o 1- ponto limite, no gual a estrutura
apresenta um equilibrio instavel. Dessa forma se evita
determinar todo o caminho de equilibrio da estrutura e ao
mesmo tempo também se evita uma interrupgao precoce da

anadlise, antes que o 1= ponto limite tenha sido atingido.

I1.1.8 - Formulagdo Co-rotacional de Crisfield

CRISFIELD (1990) desenvolveu uma formulacao
co-rotacional, incluinde o efeito da nao linearidade
geométrica, para vigas espaciais.Dentro do contexto de seu
trabalho, o termo co-rotacional é utilizado para se referir
a um sistema referencial local ac elemento de pértico, gque
rotaciona continuamente com o elemento de pértico. Esse tipo
de elemento €& mals voltado para aplicagdes onde ocorrem
grandes deslocamentos de corpo rigido

ORAN (1973-a), (1973-b), foi o primeiro gue considerou
corretamente o efeito de grandes deslocamentos de corpo
rigido e desenvolveu uma formulacdo de matriz de rigidez
tangente consistente, bi-dimensional. Por formulagdo
consistente entende-se como agquela que utiliza como base os

principios variacionais da mecdnica dos sdlidos.
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I1.1.9 - Formulagdo para Andlise de Estruturas

Enrijecidas

A andlise limite de estruturas enrijecidas sob tensoes
iniciais fol abordada no trabalho de OCHOA LOPEZ (1990).
Nele, um elemento de pdrtico espacial e um elemento de casca
triangular facetado, ambos com ndo linearidade fisica e sob
tensdes iniciais, foram implementados.

0 elemento de podrtico fol desenvolvido com base na
teoria plastica de vigas e utiliza um critério de escoamento
nodal dependente dos esforgos internos. O efeito das
excentricidades dos elementos também & estudado.

A matriz de tensdes iniciais foi desenvolvida
formulando as equacdes de eguilibrio em relacdo a estrutura
indeformada, pois s&o considerados pequenos deslocamentos.
Essa matriz representa a contribuicido das tensdes existentes
no 1inicio do incremento; como as tensdes sdo mantidas
constantes durante o incremento ndoc & possivel a realizagéo
de iteracgdes, visando considerar o efeito da ndo linearidade
geométrica, situagdo contornada apenas com o0 usc de peguenos
incrementos.

A introducdo de uma matriz de tensdes iniciais tem por
ocbjetivo considerar as mudancas de geometria da estrutura,
sendo dependente do estado de tensdoes do elemento. Para
estruturas onde nd3o ha esforgos axiais a matriz de tensdes
iniciais deixa de ter esse efeito, ou seja, deixa de
corrigir as mudangas de geometria, uma vez que ela & uma
funcdo do esforgco axial.

Os elementos utilizados por Ochoa Lopez trariam grandes



28

problemas para definigdo de 1leis de comportamento de

materiais como o concreto.

II.1.10 - Formulagao de Nait-Rabah

NAIT-RABAH (1990} desenvolveu uma formulag¢ado para
analise da nédo linearidade fisica e geométrica de poérticos
espacialis em concreto armado, protendido e estruturas
mixtas. Nesse trabalho os efeitos da néao linearidade
geométrica sdo introduzidos, dentro da hipdtese de pequenas
rotagbes e pequenos deslocamentos, quando da passagem de um
referencial mével, ligadc aco elementc deformado, para um
referencial fixo, conforme método desenvelvido por JENNINGS
(1968) .

A ndo linearidade fisica & considerada através da
integracao, ao longo do elemento, das deformacdes das
se¢gdes. Dessa maneira obtem-se a matriz de flexibilidade
reduzida do elemento, que, invertida, fornece a
correspondente matriz de rigidez. Para avallar a rigidez das
secdes transversais, as mesmas sdo discretizadas em
trapézios, cuja rigidez & posteriormente integrada através
do método de Simpson, para totalizar a rigidez da segéo
transversal.

0s efeitos da interacaoc esforgo normal-flexdo biaxial,
assim como o efeito de torc¢do, sdo considerados, sendo o
dltimo determinado de acordo com o© modelo de trelicga
espacial do C.E.B. 78.

A matriz de rigidez & do tipo secante e a resolugdo do

problema ndo linear é feita pelo procedimento de iteragdo
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direta , também conhecido como matrizes "corda".

0 método de calculo inclui, como ja mencionado, a nao
linearidade dos materiais e a niao linearidade geométrica,
dentro da hipdtese de pequenas rotagdes e de peguenos
deslocamentos; além disso, inclui a representagdo dos
efeitos da protensdoc, ainda sem considerar os efeitos
diferidos no tempo.

As partes indeformdaveis da estrutura, particularmente
as zonas de Jjuncdo de vigas e pilares, sdo 1idealizadas
através de elementos <caracterizados por uma figidez
infinita.

Cada elemento é caracterizado por uma sec¢do tipo,
geometricamente idéntica sobre todo o elemento. Uma secgdo
tipo é& definida dentro de um sistema referencial cartesiano
para determinagdo de um contorno exterior poligonal e,
eventualmente , de um ou mais contornos interiores
poligonais. Por decomposicdc automé&tica de cada segao tipo,
integram-se numéricamente as rigidezes da segdo. Os agos
passivos e os cabos de protensao sd&o supostos concentrados
em seus c. ¢.’s, distribuidos em tantas camadas quantas se
queira.

Quanto & protensao, o trabalho se limita & protensao
interna, definida geométricamente cabo a cabo. As areas das
bainhas ndoc sio consideradas para o cdlculo da rigidez da
secdo de concreto. O tracgado do cabo é representado por
funcgdes cibicas. Apenas as perdas instantaneas sao
consideradas.

A resisténcia do concreto tracionado & considerada

através de dois modelos: o de Grelat e o de Espion/Quast.
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s leis de tensdo-deformagdo para o8 agos s8o0 supostas
idénticas na tragdo e na compressao, e dependem da natureza
do ago .

A analise ndo linear refere-se apenas as solicitagdes
normais ( esforgo normal, momentos fletores na flexao
biaxial }, sendo as deformag¢des correspondentes calculadas
respeitando o principio de Saint-Venant. As deformag¢des
relativas ao esforgo cortante e ao momento torsor seguem uma
lei linear.

O problema ndoc linear é resolvido utilizando um método
iterativo, baseado no método dos deslocamentos, dentro de
uma formulacac incremental com rigidez variavel. Para cada
acréscimo de carga [AP] feito constrdéi-se a matriz { K } da
estrutura e o vetor [AA] devido & agdo eventual da
protensdo. Para cada etapa de carregamento, o© problema
consiste em procurar o acréscimo de deslocamento nodal [AU],

solucdo do sistema nd3o linear:

[ap] + [aA ] ={ K } . [ AU ] [II.20]

Dentro da Thipdotese de pequenos deslocamentos e
deformagdes, os efeitos de segunda ordem saoc introduzidos na
matriz de rigidez ao passar de um referencial local para um
dito intrinseco, ligade ao elemente deformado.

A matriz de rigidez & ndo explicita. Aplicando-se o
teorema do Trabalho Virtual Complementar obtem-se uma
expressdo para a matriz de flexibilidade reduzida do
elemento, que, invertida, conduz a sua matriz de rigidez

reduzida.
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I1I.1.11 - Elemento Finito de Portico Espacial Com
Referencial Movel, Para Anilise com Nao Linearidade

Geométrica

Em BENJAMIN (1982) e BENJAMIN E EBECKEN (1986), foram
apresentadas duas formulagdes consistentes, em elementos
finitos, voltadas para analise com néo linearidade
geométrica de poérticos espaciais. Ambas as formulacgdes
utilizam o mesmo sistema de referencial mdvel gue Nait-Rabah
utilizou, que €& ligade ao elemento deformade, conforme
desenvolvido por JENNINGS (1968). Além disso consideram que
o material tem comportamento elastico. Na 12 formulacdo, a
discretizagdo é feita através de um elemento de eixo reto e
secdo transversal constante, gue interpcla os deslocamentos
segundo as fungdes convencionais de portico. Na 2=
formulagido, o© elemento, de eixo reto e segdo transversal
variavel, é resultante da degeneracdo do elemento
isoparamétrico tridimensional.

a 12 formulagao apresentou um menor custo computacional
que a 22, e levou a bons resultados. Ja a 2> formulagdo, que
possui as vantagens dos elementos isoparamétricos, indica
sua aplicagdo a elementos estruturais com geometria curva
e/ou segao transversal variavel. Obviamente ambas
formulagdes sdo restritas, se compararmos com outras
formulagdes como a de Nait-Rabah por exemplo, por nao

considerarem a ndo linearidade dos materiais.
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I1.2 - Compara¢do critica e aplicabilidade das

propostas apresentadas

De todas as propostas apresentadas, apenas trés ainda
necessitam de uma discussdo mais detalhada sobre sua
aplicabilidade: A formulagdo da pseudo-carga, o elemento com
modélo de tensdo axial média e a formulagdo de Nait-Rabah.

A formulacdo da pseudo-carga encontra certas limitagdes
para imediata aplicagdo por ter sido desenvolvida para
pdrticos planos. Além disso adota a hipdétese de que o
material & homogéneo e limita-se a considerar segodes
transversalils retangulares ou em " I ". Outra limitagao da
formulacdo & devida & hipdtese de que apenas a parte nao
plastificada da secdo é& efetiva na resisténcia ao momento
fletor. Ainda, a formulagdoc obriga a estocagem de uma
familia de curvas relacionando momento-curvatura-esforco
normal para cada tipo de secgdo.

Aparentemente essas dificuldades podem ser contornadas,
e até o efeito de protensdo pode ser incluido. Porém, uma
vez que a matriz de rigidez, em uma andlise com nao
linearidade geométrica e fisica realizada pela formulagaoc da
pseudo-carga, precisa ser atualizada em todos os ciclos de
cdlculo, parece desestimulante o uso da formulagdo nesses
tipos de analise.

Foram apresentados apenas trés exemplos de aplicacdo da
formulagdo da pseudo-carga, bastante simplificadeos, gue néo
permitem analisar com seguranga a sua aplicabilidade.
Espera-se que essa lacuna seja preenchida brevemente com uma

bibliografia complementar gque venha a ser publicada pelos
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autores.

0 dado mais importante no trabalho de Wen e Rahimzadeh
(ver II.1.5) & o uso do modelo de tensdo axial média. O uso
desse modelo com o objetivo de diminuir a rigidez do
elemento é uma técnica valida. Porém, independentemente
disso, o método exige que o nimero de graus de liberdade da
estrutura seja aumentado consideravelmente, para manter sua
validade, devido ao uso da PULD.

0 trabalho de Nait-Rabah &, comprovadamente, o que mais
se adegua ac objetivo dessa pesquisa, pois J& permite a
inclusdo de efeitos de protensdo ({(externa ou nao) e
considera diversos tipos de materiais, incluindo leis de
comportamento para representar a resisténcia a trag¢do do
concreto. O autor teve como objetivos o melhoramento de
normas através de estudos paramétricos gque permitissem
alargar o campo de conclusdes das pesquisas experimentais,
e, a nivel de projetos, para Jjustificagdo de estruturas no
estado limite dltimo. Além disso o trabalho foi feito de
forma a permitir o cé&lculo de obras de arte, e prevendo a
integracd3o de médulos para o calculo de obras contruidas por
fases.

Foi observado que o método do comprimento de arco
poderia ser incorporado & formulagdo de Nait-Rabah, podendo
trazer melhorias nos resultados aproximando a curva
carga x deslocamento da curva real.

Uma descricgédo mais detalhada da formulacéao de
Nait-Rabah, suas hipdteses basicas, dominio de aplicagao e

método de calculo, & realizada no capitulo IIT.
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CAPITULO III

METODO DE CALCULO E HIPOTESES BASICAS

Na formulagdo usada por Nait-Rabah, a estrutura &
idealizada como um conjunto de elementos de poértico
espacial.

A consideracdo dos efeitos de ndo-linearidade fisica e
geométrica levam ao problema ndo-linear. A discretizagdo
através de elementos conduz entdo a um sistema nado-linear de
equacdes, resolvido através de um processo iterativo, onde
cada etapa baseia-se no método dos deslocamentos, dentro de
uma formulacdo incremental com rigidez variavel.

Para cada acréscimo de carga externa { AP } , &
construida a matriz [ K] da estrutura e o vetor { AA }
devido a acdo eventual da protensao.

Em cada etapa de carga, pesquisa-se o acréscimo de
deslocamentos nodais correspondente { AU } , gque seja

solugdo do sistema ndo-linear abaixo:
{AP} + {aA} = [ K ].{AU} [III.1]

A matriz de rigidez [ K ] e o vetor { AA } sdo formados

a partir das matrizes e vetores [K ] e { AR b
respectivamente, dos elementos da estrutura.
III.1 - Caracteristicas das estruturas analisadas

e leis de comportamento dos materiais

-

0 método de céalculo é voltado para analise ndo-linear
de estruturas tridimensionais aem concreto estrutural.

Estruturas metalicas e estruturas mistas em ago-concreto e



35

em concreto-concreto também s3o tratadas, dentro da hipétese
de aderéncia perfeita entre os materiais.

A estrutura é subdividida em elementos com dois nds nas
extremidades, cada um com 6 graus de liberdade. O elemento
se caracteriza por uma segdo tipo constante em todo seu
comprimento. Essa segdc tipo & definida dentro de um
referencial genérico 0YZ, onde o contorno poligonal exterior
da secdo, e eventualmente o interior, sdo definidos.

Para representar bem a ndo-linearidade fisica, cada
elemento é discretizado longitudinalmente por varias segdes
transversais (de 3 a 5 em geral).

Supde-se que a estrutura & submetida a um carregamento
instantineo, onde as cargas sao conservativas e aplicadas
aos nés dos elementos. 0 sistema de cargas inclui:

- Cargas { Po1 } e { Poz } , aplicadas respectivamente
antes e apb6s a protensdo, de intensidades fixas.

- Cargas a.{ Pv } , proporcionais a um pardmetro «, de

intensidades variaveis,

ITI.2 ~ Estudo da protenséao

A formulacao ora apresentada se limitou & protensio
interna aderente. Dentro desse caso, 0s cabos sao definidos
um a um, por meio de "splines" clbicas, garantindo assim a
continuidade de seu tracado.

As perdas de tensdc consideradas resumem-se as perdas
instantdneas, devidas ao atrito cabo-bainha e ao recuoc da
ancoragem.

O efeito da protensdo é introduzido considerando que a
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secao & submetida a um esforgo de compressdo de igual valor
e sentido oposto ao esforco de tracdo do cabo. Esse esforgo
é aplicado sobre a tangente & linha média do cabo no ponto
onde o mesmo atravessa a segdao transversal.

Sob acdo da protensdo e de eventualis ac¢des externas, a
secdc entra em um estado de deformacdo, a partir do qual os

cabos sdo considerados perfeitamente solidirios ao concreto.

IIX1.3 - Comportamento dos materiais

Admite-se gque as leis de comportamento dos materiais

sdo idénticas tanto para o carregamento como para ©

descarregamento, e portanto ndo estdo envolvidas deformagdes

residuais.

III.3.1 - Comportamento do concreto comprimido

A lei de comportamento do concreto comprimide &

descrita de uma forma geral pela lei de Sargin dada por:

k.( £y ] + (k'-l).[_ié_]

8’ 8’
b O b O
or = o’ . [III.2]
b J e e 2
1 + (k-2). b ) + k’ b
e’ e’
b0 b0
onde:
G; = resisténcia a compressdo do concreto.
8;0 = deformagdoc correspondente a o
J

k e k/ = pardametros adimensionais

Essa lel tem o aspecto mostrado na figura III.1



Arctg (Eby)

Fig. III.1 - Lei de comportamentc uniaxial
do concreto comprimido

- Os pardametros kK e k’ sdo dados por:

8!
b O
k=E, [ G; ]
(III.3]
k-1 para o; < 30 MPa
k’'= (k—l).(55~03)/25 para 30 MPa < a; < 55 MPa
0 para a; > 55 MPa

onde Ebo & o méddulo de elasticidade do concreto na origem.
Em céalculos no estado limite de resisténcia, o ramo
descendente da curva de Sargin & substituido por um segmento

de reta, conforme mostra a figura III.2.
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ctg (Eb)

€' (38 €%

Fig. III.2 - Idealizagdo da lei de Sargin

Para uma deformacgao e; localizada entre 5;0 e 86, a

equacdo da reta é& dada por:

g! < gf@ < ¢! [ITII.4]

ocnde 06 representa a tensao de ruptura do concreto

comprimido e e/ a deformagao correspondente.

II1.3.2 - Comportamento do concreto tracionado

0 comportamento do concreto tracionado é descrito
através de dois modélos: o de Grelat e o de Espion/Quast.
Ambos os modélos consideram gque o© concreto tracionado,
situado entre duas fissuras, também participa da rigidez do

elemento. Dessa forma o comportamento médio entre duas
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fissuras, e nao o comportamentoc no local da fissura, é&

considerado.

0 modelo de Grelat consiste em atribuir ao concreto
tracionado fissurado de uma secdo qualquer, um diagrama de
deformagdes ficticio, triangular a partir da linha neutra,
onde (figura III.3)

o = (o}t/eft).et [III.5]

¢ixo neutro

Ot Zona
tracionada

of '

Fig. III.3 -~ Diagrama ficticio do concreto tracionado

A deformagdo de tragdo o da fibra mais tracionada

cresce proporcionalmente em funcgao da deformagaoc

correspondente € v até o ponto (oﬂ,ed), a partir do gual

ela decresce de forma parabélica até o ponto de tensdo nula

correspondente & deformagdo limite de elasticidade do acgo

mais tracionado (figura III.4):
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don

f(;lj

Gl - - - /- - - - - - - _ ........
Arctg (Ebo) !
\ Eat £ £a £ fi

Fig. IIT.4 - Diagrama tens&o-deformacac
da fibra mais tracionada

o =E . =& para 0 < € < g
£t bo £t rt ot
(e, - e.)°
o =0, . £t para ¢ < g < g [ITI.6]
ft j ct ft a
(e, - €}
ct
g =0 para ¢ > £
£t £ a
onde :

E.: médulo de elasticidade doc concreto
o : resisténcia d tracdo do concreto
j

€..° deformacao de tracdo correspondente a o
< j

I deformacdaoc limite do acgo mais tracionado

0 modélo de Espion/Quast consiste em considerar um
diagrama de tensdes ficticio, representado por uma lei
crescente até a resisténcia a tragao, considerada como uma
caracteristica variavel em fung¢do da deformagdo do ago mais

tracionado (figura III.5).
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Ao,

Ty = Oj

Y

£ £

Fig. IIT.5 - Diagrama tensdo-deformagio
do concretoc tracionado

onde
o = 0. para £€_ < £
t s a
© L - [III.7)
- E
(Ca s) para € > €
o =0 . s a
ct j £ -
a ct
o, resisténcia a tracdo do concreto, tornada fun¢ao da
[+
deformagdo £ do ago mais tracionado.
S
n : coeficiente de forma da curva (n=1, lei linear;

n =2 lei parabélica ).

1I1I1.3.3 - Comportamento dos agos passivoas

0s acgos ditos naturais sdo caracterizados por uma lei

de comportamento elasto-plastica com retomada de rigidez,
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conforme figura III.6, onde:

oLt tensio de ruptura

oL ¢ limite de elasticidade & 2%

E_: mdédulo de elasticidade longitudinal

‘C’a

L OSSOSO

Sealo..

Ce/E, 5l " e

Fig. III.6 - Diagrama tensdc-deformacdoc de um aco natural
{ Leli elasto-plastica com enrijecimento )

= . <
o E £ para 0 < £ cre/Ea

= ara o /E < g < €
o o P e/ a s S1

o =0 + (oc_-0_) (Es - E:51) [2 -(Ss " 851)]
= e r ———

-£ € __- ITII.8
(asz 51) ( s2 Es1) ( ]
.. para € < g < g
s1 =} sz
g = para £E_ > ¢
s r = s2

onde €, é a deformagdo correspondente ao fim do patamar de
escoamento, €, é a deformagdo correspondente ac fim do

aumento de dutilidade e €y 2 deformagdo de ruptura.

Para o cédlculo no estado limite de resisténcia, onde se
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necessita apenas das caracteristicas do material na ruptura
e, portanto, a determinagadc precisa das deformagdes nao é
necessaria, é adotada uma lei elasto-plastica perfeita,

conforme figura III.7

\ Ge/E, Gau

Fig. ITI.7 - Diagrama tensao-deformagido de um ago natural
( Lei elasto-plastica perfeita )

-

Para os a¢os encruados é& adotada uma lei gue apresenta
um comportamento elastico-linear até o { que vale em geral
70% do limite eléastico oy ). Para tensdes maiores gue o é

adotada uma funcdo de guinto grau, conforme figura III.S8

onde:
o = Ea.es para 0 < GS < o= 0.70‘e
e = Tg Oq 5 [ITI.S9}
s — + 0.823]|— - 0.70 para ¢_ >0
Ea ae s L

Para o > 0 um procedimento numérico do tipo

s L’

Newton-Raphson & utilizado internamente ao programa, a fim

de calcular a tensdo em fungao da deformagao.
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Oa
L
Tel- - - - =« - - - - !
/ .'
U[ ...... / :
/ ,
/ L)
/ ,
/ I
/\Arctg (Ea) :
/ .
2%0 \ €ay Ea

Fig. ITII.8 - Diagrama tensao-deformagao de um ago encruado

II1.3.4 - Comportamento dos agos ativos

0 comportamento da armadura de protensi3o é representado

por uma lei do mesmo tipo gque aguela para agos encruados:

o = FE_.ct _
P a p para 0 < op< o= 0.90‘e
{ITI.10}
e = Up ap 5
P 5 + 100[ o —0.9] para Gp > o
a e
II1.4 - Esforgos solicitantes e deformagdes na

segdo plana

A segdo & estudada obedecendo & hipdtese de que o
comportamento & eldstico ndo-linear e de que as deformagoes
sdo pequenas. Ela & descrita em um sistema referencial
principal Gxyz, onde o eixo Gx & normal & se¢aoc plana e de
mesma orientacdo que a fibra média do elemento.

As deformacdes tangenciais relativas ao esforgo
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cortante Ty (respectivamente Tz) no plano xy (resp. Xz} e ao
momento de torgao MC no centro de torgdo, sac calculadas
supondo que as rigidezes correspondentes sdao constantes e
iguais aquelas obtidas em elasticidade linear. O momento de
torgdo em C, funcdo do momentc de torgdo Mx em G, , & dado

por (ver figura III.9):

= - . + . N
M Mx Yy Tz z, T (ITI.11)

Fig. III.9 - Solicitacgbes em uma secac plana

Considerando a hipdtese de secgdes planas e aderéncia
perfeita entre os materiais, a deformagdo longitudinal £ &

dada por:

= + z.¢ + Y. III.12
E =€yt 2.0, +V.9 ( ]
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-

onde eg &€ a deformacaoc unitédria ao nivel do centro

geométrico G , ¢y a rotacdo unitaria de flex8o em torno do

eixo Gy e ¢Z a rotacdo unitdria de flexdoc em torno do eixo

Gz.
As deformag¢des normais, (eg, ¢Y, ¢Z), sdo escritas em
um vetor { 8 b, definido por:
16 v = (e, 6., ¢.)° [IIT.13]
n g’ Ty’ "z
As deformacgdes tangenciais, (wy, L ¢x), sdo escritas
em um vetor { Sy t, definido por:
{s.b= (s, 7, ¢)° (III.14]
t y! A X -

onde Wy (resp. wz) é a deformaciac ficticia de cisalhamento
da segdo no plano xy (resp. xz) e ¢ a rotagdo unitaria de
torgdo da sec¢do em torno do centro de torgao C.

Considera-se { A3_} e { 438  } matrizes-coluna 3 x1

contendo o acréscimo de deformagdes normais e tangenciais,

respectivamente.
. = - *
Considere-se a pré-deformacgao do cabo ep .
correspondente ao estado descomprimido da @ secgéo. A

deformacdo da armadura de protensdo de ordem i é& dada por:

_ 2
Epi = cosai.(l,zpi,ypi).{an} +

t *
senai.cosai.{Rpi} {St} + Spi [III.15)

onde { R_. } & uma matriz coluna, «, o 4angulo gqgue faz a
pi ! i
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linha média do cabo i com o eixo Gx normal & segcao e B o
angulo de projecdo do cabo I no plano da secdo com © eixo

Gy, dada por:

cosBi
[ R_. ]: seng; [III.16)]
pi
(zp - zc).cosBi - (yp - yc).senﬁi
I11.4.1 - Solicitacdoes internas relativas ao

concreto e aos perfis metalicos

As solicitagdes normais a segdoc plana, relativas ao
concreto e aos perfis metalicos, sdoc armazenadas em um vetor

{ Fon b, definido em Gxyz :

t 1
{Font = [Nm Mo Mzm}= oy { ; ]d(zb+zp) (III.17]

(Z+2))

onde Ty representa a tensd&c normal num ponto genérico da

seg¢do do concreto ou de um perfil metdlico, Zb a segao
liguida do concreto e Zp a secdo do perfil ou dos perfis
metalicos contidos na secgido reta.

A variagdo de deformagdes normais A } da segdo
plana leva a uma variagdo nas parcelas de solicitacbes

normais { AF associadas ao concreto ou aos perfis

mn}

metalicos. Considerando-se as relacgdes III.12 e TIIX.17,

pode-se escrever:
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{aF b= [K ]. {88 } [III.18]

A matriz [K 1m] é dada por:

1 A y
z 2° V2
[K 1m] = E_ i LA (D) [II1.19)
Y Yz ¥y
T (EtE)

Em representa o médulo elastico longitudinal em um ponto
da secdo do concreto ou de um perfil metalico.Ele liga o

acréscimo de tensdc normal Aam ao acréscimo de deformagao

longitudinal Ae correspondente:
Ac_ = E_ . Ae [III.20]

As solicitagdes tangenciais a secdo plana, relativas ao
concreto e aos perfis metalicos, sdo escritas na forma de um
vetor F :

{F b = ( Tym, Tom, Men) = [K ). {3¢h [III.21]

A matriz [K 2m] é dada por:

[K._ ] = 0 GA 0 [IITI.22]

2I z

onde GAy (resp. GA_ ) representa a rigidez da segdoc ao

esforgo cortante no plano xy (respectivamente no planc xz) e
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GJ a rigidez da secdo & torg¢ao.
Como a rigidez ao esforgo cortante e & torgdc sao

constantes temos gque

{8F .+ = [K ] -{88. ¢} [III.23)

Considerando as relagdoes III.18 e 1III.23, pode-se
escrever, de forma matricial, a relagdo entre os acréscimos
de deformacdes em uma se¢do plana e o0s acréscimos de

solicitacdes internas relativas ao concreto e aos perfis

metilicos
{AF nt [ Kl [ O] {48t
me = m . n [III.24]
el L Do) [r0] 7 Lasy
III.4.2 - Solicitagdes internas relativas as

armaduras passivas

As solicitagdes normais relativas &s armaduras passivas

sdo armazenadas em um vetor { Fon t, definido no referencial
Gxyz:
N 1
a
{F__} =|N_ M__ M = ¥ o_.fz_.|A_. [III.25]
an a ya za jop aifTai|Tai
Yai

onde o é a tensdao normal ao nivel da armadura passiva de
ordem 1 , Aai a secdo de armadura e Na 0 nuamerc de
armaduras passivas.

Considerando as relagbes III.12 e 1III.25, pode-se
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escrever matricialmente:

{aF, b= [K ]-{88 } [III.26]

onde { AF, } & a variagdo de solicitagdes normais
referentes as armaduras passivas, produzida pela variagao de
deformagdes normais { Aan b, [ K _ ] uma matriz simétrica,

de ordem 3 x 3:

Na 1 Zai Y ai

(K ] = 151 E.; -l Zai z_ ;2 Y.i*%2ai |'Pa; [III.27]
2
yai yai'zai Yai

Eai representa o médulo de elasticidade ac nivel da armadura
passiva de ordem i. Ele liga o acréscimo de tens&o normal
Aoai ao acréscimo de deformacdes normais Acai
correspondente ao nivel da armadura.

Desprezando as solicitag¢bes tangenciais relativas as
armaduras passivas, pode-se escrever, de forma matricial, a
relagdo entre os acréscimos de deformagbes em uma segdo

plana e o0s correspondentes acréscimos de solicitagodes

internas associados ds armaduras passivas:

{AF, Lt [ Kl [ o] ] [fas,t

an _ 1a n [I1I.28]
jar,etl L Lol [ol] lasy
IIT.4.3 - Solicitagdes internas relativas as

armaduras de protensdo

A contribuicao para as scolicitacgdes normals associada
as armaduras de protensao aderentes s3do armazenadas em um

vetor { Fpn }, definido no referencial Gxyz:



51

1
Npl
{F__} = [N M _ M ]= o . cos o, |2_.| A_. [III.29]
pn p yp zp| I, pi i |"pi| “pi
Y. .
pi

onde ¢ i & a tensdo normal no cabo de ordem i, Npl é& o n- de
armaduras de protensio aderentes ao concreto na segao plana
e a. o angulo que faz a linha média do cabo I com o eixo G-

De forma semelhante, define-se o vetor Fpt b de
solicitacgodes tangenciais relativas as armaduras de

protensio:

p
{Fpt} = [Typ sz Mcp]= i Up..sena. LA L [RL] [IITI.30]}]

A variagdo de deformacgdes As boe | AS } da secao
plana provoca uma variagdo de solicitagdes internas { AFpn +

e { AF b, ligadas matricialmente através da seguinte
tn

relacgao:
AF K Ad
r pnq ) [[ 1p]t [xlzp]] | [< n}} s
As matrizes | Kq)] | Kmp ] e [I%p ] sdo mostradas no
anexo A.

I11.4.4 - Secgao deformada a equilibrar

A secdo & suposta submetida aos acréscimos de esforgos
solicitantes devidos ao incremento das forgas externas

e a uma eventual adigdo de novos cabos de protensao

durante o processo de carga.
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-

A acdo da protensdo & escrita na forma de um vetor

{ AA contendo sclicitagdes normais, e de um vetor

sn }'

{ AA_, } contendo as solicitagdes tangenciais. Considerando

a convencao de sinais da figura III.8 :

N 1
Pa
{AA_ b =- ¥ 0. .cosa, .| 2_. |[.A_. [III.32]
sn joqp od i pi pi
ypi
N
Pa
{8A_ .} = -._Z o,; + Sen o, [ Rplj|.Ap1 [III.33]
1=1
onde T representa a tensdo inicial, apds perdas

instanténeas, num cabo de ordem i, e o n2 de cabos de

N
Pa
protensdo adicionais gque atravessam a secgao.

O acréscimo de esforcgos scolicitantes devidos as forcgas

. externas & escrito sob a forma de dois vetores:

{AF_ = ( AN  AM AM_ ) [(II1.34]
sn Y z
{AF__} = ( AT AT AM )t [III.35]
st y z c i
onde { AF__} e { AF_, } sdo os vetores gque contém os
acréscimos de solicitacdes normais e tangenciais
respectivamente.

A 1igualdade dos acréscimos de esforcos solicitantes
devidos as forgas externas e internas significa o equilibrio

da secdo:
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{AF__}+} [{aAa__} {AF__ M [{aF, }] [{aF__}
[ Shilel S = it A e PR (III1.36]
{AFSt} {AASt} {AFmt} {AFat} {AFpt}
Através das relagoes III.32, III.33, III.34 e III.35
pode-se exprimir matricialmente a relacac entre os
acréscimos de esforgos solicitantes e os acréscimos de

deformagbfes em uma segdc plana em concreto armado,

protendido ou mista:
{AF__} {an__} {as
[ sn } + [ sn ] = [ K ] . [ } [III.37]
{AFst} {AAst} {Aat}

onde a matriz [ K. ] é€ a matriz de rigidez simétrica da

-segao , dada por:

0 B 0 BN 1 R 1 S
K, ,p] (Kol + (K]

[ks ] =

[III.38]

-

A resolugdo da equacao III.30 & iterativa. Com a segdo

equilibrada, o acréscimo de deformagdes { A8 } & dado por:

{as8} = [s_].{AF_} + {aG_} [III.39]
onde:
o= [y [
a3 14Fset [III.40]
{an_ b
{8G_} = [ss].{AAS} , jan_t = [{AAst}]
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[ Sg ] € a matriz de flexibilidade da segdo, dada por:

=1
[s.] = [K.] [III.41]
ITI.4.5 - Método iterativo de equilibrio da secao

Seja { FS } o vetor que contém as solicitagbes na segdo
transversal equilibrada, decorrentes das forcgas externas,

dado por:

t
{F_t = [ N MY M, Ty T, M, [IIT1.42]

Seja { &§_ } o vetor de deformagdes dessa mesma segdo,
J s

dado por:
t
{85} = [ sg ¢y ¢z 7y v, ¢x ] {ITT.43)

Para uma variacdo { AF_ } de solicitagbes, o acréscimo
de deformagdes | As } da secdo & determinado utilizando o
método das "matrizes-corda', conforme ilustrade pela figqura

IT11.10

0 método de resolugdc consiste em construir um conjunto

de solucdes { AS }0 , { As }1 S Yt }i ; onde { A8 }i
é calculado a partir de { A3 }. ~, resolvendo-se o sistema
linear:

{8F_} + {8a_} = [R],_ {48}, [III.44)
onde [ R, 15, é a matriz de rigidez '"corda" da sec¢do, na

iteracido i-1.
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Fot AF fommmmmmmeeee -

N S

0 S 0, + AS, )

Fig. II1.10 - Esquema de solugidc utilizando matrizes corda

Parte-se da iteragdo inicial { A8 }0= { 0 } .Dai:

{ash. = [s_];_,-{aF_} + {4aG_}, | [III.45]

onde [ S_ ], , € a matriz de flexibilidade, inversa de

[ R, ]. , ha iteracao i-1, e { AG_ }. uma matriz coluna
s “i-1 s fi-1

dada pela relacgcao ITIT.40.

O eguilibrio da segdo é& considerado atingido guando a
norma Fuclidiana n de deformagdes, entre duas iteracdes

sucessivas, for inferior a uma tolerdncia T.
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<{bst,- {ast,_ > . {{ast -{asy._ 1)t/?
n = < T [ITI.46]
<{SS} + {Aa}i> - {8 b+ fash.

A notagdo < > refere~-se a um vetor linha.

Considerando gue podem ocorrer certos problemas
numéricos ( guande o determinante da matriz de rigidez se
aproxima de zero )} foi acoplado um método de substituicdo
gue utiliza as matrizes secantes (ver figura

III.11).

AN

A F
F. + AF}-
F! i
-
0 6, 63 + Aas )

. Fig.I1I.11 - Esquema de solugao utilizando matrizes secantes

Além do critério de convergéncia dadoe por III.46
enmprega-se outro limitando o nimero maximo de iteracgdes.
A figura III.12 mostra um fluxograma da pesquisa do

estado de equilibrio de uma secgdo transversal.
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ETAPA
EQUILIBRADA

|

{aF_}
+

{an_}

jash,

l(

FORMAGAO Da
MATR1Z DE RIGIDEZ
[Rs] DA SECAD

!

NEGATIVAO TESTE SOBRE O
P —— DETERKINANTE

{Rgt

!

RESOLUGAO Do
SISTEMA LINEAR

i {AF_HH{AA_} = [R.].{As}

l

~ |CONVERGENCIA DA =
DIVERGENCI A | &7 NORMA DE —5 {A6}0= {AS}

l DEFORMACGAD

POSITIVO [PASSAG.
E Mé&ToDno
PEQUEND SECANTE

—| RUPTUR A

SAIDA

Fig. III.12 - Fluxograma da pesquisa do estado de

equilibrio de uma seg¢do
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III.5 - Equilibrio global da estrutura

III.5.1 - Matriz de rigidez do elemento no

referencial movel

0 referencial local & 1ligado & posigao inicial do

elemento (figura III.13).

Ay

cixo dos centros geométricos G
das segoes

J

) g gy — L

Fig. III.13 - Referencial local ligado a posigéao

inicial do elemento

I, e J  sdo respectivamente os nés inicial e final do

elemento e definem a orientacdo do referencial.
Apbos o elemento deformar-se, os nés I, e Jd, deslocam-se
para os pontos I e J (figura III.14).

v w. ) as componentes,

Jjroodt
noe referencial 1local X Y 2, do vetor deslocamento IOI

Sejam U,, V;, W, { resp. u
(resp. JOJ).

Sejam o o e o, (resp.o.,

ixo’ ivo izo xo’e' e 0., as
j jvo jzo

rotacdes no nd I (resp. J), em torno dos eixos X0 Y, € Z,-
Chama-se de { F } (resp. { S }) a matriz coluna

12 ¥ 1 que contém as sclicitacgdes (resp. deslocamentos) nas
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extremidades do elemento, no referencial local X Y.2,-

{FL} =1 iXO’FiYO'F}ZO'MiXO'MiYO'MiZO'FjXO'FjYO'FjZO'"'

t
""ijo’ijo’szJ
_ [III.47]}
{SL} B {ui’vi'wi'eixo'eiyo'eizo'uj'vj'wj‘
® 2] © }t
., Jjxo' jvo'" jzo
‘ yo ijo ijn F}zo
szo
Fi=
>
Xo
ya
e
Fig. III.14 - Posicdo e geometria do elemento deformado

Considerando as relacgdes abaixo, podem-se determinar os

vetores F, boe Su } de esforgos e de deslocamentos

independentes

{Fu}z(ijo’ijo’szo'Mixo’Miyo'Mizo'ijo'ijo’szo [IITI.48]

{8 }=(u, v, w,e,_, . , @, ,0O. , 0, , 6. )T
u ixo 1Y0 120 JXo JYo Jeco [ITIT.49]
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onde:
) = - F, u= u., - 4.
Jxo ixo ] i
iyo = - Fiyﬂ e v= Vj - vi {III.50]
. = - . W= W, = W.
Jzo0 1z0 J 1

As matrizes { 5, e { § } relacicnam-se através de:

{s,t = [T,]-{s t [III.51)

onde [TD] & mostrada no Anexo A, equacao A.4. De forma

semelhante:

{F } = [TO]t.{Fu} (III.52)

Apés a deformagdo do elemento, as dire¢des dos eixos

principais das seg¢des planas variam de uma extremidade a

outra. Seja e, r© e, (resp. e

., ) o referencial
iy’ iz

.o,e. e,
x'! jx" Ty 7 jz

ortonormal direto, ligado ao ndé I (resp. J), conforme mostra

a figura III.15
Na analise de grandes deslocamentos de pérticos, o

vetor IOI (resp. JOJ) , de componentes ui,vi,wi(resp.

uj,vj,wj) representa o© estado deformade do elemento, no

referencial 1local X Y2, ¢ juntamente com a matriz [ Foi ]
(resp. [ .. ]) dos cossenos diretores dos eixos e, ,e. ,e.
o] ix’ Tiv'Tiz
(resp. ejx,er,ejz). [ roi ] e | Foj ] sdo matrizes 3 % 3
crtogonais.
No caso de pequenas rotagdes , os termos da matriz
[Foi], {resp. [Foj]) s& dependem das componentes ® v’
eiyo’ TP (resp. ejxo’ ejyo' @jzo) do vetor de rotacao do
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né I, (resp. J}. Entao:

1 e, -0 .
izo iyo
[Foi] = _eizo 1 eixo [TIT.53)
. -a,
iy0 iXo
1 g ., -3 .,
Jjeo Jjyo
[Foj] = -ejzo 1 ejxo {(ITI.54}
e . -e , 1
jyo jxo

Yo

Fig. III.15 - Referenciais ligados aos nés do elemento

Para realizar wuma &analise ndo-linear fisica e
geométrica, o estado de deformagdo do elemento & definido em
um referencial mével xyz, ligado & sua posi¢do deformada,
dentro da hipbétese de peguenas deformacgcdes e pequenos
deslocamentos. Nesse referencial, a origem dos eixos
localiza-se no né I e o eixo x aponta para o nd J. Para
defini-lo s&o utilizados os &ngulos de Euler a e 8, funcéao

dos deslocamentos relativos de translagdo dos ndoés I e J (ver



62

figura III.16).

-

y A Yo

Z

Fig. III.16 - Posigdo do eixo do referencial intrinseco

em relagdao ao referencial (Xo,YorZo)

A orientacio do referencial mével é definida
considerando agora uma rotacdo ¥ em torno do eixo x (ver
figura III.17).

A passagem do referencial local X Y 2, @° referencial
mével se da por meio de uma matriz [ r ], de transformagao
geométrica, matriz essa ortonormal direta, definida por (ver

anexo A, egs. A.5 a A.1l1):

[r] = [rv].[raﬁ] [III.55]
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y ‘Yl

Fig. III.17 - Orientagdo do referencial intrinseco em -

‘relagao ao referencial (X,Y¥i,2:1)

Considere a figura II1.18 onde & mostrada a geometria
da fibra média deformada nos planos xy e %z, no referencial
mével. Chamamos de { F } a matriz coluna 12 x 1 que contém
os esforgos aplicados aos ndés do elemento no referencial
mével xyz e de { F_} a matriz ( de ordem 6 x 1 ) dos

esforcos independentes:

F r F

t
’sz}'

[III1.56)

VE =N Ty Ty My My My Ny T T M My

_ o
T b= AN My My, My My Mgt
As matrizes { F, } e { F_ } relacionam-se atraveés de:
{F+= [T ]t{F b [III.57)
X L ¢ )

A matriz [ T ] & dada no anexo A, equagdo A.12.
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Az

My /' \Mj,
E N, |I I /N
1

Mix Ta Te | Mx

Fig. III.18 - Projegao do elemento nos planos Xxy e Xz

Considere a matriz { S, }, de ordem 6 x 1, dos

deslocamentos considerados no referencial mével xyz:
{s } ={e ,e. ,0. ,0 ,0. ,0 }t [II1.58)
n Uiyt iz Ty gy’ jz .

onde

e = L - L [II1.59)

e. = 0.~ o, {III.60]

representa a rotagdo relativa de torcido nos nés I e J.

o, ,0. e o, resp.e. ,o. e o.
%79y iz P.0;y %y ]Z) representam as
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rotacdes no nd I (resp. J), em torno dos eixos x, y e Z.
Finalmente chamamos de [ Fi ] e [ Tj ] as matrizes, de
ordem 3 x 3, ortogonais, dos cossenos diretores dos eixos

e. ,e. ,e. (resp. e. ,e. ,e. }:

ix" 1y’ "1z Jx" T jy’ T jz
1 o, -0,
iz iy
;] = -, 1 O, [III.61)
o, -9 .
iy ix
1 Q. -0 .
je Jy
r.j= -0, 1 e, II1.62
[T ;] iz ix [ ]
e, -9 .
Jy Jx
I1I1.5.1.1 - Relacdo entre os esfor¢os nodais no

elemento e as solicitagdes em uma secgéo

A variacdo das solicitagdes entre secbes transversais
de abcissa x & linear, uma vez que no referencial mdvel os

efeitos de segunda ordem sdo desprezados. Assim, temos que:

N(x) = - Nj
Mo(x) = (1= x/L) My - %/L . Mg
M (x) = -(1 - x/L) M, + x/L . M.
z 1z Jz [III.63]
To(x) = (M, +M. ) /L
T,(x) = - (M, +tM. ) /L
Mx(x) = —ij

Considerando as equagdes II1I.11 e III.63 pode-se
escrever sob forma matricial a relagdo entre os esforgos

nodais do elementc e as solicitagdes na secgdao, no
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referencial mével, conforme a equag¢dao abaixo ( ver A.13 ):
{Fb = [ L) ] - {F .} [III.64]

onde { F_ } & dado por:

{F_ = {N(x), M, (%), M, (%), T, (), T (), Mc(x)}t [III.65)

Comoc é desprezada a variagao de comprimento do elemento

no calculeo da variacdo de solicitagoes chega-se a
{AFS} = [ L) ] - {AFn} [II1.66]

I11.5.1.2 - Relacdo entre as deformagdes nas

secdes e os deslocamentos nodais do elemento
Para uma variagdo de esforgos { AF_} nas extremidades
do elemento tem-se como conseqiiéncia
a) um trabalho virtual complementar externo
sw_ = {aF_ .05 } [III.67]
e n n '

b) um trabalho virtual complementar interno

L
Sw.= j {AF_}. {3 (x) b ax [III.68]

onde { 8(x) } € uma matriz 6 x 1 que contém as deformagdes

em uma segdo transversal com abscissa X.
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t
{8(x)} = cg(X),¢Y(X),¢Z(x),wy(x),vz(x),¢x(x)] [III.69]

Conforme o teorema do trabalho virtual complementar

Sw S [III.70]

Considerando as relagdes II1.66 a IITI.68 chega-se a:

L
{sn} = J [ L(x) ]t. {8 (x)} . dx (IIT.71]
0]

Consequentemente:

L
{Asn} = [ [ L(x) ]t. {A8(x)} . dx {III.72)]
0

I11.5.1.3 - Relacdo entre os deslocamentos e os

esforcos nos nés do elemento

Considerando as relagdes III.39 e III.72 chega-se a

seguinte relacgao:
- t
{8s_} =[0[ L(x) ] .[[Ss]{AFS} + {AGS}]dx [III.73]

Aplicando a equacgdo III.66 & equacgac III.73 temos o

seguinte:

{as_t = [K ] -{aF_} + {AG_} [III.74)
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onde [ Kn ] 1 representa a matriz de flexibilidade reduzida

do elemento, no referencial mdével xyz dada por:

L
[Kn]'1 = J [L(x)]T.[SS}.[L(x)].dx [III.75)
0
e { AG_ } uma matriz coluna de ordem 6 x 1:

L
{Gn} = J [L(x)]T.{AGS}.dx [II1.76]
0

Da equagdo III.74 chega-se 3d relagdo entre os
acréscimos de esforgos e os acréscimos de deslocamentos

nodais do elemento, no referencial xyz

{AF_} + {AA_} =[ K ].{4S_} [III.77]

onde | K] @ a matriz de rigidez reduzida ( 6 x 6 ) do

elemento e

{an t = [K ].{86 } (III.78]

uma matriz coluna de ordem 6 x 1.
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II1.5.2 - Matriz de rigidez do elemento no

referencial local

I111.5.2.1 - Relacdo entre deslocamentos
nodais do elemento no referencial mével e no referencial

local

Através das relag¢des II1I1.53, III.54, A.11l, III.61 e
III.62 pode-se chegar as seguintes relag¢bes, limitando-se

aos termos de primeira ordem:

eix = Cixo” 7 @jx = @jxo- v

©. =o. + o g, =6, + (ITIT.79]
iy ivo jy jyo

®iz T %izo” R ejz - e]zo- B

0 deslocamento axial e do né J & fungaoc dos
deslocamentos relativos u,v e w dos nés I e J expressos no

referencial local :

. [III.80]

) -, . 112
e = [ (L0+u) + v o+ w ] - L

sendo u, v, e w dados pela equagao IITI.50.
Considerandoc as equagbes III.79 e II11.60 pode-se
expressar a rotagdo relativa de torcgao e, ho referencial

mével, em fungdo das rotagdes de torgcac dos nés I e J,

expressas no referencial local :

6 =o. -o, [IIT.81]
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@ e

A diferenciacgi3o das fungdbes e, © W er ejz

. @,
iy’ Tiz'
nos leva a escrever de forma matricial a relacgdc entre os

acréscimos de deslocamentos dos nds { As, b, no referencial

local, e os acréscimos de deslocamentos dos nds | AS } no

referencial mével
{as_+ = [ B ]. {45} (III.82]

onde [ B ] representa uma matriz 6 x 9, de transformagdo

geométrica ( ver anexo A, egs A.14 e A.15 ).

I1¥1.5.2.2 - Relacdo entre os deslocamentos e

os esforgos nodais do elemento no referencial local
De acordo com ¢ principio dos trabalhos virtuais temos:
{r %485 b = {F Y. {85 } [II1.83)
n n u u .

onde { Ssn l & a matriz de deslocamento virtual, no
referencial mével, e { asu_} & a matriz de deslocamento

virtual, no referencial local.

Através da relacgidc III.82 pode-se escrever
{r tY. 1B ] {es b = {F tF.{ss } [III.84)
nt ° u ul - u ’
Dai vem que

{F,t = [ B ]t {F_} [III.85)
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Diferenciando a equagdo III.85 chega-se a
{aF_ }+ = [ B ]t {AF_} + [ AB ]t {F_} [I11.86]
u ) n "1'n ’

Considerando as equacdes III.77 e 1I11.82, a edquagao

anterior transforma-se em :
= t t

{aF b + {aa, = [B]- (K] [B].{As,} + [4B] ".{F,} (II1.87]
onde { AA } & uma matriz-coluna 9 x 1 definida por:

{aa b = [ B ]t.{AAn} [III.88)

A matriz [ B ) depende dos deslocamentos relatives u, v

é w dos ndés I e J. Portanto, exprime-se o termo [AB ] como
se segue :

[aB] = [B ]t Au + [B ]t Av + [B ]t Aw [III.89)

lu . "v . ', . .

ou ainda

[AB]t. {Fb = [ D] -{as;} [III1.90)

onde [ D ] & uma matriz 9 x 9 definida por

[D ]={[B,u]F{Fn} ; [BHJF{FH} ;B 1HF_ Y {0}} [II1.91]

onde {0} é uma matriz nula de ordem 9 % 6 e
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SF oy

t t -
[ By, 14 Fo b, [ B/, 174 F_ b e [ B, ]9 F sdo
matrizes—-coluna de ordem 9 x 1, dadas por
t 3
[B,u].{Fn} = \Dll,DZl,D31,O,O,O,O,O,01
t 4
[B, ]{F_} = |D12,D22,D32,0,0,0,0,0,0 [I1I.92)
v n \ /
(B ]t{F } = [D13,D23,D33,0,0,0,0,0 0|
Iw - n L r f r f 1 r I f

Desprezando-se os termos de segunda ordem das derivadas
sequndas das fungdes e, e f e tendo em conta a relacéao

I11.56, chega-se a

_ 3 3
D11 = —2v( M +M_. ) /L) + 2w(M; +M ) /L,
D12 = D21 = -v.N./L° + ( M. +M._ )/L®

i "o iz jz 0
2 2
D13 = D31 =

-w.N, /L% - (M., +M. )/L
w.N /L, (M; M) /g

d [III.93]
D22 = N./L +2v ( M, +M. }/L
i’ "o iz jz 0

D23 = D32 = 0

D33

i

3
N./L = 2w (M. +M, L
]/ o ( iy Jy)/ o
Podem-se substituir os esforgos nodais no referencial
mével pelos esforgos nodais no referencial local, na relagio

IIT.23. Levando em conta a equagao III.85 temos que

jxo "
jro| = L€ « [~y #M, ) /L, [III.94]
F (M; +M. ) /L

y JY o

onde { C ] & uma matriz 3 x 3 ortogocnal dada por:
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1 —v/L0 —w/L0
[c] = v/L0 1 0 [TITI.95]
W/L0 0 1

Agora podem-se escrever os termos da matriz [ D ] em
funcdo dos esforgos aplicados ao né J, expressos no
referencial local. Em se limitando aos termos de primeira

ordem, temos gue

2

D11 = 2(V.F, + w.F, }/L
jyo jzo 0
D12 = D21 = -F4 /L,
D13 = D31 = -F. /L
1 ) (III.96]
D22 = Fy, /L, = (V.F =W F /L0
D23 = D32 = 0
D33 = F._ /L + (V.F, - w.F. /L’
jxo’ "o jyo jzo 0
A equacdo III.87 agora pode ser escrita como
t
{aF b+ {sa b= | [ B[k ]-[ B 1+ [ D]|-{as,}  [III.97)

Em virtude das relagdes III.51 e III.52 chega-se &
relacdo que 1liga os acréscimos de deslocamentos aos

acréscimos de esforc¢os do elemento, no referencial local

{aF } + {an } = [K ].{a8 } (II1.98)

onde [ K ] @ a matriz de rigidez simétrica 12 x 12 do

elemento no referencial local. Ela & definida por
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k] = (1% (1 [%1- 180 + [0] ] - [n] (117.99)
A matriz-coluna { AAL }, de ordem 9 x 1, & dada por:
jam b = [T, 1588} [III1.100)

ITI.5.3 ~ Matriz de rigidez do elemento no

referencial global

A estrutura estudada é definida em um referencial
global OXYZ ortonormal direto.

Seja { F a matriz coluna 12 x 1 que contém os

x I

esforcos nodais, no referencial global

{Fxb =tFixeFiy e Fig My Myy Mg o Fog oFiyiF oo

¢ [III.101]

Moy My Mg
De forma semelhante considere a matriz-coluna A SX by

de ordem 12 x 1, que contém os deslocamentos nodais, no

referencial global OXYZ:
t
{sx}=(Ui,vi,Wi,eix,eiy,eiz,Uj,vj,wj,ejx,er,ejZ] [III.102]

A relacdo que liga as grandezas no referencial local &s
grandezas no referencial global (ver figura III.19) & funcgéo
da matriz de rotacdo | r, ], composta por 3 matrizes

ortogonais diretas (ver eqs. A.16 a A.18}.

[r,] = [rwg].[rﬁo].[raoj [III.103]
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Yo

=X

Fig. III.19 - Orientagdo inicial do elemento em

relagao ao referencial absoluto

A relagdo matricial entre os deslocamentos nodais
{ SL t, no referencial local, e os deslocamentos nodais

{ Sy }, no referencial global, & dada por
{s.t = [R] - {5yt [III.104]
onde [ RO] & uma matriz ortogonal, fungao de [ r, ] (vide

anexo A, eqg. A.19 ).

De forma semelhante, pode-se escrever
{F_ } = [Ro]t {F } (ITI.105]}
X 1L '
Diferenciando a equacgdo III.105:

{AF } = [RO]t.{AFL} [III.106]
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Substituindo a equagdo anterior na equac¢ao III.98

t
{AF b + {8a,} = [R] - [K]-{as} [III.107)
onde { ARy } & uma matriz coluna 12 x 1 dada por
t
{8a,} = [R] .{aA} [III.108)
Diferenciando agora a equagdo III.104 temos que
{as b = [R]-{AS,} [II1.109]
Substituindo a equagdo anterior na egquagdo III.107
chega-se & relacdo matricial entre os acréscimos de

deslocamentos aos acréscimos de esforgos nos nds do

elemento, no referencial global OXYZ
{AF,t + {bAL} = [Ky]-{as,} (III.110]}

onde [ K ] é a matriz de rigidez simétrica do elemento no

referencial global OXYZ, dada por

[X,] = [RD]t. [x]-[R] | {III.111])
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I11.5.4 - Método incremental - iterativo de

equilibrio da estrutura

I111.5.4.1 - Algoritmo de resolugio

A cada acréscimo de carga { AP } realizado, utilizam-se
as matrizes "corda", que ligam os acréscimos de esforgos
nodais aos acréscimos de deslocamentos nodais, como base do

método de substituicdes sucessivas, conforme mostrado na

figura III.20 .

Ar

2N —

Us Us+ AU U

Fig. III.20 - Método de substituigdo

utilizando matrizes corda

0 proklema nac-linear & determinar, para um acréscimo
de carga { AP }, o acréscimo de deslocamentos
correspondente.

0 método consiste em construir um conjunto de solucgdes

{ AU }O . 4 AU }1 ; ..+ 4, {4 8U }i , onde cada solucdo &
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obtida em funcdo da solugdao anterior, conforme a egquagdo

III.112.
{apt + {AA},_ = [K];_ | . {AU}, [III.112]

A solucgdo, expressa em deslocamentos, ¢é alcangada
guando entre duas iteragdes sucessivas a norma Euclidiana n,
da variagdo de deslocamentos for inferior ou igual a uma

toleridncia Tu:

1/2
<{AUp.—- <AU}. > . AU . -4 AU ;.
n_ = 140~ 18015, 80440} < T, [ITI.113]

u <qu b + {aub> L {{u b + {AU} b

onde U }  representa o vetor de deslocamentos da
estrutura, correspondente & ltima etapa estavel.

Se apds um certo namero de iteracgdes o critério dado
por IIT.97 ndo for satisfeito, considera-se gue ocorreu uma
divergéncia e o processo iterativo é reiniciado, dessa vez
com um passo de carga igual & metade do antecedente.

A instabilidade da estrutura, matematicamente, é
alcancada gquando sua matriz de rigidez deixa de ser positiva
definida, sendo esse um critério de divergéncia adotado, a

fim de se evitar iteracgdes desnecesséarias.
I11.5.4.2 - Sequéncia de calculo
A andlise da estrutura & realizada em se incrementando

0 parametro de carregamento o .

Seja a etapa e onde & conhecida a configuragao da
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estrutura : deformacdes, deslocamentos e solicitagdes; onde
o parametro o apresenta o valor oy Considere agora o vetor
de acréscimo de cargas externas nodais { AP }, de forma que

¢ parametro a, passa a a onde « = ae+Aa.

e+’ e+t
Os passos a serem realizados, visando a determinagao da
resposta da estrutura a esse acréscimo de cargas s3o 0s

seguintes :

a) Supde-se conhecido o valor do acréscimo de deslocamentos

nodais { AU } , inicialmente tornado nuloj

b} O valor do acréscimo de esforgos nodais no referencial
mével AF } & determinado, para todos os elementos da

estrutura, através da relac¢do abaixo

{aF b = [K ]-{as_ t - {aa_t} [III.114]

Os valores das matrizes [ K ] e { AA_} sdo obtidos da
iteragao precedente. 0 vetor do acréscimo de deslocamentos
nodais { AS_ } & determinado utilizando o vetor { AU} e as
relacdes IIT1.109, III.50 e III.82. A matriz [ B ] & obtida
da etapa precedente.

Se existirem deslocamentos liberados em um elemento,

altera-se o vetor { AS, } através da relagdo III.109;

c} Estando os vetores { AF b e { & } ( vetor de deformagdes
da etapa anterior ) determinados, procede-se ao equilibrio
das secbes. O acréscimo de solicitagdes em uma segdo de

cdlculo { AF_ } & determinado através da relagdc III.66.
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Para o incremento eventual de protensao sobre a seg¢do s3o
utilizadas as relagdes III1.32 e III.33. A segdo &
equilibrada resolvendo-se o sistema ndc-linear de III.37. Se
o equilibrio da segdo ndo for atingido isso significa que
houve ruptura da segido ou que o numero de iteracgdes fixado a
priori nd3o foli suficiente. Dentro desse Gltimo caso o

cdlculo & refeito com um passoc de carga Aa menor;

d) Com o equilibrio da segac atingido, & conhecido o
acréscimo de deformagdes { As }. A matriz de rigidez [ K_ ]
de cada elemento, assim como o vetor { AAn b, sao
determinados segundo o métode apresentado nos itens

II1.5.1.2 e II1.5.1.3.

e) A matriz [ K 1 eo vetor { AR }, no referencial local,
30 determinados através das egquagdes I1I11.99 e III.100. A
matriz [ K ] é modificada para levar em conta as eventuais
liberagdes de deslocamentos;

f) A matriz [ K e o vetor { AA, |, no referencial

x ]
absoluto s3o determinados por meio da matriz de rotagdo

{ R ] e das relagbes III.108 e III.111;
0

g) A matriz de rigidez da estrutura [ K ] e o vetor devido a

agdo eventual da protensdo { AA }, sdo entdo formados;

h) ©Os acréscimos de deslocamentos nodais da estrutura
{ AU }, correspondentes a iteragdo em curso, sdo obtidos

resolvendo-se o sistema I111.112;
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i) Procede-se agora & verificagdo da convergéncia, através
da relacdo III.113. Se o teste de convergéncia nao for
satisfeito, o cédlculo & repetido com o novo valor de { AU }.
Entretanto, a ndo convergéncia pode se dever a instabilidade
do conjunto ou & um numero insuficiente de iteragdes que
assegurasse a convergéncia; dentro desse caso, o calculo &

refeito com um passo de carga menor.

j) Ao fim de cada etapa, sdo calculados os deslocamentos
nodais totais { 8 |} e os esforgos nodais totais {F_ t, no
referencial local, assim como os deslocamentos nodais totais
{ U} e as cargas externas totais { P }, no referencial
global, acumulando, dessa forma , os acréscimos de cada

etapa aos valores da etapa anterior;

1) Antes de passar & uma nova etapa de carregamento, as
matrizes [ B ] e [ D] tém seus valores corrigidos em funcgao
dos deslocamentos obtidos { U }. Essas matrizes exprimem a
nio-linearidade geométrica do problema e sao mantidas
constantes durante cada etapa levando & uma sub-estimagao
dos deslocamentos devidos aos efeitos de segunda ordem.

Para contornar esse problema, dentro da etapa em curso,
é efetuada uma corregdo através da introdugdo de um

carregamento ficticio { Ap™ b, obtido através de :
* *
{AP"} = {P} - {P} [III.115)

*
onde o vetor de cargas { P } & obtido dos esforgos nodais

{ FX }, somando os esforgos que os nds exercem sobre os
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elementos que a eles estdo ligados. As reagdes de apoio, que
resultam do equilibrio dos nés, nao sdo consideradas no

* . . " =
vetor { P }. A fiqgura III.21 ilustra o método de corregao.

-

0 algoritmeo & dispensado dessa etapa de corregao se a

norma Euclidiana ne dos esforcos for inferior ou igual a uma

certa tolerancia Tf

<bP*> . {AP} 172
[ s 5T < T, [III.116)

m) A carga de ruina & obtida guando o algoritmo de resolugao
diverge para um acréscimo de carga inferior ou igual & uma

precisdo fixada a priori.

dp

P,

Us U.+ AU U

Fig. III.21 - Estado de equilibrio da estrutura

antes da etapa de corregao

Um fluxograma da sequéncia de calculo apresentada é

mostrado na fig III.22
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ETAPA
EQUILIBRADA
—[{AP}={AP}/2]———— ]

[_{aAp} ]
l

T~

[ {AUjo ]
i

o~

ITERAGAO SOBRE 0S
ELEM.DA ESTRUTURA

!

[ {AFn} |

DIVER- ITERAGAO SDEBRE
GENCTA A SECAD

l

PESQUISA ITERATIVA
DE EQUIL.DA SECAO /

1}

[[Kn], {AAn} ]

N [[KL], {AAL}]

[ [Kx], {AAx}]

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ [K)
E Do VETOR {AA} DA ESTRUTURA

J

RESOLUGAO DO SISTEMA NAO-
LINEAR: {AP}+{AA}=[K].{AU}

= CONVERGEBNCIA =
DIVER— NAO DA NORMA DOS NAOC

! PR [{AU30={AU} ] ——
CENCTIA DESLOCAMENTOS

] siM

acQMurLo pE: {P};
{U};{FrL};{SrL};{38}

ETAPA DE CORREGA
CALCULO DO CARREGAMENTO
EQUILIBRADO : {P }

1

CONVERGENCTIA
DA NORMKA DOS
ESFORGOS

(8P*y={P}-{P"} |

|RESULTADOS|

Fig. III.22 - Fluxograma simplificado de uma etapa
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CAPITULO IV
O SISTEMA SNOB - EXEMPLOS DE APLICACAO

O sistema SNOB consiste em um sistema para andlise
nido-linear fisica e geométrica de podrticos planos enm
concreto armado, protendido e estruturas mistas. Ele foi
adaptado a partir do sistema SNOT apresentado em NAIT-RABAH
(1990), voltado para pdrticos espaciais e gue tem como base
a formulacidoc apresentada no capitulo anterior.

0 sistema SNOB & composto de trés grandes programas,
ligados entre si através de arquivos binarios. 0s programas
sdo os seguintes:

- ANALYSE, para a anadlise da estrutura
- RESUL2, para a edigdo dos resultados desejados
- GRAPH2, para saidas graficas de alguns resultados

Os mbédulos ANALYSE e RESULZ 7ja& estdo instalados e
funcionando, faltando apenas instalar o médulo GRAPH2. Esse
mdéduleo ndc foi ainda instalado pois utiliza diversas
subrotinas da biblioteca do sistema MODULEF
( desenvolvido na Franca ), das quais diversas sao
nac-portaveis.

A fim de verificar se o método de célculo exposto no
capitulo III é adequado para aplicagao em estruturas em
concreto armado, sdo apresentados alguns exemplos due foram

objeto de estudo experimental.
Iv.1 - Exemplo 1

O pértico a sequir foi ensaiado em Austin por Fergusson

e Breen e estudado numéricamente por Nait-Rabah, ESPION
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(1986) e MARTINS (1979), entre outros. Sua geometria e segao
transversal sdo apresentadas na fig.IV.1.

Como indica a figura IV.l1l, o pdértico & carregado por
duas cargas H e P onde & mantida constante a razao de
H/P=0.01. As cargas s30 aplicadas instantaneamente,
crescendo até a ruina. A discretizagdo do pdrtico foi
realizada de forma semelhante &quelas feitas por Espion e
Nait-Rabah, utilizando 16 elementos de igual comprimento. A
discretizacao de Martins consistiu em trés elementos de

igual comprimento por membro, totalizando 12 elementos.

P+H | PH -
l |
3 Id
- H/P=0.01
h
v ¥ | ——|1a
A ke
oo
< S
L

Fig. IV.1 - Geometria do pdrtico de Fergusson e Breen
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DIMENSOES (mm) VIGAS COLUNAS
h 31 i01.6
b 152.4 152.4
a 21.2 18.2
Quadro IV.1 - Dimensdes do pdrtico de Fergusson e Breen

As vigas sdo simetricamente armadas com taxa de
armadura de 8% . As colunas também s8o simetricamente
armadas, s® que com .uma taxa de armadura de 1.9% .0 limite
de elasticidade do ago utilizado nas vigas & de 410 MPa e
nas colunas & de 400 MPa, apresentando em ambos 0S casos um
comportamento igual para tragdo e compressdo, idealizado
através de um diagrama tensdo-deformagdo elasto-plastico
perfeito com mdédulo de elasticidade igual a 206 GPa.

0 concreto tem resisténcia maxima & compressdo, 0; .
igual a 22.5 Mpa. Assim como Espion e Nait-Rabah, adotou-se
a lei pardbola-retdngulo com a deformagcdo de pico, 56 ,
correspondente  a G; , igual a 20/00. 0 mddulo de
elasticidade na origem & igual a 22.5 GPa. Em nossa andalise,
assim como nas outras, a resisténcia a tragac do concreto é&
desprezada.

A curva deslocamento do canto superior direito
( ponto B) x carga P ( fig. 1IV.2 ), obtida através do
sistema SNOB, apresenta uma boa concordancia com as curvas
dos outros autores citados e com a curva obtida do resultado
experimental ( a curva experimental foi levantada em ESPION

(1986) ).

A carga maxima experimental obtida foi de P = 141 KN,
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de acordo com Espion. A carga critica obtida por Nait-Rabah
e Espion foi de P = 145 kN, enguanto que através do SNOB
chegou~-se a P = 151.9 kN. Martins obteve P = 139.7 kKN. O

guadro a seguir resume os resultados obtidos.

RESULTADO | EXPERIM| SNOB SNOT |ESPION |MARTINS %%%%ﬁ
P (kN) 141.0 | 151.9 | 145.0 | 145.0 | 139.7 | 1.08
* * k * %k
§ (mm) 61.0 53.0 56.4 49.4 55.1 0.87

* valores obtidos em MARTINS
** valores obtidos graficamente em ESPION e NAIT-RABAH

Quadro IV.2 - Resultados do pdértico de Fergusson e Breen

Ndo temos os pardmetros utilizados por Nait-Rabah neste
exemplo, portanto ndo podemos afirmar termos repetido a
simulagdo por ele adotada. Além disso, as peguenas
diferengas de resultados entre o SNOT e o SNOB podem se
dever a residuos numéricos acumulados no SNOB devidos a
adaptacdo do sistema de aplicacgdes tri para bi-dimensionais.
Nesta hipdétese, ao serem realizadas integragdes pelo SNOB
nesta terceira diregdo, onde as deformagdes e solicitagdes
deveriam ser nulas para uma estrutura bi-dimensional,
acumular-se—iam residuos que causariam tais diferencgas. Isso
seria causado por uma utilizacdo de matrizes e vetores
originais do SNOT, adaptados apenas através da anulacgao
numérica das deformacfes e solicitagbes correspondentes a
direcadoc eliminada e que poderia nao corresponder a um zero
absoluto. Vale salientar que o SNOT foi desenvolvido antes
do SNOB, sendo este desenvolvido para wutilizacdo no

laboratdério de estruturas do CEBTP, uma vez gque a maloria
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das estruturas 14 ensaiadas eram bi-dimensionais.

Outra possivel fonte de diferengas de resultados entre
SNOB e SNOT pode se dever ao fato de que o SNOT, ac analisar
estruturas bi-dimensionais, nao estaria zerando as
deformacdes e esforgos na diregdo cabivel, causando um

acimulo numérico de erros.

—_—
P (kN)

E-X-)

140 -

1=20 2

o~
s
z
L00 7,
g
= Experimental
80 — Nait—Rabah
< Espion

so -+ snor

4 O

=20

(s
=] =] 10 15 20 286 30 35 -4 O a5 50 55 g0 a5
_ d (mmj,

Fig. IV.2 - Curva desl. horizontal do ponto B x carga

IV.2 - Exemplo 2

Com o objetivo de investigar o efeito de um
carregamento ciclicamente alternadoc no comportamentc de
pérticos em concreto armado, BERTERC E McCLURE (1964)
ensaiaram cinco pdrticos, dos quais dois foram submetidos a

um carregamento instantdneo, crescente até a ruina. Desses
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dois poérticos, o podrtico ndmero 1 sofreu descarregamento
durante o ensaio, devido a problemas técnicos, sendo entao
aqui analisado apenas o podrtico nuamero 4. Esse poértico,
agsim como o© de numero 1, também foi estudado por

ESPION (1986).

A figura IV.3 mostra a geometria e carregamento do
portico. Sua segdo transversal é& simetricamente armada e

constante ao longo das colunas e da viga.

P
506 mm 506 mm
o ¢ iq »|

Se¢do Transversal

Viga e Colunas

;
© A[—1d'
o
h
h 4 1d’

Fig. IV.3 - Geometria do pértico de Bertero e McClure
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DIMENSOES
h 101.5 mm
b 73.0 mm
a’ 17.5 mm
A, = A; 129.0 mm°

Quadro IV.3 - Dados da seg¢do transversal do poértico de

Bertero e McClure

0O ago & do tipo encruado e tem as seguintes

caracteristicas:

o = 332.3 MPa o = 457.1 MPa
e r

€ = 0.028 E_ = 206.9 GPa
51 S

€ = (.00161 € = 0.180
y Su

A tensdo maxima de compressao do concreto, U; , wvale

23.1 MPa. Todos os outros dados a respeito das propriedades
do concretc foram obtidos em Espion, uma vez due na
referéncia BERTERO E McCLURE (1964) naoc h& nenhuma mencgaoc
sobre tais propriedades. Sendo assim, adotou-se , como
Espion, um mdédulo de elasticidade na origem E = 23.0 GPa,
com deformagdco maxima do concreto tracionado igual a
e = 0.10 ®Jeo e do concreto comprimido igual a €=2 ® /oo .
Conforme mostra a figura Iv.4, a curva
deslocamento horizontal do ponto B (canto superior direito)
X carga, obtida pelo sistema SNOB, apresentou uma boa
concorddncia com a curva experimental e com a curva de

Espion até o final da parte linear, gquando entdo a andlise

era interrompida pelo SNOB. Até o momentc do fechamento da
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presente tese ndo fol possivel identificar o por gqué do
problema. Admite-se que seja provavelmente causado por erros
numéricos devidos talvez & adaptacdoc do sistema para
aplicagdes em estruturas bi-dimensionais, e gue, acumulados
ao longo das diversas e repetidas integragdes realizadas
durante a analise, assumiram maiores propor¢des neste caso.
O0s trabalhos de desenvolvimento ora em curso cuidam de

eliminar esse inconveniente.

— Experimental
-+ Espien
- SNOB
a4 O as S50 Y-
d (mm)

Fig. IV.4 - Curva desl. horizontal do ponto B x carga

IV.3 - Exemplo 3

RODRIGUES (1985) realizou ensaios de flambagem em
diversos porticos em concreto armado, dos quais
apresentaremos dois pdérticos, o P2A e o P3B. Seus resultados

foram comparados com os resultados obtidos do programa
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PORT2, que é& uma versdo modificada do programa PORT (vide
GARCIA (1974)), adaptada a uma melhor simulagdo tedrica das
condicbes de ensaio, inclusive com a previsaoc de grandes
deslocamentos e rotacgodes.

A geometria dos pérticos encontra-se na fig. IV.5. A
inclinag¢d3o das colunas, de cerca de 1.5/250, foi introduzida
intencionalmente, <c¢om o Dpropdsitc de obrigar gque o
deslocamento lateral do pértico se desse no sentido mostrado
na figura, devido ao esquema de montagem do ensaio. A
excentricidade da carga em relag¢do ao eixo do pilar, e, vale
80 mm e o recocbrimento das armaduras vale 15 mm. As vigas e

colunas de ambos os pérticos tém armadura simétrica.

5 P
r 1
|

= B
A |
A L
'*5 H
e
E Segoes Transversais
2-2
§ 1 41 1-1
~ | 4 N
! | Il
v —p
- ‘é> £é> 15 h
<4 ﬂ
2000 mm

Fig. IV.5 - Geometria dos pérticcs P2A e P3B
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DIMENSOES P22 P3B
VIGAS |COLUNAS| VIGAS |COLUNAS
h (mm) 200 100 250 100
A = 4 ¢ 6.3|8 ¢ 6.3|3 ¢ 6.3|8 ¢ 6.3
Quadro IV.4 - Dados da segdo transversal dos

porticos P2A e P3B

apenas

experimentais

ate

e dos

ponto de

resultados fornecidos pelo PORT2
resultados fornecidos pelo SNOB.

resultados

carga

(até certo ponto) e

As caracteristicas fisicas do concreto e do ago sao
apresentadas nos guadros IV.5 e IV.6.
PORTICO| o_(MPa)| o (MPa) E_(GPa)
P2A 22.0 2.3 23.0
P3B 21.5 2.5 23.6
guadro IV.S5 - Caracteristicas fisicas do concreto
PORTICO o (MPa) Uy(MPa) o (MPa) E_(GPa)
p2Aa 405 545 665 208
P3B 365 535 705 199
Quadro IV.6 - Caracteristicas fisicas do ago
As figuras IV.6 e 1IV.7 contém as curvas carga X
deslocamento horizontal do ponto B e mostram uma boa
concordancia entre os resultados experimentais, 0s

As curvas dos resultados

do

maxima,

para

efeito

PORTZ2foram tracgadas

de

comparag¢iaoc com 0s resultados do SNOB, uma vez gue os ensailios

as
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e aquele programa utilizaram controle de deslocamentos, ao
contraric do SNOB, gue utiliza controle de carga. As curvas

dos resultados do PORT2 foram obtidas graficamente.

P (kN)

—E s perimental

=er = TNOR
W BORTE
< O
20
1 i 1 | 1 1 ] | I l 1
OD = 10O 15 20 25 30 S5 40 45 50 55 &0

d (mm)

Fig. IV.6 - Desl. horizontal do ponto B x carga P - P2A



95

P (kN)
120
100 |—
S0 |
T Experimental
50 T SNOB
K porT?
4o
20
o ] ! ! 1 ! 1 1 1 : )
o = 1O 15 20 25 30 35 40 45 S50 S5
d (mm)
— —

Fig. IV.7 - Desl. horizontal do ponto B x carga P - P3B

Os quadros IV.7 E IV.8 resumem os resultados obtidos
para a carga maxima e deslocamento horizontal do ponto B.
Rodrigues comparou seus resultados com os resultados obtidos
através do programa PORT2, que forneceu uma carga maxima de

104.2 KN para o pdébrtico P2A e 101.8 kN para o pdrtico P3B.

RESULTADO § (mm) | P (KN) | & / & P/ P

B max EXP EXP
EXPERIMENTAL 37 97.6 1.00 1.00
SNOB 32.9 105.2 0.89 1.08
PORTZ 58.0* 104.2 1.57 1.07

* valor retirado de graftico

Quadro IV.7 - Resultados para o pdrtico P2A
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RESULTADO 5 (mm) | P (kN)| & /& __| P/ P_
EXPERIMENTAL 33.8 106.5 1.00 1.00
SNOB 29.6 105.4 0.88 0.99
PORT2 52.0 101.8 1.54 0.96

* valor retirado de grafico

Quadro IV.8 - Resultados para o pdrtico P3B

Conforme & mostrado pelos gquadros IV.7 e 1IV.8, os
resultados o©btidos pelo SNOB se apresentam bastante
satisfatérios, em relacido aos experimentais, com peguena
margem de erro. Como se observa, o0s erros cometidos em
relacido acs deslocamentos sdo maiores que os erros cometidos
em relagdc & carga maxima, © gue ndo surpreende pelo aspecto
das curvas deslocamento x carga ( com fracas declividades )
junto a esse ponto limite. Note-se, inclusive, em relagdo ao
programa PORT2, como tais discrepdncias mostraram-se bem
mais acentuadas.

Observa-se que as difereng¢as de rigidez entre modelo e
ensaio, como indicam as curvas do pértico P27, podem ser
atribuidas a variacfes de caracteristicas da estrutura real
que ndo foram reproduzidas no modelo matemético, seja por
nao terem sido relatadas no ensaio, seja pela

impossibilidade do modelo adotado de incorporéa-las.
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capPITULO V
CONCLUSOES

Foram apresentadas diversas propostas para analise néo
linear fisica e geométrica de estruturas. Tendo em vista
aplicagdes especificas para estruturas em concreto armado,
concreto protendido e estruturas mistas e, procurando uma
solugdo que tivesse um minimo de exigéncia para adaptacao,
foi proposta a formulagio apresentada no capitulo III e a
utilizacdo do sistema SNOB.

Os exempleos apresentados no capitulo anterior, com
excecdo do exemploc 2, apresentaram boa concorddncia com
resultados experimentais e com resultados apresentados por
outros autores.

0 sistema SNOB ainda nd8o se encontra completo para plena
utilizagdo, faltando ainda a instalagdoc do médulo GRAPH2.
Outra tese, gue se encontra em desenvolvimento, completara o
sistema.

Os problemas apresentados no exemplo 2 do capituloe
anterior ficaram pendentes de justificativa e de solugdo, o
gque de forma alguma invalida a formulagac ou o sistema.
Quanto & protensdo, apesar do mdédulo ANALYSE estar preparado
para anadlise deste tipo de estruturas, devido a dificuldades
iniciais para implantagcido do sistema, ndo houve tempo para
um maior aprofundamentoc nesse assunto, gque fica como
sugestao de objeto de estudo para a continuidade do presente
trabalho, assim como a solugdc dos problemas apresentados no
exemplo 2.

Como continuidade ao presente trabalho, sugere-se que o

sistema seja levado para outras plataformas tais como
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ambiente Unix e MS/DOS, onde podera ter uma melhor interface
com © usuario e mais ferramentas para apresentagdoc grafica
dos resultados.

Além disso, pode-se citar também, como sugestdo, a
incorporagdo do método do comprimento de arco & formulagao
de Nait-Rabah, visando melhorias nos resultados numéricos.
Outra sugestao seria o retorno do sistema as aplicagdes em
estruturas tridimensionais.

A incorporag¢do da influéncia dos métodos construtivos no
equilibrioc da estrutura poderd ser uma contribuicao
importante ao alargamento do alcance do sistema ora em

desenvolvimento.
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ANEXO A

Neste anexo serao apresentadas equagbdes complementares

ao método de calculo mostrado no capitulo III.

- Matrizes [K1p]'[K12p] e [K2 ]:

p

Npl 1 zpi ypi
3
= - - , . . . . A.l
[Km] izl %ﬂ Apl cos a; Zpl zp12 ypl zpl [ ]
Ypi Ypi*Zpi Ypi?
N 1
pl 5
[K_]= £ E .,.A ..sena.cosd.{ 2_., .[ R .} [A.2]
12p i=1 pl pl 1 1 Pi pl
ypi
p1 . t
[K.]= £ E ,.A ..sen a.cosa..[R .][R .] [A.3]
2p . pl pl 1 1 pl pl
1=1
- Matriz [To]
-1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
o 1 o o 0o 6 © 1 0o 0 0o O
o -1 o 60 0o o0 o0 1 o 0o O
o 0 ¢ 1 0 0o 0 0O ©0 0o O O
[To}j=| 0 0 o0 06 1 0 0 O O O 0O O [A.4]
o o 0 0 o0 1 ¢ 0o 0o 0o 0O o0
0O o 0 0 ¢ 0 0 0o O 1 0 o0
o o o O O O O 0 0 0 1 O
| 0 0o 0 0 ¢ 0 0 0 O O O 1 |
- Matriz [raB] devida aos deslocamentos de translacdo dos
nés I e J:
cosd.cosf  senfB senc.cosf
= |-cosa.senf cosf -senc.senf [A.5]

(£ p]

—-sena 0 CosSx
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onde a representa a rotacdo (negativa) em torno do eixo Yot

dada por:
o = arcsen(w/LX) [A.6]
com,
_ 2 2.1/z2
LX = [(L0+u) + w] _ [(A.7]

e B a rotacao em torno de 2 ¢t
B = Arcsen(v/L) [A.8]
com o comprimento L do elemento, apds deformado, dado por:

L = [(L0+u)2 + v o+ w?)t/? [A.9]

- Matriz de transformacgac [rw], gque leva em conta a rotacgéao
em torno do eixo x e tem como colunas os cossenos diretores
dos eixos xyz no referencial Xy 24 ( conforme estd mostrado

na figura III1.15)

1 0 o
[rv] = |0 cosy seny (A.10]

0 —-seny cosy

Em virtude da hipdtese das pequenas rotacdes em presenga da
unidade, e conforme as relagdes A.5 a A.10, a matriz [r] é

dada por:

[r] = -8 1 ¥ [A.11]
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- Matriz que liga os esforgos nodais no referencial mével

aos esforgos nodais independentes:

[T]= [A.12]

COOoOO O
[eRelelal e
OO CHKOO
OO OO

=

o
QO OOCO
O OO QCOQ
POoOQoOooo

- Matriz que liga os esforcos nodais no elemento e as

solicitacg¢des na secdo, no referencial mével

(-1 0 0 0 0 0
0 (1-x/L) 0 0 -x/L 0
(L)) = | o o _(11?£L) 0 o T;E [A.13)
0 -1/L 0 Q -1/L 0
0 yC/L zc/L -1 yc/L zc/L

- Matriz [B ] de transformagdo geométrica, onde a notagao

A, indica a derivada parcial de A em relacgdo a k

e, e,. ,, 0 0 0 o0 0 0
. 0 ' 1 0 0O 0 ©
-8, -B,, B,, 0 0 1 0 0 0
[B] = 0 0 0o - o 0 1 0 o0 [A.14]
o, 0 o, 0 0 a 0 1 0
-8B, =B, B, 0 0 0 0 0 1

Na hipétese de pequenas rotagdes e pequenos deslocamentos, &
suficiente  tomar oS termos de primeira ordem no
desenvolvimento de séries das derivadas parcials das fungdes

o e 3. Neste caso a matriz [B] se escreve:
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[ 1 v/L, w/L 0 0 0 0 0 0 1
-w/LZ 0 /L, 0 1 0o 0 0 0
v/Lf; -1/L, © o 0 1 0 0 0
(Bl = 0 0 o -1 0 o 1 0o 0 [A-15]
—w/LE 0 i/L, © 0 0o 0 1 0
V/Ls -1/L, 0 o o o o 0 1 |
- Matrizes [rao]’[rﬁo] e [ryo]
cosa 0 sena
0] 8]
[r,o] = 0 1 0 {A.16]
—sencx0 0 COSX
cosBO senB0 0
[rBo] = —senB0 cosB0 0 {A.17]
|0 0 0 |
1 0 0
[rwo] = 0 cosy, seny [A.18]
L 0 —semro COS’.YO_.

Os angulos o e Bo sdo funcao das coordenadas nodais no
referencial absoluto, ligade a estrutura. O angulo 7 é o
angulo gue os eixos principais Y, € 2, fazem com os eixos Y
e 2.

A matriz de rotacao [Ro], fungdo de [ro}, é dada por

(R, = [r,] [A.19]



