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Este trabalho apresenta a formulagio e implementagdo numérica de um
algoritmo geral de solugdo para problemas de estruturas elasticas,
geométricamente ndo-lineares, no contexto do método dos elementos finitos. Em
particular, problemas onde as  instabilidades s@o partes esenciais do

comportamento.

As equagOes principais para a analise do equilibrio, estabilidade e estados
criticos de sistemas eldsticos discretos, sd3o obtidas mediante a aplicagio da
técnica das perturbagbes diretamente sobre as equagbes nio-lineares de
equilibrio. Esta técnica permite expressar as solugdes das equagbes nao-
lineares, usualmente chamadas caminhos de equilibrio, como expansdes de Taylor
paramétricas. E utilizado o comprimento de arco destes caminhos como parametro
de perturbacio e s&o apresentadas férmulas gerais de recorréncia que permitem a
obtengdo destas expansGes até a ordem desejada numa forma computacicnalmente

eficiente.

Estas expansdes sdo introduzidas como preditores de alta ordem num algoritmo
incremental de sclugdo, sendo desenvolvida uma implementacdo adaptativa que
permite uma completa automatizagdo do processo de calculo, que fornece a
identificagdo de pontos de equilibrio critico e wuma descrigdo precisa do

comportamento inicial pds-critico.

Sdo apresentados varios exemplos numéricos cujos resultados sfo usados para

discutir as propriedades do algoritmo desenvolvido.
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This work presents the formulation and numerical implementation of a general
solution algorithm for elastic geometrically non-linear structures in the
context of the finite element method. In particular, problems where

instabilities are essential parts of the behaviour.

The main equations for the equilibrium, stability and critical state
analysis of discrete elastic systems are obtained by means of the perturbation
technique, which is applied directly to the non-linear equilibrium equations.
This technique gives the solutions of the non-linear equations, usually called
equilibrium paths, in the form of parametric Taylor expansions. The arc-length
of these paths is used as perturbation parameter, and general recurrence
formulas are presented which gives these expansions till the desired order in a

computational efficient manner.

These expansions are introduced as high order predictors in an incremental
algorithm and an adaptive implementation is developed which permits the complete
automatization of the computation process, giving the identification of critical
equilibrium points and an accurate description of initial post-critical

behaviour.

Several numerical examples are presented, and the results are used to

disscuss the numerical properties of the developed algorithm.
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CAPITULO |

INTRODUCAO GERAL

Para uma adequada descrigiio da estabilidade do comportamento de sistemas
estruturais € necessdrio obter a solugio das equagBes de equilibrio considerando
a variagdo dos parametros do sistema tais como a intensidade da carga,
amplitudes de imperfeigdo, variaveis de projeto, etc. De consideravel interesse
¢ a localizag8o e caracterizagdo de pontos criticos nestes conjuntos de

solugdes, isto é pontos limite e de bifurcacso.

Atualmente existem duas estratégias para a solugio destes problemas; a
primeira estd baseada na técnica das perturbagBes. As bases desta estratégia
foram estabelecidas em 1945 por Koiter que desenvolveu um método geral para a
andlise de problemas de bifurcagdo em elasticidade ndo-linear . A segunda
estratégia estd baseada nos métodos de continuagdo [2M3) Sua aplicaciic em
engenharia estrutural ¢é mais recente, sendo introduzida com a aplicagio do

método dos elementos finitos na analise nio-linear.



A técnica das perturbagBes estd baseada em expanses em séries de poténcias
e, portanto, seus resultados aproximam a solucio localmente, isto é, em torno de

pontos pre-determinados da solugio nos quais as séries sic avaliadas.

O método desenvolvido por Koiter !l estava orientado a meios contfnuos e
suas aplicagSes foram predominantemente de natureza analitica. As adaptagBes
desta técnica, tendo em vista o desenvolvimento de procedimentos numéricos para
a andlise das analogias discretas das equagdes continuas, foram introduzidas na

década dos sessenta e posteriormente.

Em contraste as técnicas de perturbacdo, os métodos de continuagdo produzem
resultados que ndo estio confinados a uma regifio particular do espago solugio.
A principal diferenga com a técnica das perturbacdes é o uso de métodos de
iteragdo. Os métodos de continuagio pertencem A classe de procedimentos do tipo
preditor-corretor. Eles fornecem a solugdo na forma de um conjunto de pontos.
Estes pontos sdo calculados passo a passo ao longo da curva solugdo,

Outra possibilidade é a utilizagdo de técnicas de redugdo 4101, que
consistem em definir uma base reduzida de fung¢Ses de aproximagio, as quais podem
ser obtidas pela técnica das perturbagBes, e solucionar o problema reduzido por

métodos de continuagio.

Para extender o dominic de aplicabilidade da técnica das perturbagdes é
possivel combinar esta técnica com os métodos de continuagdo. Isto foi feito por
Walker ! que apresentou uma forma incremental da técnica das perturbagéés,
usando as solugdes obtidas com esta técnica como preditores de alta ordem num

algoritmo preditor-corretor do tipo Newton-Raphson.

Na referéncia [I2] Eriksson descreve a utilizagio de varios preditores
baseados em expansSes de Taylor de segundo e terceiro grau, extrapolacgio
Lagrangeana e alguns métodos usualmente empregados para a integracio de
problemas de valor inicial. Em referéncias prévias [13],[14] o mesmo autor
descreve a utilizaco de preditores baseados em expansdes de Taylor de segundo e

terceiro grau deduzidas da teoria geral da estabilidade 115)I16]

Neste trabalho € desenvolvida, de maneira independente, uma técnica do tipo

preditor-corretor onde ¢é utilizada a técnica das perturbagles na etapa de



predigdo, mas sem limitar a ordem dos termos retidos das expanses de Taylor.
Para isso foram desenvolvidas férmulas gerais de recorréncia que permitem
calcular estes termos até a ordem desejada. A estratégia adotada consiste em
calcular um preditor de quinta ordem onde os termos de quarta e quinta ordem s3o

utilizados para estimar o erro da aproximagdo gerando uma técnica adaptativa.

No capitulo Il s3o apresentados alguns conceitos basicos da teoria geral da
estabilidade de sistemas discretos e € feita uma breve descricio da analise

estatica de sistemas estruturais.

No capitulo III sio apresentados algumos conceitos basicos da mécanica do
continuo, particularizando alguns aspectos relacionados com a nao-linearidade

geométrica de estruturas esbeltas.

No capitulo IV sfc desenvolvidas as equagdes gerais da técnica das
perturbagdes, sendo analisada a aplicagdo desta técnica em pontos criticos de

equilibrio.

No capitulo V é apresentada a formulagio matricial das equagles desenvolvidas

no capitulo anterior, quando aplicada a sistemas estruturais discretos.

No capitulo VI as equagdes anteriormente deduzidas sfo desenvolvidas para o

caso particular de um elemento finito de pértico plano.

Q capitulo VII descreve a implementagido computacional e sfo apresentados os

resultados numéricos.



CAPITULO I

ESTABILIDADE DE SISTEMAS CONSERYATIVOS DISCRETOS

INTRODUGAO

O presente capitulo apresenta de forma sumaria os conceitos basicos e
definigbes relativas a estabilidade de sistemas conservativos discretos. O
capitulo estd dividido em trés segbes, a primeira relativa a sistemas discretos
onde é introduzido o conceito de coordenadas generalizadas e sdo deduzidas as
equacBes de equilibrio para este tipo de sistemas. Na segunda seg3o apresenta-se
a definicdo de estabilidade e sua particularizagio a sistemas conservativos, e

na terceira segio é feita uma breve descrigdo da andlise estatica de sistemas

estruturais.



If.1 - SISTEMAS DISCRETOS

I1.1.1 - TRABALHO E ENERGIA

Uma parte especifica do universo fisico, ou uma quantidade especifica de
materia que ¢ identificada para seu estudo é chamada um sistema. Um sistema é
composto por particulas e forgas que atuam sobre estas particulas. A posigdo de
cada particula no espago € definida por um vetor posigdoc r relativo a um sistema

de coordenadas fixo no espago.

A variagdo de posigdo de uma particula no tempo é chamada o movimento da
particula. A cada particula é atribuida uma grandeza nd3o-negativa chamada massa

que ndo varia durante ¢ movimento.

Considere~se uma particula de massa m em movimento sobre uma curva s sob a

agdo de uma forga F :

Xag

FIGURA II.1 - Movimento de uma particula.

0O incremento de trabalho associado com o deslocamento da particula da posigdo

r a posigdc r + dr é definido come o produto escalar dos vetores F e dr :
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AW = Fldr = ¥ Fg dry (1L.1)

Esta expressio ndo deve ser interpretada como uma verdadeira diferencial de uma
fungio W , sendo como uma expressdo infinitesimal. Em muitos problemas fisicos a
forga atuante depende unicamente da posigdo, F = F(r), e a quantidade AW pode

ser escrita na forma de um diferencial perfeito como:

AW = F'dr = - dV(r) (11.2)

onde Vir) ¢ uma fungio escalar que depende somente do vetor posicdo r, e é

reconhecida como a Energia Potencial.

Note-se que nestes casos o trabalho total W feito pela forga F sobre a

particula entre os pontos a e b pode ser escrito como:
b7 Yo
w=[ Fa=-[ a= viry-viry (11.3)

Qu seja, o trabalho total independe da trajetoria empregada para se chegar de
a até b, e o campo de forgas F é dito conservalivo. As componentes deste campo

vetorial de forgas podem ser expressas como:

Fg=— (11.4)

onde o super-indice ¢ indica que o campo de forgas F é conservativo. Existem
diversos tipos de energia potencial dependendo da natureza das forgas F, por

enquanto serdo todos englobados numa Unica fungido V.

P

Note-se que se o campo de forgas é constante, isto é, se o vetor F mantém
invariantes sua intensidade e sentido em todo instante de tempo, entdoc este

campo de forgas deve ser necessariamente conservativo pois da equagio (II.3)



tem-se:
°® T b T T T
W = F¢dr = d{F°r)=-(F°r, - F°r,) {IL.5)
ra ra
e a fungido energia potencial associada a este campo de forgas é Vi(r) = — FcTr.

Em resumo, sempre que o incremento de trabalho AW possa ser expresso na forma
de wum diferencial perfeito, o campo de forgas serd conservativo e seus
componentes podem ser derivados de uma fungdo de energia potencial. Além disso o
trabalho total feito por estas forgas sobre uma particula que percorre uma
trajetéria entre dois pontos 2 e b pode ser avaliado independente do caminho

utilizado para unir tais pontos.

Em adigdo as forgas conservativas podem eXistir forcas nio-conservativas Q ,
que nido sdo derivadas de alguma fungido de energia potencial. Assim, o incremento
de trabalhc de todas as forgas que atuam sobre a particula pode ser escrito

comao:

AW = QTdr - dV{r) (11.6)
A segunda lei de Newton para a particula é simplesmente:

F=mt#t (11.7)

onde com ponto indica-se a derivada em relagio ao tempo t, notando que ¥ = dr/dt

e I = dr/dt , a equagdo (II.1) pode ser escrita como:

AW = Fldr = m f'dr = m Fdf = d(% m FF) = dT (I1.8)

onde o lado direite representa a diferencial de uma fungido chamada a energia

cinética T definida como:



1 LT, 1 L2
T=Tmrr=7m]r[ (11.9)

onde [r| é¢ a magnitude do vetor velocidade r . Note-se que T é uma fungio
escalar ndo-negativa. O trabalho total W feitc por todas as forgas,
conservativas ou nfo, que atuam sobre a particula quandc esta se desloca entre

os pontos a e b pode ser expressc como:

b
W=J: Fldr = — mgfy-——mi, fy=Ty-T (I1.10)

Portanto o trabalho da resultante das forgas € igual & variagdo total de energia

cinética.

Considerando um sistema composto de N particulas, as energias cinética e
potencial totais do sistema sdo simplesmente a soma das energias cinética e
potencial de cada particula, e o incremento total do trabalho das forgas ndo-
conservativas é a soma dos incrementos do trabalho destas forgas sobre cada

particula. Definindo a energia total E
E =T+V (1.11)

Fazendo a substituciio de AW da equagio (I1.6) na equagdo (II.8) e somando

sobre todas as particulas do sistema tem-se:

N
d(T + V) = dE = ¥ Q'drf (I1.12)
i=1

onde dri e Q! sdo respectivamente os incrementos de posi¢io e as forgas nio-
conservativas que atuam sobre a particula i . Dividindo ambos os lados por dt

tem-se:



dif + V) _ dE _
dt dt

Q' ¢ (11.13)

[t -

que estabelece que a taxa de variagdo da energia total E do sistema é igual a
taxa de trabalho (ou potencia) das forgas ndo-conservativas. Considerando-se a

auséncia de forgas ndo-conservativas a equagfo acima fica:

d(T + V) _ dE

ou seja

E =T + V = const. (11.15)

que estabelece, que na auséncia de forgas ndo-conservativas a energia total do
sistema permanece invariante no tempo. A equacido (I1.15) € conhecida como o

principio de conservagdo da energia e o sistema € dito conservativo.

11.1.2 - COORDENADAS GENERALIZADAS

Seja um sistema de particulas em movimento, onde cada particula tem associado
um vetor posigio r em relagdo a um mesmo sistema de coordenadas fixo no espago.
A posigio instantinea destas particulas num certo instante de tempo ¢é chamada
uma configuracio do sistema. Definem-se os graus de liberdade do sistema como o
nimero de parametros necessarios para descrever uma configuragio do sistema. Os
gistemas que possuem um numero finito de graus de liberdade sdo chamados

discretos.

Um sistema pode ter uma quantidade infinita de particulas e portanto, pode
ser necessdrio um ndmero infinito de paradmetros para descrever suas

configuragbes. Muitas vezes existemm relagdes entre as posigdes relativas das
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particulas que tornam possivel uma redugdo a um numerc finito de parametros.
Deve-se notar que estas relagbes podem ser fisicamente exatas, como no casoc de
corpos rigidos, onde a posicdo relativa das particulas nfo varia com o tempo, ou
podem constituir aproximagdes do comportamento fisico real, como sio assumidas,

por exemplo, no método dos elementos finitos.

Definem-se as coordenadas generalizadas ¢, como o conjunto de n parametros
independentes que especificam completamente a posigio de cada particula de um
sistema. E necessdario que exista uma relacdio uGnica entre cada conjunto de
valores das n coordenadas generalizadas e configuracgSes espaciais do sistema,
para que estas fiquem univocamente definidas. Assim é possivel expressar as
coordenadas fisicas r de uma particula de um sistema de n graus de liberdade

mediante a seguinte transformacgio de coordenadas:

r =r (¢) , 1= 12,0 (11.16)

As velocidades r 530 obtidas como as derivadas totais em relagio ao tempo de r:
. ar . y
r=—r¢ =F (¢,¢) , 1 =12..n (I1.17}
0¢;

onde é utilizada a convengcio de soma sobre os indices latinos de ! até n. (No

Apéndice A € apresentado um resumo das principais regras do algebra indicial).

Note-se que em geral o vetor velocidade r serda uma fungfo de ¢; e ¢;. Assim,
para um sistema composto de N particulas a energia cinética total do sistema

pode ser escrita como:

T = _;.. m PR =T (¢,.8,) (I1.18)

W~ =

onde mi, I} sdoc a massa e o vetor velocidade da particula j.

Os incrementos de trabalho feitos pelas forgas que atuam sobre cada particula



i1

podem ser escritos como:

N
aw = ¥ P er-(): Fi
=1 j=1

T 4ard

—ag; ) 4 = Fi 4oy (11.19)

onde drd, FJ sio os incrementos de posigiio e o vetor de forgas que atuam scbre a

particula j , e

i ar}
)j o (I1.20)

é chamada forga generalizada na diregdo da coordenada generalizada ¢,.

Note-se que se o campo de forgas é conservativo, estas forgas podem ser
expressas como as derivadas de uma fungio de energia potencial, equagio (IL.4),

portanto substituindo na expressio acima tem-se:

)
o N gyl g av

fi = - = -
i e ar, O, Oy

(IL.21)

c . .
onde f; é chamada forca generalizada conservativa.

I11.1.3 - EQUAGCOES DE MOVIMENTO DE LAGRANGE

Considerando o principio de Hamilton como fundamental, este estabelece que:
) t2
I 8(T - V) dt + I dWne dt = 0 (I1.22)
1 t

Isto ¢, a variagdo das energias cinéticas e potencial mais a variagio do

trabalho feito pelas forgas n8o-conservativas durante um intervalo de tempo t,
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Y

até t, deve ser Zzero, sujeito a restricdo de variacfes nulas nos extremos deste

intervalo.

A energia cinética T € fungio de ¢, é}, e portanto deve ser:

J.tz 8T(¢ ¢. } dt = Itz (—— 8¢ + —— 6¢) d (11.23)
. - t .
ty P ty  9¢y ! 6¢l !

Integrando por partes o ultimo termo tem-se:

t

2 ar
| —6¢idt—|—6¢1
t, 9

ty J.tz d

aT
( -2 ) 8¢, dt (11.24)
8¢, !

onde o primeiro termo da direita se anula em virtude das variagBSes nulas nos

extremos do intervalo (t,t,), isto &, &¢{t;) = 3¢,(t,) = 0.
A energia potencial V é fungdo de ¢;,, portanto:

tz tz
[7 avigy at = | % 8¢, dt (IL25)
i

ty i

O trabalho virtual &Wnc feito pelas forgas ndo-conservativas durante
deslocamentos virtuais induzidos por um conjunto arbitriario de variagdes nas

coordenadas generalizadas pode ser expresso como:
8W = q; 8¢, (11.26)

onde gq; é a componente segundo a coordenada ¢; da resultante das forgas

generalizadas ndo-conservativas que atuam sobre todas as particulas do sistema:

)
2 o’ a; (11.27)
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Portanto a expressdo (i1.22) pode ser escrita como:

)
-[ ['%( Ty, L& +q1]5¢1 dt =0 (11.28)
4 a¢i a¢| 3¢1

Como as variagBes 8¢, sdo arbitrérias, esta equagldo s6 € satisfeita em geral se

os termos entre colchetes se anulam, isto é:

i( a-'r ) - or + v _ q; , 1= 1,2,..n (11.29)

dt © 3¢, 89, 8¢,

Estas equagles sdo conhecidas como as equagdes de movimenio de Lagrange e

estabelecem um balango entre todas as forgas generalizadas que atuam no sistema.

Pode-se deduzir das equacgBes de Lagrange que a condigdo necessaria e
suficiente para o equilibrio estatico de um sistema conservativo (g, = 0) é a
nulidade de todas as derivadas primeiras da energia potencial em relagdo as

coordenadas generalizadas:

—_— =0 , 1= 1,2..,n (11.30)

Note-se que estas equagdes sdo as condigSes de estacionaridade da fungio de
energia potencial V , e portanto sdo condigdes necessdrias também para a

existéncia de um extremo desta funcgio.
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1.2 - ESTABILIDADE DE SISTEMAS CONSERVATIVOS

11.2.1 - DEFINICAO DE ESTABILIDADE

A estabilidade e instabilidade de um estado de equilibrio estatico s&o
convencionalmente definidas em termos dos movimentos livres do sistema que
ocorrem ap0s uma perturbacgido infinitesimal do mesmo. As vdarias possibilidades do

comportamento do sistema perturbadoc sdo:

1) O sistema retorna ao equilibrio, e a configuragdo de equilibrio

estatico é dita assintoticamente estdvel.

2) O sistema oscila em torno da configuragdo de equilibrio estatico
sem apresentar nehuma tendéncia secular, isto &, nehuma
tendéncia ao equilibrio nem para se afastar dele. Neste caso, a

configuracio de equilibrio estatico é dita apenas estdvel.

3) O sistema apresenta uma tendéncia a se afastar secularmente da

configuracdo de equilibrio estatico, a qual é dita instivel.

Para sistemas conservativos existem teoremas de energia que permitem tirar
conclusBes sobre a estabilidade do sistema, sem necessidade de efetuar uma
andlise dindmica. Segundo o teorema de Lagrange: "um estado de equilibrio
estitico no qual a energia potencial total € um minimo local isolado €
necessariamente estdvel”. Assumindo que o contrario seja verdadeiro, isto &, "se
um estado de equilibrio estatico no qual a energia potencial ndo ¢ um minimo
local isolado é necessariamente instavel", para o que uma demonstragdo rigorosa
implica em que o sistema tenha uma pequena quantidade de amortecimento

positivoll®), pode-se afirmar:

“Um minimo relativo completo da energia potencial total em
relagdo as coordenadas generalizadas é condicio necessdria e
suficiente para a estabilidade do estado de equilibric de um

sistema conservativo”.

Para uma comprovagdo simples, considere-se uma configuragio O de equilibrio

estatico do sistema para a qual a fungdo energia potencial total V, apresenta um
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minime relativo completo. Seja T, a energia cinética induzida por uma
perturbagf@o infinitesimal para afastar o sistema de sua posigie de equilibrio, e
V,, T, as energias potencial e cinética num entorno infinitesimal da
configuracdo 0, respectivamente, entd3o pelo principio da conservagio da energia,

equagio (I1.16), tem-se:

Vi+ T, =V + T, (11.31)

Assumindo que a energia potencial seja minima na configuragioc de equilibrio 0O

entio da expressic acima tem-se:

e em virtude que as energias cinética T, T, sdo sempre ndo-negativas é evidente
que AV ndo pode superar um valor maximo AV = T, Como a energia potencial € ,
por definigdo, uma fun¢3o continua e diferencidvel nas coordenadas generalizadas
¢, , entdo os incrementos A¢; destas coordenadas devem ficar limitados e
conseqiientemente o movimento das particulas do sistema deve ficar restrito a um

entorno infinitesimal da configuragdo O de equilibrioc.

11.2.2 - CONDIGCOES PARA UM MINIMO DA ENERGIA POTENCIAL

. . = crer s . <o E
Considere-se uma configuragio de equilibrio £ identificada pelo valor ¢; das
coordenadas generalizadas. Assumindo que a energia potencial total Vi¢,) seja
uma fungdo analitica das coordenadas ¢;, entdo pode ser representada por uma

expansdo de Taylor num entorno infinitesimal da configuragdo E como:

AV = Vig; + 3¢} - V(g = dVF + a2+ a3+ . (I1.33)

com
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vt = v, 8 (11.34a)
E 1

ar" = 2 v, 5, 59, (I1.34b)
E 1

V" = L V.| 59, 56; 56, (IL.34¢)

onde com virgula ¢ indicada a derivada parcial em relagdio as coordenadas

generalizadas ¢,.
Uma condigdo necessdria para que a fungdo V(¢,) tenha um extremo local na

configuragdo E , é que a diferencial primeira seja nula para variagdes

arbitrarias 3¢;:

E

vt = vi|g 8¢, = 0 (I1.35)

Mas, em virtude de ser a configuragio E equilibrada, da equagdo (II.30) tem-se:

Vol =0 (I1.36)

e portanto a condigio (11.35) é automaticamente satisfeita.

Da equagido (II.33) tem-se que se a fungdo V(¢;) tem um minimo local na

configuragdo £ deve-se ter num entorno infinitesimal:

AV = V(gy + 8¢) - V(g) > 0 (11.37)

Notando que nesse entorno os diferenciais d3, d%, sdo infinitésimos de

ordem superior a d?V, ent3o tem-se que:
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1

AV = gvF = L
2!

Vil 56, 8¢; > 0 (11.38)

Portanto, uma condigdoc suficiente para garantir que um extremo seja um minimo é
que a forma quadratica d2V seja positiva definida. Isto &, deve ser estritamente

positiva para variag@es arbitrarias &¢;.

Para comprovar isto é necessario diagonalizar a forma quadratica mediante uma
transformagdo de coordenadas. Define-se a matriz de estabilidade da configuragao

E Ccomo:

Vol v,lz|E V’lﬂls
Vil -+ Voanly

[volg ] = L (I1.39)
simétrica v, nr‘l | .

que em termos matematicos corresponde a matriz Hessiana da energia potencial
V(¢). Os autovalores , desta matriz , que sao reais pois € uma matriz
simétrica (18] | e seus autovetores unitarios associados €p devem satisfazer a

equagdo de autovalor:

Viylg 8p, = 0, &b, (I1.40)

Notando que os autovetores unitarios desta matriz simétrica formam uma base

ortonormal [!8! do espago das coordenadas generalizadas ¢;, isto é:

1 sep=gq
Epl Sql = { (I1.41)

0 sep#q

e ainda satisfazem as seguintes condigles de ortogonalidade em relagdo a matriz

V’lJlE :
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W, se p = q
Viyl_ &p €4 ={ ° (11.42)
UIE b O sep #q
¢ possivel entdo fazer a seguinte transformagdo de coordenadas:
8¢, = o, &py (I1.43)
e fazendo a substitucio na equagdo (I1.38) tem-se:
E 1
sz = T V’U'E (ap Epl) (a-q qu] =
1 1
= T ap cr.q V’UIE gpi qu = T UP (ap)z (1144)
ou seja
E 1
g2 = — w_ ()2 > 0 (11.45)
2 P |4

Portanto, uma condigdo suficiente para que a forma quadratica seja positiva

definida é que todos os autovalores w, sejam positivos. Neste caso a energia

P
potencial tém um minimo na configuragdo E, e o equilibrio nesta configuragdo ¢

estiavel. Se ao menos um autovalor w, ¢ negativo, isto indica que a forma

P
quadratica assumird valores negativos em alguma diregdo, e portanto o equilibrio
serd instdvel. Se um ou mais autovalores s3o nulos tem-se uma configuragio de
equilibrio eritico 5!, Se somente um autovalor é nulo, tem-se um ponto critico
simples ou distinto, e se varios autovalores s3o simultaneamente nulos tem-se um

ponto criticoe miltiplo ou composto.

Note-se que o determinante de uma matriz € igual ac produto de todos seus
autovalores 8] portanto numa configuragdio critica a matriz de estabilidade é

singular.

Define-se o grau de instabilidade de uma configurag8o de equilibrio como a
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quantidade de autovalores negativos da matriz de estabilidade nessa
configuracgdo, portanto numa configuragio de equilibrio estavél o grau de
instabilidade deve ser sempre nulo. Uma forma simples de determinar o grau de
instabilidade de wuma dada configuragdo sem conhecimento do valor dos
autovalores, consiste em efetuar uma decomposi¢io da matriz de estabilidade
usando fatorizagio triangular ou eliminagio de Gauss. Os pivés da fatorizagio
tém o mesmo sinal dos autovalores 19, portanto se todos os pivdés sdo
positivos, os autovalores sdo todos positivos e o equilibrio é estavél. Se ao
menos um pivé é negativo, existe um autovalor negativo e o equilibrioc é€

Pl

instavél. Se um pivé se anula existe um autovalor nulo e o equilibrio é critico.

I1.3 - ANALISE DE SISTEMAS ESTRUTURAIS

I1.3.1 - PARAMETROS DE CONTROLE

Um sistema estrutural é formado por uma estrutura fisica, composta de um ou
varios materiais e pelas forgas que atuam scbre ela. Para definir fisicamente um

gsistema estrutural € necessario fornecer valores as cargas, geometria da

estrutura, vinculagdes, propriedades dos materiais, etc.

Uma das premissas basicas da anilise estrutural ¢ estudar o comportamento do
sistema estrutural ante variagbes das cargas e de alguma de suas magnitudes
caracteristicas. A forma mais eficiente de fazer isto é mediante a definigo de
pardmetros de controle que medem tais variagfes em relagio a valores de

referéncia.

Assim, se a distribuicdo das cargas sobre a estrutura ndo varia, é possivel
definir um pardmetro de carga A em relagdoc a um estado de cargas de referéncia e
pode-se identificar a variag8o de magnitude das cargas em forma proporcional a

este parametro.

As estruturas reais apresentam inevitavelmente imperfeicBes geométricas
inerentes a seu processo de fabricagdio. Para estudar o comportamento destas

estruturas imperfeitas é fixada uma distribuigdo de desvios geométricos em
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relagio a uma estrutura ou modelo perfeito, e se define um parametro de
imper feicdes £ que mede a magnitude dessas imperfeicdes em forma proporcional a

distribuicdo de desvios geométricos de referéncia.

Para sistemas estruturais conservativos discretos a energia potencial sera

uma fungidoc das coordenadas generalizadas e dos parametros de controle:

V =V (¢, 7€) (I1.46)

e, em particular, para problemas independentes do tempo, as configuragbes de
equilibrio estatico do sistema sdo fornecidas pelos extremos desta fungdo de

energia potencial em relagio as coordenadas generalizadas:

av
V. = g5 #uhe) = 0 (IL.47)

Para visualizar a evolugio das configuragBes de equilibric para distintos
valores dos parametros de controle é necessdrio recorrer a diagramas de

resposta.

I1.3.2 - DIAGRAMAS DE RESFPOSTA

A totalidade das informagBes que identificam o comportamento de um sistema é
fornecida pelos valores de varias fungdes chamadas varidveis ou pardmelros de
estado. Em particular para sistemas discretos, quando o comportamento é
completamente definido pelas configuragSes do sistema, € possivel identificar as

coordenadas generalizadas com as variaveis de estado.

O comportamento estatico de uma estrutura pode ser caracterizado globalmente
por uma curva de resposta num diagrama parametro de carga versus coordenada
generalizada chamada caminho de equilibrio. Cada ponto do caminho representa uma
configuragido de equilibrio estatico associada a um certo valor do parametro de

carga.
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A origem do diagrama de resposta € chamada o estado de referéncia. Para
problemas associados com estruturas perfeitas o estado de referéncia é um estado
em equilibrio livre de tensdes e deformagfes. O caminho que passa pelo estado de

referéncia é chamado caminho fundamental.

Os pontos (q}f, AE} pertencentes a uma curva de resposta sdo solugbes das
equacBes de equilibrio. Se estas equagbes sdo lineares nas varidveis ¢; e A, a
solucdo, se existir, & Unica e é representada por uma reta no diagrama de
resposta. Mas se as equagles de equilibrio s3o ndo-lineares podem existir varias
configuracBes de equilibrio associadas a um mesmo valor do parametro de carga.
Isto é, haverd, em geral, varias solugBes representadas por distintos caminhos

de equilibrio.

Os caminhos de equilibrio que nic s3o fundamentais mas interceptam o caminho
fundamental s3c chamados caminhos secunddrios. Os caminhos de equilfbrio que
interceptam um caminho secundario, e ndo sfc fundamentais nem secundarios sdo

chamados caminhos tercidrios e assim sucessivamente.

Em particular para sistemas cconservatives as equagbes de equilibrio sdo
fornecidas pelas derivadas primeiras da energia potencial em relagio as
coordenadas generalizadas, se estas equagles s3o lineares nestas coordenadas
isto implica que as derivadas segundas , e portanto a matriz de estabilidade ,
sio constantes, conseqilentemente o grau de instabilidade nf3oc varia. Mas se as
equacBes de equilibrio sio ndo-lineares os caminhos de equilibrio apresentam, em

geral, mudangas de seu grau de instabilidade ao longo de seu trajeto.

De particular importancia sio as configuragbes de equilibrio critico nas
quais se apresenta uma transigdo de estabilidade. Subseqlientemente sera
demonstrado que os pontos de equilibrio critico sdo de dois tipos: (1) pontos
limite, nos quais a tangente do caminho de equilibrio é perpendicular ac eixo do
parametro de carga, e (2) pontos de bifurcacdo, nos quais dois ou mais caminhos

de equilibrio se interceptam.

Outros pontos caracteristicos dos caminhos de equilibrio, mas que néo
representam configuragdes de equilibrio critico, sdc aqueles pontos nos quais a

tangente do caminho de equilibric é perpendicular ao eixo de uma coordenada
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generalizada, chamados pontos de retorno.

Na figura II.2 sdo mostrados os caminhos de equilibrio, em trago cheio os
trechos estaveis, e com linhas tracejadas os trechos instiveis, num diagrama de

resposta para uma certa coordenada generalizada ¢,.

Deve-se notar que estes diagramas ndo correspondem a um processo evolutivo de
incremento de carga e medic8c de deslocamentos (coordenadas generalizadas), que
é essencialmente um processo dindmico que envolve variagio das cargas no tempo,
simplesmente mostram todas as configuragbes de equilibrio possiveis para uma
determinada magnitude das cargas consideradas estaticas, isto é, independentes

do tempo.

CAMINHO
SECUNDARIO

XA

CAMINHO
FUNDAMENTAL

FIGURA 11.2 - Caminhos de equilibrio (L: ponto limite, B: ponto de

bifurcacdo, T: ponto de retorno)
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Existird uma certa correspondéncia, se as cargas puderem ser consideradas
“quase-estdticas”, isto &, quando sua variagio de magnitude no tempc for muito
lenta e possam ser desprezados os efeitos dindmicos. Num processo evolutivo real
para cargas quase-estdticas, para cada incremento de carga a estrutura procura
uma nova configuracio de equilibrio estatico estdvel em sua vizinhanga,
correspondente ao nivel atual de carga. No caso particular de ponto limite, onde
ndo existem configurages possiveis de equilibrio estdtico na vizinhanga para um
incremento de carga, a estrutura experimenta um “salto dindmico”, isto &, uma
passagem brusca a outra posigdo de equilibrio estavel possivelmente muito

afastada da atual.

A4 salto dindmico

FIGURA I1.3 - Fenémeno de "salto dindmico”.
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As estruturas reais sempre apresentam inevitavelmente algum tipo de
imperfeigdc inicial. Se estas imperfeigGes s8o pequenas, © comportamento da
estrutura imperfeita € refletido no diagrama de resposta por caminhos de
equilibrio que s3o assintéticos as respostas para o modelo perfeito. Para o
casso particular que o modelo perfeito apresente uma bifurcagdo, a estrutura
imperfeita apresenta respostas assintdticas aos caminhos da bifurcagio. Isto
implica que nas proximidades da carga de bifurcagdo do modelo perfeito a
estrutura imperfeita apresentara , em geral, mudangas bruscas de configuragio
com aumento notadvel das deformagdes. Este fendmeno de alteragio brusca de
configuracio é conhecido como “flambagem” e pode levar a estrutura a ruina
definitiva ou a uma situagio que impossibilite sua utilizag8o. A magnitude das

cargas com ele associada ¢ chamada “carga de flambagem” e estd fortemente

relacionada com a magnitude das cargas criticas.

\ ==
Nt N\ -
N -
\\ P
/r- —\\"l— — - — _._’ -
, R
/
/
/
/
J/ perfeita
/
// - — — imperfeita
/
/
. >

FIGURA 11.4 - Respostas de estruturas imperfeitas.



CAPITULO 1lI

EQUACOES DE EQUILIBRIO PARA SISTEMAS CONTINUOS DISCRETIZADOS

INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentados algumos conceitos basicos da mecanica do
continuo relacionados com a nao-linearidade geométrica. S&8o deduzidas as
equacgles de equilibric para meios continuos e previamente e feita uma descrigido
da cinématica de deformagdc finita, particularizando a equivaléncia, para
pequenas deformacGes, dos tensores de deformagdo de Green e de tensdes de
Kirchhoff com os tensores de deformacZo e tensdo usuais de engenharia referidos

a um referéncial corrotacional que roda e se translada rigidamente com ¢ corpo.

Esta equivaléncia € de grande importancia para a descrigdo do comportamento
de estruturas esbeltas, que sofrem grandes deslocamentos mas pequenas
deformagGes, pois implica que € possivel utilizar as mesmas equagdes

constitutivas da elasticidade infinitesimal.
Na literatura basica da mecanica do continuo [20-221 n3o é possivel achar uma

demonstragdao direta deste conceito, portanto um dos objetivos deste capitulo é

demonstrar a anteriormente citada equivaléncia.

25
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I11.1 - CINEMATICA DE DEFORMAGAO FINITA

111.1.1 - TENSORES DE DEFORMAGAO DE GREEN E ALMANSI

Um corpo é um conjunte infinite de particulas, onde existe uma
correspondencia biunivoca entre cada partfcula e um conjunto ordenado de tres
numeros reais chamados as coordenadas da particula que definem sua posigic no
espago. A posicio instantinea do conjunto de particulas que forman o corpo €
chamada uma configuracfo do corpo. A seqiiéncia de configuragdes em instantes
consecutivos de tempo t é chamada o movimento do corpo. A cinemdtica € o estudo

do movimento do corpo sem considerar as causas desse movimento.

Considere-se um corpo sé6lido deformavel que num certo instante de tempo t,
ocupa o volume v, , esta configuragdo serd chamada original. Usando um sistema

de coordenadas cartesianas retangulares de eixos x; {i=1,2,3) , um ponto P desta

. s co 0 s .
configuragdo € identificado pelas coordenadas x; , onde o indice superior "o
indica que as coordenadas sdo da configuragdo original. Um instante t, depois o
corpo passa a ocupar o volume v; , esta nova configuragio sera chamada

deformada. O ponto P da configuragdo original é levado até P’ na configuragio

ot

" I P .
deformada. As coordenadas do ponte P’ sfo agora x; onde o indice superior "I

indica que as coordenadas sfo da configurag@o deformada.

As mudangas de configuragdo do corpe sdo assumidas continuas e a
transformacgdo pontual {mapeamento) de P a P’ € assumida biunivoca. A equagéo

de transformacgido pode ser escrita como:

x: = x (x}, x5 x3) (III.1)

que tem uma transformagio inversa Unica para todo ponto do corpo da forma:
I I

x? = x? (xi, X5 X3) {I11.2)

~ I o . : . . sao s
As fungBes x| e x; sdc assumidas continuas e diferenciaveis.
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ORIGINAL DEFORMADA

X1

FIGURA II1.1 - Mudangas de configuracdo de um sélido deformavel.

Considere-se um elemento de linha infinitesimal ds, ligando o ponto P (x?) a
um ponto muito préximo Q (.)c‘iJ + dx?) da configuragéo original. O quadrado do

segmento PQ ¢ dado por:

(dsy)® = dx) dx) (111.3)

Quando P e Q sdo levados até P’ (x?) e Q (x? + dx?), o quadrado do
comprimento do elemento de linha deformado ds; que liga os pontos P’Q’ ¢ dado
por:

(dsp)? = dx; dx; (I1L.4)

Das relagbes (III.1) e (IlI.2) tem—se que:
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6x°

dx? = ; dxi
:':»‘xj
I
ax

dx) = —— dx)
0
axj

(111.5a)

(II1.5b)

Portanto os quadrados dos elementos de linha ds,, ds; podem ser escritos como:

ax° ax°
(dsg)® = = 2 dx] dx}
I 1
8x ij
I I
ax ax
(ds))® = T max? dx®
I o o i 1
dx;  dx;

A diferenca dos quadrados dos comprimentos pode ser expressa como:

dx ax
(dsl)z - (dSo)z = l': l-': - 1
dx dx
i o]
dx ax
(dsI)Z - (dso)z = 6]] - m m
1 1
) ax ij

dx? dx?

dx; doc]

onde §;; € o delta de Kronecker (8 =1 para i=j , ;5 = O para i#]).

Define-se o tensor de deformagdo de Green de componentes EU como:

1 I
E 1 ax ax s
37 0 0 1
ax; Ox;

(I11.6a)

(I11.6b)

(I11.7a)

(II1.7b)

(111.8)
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e o tensor de deformagdo de Almansi de componentes €); como:

0 0
dx dx

e = — | &, - —= m (111.9)
1 z 1) I 1
ax dx;

onde ambos o0s tensores s8c simétricos. Logo as equagdes (III.7) podem ser

escritas como:

(dsp? - (dsp)® = 2 Eyj dx] dx (111.10a)

2 2 1,1
(ds;)” - {dsg)™ = 2 ey dx dx, (111.10b)

Note-se que se (dsI]2 # (dsy)? implica que o corpo sofreu uma deformagdo e as
fungbes Ey; , ey servem como medidores dessa deformagdo. Em virtude de que ds;
= ds, quando Ey =0, g =0 (e vice-versa), uma condigdoc necessaria e
suficiente para que o movimento seja um movimento de corpe rigide é que as

componentes dos tensores de deformagio sejam nulas em todo o corpo.

Observe-se, da equagdo (III.10a) que o tensor de Green mede as deformagfes em
relacdio a configuraciio original. Este tipo de descrigdo é chamada Lagrangiana.
No caso do tensor de deformagdo de Almansi, equagido (III.10.b}, as deformacgfes
sdo medidas em relagdo & configurago deformada. Este tipe de descrigdc é

chamada Euleriana.

Introduzindo o vetor deslocamento u como a diferenga dos vetores posigdo de
um ponto nas configuragdes deformada e original, as componentes u; deste vetor

deslocamento sdo:
u = xi - x? {III.11)

entdo
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xi = x? + (1I1.12a}
x? = xi - Y (II1.12b)

e derivando em relagdo a coordenada Xy tem-se:

axi duy
=&, + (I11.13a)

0 1 0

ij ax]

ax? du;
=8, - — (111.13b)

I 1) I

axJ axj

Fazendo a substitugio destas expressées nas equagdes (II1.8), (IIL.9), as

componentes dos tensores de deformagdo podem ser escritas como:

] du 8u
1 m m
Eij = T [Smi + ) ] [ﬁmJ + o ] - Slj (111143)
| ax 8xj ]
[ du 8u T
ey =— | 8- [ St~ ] [ Sy =~ — ] (I11.14b)
| ax; c’b.cJ ]
que apds alguma algebra ficam:
du du du du
Ey = Ly L, T 0 (111.15a)
2 0 0 0 0
ij ax; dx ; ij

(I11.15b)

o[-

8y 8x, dx;  9x;
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Deve notar-se que todas as derivadas destas expressdes sdo em relagio as mesmas

w_n n.rn

coordenadas x; , os Indices superiores "o" e "I" simplesmente indicam que os
5 " 0
deslocamentos u; sdo expressos como fungbes das coordenadas x; de pontos da

: = - - 1
configuragdo original para o tensor de Green, e como fungfes das coordenadas x|

de pontos da configuragio deformada para o tensor de Almansi.

Os gradientes dos deslocamentos ndo sfo em geral simétricos, du/dx; #
6uj/(:3x]l , mas podem ser exXpressos como a soma de um tensor simétrico € € um

tensor antissimétrico w;; como:

au,
= €. + (1I11.16)
axj ij ij
onde

1 du; du;

€y = — + = €y (III.17a)
2 ax, 8x; |
1 du, Buj 1

Wy = - = - wy (II.17b)
2 ax, ax, |

As quantidades €;; , w;; s8o chamadas os tensores de deformagdo infinitesimal e
de rotacdo infinitesimal , respectivamente. Para deslocamentos infinitesimais
estes tensores tem um significado geométrico simples, as componentes €;; do
tensor €;; medem a variagdo relativa de comprimento de uma fibra infinitesimal
originalmente na diregdo Xx; , e as componentes & {i#j}) medem a distorgao
angular entre duas fibras originalmente perpendiculares nas diregbes xj, x; . As
componentes «;; do tensor rotagdo medem, para um campo de deslocamentos
infinitesimais, a rotagio infinitesimal de corpo rigidc de duas fibras

ortogonais segundo as direges x;, x; 120,221,

Assim os tensores de deformagio de Green e Almansi podem ser escritos como:

EU = e?j + % (Er?u + wr?ﬂJ(egu + ng) (II1.18a)
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I
ey = €1y = — (S + Up)lEmy + ) (I11.18b)

onde os (ndices superiores "o", "I", indicam sobre qual configuragio estdo

expressos os deslocamentos.

No caso de deformacgfes pequenas de corpos muito flexiveis, como vigas
esbeltas, placas e cascas finas, as quantidades € podem ser fregiiéntemente

assumidas como infinitésimos de segunda ordem frente as componentes

infinitésimais de rotagédo Wi que podem ser muito maijores (2l Isto &, €j «
Wy « 1, entdo os tensores de deformacgfo poder ser aproximados como:
. .0 1 o 0
Ejj &€+ — gy W (I1I.19a)
o 1 1 1 1
€ = &€ - — Umi Yny (IIL.19b)

Deve notar-se que para que estas aproximagdes sejam validas as rotagdes de
corpe rigido reais do corpo deven ser muito pequenas, pois s$6 nesse caso o
tensor w;; representa as rotagBes de corpo rigido de um elemento infinitesimal
de volume [20LI22); por jsso esta teoria € chamada de rotagdes moderadas. Em
particular para placas finas, as expressBes simplificadas do tensor de
deformagio de Green (Ill.19a) em termos de deslocamentos sfo conhecidas como

equagBes de von Karman [20L[23],[23]

Se as rotagles Wy sdo infinitésimos da mesma ordem que €& , e
conseqiientemente 8u;/8x; , entédo podem ser desprezados seus produtos em relagdo

as primeiras potencias, Ainda mais das equages (III.13) tem-se:

BxI ax"
L o L = 3y (111.20)
] I

BxJ 33‘3

isto &, as configuragies original e deformada podem ser assumidas coincidentes,

resultando:
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Ej; 2 e 2 g (111.21)

que implica que para deformagSes e rotagbes muito pequenas os tensores E|j , e

coincidem com o tensor de deformacdo infinitesimal ;.

I11.1.2 - TENSOR DE GREEN EM COORDENADAS CORROTACIONAIS

Qualquer campo de deslocamentos u, pode sempre ser €Xpresso come soma de um

R . L. .
campo de deslocamentos u; de movimentos de corpo rigido, mais um campo de

deslocamentos v, que produz deformagdes no corpo:

u = Uy o+ (111.22)

Os deslocamentos ul: levam o corpo mediante rotagGes e translacgdes de corpo
rigido desde a configuragio original até uma configuragio intermediaria sem
alterar o estado de deformagdes do corpo. A partir desta configuragdo
intermediaria os deslocamentos v, deformam o corpo até levd-o a configuracio
deformada. Fixando ao corpo um sistema de coordenadas corrotacionais de e€ixos Yy,
, que roda e se translada com o corpo quando este se desloca rigidamente, é
possivel identificar uma configuragio corrotacicnada neste sistema. Cada ponto

material nesta configuragio intermedidaria possui localmente as mesmas

. ~ - . " c 4] T
coordenadas que na configuracdo original, isto é  y; = x; , onde o indice
superior "¢" indica que as coordenadas sd3c de pontos da configuragdo
corrotacionada, pois o corpo ndo sofre deformagdes durante os movimentos de

corpo rigido.

Para uma definigdo mais precisa, devido as varias interpretagtes do termo
"corrotacional" [24], aqui sera assumido que, independentemente da magnitude dos
deslocamentos, para pequenas deformagdes a configuragio corrotacionada deve
servir de base para utilizar as relagbes simplificadas para pequenas deformagfes
e pequenos deslocamentos. Isto é, assume-se que os deslocamentos v, medidos

desde a configuragdo corrotacionada sio suficientemente pequencs, ficando muito
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proximas as configuragfes deformada e corrotacionada.

CORROTACIONADA DEFORMADA

o

x 1 ORIGINAL

FIGURA II1.2 - Sistema de coordenadas corrotacional.

0 .
As componentes E;; do tensor de Green expressas no sistema de coordenadas x ,

sdo da equagdo (IIL.8):

axI axl
g =L mo_Tm _5 (111.23)
i) 2 0 0 1
a‘xi axj

As coordenadas xi de um ponto P’ da configuragio deformada podem ser obtidas

C . - .
somando as coordenadas x, desse ponto na configuragdo corrotacionada e os

deslocamentos v, entre estas configuragdes:

xp = xf + v (II1.24)
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c P
Para obter as coordenadas x; em fungio das coordenadas y‘; do mesmo ponto ,
considere um vetor w de componentes W, no sistema de coordenadas x, seus
componentes w;” no sistema de coordenadas y sdo fornecidas pela transformagio

lapéndice Al:

onde ry j sdo os elementos da matriz de rotagio R que podem ser escritos como:

-

1} = cos (m, , I,

b (111.26)

-

onde m; , 1j siio os vetores unitarios na diregio dos eixos y, e x|

respectivamente. Pode demonstrar-se facilmente [Apéndice A], que R & uma matriz
ortonormal cuja inversa coincide com sua transposta , isto &, R™! = RT |, ficando

portanto relacionados os elementos r;; pela seguinte equagao:
Fim Tjm = Pmj Tmi = Oy (111.27)
A transformagio (II1.25) possui uma transformagdo inversa Unica da forma:
wy =Ty Wy (I11.28)
em forma matricial estas transformagSes podem ser expressas como:

w’' =Rw (111.29a)
w =Rl'w’'=RTw’ (111.29b)
Assim, as coordenadas xf podem ser expressas como:

x{ =ry y] +d} (111.30)
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o .. . . .
onde d; s8o as coordenadas da origem O’ do sistema corrotacional, que
representam os movimentos de translagdo como corpo rigido, enquanto as rotagfes
de corpo rigido sdo representadas pelos elementos ry) da matriz de rotacgéo.

Levando em conta que para cada ponto material da configuragio corrotacionada

tem-se y; = x? ,a equagdo (II[.30) fica:
xf =Ty x(j) + d? (111.31)
portanto as coordenadas x{ s&0:
x{ =Ty x? + d? + Vv (I11.32)

. I . o
Derivando a coordenada x, em relagdo a x; tem-se:

ax, av av
L - P = Py ¥ — (111.33)
0 0 0

ax | ax, 3x

Fazendo a substitugio na equagio (I11.23) o tensor de deformagdo de Green E;,

pode ser escrito como:

v, av
E1j=%|:[rlm+ mJ[er+——':]-6U] (111.34)

ax ax |

que apés alguma algebra e levando em conta as relagdes (II1.27) pode ser

€Xpresso Ccomo:

av av av av

o 1 m m m m
Eyy = 5 | Tim + * Tim - * 5 5 (I11.35)
8x ax dx;  Bx,

Note-se que este tensor mede as deformagles totais entre as configurag¢Ges
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original e deformada.

c / . ~ . -
As componentes E; j do tensor de Green referidas & configuragio
corrotacionada e expressas no sistema de coordenadas corrotacionais y, sio , da

equagdo (III.15a):

+ Ld 4 (I11.36)

E, =
Y ay;  dy;  dyy 3y

1 [ av,’ avy’ av_* av. '
2

Note-se que este tensor mede as deformagdes entre as configuragtes
corrotacionada e deformada, sendo portanto independente dos movimentos de corpo
rigido. Mediante uma rotagio de coordenadas é possivel expressar as componentes

Fs

v, em fungdo das componentes v, do mesmo vetor no sistema x pela equagio

(II1.25), e levando em conta as relagdes (II1.27), chega-ge a:

E (111.37)

cr _ 1 v, av, av, av,

+r +
i m [3
! ay; " ay} ayy 8y)

. < 4]
Notando-se que para um mesmo ponto material tem-se yy=xj5e comparandc com a

expressdo (I11.35) resulta:

Daqui pode concluir-se que:

(i) O tensor de deformagio de Green E?j referido a configuracgdo

original € invariante ante movimentos de corpe rigido, pois o

tensor Efjl independe da magnitude destes deslocamentos. Isto
implica que ¢ indistinta a ordem em que sejam considerados os
deslocamentos na descrigio de E?J , podendo assumir-se que o corpo

se deforma primeiro e apds isso se desloca rigidamente até chegar

N . - . , 0
a configuragdo final. Deve-se notar que o tensor de Almansi e; 5

nao possui esta propriedade.
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(ii) Para deformacgBes muito pequenas as componentes E?J do tensor de

. 0 s
Green podem ser interpretadas como as componentes g; ] do tensor
de deformagdo infinitesimal referidas a um sistema corrotacional

que se translada rigidamente com o corpo. Notando, pela observacgio
anterior que o tensor E?j independe dos movimentos de corpo

rigido, isto implica que as componentes E?j do tensor de Green
representam, neste caso, as deformagles usuais de engenharia
referidas & configuragio original. Esta observagio é de grande
importancia na descrigio das deformagBes de estruturas muito
flexiveis que sofrem grandes deslocamentos mas pequenas

deformagdes.

I1.1.3 - MUDANGAS DE AREA E VOLUME

Deseja-se conhecer as relagbes entre elementos de area e volume das

configuracdes original ¢ deformada. Para analisar as mudangas de &area, consider-

. = . . o 0
se um elemnto de area dA, na configuragdo original com vetor unitario normal n

e sejam dl, , dm, os vetores dos lados deste elemento.

Do cdlculo vetorial tem-se que a area dA, é dada pela magnitude do produto

vetorial dly x dmg :
dAg ny = ey, dl} dmg (111.39)

onde ejk é o simbolo de permutagido [Apéndice Al.

Apds a deformacgdo o elemento de area dA, passa a ser dA; com vetor normal
unitario n' e lados dr’ , dm' . A drea dA; é dada pela magnitude do produto

vetorial dlI x clmI :

dA; ny = ey dl) dm, (I11.40)
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X3 A Origfnal deformada
nI
dm! R

P|

FIGURA II1.3 - Mudanca de um elemento de drea

A relagdo entre as componentes dos vetores d1’ ) dm' e d1° s dm® é dada pelas

equactes de transformacio (II1.5b):

8x
d = —— dI (I11.41a)
8x
I ax; 0
dm; = 5 dm; (I11.41b)
dx;

e fazendo a substituglo na equagio (111.40) tem-se:

I axi ax,
dA; n; = €jx

0 0
dly dmg (I11.42)

axp qu

e multiplicando por Bx:/ax? resulta:
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I I 1 I
dx dx 8x dx
dAp ny —— = e —— L *_ d1? dm? (111.43)
0 o 0 0 L 4
X X  Ox, Oxy
mas fazendo uso da definigio de determinante [Apéndice A] tem-se:
axf ax} axi ax’
€5k 5 S = €rpq S (111.44)
dx, B8x, dx, ax
onde | ax:l/ax0 | é o determinante da matriz jacobiana da transformacgio
xf = x} (x? , xg , xg) de elementos Bx:/ax?
axi 6xi axi
Bx? 8xg Bxg
1 I I 1
dx d9x 8x 8x
| = : : = (1I1.45)
ax ax, ax, x4
I I I
x4 dxq x4
ax? axg axg
Assim a equagdo (Ii1.43) pode ser escrita como:
I I
dx ax
I 1 0 ]
dA; oy = ‘ 5 | ©rpq dlp dmy (I11.46)
ax, dx
ou seja
1 8x} ax’ 0
dA; n; rel dA, ng (I11.47)
ax, dx
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Analogamente pode-se achar que:

0 0
o 9x, dx 1
dA, n; = dA; n, (I11.48)
1 1
dx,. dx
onde I ax’/ax" | ¢ o determinante da matriz jacobiana da transformagdo inversa
0 1 1 1
x? = x; (x], x5 , x3) de elementos Bx?/axi
Bx(; ax(: Bx{:
Bx} Bx; 6x;
0 0 0 o
ax dx dx ax
| = . - : (111.49)
dx ax, ax, dxg
axg axg axg
axi axé Bxé

i . . I 0 . -
Note-se que esta matriz € a inversa da matriz [ dx /8x ] , pois multiplicando-

se estas matrizes tem-se:

1 ] 1
ax dx dx

: = — =3y (II1.50)
axp, BxJ axj

P

portanto o determinante de uma destas matrizes é o inverso do determinante da

outra:

0

ax -1

ax

(I11.51)

ox dx

Para analizar as mudangas de volume considere-se um elemento de volume dv, na

configurag¢do original de lados dlo, dmo, dn®.
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Dec calculo vetorial tem-se que o volume dv, € dade pela magnitude deo produto

misto d1% dm’. dn®
dvp = d1’x dm’. dn° = e, di} dm) dng (1IL.52)

onde €1 é o simbolo de permutagdo [Apéndice Al.

X34 original

deformada
R' dVI
dm
" A a
X1 Xo

FIGURA 111.4 - Mudanga de um elemento de volume

Apdés a deformagdo o elemento de volume dv, passa a ser dv; de lados dlI, dmx,

dn'. O volume dv; ¢ dado pela magnitude do produto misto dl'x dm'. dn":

dv; = dl'x dm’. dn' = e, dlj dmj dn, (I11.53)

A relacdo entre as componentes dos vetores dll, dmI, an e dlo, dmo, dnO é

dada pelas equagdes de transformacgdo (IIL.5b):

dl (I11.54a)
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axj
I
9x
dn; = —— dn) (I11.54c}
ax]
fazendo a substitugic na equacio (1II.53) tem-se:
1 1 1
8x dx dx
v = ey s . X dl) dm, dn; (111.55)
Bx, Oxg dx,
e utilizando a relagdo (II.44) resulta
ax'
0,0 .0
dv; = 5 | ©€pqr dlp dmg dn; (I11.56)
Bx
ou seja
axl
dvy = dv (I11.57)
0
ax

dv, (111.58)

As equacBes (II1.57), (II1.58) relacionam os diferenciais de volume das

configuragdes original e deformada.
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I11.2 - PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS DA MECANICA DO CONTINUO

I[E.2.1 - PRINCIPIO DE CONSERVAGAO DA MASSA

Cada particula do corpo tem associada uma grandeza chamada massa , que sera
assumida absolutamente continua, portanto existe uma funciic p chamda densidade
de massa que representa a massa por unidade de volume do corpo. Um principio
fundamental da mecénica do continuo é o principio de conservagio da massa que

estabelece :

"Cada corpo possuli uma propriedade ndo-negativa, aditiva e
invariavel chamada massa. A massa de um corpo se conserva invariante durante

qualquer movimento do corpo.”

Se p, e p, identificam as densidades de massa do corpo nas configurages
original e deformada ,respectivamente, entio de acordo com o principio acima

tem-se:

Py dvg = I py dv; (111.59)
Vo ¥1

onde as integrais sfo sobre as mesmas particulas , e pela relagio (IIL.57) entre
os diferenciais de volume dv, e dv; & possivel fazer a transformagdoc de

coordenadas:

c')‘x0

BxI

dvg (111.60)

J Py dv; =I P1
vy v

0

e a relagdo (III.59) fica:

dvg = 0 (I1L.61)

Como esta relagdo deve ser valida para qualquer volume parcial v, do corpo

resulta:
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I
ax

Po =P (Ill.e2)
]
8x

e multiplicando por | ax’/ax’ | , levando en conta a relagio (1II.51) tem-se:

ax®

P1 = Po (II1.63)
1
ax

Estas equagfes sdo conhecidas como equacdes de continuidade.

Alternativamente, fazendo wuso das relagdes (II1.57), (II1.58) entre
diferenciais de volume, as relagdes (III.62), (II1.63) entre as densidades de

massa antes e apds a deformagdo podem ser escritas como:

p; dv; = pgy dvg (I11.64)

I11.2.2 - PRINCIPIO DO MOMENTUM LINEAR

Define-se o momemium linear P de um corpo de massa m como:

P = f a dm (I1L.65)
m

onde 1 é o campo vetorial de velocidade. Se a massa €& absolutamente continua

pode substituir-se dm por p dv:



46

P = J apdv (1IL.66)
Y

O principic de momentum linear estabelece que :

" A taxa de variacdo no tempo do momentum linear & igual a resultante F

das forgas que atuam no corpo.”

P _ (I1.67)
<t -~ FP=F

Este principio pode ser interpretado como a extensdo para corpos soélidos da

segunda lei de Newton para sistemas de particulas.

I11.2.3 - PRINCIPIO DO MOMENTUM ANGULAR

Define-se o momentum angular H, de um corpc de massa m como:

%=era@1 (I11.68)
m

onde r é o vetor posicio em relagio ac ponto "o" e U1 é o campo de velocidade. Se

a massa € absolutamente continua pode-se substituir dm por p dwv:
(111.69)

O principio de momentum angular estabelece que:
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" A taxa de variag&o no tempo do momentum angular em torno de um ponto

fixo o € igual ao momento resultante M, relativo a o."

dHy _ o

o]

II1.3 - TENSOES E FORGCAS EXTERNAS

II1.3.1 - TENSORES DE TENSAO DE KIRCHHOFF E LAGRANGE

No interior de um corpo sido geradas forgas internas devido a agio de uma
particula sobre outra. Como a forga que uma particula aplica sobre outra vizinha
€ igual e oposta a forga que a particula vizinha aplica sobre esta, a resultante

e

destas forgas internas é nula.

Para medir estas forgas internas considere-se uma particula P’ no interior do

. .- . I . I
corpo deformado contida numa superficie de area 84A; e normal n, e seja AT a
forga interna que atua sobre a face de drea AA; , entdo define-se o vetor tensdo

¢ em P’ como:

lim AT dr'

o= = (111.71)
BAr— 0 a4 dA,

O vetor tensio ¢ represenia as forgas por unidade de area no corpe deformado,

e depende da forga dr’ e da orientagdo da superficie dA; . Em particular, usando
um sistema de coordenadas cartesianas Xx; e orientando estas superficies
paralelas aos planos coordenados é possivel decompor o vetor tensdo atuando
nestas superficies em componentes segundo os eixos coordenados . Assim, para uma
superficie cuja normal estd na diregdio x; , as componentes do vetor tensdo sobre
esta superficie na diregdo x; serdo indicadas como oy, , adotando-se a seguinte
convencdo para os sentidos positivos destas componentes , se a normal exterior
da superficie coincide com a dire¢do positiva do eixo x; entdo a componente oy
é positiva na diregdo positiva do eixo x; , e se a normal exterior da superficie

coincide com a diregio negativa do eixo x; entdo a componente oy; € positiva na
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diregéo negativa do eixo x;

O3z
: Oz2
i ' 053
k034 o
O _7¥| 02+ Nes
-7l | &7
023¢/// 031:!
X3 /I ‘_ — _r
- 632 \
-
Oaa

FIGURA IIL.5 - Sentidos positivos das tensfes.

Para conhecer as tensBes que atuam sobre uma superficie inclinada dA; de

I . - . 1ot
normal n° no ponto P’ da configuragdo deformada deve considerar-se o equilibrio

do seguinte tetraedro infinitesimal no ponto P":

FIGURA I1I.6 - Tens&es numa superficie inclinada.
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Pode demonstrar-se [20L122] que as componentes o, do vetor tensSo ¢ que atua

na superficie inclinada dA; sdo fornecidas pela férmula de Cauchy :
_ I
oy = oy o (111.72)

Desta expressdo pode deduzir-se o carater tensorial das componentes Y s |
que sdo conhecidas como as componentes do tensor de tens&es Euleriano ou de

Cauchy , e representam as forgas internas por unidade de drea que atuam no corpo
deformado. Usando a equagio (II1.71) as componentes dT} do vetor de forgas

internas ci'l"I s30;
dT) = oy, 0y dA; (111.73)

Um tensor de tensBes referido ao estado deformade € um conceite fisico
natural. Mas serd necessario relacionar tensdes com deformagfes. Assim, se as
deformagdes sdo referidas a configuragdo original do corpo, € conveniente

definir as tens@es similarmente em relacio a configuracio original.
G gurag g

Em correspondéncia com o vetor de forgas internas a1’ que atua na
superficie deformada  dA; é possivel definir um vetor d1° na superficie
original dA, . Se é adotada uma regra de correspondéncia entre dr' e dr1° para
cada par de superficies correspondentes, e s3o definidos vetores de tensdo,
em cada caso, como as taxas limites dT]/dAI e dTO/dA0 , entdo podem ser

definidos tensores de tensio em ambas as configuragies. As regras de

a 1 o . eaz .
correspondéncia entre dT e dT s3o arbitrarias mas devem ser matematicamente
consistentes. As seguintes regras sdo conhecidas como regras lLagrangiana e de

Kirchhof f:

0 (L) I

Lagrange : dT, (Il1.74a)

It
o
g

dx
Kirchhoff : ary ® = —L 4t (I11.74b)
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Note-se que neste udltimo caso ar® ® dT' estio relacionados pela mesma
regra de transformacio que dx? = (8x?/3x}) dx} , equagdo (IIL.5a).
I
dT I
DEFORMADA DEFORMADA /
P P
ORIGINAL ORIGINAL
Q Q
|70 dT!
0
N\, 4T
P P
> X4 » X4

a) LAGRANGE

b) KIRCHHOFF

FIGURA IIL.7 - Correspondéncia de vetores de forgas internas

o
Se n

€ o vetor normal & superficie dA, , entfo, usando uma lei similar as

féormulas de Cauchy (II1.73}, podem-se definir componentes de tensio Ty , 5

referidas & configuragdo original como:

Lagrange ari™ = 7, nf dA, = dT;
ax
Kirchhoff :  dT{" = S;n] dA, = —3- dT,
ax,

(I11.75a)

(I11.75b)

onde Tj; é chamado tensor de tensfes Lagrangiano ou primeiro tensor de tensfes

de Piocla-Kirchhoff, e Slj é chamado tensor de tens8es de Kirchhoff ou segundo

tensor de tens8es de Piola-Kirchhoff.
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Das relagfSes (I11.48) entre e¢lementos de &rea dAg, dA; antes e apés a

deformagdo e levando em conta o principio de conservagio da massa (II1.63), tem-

se:
ax’ I Pr 6x? 0
—— | ny dAp = ny dA; = — dA, (I11.76)
8x Po 8
portanto
I Po ax? 0
n; dA; = — — N dAg (I11.77)
P ax

Fazendo a substitugdo de dT; da equagdo (III.73) na equagdo (IIl.75a) tem-se:

Po ax? 0

T,y 0} dAg = oy Ny dA; = Oy i dA, (111.78)
I xm
resultando
Po  ax°
Tiy = Om i (IIL.79)
P1  8x,,

Analogamente fazendo a substitugdo de dTrf1 da equagdo (IIL.73) na equagdo

(I11.75.b) , tem-se:

0 o o
0 8x I Po  8x, ax o
S)) nj dA, = Tpm N dA; = ; — Com B dA, (II1.80)
Bx, Pr  8x, axp

resultando
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S, = — o (I11.81)

Subseqiientemente serd demonstrado que o tensor de tensdes de Cauchy oy &
simétrico. Da equagdo (II1.79) pode-se observar que em geral, o tensor de
tensbes Lagrangiano T;; n8o é simétrico , mas o tensor de tensdes de Kirchhoff ,
equagdo (II1.81), é sempre simétrico. Das equages (I11.79), (II.81) é possivel

relacionar os tensores SIJ e 'J!"ij como:

o
ax j
Sy = — Tim (1I1.82)
ax,,
e usando as seguintes identidades:
0 I
ax dx
8y = — i (F11.83a)
I 0
xp 8y
ax;  oxQ
8 (111.83b)
o 1
dxy, Ox,
podem ser obtidas as seguintes relagdes:
PL  Bx| PI  8x; ax)
g‘U = — 5 Tp- = o o Spm (II1.84a)
Po 8x, ° Po 3x, d8x,
axj
Ty = —% Sim (II1.84b)
ax,

Para expressar os tensores de tens@es de Kirchhoff e Cauchy em termos de

deslocamentos devem-se usar as equagdes (I11.13):
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8x; du,
= §,, + (II1.85a)

0 i )

axj ij

Bx? du,
— =8 - — (111.85b)

ij Bx}

e Tazendo a substitugio nas equagles (III.81) e (III.84a} tem-se que o tensor de

tensBes de Kirchhoff 5, pode ser expresso como:

(I11.86a}

e analogamente o tensor de tensdes de Cauchy pode ser expresso como:

P1 8u, du, du; du;
oy = _Po Ti] + [BJm —a 5 + 6lp o + 5 o ] Spm

P ax,, Bxp ax .,

(II1.86Db)
Se os deslocamentos sido infinitesimais entdo tem-se:
ax,  ax.
= = 31] {111.87a)
0 I
axj c‘ixJ
Py & Py (II1.87b)

resultando da equagio (III.84a):



54

oy 2 Ty 2 55 (111.88)

isto é , para deformagbes e deslocamentos muito pequenos os tensores T, s

b7y
coincidem com o tensor de tensfes de Cauchy o;; - Deve-se notar que o temsor de
tensdes de Cauchy oy; representa as tensdes reais atuando sobre o corpo
deformado e portanto para pequenos deslocamentos os tensores T;; , 5
representam essas tensOes, mas para grandes deslocamentos e deformacgdes estes

tensores ndo tem um significado fisico definido.

I11.3.2 - TENSOR DE TENSOES DE KIRCHHOFF EM COORDENADAS CORROTACIONAIS

Considere-se a seguinte decomposigio do campo de deslocamentos u; :

u = U)o+ vy (I11.89)

R , .. . . -
onde u; € um campo de deslocamentos de corpo rigido que definem uma configuragdo
corrotacionada, e v; sfo os deslocamentos medidos a partir desta configuragdo

que produzem deformacgdes no corpo.

CORROTACIONADA DEFORMADA

X3a

/‘

o/

>

L
%
N

X 1 CRIGINAL

FIGURA II1.8 - Sistema de coordenadas corrotacional.
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As componentes S?j do tensor de tensBes de Kirchhoff referidas a configuragio

original e expressas no sistema de coordenadas x; sdo da equagdo (III.81):

Po ax? 6x?

S'0 = o ( )
1j = pm 111.80
PL Bx.  ax)

P m

onde as componentes @, sdo as componentes do tensor de tensdes de Cauchy

expressas no sistema de coordenadas x; .

As coordenadas x{ de um ponto P’ da configuragio deformada podem ser

= ] . = . .
expressas em fungdo das coordenadas x; do mesmo ponto na configuragio original

mediante a equagfio (II.32) como:

xi =Ty x? + d? + v, (II1.91)

. u - o .
onde Ty sdo os elementos da matriz de rotagdo , equagdo (II1.24) e d; sdo as
coordenadas da origem O do sistema corrotacional. Multiplicando por ry; e

levando em conta as relagées (II1.27) tem-se:
Ty xf = Ty Iy x(} + Iy d? trpy vy S xg + Ty dtl} +r (111.92)
resultando
xf: = Iy xi -y d? - Ty Y (I11.93)

. = 1
derivando em relagdo a x, tem-se:

0
8, av, av,
= Ty Sjp ~ Ty — 7 T Twp T Tk

dx,, ax, dx

(I11.94)

L= )
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Fazendo a substitugdo na equagdo (I11.90) o tensor de tensdes de Kirchhoff S?j

pode ser escrito como:

Po A av,
Sy = P} Tip = Tq =~ J [ Fip = Tiq —~ ] %pm (I11.95)
I ax ax
P P
ou em forma expandida:
Po av
s — | ry, 'y - T a _
ij P ip * Jm iq I‘Jm . .
*p
av g vy vy
“Tip Tys T Tiq Tss I 1 Tpm
8x dx, dx,
(111.96)

c / o . . > - ~
As componentes 5 do tensor de tensdes de Kirchhoff referido a configuracéo
corrotacionada, e expressas no sistema de coordenadas corrotacionais y; , s&o

da equagio (IIL.86a) :

BVJ’
8, 8y - 9y = Oy —
ay,

av,’ 6vj’

T’ (I1I1.97)

1 I
dy, 8y,

onde v, sdo as componentes do vetor v de deslocamentos entre as configuragdes
corrotacionada e deformada , e oy;" sfo as componentes do tensor de tensbes de

Cauchy, ambas expressas no sistema de coordenadas corrotacionais y; Note-se

que o tensor S‘;J' é independente dos movimentos de corpo rigido.

Mediante uma rotacdio de coordenadas [Apéndice A] é possivel expressar as

componentes v;’, &,,° em fungdo das componentes Vg » Tpm NO sistema x; como:

Vi’ = Vg (111.98)
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o’ = I'ip Tim pm (111.99)

Fazendo a substitugio na equacdo (II1.97) tem-se:

s Po avy
Siy =% | Tip Tim ~ Tiq Tim [I‘kp —‘“I—] -
! Yy
dv, av, av,
Pip Ts [ Pln — ] - g Ty [ Tkp —— ] [ Tim —~ ] Ty (I11.100)
8y, Yy 8y,

I . .
Notando-se que y, s&o as componentes do vetor posigdo y! de um ponto P’ da
configuragdo deformada no sistema y, , este vetor estd relacionado com o vetor

posigdo x! do mesmo ponto no sistema x, pela equagéo:

xI = R! yl + d° = RT y!I + 4° (II1.101}
ou seja
I 1 0
X, = Tpp Y + 4, (II.102)

. u 1
derivando em relagdoc a y, tem-se:

I

axp
1 = l”mp 6ml.: = r'l-:p (I11.103)
8¥k
A derivada de v, em relagdo a x; é:
I
av av dy av
= q ko _ q
= ; = rkp '—1 (111104)

I I
ax, dyy Ox, 3y,
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resultando

Bvq av
Tkp = (II1.105)
A dx

0o

Fazendo a substitugio em (II[.100) pode-se comprovar que:

Sy = Sy (111.106)

Daqui pode-se concluir que:

. ~ X 0 . s . o

(i) O tensor de tensBes de Kirchhoff S;;, referido a configuracio
original € invariante ante movimentos de corpo rigido. Isto €&, se
o corpo deformado é levado a outra configuragdoc por movimentos de

corpo rigido as componentes S, do tensor de tensbBes de Kirchhoff

mantém-se inalteradas, pois neste caso o tensor S';j' ndc varia.
Esta propriedade ¢é conhecida como objetividade do tensor de
tensdes, e implica que as tensBes sdo obtidas como fungdes
unicamente das deformag@es e nio sdo afetadas pelos movimentos de
corpo rigido, sendo portanto estes tensores apropriados para serem
utilizados em equacgBes constitutivas. Deve-se notar que o tensor

de tensSes de Cauchy ¢y ndo possui esta propriedade.

. ~ : 0
(ii) Para deformacBes muito pequenas as componentes S;, do tensor de
tensdes de Kirchhoff podem ser interpretadas como as componentes

I

oy do tensor de tensdes de Cauchy referidas a um sistema

corrotacional que se translada rigidamente com o corpo. Notando,
= . o . .
pela observag@o anterior que o tensor Sy independe dos movimentos

- . . . 0
de corpo rigido, isto implica que as componentes 5, j do tensor de
tensBes de Kirchhoff representam, neste caso, as tensfes usuais de

engenharia referidas a configuragdo original.
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111.3.3 - FORGAS EXTERNAS DE SUPERFICIE E VOLUME

As forgas externas que atuam sobre um corpo continuo pedem ser divididas em

dois tipos: (i) forgas de volume e (2) forgas de superficie.

As forgas de volume b representam as forgas por unidade de massa (ou unidade
de volume) que s8o geradas por agdes externas e sf#o assumidas serem funcgdes

continuas definidas em todo o volume do corpeo.

As forgas de superficie p atuam nas superficies que formam ¢ contorno do
corpo. Elas s8o definidas por wunidade de 4rea de superficie externa e
representam o contatoc de um corpo sobre outro ou a interagcdic com ¢ meio. As

for¢as de superficie sdo assumidas como fungBes seccionalmente continuas.

I
X3 t°dA tda,
A dAq 0
dA;
dv
° dVI
b%d%
bg dVI
original
deformada

X1 X5

FIGURA II1.9 - Forcas externas de superficie e volume

Se as forgas externas de superficie e volume ndo variam em magnitude e
sentido nas distintas configuragdes do corpo, isto é, se se mantém constantes e

portanto sdo conservativas, devem cumprir-se as seguintes relagdes:
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by py dvy = by p; dv; (I11.107a)

py dAg = p, dA, (111.107b)

e levando em conta o principio de conservagao da massa equagdo (III.64} tem-se:

by

by (111.108)

A resuitante f! das forgas externas que atuam na configuragido deformada é:

£ = ol p dv, + I P dA; (I11.109)
M A

Usando a férmula de Cauchy (II1.72) a resultante das forgas de superficie

podem ser escritas como:

I I
p. dAy = I o, n; dA (I11.110)
IAI , 441 Ay 1 Ry dig

e mediante a aplicagdoc do teorema da divergéncia pode transformar-se como:

I éhrjl
.[ op ) dAp = J — dv; (II1.111)
Ay ¥1 6x§

portanto a resultante fI fica:

do
£l J (—2& vl ey ] dv, (IT1.112)
v ax;
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Para referenciar esta forga resultante a configuragdo original, da equagio
(iI1.78) tem-se:

oy 0y dA; = T,y no dAg (IIL113)

e, usando o teorema da divergéncia, a resultante das forgas de superficie podem

ser escritas como:

Laa = [ 7,00 da, = [ 200 g, (I11.114)
A Pi VR 0~ P o .
1 0 Yo 6xj

e levando em o principio de conservagio da massa, pp dv; = py dvy , tem-se:

oT
! J' (——2& + vl po ) v (1IL.115)
Yo ax;

e usando as relagdes (II1.84b) resulta:

3 3x,
I i I
fi= J [ (S —5 ) +vipo ] dvg (I11.116)

Estas duas equacgbes fornecem a resultante das forcas externas que atuam na
configuragio deformada como fungfes dos tensores de tensdo referidos a

configuracdo original.
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ITI.4 - LEIS DO MOVIMENTO DE CAUCHY

Usando os principios de momentum € possivel obter equagdes locais de

. . I X =
movimento para cada particula x; da configuragio defermada.

Pelo principio de momentum linear (II.67) tem-se:

dP _ d . _ el
S T [ o dvl] =f (I1L.117)
e levando em conta o principio de conservagio da massa. dl(p; dv;)/dt = 0, a
equagdo (II1.117) pode ser escrita como:
fl = I p U, dv; = J' Po U, dv, (IIL.118)
Y1 Yo
e fazendo a substitugio de f : da equagdo (II1.112) tem-se:
60']1 I
I (—I +b PP ] dv; = 0 (111.119)
Vi 634'j
Como a integral deve ser vdlida para volumes arbitrarios do corpo tem-se:
Ba‘_u I
dx;

Esta equagdo € conhecida como primeira lei de movimento de Cauchy.

Analogamente as equagles de movimento utilizando as equagSes (III.115),

(II1.116) em fungdo dos tensores de tensdo da configuragdo original sdo:
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ale I
S+ b, Po = Po T (111.121a)
ij
a Bxi i
350 [ Jm ax" ] + b, pp =P Ty (II1.121b)
] m

Pelo principio de momentum angular (II1.70) tem-se:

dH
°. 4 [ py (r x 1) dv, ] = Mo' (II1.122)
1

dt dt

e levando em conta o principio de conservagdo da massa, d(pdvy)/dt = 0, a

equacgdo (II1.122) pode ser escrita como:

I
Mc)i = .[ P eijk rj Uk dvI (I111.123)

VI

O momento das forgas externas da configuragio deformada é formado pela soma dos
momentos das forcas de massa e superficie. Utilizando a férmula de Cauchy

(111.72) para as forgas de superficie este momento resulta:

Moi = _[v ik T b]i pp dvp + .[A €k Ty Tpk ni dA; (111.124)
1 1

que, pelo teorema da divergéncia, pode ser escrito como:

ao

1 k I

Mo, = I [ SRy [ —— + b py ] + e Bpy oy ] dv, (II1.125)
V1 ax,

e, levando em conta as equagdes de movimento (111.120), tem-se:
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Mo} = I e Ty O pp dvp + .[ € T dVy (111.126)
VI VI

Comparando as equagbes (III.123) e (II1.126) resulta:

L e Oy dv; = 0 (111.127)
1

Como a integral deve ser valida para volumes arbitrdrios do corpo, entdo deve-se

ter que:

e O = O (I11.128)

Esta equagio é conhecida como segunda lei de movimento de Cauchy, e dela pode-se

deduzir que:

O ~ Ty = 0 (I11.129)

ou seja

Ty = Ty (I11.130)

que implica que o tensor de tensSes de Cauchy é simétrico , e portanto da

equagdo (II1.81) tem-se:

Sy = Sy, (111.131)

que implica que o tensor de tensfes de Kirchhoff também €& simétrico.
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I11.5 - EQUAGOES CONSTITUTIVAS

II11.5.1 -~ MATERIAIS ELASTICOS

As equacgbes constitutivas descrevem o comportamento dos materiais fornecendo
as tensBes como fungbes das deformagdes. Estas leis constitutivas podem incluir
como variaveis também a temperatura e o tempo. Um material é chamado eldstico se
as tensdes em qualquer instante de tempo t dependem somente do estado local de
deformacdo no instante t e ndo dos estados anteriores de deformacio. Portanto as

equagdes constitutivas para um material elastico devem ser da forma:

oy = Sley) (I11.132)

onde oy; € o tensor de tensBes de Cauchy e e;; ¢ o tensor de deformagdo de
Almansi. Como estes tensores estd3o univocamente relacionados com o© tensor de
tensdes de Kirchhoff S;; e o tensor de deformagdo de Green, respectivamente, um

material elastico pode ser descrito em variaveis Lagrangianas como:

Para tensbes menores do que as correspondentes ao escoamento ou fratura, a
grande maioria dos materias estruturais apresentam deformagdes muito pequenas,
embora a estrutura possa apresentar grandes deslocamentos de corpo rigido. Como
foi demonstrado nas segles anteriores para pequenas deformagfes os tensores de
tensdo de Kirchhoff Slj e o tensor de deformagdo de Green EiJ sdo equivalentes,
respectivamente, ao tensor de tensdes de Cauchy ¢y € ac tensor de deformagio
infinitesimal €;; usuais de engenharia; portanto uma lei constitutiva muito

empregada na pratica consiste numa generalizagio da lei de Hooke 1191.[241,[25];

onde C;j,, sdo as componentes do tensor de elasticidade linear isotrépica:

Cijg = A 8yy 8 + 1 (8 3 + 8 3y) (I11.135)

onde A, p sdo as constantes de Lamé que expressas em fungdo do mdédulo de
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elasticidade E e do coeficiente de Poisson v sdo:

Euv
A= (Il.136a)
(1 + v)(1 - 2v)

E
pe ——— (I11.136b)
2 {1 + v)

Deve observar-se que se o material é eldstico mas apresenta um comportamento
nio-linear para pequenas deformages ainda é possivel utilizar uma relagdo do
tipo (III.134), mas onde as componentes do tensor C;y, serdo fungbes das

deformagdes 19},

111.5.2 - MATERIAIS HIPERELASTICOS

Uma definigdo alternativa dos materiais elasticos emana da nocgdo de
reversibilidade. Num sentido termodindmico a reversibilidade implica que n3o
deve existir dissipagic de energia durante um processo de deformagdo de um
material elastico. Notando-se que para um material eldstico o estado atual de
tensBes independe da histéria da deformacgio, pode-se interpretar que o trabalho
feito pelas tensdes durante o processo de deformagdo é conservativo e portanto
pode-se assumir que existe uma fungio potencial W(EU) chamada densidade de

energia de deformagioc da qual podem ser derivadas as tensbes como:

W
aE

{I11.137)

Sij = Po
i]

Os materiais elasticos que satisfazem esta equagio s3o chamados

hipereldsticos 120)1221,[25],

Como geralmente a configuragdo original serd conhecida é mais conveniente
usar ao invés de W[EU) uma fungdo de potencial eldstico U(E;,) por unidade de

volume da configuragdo original:
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U=py W (111.138)
e portanto
5, = —4%_ (111.139)
BEU

Tecnicamente um material elidstico nfo precisa ser hipereldstico, mas assumir
o contrario implica que existira uma dissipagic de energia durante o processo de

deformacdo [25] | Os materiais aqui considerados serio assumidos hipereldsticos.

I11.6 - ENERGIA DE DEFORMAGAO

Assumindo que o potencial eldstico por unidade de volume U(E,;) seja uma
fungdo analitica em seus argumentos ElJ' entdo, pcde ser expresso pela expansdo

de Taylor:

1 1
U =Uy + Cy Eyy + — Ciga Eyy Eig + —; Cigars Eyy Eia Ers -

(I11.140)

onde U, é uma constante arbitraria que pode ser assumida nula, e os coeficientes
Cip Cigrr Cijkirss --- s8o chamados elasticidades de ordem 0, I, 2,.. . Como
os tensores SU' EIJ s3o simétricos, as elasticidades de qualquer ordem devem

ser simétricas em cada par de indices sucessivos:
C; =Cy (I11.141a)

Cia = Coa - = Cyjie = Cpyy (I111.141a)

etc
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Da equagdo (II1.132) tem-se para um material hiperelastico:

aU
8E;;

1
Sy = =Cy + Cy,y E + — Cijirs Ext Erg *+ - (111.142)

ra

Note-se que se E;; = 0 tem-se §;; = Cj; , portanto C;; representa as “tens&es
iniciais” na configuragio original. Se esta configuragdo ¢ adotada em
correspondéncia com o estado natural livre de tensbes tem-se C;; = 0. Entdo

zerando a constante irrelevante U, a equagado (III.140) fica:

1 1
U = — Cya Eyy Ext * —; Ciars By B Ers * - (111.143)

Assumindo que as deformagBes sejam muito pequenas ¢é possivel obter uma
aproximagdo da fungdo energia de deformagdo, truncando a expansdc ({I1.143) no

primeiro termo como:

Uz — Cy, By Ey (I11.144)

i)
e correspondentemente as tensdes Slj sdo aproximadas como:
Sij = G En (I11.145)

como estas expressdes devem ser validas para deformagdes infinitesimais, em
particular para materiais isotrdpicos, os coeficientes Cljkl devem coincidir com

os tensores de elasticidade infinitesimal da equagio (III.135).

Além disso, para que o equilibric no estado livre de tensdes (U = 0) seja
estavel, é necessario que a fungio U assuma um valor minimo nessa configuragio,
portanto U deve ser uma funcgic positiva definida para deformag@es pequenas em
torno do estado livre de tensSes. Pode-se demonstrar [20] que isto sé6 é possivel

se E>0 e -1<v <05 nesse entorno.

A energia de deformagdo U € obtida mediante a integragio sobre todas as

particulas da estrutura da energia de deformagio especifica U em relagdoc A



configuragdo original livre de deformag&es como:

Us=s| Udy, = = , Cupa By By d% (111.146)
o

2
Vo

Notando-se que para pequenas deformagdes as tensdes SIJ podem ser expressas pela

equagio (II1.145}, ent3o a energia de deformagdo pode ser escrita comao:

u=-L J' S,y Eyy dvg (111.147)
Vo

ITI1.7 - POTENCIAL DAS FORCAS EXTERNAS CONSERVATIVAS

Considerando-se forgas externas conservativas de massa b e de superficie t
que n3o variam em intensidade e sentido, o potencial associado ao trabalho

destas forgas, equagdo (IL5), é:

onde as forgas estdo referidas a4 configuragdoc original e u; sfo os deslocamentos
entre as configuragBes original e deformada. Para carregamento proporcicnal a um

pardmetro de carga A o potencial das forgas externas é:

Q=A0,=-2 [L by U, pg dvo—IA 1) u, dAo] (111.149)
[+ 0

0 0 . . " . . .
onde by , t; sdo magnitudes fixas de referéncia das cargas, ¢ f); € o potencial

de referéncia destas cargas.

As forcgas concentradas sio casos particulares de forgas de volume ou
superficie, que atuam sobre um volume ou 4drea infinitesimal onde os

deslocamentos podem ser considerados iguais para todas as particulas dessas
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regites do corpo. Portanto o potencial das forgas concentradas é:

Q= -y [L b, pp dvg - JA t; dag ] =-py (111150}
0

0

onde p; é a forga concentrada na diregdo do deslocamento u;.

II1.8 - PARTICULARIZACAO A SISTEMAS CONTINUOS DISCRETIZADOS

Um sistema continuo € constituido por infinitas particulas e as distintas
configuragGes do sistema sdc identificadas pelos deslocamentos wu destas
particulas. Usando uma descricdo Lagrangiana, estes campos de deslocamentos
serao fungdes das coordenadas de cada particula em uma configuragidoc de

P

referéncia, isto é:

u = ulxd, x5 x) (111.151)

Para obter uma representagido aproximada do campo de deslocamentos u com um

namero finito de parametros é possivel expressar estes deslocamentos como:

u, = N; (xcl’, xg, xg) ¢ , «=123 , 1=12 ,n (I11.152)

onde as ¢; sdo um conjunto de n coordenadas generalizadas e as N& sdo fungbes de
interpolagdo, onde o indice superior indica a coordenada generalizada associada
e o indice inferior o deslocamento associado. Nesta seg¢io serdo adotados indices
latinos no intervalo 1 até n para referenciar coordenadas generalizadas ¢;, ¢

indices gregos no intervalo 1 até 3 para referenciar as coordenadas cartesianas
X

-

Quando o continuo é discretizado por elementos finitos as coordenadas

generalizadas ¢; ficam, usualmente associadas a deslocamentos nodais e as

fungbes de interpolagdo N& sdo definidas localmente sobre aqueles elementos que
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contém o grau de liberdade ¢,.

As componentes EocB do tensor de Green, equagdo (Ill.15a), podem ser escritas

COmo:
1
Eqg = = lug,g + Ug,a + Uy, Uy,p) (111.153)

onde com virgula é indicada a derivada parcial, neste caso em relagio as

coordenadas espaciais x, , isto é:

du

Ua'B = Eg‘ (111.154)

Fazendo a substitucdo da aproximagio de u,, equagio (III.152), no tensor de

Green, tem-se:
1 1 J k 1
Eqg = - (Ngg & + Ng o ¢ + Ny o Ny g & ¢)) (111.155)
A energia de deformacgio, equacio (II1.146), é:

1
V== J.vocaﬁwa Eqg Eys dvo (I11.156)

Levando em conta que as componentes do tensor de Green Eqg sdo fungdes
quadraticas das coordenadas generalizadas ¢, entdo a energia de deformagdo deve

ser uma fung¢do quartica nestas coordenadas, isto é:
U=U (g, ¢2 ¢3 ¢%) (I11.157)

Expandindo a energia de deformagio em séries de Taylor em torno da origem das

coordenadas generalizadas (¢, = 0), tem-se:

1 1 1
Us5 Undidr — U & 0 &+

a Ui ¢1 @5 o & (111.158)
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onde os coeficientes U,

ip Yig Ui serdo chamados coeficientes de rigidez de

zero, primeira e segunda ordem, respectivamente, e sdo definidos comeo:

u L (111.159a)

i = T . .

: 3%, 99; | gm0 2

U - 2U (111.159b)
ik = .1
) B¢y ) B¢y |¢-0

U Al (II1.159¢)
ikl . C
’ 8¢; 8¢y 8¢, 3¢, |g=0

-

Note-se que esta forma de expressar a energia de deformacgio & valida para
qualquer sdélido elastico cujas deformagbes, assumidas pequenas, sejam calculadas
mediante o tensor de Green , e cujos desleccamentos sejam aproximados por fungdes

de interpolagdo lineares nas coordenadas generalizadas,

0 potencial Q, associado as forgas externas de referéncia, € da equagdo

(T11.149):

Yo Ag

o .0 . . s
onde by, t, s8o as magnitudes de referéncia das cargas externas de massa e
superficie, e u, sf8o os deslocamentos entre as configuragbes original e
deformada. Adotando-se a aproximagdo (lII1.152) para estes deslocamentos o

potencial Q, fica:

QO = =- [ Iv b; N& Po dVo - IA tg N; dAO ] ¢i (III~161}
0

0

onde o termo entre colchetes corresponde as forgas generalizadas associadas a

este potencial, da equacio (I.21):
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aq
b = - o0 = J‘ b N pp dvp + I 19 NY da, (I11.162)
1 Vo Ao

e portanto o potencial (II1.160) pode ser escrito como:
B =-p & (I11.163)

Para carregamento proporcional, a energia potencial total é formada pela soma da

energia de deformagio mais o potencial das forgas externas proporcionais como:
V=U+2aQ (I11.164)

Quando é empregada uma descrigio Lagrangiana com a aproximacgio (II1.152) para
os deslocamentos, a energia de deformagdo U é expressa pela equagdo (III.158) e
o potencial Q, das forgas externas é expresso pela equagdo (II1.163), ficando a

energia potencial total como:

1 1 1
V=TU|_]¢1¢j+TU|jk¢1¢j¢k+ﬁU1jkl¢l¢’j¢k¢l-Apl¢l

(111.165)

A condigdo de equilibrio estatico de um sistema discreto conservativo é que a
energia potencial total seja estacionaria em relagdo as coordenadas

generalizadas, equagio (I1.30), isto é:

av
Vi=——=20 , Vi (II1.166)
O¢,

Aplicando as regras de diferenciagio da 4lgebra indicial [Apéndice A], as

derivadas da energia potencial em relagdo a ¢, sdo:

1 1
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onde F, € a resultante de todas as forgas generalizadas, que deve ser nula para

garantir o equilibrio. Definindo o vetor de forgas internas f(¢) de componentes

fi(¢) como:

1 1

entdo as equagdes de equlibrio podem ser escritas vetorialmente como:

F(¢,A) = fl¢) ~-Ap=0

(I11.168)

(II1.169)

Note-se que as componentes F,(¢,A) do vetor F sdo fungBes analiticas das

coordenadas generalizadas ¢, e do parémetro A, pois as componentes do vetor de

forgas internas f(¢) sfo fungBes polinomiais cibicas das coordenadas ¢, e o

vetor p é assumido constante,



CAPITULO ¥

APROXIMACGES ASSINTOTICAS DOS CAMINHOS DE EQUILIBRIO

INTRODUCGAO

Neste capitulo s3o0 desenvolvidas as equagdes gerais da técnica das
perturbages. Sio deduzidas as férmulas de recorréncia e € analisada a aplicagéo
desta técnica em pontos de equilibrio critico. E feita uma introdugdo sobre a
descrigdo paramétrica dos caminhos de equilibric e o uso particular do

comprimento de arco como parametro.
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IV.1 - DESCRIGXO PARAMETRICA DOS CAMINHOS DE EQUILIBRIO

Considere-se um sistema de n equagdes nio-lineares de equilibrio:

Fl(c,bj,k) =0 , 1] = 1,2,...1 (Iv.1)

onde ¢j sdo um conjunto de n coordenadas generalizadas e A € o parametro de

cargas.

Cada uma destas equagles define uma superficie ("hiperficie" na linguagem
matematica se n>2) de dimensdc n no espago de coordenadas ¢,,A. As solugBes do
sistema de equagbes sido representadas pelas intersegtes destas n superficies na

forma de curvas chamadas caminhos de equilibrio.

A F

1
o

CAMINHO DE
EQUILIBRIO

FIGURA 1IV.1 - Caminho de equilibrioc no espa¢o ¢,A.
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Um caminhe de equilibrio pode ser descrito parametricamente como:
¢y = ¢j[t) (1v.2a)
A = Alt) (IV.2b)

onde t €& o pardmetro do caminho que define o avango sobre o caminho de
equilibric. Exceto para caseos muito simples, em geral ndo é possivel obter as
solugbes  ¢,(t), A(t) em forma fechada, devendo-se recorrer a alguma
representagdo em série. Assumindo que as relagSes funcionais F;(¢;,A) sejam
analiticas nas variaveis é; A, entdo, se existem, as funcgdes ¢j(t), A{t) também
devem ser analiticas 126], Portanto é possivel expressar as solugdes ¢;(t), A{t)

em séries de Taylor do parametro t como:

¢(t)

Slio + PV o t + _; @ pp t° + (1V.3a)

A(t)

1
Mg + AQ o t + 5 AP o £+ .. (IV.3b)

onde é utilizada a notagdo ()M} = dm(.)/dtm para indicar a m-ésima derivada em

relacdo ao parametro t, isto é:

s j'::‘ j:lf:? j:‘? ------- % } (IV.4a)

Alm) = STQ {IV.4b)
e adota-se por convencdo a notacdo (-)© = (), isto é:

$OT = { ¢ ¢, ¢3 oo ¢ } (Iv.52)

A0 = (IV.Sb)

Devido ac uso intensivo que serd Tfeito das expansGes de Taylor e de
coeficientes obtidos por férmulas de recorréncia, é conveniente simplificar a

notagdo. Assim o m-ésimo termo de uma seqiiéncia serd indicado com um Iindice



78

superior direito entre colchetes (-}m! | Empregando esta notagdo as series

anteriores podem ser escritas como:

Blt) = gl0) + glll ¢ 4+ gi2l 2 4 13 ¢F 4 (IV.6a)
Alt) = AlOF 4 AT ¢ 4 al2l 2 4 al81 ¢% 4 (IV.6b)
onde
plml = L ¢(m)]t=0 (sem soma em m) (IV.7a)
mi
A(m) = —1 A(m)|t=0 (sem soma em m} {IV.7b)
m!

Assumindo que estas séries sejam , ao menos, localmente convergentes em
torno da origem da expansdo, € possivel aproximar o caminho de equilibrio com os
primeiros termos. Assim o0s sucessivos truncamentos fornecem aproximacdes
assintoticas lineares, quadraticas, etc., segundo a quantidade de termos

retidos; isto é ilustrado na figura IV.2.

XA

Linear
e Cubica
P /
~ rd
Ve
s -
rd -
s _—— = -
7
- -~ -
E ~
N
\
| -,
Quadratica
>

?;

FIGURA IV.2 - Aproximacgles assintdéticas de um caminho de eqguilibrio.
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0 parametro t ¢€ arbitrario, mas € conveniente identifica-lo com alguma
varidvel que assegure a eXisténcia das relagdes funcionais ¢j(t), Al(t), e por
conseqiiéncia das respectivas expanstes de Taylor. Esta identificagdo é imposta
mediante o cumprimento de certas equagbes de restrigio entre os coeficientes das

expanstes de Taylor, que serio chamadas equac@es de restrigcdo paramétrica.

IV.1.1 - O COMPRIMENTO DE ARCO COMO PARAMETRO

Em forma vetorial a curva de componentes ¢J(t). a(t), ilustrada na

figura IV.3, pode ser expressa como:
T
p) = { 4 $1) gyt) oo ¢a(t) A } (IV.8)

onde p(t) é o vetor posigdo da curva no espago ¢, A.

A derivada do vetor posigdo p(t) em relagdo ao parametro do caminho t

fornece um vetor tangente a curva como:

d (D (n T
d‘: = p(l} = { #: ¢2 ¢ e ¢n A } (IV.9)

KA

FIGURA IV.3 - Vetores posicdoc e tangente do caminho de equilibrio.
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Considere-se um segmento diferencial de curva de comprimento ds:

ds = |p| at (1v.10)

onde |p™| é a norma euclidiana do vetor tangente, que usando a convengdo de

SOoma pode Ser exXpressa como:
1 2 q1/2
oW = [ ¢ + W) ] (IV.11)

Assim o comprimento s de curva entre a origem do parimetro t (t=0) e um

outro ponto qualquer da curva & dado por:
t
s = L) |p™] dt (1v.12)

Daqui pode-se deduzir que a condigdo necessaria e suficiente para assegurar que
uma curva seja parametrizada pelo seu comprimento de arco (t = s), é que para

todo t seja:

9] =1, vt (1v.13)

Esta condi¢do pode ser expressa equivalentemente como:

i(s) = [p®]2 - 1= ¢ + A2 -1 =0