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Este trabalho apresenta solugdes fechadas das equacgdes
analiticas para vigas tubulares de paredes delgadas. As
equacdes sdo obtidas via método de energia onde séo
considerados os efeitos de deformagao por esforg¢o cortante nas

almas e de "shear lag" nos flanges.

Expresstes explicitas para deslocamentos e tensdes séo
apresentadas para o caso de viga caixd@o de segdo retangular
engastada - livre. No caso mais geral de segdes, incluindo
agquelas tipicas de pontes, as expressdes apresentadas tém
forma semi-explicita, cobrindo diversas condigdes de contorno

e carregamentos.

A importancia do efeito de "shear lag" & demonstrado

através de comparacdes com resultados de teorias cléassicas.
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SHEAR LAG IN TUBULAR THIN WALLED STRUCTURES

NATHALIE SCHUBERT PFEIL

May 1992

Closed form solutions for deflections and stresses in
thin-walled tubular beams are presented. The analytical
equations are developed within an energy approach where shear

strains and shear lag effects are considered.

Explicit expressions for transverse deflections and
stesses are given for cantilever box beams. For tubular
sections of more general geometries, like bridge sections,
semi-explicit expressions are "presented to several

combinations of boundary and loading conditions.

The importance of shear lag effect 1is demosntrated

through comparisons whith classical theoretical results.
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SIMBOLOGIA

A - area da secdo transversal

b - largura do flange

C1..Ci0 - constantes de integragdo

E - médulo de elasticidade longitudinal

G - mddulo de elasticidade transversal

h - altura da alma

I - inércia da segdc transversal

L - comprimento da viga

M(x) - momento aplicado em X

P(x) - carga concentrada aplicada em X

Q(x) - carga distribuida

s - funcdo que indicé a intensidade
do "shear-lag" ao longo da viga.

t - espessura

u - deslocamentos axiais (direcdo x)

U ~ energia de deformacgdo

\' - energia potencial total

X,Y,2 - sistema de eixos

w - deslocamentos transversais (direcgdo z)

o - fator de forma da secgdo (relativo ao
cisalhamento)

B - rotagdo da segdo por cisalhamento

7 - deformagdo tangencial

£ - deformacgao axial

¥ - rotagao da secgdo por flexao

o) - tensdo axial

T - tensdo tangencial



SUB-INDICES

- relativo as almas
- relativo aos flanges
-relativo ao nimero do flange na se¢do de pontes

INDICES SUPERIORES
- derivada em relag¢do a x

- valores prescritos
- expressdes na base de autovetores



CAPITULO |

INTRODUCAQ

I.1 - CONCEITUAGCAC DE "SHEAR LAG"

0 fendmeno de "shear lag" pode ser caracterizado a
partir da observacdoc do comportamento do modelo estrutural
esquematizado na figura I.l.a. Trata-se de uma viga engastada
e livre de segdo retangular de paredes delgadas, sujeita a um
carregamento transversal que ndo produz torgio. E também
admitido que os flanges estejam submetidos a um estado plano
de tensdes. De acorde com a teoria cléassica de vigas, os
deslocamentos axiais seriam proporcionais a distdncia da linha
neutra [1], conforme a figura I.l.b. Isto decorre da hipdtese
de que as seg¢des permanecem planas apdés a deformagdo. Porém
neste caso isto ndo se verifica, e © gue ccorre na verdade é&
uma distribuigdo de deslocamentos axiais situada fora de um
plano, como ilustrado na figura I.l.c. Esta distribuig¢do néo
linear do campo de deslocamentos & denominada de "“shear lag".
Apresenta-se na figura I.1.d a configuragdo deformada do
elemento infinitesimal E, notando-se gque o mesmo apresenta uma
distorgcdo associada as tensdes cisalhantes indicadas, txy'
Como se pode observar, o deslocamento axial no centro do
flange sofre um "atraso" ("lag") em relacdo ao deslocamento em
seus extremos, e a esta forma ndo linear esta associada a
tensdo cisalhante rxy ("shear"), dai a origem da denominacgédo
do fenémeno de "shear lag". Na versdo em portugués do livro de
Teoria da Elasticidade, de S.P. Timoshenko [2], os tradutores

sugeriram a denominagdo de arrasto por esforgo cortante.
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Figura I.1 - (a) Modelo estrutural (b) Deslocamentos axiais
sequndo a teoria cléssica de vigas (c) Deslocamentos axiais

reais (d) Configuracdo deformada de um elemento infinitesimal

Os deslocamentos axiais ao longo das linhas AB e A’B’
(figura I.l.a) apdés a deformagdo podem assumir, num caso
geral, as seguintes confiquragdes : (i) A curvatura de A’B’ é
a mais pronunciada, (ii) ambas as curvaturas sdo iguais e
(iii) AB apresenta uma curvatura mais acentuada. Estas trés
situagdes sdo ilustradas na figura I.2, Jjuntamente com os
diagramas de tensdes tangenciais (t..) e axiais

Xy
correspondentes, o,.-
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Figura I.2 - Possiveis campos de deslocamentos axiais e

distribuigido de tensdes correspondentes

Na figura I.2 as tensdes Er em tracejado indicam os
valores fornecidos pela teoria cléssica de vigas. Por uma
questdo de equilibrio entre os momentos atuante e resistente,
o valor de Er estard sempre entre os valores méximo e minimo
de o Nos casos em que a tensao o, & constante, o valor de E}

é obviamente coincidente.

£ comum encontrar a definicdo de "shear lag" como sendo
a distribuicdo ndo linear de tensdes axiais [2-7], embora seja
amplamente admitido gque o "shear lag" é associado as tensdes
cisalhantes. Segundo esta forma de se definir o fendémeno,
seria 6bvia a contradicdo para a situagdo da figura I.2.b: o
"shear lag" seria nulo embora existam tensdes cisalhantes.
Serd ainda demonstrado gue na segdo em que a tensdo axial no

flange & constante, as tensdes tangenciais assumem valor



maximo. Fica .claro entdo que hdo é correto conceituar "shear
lag" como ndoc linearidade de tensbes axiais. Alguns outros
autores [8-10] conceituam o fenémeno da forma correta, como
agqui apresentado.

Esta questdo relativa & definigd8o do "shear lag" &
evidentemente muito importante, e parece passar desapercebida,
ocorrendo com fregiiéncia uma confusdoc entre ndo linearidade de

tensdes e deslocamentos.

0 efeito de "shear lag" também pode ser observado no
caso de cargas axiais, como por exemplo agueles apresentados
na figura 1I.3. Entretanto tais «cascs ndo serao aqui
considerados sendo somente estudados agueles cujos

carregamentos sdo transversais ao eixo da viga.
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Figura I.3 - Distribuicdo de tensdes no caso de cargas axiais

Uma estrutura sujeita a "shear lag" se analisada segundo
a teoria cléssica de vigas, pode levar a seguinte incorrecgéao,
conforme ilustrado nas figuras I.4: tensdes reais o, maiores

ou menores que a tensdo cléssica Er‘



Figura I.4 - N&o uniformidade de tensdes devido ao "shear lag"

Caso a}>5f, uma avaliagdo incorreta das tensdes atuantes
conduz logicamente a um sub-dimensionamento, podendo culminar

em ruptura ou flambagem [8].

0 estudo do "shear lag"™ & de particular interesse na
analise estrutural de edificios altos de concepgdo tubular,
pontes de segdo caixdo, nas construgdes navais, aeronduticas
etc., A eficiéncia destes modelos estruturais estad diretamente

associada A&s conseqiiéncias do '"shear lag", ou seja,

distribuicdo ndo uniforme de tensdo axial. Desta forma existe
sempre a preocupacdo em atenuar estes efeitos indesejaveis.
Por exemplo, no caso de edificios altos existe o sistema
modular ou celular [3,11], resultante da aglomeragdo de duas
ou mais estruturas tubulares, conforme ilustrado na figura
I.5.



diafragma

Figura I.5 - (a)Sistema tubular modular
(b)Distribuigdoc de tensdes axiais

0 diafragma paralelo a direg¢do de atuagdo da carga

absorve parte da tensdao cisalhante, minorande o efeito de

"shear lag".

Um exemplo bastante conhecido deste tipo de concepgdo é
o "Sears Tower" [12] (figura I.6), na cidade de Chicago,
atualmente o edificio mais alto do mundo com 443.5 m de
altura. Neste caso foram adotadas nove celulas e o resultado,
em termos de distribuicao de tensées, é bastante satisfatdrio,
pois obtém-se praticamente uma distribuigdo uniforme, conforme

ilustrado no detalhe da figura I.6.
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normalmente & necessario um certo grau de refinamento da
malha, © gque em geral nio se justifica numa fase preliminar de
projeto. O método das faixas finitas [14], se adapta muito bem
a estes tipos de problema, resultando num sistema de equagdes
bastante reduzido, se comparado com o procedimento
convensional do MEF. Mesmo assim este método ndoc pode ser
considerado como uma solugic imediata, pois sempre restardo as
etapas de discretizagdo, entrada de dados e analise dos
resultados. A figura I.7 apresenta uma discretizacgdo tipica em
elementos finitos e faixas finitas. Nas etapas da concepcdo
estrutural e de ante-projeto, costuma-se entdo recorrer aos
métodos aproximados ou a solug¢des analiticas, normalmente para
casos simples dgue possam ser - associados a componentes

tubulares.

Figura I.7 - Discretizacgdo tipica em (a) elementos finitos e

(b) faixas finitas



Os primeiros trabalhos a respeito de "shear lag" sao
atribuides a REISSNER [15-17]. Objetivando analisar os
problemas observados na indGstria aerondutica, REISSNER
utilizou uma fungdo parabdlica para aproximar o campo de
deslocamentos axiais, num modelo de energia. Em seus artigos,
nido é considerada a deformagdo das almas por esforgo cortante,
o que pode gerar resultados insatisfatérios nos casos de vigas
curtas. As solugdes analiticas por ele.apresentadas s6 foram
possiveis nos casos em que a distribuigdo de momentos fletores
era previamente conhecida; um artificio para substituir as
condigbes de contorno essenciais por naturais foi utilizado
para simplificar a solugdo das eguagdes diferenciais de
equilibrio. Este tipo de enfogue do problema (extremizagdo do
funcional de energia potencial total) mostrou-se eficiente e
vem sendo utilizado com algumas modificagdes. Destacam-se as
publicacbdes de FOUTCH [18] e DEZI [19] gque introduzem as
deformacdes por esforgo cortante, segundo a teoria de vigas de
Timoshenko, e aplicam corretamente as condig¢des de contorno.
Com isto a solucgdo das equagdes diferenciais de equilibrio
torna-se mais complexa e em [18] os autores optaram pelo

método numérico de Runge-Kutta.

Outra forma de andlise consiste em substituir a viga por
uma associacgdo de chapas e barras [2,20], conforme ilustrado

na figqura I.8.

Por hipétese, as barras absorvem apenas os esforgos
axiais enquanto as chapas resistem ao cisalhamento (figura
I.7.c). Por consideragdes de compatibilidade e de equilibrio
sdo obtidas as equacgdes diferenciais que governam o problema.
A medida que esta modelagem vai sendo refinada com a
introcducdo de novas barras e chapas, os resultados tendem a
melhorar, aumentando também o grau de complexidade do sistema

de equagdes diferenciais.
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Figura I.8 - (a)Estrutura real (b) simulacdo com barras e
chapas (c¢) Forcas e tensdes atuantes numa faixa

infinitesimal

Os métodos até agora descritos envolvem a solucdo de
sistemas de equagdes diferenciais, ou sistemas com grande
nimero de equagdes algébricas como no caso do MEF. Como forma
de se evitar tais dificuldades, adota-se com fregiiéncia na
pratica o método da largura efetiva. Este método consiste em
considerar que certos trechos da secdo transversal tenham uma
largura menor do que a real, de forma que a tensdoc calculada
pela teoria classica fornegca o valor maximo correto. A
definigdo das larguras efetivas baseia-se em resultados
experimentais e numéricos (geralmente com o MEF), e depende da
forma da segdo transversal, das condigdes de contorno e do

carregamento.
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I.3 - DESCRIGAO DA TESE

As formulagdes apresentadas no presente trabalho séao
baseadas no principio da energia potencial total estacionaria,
de forma andloga as publicagtes de FOUTCH [18] e DEZI [19].
Porém aqui, o desenvolvimento & ampliado, sendo obtidas
diversas solugdes analiticas, com as gquais & possivel uma
melhor compreensdo do "shear lag" e de suas consedqiliéncias. As
solugdes analiticas permitem o calculo de tensGes e
deslocamentos em qgualquer ponto da estrutura e sdc facilmente
programaveis, mesmo em calculadoras, sendo portanto de grande

interesse pratico.

No capitulo II apresenta-se o modelo matemdtico para uma
viga de sec¢do caixdo considerando as déformagées por esforgo
cortante e o efeito de "shear lag" na forma proposta por
REISSNER [17]. As equag¢des de equilibrio para este modelo sao
deduzidas a partir da extremizagio do funcional de energia e
sio mostradas no capitulo III. O capitulo IV destina-se a
solugdo de tais equagdes de equilibrio para uma viga engastada
e livre sujeita a diversos tipos de carregamento. Os
resultados encontrados neste capitulo podem ser utilizados
para uma andlise preliminar global de edificios altos de
consep¢do tubular. No capitulo V segue-se a mesma metodologia
para uma formulagdo destinada a segdes tipicas de pontes. As
aplicacdes das formulagdes desenvolvidas sdo apresentadas no
capitulo VI. O capitulo VII contém as conclusdes a respeito do

trabalho apresentado e sugestdes de continuidade.
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CAPITULO I

MODELO MATEMATICO PARA ESTRUTURAS TUBULARES

Apresenta-se neste capitulo o modelo matematico para uma
estrutura tubular do tipo viga de secdo caixado retangular de
paredes delgadas, considerando-se as deformag¢des por esforcgo
cortante. As energias de deformagdo eldstica das almas e dos
flanges e a energia potencial das cargas, cuja soma constitui
a energia potencial total, sd3o deduzidas separadamente e

apresentadas de forma explicita.

II.1 - DEFINIGAO DO MODELO ESTRUTURAL

Com o objetivo de se obter informagdes basicas sobre o
fenbmeno do "shear 1lag", optou-se inicialmente pelo caso
considerado mais simples. Trata-se de uma viga com secgdo
retangular de paredes delgadas, conforme esguema apresentado
na figura II.1, submetida a carregamentos transversais.
Deve-se lembrar que foram adotadas as hipdteses de que os
flanges estdo submetidos a um estado plano de tensfes e que os

carregamentos transversails ndo produzem torgdo.
Na figura II.1 estdo indicadas as dimensdes necessarias
para a defini¢8o das caracteristicas geométricas da viga e o

sistema de eixos utilizado.

Como a definigdo das condigdes de contorno sé se torna
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necessaria na etapa de solugdo das equagdes diferenciais de

equilibrio, as mesmas sb serdo consideradas mais adiante.

Secao transversal

Y
- 2h

Figura II.1 - Modelo estrutural

Quanto ao carregamento, sdo considerados os sequintes
tipos:

M(X)
P(X)

momento concentrado aplicado em X

carga concentrada transversal, aplicada em X
Q(x) - carga transversal distribuida ac longo da viga,

sequndo uma determinada fungdo

II.2 - CAMPOS DE DESLOCAMENTOS E DEFORMACOES

Inicialmente sdo definidos os campos de deslocamentos

transversal e axial e, a seguir, as expressdes das deformagdes
nos flanges e nas almas.
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Sabendo que as deformagdes devidas ao cisalhamento séo
relevantes em estruturas de paredes delgadas, as mesmas
deverdo ser consideradas nas relagbes deformacdo-deslocamento.
Assim sendo, serd utilizada a teoria de vigas de Timoshenko

[21], apresentada a seguir.

Para definigdo das hipdteses basicas, serd estudado o
trecho entre duas seg¢bdes vizinhas, S1 e 82, na viga
esguematizada na figura II.2, onde a mesma se apresenta
deformada pela agdoc de um certo carregamento transversal (ndo

interessando as condig¢des de contorno).

S1 82 51 82

Flexao Cisalhamento

Figura II.2 - Modelo deformado

De acordo com a teoria de vigas de Timoshenko, os
deslocamentos transversais devem ser considerados como
resultantes de duas parcelas, uma exclusivamente devida aos
esforgos de flexdc, e outra aos de cisalhamento. Na figura
IT.3 estd apresentada a forma como o diferencial do

deslocamento transversal, dw, &€ compostd.
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flexdo cisalhamento

Figura II.3 - Deslocamento transversal em fungado das

rotagdes

Assim, a rotacg¢do total pode ser expressa como a soma das

rotagdes por flexdo e por cisalhamento,

aw

ax = YT () + B(x) (IT.1)

Deve-se notar, entretanto, que a deformagdo por
cisalhamento g8(x), referida a um plano passandc pela linha
neutra da segdo, como mostrada na figura II.3, & uma
representag¢doc simplificada do gue ocorre na realidade ao longo

da altura da segdo transversal da viga.

Observando a distorgdo dos elementos 1 e 2
esquematizados na figura II.4, conclui-se que, na verdade, o
Angulo B, e conseqglientemente a tensdo tangencial, sao
varidveis ao longo da altura da viga. Para levar em conta a
ndo uniformidade da tensdo cisalhante, serda introduzido mais
adiante o fator kx, que & a razdo entre a tensdo cisalhante na

1inha neutra e a tensdc cisalhante média.



16

S 2

Figura II.4 - Deformagdo real por cisalhamento

Uma vez conhecida a equagdo diferencial relativa ao
deslocamento transversal, os deslocamentos axials podem ser

determinados.

Observando-se a figura II.5, pode-se escrever o

deslocamento axial na alma da seguinte forma:

ua(x,z) = -z (W'- B) (IT.2)

Figura II1.5 - Deslocamentos axiais.
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Sabendo-se que & esperada uma distribuicdo ndo linear de
tenstes axiais no flange, REISSNER {[17] propds a seguinte
aproximagido para o deslocamento axial:

2

u(x,y) =+*h [ (wi- B) + [1 - ¥ ] S ] (II.3)
r 2
b

0 termo h(w’-8) da expressao (II.3) corresponde ao
deslocamentc resultante da teoria de vigas de Timoshenko. A
parcela restante tem a finalidade de permitir deslocamentos
ndo lineares ("shear lag"), aproximados aqui por uma

distribuicdo parabélica. ©0 campo de deslocamentos assim

aproximado & esquematizado na figura II.6.

A

h.S

h (w>-) y

Figura II.6 - Campo de deslocamento axial no flange.

Na expressdo (II.3), S tem o objetivo de considerar a
variagdo da intensidade do "shear lag" ao longo do eixo da

viga. Sendo assim, S & uma funcgdo exclusiva de x.

Nota-se que a compatibilidade de deslocamentos na linha
de juncdo do flange com a alma é satisfeita pelas equagodes

(I1.2) e (II.3), para qualguer valor de x.

uf(y=ib) u (z=-h) = h (w'- B) (IT.4.a)

Il

u_(y=tb) = u (z=h) = -h (w’'- B) (II.4.b)
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Conhecidos os campos de deslocamentos, a definigdo das

deforma¢des & imediata. Com a equagdo (II.3), as componentes

de deformagdes do flange podem ser escritas como

d(u
e = 28 + h[ (W' 7= B') + [1 - Xz] s'] (II.5)
£ dx b2
a(uf) a(vf) 2 h
- - y
Yxy~ "3y tox " i S (11.6)

e com a equagdo (II.2) as deformagdes da alma sdo dadas por

d(u,)

€= —Qgx - "2 (W'-B’) = -z ¥ (II.7)

B(u)  a(w)

Yy2™ 5z T ax = (W B v w =8 (11.8)

II.3 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES

Neste item sio apresentadas as expressdes que definem as
distribuigdes das tensdes axiais e tangenciais ao longo da
viga. Comparando-se tais expressdes com as da teoria cléssica
de vigas, podem ser notadas as melhorias decorrentes do
emprego da teoria de vigas de Timoshenko e da consideragdc da
variagdo do deslocamento axial nos flanges (efeito de "shear
lag"). E também estabelecida a relac¢do direta entre as tensdes
tangenciais nos flanges e a fungdo S, indicativa da

intensidade do "shear lag" ao longo da viga.

II.3.1 - TENSOES AXIAIS

Assumindo-se um comportamento linear eldstico para um
material isotrdpico, a expressdao da tensao axial pode ser

escrita da seguinte forma,
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o =FE & (II.9)

Substituindo-se as expressdes de deformagao axial do
flange (II.5) e da alma (II.7) em (II.9), ficam definidas as

respectivas expressfes das tensdes axiais.

2
¢ = iE h[ (w/'= B*) + [1 - X ] s’ ] (II.10)
b

o= -E 2z (w//- g’) = -E z ¥ (II.11)

Seguindo-se as orienta¢fes dos tensores de tensdo e
deformagdo da Teoria da Elasticidade, os valores positivos
correspondem a trag¢ao.

Observando a expressido (II.10) e sabendo-se gue w/’/-87 &
constante para cada segdo transversal, conclui-se gue a
intensidade da variagdo da tensdoc ao longo dos flanges é& dada
pelo valor da derivada em relagdo a x da fungao S na segao.
Assim o sinal de S’ indica o sentido da curvatura do diagrama
de tensdes nos flanges para cada segdo transversal, € o ponto
onde esta derivada se anula indica a se¢do em que o diagrama

de tensdes axiais & linear.

Embora a distribuicdo de tensdes axiais nas almas
apresente a mesma forma linear da teoria cléassica de vigas, as
magnitudes de tais tensdes ndc coincidem, devido a
consideragdo da deformagdo por esforgo cortante (teoria de
vigas de Timoshenko) e ac efeito de "shear lag" nos flanges.
Exepcionalmente porém, nhas segbes onde a derivada da fungdo S

& nula as tensdes axiais nos flanges e nas almas sdo idénticas

aquelas calculadas segundo a teoria classica.

A figura II.7 apresenta os diagramas de tensdes axiais
em trés segdes caracterizadas pelo valor da derivada da funcao
S. As tensdes segundo a teoria classica de vigas sé&o

apresentadas em tracejado, notando-se que para S'=0 existe uma
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coincidéncia da distribuicio.

S'<0 5=0 S'=0

X‘

* ) = Z

Figura II.7 - Diagramas de tensdes axiais

A forma mals intuitiva de distribuigdo das tensdes
axiais nos flanges & aquela correspondéhte a 5’<0, sendo esta
invariavelmente apresentada na literatura quando o fenémeno do
"shear lag" & definido. Porém para certa combinagdo de
condig¢bes de contorno e carregamento pode surgir a
distribuigdo correspondente a S’>0 em certo trecho da viga.
Este fato foi ressaltado por FOUTCH e CHANG [18], que o©
denominaram de anomalia ("shear lag anomaly") justamente por

ndo coincidir com o comportamento esperado.

E necessirio ressaltar algumas particularidades a
respeito do comportamento das fungbes S e S’, associladas
respectivamente aos deslocamentos e tensdes axiais nos
flanges. A figura II.8.a apresenta uma distribuigdo da fungédo
S e a figura II.8.c sua derivada S’. Nestes graficos podem ser
observadas todas as possiveis situagbes de distribuicdo de

tensdes e deslocamentos axiais.

De acordo com o valor de S, estdo esquematizadas na
figura II.8.b as diversas formas do campo de deslocamentos
axiais nos flanges. O ponto A define a reversdao do '"shear

lag", caracterizado pelo valor nulo de S e conseqiliente
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distribuicdo constante de deslocamentos.

Na figura II.8.d sdo apresentados os diagramas de tensio
axial nos flanges em fun¢do do valor de S’. A partir de S’=0
(ponte B), ocorre a inversdo de curvatura do diagrama de
tensdes., Observando a figura II.8 & importante notar gue
embora interdependentes, as distribuig¢des de deslocamentos e
tensbes axiais nos flanges se apresentam de forma distinta e
principalmente gque, a reversdo do "shear lag" e a inversdo da

curvatura do diagrama de tensbes sao fendmenos independentes.

(a) A + X

LT

(b) 5\ /E ” Uf ()

y S<0 S=0 S>0
Sl
() + X
— =
: ‘ = (x.y)

(d) = =N

y S'=0 S'=0 8'<0

Figura II.8 - (a) Fun¢dec S (b) deslocamento axial no flange

(c) Fun¢do S’ (d) tensdo axial no flange

Conforme a definigdo do ‘'"shear lag" apresentada no
capitulo I, e da prdpria funcdo S, nao é correto o significado
qgue alguns autores [18,19] atribuem ao que &, também por eles,



22

denominado de reversdo do "shear lag". A reversdo a qual estes
autores se referem &, na verdade, a inversdo da curvatura do
diagrama de tensdes axiais nos flanges (mudanga do sinal de
8') dque, conforme demostrado, & diferente da situacdoc em que o
"shear lag" inverte seu sentido (troca do sinal de S). Esta
confusdao talvez seja induzida pelo fato de gue a maioria dos
exemplos apresentados em artigos sdo para casos de viga

engastada e livre, para as quais ndo ocorre a inversdo de
sinais da funcgdo S.

II.3.2 - TENSOES TANGENCIAIS

Analogamente ao que foi assumido para as tensdes axiais,
tem-se para as tensdes tangenciais que

T =G 7% (II.12)

Substituindo as expressdes das distorgdes do flange
(II.6) e da alma (II.8) em (II.12) respectivamente, obtemos as

sequintes expressdes das tensdes tangenciais
g =221 g (I1.13)
T. =GB (II.14)

Para uma determinada seg¢do, enquanto a tensdo tangencial
nas almas (txz) é constante, nos flanges a variagdo de txy é
linear no sentido transversal (direc¢do y), assumindo valores
maximos nas extremidades (y=tb). A variacao longitudinal da
tensdo tangencial nos flanges depende exclusivamente da funcéo
S, sendo diretamente proporcional a este valor. Fica assim
estabelecida a relagdo direta entre a fung¢doc S e a tensdo
tangencial nos flanges, txy'

Deve-se observar que por se tratar de uma viga de secgédo
com paredes delgadas, as tensdes cisalhantes transversais as
paredes sdac desprezadas.
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A figura II.9 apresenta a distribuig¢do tipica de tensdes
tangenciais e o fluxo de c¢isalhamento (produto de T pela

espessura) em uma segado transversal.

XZ

Figura II.9 - Tensdes tangenciais e fluxo de

cisalhamento

Observando-se a figura II.9 poderia se supor gue a
formulagdo aqui desenvolvida gerou uma aproximacdo inferior
para a distribuigdo das tensdes tangenciais nas almas pois,
como se sabe, para uma viga com estas caracteristicas, tal

distribuic¢do obedece a sequinte lei parabdlica:

V E _(2)
T, ——“—I(zyta) (II.15)

-

onde V & o esforgo cortante, Ey € o momento estatico em

relacdo ao eixo y em fungdo de z e I & o momento de inércia da

segao.
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-

Porém a expressdo (II.15) & obtida por consideragdes de
equilibrio de forgas em duas seg¢des vizinhas submetidas a
momento fletor, e ndaoc a partir do campo de deslocamentos como

foi deduzida a expressdo (II.14).

Deduzindo-se as distorgdes Vg @ partir do campc de

deslocamentos da teoria classica de vigas (u=-z w’) obtém-se

- 7
_ dw + du _ o a(-z w')

Xz 8x 3z az =0 (II.16)

¥

Logo as tensdes tangenciais assim obtidas seriam nulas,

O que comprova a superioridade da formulagido adotada.

II.4 - ENERGIA DE DEFORMAGCAO

Neste item sdo desenvolvidas as expressdes da energia de
deformac¢do relativa ao modelo estrutural em estudo, supondo-se
gque este apresente um comportamento caracteristico de uma

viga, ou seja, esteja sujeito a flexdo e a esforgo cortante.

II.4.1 - ENERGIA DE DEFORMAGCAO DAS ALMAS

Para uma placa fina sujeita a carregamento em seu planoc

médio, a energia de deformagdo & [1]
U = J Ie o de +Iw T dy| dv (IT.17)
viJo 0 '
Substituindo (II.9) e (II1.12) em (II.17),
U = € g ¢ ae +I" G 7 dy| av (II.18)
v]|Jo 0 v

e a integracgdo de (II.18) no decorrer das deformagdes, resulta

em

G 2
+ 27] dv . (II.19)
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-

Substituindo-se as equagdes (IX.7) (II.8) em (II.19),
chega-se a sequinte expressdo para a energia de deforma¢dac das

almas:

e e 2 2 2
U=2§ [Ez(\If')-i-GB]dz dy dx (I1.20)

-h

Agora, deveria ser introduzindo o fator x para levar em
conta a variacdo da tensdo tangencial ao longo da altura.
Porém, ficou demonstrado na expressdo (II1.14), que a tensao

cisalhante & constante em toda a alma, o gue leva k a assumir

o valor unitario.

Integrando-se ao longo da altura da segao,
1t P2 4 .3 2 2
=3 [ [ E 3 h™(¥’)"+ 4 G B h]dy dx (IT.21.a)

e integrando ao longo da largura da se¢do, tem-se que,

v=2 E [ E+n’t (¥)* 46N ta]dx (II.21.D)
Substituindo

Yi=(w' -8)’ (II.22)
em (II.21.b), chega-se a expressdo final da energia de

deformagdo das almas:

o
b

L
U= [ [ E I (w''-8")°+ ¢ g° Aa]dx (II.23)
o]

onde

t (II.24.a)

a

4
I= —

3 h
€ a inércia das almas, e

A=4ht (II.24.b)

a a

a area das almas.
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II.4.2 - ENERGIA DE DEFORMACAC DOS FLANGES

Analogamente ao item anterior, a energia de deformagédo

do flange & obtida substituindo-se o campo de deslocamentos do
flange (II.5) e (II.6) na expressao (II.19).

1 L o m&g 5 2 2
U=2 = E h [w“-B’+[1- l] s']
f 2 2
0 J-v Jh-tr b

2, 2
4 G4h Y g2
b

+ } dz dy dx (II.25)

Separando por partes para o cdlculeo das integrais, o
primeiro termo da equagdo (II.25) tem, apds desenvolvimento, a

seguinte forma,

1 L 2 2 2 %2 2
U =23 E h®t [w”+5f+[1— l] S7%-2 w/ g
2 b £ bz

2 2
+2 wtf[l_ _QL] S7=2 Br[l_ _XE]S']dy dx (II.26.a)

b° b

Integrando (II.26.a) ao longo da largura da segdo,
tem-se
f1
0

L b
U =2 % [ E h® tr{y (wfr2487%- 2 w”B')] +
-b

3

b 3 b
-b

3b 3b -b
2 3 5 > b
y- iz + “XI S’ ] . (II.26.b)
3b 5b -b

que resulta em,

L
JE n? tf[ 2 b (W' Br3- 2 wiigr) + % w'’b S’

0

<

Il

o
(ST

fl

+ % B'b S'+%g b S’z] dx (IT1.26.c)
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ou ainda numa forma mais compacta, em

1 [t 2 4 8 2
= = r: ’ _ r rfragr + — ’
U“ > E Ir [(w +87)" + 3 S’ (w 8’) 15 s ]dx
(IT.26.4d)

0

onde
I =4bt h® (II.27)

é€ a inércia dos flanges.

Desenvolvendo-se o segundoc termo da equacdac da energia

de deformacdo do flange (II.25), tem-se que:

2.2
4C6hy g t] dy dx (II.28.a)
Bt ¢

Integrando ao longo da largura da secao e

substituindo-se a expressio para If, chega-se a
L 4 G If 2

Uu_= — S7|dx (I1.28.b)
0 3b

Somando-se as parcela (II.26.d) e (II.28.b) a energia de

deformagdoc do flange & finalmente dada por

1 |" 2 4 8 2
= = e ’ -fd e 7
Uf 5 . E IF [(w +B) +§ Sf(w/’/=-B")+ 15 S ]

461 52
e dx (II.29)
3 b

IT.5 - ENERGIA POTENCIAL DAS CARGAS

Para os tipos de carga ja definidos no item II.1l, os
deslocamentos generalizados correspondentes estdo ilustrados

na figura II.1lO0.
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Q(x).dx

P{x)

Figura II.10 - tipos de carregamentos e

deslocamentos correspondentes

Observando a figura II.10 tem-se que o potencial de

cargas sera,

L
Q= - M(x) [w’(X)-B(X)] - P(X) w(X) - JQ w dx
1]
(IT.30)

I1.6 - FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL

-

0 funcional de energia potencial total & dado pela soma
das parcelas de energia de deformacdo eldstica das almas e dos

flanges e da energia potencial das cargas.
VvV = U} + Ua+ Q (II1.31)

que com (II.23), (II.29), e (II.30) tem a seguinte forma
explicita,
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L
V=3 J {E I, [(w"-B )2+ 5 st (wir-g)+ 22 87 ]

4 G I8°
f

2 2
+ —;—;Ff— + [ EI (w'-B")"+GRg Aa]

-Q w} dx - M(x) [w’(X)-B(X)] - P(x)} w(X)
(II.32)

I=I + I (11.33)

a inércia da segdo transversal, a energia potencial total se

torna entao:
L 2 2
VvV = 3 EI (w'’'-8'")" + G AaB

0]
2
+ E If[ 3 srquir-gry+2o 5?4 L85 ]- Q w}dx

15 3 E ba
- M(X) [w/(X)-B(X)] - P(X) w(X) (II.34)

Vale observar que, se a energia de deformagdo devido ao
cisalhamento fosse deduzida para a se¢do transversal como um

todo [18], © segundo termo da Energia Potencial Total seria
x G A B° (II.35)

onde A & a Aarea da segdoc total da seg¢do transversal e «
poderia ser tomado como Aa/A para este tipo de segdo [1],
resultando portanto na mesma expressdo.
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CAPITULO I~

FQUACOES DE EQUILIBRIO

Neste capitulo sio definidas as equagdes de equilibrio e
as equagdes correspondentes 4as condigdes de contorno. Para
isto, o principio de estacionaridade & aplicado, estudando-se
a variag¢do total do funcional de energia.

-

IIT.1 - EXTREMIZAGAO DO FUNCIONAL DE ENERGIA

Utilizando-se o procedimento convencional do céalculo
variacional, serda estudado o efeito de pegquenas variagdes dos
campos de deslocamentos. Tais variagdes s&o admitidas
infinitesimais e compativeis com as vinculagées. Assim, a
energia potencial total (E.P.T.) em um ponto vizinho a
V{B,S,w) sera dada a partir da expressdo (II.34) como:
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V(B+3B8,5+58,w+dw) = V(B,S,w) + AV =

L
-2 J { E I((w+dw)’ -(8+38)")°+ G Aa(B+SB)2

o

+ E Ir[ 2 (s+85) 7 ((wtsw) ' "~ (B+3B) ")

4 G (5+88)°
3 E b®

+ 8 (s+s5) 7%+

1 ] -Q (w+6w)} dx

- M(i)[(w'(§)+3w'(§)) - (3(§)+5B(¥))] ~ P(X) (w(x)+8w(X))
(III.1)

onde AV corresponde i variacgdo total do funcional de energia.

Desenvolvendo-se separadamente os termos do integrando
de (III.l), tem-se:

((w+sw) 7= (B+88)")* = (w''=B") + 2(u’’=B") (8w’ '~8B')

+ (8w r-88")° (III.2.a)
(B+8B)°= B® + 2 B 38 + 38° (III.2.b)

(S+SS)'((W+5W)"—(B+SB)') = (W”-B’)S' + (SW”-BB’)S’

+ (w//=B’)8S’ + (8w''-8B")8S’

(I1I.2.c)
(S+5S) %= 5%+ 2 s’ 85' + 88'° (III.2.d)
(5+85)%= 8%+ 2 5 &S + &5° (III.2.e)

Com as expresstes (III.2), pode-se escrever (IIT.1) como
a soma de trés parcelas, correspondentes respectivamente aos
termos independentes, lineares (12 ordem) e quadraticos (22

ordem), com respeito as variagoles.
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V(B+88,5+3S,w+dw) =

0

1 L
5 [ { E I(w'’-B")%+ G AaBZ

2
+ BT |2 srqur-g)+ B 52+ A6 S | _gwlax |V
£13 15 3Eb2

- M(X) (w/ (X} =~ B(X)) - P(X) wW(X)

L
+ I { E I(w'’-R')(8w/'=8R') + G A B 3B
0

+ E IF[ 2 (swrr-sBr)s’+ 2 (wrr-pr)ss

3V
+ Eg SrI8S1+ E_E_ﬁ_%E ] -Q SW} dx
3 EDb
- M(X) (8w’ (x) - 38(X)) - P(X) 8w (X)
1L 2 2
+ 3 { E I(8w’’-8B’)"+ G A_3B
° 8%V
2
+EI [5 5S (sw/r-387)+ &_ sgr2y A G 88 ]} dx
£13 15 2
3 EDb
(III.3)

-

A variacdo total, AV, & entdo composta por duas parcelas

-

correspondentes & primeira e segunda variagbdes do funcional,
ou seja:

V(B+38,5+3S,w+sw) - V(B,S,w) = AV = 8V + &%V (III.4)

Lembrando gque as variagdes sdo infinitesimais, a

condigdo de estacionaridade para o funcional é definida por:

8V = 0 (III.5)
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A expressdo de 8V serd agora desenvolvida, aplicando-se
integracdo por partes nos termos gque apresentam diferenciais
das variacdes. Este procedimento visa reduzir a ordem da
diferenciagdo de tais termos, até gque sejam obtidas as
proprias variagdes lineares. Como consequéncia deste processo,
as diferenciais das fungdes incégnitas sofrerdo aumento de sua

ordem.

Assim, integrando por partes duas vezes o primeiro termo

do integrando de 8V em (III.3), tem-se:

L
J [ EI (w'-8") 6w"]dx=

0

L L
EI (w'’'-B’) Sw'] - [ [ EI (w''-87)" aw']dx =

o] ]

L L

EI (w'-B') Sw'] -EI (w'-g")’ 5wﬂ

0 o

L
+ J [ E T (wi-g’)’” aw]dx (III.6.a)
o

Aplicando o mesmo procedimenteo para os demais termos,

L
j [ EI (w'-B') BB'}dx =

0

(o] 0

L L
=EI (w'-8") 53] - j [ EI (w’'-B')’ &8 ]dx (III.6.b)

L2
— L4 =
3 E If Swf’S’ dx
8}
L 2 L L 2
EIS'8w/| - = E I S’'"38w| + =~ E I Ss''t'3dw dx
f 3 f o 3 f

W

0 o -
(III.6.c)

E If 87 87 dx =

_—_)
[=] [l
W

il
(WIN.N]
Wk

L L
E IrS’BB] - J E I S7'88 dx (III.6.d)
o] Q
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L2
SETI (w'-g’)8S’ dx =

2 ol )
=2E1, (w”-s')as]o- L ZE1, (w'-g")’ 85 dx
(III.6.e)
JL 8 E1 s's58’ dx =
0 15 f
= & g 1srss ]L - JL 8 ET s’rss ax (III.6.f)
5 £ o o 15 £

Observando as expressdes (III.6), pode-se reescrever 38V

na seguinte forma:

L
5V =J [ EI (w’-87)'" éw + E I (w''-B’)’ 88
o]

2

2
— rrr - = rr
+GA BB +E EI S'sw- 2 ETI_S'8B
-2EI1_ (w’-B")’ 88 - 3z E I, srrss + 2 € 528
: 3EDb
- Q aw ] dx

L L

+E I (w'-B') aw'] -EI (w''-8')" aw]

0 0

L 2 L 2 L
- EI (Ww’'-B") 53] +3EI s'aw'] -ZEI s”aw]
f 3 f
0 [»] o]
2 L 2 L 8 L
- 3 E IfS’SB] +5 E I, (w”-s')ss] - 15 E 1, s'as]
4] 0 0
- P(X) 8w(X) - M(X) [8W/(X) - 8B(X)] (II1.7)

Nota-se que o integrando da expressdo (III.7) néao
apresenta diferenciais das variagdes, as quais sé aparecem nos
valores de contorno. Esta caracteristica, resultante do
processo de integragdo por partes, perﬁite a obtencdo direta

das equagdes de equilibrioe.
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III.2 - EQUAGCOES DE EQUILIBRIO

Dispondo-se da expressdo da 12 variacdo do funcional de
energia, Jj& desenvolvida adequadamente eliminando-se as
diferenciais das varia¢des, basta aplicar a condigdao de
estacionaridade (III.5) para obtengdo das equagdes de
equilibrio e condig¢des de contorno. Inicialmente porém, a
expressao (III.7) serd reescrita, agrupando-se os termos em

fungdo das variagdes.

Il

E If Srrr- Q]Sw dx

Wi

L
sV [ EI (w'=-p/)’" +

L
+ [ EI (w''-B')" + G AAB + 2 E If S”]SB dx

3
Jo
"L 5 4GIrS 8
+ [— s EI (w'-g'}'+ — - — E I S"]SS dx
3 f 2 1 f
Jo 3 b
' 2 L
+ |[EI (w/’-B") + 3 E If S’] S[w/i-A]
. o}
2 L
- [EI (w!!l_ BI!) .|.§EIr S!I] aw]
o

L

8_ Ig_ T A7
+[15EIrS+3 E I (w B.)] as]

0

- P(X) dw(X) - M(X) [8w/(X) - 88(X)] = 0O (III.8)
Notando-se que cada termo da expressdo (III.8) & formado

por um produto de dois fatores, conclui-se que cada expresséao
se anulard quando um de seus fatores for igual a zero.
Portanto para varia¢des quaisquer ndo nulas ao longo da viga,

tem-se, para cada integrando, que:

para éw = 0

EI (W '=-B/)'7 + EI_S'''-Q=0 (III.9)

W

para 868 = 0

ET (w'-B’)’ +GAB+ % E I, S'/=0 (III.10)
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para 8S # 0
4 G IS

-2 g1 (wrpgny'+—=F -8 g1 srr=0 (III.11)
3 ¢ 2 i5. & I,
3 b
cu melhor,
2 rr_grysr_ 4 G S 8 o=
2 E (w’-B) >+ 2 ES 0 (III.12)

As expressdes (III.9), (III.10) e (III.1l2) constituem o

sistema de equagdes de eguilibrio.

III.3 - EQUAGOES DE CONTORNO

Deve-se notar que a considera¢do de cargas e momentos
concentrados (P e M) em pontos x diferentes dos pontos
extremos (x=0 e x=L) dificultaria, ou mesmo impossibilitaria a
obtencdo de uma solugdo fechada do problema. Com base nesta
observa¢do, a partir deste ponto, as cargas P e M serdo
admitidas aplicadas somente no contorno. Assim, equa¢des de
contorno oriundas de (III.8) s&do escritas como:

L

ETI (w'-B') + % E I S'- M] 6[w’—3]] =0 (III.13)
- 0

r 2 L

-EI (W’'-8") -5ETL S”-P] sw ] =0 (ITI.14)
. 0

(8 2 -

z_ ry 2 Y -

TS EIL S'*5 EIL (w'-8 )] 8S ]0 0 (III.15)

Para que (III1.13) seja satisfeita, wuma das duas
seguintes condigdes de contorno deve ser utilizada nos

extremos:

S[w'-B] = 0 (III.16)

ou

-E I (w'’-B’) - % EI S'-M=0 (III.17)
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Para que a primeira variagdo de (w’-g) seja nula, basta
que seu valor seja uma constante. Logo a condigao (III.16) se
resume em definir esta rotac¢do, podendo entdo ser reescrita na

seguinte forma:

wo-g =19 ' (III.18)

onde o simbolo ~ passa a significar um valor prescrito em um

dos extremos.

Analogamente, a partir da egquagdoc (III.14) obtém-se os

seguintes pares de condig¢des de contorno:

W =W (ITI.19)
ou

-E I (w/''-R’'") - % EI g/'- P =20 (III.20)

A partir da equagdo (III.15), tem-se:

s =28 (ITI.21)
ou

8 gr+ 2 (wrr-gry =0 (III.22)

15 3 )}

2 definicdo de um valor prescrito do tipo (III.z21),
estaria associada a um campo de deslocamentos axiais nos
flanges variando parabolicamente. Esta situagdo ndo sera
considerada, portanto § serd sempre nulo guando esta condigdo

for aplicada.

As expressdes (III.17), (III.18), (III.19), (III.20),
(I1I.21) e (III.22) constituem as condigdes de contorno do
problema. As condigdes (III.17), (III.20), (III.22), sdo as
chamadas condi¢des de contorno de forga~(ou naturais) e estédo
associadas as forgas aplicadas nos extremos. As condigdes
(Irr.18), (IIT.19) e {(III.21) sdo as condigdes de contorno

=

geométricas (ou essenciais) e estd&o associadas & geometria
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deformada (vinculagdes). £ importante observar que as
condicdes de contorno geométricas correspondem a derivadas de
ordem mais baixa que as condigdes de forga, devendc portanto
ter prioridade sobre estas Ultimas. As condi¢gdes de contorno
de forga s devem entdo ser aplicadas quando ndo for possivel

a definigdo das condigdes geométricas.

Observa-se que na condigcdo de contorno (III.22) néao
existe nenhum termo que leve em consideracdo a aplicag¢do de um
carregamento no extremo. Isto se deve ao fato de que nesta
formulacdo ndo é& levado em conta o carregamento axial, due

seria a for¢a associada a esta condigdo-de contorno.

FOUTCH e CHANG [18], seguindo procedimento analogo,
obtiveram as mesmas equagbes de equilibrio e contorno,

resolvendo-as através de integracgdo numérica.
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CAPITULO IV

SOLUCOES DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO PARA UMA VIGA
ENGASTADA E LIVRE

Apresenta-se neste capitulo a solucdo fechada do sistema
de equacgbes de equilibrio para as condi¢des de contorno de uma
viga engastada e livre. As fungdes solugdo sdo obtidas através

de Algebra simbdlica computacicnal [22].

IV.1 - SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUAGOES DE EQUILIBRIO

Inicialmente sdc feitas operagdes algébricas nas
equagbes de equilibrio, compostas pelas expressdes (III.9),
(IIT.10), (III.12) para gque o sistema possa ser resolvido
analiticamente. Neste item, estas operag¢des s&o efetuadas até
o ponto em que seja necessdria a definigdo do carregamento,
obtendo-se portanto, as equagdes dgerais para o caso de uma

viga engastada e livre.

Diferenciando-se a expressao (III.10) em relagao a X, e
subtraindo-a de (III.9), obtém-se uma equagdo em termos de uma

Gnica fungdo incégnita.
G AR = - Q(x) ) (IV.1)

a qual pode ser obtida por integracgdo direta,
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Q(x)
B = - J TE dx (IV.2)

A expressdo de B depende peortanto da fungdo de carga
Q(x) ao longo da viga. Para a viga engastada e 1livre s&o0
adotados trés tipos de carregamentos gque serdo analisados nos
itens subseqiientes, fornecendo a expressdo explicita de B para

cada caso.

A seguir sdo efetuadas opera¢des algébricas com as

equacgdes de equilibrio que fornecem a expressdo de S.

Multiplicando a expressio (IXr.12) por (31)/2 e
subtraindo de (III.10), chega-se a :

= AaB (IV.3)

gque expressa S como fungdo de B, ja conhecido.

0 novo sistema fica entdoc formade pelas equagdes
(IV.1),(IV.3) e (III.12).

Substituindo-se (IV.2) em (IV.3), chega-se a seguinte

equacdo diferencial:

dx (IV.4)

Q(x)
[_EI_ 2 o ]S”_M=_J__.
3 f

b2

gque resolvida, fornecera a expressdo de S.

Chamando,
_ 4 _ 2
K1 = g EI 3 E If (IV.5)
Kz = 2 G 1 - (IV.6)
b2

a equag¢do diferencial fica:
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Q(x)

Ki 8/ - K2 S = ~ | ——— dx (IV.7)
[ G A_

A equagdo diferencial (IV.7) também & dependente da
integragdo da fungdo de carga, permitindo no momento, somente
a solugdo homogénea da equagdo, ficando a solugdo particular
para ser resolvida nos itens correspondentes a cada

carregamento.

A forma da solugdo da equagdo homogénea associada é

S = ™ (IV.8.a)
gue tem como derivadas

S/=r e™ (IV.8.b)

2 o™ (IV.8.c)

S''=r
h
Com as equacgdes (IV.8) tem-se a equagdo caracteristica:

Ki r°- K2 = 0 (IV.9)

gque resolvida fornece

2_ Ka
r K1 (IV.10.a)
r =:f (IV.10.Db)
onde
_|Ka2
£ = % (IV.11)

Assim, a solugdc da equag¢dao homogénea é:
s = Ca £ X i eE X (IV.12)

Obtidas as expressfes de B e S para cada caso de carga,
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pode~se chegar a expressdo de w a partir de (III.12), due
rearrumada fornece:

2 G S

wlll:ﬁl’_%sll'q_ >
Eb

(IV.13)

Substituindo as derivadas em relagdo a X de B e 5 en
(IV.13) e integrando a expressdo sucessivamente, obtém-se a
expressdo de w, para cada caso de carga.

IV.2 - DEFINIGCAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO

No extremo engastado deve-se empregar as condig¢des de
contorno geométricas, correspondentes aos seguintes
deslocamentos impedidos em x=0.

- rotacdao nula w'-g = 0 (IV.14)
- deslocamento transversal nulo w =20 (IV.15)
- deslocamento longitudinal nulo,

impedindo o "shear lag" =20 (IV.16)

No bordo livre da viga ndo se aplicam as condigdes de
contorno geométricas pois a configuragdo deformada &
desconhecida. S3do aplicadas entdo as condigdes de contorno de
forga em x = L. Com (III.17), (III.20) e (III.22) definem-se
as seguintes condi¢des de contorno:

E I (w'-B') + % E I, §'-M(L) =0 (IV.17)
associada ao momento eventualmente aplicado em I,
-E I (w'’’-B’’) - 2 EI_S''-P(L) =0 (IV.18)

associada & carga eventualmente aplicada em L.

8_ ! 3 rr_Qt =
s EI S+ SEI (w'-g') =0 (IV.19)
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associada a carga axial eventualmente aplicada em L

A sequir as equagdes (IV.2), (IV.4) e (IV.13) sdo
integradas para trés casos de carga.

IV.3 - CARREGAMENTO UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO

Para este caso a carga Q(x) distribuida & constante e

igual a g, como mostra a figura IV.1.

Figura IV.1 - Viga engastada e livre com carga uniforme

De (IV.2) obtém-se diretamente a expressdo de B.

q q X C1

Para o caso de carga distribuida constante, a expressao
(IV.4) fica:

[—EI-%EIf]S”-M——S—=-qx+C1 (IV.21)

Da mesma forma a exXpressao (IV.7) se torna

Ki 8/ —KaeS=-gx +C (IV.22)
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De posse da solugdo da equagdo homogénea (IV.12), resta

obter a solugdo particular da equagdo diferencial (IV.22).

A solugéio particular correspondente ao termo

-

independente & do tipo:

Sp= ao + a1 x + az x° (IV.23.a)

cujas derivadas sdo:
S; = a1 + 2 az x (IV.23.Db)

Sr7=2 az (IV.23.c)

as quais substituidas na equacdo (IV.22) fornecem

Ki (2 a2) - Kz (a0 + a1 x + az x°) = -q x + C1 (IV.24)

obtendo-se assim

C1
ao = - ﬁ (IV-ZS.a)
=9
ar = o {(IV.25.b)
az = 0 {(IV.25.C)

A solucgdo particular da equagdo (IV.22) &, entdo,

s=LX - o (IV.26)

p K2
e a solugdo da equagdo diferencial (IV.7) &, portanto,

_ £ x -£ x b
S =Cz e + C3 e +m (qx— Cl) (IV.27)

Substituindo-se as derivadas em relagdo a x das
expressdes de B, (IV.20) e S, (IV.27) em (IV.13), e integrando

sucessivamente, a expressdo de w pode ser obtida.
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werr =2 [ceef ¥y e € X —E—E - % 'S
Eb
+ =28 (gx-a) (IV.28)
E K2 b
wit= 2 % cz 8 ¥ - 5 e 8 X ¢ , - % £?
Eb
G 2 *
+ 5 (g x - 2C x) + Ca (IV.29)
E XKz b
21
w"=-—C2eg +C3e-€)c
31
G x3 2
+ 2(q3 - C1 %) + Ca X + Cs (IV.30)
E Kz b
integrando novamente e substituindo Kz (IV.6),
21
W= - d Cze‘Ex—CseEX
3 1€
4 3 2
+ 1 .2 - C13X ) + C; X405 x + Cs
2 EI -
(IV.31)

Com as expressdes de S, B e w, as condigbes de contorno

do problema, dadas no item IV.2, sdo aplicadas para que as

constantes de integracgdoc Ci1 a (s, sejam obtidas.

Para as condigbes de contorno em x=0, tem-se da

expressao (IV.14),

C1 2 If
- - (C2 + C3) + C5 =20 (IV.32)

(;AE 31

Da expressdo (IV.15) tem-se a seguinte equagdo:

2 I
L (C2-C) +C=0 ) (IV.33)

3I¢
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Da mesma forma da expressdo (IV.16), tem-se

_C b’

2G1I

+ C2+ Ca=0 (IV.34)

Da equacdo (IV.17), para M(L)=0, e dividindo a equagao
per E, tem-se para x = L,

T w'’ —IB'+%If S’ =0 (IV.35)

que fornece

2
2 EIDb
EI L T
A + > + 3 c T {IV.36)

a

- C1 L+CGETI+ g

Sabendo que para este casc estudado ndoc foi considerada
carga concentrada em x=L e dividindo a expressao (IV.1l8) por

E, tem-se,

I w/ff- IR 7+ % If g'7r =0 (IV.37)
que fornece
Ct=Lg (IV.38)

Dividindo a expressdo (IV.19) por E I, chega-se a

Gltima condigdo de contorno,

(w/7=B') + 8 grop ’ (IV.39)

2
3 15

donde se obtém

(IV.40)

Substituindo-se €1 nas condig¢des de contorno (IV.32),
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(IV.34), (IV.36), (IVv.40), forma-se um sistema de equacgdes
algébricas lineares, cujas incdégnitas sdo as constantes Cz a
Cs.

O sistema de equagdes a ser resolvido pode ser

representado na seguinte forma matricial:

™ - r Y 4 R
Fi1 F1 ] 1 0 Cz Fs
-Fz Fz 0 0 1 C3 0
1 1 0 <Cay <Fe} (IV.41.a)
0 0 EI 0 0 Cs F7
2
| F3 Fa 3 0 0] | Cs ) | F's

ou escrita na forma compacta,

F.C=B (IV.41.b)

~

cnde F1 a Fe sdo dadas por

2 If
F1 = - (IV.42.a)
31
2 If
Fz2 = (IV.42.b)
3I¢€
Ir 2 £ L
F3 =- 4 £ 3T - s e (IV.42.cC)
I, 2 £ L
Fi = 4 g ﬁ - E e (IV.42.d)
- gL
Fs = — Y (IV.42.e)
q L b
Fo = 3—=— (IV.42.1)
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2
2 EIDb
- _ EI _ L £
Fme-q|lgE cFt3eT (IV.42.9)
2 2
Fe = -3 |- ELI + 40 = (IV.42.h)
1561 2

0 sistema é resolvido invertendo-se a matriz F, e
multiplicando-a pela matriz B, com auxilio do programa de
dlgebra simbélica DERIVE [22]; ocbtendo-se,

qbz[LEe_gL—lj

Ca = (IV.43.a)
4 G I £ cosh(£L)
bz[L £ eE L + 1]
cs = 2 (IV.43.b)
4 G I £ cosh(€L)
2
I b 2
ca=-q |t - Ly Lo (IV.43.¢)
3G6I° 2ETI a
I b°L
cs =g | £ + I (IV.43.d)
3¢ 12 A6
- g b° If [ L £ senh(&L) + 1]
Cs = (IV.43.e)

3 6 I’t%cosh(£L)

Finalmente substituindo as constantes C1 a Cs nas
expressdes (IV.20), (IV.27) e (IV.31), obtem-se a solugao
fechada para uma viga engastada e 1livre submetida a um

carregamento uniformemente distribuido..

B = d (L -x) (IV.44)
G Aa

q b° { L £ cosh(£L-£x) -senh(£x)

s = - L+ X (IV.45)
2 G1I £ cosh (&L)
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q b%H{L g[senh(EL) - senh(gL-gx)]- cosh (£x) + 1}

3 6 I’£%cosh(£L)

1 I, b° ,
-q + (x*- 2 L x)

2GA 6 1°

g xX°(¥°- 4 L x + 6 L%
+ (IV.46)
24 E I

O primeiro termo da expressdo do deslocamento
transversal (IV.46), corresponde a parcela devida ao efeito de
"shear lag". O segundo termo decorré da consideragdo da
deforma¢do por esforgo cortante, conforme a teoria de vigas de
Timoshenko. ©O terceiro termo & a solugdo da equagdo
diferencial de quarta ordem W= q/EI, deduzida a partir da

hipdétese de seg¢des planas (teoria de Euler-Bernoulli).

Uma vez conhecidas as expressdes de w, B e S, nota-se
gque  poden ser facilmente obtidas as expressoes dos

deslocamentos, deformagdes, rotacgdes e tensdes.

Na andlise do efeito de "shear lag", e no
dimensionamento pratico de vigas, a tensdo axial no flange &
de grande importancia, sendc portanto sua expressdo dada a
seguir. Substituindo as derivadas das expressdes (IV.44),
(IV.45) e (IV.46) em (II.10), obtém-se,

2
o, =*Eh { 5 % T ( x - L)+

2 Ir . Xf . q b2 £ L senh(€L-£x) + cosh(£x) .
2 2 £ cosh (EL)

(IV.47)

A derivada em relagdo a x da fungdo S também & de
interesse pois, como foi demonstrado, seu valor estd associado

ao sentido da curvatura do diagrama de tensdes axials nos
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flanges. Sua expressdo neste caso é dada por

gr— - _94 b? £ L senh(€L-£x) + cosh(€x)
2GT1I 2 G I cosh(EL)

-1 (IV.48)

IV.4 - CARREGAMENTO DISTRIBUIDO LINEARMENTE CRESCENTE

Neste caso, a carga & distribuida linearmente,

conforme
ilustrado na fiqura 1IV.2. A

fungdc gque expressa este
carregamento &,

Q(x) = % (IV.49)

T

Figura IV.2 - Viga engastada e livre com carga

linearmente crescente

Substituindo-se a expressao (IV.49) em (IV.2) tem-se
diretamente a expressdo de 8.
2
q x q x Ci
BZ'J GAaLdX=-ZGAaL+ GAL (IV.50)

A equagdo diferencial (IV.4), cuja solugdo fornece a

expressao de S(x), & mostrada a seguir para o presente caso de
carga.



4 _ 2 v 2GIS_ _1(gx
[SEI 3EI]S —-—b2 L[2 +C1]
(IV.51)
Da mesma forma a expressdoc (IV.7) se torna
1 X
Ki S/ -1<as=—i[q2 +C1] (IV.52)

Adotande © mesmo procedimento do item 1IV.3, pode-se
chegar a solugdo particular da equagdo diferencial para este
caso de carga. Somando a solugdo particular com a solugao

homogénea (IV.13), obtém-se a seguinte expressio para S,

2
S=C2e€x+03e-gx+ b [-—qzx-q_+C1]

(IV.53)

Substituindo as derivadas das expressdes de S e £ em
(IV.13) e integrando sucessivamente, chega-se a expressdo de

Ww.

2 1
W= - g [ czef ¥ -3 e € X }
1 q X 3| q
+ +txX| = - QG
6 EIL [ 20 [ £ ]]

Ca x4
+ Cs X + Cs

(IV.54)

Para as condi¢des de contorno em x=0, tem-se da

expressio (IV.14):

C1 2 If
- T AaL A (C2 + C3) + Cs =0 (IV.55)
Aplicando igualmente a (IV.15) e (IV.16)

respectivamente, obtém-se
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2 1I
£

31 £

(C2=-C3) + Cs= 0 (IV.56)

K§1L+C2+C3+ qz
Kz €L

=0 (IV.57)

Aplicando as condigdes de contorno em x = L, em (IV.17),

(IV.18) e (IV.19), chega-se respectivamente a

- 6C1+6EIC +ql’=0 (IV.58)
2
c1 = 512_L (IV.59)
£ £ L o 2
4 |-Cz e + C3 e 5T " 1% £ -
L
2 ¢ 23C4 N 23q 54K2 , LG - AlG “ o
3 EI E XKz b a

(IV.60)

Substituindo-se ¢1, dada por (IV.59) em (IV.58), tem-se

que

(IV.61)

As demais constantes sdoc obtidas a partir da solugao do

sistema formado pelas quatro equa¢des restantes.

g ba[n1 e 8 L. 5 £ L]
Cz - (IV.62)
8 £2G I L cosh(£L)

qbz[n1eEL—25L-|

c3 = . (IV.63)
8 £€°GTI L cosh(£L)
.
L I, b2 IL b°
Cs = g - + (IV.64)
2GA  3¢61L 66 I
I.4q b? [m senh(fL)} + 2 £ L
Ce = - (IV.65)

8 £°6 I L cosh(£L)
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sendo
m= £°1°- 2 (IV.66)

Substituinde as constantes C1 ,a Ce nas expressdes
(IV.50), (IV.53) e (IV.54), obtém-se a solugdo fechada para o

carregamento distribuido linearmente crescente,

_ g (L?-x%)

B =33 AT (IV.67)

2

£° cosh(£L) £
(IV.68)

g b® [m cosh(£L-€x)- 2 L £ senh(£x) )
S = +X-L2+—2

4 GIL

Lda bz[n1(senh(gL-gx)-senh(gL)]+2 £ L cosh({fx)-2 & 11

W =
6 £3G I° L cosh(£L)
5 2
9% q 3 1 4L + b + 21
120 EI L 6GAL 12EI 15GIL 6 (ETIL
2.2 I b n1 L
+ 30X 44y 4 (IV.69)
6 EI 6 £6I°L 2 G A

Uma vez conhecidas as expressbes de w, 3, e S, a
expressdo da tensdo axial no flange (II.10) pode ser escrita

da sequinte forma,

q x> x L 2
o, = t+ Eh BT T " 32 + +
2 If 2 q e (™M senh (EL-€x)}+2€ L cosh(£x)
2 £ cosh(£&L)

Wit

=X
2GIL

|

(IV.70)

A derivada da fungdo S & dada por,

q X [ 1 senh(£L-£x) + 2 £ L cosh(£&x) ]
- X

2 £ cosh(£L)

(IV.71)
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IV.5 - CARREGAMENTO DISTRIBUIDO LINEARMENTE DECRESCENTE

Para este caso a carga & distribuida 1linearmente,
conforme ilustrado na figura IV.3. A funcdo correspondente ao
carregamento &,

e(x) =3 (L - x) (IV.72)
q W
y v v
7
| L y
A 7
Figura IV.3 - Viga engastada e livre com carga

linearmente decrescente

Sequindo-se o mesmo procedimento dos itens anteriores,

sdo obtidas as sequintes solugdes para este caso de carga:

2
B = g éxA i) (IV.73)
2
s =3 g II’L n2 cosh(EL-£X) _ (y _ 142 - 2—2 (IV.74)

£% cosh(£L)

o
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I_4q bn2 [senh (£L-£x) -senh (£L) ] q x>

6 G I°L £° cosh(£L) 120 EI L

+ ezt (¥-2Lx+ 219

£ + 1
31

— + 5 [(¥*-31Lx+3 L%
a

q x E If b*
+ (61-5T1) (IV.75)
45 ¢° 1I° L f

sendo,

nz = €715+ 2 (IV.76)

-

A expressido da tensdo axial no flange & dada por

2]

XL
2

»

-+

o

nm2 senh(£L-£x)

2 If 2 b2
+ + y.._._ - 1 d + ¥ - L
31 b 2GIL 2 £ cosh(£L)
(IV.77)
e a derivada da fung¢do S por,
b2 nmz2 senh (£L-£x)
gr= - 4 +x - L (IV.78)
2GIL 2 £ cosh(&L)

Sabendo-se que as respostas do primeiro caso de carga
(carga uniforme) devem ser idénticas a soma de duas cargas
linearmente variaveis crescente e decrescente, correspondentes
aos dois dltimos casos de carga, todas as expressdes puderam
ser verificadas analiticamente, ficandc assim assegurada a

exatiddo de todas as expressdes apresentadas.
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IV.6 - CARGA CONCENTRADA NO EXTREMO LIVRE

Para este caso de carga representado na figura 1IV.4,

seguindo procedimento andlogo aos itens anteriores, tém-se as

expressdes a seguir.

s - b® P(L) [ cosh (£L-£x) _ 1}
2 G1I cosh({€L)

I b [ senh (£L-£x)~ senh(£L) ]
5 + X

£ cosh(£L)

A expressao da tensdo axial no flange é dada por

£ I 2G I|3 I 2 cosh (EL)

(IV.79)

(IV.80)

(IV.81)

oo 2 P(L) h[bzg E[2 I~ - Zf] [senh(gL-gx) .\ (L_X)JJ

b

P(L) b°¢ senh(£L-£x)

S’: —_
2 G I cosh(€L)

(IV.82)

(IV.83)
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IV.7 - MOMENTC APLICADO NO EXTREMO LIVRE

Para este caso de carga, representado na figura IV.5

tém-se as solugbes dadas a sequir.

M(L)

/ —)

L |
|

Figura IV.5 - Momento concentrade M aplicado no extremo livre

B =0 (IV.84)

15 M(L)} senh(£x)

®= T2 E ¢ (6I-51_) cosh(EL) (1V.85)
51 cosh(£x) -1 2
W = %(%J _ e ( ) + g_ ] (IV.86)
£ (6I-5I ) cosh(£L)
B 15 cosh(£x) £ v 1
o=t M(L) h [ 2 (61-51,) cosh(ér) | 3T 17V e ] tT ]
(IV.87)

. 15 M(L) cosh({x)
'~ 7°E (61-51_) cosh(EL) (IV.88)

Caso se deseje superpor duas ou mais cargas, basta somar

as respectivas expressdes de cada carregamento.
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IV.8 - AUTOMATIZACAO DO CALCULO

0 processo de calculo, utilizando as solugdes analiticas
aqui obtidas, foi automatizado, dando origem a cinco programas
para microcomputador, correspondentes a cada um dos tipos de
carregamento analisados nos Iitens anteriores. 0 programa
relativo a carga distribuida uniforme encontra-se no APENDICE
I. Os demais programas apresentam a mesma seqliéncia. As
respostas sdo escritas diretamente em arquivos, facilitando
assim a tarefa de confecgdoc dos gréficos indicativos das

variagdes dos deslocamentos, tensdes e da fungao S.

0 deslocamento transversal w, a fungao S e sua derivada
S’ sdo calculados em varias sec¢des convenientemente espacgadas
ao longo da viga, de forma a se cbter uma boa resolugdo para
os graficos. As tensdes axiais nos flanges sdo calculadas em

diversos pontos ac longo de uma segdo transversal desejada.
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CAPITULO V

FORMULACAO PARA SECOES TIPICAS DE PONTES

Neste capitulo & apresentada uma formulagdo para analise
de vigas com secgdo caixdo, tipica de pontes. Para isto
segue-se o mesmo procedimento empregado anteriormente, ou
seja, as equagdes de equilibrio sdo obtidas a partir da
andlise do funcional de energia potencial total. As etapas de
definig¢do e extremizagdo do funcicnal de E.P.T. sdo
apresentadas de forma sucinta, pois trata-se basicamente de

uma extensdo do que estad demostrado nos capitulos II e III.

V.1 ~ MODELO ESTRUTURAL

0 efeito de "shear lag" também pode ser verificado de
forma significativa em segdes tipicas de pontes de paredes

delgadas.

Uma secgdoc transversal tipica de pontes & mostrada na
figura V.1, onde pode-se cbservar as diferengas em relagdo a
segcdo caixdo simples. Os flanges superior e inferior tém
dimensdes diferentes, um terceirc flange em balango &

adicionado e as almas podem ser inclinadas.
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Figura V.1 - Modelo Estrutural

Na figura V.1 estdo indicadas também as dimensdes
necessarias para definicdo das caracteristicas geométricas da
viga e o sistema de eixos utilizado.

Quanto ao carregamento, sdo considerados mais uma vez os
seguintes tipos:

M(X) - momento concentrado aplicado em x
P(x) - carga concentrada transversal, aplicada em X
Q(x) - carga transversal distribuida ac longo da viga,

sequndo uma determinada fungéo
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V.2 - CAMPOS DE DESLOCAMENTOS E DEFORMACOES

Inicialmente s3oc definidos o campo de deslocamento
longitudinal e as expressfes das deforma¢des referentes a&s
almas e, a seguir, aos flanges.

0 deslocamento axial das almas & dadec por

u (x,2) = -z (W= @) " (V.1)

a partir do qual sdo definidas as deformagdes nas almas

d(u)
6= g = - 2 (W) (v.2)
e
d(u ) 8(w )
Yz~ aza + axa =B (V.3)

0 delocamento axial em cada um dos dos flanges &
novamente assumido variando segundo uma pardbola do 22 grau, o

que conduz as seguintes expressdes:

para —b1 =y =b

2
u_(x,y) = -h [ (w'= B) + [1 - -352— ] s, ] (V.4.a)

para —b2 =y =Dh

1&2(x,y) = h2 [ (wf= B) + [1 - Y ] S2 ] (V.4.b)

para -b_ = y=<0,sendoy =Y - (b, +b_)

b

—2
1hg(x,y) = h3 [ (wi—- B) + [1 - XE_ 83 ] (V.4.cC)
3

Pode-se notar que a compatibilidade de deslocamentos nas
linhas de jungdo dos flanges com as almas & satisfeita, como

mostram as expressdes (V.5).
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u, (y=tb ) =u (z=h ) = -h (w'- B) (V.5.a)
lh?(y=tb2) = ua(z=-h2) = h2 (w'- B) (V.5.b)
u,(y=tb ) =u (2=-h,) = h_ (w'=- g) (V.5.c)

Com as expressdes (V.4) as componentes de deformagdes

axiais nos flanges podem ser escritas como:

d(uf‘]_) r YZ 3 b
= ——— - rr I -t r
€.~ 3% hl[ (w/’- B’) + |1 z s! (V.6.a)
\ 1 / -
d(u_) 2
ef2= T hz{ (W"- B’) + 1 - —2 S’ (V-G-b)
b J
\ 2 -
d(u ) f —2 3 -
e =—"= n | (w'-8’) + |1 -L | sr (V.6.C)
£3 dx 3 2 3 o
b
\ 3 7 -
e as deformagdes tangenciais, como
d(u ) 48(v.) 2h vy
_ fn fn® _ n
.IXYn_ ay + ax b2 Sn (V‘7)

n

onde o sub-indice n varia de 1 a 3, indicando a qual dos

flanges as deformagdes sdo referidas.

V.3 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES

Substituindo-se em (II.9) as deformagdes ja definidas em
(V.6) e (V.2), obtém-se que as tensbes axiais nos flanges e

nas almas sdo dadas por:

f1

2
¢ = -E hl[ (W= B') + [1 - X ] s! ] (V.8.a)
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_ - - Y
- Eh | (wr-pry + (1 s> | 82 (V.8.Db)
{ b} i
- 2
— . —2 5 -
o= Eh_ | (w’'-8") + (1 - XE s! (V.8.c)
b}
- . 3 -
o = -Ez (w''-B8'’) = ~E z ¥/ {(V.2)

A forma de distribuicdo das tensdes axiais em funcgdo do
valor de S’ & ilustrada na figura V.2.

S'<0

ar T

L

Figura V.2 - Distribui¢des tipicas de tensdes axiais
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Substituindo as expressdes das distorgdes, (V.7) e (V.3)
em (IT.12) tem-se respectivamente as tensdes tangenciais nos

flanges e nas almas.

2 G hhy
txyn= T Sn (V.lO)
n
TXZ=G B (V.11)

V.4 - FUNCIONAL DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL

A partir das expressdes (V.2) e (V.3) a energia de
deformagdo das almas pode ser obtida de forma inteiramente
andloga & que fol desenvolvida para a secdo retangular,

obtendo-se assim,

L
U= % J [ ET_(w'-g)% G 8° Aa]dx (V.12)
(8]

onde
_ 2 3 3
I= 3 (h1 + h4) ta (V.13)

€ a inércia das almas, sendo

h,=(h_+h_)/2 (V.14)

A=2 (h +h) t (V.15)
a area das almas.

A energia de deformagdo dos flanges & obtida
substituindo-se as deforma¢des dos flanges (V.6) e (V.7) na

expressdo (II.19) e efetuando-se as integragdes na secdo,

resultando em
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1 |F 2 4 8 2
= = e y 2 ar rropnt S _ gr
U =3 ] EIfn[(w +87)% + 387 (u 3)+155n]
4GIsz
+-——2"-5 dx (V.16)
3 b
n
sendo
I =2b t h? (V.17)
fn n fn n

e n variande de 1 a 3.

0 funcional de energia potencial total é& constituido
pelas energias de deformagdo eléastica éas almas (V.12) e dos
flanges (V.16), e da energia potencial das cargas (II.30),
sendo escrito explicitamente da seguinte forma,

L
vV = 2—{{ EI (w'-g")° +¢Gag

4 8 » 4 G S
2 gt fygrrogr S gr
+ B Ifn 3 Sn (w B)+ 15 Sn +

|

- Q w} dx - M(X) [w (D)-B(X)] - P(X) w(X)

(V.18)

3 EDb

[=INN AV 2 = B

sendo

I=TI+I + I +1 (V.19)
a T f1 f2 Tf3 i

a inércia da segdo transversal.

V.5 - EQUACOES DE EQUILIBRIO E CONDIGOES DE CONTORNO

Aplicando o principio de estacionaridade ao funcional de

energia potencial total tem-se que:
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L

av
0

p

C

3 15

o 3 b°
n

) L
+|E1 (wr-gy + ZEY (1_s7) ] s[w/-8] ]
. 0
, 5 L
- | ET (wrr-8'7) +5E) (I 87) ] Sw]

\

0
L

8_ r g, rFr . I
+Z[15E1fnsn+3 EI_ (w B')| 8S_

- P(X) 8w(x) - M(x) [8w’'(x) - 88(X)] =0

0

[ E I (wi-g)’r +2EY (T sr0) - Q]Sw dx
+ [ ETI (W’'-B')' +GAB + % EY (Ims;')]as dx

L. 2 4 G IFS 8
+Z [- LSEI (w'-B')'+— 00 _ E I s”}ss dx
fn fn n n

(V.20)

onde os somatdrios sdo sempre efetuados para n variandc de 1 a

3.

Para variacgdes ndo nulas ao longo da viga, tem-se para

cada integrando gque:

se 8w = 0

2
rront r7s = rrr rrr rrr - o
E I (w gy’ + 3 E (I”S1 +If282 +If383 ) Q 0
(V.21.a)
se 88 = 0
- 3 17 rrs =
EI (w*'-B')' + G AaB + 3 E (I“S1 +IfZS;"+ImS3 ) 0
(V.21.b)
se 651 £ 0
2 4G Sl 8
-2 E (w'-B")"+ _ - . Z2_E grr=p (V.21l.c)
3 2 5 1
3 Db
1
se 682 # 0
2 4G Sz 8
-z rr_qryr e . =2 15— R
3 E (w By’ + 5 15 E S2 0 (V.21.4)

3b
2
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se 88 = 0
3

—EE (WII_B!)I+

-2 =
3 E §,'= 0 (V.21.e)

As expressdes (V.21) constituem o sistema de equag¢des de

equilibrio.

Novamente admite-se gque as cargas P e M sdo aplicadas

somente no contorno (x=0 e x=L).

As condigdes de contorno geométricas sado dadas pelos

seguintes valores prescritos para cada extremo:

w/-p= ¥ (V.22.a)

w= W (V.22.b)
S, = §1 (V.22.¢)
s,= fz (V.22.4)
s =8 (V.22.e)
3 3

Lembrando que s& serdo considerados valores prescritos

nulos para as fungdes Sn.

As respectivas condigdes de contorno de forga sao

mostradas a seguir:

-E I (WII_BI) -

W

E (I S/+I_S’+4I_S’})- M = 0 (V.23.a)
£ 1 f2 2 f3 3

2

frrr_ pris = rs rs 1Ty —p —
E I(w B/7)+ Z E(I,S7/+I_S!17+I_8!7)-P = 0  (V.23.b)
8 g1+ 2 (wr-pgry) =o0 (V.23.¢)
15 1 3 -
8 s+ 2 (wir-g7) =0 (V.23.d)
15 "z 3 )
8 g14 2 (wrr-pgry =0 (V.23.e)
15 "3 3

DEZI e MENTRASTI [19] seguindo procedimento anédlogo,
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obtiveram as mesmas equag¢des de equilibrio, e indicaram como

estas poderiam ser solucionadas.

E possivel que as solugdes obtidas sob a hipétese
inicial de linha neutra passando pelo centro de gravidade da
segdo, violem algumas condigdes de equilibrio locais e globais
podendo conduzir a uma resultante de tensio axial, Ty nao
nula [19}. Isto porque a posigdoc da linha neutra &, na
verdade, variavel ac 1longo da viga, sendo dependente da
distribui¢do de tensdes. Acredita-se porém que este efeito
possa ser desconsiderado, dentro da ordem das aproximagdes
adotadas. Este problema ndo ocorre para seg¢des retangulares
(capitulo IV) pois este caso apresenta dupla simetria, e a
linha neutra passa pelo centro de gravidade da se¢do, mesmo

para uma distribuig¢do ndo linear de tensdes nos flanges.

V.6 - SOLUGCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO

Apresenta-se neste item o procedimento para obtengdo da
solugdo fechada do sistema de equa¢des de equilibrio para
algumas condigbes de contorno, e um carregamento uniformemente
distribuido. As fungdes solu¢doc sdo cbtidas através de Algebra
simbélica computacional [22] e programadas em TURBC PASCAL.

As solug¢gdes ndo serdo apresentadas na forma de fungdes
explicitas das caracteristicas geométricas e elasticas como
foram as solugdes dos casos analisados nos capitulos
anteriores. Isto porque para o tipo de segdoc em questdo o
desenvolvimento algébrico se torna extremamente laborioso,
mesmo utilizando-se um programa ¢que opera com Aalgebra
simbélica. Além disso, as expressdes finais seriam bastante
complexas e extensas. Por estas razdes, em certas etapas da
solugdo, serdo definidas variédveis em fungdo das ja
conhecidas, como forma de viabilizar a sequéncia do processo

de obtencao de solugbes analiticas. Ao final serdo obtidas as
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solugdes fechadas em fung¢do destes parametros, na forma de

fungdes implicitas das caracteristicas que definem o problema.

Diferenciando-se a expressaoc (V.23.b) em relagdac a x, e
subtraindo-a de (V.23.a), obtém-se uma equagdo em termos de

uma Gnica fung¢do incégnita.
GAB' = -Q (V.24)

a qual substituindo-se a fungdo para carregamento distribuido

uniforme
Q(x) = g (V.25)

pode ser obtida por integragdo direta,

Q - -
B='J_G_Adx=qc—xzxc'l" (V.26)

a

Com (V.26) as equagdes de equilibrio restantes podem ser

reescritas da seguinte forma:

2

EIwIII+_E(I SI’+I SIJ'I S!'l) _qx_cl=0
3 £f1 1 f2 2 £33
(V.27.a)
2 Ew' '+ 8_ E 8’7~ 4 G S =0 {(V.27.Db)
3 15 1 2 1
3 b
1
2 ’ 8 . 4 G _
3 E w/fr+ 15 E S; > 32 = 0 (V.27.c)
3 b
2
g rrr 8_ | - 4G —
3 E w + 15 E S3 ] bz S3 =0 (V.27.4)

A partir de (V.27.a) tem-se,

2
3

wirr= 1 |:_

rr £ r s
o E (I, S!"+I_S!/+I _S!’) +q + C1] (V.28)

f3 3

Substituindo (V.28) em (V.27.b), (V.27.c) e (V.27.d) obtém-se

apds simplificagéao:
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2 I 2 GS
4 f1 2 E 1
rr —_— - - - o— . =
E S [ 5 31 ] 3 [ Ifzs£'+ IF3S;’] b2
1
1
=7 {(-g x—- Ci1) {V.29.a)
2 I 2GS
rr i_ fa _H rr rr _.____2=
E Sz [ 5 31 3 I If151 * Irss:; b2
2
1
=7 (-q x- C1) (V.29.b)
21 2GS
4 £3 2 E 3
rrs —_— - - rr rr - - =
E Sa [ 5 37T ] 3 I [ Ii‘lsl + Ifzsz ] bz
3
1
=3 {(-q x- C1) (V.29.c)

Agora o sistema de equagdes de equilibrio pode ser
escrito sob forma matricial. Multiplicando-se todas as

equacgdes do sistema por 5/(4E), tem-se:

8 ( ) B T¢
1- 5 11 5 12 2 130 (g 1 0 0 s
6 6 6 1 b2 1
1
_5 i1 _ 5 iz _5 is ;7L B G 1 ) _
6 1 6 6 482 2 E 0 b2 0 Sz
2
_5 i1 _5 iz _ 5 i3 ; 1
6 6 1 6 E;3" 0 0 2 Ss
L d\ . L b -4 A .
3
{ 3
1
2 (g x +C1) 4§ 1 ¢ (Vv.30.a)
4 EI
1
\ 7
ou escrita na forma compacta,
5 G
LI - = . -
AS/'-3EBS=C (V.30.D)



sendo

ii

iz

iz

-
w

71

(V.31.a)

(V.31.b)

(V.31.c)

Pré-multiplicando o sistema pela inversa da matriz A,

rr

ATAS -

ou melhor

onde

explicita da expressao (V.33),

onde

Realizando-se os

3

F1

Fz2

A

e

“»
©

L%

5
2

T
I

e

G ,-1 _ a-1
3 AiBs = ae
s=H

—]2‘+F1 Fz
b
1
1 —Ja“—+F2
b
2
M F2

F3

Fa

(V.32)

(V.33)

(V.34.a)

(V.34.b)

produtos matriciais tem-se a forma

15(q x + C1)

2 E I J

1

.\

(V.35)

(V.36)

(V.37.a)

(V.37.b)



72

i

F3 (V.37.¢)

O sistema (V.35) & formado por equacgdes diferenciais
ordindrias de sequnda orden, lineares a coeficientes
constantes, sendo que ndo existem termos em derivada de

primeira ordem das incégnitas §+8,e8,. Como intuito de se

obter uma solugao analitica, 2o sistema (V.35) serj
inicialmente desacoplado, utilizando-se para isto uma
transformagdc de base. No APENDICE II estad demonstrado que a
nova base que diagonaliza o sistema de equagdes é formada
pelos autovetores do seguinte problema de autovalor associado

a matriz D,
(D-AI)M=0 (v.38)

Da condicdo de determinante nulc tem-se a equagao

caracteristica para célculo dos autovalores,

2%+ A1 A%+ A2 A + A3=0 (V.39)
cnde
M= - 2 - L - 2 -Fi-F-TFs (V.40.a)
b b b
1 2 3
F1(bl+b3) F2 (b +b) F3 (b +b7) bZ+b +b_
Az = 2,2 + 2 .2 + 2,2 t =
b™ b b® b b" b b b b
2 3 173 1 2 1 2 3
(V.40.b)
Az = - zFla - 2F22 - 2F32 T2 12 2 (V.40.c)
b b b" b b’ b b® b" b
2 73 1 3 1 2 1 2 3
A solucdo da equagdo caracteristica fornece os seguintes
autovalores
AL =2 A - ? (V.41.a)
A
Az = = A - 3= - BV3 (V.41.Db)
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Az = = A - = 4 BV3 (V.41.c)
onde
A = A-R1 cos [ 3 ] (V.42.a)
— e
B = «-R1 sen [ 3 ] (V.42.Db)
sendo
2
R = E_éig__éi_ (V.43)
3
Rz = 9 A1 Az - 27 A3z - 2 Ax (V.44)
54
6 = acos — 2 (V.45)
3
-R1

Com os autovalores determina-se a base formada pelos
autovetores, que dispostos matricialmente segundo as colunas

formam

M= M21 1 Mz23 (V.46)

onde

b% Fz (b° Az - 1)
1 3

Miz = -
bf [bi Az(F1+F3-Az2)+ Az- F1J-—Lb§ (Fa-az) + 1J
(V.47 .a)
b’ Fs (bz A3 - 1)
M1z = - > > >
b1 Lbz A3(F1+Fz2-A3)+ A3 F1_|--|_b2 (Fa-A3) + lJ
(V.47.b)
b2 F1 (b° a1 - 1)
M21 = = 2 2 Y
2 2 2
b2 lba A1(Fz+F3-A1)+ A1- FzJ-I_b3 (F3-A1) + 1J

(V.47.¢c)
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2 2
b2 Fa (b1 Az - 1)

Mas = - 2 2 2
b1 lbb As(F1+F2-A3)+ Aa- F1J—|_b2 (F2—-az3) + 1J
(V.47.4)
bi F1 (bz AL = 1)
Mar = - = 2 2
b |_1:>3 A1 (F2+F3-A1)+ A1- FzJ-l_b3 (Fa-A1) + 1J
(V.47.e)
b2 F2 (b 22 - 1)
Moz = = =73 2
b1 ng Az(F1+F3-az2)+ Az- F1J--—[b3 (Fa3-az) + 1J

(V.47.f)

Adotando-se esta base, tem-se as seguintes relagdes:

H=MH (V.48.a)

S = M.S (V.48.Db)
que conduzem a,

5 -22D5-H (V.49)

sendo que nas expressdes anteriores, a barra (—) sobre os
simbolos indica que os vetores e matrizes estdo definidos em
rela¢do 4 base de autovetores.

De acordo com as propriedades desta base de autovetores,
a matriz D & uma matriz diagonal formada pelos autovalores, do

problema (V.38), logo

A1 00
D = 0 az O (V.50)
0 0 a3

Desta forma, o nove sistema torna-se desacoplado,

constando das sequintes equagdes diferenciais:

- 2 2 x.8 =m (g x + C1) (V.51.a)
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|
)
\

tnl
»
[4%]
wnl
I

nz (g x + C1)

[\ Y
W8]
e
3

o
]

]|
b
L]
Wl
I

n: (g x + )

W=
.8
[e3]
W

gue podem ser integradas facilmente, fornecendo

_ Al X -A1 % -
S =Ce + C3 e - — (gq x + C1)
1 2
M
_ Az x -Az % nz
S =Ci e + Cs e - — (g x + C1)
2
Az
_ A3z x -A3 X ns
S =0Cs e + C7 e - —— (gx + C1)
3
Az .
onde
ni= 15 (Mi2(M23-1) + Mi13(Ms2-1) + 1 - Me3s Mz2)
2 detME I j
na= 15 (Mi3(M21-M31) + M23(Ms31-1) + 1 - M21)
2 detME I ]
na= - 15 (Miz(M21-M31) +(M31+M3z-1) - M21 Maz)
2 detME T j
| 5 G A1
A = 5§
_| 5 G Az
Az =l ==
| 5 G as
A3 =l = F
e sendo

(V.51.Db)

(V.51.c)

(V.52.a)

(V.52.Db)

(V.52.¢)

(V.53.a)

(V.53.b)

(V.53.c)

(V.54.a)

(V.54.b)

(V.54.cC)

detM =-Miz(M21-M23 M31) + (Mi3(M21 Msz - Ms1)+1-Ma23 Ms2)

o determinante da matriz M.

(V.55)



76

Estas solugdes estdo referidas a base de autovetores,

portanto as mesmas devem ser transformadas para a Dbase

original, recorrendo-se & relagao (V.48.b). Apds tal
transformagio sdo obtidos as expressdes-finais de 5, 8, e S, -
S, = §1 + Miz §  + M3 §3 (V.56.a)
S =Mz § + §2 + Ma3 §3 (V.56.b)
S = Maa S+ Ma §2+ §3 (V.56.c)
que explicitamente tém a seguinte forma
Al x -1 X Az x -Az x
S1=C2 e + C3 e + C4 Mi12 e + Cs Miz e
Az x -A3 X
+ Cs M13 e + Cr M1z e - g1 (g x + C1)
{(V.57.a)
M x -A1 % Az x -A2 X
SZ=C2 Mz2: e + C3 M21 e + Ca. e + C5 e
A3z X -A3 x
+ Cs6 M2z e + C7 M23 e - gz (g x + C1)
(V.57.b)
Al x -A1 X Az x
83=C2 M3 e + C3 Ma1 e + Ca Maz e
-A2 x Az x -A3
+ C5 Maz e + Cs e + C7 e - g3 (q x + Ci1)
(V.57.c)
sendo
T =L (V.58.a)
Az Az At
ge = ML Mt Moo W5, D2 (V.58.D)
M Az Az
gs = MoLm , Ms2nz ns (v.58.c)
A Az A3

Substituindo as expressdes de S em (V.28) e integrando

sucessivamente tem-se a expressdoc do deslocamento transversal,
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A ox -A1 X Az X% -Az x
w = t1|-Cz e + C3 e + t2|-C1 e + Cs e
Az x =A3 x] 4 3 2
_ g X Ci1 X Cs X
+t3[C5e + C7 e +24EI+6EI+ 5
+ C9 x + Cio (V.59)
onde
2(1,+ I M21 + I_Ma)
t1 = 3T A (V.60.a)
2(1, Maz+ I_+ I Ms2)
tz = T T Az (V.60.b)
2(IHM13+ I M + Im)
t3 = 3T A3 (V.60.¢)
Substituindo (V.57.a), (V.57.b), (V.57.c), (V.26) e

(V.59) em (V.8.a),
expressdes para as tensdes axiais nos flanges,

hlx
0‘“: - C1 T
( 2z Y | M X
+ E h i1 tAL - 1 + Yy Cz e
1 1 12
\ | \
( 2] | A2 x
+ Az |t A2 - M12 + M1z b A Ci e
2 bz
\ 1) \
( 2 ) | A3 x
+ A3 t3A3 - Miz + Miz ZE Ce e
\ le \

(V.8.b) e (V.8.c) sdo obtidas as seguintes

-A1 X%

(V.61.a)
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hzx
f2= C1 I
( 2 Y Al X -A1 %)
+E h2 M t1A1 - M21 + M2 Y_2 - Cz e + C3 e
\ bz Y. \ F,
( 2 ) | A2 x -Az x)
+ A2 |t - 1+ 1% -Cie + Cs e
\ b2 / \ /
( 2 ) ( A3 X -A3 X
+ A3 t3A3-M23+M23 y—2 - Cs e + C7r e ]
\ bz J \
1 N yz
+ Cs - g ca T3 ET -9t 9 (V.61.b)
2 b
2
h3x
£3 c I
( —2 ( Al 2 -A1 x)
+E h <M t A1 - Ma1 + Mz Yy - Cz e + C3 e
3 1 b2
. 3 o 7
( -2 ) | A2 x -A2 %)
+ Az t2A2 - M3z + Ma32 Y_z - Ci e + Cs e
\ b3 7 \ i
( —= Y A3 x -A3 x)
+ A3 [t A3z - 1+ Y - Cs & + C7 e
3 2
\ ba J \ J
1 XE ;2
+ Cs + g GAa+2EI*g3+g3_2 (V.6l.c)
3

Podem ser

S S

1f T2

e S :
3

Cz M

Ca Az

Ce A3

explicitadas também as derivadas das fungdes

Al X
e - C3 A1
Az x
Miz e - Cs5 Az Miz
Az x
Miz e - C7 A3z Mi3

-A1 X
-Az X

-A3 X%

- 91 g

(V.62.a)
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Al x -A1 X
S; = Cz A1 Ma: e - C3 A1 Maa e
Az % -A2 x
+ Ca Az e - s Az e
Al x -A3 %
+ Cs Az M2z e - C7 A3 M2z e - gz g
(V.62.Db)
A % -A1 X%
S; = Cz A Mz e - C3i Al M1 e
Az x -Az X
+ Ca A2 Maz e - Cs A2 M3z e
A3z x -A3 X
+ Cs A3 e - C7 A3 e - g3 g
(V.62.C)

Para que as solugdes ficassem determinadas de forma
fechada, restaria ainda que fossem definidas as constantes de
integracdoc de C1 a Cio. Para isto devem ser aplicadas as

condi¢Bes de contorno correspondentes a cada caso em questdo.

A seguir, sdc definidas explicitamente as 20 equagdes de
contorno possiveis (5 condigbes de forga e 5 geométricas para
cada extremo). Substituindo o deslocamento transversal e as
fungbes S nas expressdes (V.22) tem-se as seguintes condigdes

de contorno geométricas

em X=0
de (V.22.a)
GC;\ - A1 £1(C2 + C3)~ Az t2(Cs + Cs)— As ta(Cs + C7)
a
+ Co = ¥(0) (V.63.a)
de (V.22.b)

t1 (-C2 + C3)+ tz (-Ca + Cs)+ t3 (-Cs + C7)+ Cio = W(0)
(V.63.b)

de (V.22.c¢), sendo §1=0

-C1 g1 + C2 + C3 + M2 (Ca + C5)+ M1z (Cs + C6) = O
(V.63.cC)
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de (V.22.d), sendo §2=0

-C1 g2 + M1 (Cz + C3)+ C1 + Cs + M2z (Cs + Cs) = O
(V.63.d)
de (V.22.e), sendo §3=0
-C1 g3 + Mnn (Cz + C3) + Msz2 (C4 + Cs)+ Cs + Ce = O
(V.63.e)
e em x=I respectivamente,
1 1.2 A1 L -A1 L
C1[GAa+2EI]-A1t1(Cae + C3 e )
Az L -Az L . A3z L -A3z L
- Az t2(Ca e + Cse )= A3 t3(Ces e + C7 e )
+ Co = ¥(L) (V.64.a)
3 Al L -A1 L
1 —2 4+ oty (-cz e + C3e )
6 EI
Az L -A2 L A3z L -A3 L
+ tz (~Ca e + Cs e )+ t3 (-Cs e + C7 e )
]'_;2 q L4 -
+ Cs 2— + Cs L 4+ Cio + W = W(L) (V.64.b)
A L -A1 L Az L -A2 L
-C1 g1 + Cz e + C3 e + M1z (Ca e + Cs5 e )
Az L -A3 L i
+ M3 (Cs e + Cse ) —g1 Lg=0 (V.64.¢)
A L -A1 L -A2 L -Az L
-C1 g2 + M2a1 (Cz2 e + Cie J+ Ca e + Cs e
-A3 L -A3 L

+ Mz3 (Cs e + Cs e ) —g2Lgq=0 (V.64.4)
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A1 L -A1 L
-C1 g3 + Ma (Cz e + C3 e )
Az L -Az L A3 L -As L
+M32(C“e + Cs e ) + Cs e + Cs e
Teras0 (V.64.e)

Analogamente as condig¢des de contorno de forga sao:

em x=0

de (V.23.a)

cs = - -2 L M(O) ., (gr I_+ g2 I _+ g3 I )
G A E I d
2 31
(V.65.a)
de (V.23.b)
@ = RO (V.65.b)
de(V.23.0)
2 A1 (4 -5 M 1) _
15 (C2 — Cz)
+ 2 Az (4 M2z - 5 Az t2) (Ca - Cs)
15
+2A3 (4 Miz - 5 Az t3) (Cs - C7)
15
2 891 9 2.9 _
3% T35 Tena 0 (V.65.c)
de (v.23.d)
2 A1 (4 M21 - 5 A1 t1) _
15 (Ca - C3)
2 A2 (4 - 5 A2 t2) _
* 15 (Cs - Cs)
4 2 A3 (4 M23 -5 A3 t3) (Co - C7)
15
2 _8gz2 g 2 g _
t3% T35 foa TF (V.65.d)
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de (V.23.e)

2 A1 (4 M3r - 5 A1 t1) (C2 - C3)

15
+ 2 Az (4 M:al;—5A2t2) (Cs - Cs)
+21’\3 (41; 5 Az t3) (Cs - C7)

em x=L, respectivamente

C1 L+ C8ETI - M(L)

s I 2 E (m If1+ gz Ifz+ g3 Im)
9| T=a 31

a
1= -gL - P(L)

2 A1 (41; 5 A1 ti1) (cz e"“
L 2A2 (4 M12 -5 Az ta) (ce e“
i5
+ 2 A3 (4 Mi3 - 5 A3 t3) (Cs eA3
15
2 8 g3 2 L?
t3Ctra-g5 tga t3ET

M
2 A (4 M21 - 5 A1 t1)
5 (C2 e
Az
2 A2 (4 - 5 A2 t2)
+ e (Ca e
A Az
2 A3 (4 M23 - 5 A3 t3)
+ = (cs e

2
2 _ 8 g2 2 L
t3 G rdl- g5 tgr t3IET

a

L

L

L

L

Cs

Cs

C7

2
L
Tz

{(V.65.e)

(V.66.a)

(V.66.b)

(V.66.¢)

(V.66.d)
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A L -A1 L
2 A (4 M31 - 5 A t1)
T5 (cz e - Cse )
Az L -A2z L
2 Az (4 M3z - 5 Az t2)
+ e (ca e - Cs e )
Az L -A3 L
2 A3 (4 - 5 A3z t3)
+ 5 (cs e - Cc7 e )
2 8 g3 2 L°
+§C8+q"T5—+GA+3EI = 0 (V.Gs-e)

a

A partir das expressdes (V.63), (V.64), (V.65) e (V.66),
sdo definidas as equagdes para os seguintes tipos de condigdes

de contorno em cada extremo

em x=0
engaste (v.63.a), (v.63.b), (V.63.c), (V.63.d) e (V.63.e)
apoio (V.65.a), (V.63.b), (V.65.c), (V.65.d) e (V.65.e)
livre (Vv.65.a), (V.65.b), (V.65.c), (V.65.d) e (V.65.e)
em x=L
engaste (Vv.64.a), (V.64.b), (V.64.c), (V.64.d) e (V.64.e)
apoio (V.66.a), (V.64.b), (V.66.c), (V.66.d) e (V.66.¢e)
livre (V.66.a), (V.66.b), (V.66.c), (V.66.d) e (V.66.e)

Desejando-se impor algum deslocamento ou rotagéao

prescritos, basta definir os valores de v e w.

Com as condigdes de contorno em x=0 e x=L, obtém-se 10
expressdes, 5 para cada extremo, formando assim um sistema de
equacdes algébricas 1lineares cujas- incégnitas sao as
constantes de integragdo. A solugdo analitica deste sistema, &
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obviamente, uma tarefa c¢omplexa, optando-se portanto pela
solucdo numérica desta etapa final, através do processo de

triangularizagdo de Gauss.

V.7 - AUTOMATIZAGAO DO CALCULO DAS SOLUGOES

Para aplicacgdo da formulacgdo apresentada, foi
desenvolvido um programa para microcomputador na linguagem
TURBO PASCAL, denominado SLPONTE. A automatizacdo do calculo
se fez de forma imediata, pois cada uma das etapas &, na
verdade, uma simples programagdo de expressdes Jja definidas.
Isto &, o calculo das caracteristicas geométricas, da base de
autovetores, a formagdo do sistema de equag¢bes de contorno, as
funcoes incégnitas e as tensdes, sdo definidaos
analiticamente, restando apenas a aplicagaoc do algoritmo de
Gauss para calculo das constantes de integra¢do. Encontra-se
no APENDICE III o programa desenvolvido, cuja sequéncia é a

sequinte:

* ENTRADA DE DADOS

S30 definidos os valores das caracteristicas geométricas

elasticas (E e G) e geométricas (H, L, ta, b1'b2’b3'

t , t , t ), o carregamento e as condigdes de
1 £2 £3

centorno.

* CALCULQO DAS CARACTERISTICAS GEOMETRICAS
Sd3o calculadas as areas e inércias da segdo transversal

e de cada um de seus componentes (flanges e almas).

* CALCULO DOS AUTOVALORES
E formada e resolvida a equagdc caracteristica

associada ao problema de autovalor (V.38).

* DEFINICAO DA BASE DE AUTOVETORES
Nesta etapa sdo formados os trés autovetores que definem

a nova base, de acordo com as expressdes (V.47).
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* FORMACAO DAS EQUAGOES DE CONTORNO

Em fun¢do das condig¢des de contorno, sdo formadas 5
equacdes para cada um dos extremos, sendo escritas
matricialmente na forma dos coeficientes de cada uma das
constantes de integragdo. 0Os termos independentes formam

um vetor de 10 posigdes

* SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES ALGEBRICAS
0 sistema formado na etapa anterior é& resolvido através
do algoritmo de Gauss, obtendo-se as constantes de

integrag¢doc Ci1 a Cio.

* APRESENTAGAO DOS RESULTADOS
Como resultados sdo obtidos ao 1longo da viga, o

deslocamento transversal, as fungbes S1' S 53 e suas

2!’
derivadas. Sdo ainda apresentadas as tensdes axiais nos

flanges em qualger ponto.

V.8 - COMENTARIOS ADICIONAIS

Na formulacdo apresentada é resolvido um problema de
autovalor (V.38), cuja solugcdoc & desenvolvida considerando-se
gque os autovalores (V.41) sé&o todos diferentes e ndo nulos
(A12A2#A320) , resultando em um sistema de trés equagdes (V.51)
e trés incdgnitas (51' s, e S3). 0Os casos em que esta condigdo
(A12A2#A3#0) nio se verifica ndo foram ©previstos na
programagdo, ocasionando problemas numéricos. Sabendo-se dque
cada autovalor estd diretamente ligado a largura do flange
correspondente (A1 com b1’ etc), a consideracgdo de larguras de
flanges iguais efou nulas, & a origem deste tipo de problema
numérico. Este problema pode ser solucionado utilizando-se
valores muito proximos dos desejados, por exemplo com 0,5% de
diferenca do valor real. O mais correto porém, seria definir o
sistema diferencial para cada caso, conforme mostrado na

figura V.3.



CASO 1: b1zb2#b3
b1 3 incognitas: S1, 52 e S3

CASO 2: b1=b3#b2
2 incognitas: 51 (=S3) e 82

\ / CASO 3: b1#b2=b3
2 incognitas: S1 e S2 (=83)

CASO 4: b1=b2+#£b3
2.incognitas: $1 (=52) e 83

CASO 5: b1#b2, b3=0
2 incognitas: S1 e 82

2 incognitas: 52 e S3

CASQ 7: b1£b3, b2=0
ou 2 incognitas: S1 e S3

CASO 8: b1=b2=b3
1 incognita: S1 (=52=83)

’ ‘ CAS0 6: b2#b3, b1=0

CASO 9: b1=b2, b3=0
1 incognita: S1 (=S2)

CASO 10: b2=b3, b1=0
1 incognita: S2 (=33)

CASO 11: b1=b3, b2=0
ou 1 incognita: S1 (=83)

Figura V.3 - Modelo geral (CASO 1) e casos particulares
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O caso 9 da figura V.3, foi tratado nos capitulos II,
IIT e IV, e por ser um caso particular da secgdo tipica de
pontes, também pode ser analizadeo pelo programa SLPONTE. As
solugdes fechadas deduzidas para este caso também podenm ser
utilizadas para o caso 8, modificando-se apenas a inércia dos

flanges (II.27), que passaria a ser:
I=6Db th’ (II.27)"

CHANG e ZHENG [23] analizaram o casoc 8, para uma viga
engastada e livre sujeita as cargas distribuida uniforme e
concentrada no extremo livre. As expressdes para as tensdes
axiais nos flanges publicada por estes autores coincidem com
as apresentadas no capitulo IV. Porém CHANG e ZHENG n3o
utilizaram a teoria de vigas de Timoshenko, que ndo influencia
as expressdes das tensdes axials e da fungdo S para os c¢asos
de carga considerados, mas pode produzir grandes diferencgas
nos deslocamentos transversais os quais_néo foram apresentados

no artigo.
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CAPITULO VI

APLICACAO DAS FORMULACOES

Iniciamente a formulagido desenvolvida nos capitulos II,
IIT e IV & verificada através de alguns exemplos. Em seguida é&
estudada a influéncia da geometria da segdo transversal no
comportamento de estruturas de segdo caixao retangular.
Finalmente s&o apresentadas algumas aplicagdes da formulagao

desenvolvida para seg¢des tipicas de pontes.

VI.1 - VERIFICACAO DAS SOLUGOES ANALITICAS PARA SEGAO
TRANSVERSAL RETANGULAR

Para a verificagdoc da formulagdo, foi escolhido o
exemplo publicado no artigo de FOUTCH e CHANG [18], no qual
segue-se um procedimento idéntico ao que foi aqui
desenvolvido, porém suas equagdes diferenciais de equilibrio
foram resolvidas numericamente utilizando-se o algoritmo de
Runge-Kutta. As  solugbes assim obtidas foram entao
comparadas com os resultados do mesmo modelo discretizado em
elementos finitos. Este exemplo, mostrado na figura VI.1, é&
uma viga engastada e livre com segdo transversal retangular de

paredes delgadas e carga uniformemente distribuida q.
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E=206700 Pa
G=79500 Pa
ta=8,4 mm
H=1,4 mm

2h=0,508 m

2b=1,016 m

Figura VI.1 - Exemplo do artigo de FOUTCH e CHANG

0 deslocamento transversal w, as tensdes axialis nos
flanges, a fungdo S e sua derivada S/, foram calculadas
respectivamente sequndo as expressdes (IV.46), (IV.47},
(IV.45) e (IV.48) e todos os resultados coincidiram com os
apresentados no artigo de FOUTCH e CHANG, ficando assim

verificadas todas as expressdes relativas A4 carga uniforme.

Sabendo-se que, pelo principic da superposicio, as
respostas para a carga uniforme devem ser iguals a soma
daquelas correspondentes &s cargas linearmente crescentes e
decrescentes, para o mesmo valor ¢, estas Gltimas podem também
ser verificadas. Assim, o mesmo exemplo foi analizado para os
trés tipos de carga, e as respostas das funcdes S e suas
derivadas sdo apresentadas na figura VI.2. Estas respostas
juntamente com os deslocamentos transversais e tensdes axiais
mostraram-se corretas. Desta forma ficam também verificadas as
férmulas deduzidas para estes dois dltimos tipos de
carregamento.
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Figura VI.2

- FungbGes S e 8/
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DERIVADA DA FUNCAO S
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§ _..:M
g ______ a
g ED:I:D:_.
___________ 3
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04 06 as 1i
xL

para carga uniforme, 1linear

crescente e decrescente (exemplo da figura VI.1)
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VI.2 - ESTUDC DA INFLUENCIA DAS CARACTERISTICAS
GEOMETRICAS EM SECOES RETANGULARES

Neste item €& feita uma anadlise inicial da influéncia da
geometria da sec¢do transversal no comportamento de uma viga
engastada e livre, avaliando a forma como variam as tensdes,
deslocamentos e fungdes S e S’/. Para isto optou-se por um
exemplo basico, a partir do gual um pardmetro de interesse é
variado, mantendo-se todos os outros constantes. As
caracteristicas geométricas do exemplo badsico sdo definidas na
figura VI.3. Este exemplo pode ser considerado como sendo a
simulagdo do comportamento de um edificio alto de concepgéao

tubular sujeito a cargas horizontais de vento.

A distribuicdo das tensfes tangenciais nas almas néo
serd estudada mais detalhadamente. Basta observar sua
expressdo (IV.8) para concluir que tais tensdes apresentam um
comportamento bastante simples, pois sao diretamente
proporcionais a funcgdo g, que assume uma forma linear (caso de
carga uniforme), parabdlica (carga linearmente variavel),
constante (carga concentrada no extremo 1livre) ou nula
(momento no extremo livre) e a lnica caracteristica geométrica
influente & a &area da alma. Portanto ndo se justifica um
estudo da influéncia da geometria da secgdo transversal para

estas tensdes tangenciais.

Ndo houve aqui a preocupagdo de se estabelecer
proporgdes que representassem fielmente um caso real, porém
existem estudos [24] que permitem que o edificio tubular,
formado de pilares e vigas, possa ser modelado como um meio

continuo.

A variagdoc das caracteristicas geométricas segue a
tabela VI.1 na qual pode ser observado que foram efetuadas
cinco variagdes para cada pardmetro, sendo sempre de dois
valores abaixo e trés acima a partir da dimensdoc basica. Por
exemplo, para a variacdo dos flanges, os paréametros 2h, ta e
tf tém valores constantes mostrados na primeira linha da



92

tabela. O pardmetro 2b, variavel, assume no primeiro exemplo o
valor de 50 m, no segundoc 75 m e assim sucessivamente,

conforme os valores mostrados na tabela VI.1.

\\\\_‘\\\////// /-j\ /

LA - ///{ ta=tf=2,5m
L] PEg P 7] q=1000 kN/m
T L o s E=2100 MPa

T LA -~ G=808 MPa
\\"*i-.\___\\/////’ q/2 /? /

Q

] 7 8

| 1

/;- / -
i 7]
/

(b)

Figura VI.3 - Exemplo basico (a) Estrutura real
{b) Modelo equivalente

Vigas com flanges =] almas formados por chapas
enrigecidas, também podem ser simulados por um continuo. Desta
forma, o© aumento das espessuras egquivaleria ao aumento da
quantidade ou tamanho dos enrigecedores, assim como para o

edificio equivaleria aoc aumento do nimero ou area dos pilares.

Deve-se notar que este estudo ndo visa obter conclusdes
de carater geral, pois para isto seria necessario que se

efetuasse uma andlise dimensional do problema.
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2b (m) 2h (m) ta(m) tf(m)
variagdo da 50 75
largura dos 100 50 2,5 2,5
flanges 125 150 175
variagdo da 30 40
altura das 100 50 2,5 2,5
almas 60 70 80
variag¢do da 0,5 1,5
espessura 100 50 2,5 2,5
das almas 3,5 4,5 5,5
variacdo da 0,5 1,5
espessura 100 50 2,5 2,5
dos flanges 3,5 4,5 5,5
variacao 0,5 1,5
simultanea 100 50 2,5
da espessura 3,5 4,5 5,5
dos flanges
e das almas ta = tr

Tabela VI.1l- Variacgdo dos parametros geométricos

VI.2.1 - DESLOCAMENTO TRANSVERSAL

Neste item s30 apresentadas as influéncias que a

variacdo de cada uma das caracteristicas geométricas acarreta

no deslocamento transversal w.

Os resultados sdoc sempre comparados com Os gue seriam

obtidos utilizando-se a teoria classica de vigas
(Euler-Bernoulli), que sdo referidas por W

As elAsticas obtidas com a presente formulagdo,
expressdo (IV.46) e a teoria linear s&do, logicamente, muito
semelhantes em sua forma. A figura VI.4 mostra um

comportamento tipico, notando-se que a resposta segundo a

teoria cléissica & sempre mais rigida.
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)
0.8 /
0.6 e
- ] /II
X ;
0.4 r
02 /
R EULER-BERNQULLI
1 ——————— CONSIDERANDO "SHEAR LAG"
0 T T ] T T [ T T T T T T T T T

T
0 02 04 06 08 1 12 14 16

w (m)

Figura VI.4 - Deslocamento transversal para

exemplo basico

A diferenca entre as duas formulagdes pode entao ser
sintetizada pelo valor do deslocamento maximo. Assim o estudo

& feito a partir da relagéo w/w_ na secdo do extremo livre,

para a variagdo de cada parametro. Os graficos obtidos sao

apresentados ha figura VI.5, onde se nota gque, com a

consideragdo do "shear 1lag”, a variagdo das espessuras do

flange e da alma simultaneamente ndo afetam a razao w/wmﬂ que
se mantém constante em 1,23. J& com a variagdo da espessura da
esta relagdo & decrescente e muito influenciada para
chegando a valores superiores a

alma,
espessuras muito pequenas,
1,8. Para os demais parédmetros variados, a relagéao w/wEH é

sempre crescente, variando entre 1,1 e 1,5.

Para gue os graficos possam ser comparados mais

facilmente, os mesmos foram apresentados na mesma escala

vertical.
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Figura VI.5 - Razdo w/wEB no extremo livre

para

a

variacdo de cada parametro.
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VI.2.2 - FUNCOES S e S’

S8o apresentados agora os graficos da fungdo S e sua
derivada 8’ ao longo da viga, para a variacdoc de cada

parametro.

Basicamente existem dois aspectos a serem observados nos
graficos de variacgdo da fung¢do S, que sdo sua magnitude e seu
ponto de maximo (em valor absecluto). A magnitude da funcido S
além de indicar a intensidade do "shear lag", & também
diretamente proporcional & tensdoc cisalhante no flange ao
longo da viga. O interesse no ponto de madximo da fungdo S é
duplo, j& que nesta secgdo ocorre: (1) a inversdc da curvatura
do diagrama de tensdes axiais no flange e (ii) valores maximos

de "shear lag" e de tensao tangencial no flange.

A localizacdo do ponto de maximo da funcdo S pode ser
ainda melhor identificada nos gra&ficos da derivada da fungaoc S
pelo ponto onde S’ & nulo. O objetivo principal dos gréaficos
de S’ é& apresentar a variacgdc de intensidade da componente
parabdélica das tensbes axiais nos flanges ao longo da viga,

como pode-se notar na expressao (II.10).

As figuras VI.6 a VI.10 apresentam os graficos das
funcbdes S e S, onde as setas indicam o sentido crescente do
pardmentro em guestdo. Nestes graficos pode-se cbservar que os
pardmetros mais influentes sobre a intensidade de "shear lag"
sdoc a espessura da segdo (variac¢do das espessuras das almas e
dos flanges simultaneamente), seguidos pela altura da viga e
espessura do flange, cujas familias de curvas apresentan
variag¢des pronunciadas. Por outro lado, a variagdo da largura
do flange tem uma influéncia moderada sobre o "shear lag", mas
seu valor cresce com o aumento deste parametro, ao contréario
dos demais. O efeito da variagdo da espessura da alma é
praticamente desprezivel quando comparado ao efeito dos demais
parametros. Observa-se ainda que a intensidade do "shear lag"

-

no extremo livre da viga & independente da espessura da alma.

Nos graficos de S’ pode se observar inicialmente, que o

ponto de inversdo da curvatura das tensbSes axiais néo &
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influenciado pela variagdo da altura, ocorrendo sempre en
x/1=0,2. A variacgdo das espessuras dos flanges e das almas,
isolada ou simultaneamente, acarreta pequenas alteragdes na
posigdo desta inversdo. A largura dos flanges & a
caracteristica que mais influencia o ponto de inversdo da
curvatura das tensfes, que se situa entre x/1L=0,15 para
2b=50 m e x/L=0,3 para 2b=175 m.

Os graficos de S’ mostram ainda que a maior intensidade
da distribuig¢doc parabtlica da tensdo axial no flange occorre no
engaste, onde o valor de S’ & maximo, enquanto que pelos
graficos de S, observa-se que nesta mesma segdo o "shear lag"

& nulo.

VI.2.3 - TENSOES AXIAIS NOS FLANGES

As tensdes axiais em x%x/L= 0 e x/L= 1/2 para o exemplo
base, calculadas pela expressdao (IV.47) e pela teoria cléassica

de vigas (GHQ, sdo mostradas na figqura VI.1l1.

As tensdes axiais nos flanges numa segdo transversal,
podem ser bem caracterizadas pelas tensbes situadas nos seus
bordos (y/b=t*1) e centro (y/b=0). Desta forma foram escolhidas
quatro seg¢des transversais (x/L=0, 1/4, 1/2 e 3/4) para as
quais & obtido o desenvolvimento da relacgdo a/a&B nos bordos e
centro dos flanges para a variagdo de cada pardmetro. Estes
resultados encontram~se nas figuras VI.12 a VI.15.

Observando-se os graficos para a segdo do engaste
(x/L=0), na figura VI.12, nota-se dque, com a variagdao de
qualquer um dos pardmetros geométricos, as tensdes nos bordos
do flange (y/b=*1) sdo maiores do que a calculada pela teoria
classica de vigas, enguanto no centro do flange (y/b=0) as

tensdes sia0 menores.

Ainda para a segdo do engaste (x/L=0) pode~se observar,
nos graficos que mostram as influéncias da altura da segdo e

das espessuras da alma e do flange, variando isolada ou
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simultaneamente, que a relacdo de tensdes em y/b=0 permanece
aproximadamente constante com valor de 0,7. Por outro 1lado,
com a variagdo da largura do flange, a razao ojoEB em y/b=0
decresce linearmente com o acréscimo deste parémetro, enquanto
para y/b=t1, esta razdao é linearmente crescente. Portanto
gquanto maior o flange, maior a diferenga entre as tensdes
axiais no centro e nos bordos do flange, o que acarreta uma
curvatura mais acentuada no diagrama dessas tensdes. Esta
diferenga se mostra de menor intensidade nos casos de aumento
da espessura do flange, para o qual 0‘/0‘EE sofre um pequeno
acréscimo, e de aumento da altura e espessura da alma, para ©

qual a/o'EB experimenta um pequeno decréscimo.
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Figura VI.1l - Tensdes axials no flange para o exemplo basico
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Para a se¢ac transversal x/1=1/4 (figura VI.13),
observa-se gque para as variagdes da largura e espessura dos
flanges, a relagdo entre as tensdes em y/b=0 & crescente,
chegando a valores superiores a 1, enguanto para os bordos dos
flanges, a relagdo & decrescente, atingindo valores inferiores
a unidade. Isto mostra que a partir de uma certa largura ou
espessura dos flanges, a tensdo no centro dos mesmos passa a
ser maior que nos bordos para x/L=1/4. O ponto onde as curvas
se interceptam corresponde ao valor do pardmetro para o qual a
tensdo & 1linear (S’=0) em x/L=1/4. Nota-se ainda que este
ponto ocorre em a/am=1, o que mostra gue a tensao calculada
levando-se em conta "shear lag" é igual a tensdo calculada
pela teoria classica de vigas nesta segdo transversal. Para os
demais parémetros, as tensdes no centro do flange sdoc maiores
que as dos bordos, concluindo-se assim gque para dualquer um
destes parametros, a segdo transversal onde a tensdac no flange
tem distribuig¢do linear & anterior a x/L=1/4. Como observagdo
adicional, nota-se gue para esta segdo transversal, a relagdo

olo,_ é€ muito préxima da unidade para todos os graficos.

Para as seg¢des transversais x/L=1/2 e 3/4 (figuras VI,14
e VI.15), os graficos se comportam de forma semelhante. Com o
aumentoc da largura dos flanges nota-se que a diferenga entre a
relagdo de tensdes para y/b=0 e y/b=tl, é& crescente. Em
x/L=3/4 observa-se ainda que a curva para y/b=t1 atingiu
valores negativos para a variagdo da largura do flange, o que
significa gue houve uma inversdo do esforgo com relagdo ao da
teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Isto significa que, por
exemplo, o flange que deveria estar totalmente comprimido,
estd com seus bordos tracionados para larguras de flanges
superiores a 130 cm. Este fato & surpreendente, mas deve-se
ressaltar que as tensdes em x/L=3/4, sdoc muito pequenas,

comparadas com as da seg¢do do engaste.

A relacdo entre tensdes em x/L=3/4 & aproximadamente
linear para os demais parametros, sendo constante para para a
variagdo simultdnea das espessuras (té e tf). A tensao no
centro dos flanges fica em torno de 40% superior a O gr © NOS

bordos cerca de 60% inferiores.



VARIACAO DO FLANGE

1.8 —
. 4,)"
161 -
. _,"
1.4 -
F- 1 "”
e 1247
o]
08 ]
06
4+
50 70 ¢ 110 120 150 170
2b (m)
VARIACAO DA ALTURA
18
16
14-_q—hh"‘*‘~-—+-___h___
,\E 1.2
D,
08
0.6
04 T T T T
30 50 70
2h {m)

DISTRIBUICAO TIPICA DE TENSOES

NO FLANGE EM L = 0

105

VARIACAC DA ESPESSURA DA ALMA

0/ e

0.6

0.6

04

T T T

ta (m)

VARIACAO DA ESPESSURA DO FLANGE

ﬁ"/ Des

08

G6

-
—

0.4

H (m)

VARIACAO DE ta e tf SIMULTANEAMENTE

1.2

U/ Oee

0B 7

0.6 1

—_——t e — — — — =

0.4

Figura VI.12 - Relag¢des ofo_, em X/L = 0




0/ Ces

VARIACAO DO FLANGE

0.92 1
0.88
0.84 T T T T T T T T r . ,
50 70 80 110 130 150 170
2h (m)
VARIACAC DA ALTURA
1.04 4
1’_—'—__%
1.
) —0-—1————-!-’——«-0—'—-—0--.--—..-
.96
0.92
0.88
0.84 r . i ‘
30 a0 s
2h (m)

Figura VI.13 - Relacdes cr/crEB em x/L =

106

VARIACAC DA ESPESSURA DA ALMA

1.04 4
N ’%Nn\'_if?
$ ] T
D96 L~
o
092
088
084 r -
0 2 4 &
ta (m)
VARIACAO DA ESPESSURA DO FLANGE
1.04
s 7
bﬁ ] T e e -
b 0,96 - T
092
0.88
D“ T T T L) T
0 2 4 &
t (m)
VARIACAO DE ta o tf SIMULTANEAMENTE
1.04
71 [ & @ o o ]
14
L:I?' ugﬁ - o o o o o
N
092 -
088 -
084 T
0 2 4 6
ta =t (m)
y/b=+1
yfb=0

1/4



U“/ Teo

VARIACAO DA LARGURA DO FLANGE

091 Iy
-
e
08 - ~o
\.‘\
-~
07 -~
\"-..
061 ~,
oS5+—r—TTTr——""T""
50 0 80 110 130 150 170
2b {m)
VARIACAO DA ALTURA
1.3
1.2
14 4———8 °
1..
0.9+
-————o—-——-—t————ﬁ—'——-—+——4——
08
07
06
05 . .
30 50 o
2h {m)

DISTRIBUICAO TIPICA DE TENSOES

NO FLANGE EM x/L = 1/2

Figura VI.14 - Relacgdes Glofs

107

VARIACAC DA ESPESSURA DA ALMA

13
1.2
14 =— ° " "
™
> 09 e
0g{ T~ 77
07 -
0.6 -
05 T T T T T
0 2 4 6
ta (m)
VARIACAO DA ESPESSURA DO FLANGE
13
1.2
] T —
TR bt
08 TTTTTT e
07 4
0.6
05 :
o 2 4
tf (m)
VARIACAQ DE ta e tf SIMULTANEAMENTE
1.3
1.2
1w @ o & °
E\ 091
o.s- —_——— = — — - — — —— — s o == — —
07
06
05 v T
0 2 4 6
ta = tf (m)
y/b=t1
y/b=0

em ¥x/L = 1/2




VARIACAO DA LARGURA DO FLANGE

2 4
1.6
1.2 4
B ost-
\ O.B‘ .,__‘_R\
= 0.4 1 \\
01 \\
-0.4 1 "'\\
) ~
-~
08 1
S0 70 90 110 130 150 170
2b (m)
VARIACAO DA ALTURA
24
1.6
f— o o o @
1.2
il .
b as-
\ i
= 041 e — e —— e m — e — -
0-
0.4
<084
20 ' =0 ' -
2h (m)

DISTRIBUICAO TIPICA DE TENSOES

NO FLANGE EM x/. = 3/4

lo8

VARIACAG DA ESPESSURA DA ALMA

7
161
- .__.-—f—c—'—"‘ﬂ—’_'_ﬂ__'—’—'__-
1.2
@ i
= o8
}:\ 041 b ———— T T
0
04
081
0 ' 2 ' 4 ' §
ta (m)
VARIACAO DA ESPESSURA DO FLANGE
2_
8] Mﬂ_‘)—u
1.2
B gad
S B
S g4l B
o-
0.4
084
0 ' 2 ' 4 ' 6
tf {m)
VARIACAOQ DE ta e tf SIMULTANEAMENTE
2 -
16
1.2
ST
E\ 0.4j - b — — e — — e — 4 — —
0
0.4
087
0 2 4 6
ta = tf {m)
y/b=%1
y/bo=0

Figura VI.15 - Relacdes cr/0‘EB em X/L = 3/4




109

VI.3 - APLICACAO DA FORMULAGCAO PARA SECOES
TIPICAS DE PONTES

Sdo agora apresentadas algumas aplicagdes da formulagao
para sec¢bes tipicas de pontes, desenvolvida no capitulo V.

Para isto & utilizado o programa SLPONTE ja descrito.

Inicialmente, para efeito de verificagdo, sd@o analizados
alguns exemplos Jj& publicados em artigos. A sequir, sao
criadas novas situagdes com diferentes condigdes de contorno e
de carregamento, para o© exemplo béasico do item VI.2.
Finalmente faz-se uma andlise dos deslocamentos transversais
em vigas curtas, comparando-se os resultados obtidos con

aqueles dados pelas teorias classica e de Timoshenko.

Vi.3.1 - VERIFICAGAO DA FORMULAGCAO

Os exemplos escolhidos para verificagdo da formulagdc
foram extraidos do artigo de DEZI e MENTRASTI [19]. Trata-se
de uma viga engastada e livre sujeita a um carregamento
uniforme, como apresentado na figura VI.l6.a. Para este modelo
sdo analizadas duas situagodes, bf*ﬁ*bg (figura VI.l1l6.b) e
l:)1=b2a=b3 (figura VI.16.e). No primeiro caso as fungdes S5 e
suas derivadas S’ para cada um dos flanges sdo apresentadas
nas figuras VI.16.c e VI.1l6.d respectivamente. Nota-se que a
amplitude da fungdo S & propocional ao comprimento do flange
correspondente. Nas figuras VI.l16.f e VI.16.9q, estao
apresentados os graficos de variagdo de S e S’ para o caso de
almas verticais. Observa-se que as fungdes relativas aos
flanges iguais sdo sempre coincidentes. Comparando-se estes
resultados com os do referido artigo, conclui-se que os mesmos
sio coincidentes. Ainda como verifica¢do, foram analizados
alguns dos exemplos apresentados nos item anterior, fazendo b1
= bz e bz relativamente pequeno. Ficou assim comprovada a
eficiéncia da formulacido e da automatizagdo do processo de

calculo.
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Na formulagdo apresentada por DEZI e MENTRASTI, o
potencial das cargas & transformado através de um processo de
integragcdo por partes, e substituido pela seguinte expressao
equivalente, dependente da distribuigéé de momento fletor ao

longo da viga:

L L
Q=[ M(x) w'’ dx—MB] (VI.1)
o] O

Desta forma surge como incdgnita adicional a funcgéao
M(x), o gue levou os autores a tratarem de forma diferenciada
os problemas estaticamente determinados e indeterminados. No
caso de problemas estaticamente determinados, a fungdo M(x) é
conhecida, e as equagdes diferenciais de equilibrio sdo
integradas de forma andloga ao que foli exposto no capitulo V.
Por outro lado, para estruturas estaticamente indeterminadas
os autores nado apresentam nenhuma solucdo definitiva,
sugerindo apenas uma forma aproximada, na qual deve-se partir
da distribuigdo de momentos fletores dada pela teoria cléassica

de vigas.

VI.3.2 - ESTUDO DAS FUNGOES S E S’ PARA DIVERSOS
CARREGAMENTOS E CONDIGOES DE CONTORNO

Lembrando gque as tensdes tangenciais no flange (II.13)
sdo diretamente proporcionais 3 fungdo S5, e 5’ representa a
intensidade da parcela ndo linear das tensdes axiais nos
flanges, nota-se que & possivel se ter uma boa visdo do
comportamente de distribuigdo de tensdes de uma viga,
examinando-se apenas a distribuicido das funcdes S e S/. Assim
sdo estudadas varias situagbdes a partir do exemplo da figura
VI.1l7, sendo mostradas somente as fungbes S e S’ para cada

caso. 0s resultados encontram-se nas figuras VI.18 a VI.20.
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50 cm ta=tf=25cm

100 cm

Figura VI.17 - Segdo transversal para estudo
das fungdes S e S’

Este estudo tem como objetivo ilustrar as diferencgas de
comportamento da distribuigcdo de deslocamentos axiais e
tensdes ao longo da viga em fungdo das condigdes de contorno e
carregamentos. Destaca-se que a maioria destes diferentes
comportamentos n8o foram encontrados durante a pesquisa
bibliografica, dai o interesse em apresenta-los reunidos. Este
exemplo foili escolhido para simplificagdo dos graficos, pois
nele sé existe uma fungdo S para a segdo tipica de pontes,
onde os trés flanges tém dimensdes idénticas. Numa secgdo de
pontes, com flanges de comprimentos diferentes, as magnitudes
das fungbes S para cada flange seriam distintas porém sua
forma seria basicamente a mesma. Como este estudo visa
comparar as formas de distribuicdo de S e S/, fica justificado

o emprego da seg¢do transversal da figura VI.17.

Observando-se a figura VI.18 pode ser feita uma
comparagdoc de vigas com diferentes condigdes de contorno,
sujeitas a um mesmo carregamentce distribuide uniforme. Dos
graficos da fungdo S, conclui-se que a tensdo tangencial no
flange (II.13) assume valores maiores para a viga engastada e
livre do gue para as demais condigdes de apoio. A reversdo do
"shear lag" ocorre, cbviamente, no mesmo ponto (x/1=0,5) para

as vigas simétricas, bi-engastada e bi-apoiada, e em outro
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ponto para a condi¢do apoio-engaste. A viga engastada-livre

nao apresenta esta reversdao.

As curvas da fungdo 8’ mostram que a inversdo da
curvatura das tensdes axiais nos flanges, ou seja quando S’
troca de sinal, ocorre apenas para vigas onde um dos extremos
& engastado, porém o ponto onde se verifica esta inversido
(8’=0), varia conforme a condigdo de apoio no outro extremo da
viga. Nota-se ainda que este fendmeno ocorre em dois pontos
simetricamente dispostos para a viga bi-engastada. Na secido
x/L=1, 57 apresenta valores maiores para a condicao
livre-engaste, concluindo-se entdo que neste ponto a curvatura
das tensbes axiais é& mais acentuada do que para as demais
condigdes. No trecho entre x/L=0,45 e x/L=0,52, o valor de S’
€ o mesmo para todas as condigbes de contorno apresentadas.
Observa-se ainda que para uma viga simétrica, a fungdo § &

anti-simétrica e a funcido S’ é simétrica.

A figura VI.19 mostra as curvas das fungdes S e sua
derivada para trés condi¢des de contorno com o mesmo momento
concentrado aplicado em um dos extremos da viga. Os graficos
da fungdo S mostram gque a reversdo do "shear lag" ocorre
somente para os casos de bi-apoio e apoio-engaste, porém em
pontos diferentes ao 1longo da vidga. Para a condigido
livre-engaste, observa-se que a partir de x/L=0,52, a fungdo &
nula, ou seja, neste trecho ndoc existe "shear lag". A secédo
transversal com maior tensdo tangencial é aquela em que a

carga momento estd aplicada.

Ainda na figura VI.19, observando-se a fungdo §S’,
conclui-se gue a inversdo de curvatura das tensdes axiais nos
flanges ocorre somente para o caso de apoio-engaste. Para os
demais casos, nota-se que a partir de x/L=0,57 a distribuigido

-

de tensdes axiais no flange & linear.

Para uma viga engastada e livre com carga concentrada

aplicada no extremo livre, tém-se as seguintes curvas de 8 e
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S’ mostradas na figura VI.20. A distribuig¢do da fungdoc S
mostra que © "shear lag" & maior no extremo livre do que na
regido prdxima ao engaste, onde a fungdo S é& decrescente até
atingir o valor nulo na segdoc engastada. Isto também se
verifica para a carga momento aplicada no extremo livre
(figura VI.19), ao contrario da carga distribuida linear
(figura VI.18), para a mesmas condigfes de apoio. Nota-se
ainda que para este caso (figura VI.20), ndo existe o efeito
de reversio do "shear-lag", nem inversdo da curvatura das

tensbes axiais nos flanges.

Observando-se a derivada da fungdo S apresentada na
figura VI.20, conclui-se gue a distribuig8o de tensdes axiais
do flange permanece linear (S’/=0) na regido prdéxima ao extremo
livre, e iniciando sua ndo linearidade devido a condigdo de
engaste no outro extremo da viga. O efeito de inversaoc da
curvatura das tensdes ndc ocorre para uma viga engastada e

livre com carga concentrada aplicada no extremo livre.

VI.3.3 - INFLUENCIA DA CONSIDERACAC DO "SHEAR LAG" NO
CALCULO DOS DESLOCAMENTOS EM VIGAS CURTAS

No caso de vigas curtas, ou seja, gquando a altura da
secdo tem a mesma ordem de grandeza de seu comprimento, &
sabido [21] que deve-se considerar as defcormag¢des por esforgo
cortante no calculo dos deslocamentos. Para iste, pode-se
empregar a teoria de vigas de Timoshenko. Porém no caso em que
se apresenta o fenémeno do "shear lag",.a teoria de Timoshenko
pode ndo ser suficiente, devendo-se considerar adequadamente a
influéncia de tal fendmeno. Para comprovagao desta influéncia,
sdo apresentados alguns exemplos de vigas sujeitas a cargas
distribuidas com diversas condi¢fes de contorno, para as
seguintes relag¢des altura/comprimento: h/L = 1/5, 1/10, 1/20.
0 modelo estrutural basico para estes exemplo & definido na

figura VI.21
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Figura VI.21 - Modelo de viga curta para cdlculo de

deslocamentos

A andlise foi feita empregando-se o programa SLPONTE. Os
resultados encontram-se nas figuras VI.19 a VI.22. Nota-se que
a medida que vdo sendo introduzidas vinculagdes nos extremos,
os efeitos da deformagdao por cortante vao se tornando mais
pronunciados. Para as mesmas condi¢des de contorno, o mesmo

efeito se verifica a medida que a relag¢do h/L torna-se menor.
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CAPITULO VI

CONCLUSGES E SUGESTOES

VII.1l - CONCLUSOES GERAIS

Este trabalho define claramente gque o efeito de "shear
lag"® estd associado a distribuig¢doc ndo uniforme de
deslocamentos axiais nos flanges. Da mesma forma s&do bem
definidos os conceitos de reversdo do "shear lag" e inversdo
da curvatura do diagrama de tensdes. Estas definigdes
tornam-se mais claras a partir da observagdo do comportamento

de vigas com diversas condig¢des de contorno e carregamentos.

A automatizagdo dos célculos apresentados, para alguns
casos mais tipicos, permitem uma avaliagdo dos resultados para
formas geométricas mais complexas. Por exemplo, ao se estudar
uma estrutura tubular via MEF, pode-se saber previamente emn
gual sentido e com que intensidade cada variavel do problema

influencia nas solucgdes.

Com pequenos ajustes para levar em conta ortotropia ou
anisotropia de placas tipicas de pontes ou grelhas tipicas de
edificios, as expressdes explicitas para calculos de tensdes e
deslocamentos podem ser utilizadas de forma direta em

pré-projetos.
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VII.2 - SUGESTOES PARA CONTINUAGAO DO TRABALHO

a) Solugdes fechadas para as demais condigdes de contorno e
carregamentos, no caso de segdao caix@o retangular, podem ser

obtidas seguindo procedimento andlogo ao do capitulo IV.

b) Conclusdes gerals a respeito da influéncia das varidveis
do problema poderdo ser obtidas através de uma anidlise

dimensional aplicada &s soclugdes analiticas.

c) A extensdo da andlise para os problemas dindmicos seria
também de grande interesse pratico. Nestes casos poderiam ser
avaliados os efeitos, por exemplo, de cargas de vento, sismos
e etc, em estruturas tubulares gque podem ser associadas aos

casos simples analisados.

d) Poderia ser formado a partir da solugdo de uma viga

bi-engastada, um elemento finito para membros tubulares.

A nmatriz de rigidez seria determinada aplicando-se
deslocamentos e rotag¢des unitdrios nos extremos. E facil notar
que a funcdo S estda associada a um carregamento axial, cuja
resultante & apenas um momento fletor. Porém, deve ser
estudada com atencdo a relacdoc entre a fungdo S e a rotacgdo
nos extremos, para que as condigdes de compatibilidade sejam
satisfeitas. Um programa com este tipo de elemento finito
utilizaria como subrotina para formacgcdo da matriz de rigidez,
um processo automatico semelhante ao SLPONTE. Desta forma,
seriam incorporadas todas as vantagens do MEF, permitindo a
andlise de varias formas estruturais (figura V.3) com variacgdo
de segdo e diversas condicdes de apoio e carregamentc ao longo
da wviga. Estes resultados seriam comparaveis com aqueles
obtidos através de um modelo discretizade em elementos

finitos, como ilustrado na figura I.S8.

e) Os campos de deslocamentos axiais tanto no flange quanto

nas almas poderiam ainda ser melhor aproximados. Sabendo-se
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que os deslocamentos no flange s6 podem ser aproximados por
fungdes pares, poderia ser acrescentada uma pardbola do 4>
grau na aproximagdoc estabelecida na expressdo II.3. A esta
parabola adicional deve estar associada uma nova fungdo, por
exemplo S. A expressdo para os deslocamentos axiais no flange

assim aproximados seria

2

u =ih[(w'-B)+[1—

£

oI

2]s+ [1—X:]z‘5] (VII.1)
b

Os deslocamentos axiais da alma, por sua vez, poderiam
ser melhor aproximados acrescentando-se uma fung¢do ciabica,
buscando uma forma semelhante &quela apresentada na figura
II.4. Para medir a amplitude desta nova parcela ao longo da
viga, seria necessdria a introdug¢do de outra func¢do do tipo S,
por exemplo Sa. Tal expressio seria

Z

3
u = -z (w-g) + [ h ] Sa (VII.2)

Esta melhor aproximagdo no campo de deslocamentos teria
uma influéncia mais acentuada na distribuicdo de tensdes
tangenciais, pois com deslocamentos axiais aproximados de 4=
ordem nos flanges, as tensbes tangenciais al sequiriam uma lei
de wvariac¢do cObica. Isto estaria mais préximo do esperado,
pois como se sabe [1], a distribuigcdo de tensdes tangenciais
no flange ndo é& linear. A introdug¢do de uma fungdo cidbica nos
deslocamentos da alma conduziriam a uma distribuigédo
parabdlica de tensfes tangenciais, o que também se aproxima do
esperado. Estas novas distribuigdes de tensdes estao

apresentadas na figura VII.1.

A melhor aproximacgdoc decorrente da introdug¢do de novas
fungdes S, apresentaria o incoveniente de tornar o sistema de
equagdes diferenciais de equilibrio mais complexo, podendo
impossibilitar a obtencdo de solugdes analiticas relativamente

simples.
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APENDICE |

LISTAGEM DO PROGRAMA SHELAG

dkkkhkkhkkkkkkdkkkkbhhkkhkkkdrhkkhkhhkhkhhkhhhhhdhhkhkhkhkkhkhhhkhkhhhhhkhkkhhhkhhhkhk

* *
* ANALISE ESTRUTURAL DE VIGA ENGASTADA-LIVRE COM SECAO *
* RETANGULAR DELGADA CONSIDERANDO-SE O EFEITO DE "SHEAR LAG".*
* *

khkkkkkkhkhkkkkkkkhkhhk bk hhhhkhkhddhkhhhkdrdbhhhhhhhkdtrkd kb Atk dhkh ki x

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-3)
DOUBLE PRECISION I,IF,L,K2,K1,IA
DIMENSION RAZ(0:3)

CHARACTER*20 ARQ,AUX2,AUX3,AUX4,AUX5

EXP (XX) = DEXP (XX)

SQRT (XX) = DSQRT (XX)

COSH (XX) = DCOSH (XX)

SINH (XX) = DSINH (XX)
* ARQUIVOS

WRITE (*,*) ’‘ARQUIVO DE DADOS ? ’

READ (*,10) ARQ

OPEN (UNIT=1, FILE=ARQ)

AUX2 ='W’//ARQ

AUX3 ='S’//ARQ

AUX4 ='T’//BARQ

AUX5 ='L‘//ARQ

OPEN (UNIT=2,FILE=AUX2) ! W E WEB

OPEN (UNIT=3,FILE=AUX3) ! FUNCAO S

OPEN (UNIT=4,FILE=AUX4) ! TENSOES AXIAIS
OPEN (UNIT=5,FILE=AUX5) ! DERIVADA DA FUNCAO S

READ (1,%) NCASOS
* PERCORRER TODOS OS CASOS
DO ICASO=1,NCASOS
* ENTRADA DE DADOS

READ(1,*) E,G,B,H,L,TA,TF,Q
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* CARACTERISTICAS GEOMETRICAS

TA = 4/3*H**3*TA
AA = 4*H*TA

AF = 4*B*TF

IF = 4*B*TF*H¥*%*2
I = TA+IF

WRITE (2,20) ICASO,B,H,L,TA,TF,Q
WRITE (3,20) ICASO,B,H,L,TA,TF,0Q
WRITE (4,20) ICASO,B,H,L,TA,TF,Q
WRITE (5,20) ICASO,B,H,L,TA,TF,0Q

* CONSTANTES

K1l = 4*E*I/5-2%E*IF/3
K2 = 2*G*I/B*#*2

CSI = SQRT(K2/K1)

Cl = L*Q

C2 =Q*B**2* (L*CSI*EXP (-CSI*L)-1)/ (4*G*I*CSI*COSH (CSI*L))
C3 = Q¥B¥*2% (L*CSI*EXP (CSI*L)+1)/ (4*G*I*CSI*COSH (CSI*L))
C4 =-Q%( IF*B**2/(3*G*I*%2) - L**2/(2*E*I) + 1/(AA*G) )

* DESLOCAMENTO TRANSVERSAL ( W )

DO J=1,20
X = J*L/20
W = — Q*B**2%IF* (L*CSI* (SINH(CSI*L)-SINH(CSI*(L-X)))

COSH (CSI*X)+1) / (3*G*I**2*CSI**2*COSH (CSI*L) )
Q* (1/ (2%G*AA) +IF*B**%2/ (6*G*I*%2) ) * (X*k*2-2*L*X)
Q¥X**2k (X**2—4*¥LXX+6*L**2) / (24 *E*I)

WEB = QXX*%2% (X**2-4 %L *X+6*L,**2) / (24*E*I)

RAZAO = W/WEB

WRITE (2,40) X/L,RAZAO,W,WEB
END DO

n+ 1

* FUNCAO S

DO J=0,20
X = J*L/20 :
S = Q#B**2% (L*CSI*COSH(CSI*(L-X))-SINH(CSI*X))/

. (2*G*I*CSI*COSH(CSI*L)) - Q*B**2% (L-X) /(2*G*I)
WRITE (3,30) X/L,S

END DO

* DERIVADA DA FUNCAO S

DO J=0,20
X = J*L/20
SLINHA=- Q*B**2% (CSI*L*SINH(CSI*L-CSI*X)+COSH(CSI*X))/
. (2*G*I*COSH(CSI*L)) + Q#B**2/(2*G*I)
WRITE (5,30) X/L,SLINHA
END DO

* TENSOES LONGITUDINAIS

DO JJ = -10,10
Y = B*JJ/10
DO J = 0,3 .

X = J*L/4
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SIGF = - E*( CSI*H*( 3*I*Y%%2 + B#*2% (2%IF-3%I))*
(C2*EXP (CSI*X) —C3*EXP (~CSI*X) ) / (3*B**2%I)
+ X*H* (2%C1-Q*X) / (2*E*I) +H*Q* (Y**2-B**2) / (2*G*I)
- H*Q/ (G*AA) - C4*H)
SIGL = Q#H* (L-X)#**2/(2+*I)
RAZ(J) = SIGF/SIGL
END DO
WRITE (4,50) Y/B, (RAZ(J),J=0,3)
END DO

END DO

CLOSE (UNIT=2)
CLOSE (UNIT=3)
CLOSE (UNIT=4)
CLOSE (UNIT=5)

FORMAT (A20)
FORMAT (2E13.5)

FORMAT (4E13.5)

FORMAT (5E12.5)

FORMAT (/,’ CASO ’,I2,/,’B=',F8.5,2X,'H=',F8.5,2X,
*1=',F8.2,2X,'TA=',F8.5,2X,'TF=' ,F8.5,2X,’0=',F8.5)
END
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APENDICE i

DIAGONALIZACAO DE UMA MATRIZ DE TRANSFORMACAO LINEAR
POR INTERMEDIO DE MUDANCA DE BASE

Seja, por exenplo, o seguinte sistema de

equagdes algébricas:

A11 Aiz...A1ln X1 Y1
A2t Az2...A2n . X2 _ JY¥2 ou §-¥ _ ¥ (1)
Ani1 Anz...Ann Xn ¥n

onde A & a matriz dos coeficientes , que pode ser
interpretada, mais genericamente <como sendo a matriz

datransformagdo linear que relaciona X com Y.

-

O que se deseja & determinar de que forma pode-se obter
uma transformagdo equivalente a (1), na qual a matriz seja

diagonal, como a segquir,

A1 0 ...07 (%1 ¥1
0 2z ...0 | JXaf _ |¥a ou AX =Y (2)
0 0 ...An Xn ¥n

Para que este novo sistema seja eguivalente ao original,
€ necessario que ambos estejam relacionados através de

tranformagdes lineares. Logo, pode-se escrever que:

-
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(X1) M11 Mi2...Mina] (X1)
4X2_ — {M21 M22...M2n .")_{2F ou X =M g (3)
\xr:lj _Mx:u Mnz. . .M.'mj Liij
(Y1) M11 Miz...Min| (Y1)
4Y2> _ |M21 Mzz2...M2n .4§2» ou Y = @-? (4)
\YiJ Mn1 an . .Mr.ln_ (¥n

onde M & uma matriz de transformacdo linear.

Deve-se observar que as relagbes (3) e (4) representam

na verdade uma mudan¢a de base.
Substituindo (3) e (4) em (1), tem-se

A.M. (5)

-

=¥.

Tl

gue pré-multiplicado por M ' resulta em

wiamX =7 (6)
Observando-se (2) e (6) conclui-se que
E=Mlam “ (7)

-

gque €& a relagdo de mudanga de base para a matriz da
transformagaoc linear (1). Resta ainda determinar qual & a base
em que a matriz de transformag¢d3c se torna diagonal.

Pré-multiplicando (7) por M tem-se

M.

i

= a.M (8)

gque escrito na forma expandida pode ser particionado da

seguinte forma:
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M.

1

= 2.

que escrito na forma expandida

seguinte forma:

Mi11 Miz...Min| [A1i Oi...i
M21 Mzz...M:zn Oélzg...s —
Mn1 Mn2...Man| [0 0f...01An
A11 Aiz...A1n] [M11i{Mi2{...{Min ’
_ [Az1 Azz...A2n| [M21iM22i...i{Ma2n
Ani Anz2...Ann Mnl‘Eang...gMnn

dando origem aos seguintes sistemas:

[M11 M1z2...Min] {A1 [A11
Mz21 Mz2...M2n 0 - Azi
_Mnl Mnz.. .Mnn_ 0 _Anl
M11 Miz2...Min] 0 "Au
M21 Mz2z2...M2n Az - Az
_Mnl Mp2.. .Mnn_ 0 _Anl

Al2...A1n]
Azz,..A2n

.
.

Anz.. .Ann_

A12...Ain]
Azz..,.A2n

pode ser

Anz,.. .Ann_

M1
M21

Mn1

M1z
M2z

Mn2

(8)

particionado da

(9)

(10.a)

(10.b)
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(M11) A11 Aiz2...A1n]| (M11)

A1 <M21» - A21 Azz...Az2n .<M21> (11.a)
\Mnli _Anl Anz.. .Ann_l LMnIJ
(M12‘ [A11 A12...A1n] ([M12)

Az *Mzz_ - A21 Azz...A2n _4M22, (11.b)
LMnEJ _Anl Anz.. .Ann_ \MnEJ
Min A1 Ai12...A1n Min

An Mzn _ A21 Azz2...A2n . Mzan (11.¢)
Mnn An1 An2...Ann Mnn

que correspondem a n sistemas homogéneos, sendo que o i-é&simo
sistema apresenta n+l1 incégnitas: Mit, Mzi,..., Mni e Ai. Os n
sistemas homogéneos formam portanto o seguinte problema de

autovalor:
A -21).2=0 (12)
gue resolvido fornece os valores de A1, A2, .04, An

(autovalores) e a matriz de transformacgdo de base, M, que sera

formada pelos autovetores dispostos sequndo suas colunas.
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APENDICE Il

LISTAGEM DO PROGRAMA SLPONTE

{************************************************************}

PROGRAM SLPONTE;
{hhkFhhhhhhh ek ko hhhhhhh kAR AR R Ak AR A ARk Rk kk kX KR AR R KRR ]
{$N+}
CONST
NEQ = 10; { NUMERC DE EQUACOES }
NPONTOS = 20; { NUMERO DE PONTOS PARA'OS GRAFICOS DE W E S }
VAR

ARQ : text; { ARQUIVO }

NOME : string[20];{ NOME DE ARQUIVO }

CCl,CC2 : char; { TIPO DE CONDICAO DE CONTORNCO : A,E,L }
i,j.,k : integer; { CONTADORES }

AF1,AF2,AF3 : extended; { AREA DOS FLANGES }

A7 : extended; { AREA DAS ALMAS }

bl,b2,b3 : extended; { MEIA LARGURA DOS FLANCES }
tfl,tf2,t£f3 : extended; { ESPESSURA DOS FLANGES }

ta : extended; { ESPESSURA DAS ALMAS }

H : extended; { ALTURA DA SECAQ }
2B1,Z2B2,ZB3,Z2BA : extended; { POSICAO DO CG DAS AREAS

EM RELACAO A BASE }

ZB : extended; { POSICAQ DO CG DA SECAQ
EM RELACAO A BASE }
H1l,H2,H3 : extended; { POS. CG DAS AREAS EM REL.

AQ CG DA SECRAO }
H4 : extended; { EXTR. SUP. DA ALMA EM REL.

AO CG DA SECAO }
IF1,IF2,IF3,TIA,IT: extended; { INERCIA DOS FLANGES,

ALMAS E TOTAL }
i1,iz2,i3,
F1,F2,F3,
ni,n2,n3,
Al,A2,A3,
91192193:
tl,t2,t3,
R1,R2,TETA,A,B,
LM1,LM2,1M3 : extended; { VARIAVEIS AUXILIARES }
ALFA : extended; { COEFICIENTE DE CISALHAMENTO
DA SECAO }

L1i,L2,L3 ¢ extended; { AUTOVALORES }
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DETM : extended; { DETERMINANTE DA MATRIZ MODAL }
q : extended; { CARGA DISTRIBUIDA UNI¥ORME }
MO, ML ¢ extended; { MOMENTO APLICADO EM x=0 E EM x=L }
PO,PL : extended; { CARGA APLICADA EM x=0 E EM x=L }
M12,M13, .
M21,M23,
M31,M32 : extended; { TERMOS DA MATRIZ MODAL }
E,G : extended; { MODULOS DE ELASTICIDADES }
§1,52,S53,BETA,W : extended; { FUNCOES INCOGNITAS }
SL1,S8L2,SL3 : extended; { DERIVADAS DE S1, 82 E S3 }
L s extended; { COMPRIMENTC D& VIGA }
X : extended; { ABSCISSA }
Y : extended; { POSICAC DE UM PONTO NA
SECAQ TRANSVERSAL }
SIGl,S51G2,SIG3 : extended; { TENSOES NOS FLANGES 1, 2 E 3 }
Web : extended; { DESLOCAMENTO - TEORIA
DE EULER-BERNOULLI }
Wt : extended; { DESLOCAMENTO - TEORIA
DE TIMOSHENKO }
PV : extended; { PIVOT NA TRIANGULARTIZACAQO
DA MATRIZ MC }
AUX : extended; { VARIAVEL AUXILIAR }
WX0,WXL,WLX0,WLXL: extended; { VALORES PRESCRITOS
DE DESLOCAMENTOS }
64 ARRAY[1..10] OF extended; { CONSTANTES DE INTEGRACAO }

LL I 1 )

V : ARRAY[1..10] OF extended; { TERMOS INDEPENDENTES }
MC: ARRAY[1..10,1..10] OF extended;{ MATRIZ DOS COEFICIENTES }

{************************************************************}

FUNCTION ACOS (N:extended) :extended;
{************************************************************}
BEGIN

ACOS := ARCTAN (SQRT ((1.0 - N) * (1.0 + N)) / N);
END;

{************************************************************}

FUNCTION CUB (N:extended):extended;
{Rddokhdkddkkdddkkkkkdkkddokkkkkkhhhkhkk kR R hAhkhhhhhhhkkkhkdddhdk}
BEGIN

CUB:=N*N*N;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE ENTRADA DE DADOS ;
{************************************************************}
BEGIN

WRITE (/NOME DO ARQUIVO DE DADOS ') ;
READLN (NOME) ;

ASSIGN (ARQ,NOME);

RESET (ARQ);

READLN (ARQ);

READLN (ARQ,E,G);

READLN (ARQ);

READLN (ARQ,H,L,ta);

READLN (ARQ);
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READLN (ARQ,bl,tf1);

READLN (ARQ) ;

READLN (ARQ,b2,tf2);

READLN (ARQ) ;

READIN (ARQ,b3,tf3);

READLN (ARQ) ;

READLN (ARQ,q,M0,P0,ML,PL);
READLN (ARQ);

READLN (ARQ,WX0,WLX0,WXL,WLXL) ;
READLN (ARQ);

READLN (ARQ,CC1);

READLN (ARQ) ;

READLN (ARQ,CC2);

CLOSE (ARQ);

WRITE (’NOME DO ARQUIVO DE SAIDA ');
READLN (NOME) ;

ASSIGN (ARQ,NOME);

REWRITE (ARQ);

END;

{************************************************************].

PROCEDURE CARACTERISTICAS GEOMETRICAS ;

R T T T T T T T Lo
BEGIN

{
}

S

AREAS DOS FLANGES E DAS ALMAS

AF1:=2%bl*tf1 ;

AF2:=2%b2*tf2 ;

AF3:=2%*pb3*tf3 ;
AA:=2%*ta* (H-1/2* (tf1+(tf2+t£3)/2)) ;

COEFICIENTE DE CISALHAMENTO

ALFA:=1 ;

POSICAO DO CG DAS AREAS EM RELACAO A BASE
ZBl:=tf1/2 ;

ZB2:=H-tf2/2 ;

ZB3:=H-tf3/2 ;

ZBA:=(4*H+2*tf1-(tf2+tf3)) /8 ;

POSICAQO DO CG DA SECAO EM RELACAO A BASE
ZB:=(AF1*ZB1+AF2*ZB2+AF3*2B3+AA*ZBA) / (AF1+AF2+AF3+AA) ;
POSICAO DO CG DAS AREAS EM RELACAO A0 CG DA SECAQ
H1l:=ZB-tfl1/2 ;

H2:=H-ZB-tf2/2 ;

H3:=H-ZB~-tf3/2 ;

H4:=H-ZB-1/4*%(tf2+t£f3) ;

INERCIA DOS FLANGES, DAS ALMAS E TOTAL
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IF1:=2*b1*CUB(tf1)/12+2*b1*tf1*SQR(H1)
IF2:=2%b2*CUB(tf2) /12+2*b2*Lf2*SQR (H2)
IF3:=2%b3*CUB(tf3)/12+2*b3*tf3*SQR(H3)

- s w3

IA:=2/3*%(CUB(H1)+CUB(H4)) *ta ;
IT:=IA+IF1+IF2+IF3 ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE AUTOVALORES;
{Fhhkkhkhhhkhkhkhkhhh kb rdkrhdhrhrkhkrddrhddbdhdhhkhkhkhdhodhkbhx}

BEGIN

{
VARIAVEIS AUXILIARES

}
i1:=IF1/1IT
i2:=1F2/1IT
i3:=IF3/IT
Fl:=(-5%il1/(SQR(bl)*(5%11+5*i2+5%i3-6)))
F2:=(-5%i2/ (SQR(b2) * (5%11+5*i2+5%i3-6)}))
F3:=(~5*%13/(SQR(b3)*(5%i1+5%i2+5%i3-6)))

e me my

Ty W ma

SOLUCAO DA EQUACAO CARACTERISTICA L~3 + Al L2 + A2 L + A3

Al:=-1/SQR(bl)-1/SQR(b2)-1/SQR(b3)-F1-F2-F3 ;
A2:=F1% (SQR (b2)+SQR(b3) )/ (SQR(b2) *SQR(b3) )+

F2* (SQR(b1)+SOR(b3) )/ (SOR(b1) *SQR(b3) )+

F3* (SOR(b1}+SQR(b2) )/ (SQR(b1l) *SQR (b2) ) +

(SQR(b1) +SQR(b2) +5QR(b3) ) / (SQR{b1) *SQR (b2) *SQR(b3)) ;
A3:=-F1/(SQR(b2) *SQR(b3))

-F2/(SQR(b1) *SQR (b3))

-F3/(SQR(b1) *SQR(b2))

-1/ (SQR(b1) *SQR (b2) *SQR (b3) )
Rl:=(9%A1*A2-27*A3-2*CUB(A1)) /54
R2:=(3*%A2-SQR(A1))/9 ;
TETA:=ACOS (R1/SQRT (-CUB(R2))) ;

:=SQRT (-R2) *COS (TETA/3) ;
B:=SQRT (-R2) *SIN(TETA/3) ;
11:=2%A-A1/3 ;
12:=-A-A1/3-B*SQRT(
13:=-A-A1l/3+B*SQRT(

END;

Ty wme

W W

) i
) q

{************************************************************}

PROCEDURE BASE DE AUTOVETORES ;
{kkkkkhhkkhhkhkkkdhhhhhhhhhkhhhhhkhhhhkhhhhhhhhhhhhhhdhhhkkkkkrdhk)

BEGIN

{
TERMOS DA MATRIZ MODAL

}
AUX:=SQR(b1) * (SQR(b3) *12* (F1+F3-12) +12-F1)
- (SQR(b3) * (F3-12) +1) ;

M12:=-SQR(b1l) *F2* (SQR(b3) *12-1) /AUX
M32:=-SQR(b3) *F2* (SQR(b1) *12-1) /AUX

e e
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AUX:=SOR(bl) * (SQR(b2) *13* (F1+F2-13) +13-F1)
- (SQR(b2) * (F2-13)+1)

M13:=-SQR(b1l) *F3* (SQR(b2) *13-1) /AUX ;
M23:=-SQR(b2) *F3* (SQR(b1) *13-1) /AUX ;
AUX:=SQR(b2) * (SQR(b3) *11* (F2+F3~11)+11-F2)

- (SQR(b3) * (F3-11)+1)

ad ]

-

M21:=-SQR(b2)*F1* (SQR(b3)*11-1) /AUX
M31:=-SQR(b3)*F1* (SQR(b2)*11-1) /AUX

-~ w4

DETERMINANTE DA MATRIZ MODAL
DETM:=- (M12* (M21-M23*M31) - (M13* (M21*M32-M31) +1-M23*M32)) ;
VARIAVEIS AUXILIARES

AUX:=2*DETM*E*IT#* (5%il+5%i2+5%i3-6) ;

nl:= 15%(M12*(M23-1)+M13%(M32-1)+1~M23*M32) /AUX
n2:= 15%(M13%(M21-M31)+(M23*%(M31-1)+1)-M21) /AUX
n3:=-15% (M12*(M21-M31)+(M31+M32-1) -M21*M32) /AUX
LM1:=SQRT (5%g*11/ (2*E)) ;

LM2:=SQRT (5*%g*12/ (2*E)) ;

LM3:=SQRT (5*%g*13/(2*E)) ;
gl:=M12+%n2/SQR(ILM2)+M13%n3/SQR(LM3)+nl/SQR (LM1)
g2:=M21%*n1/SQR(LM1)+M23%n3/SQR (LM3)+n2/SQR (LM2)
g3:=M31*n1/SQR(IM1)+M32%n2/SQR(LM2)+n3/SQR (LM3)
t1:=2% (if1+if2*M21+if3%M31)/(3*IT*LM1)
t2:=2% (if1*M12+if2+if3*M32)/ (3*IT*LM2) ;
£3:=2% (if1*M13+if2*M23+i£3) / (3*IT*LM3) ;

END;

Ty e e

The ey Tep

-y

{************************************************************}

PROCEDURE WO ;
{************************************************************}
BEGIN

MC[1, 2]:=-t1
MC[1, 3]:= t1
MC[1l, 4]):=-t2
MC[1l, 5]:= t2
MC[1, 6]:=-t3
MC[1, 7]:= t3
MC[1,10]):= 1.
END;

e Wy M Tee s wp wy

{************************************************************}

PROCEDURE WL;
{*hkhhkkkkhhhrkhhhhhhhkahhhhhhhhhhhdhhrhhhhkhdhhdhhhdddddkhhhdd}

BEGIN

MC[6, 1]:= CUB(L)/(6%E*IT)} ;
MC[6, 2]:=—t1*EXP{ L*LM1) ;
MC[6, 3]:= t1*EXP(-L*LM1) ;
MC[6, 4):=-t2*EXP( L*LM2) ;
MC{6, 5]:= t2*EXP(-L*LM2) ;
MC[6, 6]:=-t3*EXP( L*LM3) ;
MC[6, 7]:= t3*EXP(-L*LM3) ;
MC[6, 8]:= SQR(L)/2 ;
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MC[6, 9]:= L ;

MC[6,10]:= 1 ;

V6] 1= ~SQR(SQR(L))*q/ (24*E*IT) ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE PSIO;
{************************************************************}
BEGIN

MC[2, 1]:= 1./(ALFA*G*AA) ;

MC[2, 2]:=-LMl1*t1l
MC[2, 3]:=-LM1*tl
MC[2, 4]:=-LM2*t2
MC[2, 5]:=-LM2%*t2
MC[2, 6]:=-LM3%t3
MC[2, 7]:=-LM3*t3
MC[2, 9]:= 1 ;

END;

e e s Mg wa Wp

{************************************************************}

PROCEDURE PSIL;
{hkdkkkhhhhhhhhhhhkhkkhrhkhhkhrrhhkhhhkhthhhdddhdhrhhrkkhrhhhhr]

BEGIN

MC[7, 1]:= 1/(ALFA*G*AA) + SQR(L)/(2*E*IT) ;

MC[7, 2]:=~LM1*t1*EXP( L*LM1l) ;

MC[7, 3]:=-LM1*#tl1*EXP(-L*LM1) ;

MC[7, 4]:=-LM2#t2*%EXP( L*LM2) ;

MC[7, 5]:=-LM2#*t2*EXP(-L*LM2) ;

MC[7, 6]1:=-LM3*t3*EXP( L*LM3) ;

MC[7, 7]:=-LM3*t3*EXP(-L*LM3) ;

MC[7, 8]:= L ;

MCc[?7, 9)]:=1 ;

V[7] :=-g*L* (SQR(L) / (6*E*IT) + 1/(ALFA*G*AA)) ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE 50;
{Rhkkkkrhhhhkdhhhhddhkhhdhhkhrhhhrhhkrkhhhhkhhhhhhhhkhdhddhdd}

BEGIN

MC[3, 1]:=-g1 ;
MC[{3, 2]:=1 ;
MC[3, 3]:=1 ;
MC[3, 4]:= M12 ;
MC[3, 5]:= Ml1l2 ;
MC[3, 6]:= M13 ;
MC[3, 7]:= M13 ;
MC[4, 1]:=-g2 ;
MC[4, 2]:= M21 ;
Mc[4, 3]:= M21 ;
MC{4, 4]:= 1 ;
MC[4, 5]:= 1 ;
MC[4, 6]:= M23

MC[4, 7]:= M23
MC[5, 1]:=-g3
MC[5, 2}:= M31

g wa Ty Ty
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MC[5, 3]:= M31 ;

MC[5, 4]:= M32 ;

MC[5, Bl:= M32 ;

MC[5, 6]:= 1 ;

MC[5, 7]:= 1 ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE SL;
{Fkhhkhkhkkhhhkhhhhdhhrhdohhhakhhhhhkhrhhhhrrrhhrhrhrhhdrhtix})

BEGIN

MCc[8, 1]:=-gl ;

Mc[8, 2]:= EXP( L*LM1) ;
Mcrs, 31:= EXP (-L*LM1) ;
MC[8, 4]:= M12*EXP( L*LM2) ;
MC{8, 5]):= M12*EXP(-L*LM2) ;
MC{8, 6]:= M13*EXP( L*LM3) ;
MC[(8, 7]:= MI13*EXP(~-L*LM3) ;
V(8] 1= gl*L*q ;

MC{9, 1]:= -g2 ;

MC[9, 2]:= M21*EXP( L*LM1) ;
MC[9, 3]:= M21*EXP(-L*LM1) ;
MC[9, 4]:= EXP( L*LM2) ;
Mc[9, 5]:= EXP(-L*IM2) ;
MC{9, 6]:= M23*EXP( L*LM3) ;
MC{9, 7]:= M23*EXP(-L*LM3) ;
V2] = g2*L*q ;

MC[10, 1]:=-g3 ;

MC[10, 2]:= M31*EXP( L*LM1)
MC[10, 3]:= M31*EXP(-L*LM1)
MC[10, 4]:= M32*EXP( L*LM2)
MC[10, 5]:= M32*EXP(-L*LM2)

e s e s we e

| T | 1 I

MC[10, 6]: EXP( L*LM3)
Mc[10, 7]: EXP (-L*LM3)
V[10] := g3*L*q ;

END;

{************************************************************}

PROCEDURE P _0;
[Fhkkkndkdhhhhhhhdhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhrrkhkhhhdkhhhhkkhrkhkk]

BEGIN

MC[1l, 1]:= 1 ;
V[1] :==-P0 ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE P_L;
{************************************************************}
BEGIN )

MC[6, 1]
V[é]
END;
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{************************************************************}

PROCEDURE M 0;
{************************************************************}
BEGIN

MC[2, 8]:= 1 ;
V[2]:= =g/ (ALFA*G*BA) + MO/ (E*IT)
+ 2%q* (Q1*IF1+g2*IF2+g3%IF3) / (3*IT) ;
END; .

{Fkkkhdedhhkhhhh Rk hkhhhhhhhkhhhhhhdhhhhhkhkkdhhkkhhkrhkhhkhrrhrr)
PROCEDURE M L;
[hkkkkhdhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhkhkdhdkhdhhhhhhdkrhdrdrhdr}

BEGIN

MC[7, 1]:= L ;
MC[7, 8]:= E*IT ;
V[7] := ML- q*(E*IT/(ALFA*G*ARA)
- 2*E*(g1*IF1+g2*IF2+g3*IF3)/3 + SQR(L)/2 ) ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE NATSO;
{Hhkdkdkhhhhhkhhkkhhhkdrhkhhhhkhhhhhhhkhdrkkkhkhhhhhhhhrhhkrdhrrx}

BEGIN

MC[3, 2]:= 2%LM1*(4 -5*LM1*t1) /15 ;
MC[3, 3]:=-2%LM1*(4 -5%[M1*t1) /15 ;
MC[3, 4]:= 2%LM2*(4*M12-5%LM2%t2) /15 ;
MC{3, 5]:=-2*LM2*(4*M12-5*ILM2*t2) /15 ;
MC{3, 6]:= 2%LM3*(4*M13-5*LM3*t3) /15 ;
MC{3, 7):=—-2%LM3*%(4*M13-5*LM3*t3)/15 ;
MC{3, 8]:= 2/3 ;
V{3] := 8kgl*q/15 - 2*q/ (3*ALFA*G*AA) ;
MC[4, 2]:= 2*LM1#*(4*M21-5*LM1*tl1l)/15 ;
MC[4, 3]:= =-2*LM1*(4*M21-5*LM1*tl1l) /15 ;
MC[4, 4]:= 2*LM2*(4 -5*LM2%t2) /15 ;
MC{4, 5]:= =-2*LM2*(4 -5%ILM2%t2) /15 ;
MC[{4, 6]:= 2%LM3%(4%M23-5*%ILM3*t3) /15 ;
MC[4, 7]:= =2%LM3*(4%M23-5*LM3*t3) /15 ;
MC[4, 8]:= 2/3 ;
Vi4] 1= B8*g2*g/15 - 2*q/(3*ALFA*G*AA) ;
MC[5, 2]:= 2*LM1*(4*M31-5*LM1*tl1l)/15 ;
MC[5, 3]:=-2%LM1*(4*M31-5*LM1%*t1) /15 ;
MC[5, 4]:= 2*LM2*(4%M32-5*LM2%t2) /15 ;
MC[5, 5):=—2*LM2*% (4*M32-5*LM2*%t2) /15 ;
MC[5, 6):= 2*LM3*(4 -5*LM3*t3) /15 ;
MC[5, 7):=-2%LM3%(4 -5*LM3%t3) /15 ;
MC[5, 8]):= 2/3 ;
V[5] 1= 8*g3*g/15 - 2*q/(3*ALFA*G*AA) ;
END; '

{************************************************************}

PROCEDURE NATSL;
{************************************************************}
BEGIN

MC[8, 1)
]

1= 2%L/ (3*E*IT) ;
MC[8, =

(8% LM1/15-2%SQR(LM1) *t1/3) *EXP( L*LM1) ;

-
-
.
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MC[8, 3]:=-(8% ILM1/15-2*SQR(LM1) *t1/3) *EXP (-L*LM1) ;
MC[8, 4]:= (8*M12%ILM2/15-2%SQR(ILM2)*t2/3)*EXP( L*LM2) ;
MC[8, 5]:=-(8*M12*LM2/15-2*SQR(LM2)*t2/3) *EXP (-L*LM2) ;
MC[8, 6]:= (8*M13+LM3/15-2*SQR(LM3)*t3/3)*EXP( L*LM3) ;
MC[8, 7]:=-(8*M13*LM3/15-2*SQR(LM3)*t3/3)*EXP (-L*IM3) ;
MC[8, 8]:= 2/3 ;
V(8] := q*(-2/ (3%¥ALFA*G*AA)-SQR (L) / (3*E*IT) +8*gl/15) ;
MC[9, 1]:= 2+L/(3*E*IT) ;
MC[9, 2]:= (8*M21*LM1/15-2*SQR(LM1)*t1/3)*EXP( L*LM1) ;
MC[9, 3]:=-(8*M21*LM1/15-2%SQR(LM1)*t1/3) *EXP(-L*LM1) ;
MC[9, 4]:= (8% IM2/15-2*%SQR(LM2) *t2/3) *EXP( L*LM2) ;
MC[9, 5]:=-(8% IM2/15-2*SQR(LM2) *t2/3) *EXP (-L*LM2) ;
MC[9, 6]:= (8*M23*LM3/15-2*SQR(LM3)*t3/3)*EXP( L*ILM3) ;
MC[9, 7]:=-(8*M23*LM3/15-2*SQR(LM3)*t3/3)*EXP(-L*LM3) ;
MC[9, 8]:= 2/3 ;
v[9] := gq*(-2/(3*ALFA*G*AA)-SQR(L) / (3*E*IT)+8*g2/15) ;
MC[10,1]:= 2*L/(3*E*IT) ;
MC[10,2]:= (8*M31*LM1/15-2*SQR(LM1)*t1/3)*EXP( L*LM1) ;
MC[10,3]:=-(8*M31%LM1/15-2%SQR(LM1) *t1/3) *EXP(-L*LM1) ;
MC[10,4]:= (8*M32%LM2/15-2%SQR(LM2) *t2/3) *EXP( L*LM2) ;
MC[10,5] :=-(8*M32*LM2/15-2*%SQR(LM2) *t2/3) *EXP (-L*LM2) ;
MC[10,6]:= (8% LM3/15-2*%SQR(LM3) *t3/3) *EXP( L*LM3) ;
MC[10,7]:=-(8* IM3/15-2*%SQR(LM3) *t3/3) *EXP (-L*LM3) ;
MC[10,8]:= 2/3 ;
V[10] := q* (=27 (3*ALFA*G*AR) -SQR(L) / (3*EXIT) +8*g3/15) ;
END;

{************************************************************}

PROCEDURE FORMAR O SISTEMA;
{*********************************;**************************}
BEGIN

FOR i:=1 TO NEQ DO BEGIN
V[i]:=0 ;
FOR j:=1 TO NEQ DO
MC[1i,]]:=C ;
END;

CONDICOES DE CONTORNO DO EXTREMO 1

IF (CC1='E’) THEN BEGIN
WO ;
PSIO ;
S0 ;

END;

IF (CC1=‘A’) THEN BEGIN

Wo ;

MO

!

NATSO0

END;

’

IF (CCl=’'L’) THEN BEGIN

PO
M 0

-
f

!

NATSO

END;

!
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CONDICOES DE CONTORNO DO EXTREMO 2

IF (CC2='E’) THEN BEGIN
WL ;
PSIL ;
SL ;

END;

IF (CC2=’A’) THEN BEGIN
WL ;
ML ;
NATSL ;

END;

IF (CC2='L’) THEN BEGIN
PL ;

{************************************************************}

PROCEDURE RESOCLVER O SISTEMA ;
{************************************************************}
BEGIN

FOR j:=1 TO (NEQ-1) DO BEGIN
PV:=MC(3,]);
IF (ABS(PV) < 1.E-10) THEN BEGIN
FOR i:=(j+1) TO NEQ DO IF (ABS(MC[i,j]) > ABS(PV) )
THEN BEGIN
PV:=MC(i,]3];
k:=i;

END;

IF ( ABS(PV) < 1.E-30 ) THEN BEGIN
WRITELN (/SISTEMA SINGULAR') ;
HALT;

END;

FOR i:=j TO NEQ DO BEGIN
AUX:=MC[k,1i];

MC[K,i]:=MC(]},1];
MC[],1] :=AUX;

END;

AUX:=V[]j];

V{J1:=V[k];

V[k]:=AUX;
END;

FOR i:=(j+1) TO NEQ DO BEGIN
AUX:= MC[i,]j]1/PV;
FOR k:=(j+1) TO NEQ DO MC[i,k]:=MC[i,k]-AUX*MC[],k];
V[i):=V[i)-AUX*V[]j];
END;
END;
C[NEQ] :=V[NEQ] /MC[NEQ,NEQ];
FOR k:=(NEQ-1) DOWNTO 1 DO BEGIN
C{k]):=V[k]; _
FOR j:=(k+1) TO NEQ DO C[k]:=C[k]-MC[k,j1*C[]];
c[k]:=C[k)/MC[k,k];



END;
END;
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{************************************************************}

PROCEDURE FUNCOES INCOGNITAS;

{***********************************;************************}

BEGIN

FOR i:=0 TO NPONTOS DO BEGIN
X:=1i*L/NPONTOS ;

EXPRESSAO DE W

+t1* (=C[2]*EXP (IM1*x)+C[3]*EXP (-LM1%X) )
+t2% (~C[4]*EXP (LM2+%x) +C[5] *EXP (-LM2+*x) )
+t3% (-C[6)*EXP (LM3*x) +C[7 ] *EXP (~LM3*X) )

+q*SQR(SQR(x) )/ (24*E*IT) ;

}

Wi= C[1]*CUB(X)/(6*E*IT)
+C[8]*SQR(x) /2
+C[9] *x
+C[10]

{
EXPRESSAO DE Web
}

Wt:=0;

IF (CC1='E’) THEN BEGIN

IF (CC2='E’)

IF (CC2='A’)

THEN BEGIN

Web:=g*SQR(x) *SQR(L-x) / (24*E*IT) ;

Wt :=Web+q*x* (L-x)/{2*G*AA) ;

END;

THEN BEGIN
Web:=q*SQR(x) * ( (L-x) * (3*L-2%x) ) / (48*E*IT) ;
Wt:=Web+g*x* (G*AA*L*X-2% (12*E*IT

+5*G*AA*SQR (L) ) ) * (x-L) / (16 *G*AA* (3*E*IT+G*AA*SQR(L) ) ) ;

IF (Ccc2='L‘)

END;
IF (CCl='A’)

END;

THEN BEGIN

Web:=q*SQR(X) * (6*SQR (L) -4*L*x
+SQR(x) )/ (24*E*IT) ;

Wt:=Web+q*x* (2*L-x) / (2*G*AA) ;

END;

THEN BEGIN

IF (CC2='E’) THEN BEGIN

Web:=g*x* (SQR(L-x) * (L+2*%x) ) / (48 *E*IT)
-MO*SQR(L-X) / (4*E*IT*L) ;
END;

IF (CC2='A’) THEN BEGIN

END;
IF (CCl='L’)

Web:=q*x* (CUB(L)
-2*L*SQR(x)+CUB (%) )/ (24*E*IT);

Wt:=Web+g*x* (L-x) / (2*¥G*AA) ;

END;

THEN BEGIN

IF (CC2=’E’) THEN
Web:=q*SQR(L-x) * (3*SQR (L) +2*L*X+SQR(X) ) / (24*E*IT) ;

END;



148

{
}

EXPRESSAO DE S1

Sl:= C[2] *EXP( LM1*X)
+C[3] *EXP (-ILM1%*x)
+C[4]*M12*EXP( LM2*x)
+C[5]*M12*EXP (-LM2*x)
+C[6]*M13*EXP( LM3*x)
+C[7]*M13*EXP (-LM3*x)
-gl*(g*x+C[1]) ;

{

}

EXPRESSAO DE S2

S2:= C[2]*M21*EXP( LM1%*X)
+C[3]*M21*EXP (-LM1%X)
+C[4] *EXP( LM2%x)
+C[5] *EXP (-LM2*x)
+C[6]*M23*EXP( LM3%*xX)
+C[7]*M23*EXP (-LM3*X)
-g2* (g*x+C[1]) ;

EXPRESSAO DE S3

S3:= C[2]*M31*EXP( LM1%x)
+C[3]*M31*EXP (-LM1*x)
+C[4]*M32*EXP( LM2+x)
+C[5]*M32*EXP (-LM2*x)
+C[6] *EXP( LM3%*x)
+C[7] *EXP (-LM3%*x)
-g3*(g*x+C[1]) ;

EXPRESSAOQO DE BETA

BETA:=(-1/ (ALFA*G*ARA) * (q*x+C[1])) ;
{ WRITELN (ARQ,x:10:2,W,Web,Wt,S1,S2,83,BETA); }
WRITELN (ARQ,x/L:10:2,51,S2,83);
END;
WRITELN (ARQ);
END;

{************************************************************}

PROCEDURE DERIVADAS DOS S;
{hhhkhhhhhkhkhhkhhhhkrhkhkhhhhhhkdhrhhrdhkkkdkhhhhhhhhkrkhhhrx)
BEGIN

FOR i:=0 TO NPONTOS DO BEGIN
x:=1i*L/NPONTOS;

{
EXPRESSAO DE SL1
}
SL1l:= C[2]*LM1 *EXP( LM1%x)
-C[3]*LM1 *EXP (-LM1%Xx)

+C[4]*LM2*M12*EXP( LM2%*x)
-C[5]*LM2*M12*EXP (-LM2*x)
+C[6]*LM3*M13*EXP( LM3*Xx)
-C[7]*LM3*M13*EXP (-LM3*x)
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-gl*gq ;
EXPRESSAO DE SL2

SL2:= C[2]*LM1*M21+*EXP( LM1%*X)
-C[3]*LM1*M21*EXP (-LM1*x)
+C[4]*LM2 *EXP( LM2*Xx)
-C[5]*LM2 *EXP (-LM2*x)
+C[6]*LM3*M23*EXP( IM3+*x)
—C{7]1*LM3*M23*EXP (~LM3*Xx)
-g2*q ;

EXPRESSAQO DE SL3

SL3:= C[2]*LM1*M31*EXP( LM1%*Xx)
~C{3]*LM1*M31*EXP (-LM1#*x)
+C[4]*LM2*M32*EXP( LM2*x)
~C[5]*LM2*M32*EXP (~LM2*Xx)
+C[6]*LM3 *EXP{ LM3*Xx)
-C[7]*LM3 *EXP {-LM3#*x)
-g3*q ;

WRITELN (ARQ,X/L:10:2,SL1,SL2,SL3);

END;

WRITELN (ARQ);
END;

{************************************************************}

PROCEDURE TENSOES;
{************************************************************}
BEGIN

FOR i:=0 TO 5 DO BEGIN
X:=i*L/5;

WRITELN (ARQ,’x/L=',x/1);
FOR j:=-10 TO 10 DO BEGIN

y:=j*bl/10;

SIG1:=-C[1]*H1%*x/IT

+E*C[2]*H1*EXP( LM1%x)*LM1*( t1*ILM1- 1+ SQR(y) /SQR(b1))
+E*C[3]*H1*EXP (-LM1%x) *LM1* (—t1*ILM1+ 1- SOR(Y) /SQR(b1))

+E*C[4]*H1*EXP{ LM2%*x) *LM2%* ( t2*ILM2-M12+M12*SQR(y) /SQR(b1))
+E*C[5]*H1*EXP (-LM2#*Xx) *LM2* (-t2*LM2+M12-M12*SQR(y) /SQR(b1))
+E*C[6]*H1*EXP( LM3*x) *LM3%( t3*LM3-M13+M13*SQR(y) /SQR(b1))
+E*C[7]*H1*EXP (-LM3*x) *LM3* (-t3*LM3+M13-M13*SQR(y) /SQR(b1))
-E*C[8])*H1-E*H1*q* (1/ (ALFA*G*AA) +SQR(X)/(2*E*IT)
-gl+g1*SQR(Y) /SQR(b1));

y:=3*b2/10;

SIG2:= C[l]*H2*x/IT

+E*C[2]*H2*EXP( LM1%x)*LM1#*(-t1*LM1+M21-M21*SQR(y)/SQR(b2))
+E*C[3]*H2*EXP (-LM1#x) *LM1*( t1*LM1-M21+M21*SQR(Y) /SQR(b2))
+E*C[4]*H2*EXP( LM2#%x)*LM2*(-t2*LM2+ 1- SOR(y) /SOR(b2))
+E*C[5]*H2*EXP (—LM2#*x) *IM2* ( t2*LM2- 1+ SQR(Y) /SOR(b2))
+E*C[6]*H2*EXP( LM3*x)*LM3* (-t3*LM3+M23-M23*SQR(Y) /SQR(b2))
+E*C[7]*H2*EXP (-LM3*x) *LM3*( t3*LM3-M23+M23*SQR(y)/SQR(b2))
+E*C[ 8] *H2+E*H2*q* (1/ (ALFA*G*AA) +SQR(x) / (2*E*IT)
-g2+g2*SQR(y) /SQR(b2));

y:=j*b3/10;
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SIG3:= C[1]*H3*x/IT
+EXC[2]*H3*EXP( LM1*x)*ILM1*(-t1*LM1+M31-M31*SQR(y)/SQR(b3))
+E*C[3]*H3*EXP (-LM1*x)*IM1*( t1*LM1-M31+M31*SQR(y)/SQR(b3))
+E*C[4]*H3*EXP( LM2#*x)*LM2* (-t2*LM2+M32-M32*SQR(Y) /SQR(b3))
+E*C[5]*H3*EXP (-LM2#%x) *ILM2%* ( t2*IM2-M32+M32*SQR(Y) /SQR(b3))
+E*C[6]*H3*EXP( LM3%x)*LM3* (-t3*ILM3+ 1- SQR(y) /SQR(Db3))
+E*C[7]*H3*EXP (-LM3#%x) *LM3*( t3*LM3- 1+ SQR(Y) /SQR(b3))
+E*C[8]*H3+E*H3*q*(1/(ALFA*G*AA)+SQR(X)/(Z*E*IT)
—g3+g3*SQR(Y) /SQR(Db3));
WRITELN (ARQ,j/10,SIGl,SIG2,SIG3);
END;
WRITELN (ARQ) ;
END;
CLOSE(ARQ) ;

END;

{*************************************************************

PROGRAMA PRINCIPAL
************************************************************}
BEGIN

ENTRADA DE DADOS;
CARACTERISTICAS GEOMETRICAS;

AUTOVALORES;

BASE DE AUTOVETORES;
FORMAR O SISTEMA;
RESOLVER O SISTEMA;
FUNCOES INCOGNITAS;
DERIVADAS DOS S;

TENSOES;

END.



