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tridimensionais pelo método dos elementos finitos. Sio
apresentados o método da extensdac virtual, o método
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The principals models of analysis of Crack-Growth of
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CAPITULO |

INTRODUGAO

Ao projetar um componente estrutural, o engenheiro
deve determinar a geometria e dimensdes finais do
componente, bem como selecionar o material de modo dque
sobre dados carregamento e condigdes ambientais este

componente venha a realizar sua fung¢do de modo apropriado.

Para a realizagao desta tarefa, necessita-se de um
critério de colapso. Para selecionar e aplicar o critério
de colapso mais apropriado & necessario que se tenha uma
idéia sobre o provavel modo de colapso do componente
estrutural. A fratura, caracterizada como a formagdo de
novas superficies no material, é um desses modos de

colapso estrutural.

Defeitos diversos, tais como, defeitos de fabricacao,
fadiga, corrosao, tensdes internas residuais,
concentragodes de tensao, sdo responsaveis pelo
aparecimento e crescimento de trincas, que provocam uma
perda de resisténcia do componente estrutural. E

necessario, portanto, gque seja feito uma analise com o



objetivo de determinar a necessidade, ou ndoc, de um
reforgo ou inutilizag¢do da estrutura. A velocidade de
propagacdo da trinca e a sua abertura sédo dois importantes

pardmetros neste tipo de anidlise.

Diversos parametros foram propostos para medir a
instabilidade de uma trinca. O fator de intensidade de
tensdo, que permite avaliar a propagag¢do da trinca em
relagado a resisténcia a fratura do material, é o pardmetro
mais importante na mecdnica da fratura linear elastica. A
sua determinagdao de forma analitica sé é exeqiivel em
algumas situa¢des. Para formas mais complexas de geometria
e carregamento, o© uso de solugdes numéricas ¢é mais

eficiente.

Utiliza-se, também, a determinagdo da variagdo de
energia potencial por acréscimo de fratura, que pode ser
relacionado com o fator de intensidade de tensdo no caso
de regime linear. Quando a andlise é feita em regime
elasto-plastico pode-se relaciona-la com a integral J, que

é um outro importante parametroc na mecadnica da fratura.

Neste trabalho apresentam-se trés importantes métodos
de analise da mecdnica da fratura linear elastica, todos
eles utilizando o método dos elementos finitos. 0O modelo
de linha de molas se presta para a analise de trincas
nao-passantes, ao passo que o método da extensdo virtual e

¢ método implicito da extensdo virtual podem ser



utilizados para trincas passantes ou néo.

No capitulo II é apresentado um resumo dos conceitos
mais importantes da mecdnica da fratura, com destaque
aqueles de maior interesse para a presente tese. A seguir,
no capitulo III, justifica-se o uso de métodos numéricos,
e faz-se um resumo dos principais desenvolvimentos neste
sentido. Em particular, apresenta-se c elemento
quarter-point que desempenha um importante papel na
mecdnica da fratura. Os trés métodos utilizados neste
trabalho tém as suas formulagdes apresentadas em detalhe,
sendo que para © modelo de linha de molas é feito, também,

um histérico do seu desenvolvimento.

o sistema computacional implementado, con a
apresentacgao dos aspectos de maior interesse
computacional, ¢é apresentado no capitule IV. E feita,
ainda, uma abordagem da implementacdo dos elementos de

881lido e de linha de mola.

No capitulo V s&o apresentados resultadeos de algumas
aplicagbes do sistema desenvolvido, enquanto que algumas

conclusdes e comentarios sdo feitos no capitulo VI.
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CAPITULO |l

MECANICA DA FRATURA LINEAR ELASTICA

I1I.1 - INTRODUCAO

A ruptura catastréfica em componentes estruturais
devido a propagagdo de trincas é um problema que surge na
andlise e projeto em varias 4reas da engenharia. Em
algumas dessas 4reas as consequéncias da ruptura
catastréfica sdo de suma importdncia como, por exemplo, na

industria aerondautica e usinas nucleares.

A mecanica da fratura linear elastica tem, também, um
destacado papel nas estruturas metalicas maritimas
utilizadas para a explotagdo de petréleo. 0O aparecimento
de uma trinca em uma junta tubular de plataforma maritima
podera exigir a execugdo de um reparo que, neste caso, é
tarefa longa devido a necessidade do projeto, de
mergulhadores, barcos e que o mar esteja calmo para
permitir a execugdo do trabalho. Caso seja verificado que
a ruptura da junta trincada compromete toda a plataforma,
€ necessario saber em gquanto tempo a trinca atingira o
tamanho critico de modo que se possa realizar o reparo em

tempo habil.



Em maior ou menor grau, as trincas estdoc presente em
todas as estruturas, sendo intrinsicas aos materiais
constituintes ou aparecem durante a construgdo ou na sua
vida em servigo. Portanto, um requisito fundamental da
mecédnica da fratura é assegurar a estabilidade de tais
trincas. Neste sentido, o fator de intensidade de tensao

foi o progresso mais importante para caracterizar o inicio

e a propagacaoc da trinca.

No entanto, o emprego do fator de intensidade de
tensdo na andlise da estabilidade de trincas requer um
conhecimento preciso do campo de tensdes na vizinhanga da
ponta da trinca para a geometria, carregamento e condigdes
de contorno da estrutura em guestdo. Soclugdes analiticas
sé sdo disponiveis para alguns casos relativamente
simples, fazendo com que as técnicas numéricas, como as
apresentadas neste trabalho, desempenhem uma importante

tarefa na sua determinacgdo em situagbes praticas.

Neste capitulo serdo apresentades alguns conceitos
basicos da mecdnica da fratura e revistos alguns
desenvolvimentos histéricos e recentes da mecdnica da

fratura linear elastica.



II.2 -~ CONCEITOS ELEMENTARES

A primeira formulagdo matematica para a mecdnica da
fratura foi dada por INGLIS [1] em 1913. Ao analisar uma
chapa sob tensdo uniforme o com um furo de forma
eliptica, figura (II.1l) , ele concluiu que a maxima tensido
ocorre no ponto onde o raio de curvatura p = gf é minimo,

ou seja , no apice do maior eixo, sendo esta tensdo dada

por

o =a[1+2_a] (II.1)

t ¢ttt t.t ¢ttt

IR

figqura II.1 - Chapa com furo eliptico sob tensdo o



Isto nos levaria a concluir que para trincas reais
( b=0 ) a tensdoc na ponta da trinca se torna infinitamente
grande, ou seja, um corpo trincado ndc suportaria nenhuma
carga, pois o material é capaz de resistir apenas a
tensdes finitas. Isto, <contudo, ndo «condiz com a

realidade.

Foram as contribuicbdes originais de GRIFFITH [2,3]
que resolveram o dilema da tensdo infinita na ponta da
trinca inerente ao uso da teoria da elasticidade para
estruturas trincadas. A idéia basica da teoria da fratura
de Griffith é a existéncia de uma forga associada a
extensdo da trinca, que resulta da liberacaoc de energia
potencial no corpo, em conjunto com uma resisténcia ao
crescimento da trinca. A resisténcia ao crescimento da

trinca é associada a necessidade de fornecer energia para

as novas superficies da trinca.

De posse do principio da conservagido da energia, ele
concluiu que a trinca tornava-se instavel ( figura II.2 )
guando a taxa de liberagdo de energia de deformagidc U na
trinca excedia o acréscimec na energia de superficie W

devido ao aumento da area da superficie trincada, ou seja

=, A ( IT1.2 )



COMPRIMENTD DA FRATURA
@

figura II.2 - grafico da energia dissipada U e a

energia interna W

Duas importantes contribuigdes serviram para
estabelecer as bases da mecanica da fratura. A primeira,
devido a IRWIN [4], estendeu a teoria de Griffith aos
metais e a segunda, ligou a concepgido global de Griffith a

um parametro da ponta da trinca de calculo mais imediato

IRWIN [5].



Antes, porém, de comentar essa segunda contribuicdo
serd introduzida a classificagdo dos trés movimentos
cinematicos independentes das faces superior e inferior da
trinca, uma em relagdc a outra, gque servem para
representar os vArios caminhos em que um corpo trincado
pode se deformar. A figura ( II.3 ) mostra esses modos,

sequndo Irwin:

MODO DE ABERTURA - MODO I - As superficies da trinca
se separam simetricamente com respeito aos planos X x e
X X..
MODO DE DESLIZAMENTO - MODO II - As superficies da
trinca deslizam uma sobre a outra simetricamente em
relagdo ao plano x  x, mas de maneira anti-simétrica em

relagao aoc plano X, X,

MODO DE RASGAMENTO - MODO III - As superficies da
trinca também deslizam uma em relagcdo a outra mas de

maneira anti-simétrica com relagdo aos planos XX eXX.



(b)

{c)

figura II.3 - Modos de Fratura
a ) modo de abertura; b ) modo de deslizamento e c¢) modo

de rasgamento
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Usando as solugbes de Westergaad para corpos
trincados, Irwin reescreveu as componentes de tensdes, na
regido da ponta da trinca, correspondentes aos trés modos

de fratura como:

K

o, = ﬁ“’" £(6) ( II.3 )
KII

axy = m‘l/z f2( e ) ( I1I.4 )
K

v, = (2—”;1/2 £.(6) ( II.5 )
nr

Nas equagdes acima, r é a disténcia radial a partir

da ponta da trinca e fi( 8 ) sao fungdes da geometria
dependendo apenas do angulo 6 ( figura II.4 ). Os
parametros K , K _e K sao conhecidos como os fatores

de intensidade de tensdo correspondentes aos trés modos
de fratura. Eles caracterizam a magnitude do campo de

tensao na ponta da trinca.
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figura ITI.4 - Coordenadas r e @

A quantidade de energia de deformagidoc dissipada na
fratura, G, é um outro parametro importante na MFLE. Ele
relaciona-se com o correspondente fator de intensidade de

tensdo do seguinte modo :
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S, = g K ( II.6 )
G, = 18+uk K; ( I1.7 )
Gxu = 18;;1}( an ( I1.8 )
onde kK = 3 - 4v para o estado plano de deformagao e
k = %E% para o estade plano de tenséo, g e v sac o mdédulo

de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson,

respectivamente.

Se a propagacaoc da trinca é tal que ela permanece ho
seu plano original, entdoc a expressdao geral da taxa de

liberagao de energia de deformagdo é

( II.9 )

Inicialmente, a estabilidade de uma trinca, ou seja,
a ndo propagagao subita, era estabelecida através da
comparagdo de G com um valor Gc. Posteriormente, ela
passou a ser medida através de KC, para o estado plano de
tensao, e KIc para o estado planc de deformagdo, que
representam a resisténcia & fratura do material. Os
valores de Kc e Krc sdo obtidos experimentalmente e sido
caracteristicos de cada tipo de material. Valores tipicos
de K e KIC para diversos tipos de materiais podem ser

encontrados em MAY [6].
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Outro importante conceito na mecdnica da fratura é a
integral independente do caminho introduzida por RICE [7].
Concepgdes similares foram apresentadas independentemente
por SANDERS [8], ESHELBY [9] e CHEREPANOV [10]; no

entanto, a de Rice tem sido a mais utilizada atualnmente.

A relacgao basica é

du
i

J = [ (Udy - t;——— ds) ( II.10 )
r

onde U ¢ a densidade de energia de deformagao, t} é o
vetor de tragdo, normal aoc contorno, u, é o vetor de
desliocamento e ds um elemento de arco ao longo do contorno
de integragdo I ( figura II.5 ). Esta integral é
independente do caminho escolhido desde que os pontos
inicial e final do contorno I' estejam em faces opostas da
trinca e o contorno contenha a ponta da trinca. E valida
também para materiais elasticos ndo lineares e é de grande
importéncia para analise elasto-plastica, quando os

fatores de intensidade de tensao perdem seu significado.
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I O I

b

figura II.5 - Contorno para avaliagdo de J

Para condigdes elasticas 1lineares J e G sdo
equivalentes. Esta equivaléncia pode ser mostrada através
de uma interpretagiao de J como taxa de variacaoc de

energia, que resulta em

all
da

fl
(]

( IT.11 )

onde T representa a energia potencial do corpo trincado.

Deste modo, a integral J pode ser relacionada aos
fatores de intensidade de tensdo através das equagdes
( IT.6 ) a ( II.8 ). Analogamente, pode-se definir uma
caracteristica do material, Jc, que é o valor critico da

integral J.
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Um outro parametroc de importdncia na analise de
trincas em regime plastico, figura (I1.6), é o
deslocamento de abertura de trinca ( crack opening
displacement ). Ele foi inicialmente estudado por

WELLS [11] , figura ( II.6 )}, sendo definido por

C.0.D. = a - x ( IT.12 )

SENREEERE

Y
'}

-y

é(_' AL X
t it
T

c»m.oﬁ

ITTETTTT

figura II.6 - C.0.D.
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O walor do COD para X =a recebe uma outra
denominacgao, qual seja, CTOD ( crack tip open
displacement ). Para a mecadnica da fratura linear elastica
o CTOD & nulo, ao contrario do gque ocorre se considerarmos

a plastificac¢do da ponta da trinca.
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CAPITULO Il

METODOS NUMERICOS

III.1 - INTRODUGAO

A introdugdo do fator de intensidade de tensdo por
Irwin propiciou o desenvolvimento de solugdes analiticas
para determinag¢do dos fatores de intensidade de tensao
para varias geometrias de trinca e carregamento. Com
relativa simplicidade, solugdes numéricas podem ser

produzidas para situagdes onde ndo ha solu¢des analiticas.

As técnicas numéricas mais comuns empregam o método
dos elementos finitos e basicamente consistem de trés

métodos:

1-) Método da Extrapola¢do: utiliza as equagées II.3, II.4
e II.5, cnde os valores dos fatores de intensidade de
tensdo sado plotados e extrapolados para r=0. Neste caso a
utilizagdo de elemento c¢om singularidade, como os

quarter-peint, melhoram consideravelmente a solugido;

22) Métodos Energéticos: utilizam a equagdo II.11,

determinando G por diferengas finitas, e consequentemente
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os fatores de intensidade de tensido pelas equacgées II.6,

II.7 e 1I1.8;

32) Método da Integral J: utiliza a equagido 1II.1O0,
definindo-se um caminho ao 1longo dos elementos e

integrando-se numericamente.

0 estudo detalhado do desenvolvimento do estado de
tensdo na vizinhanga da ponta da trinca dado por
WILLIAMS [12] e, posteriormente, por KARP E KARAL [13],
deram um apoio vital para a utilizacdo pratica dos método
numéricos. Neste capitulo serdo apresentadas algumas das
mais importantes técnicas numéricas utilizadas na andlise

da mecidnica da fratura linear elastica.

Um dos primeiros a usar o método dos elementos
finitos para determinar fatores de intensidade de tensiao
foi CHAN et al. [14]. Eles usaram elementos convencionais
na ponta da trinca e foram forgados a usar um procedimento
onde o valor de K era obtido por extrapolacdo utilizando
valores de deslocamentos de abertura da trinca ( COD ) até
a ponta da mesma. Pouco depois, varios pesquisadores
desenvolveram elementos especiais que, explicitamente,
continham a singularidade. Este procedimento, contudo,
tornou-se desnecessario devido a descoberta de HENSHELL E
SHAW [15] do chamado elemento quarter-point. Este é um

elemento finito convensional quadratico onde os nés
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centrais dos lados sdo deslocados e, em consequéncia,

. . . -1/2
introduz-se no elemento a singularidade r

que é& da
mesma ordem da singularidade do problema de trinca

elastica.

Devido a sua simplicidade, © elemento quarter-point
tornou-se uma escoclha usual dos analistas de problemas da
mecanica da fratura linear elastica. Uma outra
contribuicao foi realizada por BARSOUM [16] que
desenvolveu procedimentos de analise usando elementos
finitos isoparamétricos. HIBBITT [17]) mostrou que
elementos isoparamétricos podem representar ndoc sé as

-1/2 .
) como também as

singularidades da MFLE (r
singularidades da mecdnica da fratura elasto-plastica
desde que os nés intermediarios sejam posicionados

adequadamente.

III.2 - METODO DE EXTRAPOLACAO DE DESLOCAMENTOS

0 desenvolvimento das equagées (II.3), (II.4) e
(II.5) levam as equagdes ( IIT.1 ) e ( III.2 ), abaixo,
derivadas por SIH, RICE e LOEBER [18 - 20] para a variacgao
de deslocamentos ao longo de linhas radiais partindo da
ponta de uma trinca plana, conforme figura ( III.1 ),

sujeita ao modo I ou modo II de deformacgao.
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8 38
(2k - 1l)cos 3 T cos — u

K = 4u /21 ( IIT.1 )
: (2k + 1)sen g - sen zg— r v

e 36

-(2k + 3)sen 3 sen — u

K = 4u /2n ( ITTI.2 )
T (2k - 3)cos g + cos 2%— r v

figura III.1 - Obtengdo de K por extrapolacgio

Substituindo os valores de u ou v e r para pontos
nodais ao longo de uma linha partindo da ponta da trinca,
podemos fazer um grafico de K e K _ contra a distdncia r.

Descartando os resultados para pontos préximos da ponta da
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trinca e extrapolando a solugdc para r = 0, encontraremos
uma aproximagdo para o respectivo fator de intensidade de
tensdo. Este tipo de andlise, normalmente, é realizada com

elemento finito quarter-point.

III.2,1 - ELEMENTO QUARTER-POINT

Sera apresentado, inicialmente, um elemento

unidimensiocnal, figura ( III.2 ), e a extensdo para o caso

tridimensional, feita de modo andlogo.

figura III.2 - Elemento Quadratico Unidimensional

Tomando-se x =0, o que ndo implicara em perda de

generalidade, as fungdes de interpolacgfo sio :

1 1 e
Nl = 5 (1 -€¢) - — (1 -£ ) ( III.3 )
No=t (14+e)--L (1-¢) ( III.4 )
2 2 2 -

N = 1-¢ ( III.5 )
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e as coordenadas sao escritas como:

= N1 X + N2 X, + N3 X, ( ITI.6 )
Para =L ouseja, x =0, x. =L e x = L
p_4 ’ Jfl_rz_ 3_4 [
tem-se
L
X T(1+f§) ( III.7 )

Resolvendo-se ( III.7 ) em relagdo a £ e considerando-se

que £ =z -1, obtém-se

£ =~1+ 2 — ( III.8 )

Os deslocamentos u podem ser escritos de forma similar a

( III.6 ):
u = N1 u + N2 u, +N3 u, {( II1.9 )

Substituindo N, N , N das equagdes ( III.3 ) a

{ IITI.5 ) obtém-se :

2
[5-(1-6)3—(1-69)] v, + [3-(146)~ =—(1-6)] u, +

2

+[1—g2]u3 ( III.10 )
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A deformacgdoc na diregdo x é :

e = Ou _ _du 3t
ax

x ax a€

Portanto,

o [d o e G o, - w1 b

,( III.11 )
Observa-se ha equagdo acima que a singularidade de
deformacdo é do tipo r ?. Para a teoria linear elastica

~ . " ' =-1s2
a tensao também serda proporcicnal a r .

Serd apresentada a sequir, a extensdc do elemento
quarter-point para o caso tridimensional. HUSSAIN [21] e

MANU [22] realizaram um aprofundado estudo deste assunto.

Seja o elemento da figura ( IXI.3 ). As fungdes de
interpolagido para este elemento sélido quadratico podem

ser escritas na forma:
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2 2 2

N (&, Q) =5 (1+£€ ) (1+mm ) (1+LL,) (€€ +nm +QL -2)& = L+

1 '171

2

2
- (L= E)(L+ M) (L +TE)( - £ +

2 2

+T(1'1?)(1+TI11)(1+CC)(1-17)+

T(l-C)(1+nn)(1+CC)(1-C)+
i=1,2,3, ... , 20 ( III.12)

12

17,8,1

figura III.3 - Elemento Quarter-point sélide
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As coordenadas sao representadas por:
0 0
y=ZN y ez=ZN z ( II1.13 )

Para o caso da figura ( III.3 ) pode-se escrever a partir

das equagdes ( III.12 ) e ( III.13 ):

2 2
X =—— (1 + §) ( III.14 )
h 2
y=—7 (1+%§ ( III.15 )
z=%9 ( III.16 )

0 jacobiano sera:

) h -
——(1+§) —E—ﬂ(1+§) 0
J = h 2
0 —— (1+£) 0 ( III.17 )
| o 0 %
3
elJI=-%L—(1+EJ ( II1.18 )

As componentes de deslocamento podem ser dadas por:

u=z Nu,v=z Nv e w=i N w ( II1.19 )
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Pode-se mostrar que as singularidades sdo do tipo
r 't er . caso sejam impostas restrigdes aos ndés 17,
5el, 16 e 12, e 20, 8 e 4, conforme figura (III.3), de
modo a se comportarem como apenas trés nés independentes,

P . -1 . s
a singularidade r ¢é eliminada.

Os elementos quarter-point possuem as propriedades da
convergéncia monotdnica por serem isoparamétricos. Logo,
eles podem representar tanto movimentos de corpo rigido,
sem desenvolver tensdes, quanto estados de tensédes
constantes. 0s deslocamentos serdao continuo dentro e na
fronteira dos elementos. Devido a estes fatos a solucdo

serd tanto mais precisa quantoc mais refinada for a malha.

LYNN E INGRAFFEA [23] apresentaram o elemento de
transigdo a ser usado entre os elementos quarter-point e
os elementos regulares da malha. Estes elementos tornam a
utilizagdo dos elementos quarter-point mais eficiente mas

ndo sdo obrigatérios.

Serd apresentadc um elemento de transic¢dao para o caso

unidimensional na figura ( III.4 ).
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elemento
quarter-point elemento de transigao
L | |
r 1 |
a 5 1 3 2
o o o —0 o}
x‘=—BL :-:5 x1= 0 x3= a L x, = L
£=-1  €=0 £ =+1
o L
I |
I 1
8 L L

figura III.4 ~ Elemento de Transicgao

Seja o elemento quarter-point da ponta da trinca

2

(nés 4, 5 e 1 ) com singularidade do tipo r '’ no ponto

X, . Para que o elemento vizinho ( nés 1, 2 e 3 )
apresente singularidade emnm X, é necessario que o ponto

x=a L seja tal que

dg_ _ o em X =X ( IIT1.20 )

Sem perda de generalidade, se X, = 0 a coordenada x é

interpolada por
— 1 2 2
x—[T(1+g)-(1-5)]x2+(1—g)x3 ( III.21 )

sendo



29

x, = L ( III.22 )

X, =« L ( IIT.23 )
chega-se a :
X = —%--(g + &) L+ (1-8%) a L ( III. 24)

cuja solucgdo em £ é:

= 1 _ 2 o .2 2.2 '
§=momp (Lt V 1% 8ar?+8Lx+16a°L?-16alx ) ( III.25 )

Logo,
g’&‘ ) (122"‘”“ (LE—SaLz-tBix:lza‘:LI;-16aLx)1/2 (1r-2e )
A condigdao ( III.20 ) serd obedecida em x = X, =-BL
se
I? - ga1? - 8812 + 16 pBL® =0 ( III.27 )

que resolvida, fornece

a=—i—(1-23+2y/s(1+3)‘) ( III.28 )
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0 uso de apenas uma camada de elementos de transicgédo
em torno dos elementos quarter-point da ponta da trinca é

suficiente para uma boa precisdo.

III.3 - METODO DA EXTENSAO VIRTUAL DA TRINCA

Seja uma trinca de comprimento a que sofre unm
aumento da, de modo que altere a energia de deformacgdo de
uma quantidade 8U. Define-se a taxa de 1liberacgdac de

energia de deformacgéao

U AU
G = ~ ( I11.29 )
da Aa

que estda diretamente relacionada com os fatores de
intensidade de tensdo, conforme as equagdes ( II.6 ) a
( IT.8 ), no modo correspondente. Com a realizagdo de duas
andlises por elementos finitos para dois comprimentos de
trinca que diferem de um comprimento Aa, avalia-se a
diferenga de energia de deformagdo AU, e entdo a taxa de
liberacdo de energia de deformagdo é calculada de acordo

com ( ITI.29 ).

A energia de deformagdo nas duas confiquragdes podem

ser calculadas como

U=——1u" Xu ( IIT.30 )
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onde u é o vetor de deslocamentos global e K é a matriz de

"~ -~

rigidez.

Uma variag¢ao do método da extensdo virtual foi
apresentada por HELLEN [24], com o objetivo de se realizar
apenas uma analise. Partindo da energia potencial total,
dada por

Mm=—-uKu -u'F ( III.31 )

~ ~

sendo F o vetor de cargas nodais correspondente, e

~

considerado um pequeno crescimento virtual Aa no
comprimento da trinca, sem mudanga nas cargas externas, a
taxa de liberacdo de energia G é obtida a partir da

variagdo de T com respeito a carga constante, isto é,

6H=%ut61{u +8u* Ku-au F-u 8F  ( III.32 )

-~ ~ ~ - — ~ "~ -

como Ku =F , a equagao ( III.32 ) pode ser escrita como

-

ST = —%—~ utsK u - ub sF ( III.33 )

~ o —

Considerando gque o carregamentoc seja devido a forgas
atuando fora do elemento da ponta da trinca, o vetor &F é

nulo. Entao
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61‘I=%ut 8K u ( III.34 )
Portanto,

_ _ 4am  _ 1 t 8K

¢=""@ ~ TE[W]E ( II1.35)

Este resultado mostra uma alternativa para o calculo
de G. A matriz de variacdo de rigidez 8k é nula para todos
os elementos fora da ponta da trinca, p;is sé ha mudanga
de geometria na ponta da trinca. Portanto, 8K é formada

-~

apenas pela contribuigdo dos elementos da ponta da trinca.

Este processo apresentado por Hellen se torna
eficiente quando avaliado durante o processo de eliminagéo
da solugdo do sistema de equagdes, fazendo uso de um
meétodo frontal. A vantagem do métodc da extensao virtual é
que pode ser realizado utilizando-se um programa padrdoc de
elementos finitos, e tem apresentado resultados mais
precisos que o método da extrapolagdo. Uma desvantagem do
método da extensdo virtual €& a necessidade de duas
andlises, fazendo uso de malhas muito refinadas. Unm
cuidado que se deve ter é o erro numérice devido a

diferengas entre mimeros muito grandes.
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III.4 - METODO IMPLICITO DA EXTENSAO VIRTUAL DA TRINCA

Um novo procedimento para o método da extensido
virtual da trinca foi apresentado, recentemente, por
HELLEN [25]. Este procedimento utiliza wuma direta
minimizagdo da energia potencial, que é um componente
essencial na teoria de elementos finitos na analise de
tensdes. Normalmente, a energia potencial 1T é minimizada
com respeito aos dgraus de liberdade de deslocamento, mas
como II pode ser expresso como uma fun¢do de outras
variaveis, por exemplo, comprimento de trinca, pode-se
utilizar a minimizagdo com respeito ao comprimento da

trinca.
A energia potencial total é escrita como:

H=-—;'—utKu—utF=W—utF ( III.36 )

Com W = w(u,x) sendo uma fungaoc dos deslocamentos e

da geometria, tem-se:

" al N all
dt = 3u + X — { IITI.37 )
- 8u ~ 8x

— -~

ou
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t[ oW t [ oW oF
8 = éu |—— - F | + &x - u ( III.38 )

S . . t .
O primeiro termo é zero ou porque du é zZero nos nads

~

com graus de liberdade restritos ou porque ha o equilibric

do termo entre colchetes. Entdo,

v [ aw oF
3 = 8% - u ( IIT.39 )

Para extensdes na vizinhanga da ponta da trinca &8F é

~

invariavelmente zero, entdo o segundo termo pode ser

ignorado. Considerando que ndo haja variag¢ao em F,

( III.40 )

Isto afeta apenas os elementos da ponta da trinca, pois

nos demais aw / da é zero.

Usando transformagdes elementares do espago real V
para o espago adimensional Vo, como na teoria de elemento
isoparamétrico, se [J) € a matriz de transformagao

jacobiana e |J| seu determinante, para qualgquer vetor x

-~

aW_ _ [ [_gg_|J| + W _E%%l ] av ( III.41 )
A

-~ -~

o
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e para material homogénio linear,

IW aw agkl agkl
= =g
ax agkl af kl

( III.42 )
ax

-~

Assumindo que o grau de liberdade a ser perturbado seja

x? , @ i-ésima componente do né n, entéo

G = - W _ _ [ {.4@1.|J| + w2 } av ( III.43 )
ax"” ax" ax"
1 1 1
ou
G = — _QE_ = - J (A + B) 4v ( ITI.44 )
ax"
i Vo

A avaliagdo de A e B é feita, separadamente, abaixo.

CALCULO DE A

A hipétese de W como um trabalho potencial para

materiais elasticos é usada na equagao ( III.42 ),

3¢ ag
W _ _dw kl o_kl kl ( III.45 )
ax" ag ax” ax’
1 kl i 1
onde, para comportamento de pequena deformacgao, a

diferenciagdo com respeito aos eixos globais fornece

_ 1
Em = —5—( uk.l + ul'k ) { III.46 )
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Aqui x? significa componente x, i = 1,2,3 do né n, bem
como as expressdes x, Y, 2Z dque sao usadas gquando

conveniente.

Para avaliar 3g_ / axT é necessario introduzir as
trés coordenadas adimensionais (&,%,{) que definem o

espago adimensional V.. Entéo

ju __ du ax du ay du 4z
€ - ox ¢ Yt wy et @ e ( II1.47 )
e
s 3 o - ( 3 [ 3
du ax ay 82 du du
3k ag BT EX3 x ax
au _ Ix ay gz du _ du
17 an [~ o an | ) oy [ T19 Y &y
du 8x ay 2z du adu
| 8¢ | | 3¢ ag 8¢ | | 9z | | 8z |
( IIT.48 )

e pela regra de Cramer, os termos do vetor do lado direito

sdo avaliados de modo andlogo aco termo abaixo:
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ax oy az
9g ag 8¢
ax 8y az
an an an
ax 8y az
8¢ ag ag
au
X ( III.49 )

o |

Os termos como du / 3x aparecem na equagdo ( III.45 )
diferenciados em relagédo a x? . Estes podem ser avaliados

usande as fungdes de forma hl , onde u = z hj uJ e
J

X = z hJ xj , e uj e xj sdo os valores nodais de u e x.
|

al 3 | / dx € encontrada notando que

|3 | = ax [ ay 8z _ 3z gy +
9 | dn 8¢ an 8¢ |
_ ox | 8y 8z _ 8z ay ] +
an | 8¢ ¢ g  aC
ax ( a8y dz 8z 8y )
+ — — -— .
at~ | og an 3E an ( ITII.50 )
e
gh dh
ax ) !
—_— =) —2 u_= u ( III.51 )
9 % ax; ] axT '

e analogamente para os outros termos na equagao (III.50)

de modo que apdés algumas operagdes chega-se a:
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dh

1 T I Y ( III.52 )
ax’ ax
i {
Tem-se, também, que
du_  _ ou ( &8y 8z _ 8y 8z |
ax g | om 8¢ aC an |
_6u ( 8y 82z _ 8y 8z )
an | d8E &g 8¢ o€ |
4 _ou 8y 8z _ 8y 8z } | T |
ag | @€ an an g
( III1.53 )
de modo que ( 6/6x': ) ( &8u/dx ) é obtida pela

diferenciagdo de uma fungdo dividida por outra fungdo.

Apds varias operagdes, é obtida a formula geral

8 61.1k auk ahn
n [ ax ] =T Tax 3x ( II1.54)
6x1 1 | 1
e, entdo, da equagao ( IITI.46 )
o0& du éh du 8h
k- _ 1 k n 1 n
n 2 [ ax 5% T Tax ax ] ( III.55)
axi i 1 i k

Portanto, A é determinado explicitamente.
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CALCULO DE B

Sendo B = W _El%l , da equacdo ( II.64 ) cbtem-se
ax
1

dh

n

ax
i

B=W

| 7 | ( ITI.56 )

EXPRESSOES GERAIS

A partir da equagdo ( III.44 ), G pode ser escrito,

em notagdo indicial, da seguinte forma:

ax kl 38X ax

8h du éh
¢c=---9 __ [ { W—— -0 - - } | 3 | av
v 1 i 1

( III.57 )

As equagdes acima fornecem as expressdes da taxa de
liberagdo de energia potencial wutilizadas no método

implicito da extensdo virtual.

No caso de extensdo da trinca ao longo do eixo x, ou

n

seja, i =1 e x? = x , a equagao ( III.57 ), na forma

tridimensional, se torna
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ax

oz

. Bhn au dh
ax x 48X
\Y)
0
o av ahn _ ow 8h
y 8% ay z O0X
. su 9P, gy B
Xy ax ay ax ax
- av ahn aw h
Yz ax az ax ay
T aw ahn du h
XZ ax ox ax a2z

se a extensdo ocorre ao longo do eixo vy,

entdo

. ahn au dh
3y x 8y 8x
v
0]
o av ahn - aw &h
y dy ay z 8y 0z
- [ du ahn av ahn
xy { 8y ay 8y ax
- [ av ahn ow ahn
¥z | ay az 6y ay
- [ 8w Emn au ahn
xz | 3Y ox ay az

n

> )
2 )
"]}|J|dv

( III.58 )
. n_
i=2, %'
+
+
}|J|dV

( III.59 )

n

Yy
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c _ _ . Bhn e au ahn _
- az x 082 ax
v
0
- o av 6hn - ¢ ow ahn _
y 8z ay z dz 98z
- T du ahn + av ahn +
Xy az 3y az %
_ T av ahn + aw ahn +
yZ az az dz ay
&h dh
aw n Ju n
- txz [ 8z az + az ax ] } I J I av
{ I1IT.60 )
Ao definir G = - —QH:, fol assumido que o grau de
dx

1
liberdade xf corresponde a uma diregdo no sistema de
referéncia global que era a mesma da ponta da trinca. Se a

extensdao da ocorre num angulo & arbitrario em relagdo a

x?, entio
ax"
¢c=--0 --2 1 ( III.61 )
a n
8%, da
ax" a ,
onde i _ t , sendo a, os cossenos diretores e t a
da t

espessura. Para o caso bidimensional,
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c = - _9F coi 8 _ 4P sen 6 ( III.62 )

Este método é bastante interessante tendo em vista a
necessidade de apenas uma andlise. Esta vantagem é de suma
importédncia numa andlise nao-linear ao compara-loc com o
método da extensdo virtual, onde é necessario o
processamento simulténec das posigdes original e extendida

da ponta da trinca durante cada incremento.

I11I.5 - MODELQO DE LINHA DE MOLA

Conforme visto anteriormente, a analise de uma trinca
em componente estrutural é um problema tridimensional,
dificultando, assim, a utilizagdo de métodos analiticos.
Recorre-se, entao, a técnicas numéricas sendo varias delas
baseadas no M.E.F. Estas técnicas requerem uma
discretizagdo muito refinada da estrutura tornando a
solugdo onerosa. Este problema se torna critico quando se
estende a analise para o regime ndao-linear, que implica na
utilizagdo de processos incrementais-iterativos na solucéo

do problema.

A andlise de trincas nao-passantes com o usoc do

modelo de linha de mola ( M.L.M. ) tem se desenvolvido
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rapidamente devido a sua simplicidade e eficiéncia na
solugdo de problemas dessa natureza. Este modelo evita a
discretizagao ao longo da espessura e reduz o problema em
uma dimensao, produzindo economia computacional sem deixar
de fornecer resultados com um grau de precisao aceitavel.
Este modelo foi introduzido por RICE E LEVY [26] tendo por
base a teoria classica de flexdo de placas desenvolvida
por Kirchoff. Posteriormente, PARKS [27,28] tratou do
problema de trinca longitudinal num cilindro utilizando a
teoria cléssica de casca em conjunto com o M.L.M.. A
utilizag¢do deste modelo junto com a teoria de Reissner
para flexdo foi apresentada por DELALE E ERDOGAN [29,30].
GERMAN [31] obteve uma matriz de rigidez para os elementos
de mola e implementou num sistema em conjunto com
elementos finitos de casca. A seguir, KUMAR E GERMAN [32]
apresentaram uma versdo modificada do M.L.M. em duas

dimensdes.

DESVAUX [33] e SOUZA [34] estenderam o modelo para os
modos II e I1I. 0 desenvolvimento para o caso
elasto-plastico perfeito foi realizade por RICE {35],
sendo complementado para  incluir consideragdes de

endurecimento do material por PARKS [27 e 36].

0 modelo desenvolvide por Rice e Levy objetiva
reduzir o problema de trinca tridimensional a uma analise

bidimensional de um problema de membrana e flexdo. Isto é
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conseguido através da redugdo das tensdes na parte
remanescente de uma trinca nao-passante a superficie
neutra de uma placa ou casca como um esfor¢o de membrana N

e um de flexdao M.

Os deslocamentos da superficie trincada séo
representados por um deslocamento de abertura da trinca &
e uma rotagdo da superficie &, referidos & superficie
neutra. Assumindo que a relagdo entre ( N, M ) e ( &, @ )
possa ser aproximada pelos resultados do estado plano de
deformagdo obtidos da solugdo de uma faixa de placa
trincada, figura ( III.5 ), com largura igual a espessura
da placa e comprimento da trinca igual a profundidade da

trinca no ponto considerado, obtém-se o par de equagdes

hs=A,0 + A m ( III.63 )
2
h & =A ¢ + A mnm ( ITII.64 )
6 bt bb
onde o = N e m= 6
h 2
h
e A sdo as constantes de reciprocidade elastica.

1)

O fator de intensidade de tensdo para a faixa pode

Ser expresso como

K = h'? (c g + ng

. ) ( III.65 )

b



cnde g, e g, sdo fungdes de L/h. Expressbes para ge g,

sdao encontradas em [29].

Y
1)
[ m N
| A
' Ry
&\\\\
G T, &
S
y// t
| I

figura III.5 - MLM - Geometria da Placa Fraturada

Das expressdes da taxa de 1liberagdo de energia

potencial e da equagao ( III.65 )

2 2
_ 1-v _ 1-v 2 2 2.2
G = 5 K =h E(o- gt+20mgtgb+mgb)
ou
1 a 3 ( h%
G=T[“TL“‘5>+‘“TL[T]] ( III.66 )

obtendo-se, entéo
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§ = 2 “"E' v)h (a, 0 + a m) ( III.67 )
e = 12(1"’2)(aa+am) ( III.68 )
E bt bb
onde
L
o, = % J 9,9,dL , (i,3=b,t) ( III.69 )

0

substituindo ¢ e m em ( III.67 ) e ( III.68 ) resulta

2
2 (1 - v9) 6M .
S E ( au N + a“ _H__) ( ITII.70 )
12(1 - v9) N 6M :
g = @ = + « ( TIT.71 )
E pt h bb 2
Em forma matricial, tem-se:
D=CP ( III.72 )

¥
¥
+

onde

5 it T %w
c = 2 (1 - v
_ E 6 o 36
h "ot 2 bb
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A matriz C representa a matriz de reciprocidade

—

elastica local, ou seja, é a matriz de flexibilidade da

linha de mola.

Efetuando, agora, um procedimento analogo em dque
sejam levados em consideragao os trés modos de fratura,

ver figura ( III.6 ), a equagdo ( III.72 ) se transforma

em :
f 3 i 1 ¢ 3
8 11 sz C13 C14 C15 N
8 c12 sz Czs cz4 Czs M
4 At L = 13 Cza 33 34 35 4 v 3
Ar 14 Cz4 C34 C“ c45 Q
L ¢ ) | CIS c25 C35 C45 CSS i A T )
( I1II.73 )
onde
& = deslocamento de abertura das faces trincadas
8 = rotacdo das faces trincadas

At = deslizamento das faces trincadas
Ar = deslocamentc anti-plano das faces trincadas
= rotagdo anti-plano das faces trincadas

N = esfor¢o nermal
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momento fletor

esforgo cisalhante

esforgo de rasgamento

H 0 << =2
]

esforgo torsor
Através de simples consideragdes de equilibrio

podemos simplificar estas equagées, chegando-se a

(& ) [ C C 0 0 0 1 { N
11 12
8 c C 0 4) o M
12 22
lae [ _ 0 0 c., 0 o 1 vl
Ar 0 0 0 C c Q
14 415
t ¢ 4 _ 0 0 0 C,. ©C. IR T ,

( TII.74 )

figura III.6 - Placa em Estado Plano de Deformacgio
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A determinagdo dos coeficientes de flexibilidade pode
ser feita separadamente, tendo em vista que o modo I de
fratura esta relacionado aos esforgos N e M e aos
deslocamentos 8 e 8. O modo II estd relacionado ao esforgo
V e ao deslizamento At, enquanto que © modo IIT esta
relacionado acs esforgos Q e T e aos deslocamentos Ar e ¢.
Os coeficientes relativoes ao modo I foram determinados

anteriormente, os demais serdao determinados a seguir.

Recorrendo-se & relagdo entre a taxa de energia
dissipada e os fatores de intensidade de tensdo, aplicada

aos trés modos

Ky K1y K: o
G = = + + ( III.75 )
4 a E’ E’ 2G’
E E
[ - rHo= =
onde E 1 - Vz e G 2 (1 + V)

pode-se determinar os coeficientes de flexibilidade

relativos aos modos II e IIT de fratura.

Escrevendo ¢ modo II da seguinte forma:

=K V ( ITI.76 )
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e pelo teorema de Castigliano

—— = At ( III.77 )

derivando ( III.75 ) em relagdo a V,

2
2K d K 2 K
3 au _ 11 BT _ v
R [ 3 a ] = = — V ( III.78 )

E’ av E’

derivando ( III.77 ) em relagdo a profundidade a,

3 38U a At
— [ — ] = ( III.79 )

At = —%7! J K da ( III.80 )
(4]
Logo,
2
2 2
C33 = E7 Jo Kv da ( IIT.81 )

A integral acima é efetuada, analiticamente, a partir
de uma expressido aproximada para K, dada por TADA [36],
para o caso de tensdes de cisalhamento uniforme, sendo

conservativa para trincas pequenas.

Procedimento andlogo é utilizado para a obtencao dos

coeficientes de flexibilidade relativos ao modo TIIT.



51

assim,

K,=K Q+KT ( III.82 )

Pelo teorema de Castigliano,

aU _
7o = Ar { III.83 )
8 U _

T = ¢ ( III.84 )

8 8 U _ 3 Ar

5 [ 70 ] = == ( III.85 )
a a U 3¢

— [ — ] = 5= ( III.86 )

Derivando ( III.75 ) com relagdoc a cada esforgo,

6 ov | K2R K ( III.87

3 Q 3 a G’ Q ’ )
K Q+K T

a au _ Q T

0 [ R ] = = K, ( III.88 )

combinando ( III.85 ) a ( III.88 ), obtém-se

a 2 a

KQ KQKT
Ar = Q G’ da + T -G’ da { III.89 )
0 0
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KQKT KT
¢ =0 g—da + T | —— da ( IIT.90 )
0 0

Leogo,
a KZ

c, = G—? da ( III.91 )
0
* K K,

C, = G—? da ( III.92 )
&)
a K:

CSS = JT da ( IT1I.93 )
0

A equagdo (III.91) é integrada analiticamente,
enquanto que as equagodes (IIT.92) e (III.93) ndo possuem
solugdes fechadas, necessitando serem integradas
numericamente. Neste trabalho feoi assumido Cis = 0, que
além de fornecer resultados mais satisfatérios como

demostrado por Desvaux, pode ser justificado fisicamente.

A matriz de rigidez é obtida invertendo-se a matriz
de flexibilidade. Pode-se, entdo, inverter a equacgio

({ II1.74 ) de modo a se obter:
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[ N ] [ K, ‘s 0 0 o 1 (& )
M s 22 0 0 0 e
ol _ 0 0 K,, 0 0 [ at |
1 0 0 0 K,, 0 Ar
\ T | i 0 0 0 0 K, I ¢ J
( III.94 )
III.5.1 - MODELO DE LINHA DE MOLA BIDIMENSIONAL

Este modelo difere do modelo unidimensional
basicamente em dois pontos:
i) O corpo que contém a trinca é modelado por elemento
3-D ao invés de elementos de casca.
ii ) A ligagdo ndo-trincada ¢ modelada por elementos de

linha de mola 2-D.

Embora todo o desenvolvimento seja baseado en
elementos 3-D, ele ndo requer uma modelagem detalhada da
trinca e ¢é portanto mais simples e econémico que uma

completa andlise por elementos finitos 3-D.

De modo semelhante ao modelo unidimensional, a matriz
de rigidez do elemento 2-D é obtida de uma faixa de placa
trincada. Inicialmente, sera apresentada a parte da matriz
de rigidez do elemento 2-D correspondente ao modo I de

fratura.
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Seja [k’] a matriz de rigidez do E.L.M. 2-D e [K] a
matriz de rigidez do E.L.M. 1-D. A partir da figqura

( ITI.7 ), observa-se que

N, A
N, 8, Nz,4,
/1“\nme ﬁ $
T ——]
_— —> -
t
]
\4/’MJB _‘ )
N A Ny, 4, Ny, by

figura III.7 - Esquema de Modelo de Linha de Mola 1D e 2D

(=
i

(Al + A2 ) / 2 ( III.95 )

6= (Al -A2) / t ( III.96 )
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=
It

N1l + N2

(N1l - N2 ) t /2
Tem-se, também, as relagdes

11 12

21 22

<)

Substituindo-se as equagdes

( III.95 )

( TII.97 )

( III.98 )

( III.99 )

( III.100 )

a ( III.98 ) em

( III1.99) e reagrupando os termos, obtém-se para {k’]:

Kll KIZ K22 Kll K22
+ + > + 2
4 t t 4 t
(]
K K K K K
11 22 11 - 12 + 22
|4 t? 4 t t? ]

( III.101 )
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Utilizando~se este mesmo procedimento, é determinada
a matriz de rigidez do E.L.M. 2-D para os trés modos de
fratura. Ela é escrita em funcgdo da matriz de rigidez do

E.L.M. 1-D da seguinte forma:

a b 0 0 0 4]
c 0 0 0 o
d d 0 0
[ K ] = { ITI.102 )
d 0 0
e f
e
onde
K K K K K
a = 11 12, 22 b = 11 22
4 t t 4 t
K K K K
o = 11 _ 12, 22 d = a3
4 t t 4
K K K K
e = s 55 £ = a4 _ 55
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CAPITULO IV

IMPLEMENTAgiO COMPUTACIONAL

IV.1 - INTRODUCAO

A implementagdo do sistema computacional esta
relacionada com o métodc numérico utilizado. Neste
trabalho wutilizou-se o método dos elementos finitos
fazendo uso de dois tipos de elementos. O primeiro é um
elemento de sdélido que foi utilizado nos trés modelos
comparados, € o segundo € um elemento de linha de mola

bidimensional utilizado no modelo de linha de mola.

0 programa possui as caracteristicas comuns aos
cédigos resultantes do M.E.F., conforme ser& apresentado a
seguir, acrescido do cdalculo dos pardmetros relativos a

mecdnica da fratura.

0 sistema foi implementado no computador IBM 4381 do
Nucleo de Computagdo Eletrdénica da UFRJ, utilizando-se da
linguagem FORTRAN 77 disponivel neste equipamento.

Iv.2 - DESCRIQKO GERAL DO PROGRAMA

A partir de um programa basico do método dos
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elementos finitos, implementou-se os elementos de sdélido e
de linha de mola bidimensional, bem como as modificacgdes
necessdrias, e a parte relativa ao calculo dos parametros
da mecénica da fratura desejados. O programa foi preparado
para analise de trincas nédo-passantes por meioc de trés
metodos: M.E.V, M.I.E.V. e M,L.M.. Descreve-se, a sequir,
os varios médulos em que se divide o programa sem, no

entanto, descer ao nivel das rotinas.

MODULO T

Neste moédulo é feito o dimensionamento do vetor de
trabalho, que sera utilizado no armazenamento das
variaveis. O programa implementado faz uso de alocagio
dindmica das variaveis de modo a se obter uma otimizacio
do espago de memdéria. Este procedimento permite a
realocagao de determinada area do vetor de trabalho que
estava ocupada por variaveis que ja ndo sdo de interesse
em determinada fase do processamento. Para que se possa
armazenar diferentes variaveis no vetor de trabalho é

feito uso de apontadores que indicam as posigdes destas

variaveis.

MODULO II

Nesta etapa é feita a leitura e impressio dos dados:

a) tipo de analise;
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b) tipos de elementos utilizados;

c) caracteristicas topolégicas (coordenadas, incidéncias);
d) condigées de contorno;

e) caracteristicas dos materiais (médulo de elasticidade,
coeficiente de Poisson etc);

f) forcgas aplicadas.

Durante todo este processo de leitura dos dados, é
feita uma critica de modo a evitar o processamento com
dados inconsistentes. Erros, tais como a duplicidade de
noes ou elementos, sdo identificados e impressos num
arquivo apropriado, indicando o tipo de erroc e o local do

mesmo.

Ainda neste médulo sdo determinados os apontadores
dos elementos da diagonal da matriz de rigidez global para
armazenamento em perfil por altura efetiva de coluna. ©
numero de equagdes, numero de blocos, tamanho maximo de um
bloco, e o nimero de coeficientes da matriz de rigidez
armazenados sdo alguns dos principais parametros do

sistema de equagdes calculados nesta etapa do programa.

MODULO III

Nesta etapa sdo calculadas as matrizes de rigidez de
cada elemento de solido e de linha de mola, se for o caso,

e feito o armazenamento.
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Este processo é feito utilizando-se um lago externo,
onde é variado o numero de bloco de um até o numero maximo
de blocos determinado no médulo anterior, e outros lagos
internos onde a variagdo é em relagdo aos elementos.
Nestes lagos interncos sé sdo calculadas as matrizes dos
elementos que contribuem no bloco em andlise.
Paralelamente & montagem da matriz sido introduzidas as
condigdes de contorno, de modo que ao final deste mdédulo

todas as condi¢des de contorno sdoc introduzidas.

0 esquema de armazenamento em perfil por altura
efetiva de coluna é muito eficiente, tendo em vista que um

unico vetor de trabalho BP armazena os coeficientes de

—~

cada coluna a partir do primeiro valor nao nulo até o

coeficiente da diagonal principal.

Supondo gque a matriz abaixo, figura (IV.1),

represente a matriz de rigidez de uma estrutura,

K 0 0 K 0 0
11 14
K K 0 K K
22 23 25 26
33 0 K35 K36
K =
~ K44 0 0
K K
55 56
K56

figura (IV.1) Matriz de Rigidez
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O vetor de trabalho BP sera dado por:

K K K K
11 22 23 33 14 a4

K K K
25 35 55 26 36 56 65

A localizagdo dos coeficientes é feita com o auxilio
de um outro vetor que fornece a posicdo dos termos da

diagonal principal dentro deo vetor BP . Para a matriz K

~ -~

acima, o vetor auxiliar IPOS sera

-~

IPOS “ = {1 2 4 8 12 17 )

Este vetor IPOS foi determinade no médulo anterior a

-~

partir da determinagdo das alturas efetivas das colunas.

Mesmo com a eficiéncia do armazenamento em perfil, as
vezes € necessario particionar a matriz de rigidez global
da estrutura devido a limitagcdo de meméria central do
equipamento utilizado. Foi, entdo, utilizada a técnica do

particionamento em grupos de alturas efetivas de colunas.

A figura (III.2) mostra um esquema de armazenamento

de uma matriz global particionada em bloco.
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X 0 X o ' o0 o ! o 0
I |

X X o ! X o ! o0 0
| |

X X | x o ! o0 0
| |

X ! X X ' 0 X
[ i

K = Lox X ! x X
I |

| X ! X X
I |

y ' x X
I |

| l X

1° bloco 2° bloco 3° bloco

figura (IV.2) matriz armazenada em blocos

Para que este particionamento fique bem definido &

necessarioc o conhecimento de alguns parametros. Sdo eles:

- tamanho de cada bloco, expresso pelo nuimero de

coeficientes em cada bloco;

- nuimerco de colunas em cada bloco:

- a posicdoc do primeiro coeficiente de cada bloco em

relacao a um armazenamento em forma completa do perfil.
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MODULO IV

A solugdo do sistema de equagdes ¢é realizada
utilizando-se o método de Cholesky, que é um procedimento
eficiente quando opera sequndo as colunas da matriz
armazenada em perfil. Este método pode ser aplicado para
matrizes positivas definidas e que permitam a sua
decomposigao em uma matriz triangular inferior e outra

superior.

Pode-se separar este procedimento de solugdo nas
seguintes etapas: decomposicgao, onde acontece a
triangularizagdo da matriz do sistema; substituigdo, que
produz a solugdo do sistema formado com a matriz
triangular inferior, e a etapa de retrosubstituicgido, onde
finalmente se encontra a solugdoc do sistema de equagdes

original.

No caso da matriz de rigidez ter sido particionada em
blocos existe a possibilidade de uso de memdria auxiliar,
por exemplo, fita magnética, que permite a solugdo de
sistemas maiores. Neste caso, basta a existéncia de espacgo

na meméria principal para dois blocos de cada vez.

MODULO V

Obtidos os deslocamentos na etapa anterior, trés
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possibilidades se apresentam dependendoc do método que esta

sendo utilizado:

a) No caso do método utilizado ser o da extensdo virtual,
esta fase do processamento armazena em meméria auxiliar a
matriz de rigidez global e os deslocamentos, gque

serdo utilizados no cédlculo da energia de deformacgao;

b) Para o método implicito da extensdao wvirtual séo
calculadas as deformagdes e tensdes nos elementos da ponta
da trinca, e entdo calculadas as variagdes de energia de
deformagdo para o crescimento da trinca segundo as

direcbées globais.

c) No udltimo caso, utilizagdo do modelo de linha de mola,
sdo calculados varios paridmetros da mecénica da fratura. A
partir dos deslocamentos encontrados no médulo anterior
sd0o avaliados os fatores de intensidade de tensdo para os
trés modos de fratura, a integral J e o deslocamento de

abertura de trinca.

MODULO VI

Neste ultimc mdédule do programa sdc impressos os
deslocamentos, encontrados na solugdo do sistema de
equagdbes, e os parametros importantes na avaliacdo da

fratura de acordo com ¢ método de analise escolhido.
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IV.3 - ELEMENTOS UTILIZADOS

IV.3.1 - ELEMENTO DE SOLIDO

0 procedimento basico na formulagdo de um elemento
finito isoparamétrico [38] €& expressar as coordenadas e
deslocamentos do elemento na forma de interpolagdes,

usando o sistema de coordenada natural do elemento.

Para um elemento tridimensional, as interpolacdes de

coordenadas sao:

q
X = Z h L X,
1=1
q
y = Z h, vy, (IV.1)
i=1
q
z=) h, z,
i=1

onde X, Yy e 2 sdo as coordenadas em gqualquer ponto do
elemento, e X 0 Y 2., i=1,...,q, sdo as coordenadas
dos q noés do elemento. As fungdes de interpolacgao h1 sao
definidas no sistema de coordenadas naturais do elemento,

que tem variaveis r, s, e t variando de -1 a +1.

Portanto, o conhecimento das fungdes de interpolacao
hi é basico nas equagbes (IV.1l). A propriedade fundamental

da fungdo de interpolacgéao h1 é que seu valor, no sistema
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de coordenadas naturais, é unitario no né i e é zero enm
todos os outros nés. Usando estas condigdes, as fungdes h1
correspondentes a dada distribuigdo de pontos nodais podem

ser encontradas de uma maneira sistematica.

Seja o elemento tridimensional com um numero de nds
variavel de 8 a 20, figura (IV.3). As fun¢gdes de
interpolagio para este elemento serao:

h =g - (g, +g,+9,)/2

9 17

para i =9,...,20

onde g = 0 se o né i ndo esta incluido. Do contrario,

gi = G(rrri ) G(S:Sl ) G(trtl )

i

G(B,B, ) % (1 + BB) para B =t 1

G(B.B, ) = (1 -8%) para 8 =0 ; 8 = r,s,t
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figura IV.3 -Elemento tridimensional com numerc de nés

variavel de 8 a 20.

A atratividade deste elemento reside na possibilidade
dele ter qualquer numero de nés entre 8 e 20, bem como

poder formar elementos prismaticoes.

Os deslocamentos sdo interpolados da mesma maneira

que a geometria, isto é,
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q
u=)h u ; v=3)h v :W=Zh W (IV.2)

onde u, v € w s8ao os deslocamentos locais do elemento em
qualquer ponto do elemento e u , v, ew , i=1,...,q,
saoc os correspondentes deslocamentos do elemento nos seus

nos.

Para avaliar a matriz de rigidez de um elemento é
necessario calcular a matriz de transformagao

deformagao-deslocamento B, isto é,

(IV.3)

t ;M
il

1o

t o>

A
onde u é o vetor de deslocamentos dos pontos nodais do

~

elemento.

A matriz de rigidez do elemento é, entdo, dada por
K=J' B D B d4v (IV.4)

sendo D a matriz tensdo-deformagdo para materiais lineares

—

isotrépicos, dada por:
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1 a a
a 1 a
E(1L - v) a a 1
D = b {IV.5)
~ (1+v) (1-2v) b
b
B J
v 1-2v
onde a = —— e b= ———m
1-v 2(1-v)

A integral existente na equagido (IV.4) é feita de
forma numérica utilizando~se o método da quadratura de
Gauss. Neste trabalho existe a possibilidade de uso de até

4 pontos de integracdo em cada direcéo.

IV.3.2 - ELEMENTO DE LINHA DE MOLA

Dois importantes aspectos devem ser considerados no
acoplamento do E.L.M. com o elemento de sélido utilizado

na discretizagio da estrutura.

Sendo este acoplamento realizado através dos nés, é
necessarioc a avaliagdo de uma rigidez equivalente ao nivel
de ndés, e integrar ac longo do comprimento do lado a que
esta ligado. A cada mola discreta €& associada um
comprimento efetivo We, que é dependente das fungdes de

interpclagdo utilizadas, conforme [31].
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Deve, também, ser notado que a relagio entre forcgas e
deslocamentos nos E.L.M. estd num sistema de coordenadas
locais. Como a fratura pode ocorrer em qualquer direcido
com re1a¢éo ao referencial global no qual a estrutura se
localiza, é necessadrio relacionar as forgas e deflexdes do

E.L.M. com o sistema global dos elementos de sdélido.

Isto é realizado com a ajuda de uma matriz de

rotacao, de modo gque:

KG=RtKR (IV.6)

~ -~ -~

onde K o é a matriz de rigidez global

~

K € a matriz de rigidez local

~

R € a matriz de rotagdo do E.L.M

A matriz de rotagdo para o caso do E.L.M. 2D é dada

por:
s, 0 T, 0 R, 0
S 0 T 0 R 0
2 2 2
s, 0 T, 0 R, 0
R = (IV.7)
~ 0 s 0 T 0 R
1 1 1
0 S 0 T 0 R
2 2 2
0 s 0 T 0 R
i 3 3 3 §
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onde Sl ’ T1 e Rl sdo os cossenos diretores dos eixos

locais com os eixos globais.

A matriz K . é, entdo, espalhada na matriz de

-~

rigidez da estrutura de modo semelhante a matriz do

elemento de sdlido.
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CAPITULO V

APLICACOES

Neste capitulo sdo analisados alguns exemplos com ©
objetivo de testar a implementagdo computacional dos
modelos estudados, assim como comparar os resultados
obtidos. Foram, inicialmente, estudados alguns exemplos em
que se dispunha dos resultados tedricos para que se
pudesse verificar a confiabilidade do programa

implementado.

CHAPA TRACIONADA - CASO I

Com o objetivo de comparar as aproximagdes fornecidas
pelos modelos estudados neste trabalho, analisa-se,
através de um teste-padrao, uma chapa com uma trinca
central com comprimento 2a, largura da chapa 2W, espessura
unitaria, comprimento 2,5W e a razdo entre o comprimento
da trinca e a largura da chapa igual a 0,2 conforme figura

{(V.1l). Os dados geométricos e fisicos utilizados foram:

comprimento da chapa (L) = 500 mm
largura da chapa (2W) = 200 mm
comprimento da trinca (2a) = 40 mm
espessura (t) = 1 mm

médulo de elasticidade (E) 2000000 N/mm2
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coeficiente de Poisson (v) =0

800 N/mm’

carregamento de tragdo (o)

2w

G
figura V.1 - Chapa Tracionada

Tirando-se partido da simetria de geometria e
carregamento, discretizou-se apenas um quarto da
estrutura, aplicando condig¢des de contorno adequadas. A
malha utilizada, figura (V.2), possui 110 elementos e 848
nés. Ao redor da ponta da trinca foram utilizados
elementos quarter-point de modo a se obter resultados

melhores.
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figura V.2 - Malha da Chapa Tracionada
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Neste exemplo, s6 foram utilizados o método da
extensdo virtual e o método implicito da extensio virtual
devido ao fato da trinca ser passante, o que inviabiliza a
andlise pelc modelo de 1linha de mola. No método da
extensdo virtual foi utilizado um acréscimo de trinca
Aa=0,01 mm sendo portanto 0,002 do comprimento da aresta
do elemento da ponta da trinca que é de 5 mm. O resultado
tedrico assume um fator de corregao geométrica
F(a/W)=1,02. Os valores obtidos para a Taxa de Energia
Dissipada G e para o Fator de Intensidade de Tensédo K nos
dois modelos sdo comparados com o resultado tedrico na
tabela V.1. Estes valores sdo metade do valor real, devido

a utilizacdo da simetria.

Método G (N/mm) F.I.T. K (N.mm %)
MEV 9,82 4432
MIEV 11,89 4876
Tedrico 10,46 4574
tabela V.1 - Taxa de Energia Dissipada G e Fator de

Intensidade de tensiao KI

Verifica-se que os valores do fator de intensidade de
tensio K , o0 unico nd&o nulo, devido a simetria, estdo com
uma precisdo de 7% em relagdo ao valor tedrico de

Rooke [39].
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CHAPA TRACIONADA - CASO II

Este exemplo consiste de uma chapa tracionada,
semelhante ao exemplo anterior, com uma trinca central e

dados geométricos e fisicos fornecidos abaixo:

comprimento da chapa (L) = 500 mm
largura da chapa (2W) = 200 mm
comprimento da trinca (2a) = 100 mm
espessura (t) = 1 mm

2000000 N/mm’

Il

médulo de elasticidade (E)
coeficiente de Poisson (v) =0

800 N/ mm’

carregamento de tracao (o)

Um objetivo deste exemplo é verificar a influéncia do
grau de refinamento da malha nos resultados obtidos com os
modelos analisados. Foram entao realizadas duas
discretizagdes, conforme figuras (V.3) e (V.4). Na figura
(V.3) esta uma malha mais refinada, consistindc de 110
elementos e 848 nés. A malha da figura (V.4), menos
refinada, possui 14 elementos e 131 nds. Foram utilizados
elementos quarter-point ao redor da ponta da trinca para
melhor precisdo dos resultados. 0 acréscimo de trinca dado
no método da extensdo virtual foi Aa = 0,01 mm sendo o
comprimento do elemento da ponta da trinca de 5 mm. A
simetria na geometria e no carregamento aplicado
possibilitou que se discretizasse apenas um gquarto da

estrutura.
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figura V.3 - Malha Refinada
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figura V.4 - Malha Pouco Refinada
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Com a malha menos refinada foi possivel conceber esta
chapa como uma faixa de largura igqual a espessura da
chapa. Istoc possibilitou o uso do modelo de linha de
molas, que apresentou um  bom resultado conforme

demonstrado.

Os valores obtidos para a Taxa de Energia Dissipada G
e para o Fator de Intensidade de Tensao K, para os modelos
e graus de refinamento analisados sédo apresentados nas
tabelas V.2 e V.3 e comparados com o valor tedrico, obtido
com um fator de correg¢doc geométrica F(a/W) = 1,20 conforme
[39]. Aqui, também, os valores calculados correspondem a

metade do valor real.

Neste exemplo, conforme os resultados apresentados
nas tabelas V.2 e V.3, o grau de refinamento da malha nao
influi de maneira acentuada. Os resultados para os fatores
de intensidade de tensdo estdo com uma precisdo da ordem
de 5% inclusive com a malha muito pobre da figura (v.4).
Nota-se, também, o bom resultado obtido pelo modelo de

linha de mola 2-D.
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Método G (N/mm) F.I.T. K (N.mm %)
MEV 33,2 8149
MIEV 40,0 8944
Tedrico 36,2 8509
tabela V.2 - taxa de Energia Dissipada G e Fator de

Intensidade de tenséao KI

Método G (N/mm) F.I.T. K (N.mm %)
MEV 33,7 8210
MIEV 40,0 8944
IM 34,7 8330
Tedrico 36,2 8509
tabela V.3 - Taxa de Energia Dissipada G e Fator de

Intensidade de Tensao KI
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CHAPA COM MODOS MISTOS

Este exemplo mostra a versatilidade do modelo de
linha de mola na obtengido dos fatores de intensidade de
tensdo para os modos I, II e III, separadamente. A chapa
utilizada é mostrada na figura (V.5), sendo a geometria,
as caracteristicas fisicas do material e o carregamento

aplicado dados abaixo:

comprimento (L) = 8 cm

largura (b) =2 cm
espessura (t) =1 cm
profundidade da trinca (a) =1cm

médulo de elasticidade (E) = 2100000 KN/cm’
coeficiente de Poisson (v) = 0,3
carregamente Oy = 9y =0, = 15 KN/cm2

A malha foi discretizada conforme a figura (V.5), e
os resultados dos fatores de intensidade de tensdo foram
comparados com os apresentados por SOUZA nas tabelas V.4 e
V.5. Embora a discretizacdo seja bastante grosseira a

aproximagao entre os modelos é significativa.
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figura (V.5) - Caracteristicas geométricas e malha

utilizada na discretizacgéo



tabela V.4 - Fatores de Intensidade de Tensic¢ encontrados
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F.I.T ( KN.mm %72 )
Mola
KI KII KIII
1 569 12,2 24,6
2 312 15,3 19,8
3 59 12,5 23,5

neste trabalho

tabela V.5 - Fatores de Intensidade de Tensio encontrados

por Souza

F.I.T ( KN.mm 72
Mola
K K K
I II III
1 584 14,1 24,4
2 313 14,2 19,2
3 38 14,7 27,0
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JUNTA TUBULAR

Serdao apresentadas trés trincas superficiais em uma
junta T, conforme figuras (V.6) e (V.9). Foli feita uma
discretizagao com elementos de sdlidos isoparamétricos
gquadraticos, e na borda da trinca utilizou-se elementos
quarter-point. A malha, sem as trincas, é composta por 204
elementos e 1281 nds, conforme figura (V.7). Esta malha
representa apenas um quarto da junta, devido a dupla

simetria.

F
§298.5 T
989 1 I
"'i IT.5 700
T2
ENGASTE Lo gsme 11 Lo; - ENGASTE

| o_do B
1

2400

figura (V.6) - junta tubular T com as trincas Tl e T2 e

F = 40 tf
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figura V.7 - Malha da Junta Tubular




86

TRINCAS Tl e T2

Com a introdugdo da trinca Tl a malha da junta passou
a ser composta de 216 elementos e 1296 nés. A trinca tem o
formato apresentado na figura (V.8). No método da extensao
virtual aplicou-se um deslocamento nos nés da borda da
trinca e nos nés vizinhos que resultou num aumentoc de Area
da trinca AA igual a 3,1 mm°. Para o modelo de linha de

mola utilizou-se trés elementos de mola.

Os resultados obtidos para a taxa de energia
disssipada G, que no caso linear equivale a integral J,
estdo apresentados na tabela (V.6), onde se percebe a boa

concorddncia entre os trés métodos analisados.

Método [Gx10~®(tf/mm) |FIT Kx10™ 2 (tf.mm>’? )
MEV 128,0 51,8

MIEV 174,0 60,4

M 161,0 58.1

tabela V.6 - Taxa de Energia Dissipada G e Fator de

intensidade de Tensio K para a trinca T1
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|
2

I,

| 30 |

figura V.8 - Formato da trinca T1

Para a analise da trinca T2 discretizou-se a junta
com uma malha de 206 elementos e 1286 nés. a trinca tem o
formate retangular, de comprimento igual a 103,25 mm e
profundidade de 15mm, ou seja, metade da espessura do
tubo. No método da extensdoc virtual o aumento de area da
trinca AA foi igual a 15,5 mmz, engquante que no medelo de

linha de mola foi utilizado apenas um elemento de mola.

Método [Gx10™°(tf/mm) [FIT Kx10™ > (tf mm >3
MEV 25,7 24,3
MIEV 111,0 50,6
IM 21,7 22,4
tabela V.7 - Taxa de Energia Dissipada G e Fator de

Intensidade de Tenséo K para a trinca T2
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A tabela V.7 mostra os resultados obtidos para a taxa
de energia dissipada G e o fator de intensidade de tenséo
R&. Nota-se o valor discordante encontrado pelo método
implicito da extensdo virtual, que deve ser atribuido ao
fato da malha ndo esta suficientemente refinada na regiao

proxima a trinca.

TRINCA T3

A trinca T3 foi analisada com uma malha de 206
elementos e 1286 noés, sendo o seu comprimento igual a
65,5 mm e a profundidade de 15 mm, o que corresponde a
metade da espessura do tubo. O aumento de area da trinca
para o método da extensdo virtual foi AA iqual a 6,5 mmz,
e no modelo de linha de mola foi utilizado apenas um

elemento de meola.

oomes T

1r.8 700

4

| 4%

2400 -

figura V.9 - junta tubular T com trinca T3 e F = 120 tf
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Método |Gx10° (tf/mm) |FIT RKx10™ 7 (tf mm ¥?)
MEV 10,7 15,7
MIEV 15,1 18,7
LM 11,0 15,9
tabela V.8 - Taxa de Energia Dissipada G e Fator de

Intensidade de tenséao K para a trinca T3

Os resultados, apresentados na tabela V.8 acima, para

a taxa de energia dissipada e o fator de intensidade de

tensao KI estao bastante concordantes.




90

CAPITULO VI

CONCLUSOES

A analise de trincas em estruturas tridimensionais
foi tratada neste trabalho sob trés importantes enfoques,
todos eles fazendo uso do método dos elementos finitos.
Foram implementados o método da extensdo virtual, o método
implicito da extensao virtual e o modelo de linha de mola.
Os dois primeiros podem ser utilizados para trincas
passantes e ndo-passantes enquanto que este ultimo sé para

o caso de trincas nao-passantes.

E feito uso de um elemento de sélido isoparamétrico
que permite gqualquer numero de nés entre 8 e 20, bem como
a formagdo de elementos prismaticos. Isso permitiu o uso
de elementos quarter-point, obtidos através do
deslocamento dos nés centrais dos lados, gque possuem a
singularidade r'“?, possibilitando portanto o estudo da

mecidnica da fratura linear elastica sem a necessidade de

desenvolver elementos especiais.

Uma grande dificuldade quando da andlise de trincas
em estruturas tridimensionais é a geragdo da malha de
elementos finitos. E de fundamental importincia se ter

disponivel pré e pés-processadores que permitam a
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visualizagdo da malha, tanto a original quanto a
deformada, viabilizando o processo de refinamento quando a
malha original ainda ndo esta produzindo bons resultados.
Com as esta¢des graficas, este problema ficara facilitado
se for tratado de forma integrada, ou seja, a geragaoc da
malha, a analise e o0 pés-processamento estiverem num mesmo
ambiente computacional. Deve-se ressaltar também a
necessidade de estudos de procedimentos auto-adaptativos,
que ganham fundamental importdncia na andlise de

concentra¢ao de tensdes.

Ficou evidenciado neste trabalho a boa concordancia
dos resultados obtidos pelos trés métodos analisados.
Deve-se, no entanto, ressaltar que o modelo de linha de
mola apresenta algumas vantagens como a ndo discretizacio
da trinca ao longo da espessura da estrutura e a obtengic
dos fatores de intensidade de tensido separados em modo I,
II e III. Como desvantagem cita-se a limitacdo deste
modelc tratar apenas trincas ndo-passantes, dificultando a
sua utilizacdo quando a profundidade da trinca for maior

que 0,8 da espessura da estrutura.

¢ método implicito da extensdo virtual, bem como o©
modele de linha de mola, necessitam de apenas uma etapa ao
passo que o método da extensdo virtual necessita de duas
etapas, sendo que a segunda requer uma alteracg¢do na malha

inicial.
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As vantagens do modelo de linha de mola e do método
implicito da extensdo virtual podem ser estendidas a
mecdnica da fratura elasto-plastica. Para o caso do modelo
de linha de mola, este estudo vem sendo realizado por

Souza [40].

Desta forma pode-se viabilizar, por exemplo, o estudo
do colapso estrutural de juntas metdlicas soldadas, que
até agora foi apenas tratado do ponto de vista
experimental, e existe presentemente uma grande caréncia

de critérios efetivos para atender normas de projeto.
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