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Fernando Montenegro Cabral de Vasconcellos Filho

1991

Orientador: Paulo Cesar Colonna Rosman

Programa: Engenharia Civil

A modelagao numérica via elementos finitos pode representar os contornos de
um corpo d’agua irregular de modo mais eficiente que modelos em diferengas finitas.
Entretanto, os modelos em diferengas finitas sao usualmente resolvidos através de
algoritmos altamente eficientes, como por exemplo o ADI (“Alternate Direction
Implicit”). Através de um desacoplamento no cdlculo das diversas variaveis (elevagao
do nivel d’agua, componentes da velocidade, salinidade, etc...) reduz-se o problema
a solugoes multiplas de sistemas tridiagonais. Tais esquemas. infelizmente. nao sio
aplicaveis a elementos finitos, tornando o custo computacional, neste caso, bem mais
alto.

O presente trabalho propde um esquema numérico que resolve as equagoes do
movimento através de substituigdes sucessivas na equagao da continuidade, per-
mitindo o desacoplamento, mesmo em elementos finitos, com grande eficiéncia. Sao
apresentados os resultados de investigagbes preliminares, nas quais, para testar a
viabilidade do esquema, utilizaram-se dois modelos em diferengas finitas para a
simulagao das condigdes de escoamento em canais de maré, a partir de uma for-
mulagdo matematica unidimensional. Um modelo resolve as equagdes do movimento

acopladas, e o outro utiliza o esquema desacoplado proposto.



Verificaram-se assim condigdes de estabilidade numeérica mais rigorosas na uti-
lizacdo do modelo desacoplado, isto porém em se tratando de simulacoes de casos
extremos (para valores ja bastante elevados do niimero de Courrant). Em condicdes
usuais de simulagao, o modelo desacoplado proposto mostrou-se praticamente equi-
valente ao modelo acoplado, tanto em termos de desempenho numérico quanto em
precisao de resultados.

Tais resultados permitem antever, de forma cautelosa, excelentes possibilidades
para a extensao da técnica a modelos de circulagao multidimensionais, empregando
inclusive esquemnas de elementos finitos, com ganhos significativos em espago de

memoria e tempo de processamento.
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Abstract of Thesis Presented to COPPE/UFRJ in Partial Fulfillment of the
Requirements for the Degree of Master of Sciences
INVESTIGATIONS ON AN UNCOUPLED NUMERICAL SCHEME FOR
CIRCULATION MODELS
Fernando Montenegro Cabral de Vasconcellos Filho

1991

Thesis Supervisor: Paulo Cesar Colonna Rosman

Department: Civil Engineering

The numerical modelation by the means of finite elements can represent the
frontiers of an irregular water body more eficiently than those models employing
finit differences. However, finit differences models are usually solved through highly
efficient algorithims, such as the ADI (Alternate Direction Implicit). Through an
uncoupling in the calculation of the multiple variables (e.g. water level clevation,
velocity components, salinity, etc...) it is possible to reduce the problem to multiple
solutions of tridiagonal systems. Such algoritims, unfortunatly, are not useful in the
case of fimt elements, what increases its computational costs.

The present thesis proposes a numerical algoritm which solves the equations
of movement by making successive substitutions in the continuity equation, allow-
ing uncoupling, even for finite elements, with great efficiency. The results of the
preliminary investigation are presented, in which, in order to test the algorithim
feasibility, two finite differences models for the simulation of the flow conditions in
tidal canals were used, based on a one dimensional mathematics formulation. Que
of them solves the governant equations in an coupled way, and the other uses the
proposed uncoupled algorithim.

More rigorous numerical stability conditions were then verified in using the un-
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coupled model, but specifically in the simulations of extreme cases (with Courrant
number already highly valued). For usual simulation conditions, the uncoupled
model proposed was almost effectively equivalent to the conventional coupled model,
concerning both, numerical process and results’ precision.

Such results allow the cautelous prevision of excelent possibilities concerning
the extension of this technique to multidimensional circulation models, even using
finite elements algorithims, leading to a significant economy of memory space and

processing time.
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Capitulo 1

Introducao

A expressdo do principio da continuidade dos escoamentos pode ser atribuida, o-
riginariamente, a Leonardo Da Vina (1452-1519). Ja as equagoes de Fuler, que
langaram os fundamentos da Hidrodinamica, constituindo-se na base de todo o de-
senvolvimento subseqiiente, datam de 1755. Dado um referencial inercial qualquer,
definido por um sistema de eixos cartesianos - OX, OY e OZ, tais equagdes descre-
vem matematicamente, em cada diregao, o movimento dos fluidos perfeitos. Newton,
posteriormente, daria novo impulso ao estudo dos escoamentos, introduzindo o con-
ceito classico de viscosidade. Foi asstm que diversos pesquisadores — Navier (1823),
Poisson (1831), Saint-Venant (1843) e Stokes (1845) — estabeleceram, quase um
século depois de Euler, as equagdes do movimento dos fluidos viscosos, também co-
nhecidas como as equagdes fundamentais da Hidrodindmica, ou equagdes de Navier-
Stokes. Osborne Reynolds, em 1895, discutiu as equagoes de Navier-Stokes, in-
troduzindo o conceito de escoamento médio. Desde entao, diversos outros cientis-
tas e pesquisadores notaveis deram importantes contribui¢des para a aplicacao das
equagoes gerais do escoamento aos mais diversos problemas da Hidraulica, estabele-
cendo modelos especificos e discutindo as limitagoes da modelacao matemdtica em
fungdo dos processos fisicos predominantes em cada problema estudado.

As equagoes de Navier-Stokes expressam, na verdade, a segunda lei de Newton,

ou o principio da conservagao da quantidade de movimento aplicado aos escoamentos



fluidos. Ja o principio de conservacdo da massa é expresso pela chamada equagao
da continuidade. Para a modelagio dos escoamentos em corpos d’dgua adota-se
comumente a hipétese de incompressibilidade dos fluidos, a qual ¢ dada pela condicao
de que o divergente do campo de velocidades se anula para todo e qualquer ponto do
espago; esta expressao € também conhecida como a equagao da continuidade para os
escoamentos de fluidos incompressiveis. Com base nas equagées da continuidade ¢
de Navier-Stokes podem entdo ser estabelecidos modelos matematicos de circulagao
em corpos d’agua. Observa-se, no entanto, que as varidveils do problema, no caso
mais geral sdo: a pressio, as componentes do vetor velocidade, e a massa especifica.
Verifica-se assim que o nimero de incégnitas — cinco, excede o nimero de equagdes
— quatro.

O fechamento do problema, ou seja, o estabelecimento de um mesmo nimero
de equagdes e de incognitas, passa, via de regra, por uma equagao que caracteriza
um estado fisico da massa liquida em escoamento — equacao de estado. No caso
de estuarios, por exemplo, esta equagao pode ser dada, simplificadamente, por uma
relagao direta entre massa especifica e salinidade. A salinidade, no entanto, varia
no tempo e no espaco, sendo esta variacio usualmente formulada através de uma
equagdo de transporte difusivo-advectivo do sal. Caso porém a equacao de estado
considerasse ainda a interveniéncia de outros pardmetros (como por exemplo, da
temperatura da agua), novas equagées deveriam ser introduzidas, de modo a se
obter um modelo matematico fechado. Os modelos de transporte (de sal ou outras
substancias), no entanto, podem ser desenvolvidos de forma desacoplada. assumindo
como dados do problema os campos de pressao e velocidades, obtidos de modelos
hidrodinamicos de circulagio, os quais sdo objeto do presente trabalho.

Considerando-se agora que a massa especifica possa ser admitida como uma
constante, estabelecem-se, através das equagoes da continuidade (para os fluidos

incompressiveis) e da conserva¢do da quantidade de movimento {Navier-Stokes),



modelos matematicos de escoamentos que consistem na solugao simultanea de quatro
equagbes a quatro incognitas — pressao e componentes da velocidade. Através de
integragdes das equagbes gerais numa ou noutra diregao, podem ser estabelecidos
modelos mais simples, a duas ou uma dimensio, conforme as caracteristicas do
problema em estudo.

Ocorre porém que as equagdes da conservagao da quantidade de movimento,
também chamadas de equagdes dinamicas, sdo na verdade equagdes diferenciais par-
ciais de segunda ordem nao lineares. Assim, a excegao de alguns casos especials, com
condigdes de contorno bastante simples, nao possuem solugao analitica conhecida.
Decorre dai a grande importancia da modelagio numérica no estudo dos escoamen-
tos em geral, como uma das ferramentas mais eficazes € economicas para fins de
simulagoes e previsoes.

Os métodos numeéricos para a solugdo computacional de sistemas de equagoes
diferenciais constituem, por si sé, uma vasta linha de pesquisa dentro da Engenha-
ria, e que muito tem avangado nos ultimos anos, também em fungao do constante
desenvolvimento dos equipamentos. Em recursos hidricos, e especificamente na mo-
dela gao de escoamentos, utilizam-se, principalmente, algoritimos de diferencas fini-
tas e/ou de elementos finitos, os quais sao revistos, de forma suscinta, no presente
trabalho.

A modelagdo via elementos finitos pode, em geral, representar de modo mais
eficiente que em diferencas finitas os contornos irregulares de determinados corpos
d’agua, tendo por isso grande importancia, sobretudo na modeiacio a duas ou trés
dimensoes. Ocorre porém que os modelos em diferengas finitas sao usualmente re-
solvidos através de algoritimos altamente eficientes, como por exemplo o ADI (“Al-
ternating Direction Implicit”). Através de um desacoplamento no calculo das diver-
sas variaveis (elevacdo do nivel d’dgua, componentes da velocidade, salinidade, etc...)

reduz-se o problema a solugdes multiplas de sistemas tridiagonais. Tais esquernas,



infelizmente, nao sao aplicaveis a elementos finitos. Em funcao da geometria dos
problemas estudados, dos tipos de condigoes de contorno, e das limitagoes impostas
as malhas de discretizagao, por questoes de condigoes de estabilidade numeérica dos
algoritimos, a modelagao a duas ou trés dimensoes pode assim atingir grandes pro-
porgoes, em termos de espago de memoria e tempo computacional requeridos, o que
equivale na pratica a limitagdes de equipamentos e custos computacionais elevados.

O presente trabalho propde assim uma técnica de desacoplamento dos calculos
para modelos hidrodinamicos de circulagio, extensivel a solucao via elementos fini-
tos. Trata-se de uma técnica analitico-numeérica, partindo na verdade de operago es
com as equagoes governantes dos modelos. Através de substituigdes sucessivas na
equacao da continuidade possibilitar-se-ia ¢ desacoplamento dos calculos de elevagoes
do nivel d’agua e velocidades, reduzindo-se significativamente o espaco de memdaria
e tempo de processamento necessdrios, sem prejuizo para a precisao dos resultados.

O trabalho de pesquisa ora realizado constitui-se, na verdade, em mvestigagdes
preliminares quanto a viabilidade desta técnica, apresentada em detallies no capitulo
4. Deste modo, foram concentrados esforcos no desenvolvimento de um medelo
detalhado para a simulacio do escoamento em canals de maré unidimensionais,
resolvendo-se as equagbes de Saint-Venant — Navier-Stokes a uma dimensiao — através
de um esquema de diferengas finitas. Tal modelo foi elaborado em contraposicao
a um modelo acoplado convencional, de forma a possibilitar uma exaustiva inves-
tigagao comparativa dos resultados praticos de simulagdes empregando ou nao a
técnica de desacoplamento propc;sta. O capitulo 5 trata especificamente da for-
mulagdo do modelo e de sua aplicagdo comparativa, ressaltando os aspectos mais
importantes quanto a viabilidade do desacoplamento proposto, e que sao objeto das

conclusoes e recomendagdes deste trabalho.



Capitulo 2

Modelos Matematicos de
Escoamentos

A representacao matematica dos processos fisicos que caracterizam um dado proble-
ma constitul a principal ferramenta da Engenharia para o estudo do comportamento
de estruturas projetadas, e dos efeitos sobre o meio-ambiente das intervengoes re-
alizadas pelo homem. A modelagao matematica dos escoamentos é feita a par-
tir das equagoes fundamentais da Hidrodinamica. Cabe ressaltar que a teoria da
Hidrodinamica deve ser compreendida dentro de um contexto mais amplo, que é o
da Mecanica dos Meios Continuos. A MMC, por sua vez, é o ramo da Mecauica
que estuda as tensdes e deformagbes em sdlidos, liquidos e gases, admitindo por
hipdtese que estes materials possam ser modelados, matematicamente, como um
continuo. E a partir da chamada “hipotese do continuo” que tem sentide falar em
propriedades definidas em um ponto; mais que isso, as fungdes matematicas que
expressam propriedades fisicas, bem como suas derivadas, sao continuas. Podem-se
assim expressar, matematicamente, para os escoamentos fluidos, os principios gerais
da Mecancia de conservacio da massa e da quantidade de movimento. A simples
enuncia¢ao matematica destes principios, porém, introduz um determinado nimero
de incdgnitas, relacionadas por um nimero menor de equagoes. Somam-se pois a
estes principios algumas equagdes relacionando tensoes e deformacoes, e/ou estado

de movimento; ou seja, as chamadas equagdes constitutivas para as tensdes, ou ainda



as equagoes de estado. Este € o caminho natural, dentro da MMC, que permite a
formulagio de teorias especificas, tais quais a Hidrodinamica.

As equagles gerais assim obtidas constituem a base da modelagio malematica
dos mais diversos problemas da Engenharia Hidraulica; desde aqueles envolvendo
o escoamento junto a obras de Engenharia — canais, desvios, etc. — até aqueles
concernentes ao escoamento e transporte em corpos d’agua naturais, comumente
associados a modelacio de problemas ambientais.

Cabe ainda ressaltar, em vista do que foi dito no capitulo anterior, que a mo-
delacio matematica de escoamentos, em linhas gerais é, no minimo, centenaria. Na
maioria dos casos, porém, a modelagio completa envolve sistemas de equagdes di-
ferenciais parciais nao lineares de grande complexidade, os quais exigiam, antes do
advento da informatica, via de regra, inimeras simplificagdes para a obtencao de
solugbes aproximadas. E mesmo atualmente, com todo o avango das ciéncias com-
putacionais, muitos modelos de escoamentos exigem solugoes numericas extrema-
mente dispendiosas, pelo espago de memdria e tempo de processamento requeridos.
Ha4 ainda problemas que desafiam os limites teéricos do desenvolvimento dos sistemas
computacionals, requerendo, para a obtengdo de solugoes satisfatdrias, modelos tidos
a rigor como transcomputacionais (isto ocorre notadamente no caso de modelacio
ambiental}.

Isto posto, apresentam-se a seguir as equagbes gerals governantes dos escoa-
mentos liquidos, e sua formulacdo para modelagio matematica de problemas de
Engenharia nos casos a trés dimensdes — 3D, duas dimensdes via integracio na

profundidade — 2DH e a uma dimensio (longitudinalmente) — 1D.

2.1 - EQUACIONAMENTO GERAL

As propriedades de uma particula fluida em movimento dependem, evidente-



mente:

de sua posi¢ao na massa fluida;

do instante de tempo considerado; e

de seu estado fisico.

O ponto de partida para o equacionamento das grandezas relativas aos escoa-
mentos € a descrigdo do movimento da massa liquida, a qual pode ser feita, classi-
camente, de dois pontos de vista distintos: lagrangeano ou euleriano. Na. descricdo
lagrangeana, um elemento infinitesimal contém uma determinada massa liquida que
nao atravessa suas fronteiras; ou seja, o elemento desloca-se junto com a massa
liquida. Deste modo, as coordenadas de cada elemento sio fungiao de uma dada
posicao inicial destes e do tempo decorrido. As velocidades e aceleragoes em cada
ponto sdo conhecidas através das derivadas temporais de primeira e segunda ordem.
Ja do ponto de vista euleriano, toma-se um volume de controle infinitesimal, que
corresponde a uma regido arbitrada do espaco, atravessada pela massa liquida em
movimento. O escoamento € assim descrito em pontos fixos e tempos escolhidos

arbitrariamente, na forma

P = f(a:!y!z?t)

onde P pode ser, por exemplo, uma componente de velocidade, a pressao, ou a massa
especifica do fluido. A descricdo euleriana é comumente a mais utilizada, pois requer
um tratamento matematico mais simples, e € mais conveniente aos problemas da
Engenharia, porquanto trata das propriedades do fluido e seu movimento em pontos
especificados (ver Raudkivi e Callander, 1975).

E importante observar que a descrigio dos escoamentos assume a massa fluida
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como um meio continuo — hipétese do continuo — desprezando os movimentos
moleculares; e ainda uma variagdo continua das propriedades do fluido e seu movi-
mento, que equivale a dizer que a grandeza F no ponto z + Az pode ser relacionada
com P no ponto z através de expansao por série de Taylor. Sendo z um valor in-
finitesimal, proximo de zero, tomam-se apenas os dois primeiros termos da série, ou

seja,

JdP

a9 Ax

Plz + Az,y,z,t) = P(z,y.z,1) +

O escoamento assim descrito pode ser entdo equacionado através da aplicagao
dos principios de conservacio de massa, energia e quantidade de movimento. O
estudo dos processos de transporte envolvendo estas trés grandezas constitui-se no

objeto principal da ciencia denominada Hidrodinamica.

2.1.1 - Equacgao da Continuidade
A equacgao da continuidade traduz o principio de conservagio da massa, e pode

ser expressa, na sua forma mais geral, como:

9 dlpu) , ) | o)
3t+ Ox * Ay + E

=0 (2.1)
(a dedugao desta equagio consta do anexo 1 do presente trabalho).
No caso especifico dos modelos de circulagdo em corpos d’dgua, assumindo-se a
hipotese de incompressibilidade dos fluidos, pode-se escrever que:
4 Ju  dv Ow

vV =V . V= — +

Dz ”a"y“ + E =90 (2.2)

Esta expressao corresponde a chamada equagio da continuidade para o escoamento

dos fluidos incompressiveis.



2.1.2 - Equagées de Euler / Navier-Stokes
Estas equagdes sao a expressao matematica do principio de conservagio da quan-

tidade de movimento, podendo também traduzir-se pela segunda lei de Newton,

- dv

Z Femernas = ma

As forgas externas podem ser de dois tipos: de superficie, atuando diretamente
por contato — pressao, atrito — ou de campo, induzidas por um campo qualquer
— campo gravitacional, campo de uma acelera¢io ceniripeta, ou outros. As forgas

de superficie sao definidas a partir de um tensor de nove componentes, a saber:

Trz Tyz Tz
Ty Tyy  Tzy
Tyz T2z

T.'EZ
Demonstra-se, através do balango da quantidade de movimento angular, que
T;; = Tji- Restam assim apenas seis componentes, conhecidas como componentes de

Lamé (Méhauté, 1976). As forgas de campo podem ser definidas em fungao de um

vetor resultante das aceleragoes de campo dadas,

O produto ma expressa as forgas inerciais do escoamento, sendo a aceleracio dada
pela derivada total da velocidade no tempo. Pode-se assim expressar as equagoes

da conservacao da quantidade de movimento, em sua forma mais geral como:

Du " 1 (o, N 0Ty 4 07

g P

Dt F T p\ Or dy dz

Dv 1 {015y | Doy, | O7y

Di G + p ( dz + dy + dz (2.3)
Qt_g R 1 074 L 07y N do..

Dt % o\ Oz dy 0z

Para os fluidos perfeitos, ndo viscosos, é dado que



Substituindo estas expressoes nas equagoes gerais chega-se a formulacao das chamadas

equagoes de Euler (1755)

Dy _ 1%
Dt — T poz

Dv 1 dp

= - 2.4
Dw + 1dp

. = Qe — 5

Dt Oz

Considerando-se agora os fluidos newtonianos (caso real, fluidos viscosos}, as

expressoes das tensoes de superficie sdo dadas por

Opg = —p-l—?pgtE T :p(a—u—}-a—v)
i Jdx w dy Oz
v Ou Ow

Ow = —P+t Qﬂa—y Toz = Jb (E + g)

o — *P+2#§E T_zﬁ(a_v_*_a_w)
= Jz ve dz Oy

Assumindo-se por hipétese que a viscosidade seja constante, tem-se entao:

D |

E = .+ ;pvzu

Do 1 _, =
D = + ;,uv v (2.5)
D 1

F:U = @, + ;,uvgw

Estas sao as chamadas equagoes de Navier-Stokes, também conhecidas como as
equagoes fundamentais da Hidrodinamica, obtidas de modo independente por diver-

sos pesquisadores — entre eles Navier e Stokes — quase um século depois de Euler.
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A dedugao completa das equagdes do movimento (2.3) pode ser encontrada tambéin

no anexo 1 do presente trabalho.

2.1.3 - Aceleragoes de Campo

2.1.3.1 - Campo gravitacional

Nas aplicagoes praticas das equagdes do movimento o campo gravitacional é
usualmente considerado como o tnico campo de aceleragdes externo.

Sendo o eixo OZ vertical, e orientado para cima, define-se uma fun¢do potencial,

(G = gz, obtendo-se assim o campo de aceleragdes através do gradiente

g a 9
V.-G = (aaaaa)g‘g_(0~01"g)

Pode-se entao substituir as componentes da aceleragao de campo nas equagoes

de Navier-Stokes (2.5), sendo:

a) =0

ag) = 0
d

W = Ly
z

2.1.3.2 - Aceleragao de Coriolis

Conforme assinalado no inicio do presente trabalho, a formulagdo das equagoes
gerais do movimento dos fluidos considera, em principio. um dado referencial iner-
cial qualquer. Em determinados estudos, porém, sobretudo para os corpos d’agua
de grandes dimensdes, os efeitos da rotagido da Terra podem assumir grande im-
portancia, devendo ser levados em conta na modelagio matemadtica — é o caso, por

exemplo, dos modelos concernentes & circulagao oceanica.
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As forgas resultantes sobre os escoamentos podem ser formuladas a partir da
chamada aceleragao de Coriolis. Embora caracterizando esforgos inerciais, sao usual-
mente tratadas como forgas de campo, uma vez decorrentes de um dado campo de
aceleracoes, e expressas formalmente como termos que se somam ao lado direito
das equagdes da conservagao da quantidade de movimento. {Uma discussio deta-
lhada sobre estes eforgos pode ser encontrada em Méhauté, 1976, nao sendo aqui
reproduzida por fugir ao escopo deste trabalho.)

Para escoamento quase horizontais, sendo OZ vertical, o parametro de coriolis

pode ser escrito como
= 2wsind

onde w € a velocidade angular da Terra, e § o dngulo de latitude, por convencao,
negativo no Hemisfério Sul e positivo no Norte. Pode-se entdao levar em conta o
efeito de Coriolis nas equagdes dinamicas, somando-se ao lado direito das mesmas

as seguintes “componentes da aceleraciao de campo”:

aﬁi’ = +Qv
2) _

a£y) —u
) = 0

2.1.4 - Forma Final das Equagdes Dinamicas

Na formulacdo das equagoes de Navier-Stokes (2.5) as expressdes das tensoes
tangenciais e normais para os fluidos viscosos foram substituidas nas equagdes gerais
da conservaciao da quantidade de movimento (2.3), conforme assinalado no item

2.1.2. Se os termos de tensdo normal forem considerados agora como

Ozz = —P+ Tz Oyy = —P+ Tyy Tz = =P+ T2z



onde

Ju dv ow
Tex = 2#_1- Tyy = QJua_y Tez = Q#Z

estas equacoes podem ser reescritas em fungio das tensdes de contato, isolando-se os
termos de pressao. Considere-se ainda o campo gravitacional como o tinico campo
de aceleragoes externo, e sendo o eixo OZ vertical, ortentado para cima. Levando-
se também em conta os termos inerciais devidos a aceleragdo de Coriolis, chega-se

finalmente a:

Du 1 0p 1 {07y OTay  OTee

== = 2L Qu+4 -

Dt pdz p(arc T By az)

Dv _ _1p 1 (0 | 07y aTw) 26
Dt~ pdy Qu+p ( gz T By T 0: (2:6)
% — _li ( + ) + _1_ aTrz aTy:-_' 01'32

Dt T Tpa TV T o T ey e

Esta é uma expressio usual das equagdes dindmicas, constituindo, junto com a
equagao da continuidade (2.1), a base da modelagio matematica dos escoamentos

liquidos.

2.1.5 - Observagoes sobre as Equagoes Gerais

A partir das equagbes gerais da continuidade (2.1) e da conservacio da quanti-
dade de movimento (2.3) podem ser estabelecidos modelos matemadticos para quais-
quer tipos de escoamentos fluidos, desde problemas uni-dimensionais dos mais sim-
ples até aqueles envolvendo complexos movimentos aleatérios e exigindo tratamento
tridimensional. No caso dos escomentos liquidos, assumindo-se as hipoteses de fluido
incompressivel e viscosidade constante, foram demonstradas anteriormente algumas
da. simplificagdes introduzidas nas equagdes gerais, chegando-se as expressbes da

continuidade e da conservagio da quantidade de movimento para tais condigdes (2.2
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e 2.3, respectivamente). Estas equacdes podem constituir-se num sistema fechado
para a determinagdo das grandezas fundamentais dos escoamentos — velocidade e
pressio — em cada ponto do espaco.

As equagdes dinamicas sao pois equagoOes diferenciais parcials de segunda ordem
de certa complexidade; os termos advectivos de inércia fazem-nas nao linerares. Em-
bora néao haja solugdo geral conhecida do sistema de equagées dado pela equagao da
continuidade e pelas equagbes dinamicas, em alguns casos especiais, com condigoes
de contorno simples, podem ser obtidas solugdes exatas (por exemplo, para o escoa-
mento entre placas paralelas, ou devido a rotagao de um disco).

Por fim, é importante assinalar, para fins de modelagio, que os escoamentos na
natureza so sao conhecidos através de grandezas medidas, o que equivale a dizer,
promediadas, exigindo assim tratamento matematico adicional das equagoes gerais
apresentadas para a elaboracao de modelos matematicos, conlorme sera visto na

sequéncia.

2.2 - CASO TRIDIMENSIONAL (3D)

Os modelos de escoamentos liquidos a trés dimensées siao necessarios para o
estudo do escoamento e transporte em grandes corpos d’agua naturais, onde a vari-
abilidade das grandezas caracteristicas em quaisquer diregdes é lal que compromete
irremediavelmente os resultados de anélises via integragdes numa dada direcao. Ha
que se levar em conta, nestes casos, a natureza turbulenta dos escoamentos, carac-
terizada pela presenca de uma enorme gama de vértices, com wma vasta variagao
de escalas espaciais e temporais.

A multiplicidade de escalas implica um comportamento fortemente aleatério das
propriedades do escoamento. Ainda assim, nao hd, na deducio das equagbes de

Navier-Stokes, nenhuma hipétese ou consideragao limitante para a aplicacio a escoa-
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mentos turbulentos. Isto no entanto exigiria a simulagao até as escalas menores, onde
as forcas de dissipagdo viscosa tém sentido fisico. Para tanto, o esfor¢o numérico
seria muito grande, e mesmo com o advento de poderosos computadores, a dis-
cretizagdo exigida para a aplicacao direta de um modelo mateatico bascado nas
equagbes apresentadas inviabiliza o processamento. Segundo Rosman (1987}, diver-
sos pesquisadores, em trabalhos recentes, apontam tais tentativas como praticamente
transcomputacionais.

A solugiao para o desenvolvimento de modelos matemadticos vidveis parte da
promediacao das equagdes governantes. Historicamente, o conceito de escoamento
médio foi introduzido em 1895 por Osborne Reynolds, ao discutir as equacdes de

Navier-Stokes.

2.2.1 - Equagoes Governantes Promediadas

A promediagao das equagbes assume uma simplificagio padrao na pratica dos
problemas de Engenharia, que é a separacao. As propriedades de um escoamento
turbulento sdo consideradas como sendo a soma de um valor médio, ou de grande

escala, com uma parcela de flutuagao, ou de pequena escala.
P=P+P

A substituicdo de cada variavel global do escoamento nas equagées governantes
por uma relagdo deste tipo resulta em equagdes de valores médios, idénticas as
anteriores, acrescidas porém de termos envolvendo correlagdes de pequena escala.
Estes termos podem entdo ser modelados, visando-se a caracterizacio dos efeitos
globais da pequena escala, e nao o detalhamento dos processos. E o que sera visto
a seguir.

A simples promediagio de uma grandeza P ¢é dada por
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P lim e P t')dt’
(37:3},2) —Tl—{{.}od’f (—T/2) (I'ny:") )

onde T & um periodo de tempo arbitrario, tendendo ao infinito. Sao validas assim,

dentre outras, as sequintes relagoes:

=P P=0 PpP=0

ol

conhecidas como postulados de Reynolds.

Ocorre porém que tal procedimento, resultando em varidveis independentes do
tempo, faz desaparecer nas equagbes governantes os termos envolvendo derivadas
temporais. Para a maioria dos escoamentos de interesse para a Engenharia nao faz
sentido utilizar equagdes independentes do tempo. Na pratica entdo, considera-se o

valor médio como

_ 1 (t+T/2)

Plz,y,z,t) = P{z,y,z,4"dt

T (t=T/2)

onde o periodo de tempo 7" assume um valor finito, porém suficientemente dilatado

para fins da promediacao.

Assume-se no entanto neste caso, como uma aproximagao aceitavel, que permanecem
validos os postulados de Reynolds. Uma discussao detalhada dos processos de pro-
mediacio, suas limitagbes tedricas, e validade das hipdteses para fins de modelacao,
é apresentada em Rosman (1987), nio sendo aqui reproduzida.
Assim, na equagdo da continuidade para os escoamento liquidos o vetor de ve-
locidades é simplesmente substituido por um valor médio, escrevendo-se entao
i =v. V=%, 9, 0T
oz  Jy 0z

Ja as equagoes de Navier-Stokes promediadas assumem a lorma:

=0 (2.

R}
-1
~—
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% = —%% + Q5 4 vV — (%W + %W + a%u’w’)

Dy 1p o d— 98— 0O

= - 222 _ R (o T it 92
D 2By Qu+ vV (amvu—l-ay'uv +8zuw (2.8)
Dw 10

— = —=— (Pt y2)+ vV - iw“u"-l—gu’v’-{——-a-—w’w’
Dt pdz Pz oz By) Jz

Estas equagdes sdo também conhecidas como as equagdes de Reynolds. Na
verdade, correspondem as equagbes de Navier-Stokes para os valores médios do
escoamento, acrescidas de termos envolvendo correlagoes de escalas, advindos da
promediacdo dos termos advectivos. Estes termos, posicionados no lado direito
das equagoes, representam as tensoes turbulentas, sendo denominados tensor de
Reynolds (ver Raudkivi e Callander, 1975). As trocas turbulentas sio processo
fisicos que nao possuem representagdo matematica, exigindo modelagiao. Os mo-
delos de turbuléncia mais utilizados na pratica até hoje sio aqueles baseados no
conceito de viscosidade turbulenta; uma aproximagao para as tensdes turbulentas,
por analogia com as tensdes viscosas, proposta por Boussinesq em 1877.

Observa-se que a modelacio de turbuléncia constitui um campo aberto a pesquisas
dentrc da mecanica dos fluidos, e diversos trabalhos recentes discutem as técnicas
convencionais comumente empregadas, propondo revisdes, ou novas abordagens, em
alguns casos com excelentes resultados ja comprovados. O anexo 2 do presente
trabalho apresenta uma breve revisao sobre modelacao de turbuléncia.

Assim, as equaéées dindmicas promediadas, para fins de modelacio matematica
dos escoamentos liquidos em grandes corpos d’agua podem ser apresentadas na

forma:

D _ —lgﬁ+ﬂ_+l BE+3@+3@

Dt~ pox v p\ Ox dy 0z

Do vop 1 (07, Or, O

_ = —~— = . — = 2
D1 vy i + P ( B + By + 32 (2.9)



D 19 1 (@T+dﬁ 81‘_)

1T A W Fah i vl »

Sendo os valores das tensdes de contato médias dados por:

_ N
o = QI{M% T = Ko, (% n 5»2—)
ov Ju  Jw
Ty = QI{yya—: 7 = Ko (8—"“: + 5-?)
o 95  Ow
Fo = 21(”523 e = K, (a—: + 53;)

onde os coeficientes /(;; correspondem ao tensor viscosidade turbulenta.

2.2.2 - Simplificagao das Equagdes Dinamicas

Uma simplificagao usual na pratica da Engenharia, para a modelacao matematica
dos escoamentos em corpos d’agua, é a substituicio da equacio dindmica na direcao
OZ pela chamada aproximagdo hidrostatica, com erro associado desprezivel {ver

Rosman, 1987):

op _ _
5 ™

Integrando-se esta expressio na profundidade, entre um ponto zy qualquer e a
posicao da superficie livie 5(z,y,t), advém:
p=ps+ pg(n — zo)

Supondo a massa especifica p constante, ¢ a pressao na superficie livre p, = pui.

também constante, obtém-se:

o _ o
39;-!)33:
 _
ay ~ oy
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Estas expressGes sao entdo substituidas nas equacoes dinamicas nas direcoes OX e
OY. Tem-se assim, para fins de modelagio, as seguintes equacoes da conservagao

da quantidade de movimento:

T —3_+Q+ x| Oy | O

Dt = Ybx v Oz y HE:

Dv _ E a‘f‘w am c")'ry: )
D T g RS (83, "3y T2 (2.10)

2.2.3 - Modelagio

Na modelacao dos escoamentos a trés dimensées as incégnitas do problema sao,
em principio, a pressao e as componentes da velocidade emn cada diregac. A substi-
tuigdo da equagao dinamica na diregao OZ pela aproximagao hidrostatica de pressoes
reduz o problema a determinacio do campo de velocidades e da posicao da superficie
livre 5, empregando-se para tanto a equagao da continuidade e as equagoes da con-
servagao da quantidade de movimento nas diregoes OX e OY. A determinacdo de
n requer uma outra equacao, tomando-se entdo a chamada condicao de contorno
cinematica na superficie livre (CCCSL), dada pela equagao:

o 05 o

L rual+w W 2
5 T, 7 ay = (2.11)

(vélida apenas em z = 7).

Estabelecido entao um dominio de modelagao. devem ser especificados os cam-
pos de pressao (elevagio do nivel d’agua) efou velocidades nas fronteiras, além das
tensdes tangenciais relativas a agdo do vento na superficie livre e ao atrito no fundo.

Estas tenstes sao em geral obtidas de relagdes empiricas. que serdao discutidas a
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seguir, quando do estudo dos modelos a duas dimensdes via integragao na profundi-
dade das equagdes ora apresentadas. {Obhserva-se que a notagao indicando os valores

médios de cada grandeza pode ser suprimida, ficando subentendida).

2.3 - CASO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL (2DH)

Segundo Rosman (1987), a maioria dos corpos d’dgua rasos pode ser bem repre-
sentada por um modelo bi-dimensional no plano horizontal. Para isto é preciso que
as escalas verticais do movimento sejamn muito menores que as horizontais, e que a
coluna d’agua seja razoavelmente bem misturada, isto é, com pouca ou nenhuma
estratificagao vertical.

O presente item apresenta as equagdes governantes do escoamento obtlidas atavés
da integragao na profundidade das equacoes a trés dimensdes (2.7 e 2.10). Tomando-

se um plano de referéncia conforme indicado na figura 2.1, tem-se

H(z,y,t) = h{z,y) + nlz,y.1)

(f)) (z,y.1) H/ ( )(m,y._z.t)dz

Observam-se ainda as seguintes condigoes de contorno:

assim,

=2

na superficie — z = p(z,y,1)

ad 0
L L
ot dz Oy
e no fundo — z = -4
u=v=w=1_0
Procede-se entao a integracdo em OZ, entre z = —h e z = 5, de cada uma das

equagoes governantes. Este processo esta detalhado no anexo 3 do presente trabalho.
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FIGURA 2.1: Corpos d’agua Rasos
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2.3.1 - Equagoes Governantes Integradas na Profundidade

A equagao da continuidade para modelagdo 2DH é assim dada pela expressao:

on 4 .. 0,

(2.12)
As equagoes da conservagio da quantidade de movimento nas diregoes OX e OY
$ao, respectivamente:

D on .
Di - e T
1 (8 B 3 g b
— ¢ — 9 — 4 i -
+ iy 1 (25)] 3 [ (354 2)
]. v hd B nad :
+H—p(Tx|V-S|—Txlv-B|) (2.13)
Do n .
Dt _gay_ﬂu

1 7, dt du ad
*Fp{a—w[f““w( * )1

9%
- - —— 4 2_
oz " ay)| T dy {Hh”( 3y)”
1 , B}
+H—p(—,—;’|v-5|—ff|v-3|)

Conforme Rosman {1987), para a tensdo de vento utilizam-se as expressdes:

Ts S| = purCallipry
*r;/ | V.S |

= PG, Ulzo(y)

(2.14)
onde p,, ¢ a densidade do ar, C, o coeficiente de arrasto, e U/} a velocidade do vento

medida 10m acima da superficie livre. Existem diversas férmulas empiricas para o
calculo de (.

A formulagao dos termos de atrito no funde é objeto de uma discussio detalhada
no item 2.5, na sequéncia.
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2.3.2 - Modelagao

Os modelos hidrodinamicos de circulag¢ao em corpos d’agua rasos sao assim dados
pelas equacgoes da continuidade e dindmicas integradas na profundidade (2.12 e 2.13,
respectivamente — do mesmo modo que para o caso 3D, pode-se suprimir a notacio
indicando a promediagdo das velocidades, a qual fica subentendida).

As condigdes de contorno necessarias a modelagio devem definir os campos de
elevacoes do nivel d’agua e de velocidades, sendo as primeiras em geral especificadas
ao longo das fronteiras abertas, como por exemplo a entrada de baias e estuarios. As
condicoes referentes ao campo de velocidades sao geralmente associadas as fronteiras
de terra, especificando, via de regra, a componente de velocidade normal a fronteira.
Em alguns casos, dependendo do escoamento, pode ser mostrado que estas condigdes
sao nsuficientes para uma boa definigdo do modelo; especifica-se entao, além delas,
a condigdo de velocidade tangencial nula. Uma discussio mats detalhada a esse

respeito pode ser encontrada em Rosman (1987).

2.4 - CASO UNIDIMENSIONAL (1D)

E comum em Engenharia Hidraulica a modelagio do escoamento em rios e canais
tomando-se as caracteristicas médias de segoes transversais ao longo de seu eixo
principal. E o chamado modelo longitudinal, 1D, e sua utilizacdo, embora usual,
exige uma criteriosa andlise quanto & adequagdo ao problema, dado o nivel de
simplificacdes envolvido, 0 que pode comprometer os resultados caso determinadas
hipéteses e pressuposigbes nao sejam devidamente satisfeitas. Embora o efeito global
de curvas ao longo do eixo principal possa ser considerado por coeficientes adicionais
de perda de carga, é conveniente que o curso d’dgua em estudo possua um tracado
em planta regular, e o mais retilineo possivel. De um modo geral, o escoamento nio

deve estar sujeito a variagbes muito bruscas ou acentuadas de suas caracteristicas



principais, de forma a ser bem representado pelos valores médios de segoes predeter-
minadas. As segdes fornecidas podem ser bastante simples, permanentes e uniformes,
ou variar no tempo e no espago.

O equacionamento matemético do escoamento assim considerado toma por base
as mesmas equagoes gerais da continuidade {2.2) e da conservacio da quantidade
do movimento (2.3) apresentadas no item 2.1, chegando-se porém a uma formulacio
evidentemente bem mais simples. As equagoes de Navier-Stokes unidimensionais
equivalem as chamadas equagdes de Saint-Venant, cuja dedugio é apresentada no

anexo 4 do presente trabalho.

2.4.1 - As Equagoes de Saint-Venant
A figura 2.2 mostra um trecho de canal ou rio, assinalando suas principais ca-

racteristicas médias, podendo-se identificar:

e (} - Vazao afluente ao trecho;
¢ A - Area molhada da secao transversal;

e B - Largura superficial;

n - Cota da superficie livre;

Pas - Perimetro molhadoe da segio transversal;

q1, - Vazao lateral (contribuigdes, perdas por infiltragao, etc.);

S, - Declividade média do fundo;

Sy - Declividade da linha energética.

Tem-se assim a equagdo da continuidade 1D expressa como:
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A 8Q .
L= (2.15)

A equagao dinamica 1D é dada por:

ou du dn
—tu— = —g— S~ 8§ 2.16
a1 + 5a 97—+ 95 ~ 5y) (2.16)
Observa-se que u = (J/A exprime, neste caso, a velocidade média do escoamento

numa dada secao transversal. O termo de atrito ¢ (S; — Sy) € substituido por uma

das muitas férmulas empiricas disponiveis, conforme discutido a seguir.

2.5 - RESISTENCIA AO ESCOAMENTO

Uma vez delineados ao longo deste capitulo os principais aspectos relativos a
modelagdo matematica dos escoamentos, torna-se imprescindivel & sua conclusao
ao menos uma breve discussdo sobre a modelagao dos esforgos tangenciais junto ao
fundo, dada a significativa ordem de grandeza dos efeitos decorrentes sobre o movi-
mento da massa liquida e de cuja avaliacao depende fundamentalmente o sucesso
dos modelos.

Diversas relagoes empiricas, estabelecidas desde ha muito tempo, tém sido em-
pregadas até hoje. Apesar da eficacia comprovaca de algumas destas relagoes, Lanio
a nivel de experimentos em laboratérios, como na pratica dos estudos de Engenharia
Hidraulica ao longo de muitas décadas, persistem sérias dificuldades em quantificar
adequadamente coeficientes empiricos que traduzam a resisténcia ao escoamento
para os dominios pré-estabelecidos de cada problema em estudo.

No caso dos escamentos em corpos d’agua naturais tais dificuldades decorrem
da necessidade de uma avaliagio qualitativa generalizavel da natureza dos materiais

que compoem os leitos dos escoarnentos.



Trata-se a seguir dos critérios mais comumente empregados, indicando-se as al-

ternativas mais recomendaveis, conforme o grau de dificuldade inerente a cada caso.

2.5.1 - Formulas mais Comuns
Sendo a velocidade de atrito, por defini¢ao

. [

.

onde 7y € a tensdo de atrito no fundo; e sabendo-se que para canais com escoamento

permanente e uniforme

To
— 5’0

ﬁfR_

onde R é o raio hidraulico (razao da area pelo perimetro molhado) e Sy a declividade
do fundo, assume-se por hipotese, para o caso mais geral de escoamento variado e nao
permanente, que a declividade da da linha energélica a um dado nstanle em uma
dada se¢ao qualquer, Sy, seja coincidente com o valor de Sy na expressao anterior.

Assim, tem-se que:

ut = \/gRSf

Admitindo-se, também por hipétese, que a velocidade média numa dada secao
possa ser expressa como uma fungdo linear da velocidade de atrito, pode-se entao

escrever que

w o /RS,

Com base neste principio, existem diversas relagbes empiricas para a perda de
carga por atrito, sendo uma das mais difundidas a [6rmula de Cliézy {(1775), o qual

foi o primeiro a estabelecer uma relagao entre os elementos que definem as condicoes
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de escoamento. Esta férmula consiste simplesmente na introdugao de um coeficiente

de proporcionalidade na relagao anterior, ou seja,

w=C\/RS, (2.

g%
)
S

Observe-se que o coeficiente de Chézy possui assim dimensao L /2 / T.
A rigor, o expoente do raio hidraulico nao é necessariamente igual a 0, 5 e alguns
autores propoem outros valores. Gauckler, em 186Y, estabeleccu a seguinte relagao

(MKS):

u= KR35}/’ (2.18)

Os valores de K propostos por Gauckler foram posteriormente revistos por Strickler
(1923), tornando-se a expressao acima conhecida como férmula de Strickler, ou
formula de Gauckler-Strickler. Na pratica, hoje em dia. é comum estimar-se o valor

inverso, conforme proposto por Manning (1897); tem-se assim a expressio comum

da férmula de Manning (MKS),

1 1/2
w = ;sz’fs}/ (2.19)

Outra expressio bastante utilizada é a chamada férmula wniversal da perda
de carga (de Darcy-Weissbach), comumente empregada no cilcuio de Lubulagées.

Expressando-se o didmetro do tubo em funcao do raio hidraulico, chega-se a:

u= 879\/1%_& (2:

onde f é um coeficiente adimensional.

|GV
[\~
[
o

Através destas ou de outras formulas disponivels, podem ser modeladas as tensoes
de atrito no fundo nas equagoes dinamicas anteriormente apresentadas — 2.10 para

o caso 3D, 2.13 para o caso 2DH, e 2.16 para o caso 1.
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2.5.2 - Coeficientes de Resisténcia

A confrontagio das diversas férmulas empiricas apresentadas permite relacionar
os diferentes coeficientes de atrito propostos por cada autor. Observa-se que:
Sg RI/S

c= /9
f n

(2.21)

C - coeficiente de Chézy;
f - coeficiente de Darcy-Weissbach;

n - coeficiente de Manning,

Assim, qualquer que seja o caminho escolhido, o problema recaira sempre na
escolha arbitraria de um coeficiente empirico, com base na avaliacio qualitativa das
caracteristicas do problema.

Existe no entanto uma alternativa, a partir do estabelecimento do perfil de veloci-
dades, o que e muitos casos pode ser feito com bastante confiabilidade. Diversos
experimentos em laboratorios realizados nas tiltimas décadas, permitem estabelecer
perfis logaritmicos de velocidade sob determinadas condigoes, em lungao da veloci-
dade de atrito, da espessura da camada limite, da rugosidade absoluta das paredes.
e do raio hidraulico. Segundo Abbot e Basco (1989), para quaisquer tipos de secoes
transversais, desde condutos fechados até canals bastante largos, na condigao de
paredes efetivamente rugosas, a velocidade média pode ser calculada com resultados
bastante satisfatorios pela férmula

61

u‘l
y=—In—
K r/2

onde £ € a constante de Von Karman, usualmente igual a 0,4 para a dgua, e r a

rugosidade absoluta.

A condigao de contorno rugoso pode ser estabelecida pela relagio
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=
5h3

o

sendo & a espessura da camada limite. Para os escoamentos a superficie livre
demonstra-se que esta condigdo ¢ satisleita na maioria absoluta dos casos; ha porém
expressoes analogas para a condigao de paredes lisas, ou casos intermediarios, levando
em conta a espessura da camada limite — ver Abbot e Basco, 1989.
Pode-se assim substituir a equagao 2.22 na {érmula de Chézy (2.17). ohtenda-se
desta forma a seguinte expressdo para o coeficiente de atrito (MKS):
61

C =18log ﬁ—z— (2.23)

Caso se deseje trabalhar com outras formulas de atrito, calcula-se o valor do
coeficiente de Chézy pela expressio 2.23, podendo o cocficiente desejado ser obtido
através de relagoes simples, conforme a expressao 2.21.

Resta por fim a questdo da avaliacido do coeficiente de atrito escolhido, ou da
rugosidade absoluta do leito, em funcio de cada problema estudado. No caso de
tubulacoes, canais artificials, etc., estes valores estio satisfaloriamente bem esta-
belecidos, em fungido dos materiais utilizados, encontrando-se tabelados nos livros
ou manuais de Hidrdulica. Para os corpos d’agua naturais. ha tamhéni indicagoes
de valores dos coeficientes mais utilizados, assim como de rugosidade absoluta, em
funcao de avaliagdes qualitativas das caracteristicas dos leitos. Citam-se a seguir. a

titulo de ilustragao, os valores de rugosidade compilados por Abbot e Basco (1989).

Leitos em terra, com superficie suave 0,007 m
Leitos em cascalho 0,020
Leitos onde ha transporte de sedimento  0.015m a 0.080m
Leitos pedregosos },100m
Cursos d’dgua com vegetagao (,200m
Leitos rochosos 0,300m
Leitos com obstrugoes 0,500m
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Cabe assinalar, alias, que a rugosidade absoluta é um dado material do problema.
podendo inclusive, em alguns casos, prescindir de tais referéncias, optando-se pela
avaliagado/medigdo local. O mesmo nao se pode dizer dos coeficientes de atrito, cujos

valores sao resultados exclusivos de aferigoes das férmulas empregadas.

2.5.3 - Termo de Atrito na Equagiao Dinamica 1D

Na modela¢do do termo de atrito no caso unidimensional opta-se, no presente
trabalho, pelo uso da férmula de Darcy-Weissbach.

Para canais lagunares, considera-se como o nivel de referéncia aquele correspon-
dente a0 NMM (nivel médio do mar), sendo S, = 0. O termo de atrito é assim dado
por —gSy. A partir da equacao de Darcy-Weissbach (2.20) obtém-se:

fu

|5f|=SgR

O sinal de S; depende, evidentemente, do sentido do escoamento, podendo-se

assimmn escrever que:

2.5.4 - Tensao de Atrito no Fundo nas Equacoes Dinamicas 2DH e 3D

A modelagdo a duas ou trés dimensdes requer, conforme foi visto, a especificacao
das tensdes de atrito no fundo em cada direcdo. Nas equagoes dinamicas para
modelagao 2DH (2.13, item 2.3) foram utilizadas expressoes do tipo 77 | V- £ | -
sendo 7 = z,y.

Segundo Rosman (1987), aplica-se a usual lei quadritica. Sendo a tensdo de

atrito proporcional ao quadrado da velocidade, escreve-se entao que:
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BIv.B| = pCf(tl?-i-‘"?)u?ﬂ
Tf|€7-B| = pCj'(ﬂ2+"‘2)l/2ﬁ

Cy é o coeficiente dado por uma das formulas de resiténcia disponiveis. Adotando-
se por exemplo a expressao de Chézy para a perda de carga (2.17) chega-se & seguinte

expressao:

c?
Sendo assim
>
%k ok



Capitulo 3

Consideracgoes sobre a Modelagao
Numeérica

Uma vez formulados os sistemas de equagoes diferenciais parciais que constituem os
modelos matematicos de escoamentos esbarra-se, no passo seguinte, nas dificuldades
inerentes a sua solu¢do, de modo possibilitar as simulagoes e previsdes necessarias a
otimizacdo das solugdes de Engenharia. No passado, grandes esforgos eram despen-
didos pelos engenheiros na busca de métodos analiticos ou graficos, baseados ainda
em umas tantas hipoteses simplificadoras, de forma a se poder solucionar, para
casos especificos, 0s modelos matematicos ha muito estabelecidos. Com o advento
da informatica, um novo caminho se abriu, a partir do desenvolvimento de meétodos
numericos para a solugao de sistemas de equagoes dilerenciais parcials desprovidos de
solugdes analiticas conhecidas. F, a medida do avango das ciéncias computacionais,
maior a complexidade e o alcance dos chamados modelos numéricos, para as mais
diversas areas de aplicagao, incluindo-se al a Hidrodindmica.

O presente capitulo apresenta, incialmente, uma breve explanagao sobre os mé-
todos numéricos de diferencas finitas e elementos finitos. Para corpos d’agua irre-
gulares, a modelagao via elementos finitos mostra-se mais eficiente na representagao
dos contornos. Entretanto, os modelos em diferencas finitas sao usualmente resolvi-
dos através de algoritmos altamente eficientes, como por exemplo o ADI (“Alternate

Direction Implicit”); através de um desacoplamento no calcuto das diversas varidveis
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reduz-se o problema a solugées miultiplas de sistemas tridiagonais (os quais. por sua
vez, podem ser resolvidos através de métodos especificos, mais eficazes, como por
exemplo empregando-se um esquema de varredura dupla). Tais esquemas. infeliz-
mente, ndo sdo aplicdveis a elementos finitos, tornando os custos computacionais

associados a estes 1ltimos em geral bem mais elevados.

3.1 - PRINCIPIOS GERAIS DOS ALGORITMOS DE DIFERENCAS
FINITAS E ELEMENTOS FINITOS

O método das diferencas finitas é uma das principais ferramentas para a solugao
numeérica das equagdes governantes dos escoamentos. A integracio das equacdes di-
ferenciais parciais é feita através da substituicao dos termos diferenciais das equagoes
continuas por esquemas de diferencas finitas, oblendo-se assim expressdes anilogas
aquelas, a serem resolvidas via computacido numérica. As aproximagoes para os
termos diferenciais podem ser obtidas de operagbes envolvendo expansdes em séries
de Taylor para as fungdes e suas derivadas. Define-se o erro de truncamento associ-
ado como sendo da ordem dos termos dezprezados nas expansdes em séries. Deste
modo, dada uma grandeza caracteristica P, variando no tempo e no espago, podem
ser obtidas expressoes de diferenqas finitas para as derivadas parciais de quaisquer or-
dens, e com erros associados de O(N; Ax), O(A?%; Ar?), ete. Conforme as operacoes
efetuadas, estes esquemas envolvem valores de P em pontos diferentes da malha,
caracterizando assim esquemas progressivos — envolvendo apenas pontos posteri-
ores; centrados — envolvendo 0s valores da fun¢ao em um mesino nimero de pou-
tos anteriores e posteriores; ou regressivos — envolvendo apenas pontos anteriores.
Observe-se ainda que a modelacao via diferencas finitas pode empregar esquemas
explicitos — quando os valores num ponto no passo de tempo £ = (1 + | )2\l sdo cal-

culados apenas em funcdo dos valores em pontos no tempo ¢ = nAt; ou implicitos —
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quando os valores de pontos vizinhos no tempo de simulagdo { = (n + 1)A¢ tém umn
determinado peso no calculo do valor da funcao em cada ponto. Neste tltimo caso,
demonstra-se que as ponderacoes do esquema de calculo influenciam diretamente na
estabilidade numeérica (o capitulo 5, na sequéncia, apresenta uma discussao sobre a
estabilidade numérica dos esquemas de diferencas finitas utilizados na solugio das
equagdes de Saint- Venant - item 5.4).

O método dos elementos finitos provém do método de Galerkin o qual, por sua
vez, € umn dos chamados metodos de residuos ponderados. Dada uma grandeza P.
variando no tempo e no espago, e regida por uma equagao diferencial, L{P) = 0,
assume-se como solugao aproximada do problema uma fungao do tipo

N
Po=) a;¢;
i=0
onde ¢; sdo fungdes de aproximagdo, linearmente independentes, e a; a0 parametros
a serem determinados. Entrando-se agora com £, na equagao diferencial original
observa-se que L{P,) # 0 = . Os métodos de residuos ponderados consisten:,
basicamente, em distribuir este erro ou residuo em todo o dominio do problema

(D), escrevendo-se assim que

v =0
Jove

onde ¢ é uma fungio de ponderacido do erro. A diferenca entre os métodos de
residuos ponderados reside, justamente, na escolha desta fungdo de ponderagao.
Existem assim o método da colocagao, o método dos momentos, e o método de
Galerkin, entre outros. Este ultimo caracteriza-se pela escolha das funcgées de
ponderacao idénticas as fungdes de aproximagao. Observa-se no entanto que os
parametros a;, por determinar, sdo desprovidos de significado {isico, o que resulta
em sérias limitagdes a esta aproximagdo (ver Abbott, 1989). Substituindo-se alter-
nativamente a; por P;, correspondente aos valores de P nos pontos nodais j de um

dado elemento - e, portanto, a solugio desejada do problema — pode-se entao
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entender os valores de ¢; como funcoes de interpolagac. Tem-se assim o chamado
meétodo dos elementos finitos, utilizando-se comumente fungoes de interpolacao li-
neares ou quadraticas.

A partir desta visao sumaria dos métodos de diferencgas finitas e elementos finitos
podem ser observadas algumas questoes relevantes no tocante & modelagdo numérica
dos escoamentos. A solugao das equagoes de Navier-Stokes via diferengas finitas, so-
bretudo nos casos a duas e trés dimensoes, empregando esquemas implicitos, requer
a solugdo, a cada passo de tempo, de sistemas matricials de equagdes os quais, em
fungao da geometria do problema em estudo, € das exigéncias relativas & malha, po-
dem resultar em modelos extremamente onerosos, pelo espago de memoria e tempo
de processamento requeridos. O mesmo se verifica nos casos de modelacao via e-
lementos finitos. Ocorre porém, no primeiro caso, a possibilidade de se empregar
técnicas especialmente desenvolvidas para tornar os algoritmos de calculo bem mais
ehcientes, tanto em termos de espaco de memdria ocupado, como de tempo de proces-
samento requerido, resultando assim em modelos mais econdmicos. LEstas técnicas,
infelizmente, nao se aplicam aos esquemas de elementos finitos. Deste modo, di-
versos problemas a duas e trés dimensoes, para os quais, conforme assinalado an-
teriormente, a discretizagio em elementos finitos é mais apropriada — descrevendo
melhor os contornos fisicos do problema — estao ainda sujeitos a limitacdes quanto
as possibilidades de simulagdo, por serem os modelos disponiveis, em alguns casos.

extremamente dispendiosos.

3.2 - PRINCIPIOS GERAIS DO ESQUEMA ADI (“ALTERNATE DI-
RECTION IMPLICIT”)

O esquema ADI tem por objeiivo promover um desacoplamento do cilculo das

diversas variaveis do problema, através de procedimentos exclusivamente numéricos.
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visando uma maior simplicidaded computacional. Introduzido por Peaceman e
Rachford em 1955 é comumente utilizado em modelagio a duas dimensdes via
diferengas finitas. A partir de valores conhecidos das grandezas do problema no
tempo t = nAt sdo escritas equagdes discretas que, numa diregao arbitrada, per-
mitem o calculo dos valores caracteristicos em um tempo intermediario. { =
(n 4+ 1/2) At; a partir dal, tomando-se a outra direcdo, calculam-se os valores finais,
no tempo t = (n + 1} Af. Deste modo, reduz-se o problema a solugdes multiplas
de sistemas envolvendo matrizes tridiagonais, os quais podem entao ser tratados
de modo mais eficiente, como por exemplo empregando-se o método (algoritmo) de
varredura dupla.

Conforme assinala Abbott (1989), o algoritmo de varredura dupla pode ser con-
siderado como um caso particular do método de eliminagdo gaussiana para a solucao
de sistemas matriciais. Para uma dada grandeza P, variando no tempo e no espago,

sendo conhecida uma relagao discreta implicita no tempo da forma

AP+ BPIM + P! = D, (3.1)
estabelece-se um sistema matricial para a solugio de P a cada ponto 7 (variando de
i=1az1=1)no tempot = (n+ 1) At, onde a matriz principal é do tipo matriz
banda, com 3 diagonais niao nulas — matriz tridiagonal. O esquema de varredura
dupla consiste em assumir uma relagio linear entre Py, e P, no tempo n + 1.
introduzindo deste modo duas varidveis discretas independentes adicionais, £; e F}.
escrevendo-se entdo que

PEY = B.PPH L F, (3.2)

Operando-se com estas duas equagdes pode-se estabelecer que



Di— AF,

Fioy=—F/—F1
' AE+ B

(3.4)

Assim, a partir da condigao de contorno conhecida em ¢ = iz, podem ser estabele-
cidos os valores de Ej-; e Fj;_1; e a partir destes, empregando-se sucessivamente
as equagoes 3.3 e 3.4, todos os demais valores discretos de £ e F. até o ponto
¢ = 1. Sendo dado um contorno conhecido neste ponto, calculam-se entdo, através
da equacao 3.2, os valores de P, desde i = 1 até ¢ = 1, no tempo n+ 1. Dai o nome,
varredura dupla, pelo fato de se percorrer a malha, sucessivamente, num e noutro
sentido.

Dado que o tempo de processamento depende, essencialmente, do porte dos sis-
temas matriciais a serem resolvidos — e da eficiéncia dos algoritmos empregados
para tanto, fica evidente a superioridade de um modelo via diferencas finitas em-
pregando o esquema ADI/Varredura Dupla, em relagio a um outio, via elementos

finitos, sob esse ponto de vista.

3.3 - ESTABILIDADE NUMERICA

Considerando-se as condigoes iniciais para a simulagio numérica de um dado
problema, as condigbes de contorno conhecidas, e dados intervalos de espago e
tempo fornecidos (Axz e At) chega-se, apds um dado tempo de simulagao TS, aos
parametros que caracterizam uma condi¢io final do problema. A solucao do pro-
blema ¢ assim dada pelos valores calculados a cada ponto discreto no tempo e no
espago. Considerando-se agora a gama de todas as combinagoes possiveis de Aa e
At para fins de modelagao, pode-se definir um conjunto de solugoes que conduzem
aquela condigao final, a partir de uma mesma condigio inicial dada. Um esquema
numeérico para a solugao de modelos matematicos ¢ dilo estavel, se todas as solugoes

contidas neste conjunto possuirem valores finitos, para todo e gualquer elemento
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considerado — ver Abbot (1989).

Destarte, dado um sistema de equagoes diferenciais que definem o modelo ma-
tematico concebido para um problema fisico qualquer, sua solucao através da dis-
cretizagao espago-temporal de um dado dominio de interesse — solugao numérica
— envolve algoritmos de discretizacdo que caracterizam os chamados esquemas
numéricos; esquemas estes que encerram, via de regra, um determinado grau de
instabilidade numérica. E possivel, no entanto, verificar analiticamente sob que
condigoes um dado esquema numérico apresenta-se estavel. A principal lerramenta
matematica utilizada neste tipo de andlise sdo as transformadas de TFourier, a par-
tir de expansdes em séries de Fourier. A chamada andlise de Fourier estabelece
uma “ponte” entre as equagdes diferenciais parciais, continuas, e sua representagao
numa forma discreta, correspondente as equagdes numéricas; pode-se assim in-
vestigar o modo como as respostas ao equacionamento discreto diferem daquelas
decorrentes das equagdes continuas (conforme Abbott, 1989). Em funciao destas
analises sao estabelecidas as chamadas condigdes de estabilidade de um esquemna
numérico. Estas condigoes estabelecem em geral limitagdes para a fixagao cos inter-
valos de discretizagido espago-temporal, de modo a assegurar a estabilidade do es-
quema — fixando-se, por exemplo, intervalos de variagao permissiveis para o niimero
de Courant, NC, diretamente proporcional a A{/Ax.

Uma discussao detalhada a esse respeito pode ser encontrada em Abbotl e Basco
(1989). O modelo desenvolvido para o presente trabalho de investigagoes sobre
a viabilidade de um esquema analitico-numérico de desacoplamento mostra-se, ua
pratica, bastante estavel, nao tendo sido assim desenvolvidas analises tedricas de
estabilidade para os esquemas utilizados. No capitule 5, porém, estido ilustrados
alguns casos de instabilidade numeérica, para simulacdes em condigoes extremas das

malhas de discretizagao.

39



Capitulo 4

Desacoplamento via Substituicoes
Sucessivas

Conforme discutido no capitulo anterior, o desacoplamento do cdlculo das elevagdes
do nivel d’agua e das componentes da velocidade reduz os modelos numéricos de es-
coamentos a solugao consecutiva de sistemas tridiagonais, com significativa redugao
do espago de memdria requerido e do tempo de processamento, resultando assim
em custos computacionais bem mais baixos. O presenie capitulo apresenta um
esquema numerico para a solugao das equagoes do movimento — equagao da con-
tinuidade e equagoes dinamicas — através de sucessivas substitui¢des na equacio da
continuidade, permitindo desta forma o desacoplamento.

O objetivo tltimo do esquema proposto é possibilitar o desacoplamento para
esquemas de elementos finitos, mais eficazes na representagao dos contornos de um
corpo d’agua irregular. Estes esquemas sdo usualmente empregados na modelagio
a duas ou trés dimensoes e carecem ainda, conforme assinalado, de algoritmos mais
eficientes para a redugio dos custos computacionais e, inclusive, a viabilizagdao da
modelagdo de determinados problemas de grande complexidade (sobretudo nas areas
de estudos relacionados a qualidade do meio-ambiente).

O presente trabalho, no entanto, objetiva definir a viabilidade numérica do es-
quema proposto, através de pesquisas preliminares, tendo-se concentrado esforcos

na modelagao de canais de maré 1D, para os quais foi desenvolvido um modelo
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desacoplado completo, em contraposicio a um modelo acoplado convencional. A
exaustiva analise de casos utilizando um e outro modelo leva a algumas importantes
conclusdes quanto a eficacia e aos cuidados necessirios no emprego desta técnica de
desacoplamento.

Destarte, discute-se a seguir o desenvolvimento tedrico detalhado para a for-
mulacio de um modelo 1D, e seu desacoplamento, indicando-se a partir dai os prin-
clpals passos para a extensio da técnica de substituigdes sucessivas aos casos de
modelacgao 2DH e 3D. A forma final do modelo para canais de maré 1D, bem como
sua aplicagao em comparacdo com o modelo acoplado € apresentada na sequéncia,

no capitulo 5.

4.1 - CASO UNIDIMENSIONAL (1D)

4.1.1 - Canal Lagunar

O modelo matematico de escoamento longitudinal em canais é dado pelas equacoes
da continuidade e dindmica 1D, também chamadas equagdes de Saint-Venant (capitulo
2, equagdes 2.15 e 2.16).

Toma-se como exemplo um canal lagunar, conforme mostrado esquematicamente

na figura 4.1, identificando-se:

e NMM - nivel médio do mar;
e 7' - periodo da onda de maré;
o h - profundidade em relagao ao NMM;

e 7 - cota da superficie livre numa dada secio transversal .
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A vazao lateral g, = 0. O termo de atrito pode ser modelado pela expressao de
Darcy-Weissbach — sendo f um coeficiente de atrito empirico e £ o raio hidraulico
da secdo transversal (ver capitulo 2, item 2.3). As equagdes governantes asssumem
assim as expressoes:

continuidade

oy 8
Ba—? + o (B (h+m)] =0 (4.1)

conservacao da

quantidade de movimento

Ou Ou_ Ip  fulu]
ot " "9x " Y9 T8 R

Estas equagoes sao a base do modelo numeérico desacoplado desenvolvido neste tra-

(4.2)

balho, conforme apresentado no capitulo 5. A condigao de contorno na embocad.u ra
com o mar é sempre do tipo n(t) dada, correspondendo a oscilagao de maré em
relagao a0 NMM. A condigao mais usual na outra extremidade do canal especifica
uma relagdo entre %(t) e u(t), como por exemplo, fornecendo-se um hidrograma

afluente.

4.1.2 - Equagoes Discretas no Tempo

Procede-se entao a discretizagao temporal das equagdes anteriormente apresen-
tadas, empregando-se para tanto esquemas usuais com erro associado de O(A¢#?).
Segundo Rosman (1987), para os termos nao lineares que podem ser escritos como o
produto de duas fungdes lineares, pode ser utilizada a chamada latora¢ao implicita.
Assim, dada uma grandeza P = P(z,t), cuja derivada temporal é expressa como o

produto de L1 e L2 — fungdes linerares de P — iem-se que:

oP

55 = L1 (P) Lo (P) = (L Ly + L)

B | =
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onde L7 corresponde ao valor de £; no tempo t = n&At e L™ ao valor de L; no
temmpo t = (n + 1)AL. Observa-se que, caso L1(P) ou Ly(P) seja uma constante
recai-se no esquema de Crank-Nicholson.

Para os termos nao lineares que ndo podem ser expressos deste modo, representando-

05 coInoe

aP
57 = N(P).L(P)

onde N (P) é uma fun¢io nao linear de P, ainda segundo Rosman (1987), pode-se

adotar o seguinte esquema de discretizagio:

apP

o = % (Nm.Lm — A A

Note-se também que, se N(P) for constante recai-se no esquema de Crank-
Nicholson para L({P), e se L( P} for constante obtém-se o esquema de Adam-Baschfort
de segunda ordem para N(P).

Obtém-se assim as expressoes da continuidade e da conservagao da quantidade

de movimento discretas no tempo:

continuidade

conservagao da

quantidade de movimento

2 /a1 oa apt QU GOt
Al (u u ) 4 u D u o
ad n n f Iunln lzun_,un—l‘n
—g%(""“”)_g(ﬂn” o e (4.4)

Estas equagdes sao a base de quaisquer modelos numéricos para canais de maré
1D, devendo ser expressas numa forma discreta no espago, para aplicacao a mina dada

malha de pontos escolhida. E a partir dai que se pode entdo optar por um esquema
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acoplado convencional, ou langar mio de um de processo analitico de substituicoes

para desacoplamento dos calculos, conforme apresentado nos itens a seguir.

4.1.3 - Modelo Acoplado

O desenvolvimento de um modelo acoplado, convencional, consiste simplesmente
na discretizagao espacial das equagdes do movimento para o estabelecimento de um
sistema implicito a cada passo de tempo, com duas equagdes discretas para cada
ponto de uma dada malha onde se desejam obter os valores da velocidade e da
elevacao do nivel d’dgua, u e 1, respectivamente. Utilizam-se entao, para os pontos
intermediarios, esquemas de diferencas centradas, com erro associado de O{Az?).

Assim,

oP* Pk, - pPF
dr +12A3: 1+O(A$2)

onde P* é uma grandeza discreta no tempo k, variando espacialmente, e os indices
¢+ 1 e 1 — 1 representam pontos discretos no espaco.

Observe-se que, para os pontos inicial e final da discretizacio espacial devem
ser empregados esquemas de diferengas finitas com a mesma ordem de grandeza do
erro associado. Nestes pontos porém, uma ou outra equagao € subslituida por uma
condigdo de contorno que pode ser, de uma forma geral, a explicitacio de nma das
grandezas envolvidas, de suas derivadas parciais, ou ainda uma funcao relacionando
estes valores. Em se tratando da modelagao do escoamento em canais lagunares,
buscando-se conhecer os valores da velocidade u e elevagao do nivel d’agua 7, é co-
mum a especificacdo da variagao das elevagoes do nivel d’agua com o tempo na embo-
cadura do canal no mar, e de uma relagao entre as grandezas caracteristicas na outra
extremidade (como por exemplo, fornecendo-se um hidrograma afluente). Entre-
tando, visando-se a apresentagao do esquema de desacoplamento proposto, através

da formula¢do de modelos perfeitamente equivalentes, com ou sem desacoplamento,
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nao sao consideradas, por ora, as equacoes concernentes aos pontos extremos. cujo
tratamento matematico pode ser feito de forma andloga. No capitulo 5, a seguir, en
que se trata da formulagao e aplicagdo do modelo desacoplado para canais de maré
1D, sdo apresentadas entdo as formulagbes completas considerando os diversos tipos
possiveis de condi¢des de contorno, e discutindo-se em detalhes as limitagdes assim
impostas a técnica de desacoplamento.

Chega-se assim, com a introdug¢io do esquema de discretizagao espacial nas
equagdes governantes discretas no tempo (4.3 e 4.4) as seguintes expressoes:

continuidade

4A:;
= Biguly i = Biy (koo 4 i )i, + Bt

+ B ulamih + Bt (ki + iy ) ) = (4.5)

Az

=B

n n T
o BH_] hi+1u{+1 4 Bi—l h.t'_l'u.i_l

conservagao da

quantidade de movimento

4Ax z] 2ut — !
n+1 1’1+1 n n 1 1
_97?; - u’ﬂu + ( At + ui-l-l + g + IT ZRn R:l 1 ) Uy !

k3 n,_n 4A$ n n T A:L l u”’ |
+gni +ufulfl = —ul - g (M — 1) — R W

(4.6)
O modelo acoplado convencional consiste pois na aplicagio direta destas equacoes
a uma dada malha de N pontos resultando, a cada passo de tempo, num sistema

definido por uma matriz de dimensdes 2N x 2N com 7 diagonais nao nulas. conforie

indicado na figura 4.2.

4.1.4 - Modelo Desacoplado
O primeiro passo para o desacoplamento proposto é a explicitacio, na equacio

dinamica discreta no tempo (4.4), da velocidade no tempo ¢t = (n + 1)At, em funcio

46



ub by
Uy b2

X

e
X
X

. Bos_
T 21-1
X u; baj
TIN ban-1
Uy bay

XX

2Nx2N 2Nx1 ZHx1
FIGURA 4.2: Esquema Matricial para o Sistema de Equagoes do Modelo Acoplado

da elevagio do nivel d’dgua no mesmo instante de tempo, e de valores conhecidos
destas grandezas nos tempos anteriores. No entanto, é necessario substituir nesta

equagio o termo em Ju™t! [z, escrevendo-se entao:

6 n+l B . .
Té_}m :g(?,u —u 1)

Assinala-se aqui que esta é, na verdade, a tinica modificacio a ser introduzida na
formulacao das equagdes para o desenvolvimento do esquema desacoplado, conforme
sera possivel observar na exposicao a seguir. Mais que isso, a expressao anterior cor-
responde simplesmente a uma alternativa matematica valida para o tratamento do
termo que, devido a discretizagio temporal, exprime tao somente a metade do termo
advectivo de inércia da equagdo dindmica (ver capitulo 2, iter: 2.1). Pode-se assiin
afirmar que a representagao _matelﬁa',tica do escoamento adotada para o desenvolvi-
mento do modelo desacoplado em pouco, ou quase nada, difere daquela comumente

empregada para os modelos acoplados convencionais, conforme apresentado no item
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anterior. Com isto, é possivel chegar a uma expressao para u™*! na forma

+ aff (4.7)

onde

B = —A—tuﬂ - 987 - gFu u“a'l (9u" — u”“])

Esta expressao pode entido ser substituida na equagao da continuidade discre-
ta no tempo (4.3), procedendo-se em seguida a discretizacio espacial da rmesma,
empregando-se para tanto um esquema de diferengas finitas com erro associdado de
O(Az?), da mesma forma que para o modelo acoplado. Como resultado obtérm-se
uma equagao discreta a qual, aplicada aos N pontos de uma malha pré-definida,
possibilita o calculo implicito dos valores de elevacao do nivei d’dgua, de forma
desacoplada. Para os pontos intermediarios, esta substiuicio de (4.7) em (4.3), e
sua discretizagdo espacial através de um esquema de diferencas centradas resulta

numa equacao onde apenas os valores de n(2;. 1) sdo incognitos.

{[Bi+10~’i+1 (7??+1 + hi+1) —4B;oi (0 + hi) - By (T‘T‘?-l + hi"')] ‘227*_

dAzx
Bivudoa JuH + [Bies + B asg b + )] 0+

{[=Bersirs (s + hisn) = 4Bi0 (00 4 h) + Bsaics (a4 hicy)] 55
(13)

L YAV 2
’J’.
AL

+B;+1u?+1} U?-:Pll = B; — Bioip B (U?-f—l + hi-H) +

n
Bi—lai—lﬁf—l (T}.-_1 + hi—l) - Bi+1‘lt?.|.-1hi+1 + B:’—luf_lhi—l

onde




4Az - fAz | uy | .
Bi = AL T Y (7?.?+1 - "?3‘—1) " Rn Uj (2“J+1 —uip ~ 2uf l)

sendo j =1—1,70ut+ 1.

Os valores de elevagdo do nivel d’agua calculados através desta equacao podem
entao ser substituidos numa das duas equagdes governantes discretas no tempo e
no espago — equagao da continuidade (4.5) ou equagio da conservacao da quanti-
dade de movimento (4.6) (conforme apresentadas para o desenvolvimento do modelo
acoplado no item anterior). Esta substituigao resulta numa equagao discreta a qual,
aplicada novamente aos pontos da malha, permite o cdlculo desacoplado das veloci-
dades.

Deve ser observado que, no calculo das elevagoes do nivel d’agua foram uiilizadas
ambas as equagdes, da continuidade e da conservgao da quantidade de movimento,
substituindo-se esta naquela. Ocorre no entanto que, para o calculo das veloci-
dades, sendo conhecidos os valores de elevagao do nivel d’dgua, necessita-se apenas
de uma das equagbes. A escolha recai na equagio da continuidade, visto ser esta
uma condigao essencial a ser preservada na modelagao do escoamento. Verificou-se,
na prética, que com esta opgao também se obtém uma maior estabilidade numérica
do modelo, conforme sera visto no capitulo seguinte, quando da discussao sobre
a aplicagio do modelo desacoplado, em comparacio com o acoplado convencional.
Assim, sendo os valores de n™*! conhecidos, pode-se reescrever a equaciao da con-
tinuidade discreta no tempo e no espago {4.5), mantendo-se do lado esquerdo apenas

os termos em u™*!, que sdo as incégnitas remanescentes:

=By (hi-l + 7??—1) u?;ﬁ.l + Bin (hi+1 + "f??+1) ?ill =

4Ax
= B:‘"“ATW? ~ Biyrhipiulyy + Bicthiogul (4.9)
n 4A1: n ki n
+B —1?‘[!—1771—+11 B At — - Bi‘f'lui—{—lni-:’ll
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FIGURA 4.3: Esquema Matricial para o Sistema de Equacoes do. Modelo
Desacoplado

O modelo desacoplado consiste assim na solugao sucessiva de dois sistemas ma-
triciais tridiagonais cujas matrizes principais, para uma dada malha com /N pontos,

sao de dimensdes N x N cada uma. E o que mostra a figura 4.3.

4.1.5 - Andlise Comparativa

A formulagédo completa de um modelo 1D para canais de maré, incluindo o equa-
cionamento de diversas alternativas para as condigdes de contorno counhecidas, é
objeto do capitulo 5, na seqiiéncia. Observa-se porém, em fungao da formulacio
ora apresentada, que ambos os modelos, na pratica, fornecem resultados pratica-
mente idénticos e, para os problemas usualmente modelados desta forma, sio de
porte equivalente, podendo ser utilizados inclusive em equipamentos do tipo micro-

computadores pessoais.



Apesar disso, sao evidentes as diferentes concepgoes dos algoritmos apresentados,
que em termos de processamento traduzem-se pelas diferentes caracteristicas dos
ststemas matriciais de equa.géés lineares resolvidos a cada passo de tempo (figuras
4.1 e 4.2).

O espago de memdria requerido para a solugao computacional dos modelos é
fungao do nimero de elementos que compdem as matrizes a serem processadas, va-
riando natﬁralmente com o nimero de pontos da discretizacao lornecida. I também
sabido que o tempo de processamento de tais modelos dependeré, basicamente. do
tempo gasto pela rotina de solugéo de sistemas matriciais empregada, sobretudo para
problemas de grandes dimensdes. No caso das matrizes tipo banda, ou seja, matrizes
que podem armazenadas tomando-se apenas os elementos de um certo nimero de
diagonais nao nulas, acima e abaixo da diagonal principal, o processaniento pode
ser efetuado ocupando um espago de memdria bem menor, ¢ de modo mais rapido,
operando-se com vetores reduzidos. Em se tratando de matrizes tridiagonais —-
matrizes tipo banda onde apenas a diagonal principal e as duas adjacentes sio nao
nulas — podem ser empregadas técnicas ainda mais eficazes, tais como o método de
varredura dupla, descrito no capitulo anterior.

Para os modelos ora em questdo, os esquemas apreseniados nas figuras 4.1 e 4.2
consideram apenas o equacionamento dos pontos intermediarios da discretizagio,
conforme anteriormente assinalado. A rigor, a imposigio das condicoes de con-
torno acrescentam aos sistemas algumas diagonais; em conseqiléncia, as matrizes do
esquema desacoplado ndo sdo tridiagonais. Em vista disso optou-se, em ambos os
modelos, pelo emprego de uma mesma rotina para a solugdo de matrizes tipo banda.
O algoritmo fornecido pelo pacote de rotinas denominado LINPACK (Dongarra et
al, 1979) pode ser considerado um dos mais eficientes disponiveis atualmente, sendo
o tempo de solugao dos sistemas estimado como diretamente proporcional a nym3, |

onde nys € a dimensio da matriz quadrada, ¢ m s a metade do nimero de diagonais
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ndo nulas da matriz (bandas).

Deste modo, podem ser avaliadas, a grosso modo, as principais diferencas entre
ambos os modelos apresentados, no que concerne ao espago de memoéria requerido
ntimero de elementos nao nulos da matriz — e tempo de processamento. em funcao
de uma mesma malha com N pontos discretos para célculo da elevagao do nivel

d’agua e velocidade média. E o que mosira o quadro a seguir.

MALHA COM N PONTOS: | Espago de Memdria | Tempo de processamento
calculo acoplado 14N 2N x 3 = ISN
cdlculo desacoplado 2x 3N =6N 2x (N x1%) =2N
reducdo percentual 60% 90%

Apesar dos resultados comparativos apresentados vale a afirmagao de que, para
modelagdo 1D, ambos os modelos sdo praticamente equivalentes na pratica. Isto
porque, quanto ao ganho em espaco de memoria, embora se possa chegar efetiva-
mente a cerca de 60%, isto pouco representa para a maioria dos casos que se queiran
estudar, visto que dificilmente o nimero de secdes de um canal [ornecidas para
analise atinge um valor tal que torne o espago de memdria um fator limitante ao
processamento, mesmo em micro-computadores pessoais. QQuanto ao tempo de pro-
cessamento, o ganho percentual assinalado é uma aproximacgao tedrica, difilmente
atingido na pratica para problemas modelados desta forma. De fato, segundo Don-
garra et al (1979), a estimativa do tempo de processamento pode ser bastante impre-
cisa nos casos em que nps e/ou My 540 pequenos, ou da mesma ordem de grandeza
— a maioria dos problemas relativos a escoamento em canais, utilizando modelacao
1D, recai nestes casos, invalidando as estimativas apresentadas, tanto para um como
para outro modelo.

Ainda assim, os nimeros apresentados servem como um indicativo concreto das

vantagens do algoritmo desacoplado sobre o acoplado convencional. Mesmo para

o
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problemas 1D, em estudos eventualmente requerendo uma exaustiva discretizagao
dos canais, efou dispondo de sérias limitacées de equipamentos, o modelo de-
sacoplado pode vir a ser uma ferramenta bastante itil. Importa no entanto o fato
do desacoplamento proposto prescindir de qualquer simplificagdo nas hipdteses para
modelagdo, obtendo na pratica resultados perfeitamente equivalentes aos do modelo
acoplado. Destarte, vislumbra-se a possibilidade da extensao desta técnica aos casos
a duas ou trés dimensdes, com base nos mesimos principios e obtendo, ai sim. ganhos

reais para a simulagido numeérica, com influéncia direta nos custos computacionais.

4.2 - EXTENSAO DA TECNICA DE DESACOPLAMENTO A MODE-
LACAO MULTIDIMENSIONAL

A partir do caso exposto do desacoplamento dos calculos de elevagoes do nivel
d’agua e velocidades para modelagido de canais, € possivel destacar os principios da
técnica proposta, estabelecendo os procedimentos necessarios a sua extensao para
aplicagdo em modelagio multidimensional, inclusive via elementos {initos.

A discretizagao temporal das equagoes governantes via diferencas finitas resulta
ermn expressoes cujos termos incognitos — expressos no tempo ! = (n+1)A7 — sio as
grandezas fundamentais do problema e suas derivadas espaciais. Para pessibilitar o
desacoplamento dos calculos é preciso, antes de se proceder a discretizacao espacial, ¢
independentemente do método ou esquema escolhido para tanto, explicitar cada uma
das componentes da velocidade a partir das equacoes dinamicas. Isto se {az mediante
a substituigdo dos termos que envolvem derivadas espaciais destas componentes por
diferenciais de fung¢des envolvendo apenas termos conhecidos, nos tempos anteriores:

ou seja, efetuando-se nestes, e apenas nestes casos, extrapolagoes do tipo

n+1
3};; — ‘é%‘:(zj)” _ _P'n—l)
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onde P = u,v,w, conforme a equagao utilizada - componente que se deseje explici-
tar.

As expressOes assim obtidas para cada componente da velocidade podem entdo
ser substituidas nas demais equacdes, num processo progressivo, de forma que se
possa obter, a partir das discretizagoes espaciais que se seguem, sistemas desacopla-
dos para a socucao de cada variavel do problema ao longo de toda a malha. Este
processo vai depender do nimero e da forma das equagdes utilizadas, motivo pelo
qual sao detalhados a seguir os principais passos no desacoplamento dos calculos

para modelos 2DH e 3D.

4.3 - CASO BIDIMENSIONAL HORIZONTAL (2DH)

4.3.1 - Equacgoes Discretas
Conforme apresentado no capitulo 2, item 2.3.1, as equagdes governantes para os

escoamento integradas na profundidade (2.12 e 2.13) podem ser escritas na forma

continuidade
dy 0 0
— + —H —Hv =
8t+8.1r: u-l-ay v=20
conservacao da
quantidade de movimento
na diregiao OX
Du an
E = —g a + Qv

1 ad Ou a du v
— A% bk, (22 + L \ux,, [
T {aw l N (26” * oy [H"‘“’ (ay * ?)”

+ Hip [(PMCQUED(@) = Cp (w4 'UQ)U?U]
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conservacao da
quantidade de movimento

na diregio QY

1 d Jv  du J N
*z e (10 (524 )+ 3 [0 ()

. H_p [(pMC’ano(y)) - Cy (u2 + 92)1/2 v]

(observagio - os termos de tensio de vento na superficie e tensio de atrito no
fundo foram substituidos pelas expressoes igualmente indicadas no capitulo 2). A
modelacdo numérica dos escoamentos parte, usualimente, da discretizagao temporal
destas equagbes via um esquema de diferengas finitas; utilizando-se, como no caso

1D (item 4.1.1), um esquema de fatoragio implicita com erro associado de O(At?),

obtém-se:
continuidade
T et ) ()
6% [Un-}-l (h + nn) + " (h +nn+1)] -0 (4_10)

conservagao da
quantidade de movimento

na direcao OX

2
A

Ju™ dunt!
un+1 _.,n + un-i-l + )
( ") oz " o 3y By

_g£ (4 4 7) + 9 (57 +07) 4

() S Y R PR OV
p{(h+nn+l){6w [(’“”’ ) K (2 9a ”*
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3 . ot gyt 1 F]
a_y{(h‘”’ )va( oy oz )Tt )0

d o {OUT TVt
1 1 1 C ,
- arCaU2 _ / ny2 ny2 n_
P [(h+nn+1) + (h_*_nn)] (p 10(x)) D) [(U )+ (") ] u

22 ") |2 ¢ a2 (e 2L
o [+ o) s [ ()] Ju

conservagao da

quantidade de movimento

na direcao QY

o guntl v Gymtl
n+l _ n n+tl n n+-1 n —
(v v)-}-u 6:r:+u oz +v ay-}—v 3y

2
A

if 1 [ } b +1 v“+1 aunﬂ .\
pLh+nnt! 33: l 7

a ntl Juntl 1 i v out
By [(h +7 ) Ky, (2 5 ) 2 (h+9") Kyx D2 + By +

oo ) R

1 1 1 e "
;[(h_l_nnﬂ) + (h+nn):1 (pf"c UlU(y)) m (u")" + (v") ] v

- 2C ny2 ny2]1/2 C nt1Y? PRE A
(s [+ )™ = s [ s (0] e

No caso da modelagio via elementos finitos. o primeiro passo para a solucio

do problema consiste em escrevé-lo na forma integral, resultando na chamada for-
mulagao residual ponderada das equagdes governantes (ver capitulo 3). A dis-

cretizagao temporal da formulagao residual ponderada pode ser efetuada através
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dos esquemas ora empregados; resultando em equagdes cujos integrandos correspon-
dem as equag0es discretas apresentadas — 4.10, 4.11 e 4.12.

Isto feito, parte-se para a subdivisao do dominio do problema em um nimero
finito de elementos, substituindo-se entdo as equagdes governantes na forma integral
pelo somatorio das equagdes integrais aplicadas a cada elemento. A discretizacao
espacial é dada pela escolha das fungdes de interpolagao que definirao a geometria
dos elementos e as demais grandezas.

Nao se pretende aqui detalhar o equacionamento discreto via elementos finitos
ou qualquer outro método para a solugao dos problemas de escoamentos 2DH. mas
apenas indicar os passos necessarios & solugao desacoplada dos mesmos. Neste in-
tuito, é suficiente assinalar que a discretizagio espacial resulta, necessariamente, en
equagdes que podem ser escritas, através de uma notagio compacta, como:

continuidade
Cluf + C203H + C3pt = C0

conservagao da
quantidade de movimento

na diregio OX
XTuptt + X20 + X35t = X0

conservagao da
quantidade de movimento

na diregio QY
Y1upt + Y2uit! + ¥3nit = v0

O detalhamento das expressoes de Ci, X7eY'1, deste modo, além de ser funcao
dos métodos e esquemas particulares adotados em cada modelo. torna-se secundario

para a compreensio da exposi¢io que se segue, sendo por esta razao omitido no
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presente texto. E suficiente ter em mente que tais operadores sao sempre fungoes
exclusivas de parametros expressos em tempos anteriores, e portanto conhecidos;
e que cada variavel discreta representa na verdade um conjunto de valores destas
variaveis em diferentes pontos da malha. Ou seja, que cada termo das equacdes

anteriores pode ser expandido, como por exemplo,
X1upt = (XM + (X D3t 4

Torna-se assim bastante simples a exposicio e compreensio das sucessivas o-
peragdes de substituicao necessirias de forma a se estabelecer, de modo seguro e

inequivoco, os procedimentos que viabilizam o desacoplamento pretendido.

4.3.2 - Esquema de Desacoplamento

Conforme assinalado no item 4.2, o desacoplamento parte da explicitacio das
componentes da velocidade, u"*! e v™*!, tomando-se para tanto as equacoes dinamicas
(nas direges QX eQY, respectivamente). A equagio 4.11, devidamente modificada,

onde necessario, permite assim obter a seguinte expressao para u"*!;

ann+l
dy

1
un+1 — a (181Uﬂ+1 +!827]n+1 + 483 _+_ ;BD) (413)

onde:

Cf n n—14\2 o, 1 n—14v2 1/2
P e——— [(2u u" ) 4 (20" — ) ]
Sum
m——% Q
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1 1 d
= - Imz— out — ¢!
ﬁZ p h 4 an _ Tiil1'1--1 {ax 1 ( u u" )'I‘

ﬁ 2 n__,n-l i n_ ,n—1
ByKIy [ay(Qu w ) + aﬁ(?v v )}}

1 1 ; 87}"‘“
= - 2 n_ ‘n—l
1 1 d n n—1
,34—;h+2nn_nn lf [ (2u™ — o )a(gq, — v )]
2 a » 9 3 P
= R SOt | S " n _.n 2 n_ " _ Q
Bo A T ax(Qu (TR ay( ut — 952 7+ Q" +
- hKoo2 5 (20" — ™
9 d

% [h[{wa (2u" — )+ _%(%n _ un-l)]} |

%h:nn {i [(h-H] o (Q%Z)l N

2 e (22 201

% (h + znnl_nn_l + +1n”) (PerColory) = 7 if??” [w)? + ()]

A expressdo para v™t!, obtida da equagao 4.12, é enn tudo analuga a anterior. A

partir destas expressoes € possivel propor um esquema de desacoplamento, através
de substituigbes sucessivas. As substitui¢des sio feitas, como no caso 1D, prelimi-
narmente a discretizacao espacial; esta dltima, qualquer que seja o método ou es-
quema empregado, resuita em equagdes discretas conforme apresentadas anterior-
mente (item 4.3.1), porém envolvendo apenas uma variavel discreta por ves (nh.

n+1 n+1

up -, ou v ), permitindo assim a solugao desacoplada de cada uma delas. E o que

se apresenta a seguir, de forma itemizada.

59



1. Equacao da Continuidade discreta no tempo (4.10)

_ c-(un+l1 ,Un+1’,'7n+]) =10

2. Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na diregao O X discreta
no tempo (4.11)

—_ MX(U“+1,UH+],7]71+1) =10

2A. Explicitar u”*! na equacio anterior

— w1 (v gt e suas derivadas espaciais) (4.13)

3. Equacado da Conservagio da Quantidade de Movimento na direcao QY discreta
no tempo (4.12)

— MY (u"t,y" ! gt = 0

3A. Explicitar v™*! na equagdo anterior

— "yt "t e suas derivadas espaciais)

4. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo,
[3A] em [2] — w" T (n"*!] e suas derivadas espaciais)
[2A] em [3] — o™ (p™"!, e suas derivadas espaciais)
observagao - as explicitacioe sdo possiveis porque as equagoes obtidas em [2A]

e [3A] nao incluem derivadas espaciais de u"*! e v"*1,

5. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo,
[BA] em [1] — C(u™*!,9™H)
[2A] em [1] — C(y™F! g7t

6. Calcular n™*', substituindo (alternadamente a cada passo de tempo)
[4] em [5] — C(7"*1) =0

ohservagio - o cdlculo de n"+! é feito através da solugio do sistema de equacdes
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desacopladas decorrente da discretizacao espacial da expressao diferencial obtida,
na forma:

Clpgtt = (C1)p* + (Cn3* + .. = (CO),

7. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo, [4] em [1] — C{v" !, ")

/ C’(u"“, 7],n-i-l)

8. Calcular, alternadamente a cada passo de tempo, v*1! e "', substituindo,
7"t (de [6]) em [7] — C(v") =0/ C{u"t') =0
observagao - a partir da discretizagdo espacial, resolvem-se os sistemas de
equagoes obtidos:
C2vBt = (C2)e7 4+ (C2)uf ! + .. = (CO)y
C3uft! = (C3hut + (C3)uf ™ + .. = (C0)

9. Calcular, alternadamente a cada passo de tempo, u™*! e v substituindo,
7t (de [6]) e vt ou wmt! (de [8]} em [1] — C(u™!) =0/ C(v"+') =0

observagao - resolvem-se sistemas andlogos aos do item (8]

10. Voltar a [4] para o passo seguinte de tempo, até o limite para simulagao.

4.4 - CASO TRIDIMENSIONAL (3D)

4.4.1 - Equagoes Discretas
Conforme apresentado no capitulo 2, itens 2.2.1 e 2.2.2. as equagdes governantes
para os escoamento 3D (2.7, 2.10 e 2.11) podem ser escritas na forma

continuidade

ou av + Sw
5$ aﬁc
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conservagao da
quantidade de movimento

na direcdo OX

conservacgao da
quantidade de movimento

na direcao QY

Dv oy 1 {0y  Ony | 07
Dt gay ftu P ( Oz Oy 0z
CCCSL
oy | On Oy
at + “ oz * dy v

sendo esta tltima — condigao de contorno cinematica na superficie livre — valida
apenas em z = 7.

Procede-se entdo a necessaria discretizacao temporal das equagdes dindmicas nas
diregdes OX e OY, empregando-se os mesimos esquemas de difereugas anteriormente
detalhados, obtendo-se assim:

continuidade

aun+l avn+1 au‘,n-}-]

=0 4.14
gz dy d: (4.13)
conservacgao da
guantidade de movimento
na diregio OX
2 (a1 n ntl du™ n Oun ! n+1 du , Ount o OU™
At(u u)—l—u . +u e +w a7 v By T re
aun+1 8
n — n+1 n | n+1 1 P =
Wi 93 (7] +n)-.—£2(v +v)+ (4.15)



et ey 2 e e

o

conservacao da
qguantidade de movimento

na direcio OY

2

, Ov" gont! Ju™ Jotl "
e nt+l  n n+1 n n+1 el PR
p () e G T T G e T e T
Junt? o .
wn az — _ga_y (nn-i-l. _i_??n) _ Q (un+l + 'U,”) + {4]6)
1 a n n 6 T Ti a " I
; [5‘; (Tr:1 + Tz‘y) + 53—}- (Ty;‘l + Tyy) + a (Ty:+l + Ty:)]
CCCSL

ann na??n+l + vn-}-] (':}I}ﬁ + UH (j”ri+|

dr " oz dy dy

2
= n+l T]n) _|_ un+]

At(” ="t 4" (4.17)

Os principios para a aplicacio do método dos elementos finitos sdo os nmesmos Ji
detalhados quando da apresentagao do caso 2DH — formulagao residual pundera-
da, discretizagao temporal via diferengas finitas (conforme as equacgoes anteriores).
subdivisdo do dominmo do problema em um numero finito de elementos para dis-
cretizagao espacial das equacoes, e escolha das fungoes de interpolagao.

Qualquer que seja 0 método de discretizacao espacial empregado, ou os esquemas
adotados, as expressbes resultantes, constituindo-se no propric modelo numérico.
podem ser notadas na forma:

continuidade

C'luBH + CZUB‘H + C3w}5+1 =0
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conservagao da
quantidade de movimento

na direcio OX
X1upt + X2uB + X3wjt! + X4p3t! = X0

conservagao da
quantidade de movimento

na diregao OY

Yiug! + Y2t + V3w 4+ Yapptt = Y0
CCCSL

S1upt! + S2upt! + S3wht! + S4phtt = 50

Onde os coeficientes sao fungdes de parametros conhecidos (definidos nos tempos

anteriores), e as variaveis discretas sao definidas em diferentes poutos da mallia.

4.4.2 - Esquema de Desacoplamento
Adotam-se aqui os mesmos procedimentos ja detalhados para o caso 2DH, obtendo-

se expressoes explicitas para u™t! e v**! a partir das equagoes dinamicas nas direcoes
OX e OY discretas no tempo (4.15 e 4.16, respectivamenic). Observa-se ainda gne
o valor de w™*! pode ser explicitado diretamente a pariir da equacao da condicao
de contorno cinematica na superficie livre discreta no tempo (4.17), sem nenhuma
substituicdo prévia. Propde-se assim um esquema de desacoplamento, apresentado a
seguir de forma itemizada, aonde se busca, através de substiuigdes sucessivas, chegar
a formulagées discretas envolvendo apenas uma variavel por vez, o que equivale a

dizer, a sistemas desacoplados para o calculo de w1 1 n+1 e ot
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2A.

JA.

4A.

. Equacao da Continuidade discreta no tempo

— Cr(un+1 , vn+1_’wn+1) =1

Equacao da Conservagio da Quantidade de Movimento na Diregao OX dis-
creta no tempo

—_— MX(un+1=,Un+1’wn+1= n'n+1) =10

Explicitar ©®*! na equagio anterior

— u"H (™ ™t g™t e suas derivadas espaciais)

Equagao da Conservagao da Quantidade de Movimento na Direcao QY dis-
creta no tempo

) MY(UTL+1,UH+1,’LUR+1,T]R+1) =

1

Explicitar v™*! na equagio anterior

— (w6 suas derivadas espaciais)

Equagio da Condi¢ao de Contorno Cinematica na Superficie Livre discreta no
tempo

3 S(un+1,vn+l’ wn+1 , nn+1) =0

Explicitar w™*! na equagio anterior

— w (w1 " e suas derivadas espaciais)

Substituir, alternadamente a cada passo de tempo.
5.1. [2A] em (1} — C(v™* wH g2ty = 0
[3A] em [1] — C{u™, w™p*t)y =0

5.2. [2A] em [3] — MY (v™t! yntl gty =
[BA] em [2] — M X (u™! w™t! p?t1) = 0

5.3. [2A] em [4] — S(v*t ! prtly = 0

[BA] em [4] — S(u™*! w1 g+ =0
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5.2A. Explicitar v / v™*! em [5.2]

— v (", "t e suas derivadas espaciais)

n+1

R e suas derivadas espaciais)

6. Substituir, alternadamente a cada passo de tempo,

6.1. [5.2A] em [5.1) — C(w"*,pt1) =0

6.2. [5.2A] em [5.3] — w1 (7 +])

7. Calcular p™*1, substituindo, alternadamente a cada passo de tempo.
(6.2] em [6.1] — C(n™*!) =0
observacado - obtém-se assim um sistema desacoplado para o calculo de 9"+,
dado por:

Cl(npt) = (CLumt 4 (CL)an3 ™ + ... = (CO);
8. Substituir

8.1. p™*! (de [7]) em [2] — M X (u™1, v+ )

8.2. p™*t! (de [7]) em [3] — MY (u"+1 vl ot
Neste ponto, deve ser observado que as equacoes discretas no tempo

[1] C(un+ljvn+1’wn+1) =1
[8.1] My (un*!, v wnt) = 0

[8.2] My (un*!, v +1, w41y = 0

1 +1

para a solugao das incégnitas restantes, u"t!, v e W™ sdo perfeitamentie andlogas

as equagdes governantes discretas no tempo para o caso 2DH, que tem por incégnitas

nt+l

iU n+1 e nn+

, U . O esquema de desacoplamento, portanto, segue dai em diante os

mesmos passos indicados para aquele caso — conforme item 4.3.2., até [9]. No passo
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seguinte de tempo, volta-se a [5] no esquema ora indicado, resolvende-se novamente

o problema 3I) de modo desacoplado, até o limite de tempo para simulacao.



Capitulo 5

Modelo com Calculo Desacoplado
para Canais de Maré 1D

O presente capitulo apresenta um modelo para canais de maré 1D com calculo
desacoplado de elevagoes do nivel d’agua e velocidades através de substituicoes su-
cessivas na equagao da continuidade, conforme o desenvolvimento tedrico proposto
no capitulo anterior — o problema a ser modelado é aquele introduzido no item
4.1.1.

Inicialmente, sao discutidas as hipdteses de modelacao e os tipos de condigoes
de contorno usuais em estudos desta natureza. A seguir, apresenta-se wn modelo
acoplado convencional para este caso, desenvolvido por Rosman para analises do es-
coamento no canal do Jardim de Alah, que faz a ligagio da lagoa Rodrigo de Freitas
com o mar, no Rio de Janeiro (Calixto, 1990). Discute-se entao o desenvolvimento
completo do modelo desacoplado, a partir da formulagao apresentada no capitulo 4,
item 4.1.3, enfocando-se os aspectos numérios mais relevantes para a programaqao,
com base no trabalho de pesquisa ora desenvolvido. Este trabalho, conforine assi-
nalado, objetivou a avaliagao da viabilidade da técnica de desacoplamento proposta
a partir da investigagao do caso de modelagio 1D. Por fim, sao apresentados e

discutidos os resultados de diversas simulagoes empregando um e outro modelo.



5.1 - O PROBLEMA EM ESTUDO

Os diversos parametros caracteristicos dos canais de maré 1D sao mostrados, de
forma esquematica, em planta ¢ perfil, na figura 4.1 do capitulo 4, item 4.1.1. O
escoamento é governado pelas chamadas equages de Saint-Venant (capitulo 2, item
2.4).

A geometria do canal é considerada como invariante no tempo (modelo de fundo
fixo), sendo porém possivel fornecer valores da largura superficial B e da profundi-
dade em relacio a0 NMM (nivel médio do mar) A variando espacialmente de forma
discreta. Nao sdo consideradas contribuigdes ou perdas ao longo do canal. as quais.
caso necessario, podem ser traduzidas pela inclusao na equacio da continuidade de
uma vazao Jateral gy, (ver capitulo 2, item 2.4}

As condigdes de contorno usuals sao a especificagao da variacao do nivel d’agua do
oceano na embocadura do canal — 5 = 1, e da vazao no lado da lagoa (extremidade
interna do canal). Considerando que no mar e na lagoa as profundidades e veloci-
dades sao tais que as perdas por atrito sdo infimas, e que o tempo de propagacao da
onda de maré desde a entrada da lagoa até o ponto interno mais extrenio é pequeno
em relagao ao periodo da maré, pode-se admitir que a superficie da dgua na lagoa
permaneca praticamente horizontal, ou seja, que a maré esteja sempre em fase den-
tro da lagoa. Admitindo-se também, como hipétese simplificadora, que os espelhos
d’agua da lagoa na baixamar e na preamar tenham aproximadamente a mesma area
Ag, a condigio de contorno no lado da lagoa pode entao ser escrita como:

o _ By

= }-T T i b,
Er A {hn + ) un {5.1)

onde o indice N indica que as variaveis siao tomadas na iltima secio transversal
do canal considerada na modelacao. Neste caso, o fucionamento da lagoa pode ser
entendido de modo analogo ao de um pistio, oscilando em funcdo da carga exercida

na outra extremidade do canal e das condicbes de escoamento ao longo deste. Um
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modelo matematico assim estabelecido pode ainda ser utilizado, para uma geometria
simples do problema em estudo, fornecendo-se seqoes transversais ao eixo principal
do escoamento que adentram na lagoa, até um limite que se julgar conveniente para a
drea remanescente. Se isto for feito até o desenvolvimento completo do eixo principal
estabelecido para o escoamento, considerando-se entio A, = 0, tem-se na pratica
uma condi¢ao de hidrograma afluente nulo na extremidade do canal. A condigao
de contorno que fornece, ao invés da area superficial de uma lagoa, um hidrograma
afluente, ¢ tratada a seguir.

Sendo conhecidas as vazdes afluentes no tempo em uma dada segao transversal,
distante um certo comprimento da embocadura do canal no mar, pode-se entao
simular o escoamento ao longo deste comprimento, escrevendo-se como condigao de
contorno nesta secao, a cada tempo do hidrograma, a seguinte equagao, discreta no

tempo e no espago

wly (b + 1) = d (5.2)
onde gy ¢é o valor conhecido da vazdo afluente no tempo k, dividido pela largura
superficial do canal na secao N, By.

Em ambos os casos, a formulagao da condigao de contorno estabelece, na ver-
dade, uma relagao entre elevagao do nivel d’agua e velocidade na secao considerada.
Fornecendo-se uma area superficial da lagoa ou hidrograma afluente nuios, igualam-
se ambas as equagdes, sendo a condigdo de contorno rigorosamente a mesma, con-
forme assinalado. As aplicagdes do modelo desacoplado desenvolvido, apresentadas

na parte final deste capitulo, ilustram este e outros casos, utilizando uma ou outra

condi¢ao de contorno.
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5.2 - PROGRAMA PARA O MODELO ACOPLADO

O presente item trata das formulagoes discretas das equagoes governantes para
o modelo acoplado convencional, apresentanto o fluxograma. de calculo que serve de
base para o programa utilizado. Desenvolvido por Rosman a partir da necessidade
de modelagdo do canal do Jardim de Alah — que {az a ligacao entre a lagoa Rodrigo
de Freitas e o mar, no Rio de Janeiro (Calixto, 1990), foi assim baslante testado,
apresentando excelente convergéncia e estabilidade numérica. Justifica-se pois sua
escolha como referencial para o desenvolvimento de um modelo 1D desacoplado,
analogo nos formatos de entrada e saida, permitindo uma analise comparativa de

desempenhos.

5.2.1 - Segoes Intermediarias

Tomando-se a embocadura no mar como a referéncia inicial do cdlculo discreto
(secao transversal nimero 1 — S1), e caminhando-se em direcao a lagoa com incre-
mentos constantes iguais a Az, até uma dada segdo “final” do canal (se¢ao transver-
sal numero N — SN), é possivel chegar-se a uma formulagao discreta das equagoes
da continuidade e da conservagio da quantidade de movimento, validas a cada secao
tranversal intermediaria, Si. Empregando-se esquemas de diferencas centradas com
erros associados para as discretizagdes temporal e espacial de O(A(*) e O(Az?), con-
forme detalhado no capitulo anterior (item 4.1.2), obtém-se as seguintes espressoes
discretas no tempo e no espago (4.5 e 4.6):

continuidade

and
UM

7 n b1X 4_3?
=Byl it — Bioy (hi—l + "71"—1) w4+ B A7

. n n41 ) . W Ft n+l __
+Biuinmiyn + Bin (h,+1 + 'h+:) Uil =

4A
Bi—oonf = Bunhipulyy + Bioih il
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conservagao da

quantidade de movimento

4Az x| 2ut — !
n 7w, n+l : b
9771—+1 U; u1—+1 + ( At + u!+1 + ut-—] + f 4 ZR“ R;i—l ) i, *

n 4AII' n mn n A‘L | ’U-? I i
+97?;:11 nu?-:rll = Eui -9 (7?z'+1 - T?i-l) - fTT“-.'

Observa-se, na equagao dindmica, que o termo 2R? — R*~! exprime, na verdade,
o valor do raio hidraulico no tempo n + 1. Sendo este uma funcao nao linear da
elevacao do nivel d’agua, seria a rigor mais exato, ao invés de utilizar diretamente

esta extrapolagio temporal, extrapolar-se prinieiro o valor de #*+!,

que pode entao
ser empregado no calculo de R**'. Tal procedimento contribui pouco, ou quase nada,
para a otimizagdo do modelo acoplado; mostra-se porém. na pratica, relevante para

a melhoria das condigdes de convergéncia e estahilidade do modelo desacoplado,

sendo por esta razao aqui mencionado.

5.2.2 - Secdo 1 (Embocadura no Mar)

Na embocadura do canal com o mar sao conhecidos os valores de elevacoes do
nivel d’agua. O programa do modelo acoplado considera, como contorno na secao
inicial, 51, uma dada curva de mare, da forma:

m (1) = Z Aksm (5.3)
Fk

onde A; é uma dada amplitude de oscilagio do nivel d’agua em relagao ao NMM
(nivel médio do mar), T, o periodo, e F a fase, referidos & k-ésima componente
harmonica da maré (sendo NCH o nimero de componenies harmouicas da mard).
Esta expressdo € na verdade uma igualdade que resolve diretamente os valores de

elevagoes do nivel d’dgua em 51 a qualquer tempo dado, restando assim. como

-1
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incognitas, os valores das velocidades no tempo. Deve portanto ser utilizada em
substituicdo a uma das equagoes governantes em S1.

Opta-se pela manutencio da equagao da conservacao da quantidade doe movi-
mento para o calculo das velocidades tomando-se entio a expressio discreta no
tempo, conforme formulada no capitulo anterior, item 4.1.1 (equagao 4.4):
conservagao da

quantidade de movimento

2 au® du*!
= atl _ on n+1 n —
pe (W ) FT G b
d f{]u] | 2™ — ™1 |
o n+1 ny _ 4 n a1
955 (1" ") S(Rﬂ“ T R Rt ¢

A discretizacao espacial desta equagdo para a secdo inicial exige, evidentemente,
um esquema progressivo de diferengas, devendo ser mantida a mesma ordem de
grandeza do erro associado, O(Az?). Para uma dada grandeza P . discreta no
tempo k, calcula-se entao a derivada em QX como sendo:

oPk B —3PF 4 APF — P
dr QAx

Aplicando-se este esquema aos termos em 7 e u na equagao (4.4). chega-se a:

n 4Az n n n A ' 2u} — uu_] | o+
sorit+ (g -0t =g 4 s G e
gy + dufup™t — gy — Wt = (5.4)
4z Az | ul |

Eu? —g(=3n +49; —n3) - f

Tl

4 Rj
As expressoes 5.3 e 5.4 permitem assim o equacionamento discreto de 51, sendo
os parametros da primeira equagao loruecidos como o contorno conhecido Jdo escoa-

mento na embocadura com o mar.



5.2.3 - Segao N (embocadura na Lagoa)

O programa para o modelo acoplado considera ainda como condicio de contorny
na outra extremidade do canal uma lagoa com drea superficial aproximadamenle
constante. A oscilagdo do nivel d’agua na lagoa é assumida como sendo uniforme,
e corresponde igualmente a variagdo da elevagao do nivel d’dgua na altima secao
transversal considerada do canal, SN. A expressio matematica de uma tal condigao
¢ dada pela equagao 5.1, conforme assinalado anteriormente. Procedendo-se entio a
discretizagdo temporal desta equagao, através de uma esquema de latoragao nnplicita
— com erro associado de O(At?) (ver capitulo 4, item 4.1.1). obtém-se:

2
(G = w8 I = U+ ) = o = e (55)
Esta equagao, discreta no tempo e no espaco. velaciona valores de ux e nnv no tempo
t = (n+1)At, devendo assim substituir uma das duas equagdes governanies na segéo
SN.

A escolha, mais uma vez, recai na subtituicaio da equacio da continuidade.
mantendo-se a equacdo da conservagio da quantidade de movimento como com-
plementar. A expressao desta equagdo discreta no tempo ¢ dada pela equagao 4.2.
apresentada no capitulo 4, item 4.1.1 — aqui reproduzida no item anterior. Sua
discretizagio espacial para aplicacio a ultima secao considerada do escoamento no
canal requer um esquema regressivo de diferencas finitas com ero associado igual-

mente de O(Az?):

Py, 3PN —4APk_ + Pk,
Az Iz

onde P* representa uma grandeza qualquer, discreta no tempo k. A aplicacio deste

esquema a equacao 4.2 resulta em:

A:I" | 2“’?\.1' - u;{f_l I n‘+l
At 4 2RM — Rn-t

4Az _
3917?;“ + (M+6—'u& —duy — 1" +uy - 2"+ f— Uy



n+1 o, ntl n+l Lol S
—4gnnTy —dupyuys, +gnys, Fupunyl, = (5.6)

1Az Ax | uly
—upy — g (30 —dyn = 1" 4+ — 37) — f—%
At 4 "

As expresses 5.5 e 5.6 permitem assim o equacionamento discreto de SN, sendo

o parametro A, da primeira equagao fornecido como o contorno conhecido do escoa-

mento na embocadura com a lagoa.

5.2.4 - Fluxograma de Cailculo
As equagoes apresentadas nos item 5.2.1 a 5.2.3 constituem um unico sistema
fechado para a solucdo das elevagbes do nivel d’agua e das velocidades em cada secao

transversal de um dado canal lagunar, devendo ser conhecidos:

¢ L - comprimento total do canal para stmulagio;

f - coeficiente de atrito de Darcy-Weissbach para as paredes do canal;
e N - numero de secdes transversais consideradas;

e BB - largura superficial de cada segdo transversal;

h - profundidade média de cada se¢io em relagdo aoc NMM,;

NCH - numero de componentes harmonicas da maré;

T,A,F - periodo, amplitude e fase de cada componente;

o A, - area superficial da lagoa;

At - intervalo de tempo de simulacao;

e 7", 77! - elevagdes do nivel d’dgua em cada secdo, nos tempos ¢ = nAf e

t=(n—1)At;
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n—1

n
,U

o u - velocidades em cada segao, nos tempos t = nAt et = (n — 1)AL

Podem-se assim calcular as elevagdes do nivel d’dgua e as velocidades no tempo
t = (n+1)At, em cada segao transversal, conforme o fluxograma de calculo mostrado

na figura 5.1.

DADOS: L,f N
NCH;(T,A,F)
Ay
At

IS

SECOES TRANSVERSAIS
(2 =1aiNV)

LE B;.h;




CONDICOES INICIAIS
(t =1alV)

roon, n=1, 0, n-1
LE wlul™" ml 9y

1

MONTAGEM DA MATRIZ (2N x 2N)
E DO VETOR INDEPENDENTE (2N x 1):
NO 1 - Contorno e Cons. do Movimento
NOS 2 A N-1 - Continuidade e Cons. do Movimento

NO N - Contorno e Cons. do Movimento

\
SOLUCAO DO SISTEMA

1 1
— g

ATUALIZAGAQ

n—1 n Tt~

u; =wu o =m"

1

Nt =mnitt

{=

—~J
-1




FIGURA 5.1: Fluxograma de Célculo para o Modelo Acoplado

Para a solugdo do sistema matricial de equagdes o programa do modelo acoplado
utiliza uma subrotina altamente eficiente para a resolucao de matrizes banda. prove-
niente do pacote de subrotinas conhecido como LINPACK (Dongarra et al. 1979).

Outro procedimento de calculo utilizado, de forma opcional, é a filtragem dos
resultados a cada passo de tempo. O filtro substitui cada valor calculado da elevacao
do nivel d’agua e da velocidade, em cada secdo transversal, por uma média ponde-
rada entre estes e seus vizinhos adjacentes. O peso do valor obtido para a propria
se¢do no calculo da médi@ pode ser fixado, a cada simulagao, entre 0,50 e (0, 95, nao
sendo admitidos valores fora desta faixa. A filtragem € um procedimento comum na
mbdelag&o numeérica, e visa reduzir “ruidos numéricos”, tornando a variagao espacial
dos resultados mais “bém comportada”®. Os valores nas fronteiras nao sao incluidos

neste processo de promediacao.
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5.3 - PROGRAMA PARA O MODELO DESACOPLADO

A partir da concepgao de um método de desacoplamento dos calculos de eleva-
¢oes do nivel d’agua e velocidades, via substituigoes sucessivas na equacao da. con-
tinuidade, apresentada no capitulo anterior, foi desenvolvido um modelo desacoplado
para canais de maré 1D, cujo programa possui, basicamente, as mesmas caracleris-
ticas principais daquele desenvolvido para o modelo acoplado convencional. As
formulagoes discretizadas e o fluxograma de calculo do modelo para a programacao

sao apresentadas nos itens a seguir.

5.3.1 - Segoes Intermediarias

a) Célculo das Elevaces do Nivel d’Agua

Para as segbes transversals intermediarias — 52 a SN — 1. utilizando-se um
esquema de fatoracdo implicita para a discretizagio temporal das equagoes da con-
tinuidade e da conservacao da quantidade de movimento — com erro associdado

de O(At?), e explicitando-se o valor de u™*!

nesta ultima, para substituicao na
equacado da continuidade, chega-se, através da discretizacio espacial via esquema de
diferengas centradas, também com erro de O(Az?), a seguinte equagao discreta para

o calculo das elevagdes do nivel d’agua (capitulo 4. item 4.1.3):

{[Bi+lai+l (7?;'"4,1 + hi+1) —4Bioi (] + hi) — Bisiainy (77?*‘ + h’“")] %K
B b+ [BEEE 4 Biang (f + 0] '+
{[—Bi+1‘1i+l (’??ﬂ + hi+1) — 4Bio (n) + hi) 4 Bisyoqy (7}?_| + f?-;_:)] 5

4A$ n T
= Bipioig B (77£+| + h‘r’+l) +

. n +1 _
+Bt+1ui+1} Tl = Bi?’?i
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Bi_yaiaBicy (my + hica) = Bignuly hisy + Bisyu b

onde
_ -
o = i+au?+£|‘2u?—u? ! |
T a T e T8 e
2 n ann f | U? | 7 n a g, 0 n=1
ﬂj = EUJ - ga—; — gR—}luj - ’ilj% (211.] - 'iLj )
sendo
7,1 =1
RO _ B; (h'j + 2’73' — )
? B; +2 (h.J + 2} — ?;;"l)

paraj=1—louz+1

Esta equagdo difere daquela apresentada no capitulo 4 (4.8). pela consideragao
do termo R™)* teoricamente equivalente a 2R" — R*~!, porém acarretando, na
pratica, um melhor desempenho do modelo desacoplado, conforme mencionado no
item 5.2.1.

Observe-se ainda que, para uma dada segao 57, esta equagao inclui lermos e
a e # correspondentes as secoe St — 1, Si e 57+ 1. Deste modo, visto que estes
parametros incluem, por sua vez, derivagoes espaciais de i e w. devem ser adotados
esquemas progressivos de diferengas finitas para os terimos a,.; e .. quando 1 = 2
esquernas regressivos para os termos a;.; e Ji1; quando © = N — 1: e esquemas
centrados, indistintamente, nos demais casos. Conseqlientemente, a equacao 5.7.
apesar de valida para todas as segdes transversais intermediarias, 52 a SN —|.
assume formulacées distintas para 52, 53 a SN—2, e SN—1. As expressoes para «
e f discretos no tempo e no espago, empregando-se os equemas de diferencas finitas

detalhados anteriormente, sao:

2 ~3ul +4ul —uf [ 2ut -l -
o= | — o :
1 At IAz o R&n-{»l)*



4Az faaiul |,
Sy e (=dm Ay ) - —7§rﬂh -

uy (—Gu? + Suy — 2u3 + 31.',"1‘ 4u”'l + ug_l)

B

n -1
S I Sl S B ki
TA\A T 2ar T8 g
4Az fOdajuf|

Bi =

A Y (7 =0 - PR
(2u1+1 - T+1 —2u;, + u:_ll)

2 3wk —dul, +ul ., Sl —uwi )
ay = | =+ L P S
At 20y 3 Ryt
4Az n q,.n n n qu | UR’ | n
Bn g YN Y (3 = 4y +0vs) — T Ry N

: —_ =1 -
Un (Gu}ﬁ, — Supq + 2uf_, — 3ul +Aul - -ujb_‘z)

b) Célculo das Velocidades

Uma vez conhecidos os valores das elevagbes do nivel d’dgua em cada secgao
transversal, no tempo n + 1, o problema da determinagao das velocidades reduz-se
simplesmente a aplicagdo de uma das equagoes governantes, com os termos em 7+
situados do lado direito da igualdade. Conforme assinalado no capitulo . item 1.1.3.
esta escolha recai na equagio da continuidade. Testes preliminares realizados cmpre-
gando a equagao da conservagao da quantidade de movimento indicaram nma certa
instabilidade numérica do modelo desacoplado assim desenvolvido, com problemas
de convergéncia em dadas simulacdes, as quais podem ser efetuadas sem problemas

através do modelo acoplado. Importa, destarte, preservar a continuidade. condicao
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essencial dos escoamentos, procedendo-se as substituigoes sempre nesta equagao - -
dal a expressao comumente empregada neste no presente trabalho. “cdiculo de-
sacoplado de elevagoes do nivel d’agua e velocidades via substituicoes sucessivas na
equagao da continuidade”.

A equagao discreta para o calculo das elevacoes corvesponde assint a propria
equacao utilizada no programa para o modelo acoplado (equacao 4.5); ou ainda.
reescrevendo-a, passando para o lado direito da igualdade todos os termos conhecidos

(conforme capitulo 4, item 4.1.3), tem-se (equagao 4.9):

—-B;_; (h,'_l + 7??_1) ‘U?jll + B (hi-i-l + 7]?+i) u?-:-ll =

1Az
= BzmAt 'q? — Bi+1h,‘+}1t?+] + Bi—l hi-lu?—l
n n 4&1 n ¥ |
+Biqul mit - Biﬂ’f?“ = Boudy i

5.3.2 - Segao 1 (Embocadura no Mar)

a) Calculo das Elevagdes do Nivel d’agua

O célculo desacoplado das elevagées do nivel d'dgua conta. nesta secao. com
um fechamento inequivoco, dado pelos valores conhecidos de (1), que sao a prépria
condigio de contorno do problema. Do mesmo modo que no modelo acoplado, pode-
se incluir no problema uma equagio de oscilagao periddica do nivel do mar devido
a maré (ver equagio 5.3).
b) Célculo das Velocidades

Para o calculo desacoplado das velocidades. embora nao se disponha de wma
condigdo de contorno especifica, é possivel estabelecer um problema fechado. a partir

dos valores conhecidos das elevagdes do nivel d’dgua. Uliliza-se. pelas mesiias razoes



ja expostas, a equagdo da continuidade, que em sua forma discreta no tempo (ver

capitulo 4, item 4.1.1) corresponde a:

2B n+1 n a n+1 n n n+1
E(W -7 ) T T he [BU (h+n") + Bu (h,+f] )]
A discretizacdo espacial desta equacdo, para aplicacao em Sl, deve enmpregar es-

quema progressivo de diferencas finitas com erro associado de O{Ar?)— ver item

5.2.2. Mantendo-se entao do lado esquerdo da igualdade apenas os termos em v*t! .

tem-se:
4Ax 4
=3 (ha + )™ 4 (hy +03) wg = (e + )t = =20 (0 - )
+3 (k07w — 4 (ha+ ) b + (hy +3*) ul (5.8)

5.3.3 - Segao N

5.3.3.1 - Embocadura na Lagoa como Condigdo de Contorno

a) Célculo das elevacdes do Nivel d’Agua

Sendo o contorne do problema dado pela embocadura do canal eny uia lagoa ou
reservatorio, pode-se formular matematicamente esta condigao através da equacao
5.1 (item 5.1). Conforme assinalado para o caso do modelo acoplado (item 5.2.3), a

discretizagao desta equagao resulta em (equagao 5.5):

2Ab T n n b1 QAb Tt k73
(BNAt - “N) nnt = (A oy )it = N, -y + hnuy

Para o desacoplamento do calculo, é preciso substituir nesta equagio o valor de ujj™!

1

por uma func¢do de pit'. Toma-se portanto, da mesma forma que para as secoes

intermedidrias, o valor de u™*! obtido da equagio da conservacao da quantidade de
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movimento discreta no tempo — ver capitulo 4, item 4.1.3 — dado pela expressio

4.7, que aplicada a se¢ao N fornece:

anﬂ+1
upy = -ang E + an P (9.9)

onde

2 duly f| 2uly —uy |
ay = ~ + (ﬂ+1)*
At Jz 8 Ry

2 . Oy flupl . L9
Iv= =%, ~§ I ufy — g (2 - )

Procedendo-se entido as derivagdes necessarias dos termos de 5.9, através de es-
quemas regressivos de diferencas finitas com erro associado de O{A+?) (conforme
mencionado no item 5.2.3), e subtituindo-se a expressdo assim obtida para uj'' na

equagao do contorno discreta (5.5) chega-se finalmente a equacgio para o calculo

desacoplado de njt':

n 2a; n
R (i + 73 T = |3 (o + )]
24 3ang . 24,
Ba: t aag (TN - “N] I = pagn T hnely + (b + i) enBy (5.10)

(sendo as expressoes de ay e By as mesimas fornecidas no item 5.3.1, alinea a.

b) Caélculo das Velocidades
Conhecidos os valores das elevagdes do nivel d’agua na secao N, obtém-se uy ex-

plicitamente, através da equagio 5.3, utilizado-os entao como condicio de contorno.

5.3.3.2 - Hidrograma Afluente como Condigao de Contorno

a) Célculo das elevagdes do Nivel d’Agua

Sendo fornecido um hidrograma afluente na segao “final” N, isto equivale, mate-

84



maticamente, & equagao 5.2 (conforme assinalado na introdugao deste capitulo):

up (hN + Tiﬁr) = g%

onde ¢y é a vazao unitaria (por unidade de largura do canal) no tempo k. Sendo
o hidrograma fornecido de forma discreta, os valores de gy podem ser obtidos, a
qualquer tempo, via interpolacdo. Pode-se entao escrever, de forma discreta no

tempo que:

uf (b + ) + uly (b +057) = g% + g (5.11)

Para o calculo desacoplado das elevagbes do nivel d’dgua, substitui-se nesta ex-
pressdo a equagao 5.9, devidamente discretizada para SN, do mesmo modo que

anteriormente (item 5.3.3.1, alinea a); obtém-se assim a seguinte equagao discreta:

'—3QNg n n n 40-‘;\79 n n
oAz (hy +95) + '“N] o+ Az (hw + ) anth—
aNg 1 n+1 n n41l n n ¢
[m (hy + TIN)] N2 = gy T a8 —unhn — anfBn (hy + 1)) (5.12)

b) Calculo das Velocidades

O célculo das velocidades para a segao transversal SN, onde € dado o hidrograma,
afluente, e uma vez calculadas as elevacdes do nivel d’agua, ¢ feito de modo bastante
simples, analogamente ao caso anterior (embocadura na lagoa como condicio de
contorno), substituindo-se os valores conhecidos de #3t! na expressao matematica

original da condigdo de contorno, equacao 5.2.

¢) Dada a Curva (nn,uy) xt
Uma outra forma de introduzir a condigdo de contorno na secio N, no caso de

se dispor de uma curva-chave neste local, é obter diretamente nesta curva, para

os]
[k {]



cada vazao do hidrograma afluente, as elevagées do nivel d’agua, podendo-se assim
calcular também os valores da velocidade. O programa permite, como padrao de
entrada, que se forneca, ao invés das vazdes, uma curva (n,u) x t para SN. Os
problemas de fechamento numérico ficam assim bastante simplificados nesta segao,

n+1 n41

sendo impostos, como contorno, os valores de 73" e ul'' a cada passo de tempo,

prescindindo de um maior detalhamento.

5.3.4 - Fluxograma de Calculo

As equagoes apresentadas nos itens 5.3.1 a 5.3.3 permitem a solugao de dois
sistemas de equacdes consecutivos no tempo ¢t = (n + 1)A?l — o primeiro para a
determinacdo das elevagdes d nivel d’dgua, e o segundo para as velocidades. Os
dados necessarios sao os mesmos do modelo acoplado (item 5.2.4), sendo que, como

contorno na embocadura com o mar, podem ser fornecidos:
¢ NCH - nimero de componentes harménicas da maré, e
o T'AF - periodo, amplitude e fase de cada componente; ou
o 7 Xt - curva de elevacdes do nivel d’dgua no tempo.
Como condicio de contorno na outra extremidade do canal podem ser especificados:

e A, - area superficial de uma lagoa ou reservatério; ou
e gy % t - hidrograma afluente numa dada segao transversal N; ou

¢ (nn,un) X T - curva de elevagdes do nivel d’dgua e velocidades no tempo.

O programa para o modelo desacoplado, pode assim ser apresentado, de forma

esquematica, pelo fluxograma de cilculo da figura 5.2.
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DADOS: L,f,N

CONTORNO 1

CONTORNO 2
Al

]'l ‘5-

|

CALCULA Az = gk

SE,COES TRANSVERSAIS
(i = laN)
LE B; h;

| CONDIGOES INICIAIS
(1 =1alN)

- oon =1 _n _ n—i
LE ulul ki

i




<>

CALCULO DAS ELEVAGOES
MONTAGEM DA MATRIZ (N x N)
E DO VETOR INDEPENDENTE (N x 1}:
NO 1 - Contorno
NOS 2 A N-1 - Continuidade {+ Cons. da Quant. de Movim.)
NO N - Contorno (+ Cons. da Quant. de Movim.)

W
CALCULO DAS ELEVACOES

SOLUCAO DO SISTEMA

— n:ﬁ-l

<>

CALCULO DAS VELOCIDADES

MONTAGEM DA MATRIZ (N x N)
E DO VETOR INDEPENDENTE (N x 1)
NO 1 - Continuidade
NOS 2 A N-1 - Continuidade

NO N - Contorno

Gl




Iy
CALCULO DAS VELOCIDADES
SOLUCAQ DO SISTEMA
— !
A

i ATUALIZACAO
wi T = g =t
e u?ﬂ o= TR

FIGURA 5.2: Fluxograma de Calculo para o Modeio Desacoplado

Para a solugdo dos sistemas matriciais adota-se também aqui um programa au-
xiliar proveniente do pacote de subrotinas denominado LINPACK (Dongarra et al,

1979). A filtragem opcional dos resultados a cada passo de tempo foi igualmente
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incluida neste programa, sendo porém posicionada, necessariameunte, logo apods a
solucao dos sistemas matriciais em cada caso. Assim, os valores de elevagdes do
nivel d’agua utilizados no calculo das velocidades correspondem, de forma rigorosa,

aqueles que serao retidos para o processamento no passo de tempo seguinte.

5.4 - APLICAGCOES

5.4.1 - Consideragoes quanto as Condigoes Iniciais

A primeira questao que se coloca para a simulagio de problemas praticos através
dos modelos anteriormente apresentados diz respeito as condigoes iniciais. Conlorme
os algoritmos de cdlculo apresentados -— ver fluxogramas para o modelo acoplado
e desacoplado, figuras 5.1 e 5.2 — ¢é necessdrio, a cada passo de tempo. conhecer
os valores caracteristicos de elevagoes do nivel d’dgua e velocidades em dois tempos
anteriores. Os valores-no tempo pré-anterior, na verdade, tém influéncia restrita,
afetando apenas o cdlculo do termo de atrito na equagao dinimica - ver equaciona-
mento, itens 5.2 e 5.3. Assim sendo, e dada a peq.uena. magnitude dos intervalos de
tempo de simulagdo comumente empregados, justifica-se na pratica o fornecimento
de apenas uma condigdo; ou seja, quando o tempo anterior coincide com o tempo
inicial (inicio da simulagéo), € apenas neste caso, 0s prograinas assumem que os va-
lores de elevagdes do nivel d’dgua e velocidades no tempo pré-anterior sao idénticos
aqueles do tempo anterior, isto ¢, aos valores fornecidos como condicao iniciat do
problema. Alternativamente, para fins de testes apenas, foram feitas simulagdes pre-
liminares utilizando este tipo de procedimento, obtendo-se com isso, algum tempo
depois, valores caracteristicos tabelados a cada passo de tempo, e com evolugio

temporal condizente com os resultados qualitativos esperados. Simulando-se entao
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novamente os mesmos casos, foram fornecidos aos programas os valores em dois
passos de tempo consecutivos como condigdes iniciais do problema. Os resultados
assim obtidos, em diversos casos simulados, apresentaram-se rigorosaiente idénticos
para as simulagGes preliminares e finais, comprovando assim que o procedimento de
inicializagao adotado nas versoes finais dos programas de calculo é aceitavel, sem
nenhumna influéncia mensuravel sobre os resultados.

Ainda com respeito aos valores inicials de calculo, esbarra-se na necessidade de
conhecer, ao longo de todo o comprimento do canal, as clevagoes do nivel d’dgua e
velocidades médias num tempo qualquer, para inicio de simulacao. Verifica-se na
pratica que, estando os canais de maré sujeitos a inversoes no fluxo e oscilagoes dos
niveis d’agua em relagdo ao NMM (nivel médio do mar), embora isto ocorra, a certos
intervalos de tempo, de forma localizada em diferentes segdes transversais, é valido
fornecer, como valores inciais, elevagoes do nivel d’agua e velocidades nulas em todas
as segoOes discretas. Deste modo, sujeito as oscilagoes do nivel d’dgua na primeira
se¢ao junto a embocadura no mar, e dada uma condigao de contorno pré-fixada na
outra extremidade, o canal responde incontinenti, passando a apresentar as caracte-
risticas esperadas de oscilagdes no escoamento. Nos casos em que a imposicao de
condigoes iniciais nulas suscitar alguma duvida quanto aos resultados quantitativos
da simulagio matematica, pode-se simplesmente extender a simulagdio numérica
por dois ou mais ciclos de maré, quando, devido ao distanciamento, o escoamento
“esquece” suas caracteristicas iniciais, acomodando-se ao processo de oscilagio que

lhe é imposto por fatores externos — a partir de seus contornos.

5.4.2 - Casos Simulados
Objetivando-se neste trabalho a comparagao de desempenhos dos modelos aco-
plado, convencional, e desacoplado proposto, toma-se por base um canal lagunar

hipotético, conforme detalhado a segutr.
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5.4.2.1 - Canal Lagunar

Os principais dados relativos ao canal sao:

¢ extensao total - 905 m;

e largura superficial - variando de 18,0 m junto a embocadura no mar a 20,0 m

junto a lagoa;

¢ profundidade em relagaoc ao NMM - variando de 1,20 m junto a embocadura

no mar a 1,60 m junto a lagoa,;

¢ coeficiente de resisténcia ao escoamento (Darcy-Weissbach) - 0, 041.

A condigdo de maré empregada na simulagao, é dada por:

e componentes harmonicas - 1;

periodo - 12 h;

amplitude - 0,5 m;
e fase - 0°.

Foram efetuadas entao diversas simulagdes com um e outro modelo, fornecendo-
se como contorno na outra extremidade do canal uma lagoa com area superficial
média de 2,0 x 10° m?. As variantes investigadas envolveram uma combinacio dos

seguintes casos:

¢ numero de Courrant variando aproximadamente de 1,0 a 10,0 (Ax = 45,25 m

e & =10 s a 100 s);
e utilizagao ou nao do mecanismo de filtragem;

e dados relativos a2 onda de maré fornecidos de forma continua (ambos os mo-

delos) ou discreta (apenas para o modelo desacoplado);
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e especificagio como contorno junto a lagoa do hidrograma gerado a partir de
simulagbes em que se fornece a area superficial desta {apenas para o modelo

desacoplado).

Apds uma gama de testes, em que se procurou explorar ao maximo as possibili-

dades do problema numérico, podem ser feitas as observagoes que se seguem.

¢ O modelo acoplado, conforme esperado, € bastante estdvel, simulando sem
problemas os mais diversos tipos de discretizagdo, com ou sem o emprego do
mecanismo de filtragem; as diferencas relativas entre os valores de elevagoes
do nivel d’agua e velocidades calculados em cada caso sao bastante reduzidas
(da orgem de 1%, ou pouco mais), ndo sendo possivel caracterizar simulagoes

improprias.

¢ O modelo desacoplado é menos estavel, apresentando problemas de convergéncia
em alguns casos — ntmero de Courrant elevado, auséncia de mecanismo
de filtragem. Em outras situagoes, embora os resultados sejam qualitati-
vamente satisfatorios, verificam-se diferencas aparentemente acentuadas em
relacdo aqueles obtidos com o modelo acoplado, sendo possivel inferir a inade-
quagdo de algumas simulagdes. Com efeito, a analise das variagoes temporais
dos parametros em cada segdo permite concluir que estes erros, ou diferengas.
sao devidos mais a variacoes de fase do que de amplitude, variagées estas de
pequena ordem, apesar da repercussdo sobre valores pontuais instantaneos.

Isto ocorre notadamente em fungao de definicoes de valores de contorno.

¢ Ao se reproduzir com precisao as condigoes do escoamento nas secoes extreinas
(condigdes de contorno), obtém-se um excelente desempenho do modelo de-
sacoplado, com resultados rigorosamente coincidentes com aqueles do modelo

acoplado (diferengas da ordem de 1%).
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Visando ilustrar o que foi dito antes, reproduzem-se aqul os resultados de simu-
lagdes com ambos os modelos, para um nimero de Courrant da ordem de 4,5. O
modelo acoplado tem como condigoes de contorno a curva de maré dada na em-
bocadura com o mar, e a area especificada da lagoa. O modelo desacoplado toma
igualmente a curva de maré num extremo, mas considera porém o hidrograma ger-
ado na ultima segdo oposta, a partir da simulagdo anterior. Em ambos os casos
o mecanismo de filtragem foi ativado. O grafico da figura 5.3a mostra a variagao
temporal dos parametros caracteristicos numa dada se¢io intermediaria do canal,
para um dado periodo de maré. A figura 5.3b apresenta as variacoes espaciais destes
mesmos parametros, ao longo de todo o eixo do canal, em instantes de tempo pré-
selecionados, correspondentes a preamar e baixamar de um ciclo de maré.

Para condigdes extremas de simulagio, adotando-se intervalos de tempo bas-
tante dilatados, podem ocorrer problemas de estabilidade numérica — ver capitulo
3, item 3.3. Segundo assinalam Abbott e Basco {1989), que nem todos os casos de
solugbes instdveis sdo devidos a inadequabilidade do modelo numérico e parametros
associados. Alguns fenomenos de instabilidade, segundo os aulores, decorrem em
maior grau da fisica do problema, em casos onde os termos advectivos das equacoes
governantes sao responsaveis por uma forte nao linearidade. Quando isto ocorre,
seguem os autores, “mesmo uma onda harmonica simples propagando-se de um ex-
tremo a outro em um canal retangular ira gerar ondas com componentes harmonicas
superiores (comprimento de onda = 1/2, 1/4, 1/8, ...) a4 medida em que o tempo
avanca”. Deste modo, a energia da onda vai sendo transferida para ondas mais
curtas, acumulando componentes de ordem elevada. Em conseqiéncia. até mesmo
um esquema nNUmErico que em outros casos mostra-se estavel, “pode apresentar
oscilagOes irreais, a medida em que tenta se acomodar a este processo...”!. [sta

discussao € ilustrada pelas figuras 5.4.a e 5.4.b, onde se apresenta, para os modelos

!Tradugdo pelo autor do original em Inglés
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acoplado e desacoplado, respectivamente, a variagdo temporal dos parametros numa
dada secio intermediaria do canal. Em ambos os casos, os resultados de simulagoes
para discretizagoes com numero de Courrant bastante elevados sao plotados contra
os resultados esperados — para malhas de disxretizagao usuais. Verifica-se que o
modelo desacoplado apresenta-se instavel antes do modelo acoplado convencional.
embora isto s6 ocorra para intervalos de discretizagao bastante superiores aqueles

comumente adotados para modelos de escoamento em canais.

5.4.2.2 - Sistema Canal-Lagoa

Num passo seguinte, com fins a verificagao do desempenho do modelo desacoplado.
optou-se por estabelecer um eixo longitudinal do escoamento adentrando pela lagoa,
preservando-se a area total de cerca de 2, 0x 10° m?. Objetivou-se com isto obter re-
sultados equivalentes aos anteriores para o escoamento no canal, assegurando porém
um melhor nivel de confiabilidade dos testes, dado que a condicao de contorno re-
lativa a lagoa, antes fornecida de forma analitica, passou entio a ser dada pela
indiscutivel condigao fisica de vazao nula no extremo oposlo ao canal.

Os dados relativos & lagoa sao:

e extensio do eixo do escoamento - aproximadamente 1300 m;

¢ largura superficial - variando de 20 m (embocadura do canal) a 2000 m na

parte central, e permanecendo constante até a dliima secao;

¢ profundidade em relacao ao NMM - variando de 1,60 m (embocadura do canal)

a 3,50 m no extremo final.

O modelo acoplado admite tal simulagao fornecendo-se a area superficial re-
manescente da lagoa, que é nula. J4 o modelo desacoplado permite que se forneca,

alternativamente, um hidrograma afluente nulo na tltima segao transversal dada {os
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FIGURA 5.3a
Canal: Elevacoes do NA e Velocidades ao longo do Tempo
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FIGURA 5.3b
Canal: Perfis de Elevacoes do NA e Velocidades
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Simul. ¢/ 0 Modelo Acoplado: Instabilidades (NC = 40)

FIGURA 5.4a
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FIGURA 5.4b

Simul. ¢/ o Modelo Desacoplado: Instabilidades (NC = 13)
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resultados, testados, foram rigorosamente equivalentes). As simulagoes foram feitas
com Ar = 75 me & = 50 s — numero de Courrant de aproximadamente 2,5 ao
longo do canal e chegando a 4,0 na lagoa. Empregou-se, em ambos os modelos. o
mecanismo de filtragem.

As figuras 5.5a e 5.5b apresentam os graficos da variagao temporal dos parametros
caracteristicos ao longo de um dado periodo de maié, para se¢des correspondentes a:
embocadura no mar, 1/2 do desenvolvimento do canal e embocadura na lagoa. As
figuras 5.5¢ a 5.5e apresentam a variagao espacial destes mesmos pardinetros, desde
a embocadura no mar até o desenvolvimento completo do eixo do escoamento na
lagoa, para determinados instantes de tempo pré-selecionados de um ciclo de maré,
correspondentes a: meia maré enchente, preamar, meia maré vazante e baixamar.
Em quase todos os casos observa-se, conforme esperado, uma excelente superposigao
dos resultados das simula¢ées empregando os modelos acoplade ¢ desacoplade.

Ocorre porém uma significativa diferenga nos valores calculados da velocidade
para a primeira se¢io transversal (embocadura no mar), a cada inicio de ciclo de
mare, com repercussao ao longo do canal. Esta diferenca, no entanto. s é percebida
através da observagdo das varia¢des espaciais da velocidade nos tempos de meia maré
enchente {figura 5.5d), passando desapercebida numa primeira analise da curva de
variagoes temporais na secao inicial ou em outras quaisquer {figuras 5.5a ¢ 5.5h).
Mais que 1sto, esta discrepancia desaparece rapidamente, nao sendo mais notada
para os resultados de preamar (figura 5.5¢), embora reapareca ao final do ciclo. Isto
se explica pela andlise mais detalhada das curvas de variagdes temporais as quais,
apesar de praticamente coincidentes, apresentam com efeito minimas variacoes de
fase, responsaveis por estas discrepancias. Pode-se assim concluir que tais diferencas.
apesar de acentuadas em termos absolutos, sdo bem menos relevantes do que possam

parecer.
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FIGURA 5.5a
Sistema Canal/Lagoa: Velocidades ao longo do Tempo
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FIGURA 5.5b
Sistema Canal/Lagoa: Elevacoes do NA ao longo do Tempo
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FIGURA 5.5¢
Sistema Canal/Lagoa: Perfis de Velocidades (i)
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_ FIGURA 5.5d
Sistema Canal/Lagoa: Perfis de Velocidades (ii)
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. FIGURA 5.5e
Sistema Canal/Lagoa: Perfis de Elevacoes do NA
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Capitulo 6

Conclusoes e Recomendacoes

A técnica de desacoplamento proposta, via substituicoes sucessivas na equacao da
continuidade, apresenta-se, para o caso de canais de maré 1D, modelados via es-
quema de diferencas finitas, perfeitamente viavel, do ponto de vista pratico. Con-
forme se depreende da analise dos gréaficos com os resultados de diversas simulagoes,
apresentados no capitulo 5, nao ha, do ponto de vista de precisio dos resultados,
diferencas significativas entre os valores obtidos via um modelo acoplado conven-
cional e via o modelo desacoplado proposto. A tnica ressalva fica por conta dos
valores calculados nos contornos, onde o desacoplamento acarreta, por assim dizer,
uma “caréncia” de formulagoes matematicas especificas.

Deve ser lembrado também, que a medida em que se consideram intervalos de
discretizagao para fins de simulagao resultantes em nimeros de Courant progressi-
vamente maiores, o modelo desacoplado apresenta-se numericamente instavel bem
antes que o modelo acoplado convencional — embora isto s6 ocorra para valores ja
bastante elevados do nimero de Courant. Somando-se a isto, uma pequena modi-
ficagdo no algoritmo de cilculo do termo de atrito, praticamente sem repercussoes
no caso do modelo acoplado, mostrou-se relevante no desenvolvimento do modelo
desacoplado, conforme assinalado no capitulo 5 (item 5.2.1). Além disso, enquanto
que o uso do mecanismo de filtragem tem pouca ou nenhuma influéncia em deter-

minadas simulagées com o modelo acoplado, mosira-se necessario para assegurar
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a convergéncia dos resultados do modelo desacoplado quando cresce o nimero de
Courant. Estes e outros aspectos, também assinalados no capitulo 5, embora nao
apresentem, do ponto de vista pratico, qualquer reflexo significativo sobre o desem-
penho do modelo desacoplado, revelam, no minimo, uma maior “sensibilidade” deste
algoritmo, exigindo portanto cuidados na extensdo da técnica proposta a outros ca-
sos de modelagao.

Conforme ja ressaltado em ocasides anteriores, o modelo desacoplado 1D nao
apresenta, para fins de simulagdes de casos, nenhuma vantagem significativa em
relagao ao modelo convencional. Importa, sim, a equivaléncia dos resultados, sendo
seu algoritmo fundamentalmente diferente daquele do calculo acoplado, pelo que isso
pode representar em termos de economia de espago de memodria e tempo de proces-
samento, no caso da extensio da técnica a modelacao a duas ou trés dimensoes (con-
forme discutido no capitulo 4, itens 4.3 e 4.4). Nestes casos, ainda que a modelagao
desacoplada condicione as simulagoes a restrigdes mais severas no espagamento das
malhas, os ganhos podem ser relevantes, com uma sensivel diminuigio dos custos
computacionais envolvidos.

O modelo desenvolvido para canais de maré 1D mostrou-se, destarte, um exer-
cicio pratico de pesquisa altamente valido, sendo recomendavel. como seqiiéncia
a este trabalho, o desenvolvimento de modelos de circulacao multidimensionais via
elementos finitos, empregando o mesmo processo analitico-numeérico de substituigoes

sucessivas para o desacoplamento dos calculos dos diversos parametros envolvidos.
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Anexo 1

Equacoes Gerais Dos Escoamentos

Al.1 - Equagao da Continuidade

A equacao da continuidade traduz o principio de conservacao da massa, e pode
ser formulada através do balango de massa para uma dado volume de controle (figura
AL1).

Tem-se assim, nas diregdes OX, OY, e OZ de um sistema arbitrado de eixos
cartezianos,

massa que entra
puly Nz Nt + prdaAe N+ pwhae AN

massa que sai

lpu + Qf;;—u)ml AyAe N+ [Pv + %’;})m} Arde N+ lpw + M&] Ar Ly =

~

d(pu)  B(pv)  8(pw)
0z i dy T Jdz

= pulyAeN + pu e Ae N+ pwhe N + [ ] FAVIAYTPACTAY)

variagao total da massa

J dp
5 (pAzyAzy N = EAT,Ay&Af.

Procedendo-se ao balango de massa,
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(puAy Az [pu+ &éiPU) Ax]AY Az
X

E—

FIGURA Al.l: Varlagao da Massa Fluida através de um Volume de Controle na
direcao OX

variagao total da massa - (massa que entra - massa que sai) = 0, ou seja,

dp d(pu)  O(pv)  dlpw)]
oty | T b =S T | Mudy et = 0
Opu) | Apv) | Blpw) _

315 dx Ay dz

Esta ¢ a forma geral da equacdo da continuidade a trés dimensdes para escoamentos

fluidos, apresentada no capitulo 2 (item 2.1.1)

A1l.2 - Equagées Dinamicas
As equagdes dindmicas sdo a expressdo matematica do principio de conservagao
da quantidade de movimento. Podem também ser mais facilmente apresentadas

como uma expressao da segunda lei de Newton,
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Z Fez:ternas =ma

Conforme assinalado no capitulo 2 (item 2.1.2) as forgas externas podem ser de dois
tipos: de superficie, atuando diretamente por contato — pressdo, atrito — ou de
campo (induzidas por um campo qualquer) — campo gravitacional, campo de uma
aceleracio centripeta, ou outros.

As forgas de superficie ou de contato podem ser representadas atuando sobre uin
volumde de controle, em cada uma de suas faces, para cada diregao (figura Al.2).

Observa-se assim que estas forgas sao definidas por um tensor de nove compo-

nentes,

N]
8

Ore  Tyx
Ta:y . vy T,

L~4

Tez Tyz Tz
Demonstra-se que na verdade 1;; = 74;, restando assim seis componentes. co-
nhecidas como componentes de Lamé (Méhauté, 1976). O somaldrio das lorgas de

contato € entdo dado pela soma das resultantes em cada diregao.

{004 Oryy | 0T _
Z Fconta‘to r — ( @1 + ay + az ) Ax AyAZ
0Ty | Doy, Ty
Z Fcontato ¥y = ( 81 + ay + Py JAYS AyA.
aT:::z aTyz 8‘733
Z Fcontato 2 = ( al + ay + 83 ) AI&JZL:

No caso das for¢as de campo, dado um campo de aceleracao qualquer, a forca

resultante numa particula sera:

Frampo = aceleragao x (massa/volume) x volume da particula
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FIGURA Al.2:Forgas de Contato em um Volume de Controle na direcio OX
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Assim, pode-se escrever que

Fcampo.r = aCa,PAIAy/—\E
Foampo y = ac,pAriyiz

Fcampoz = aczPATAyAZ

Por fim, a aceleracao resultante sera:

a= (a:c-. Ay, az)

onde a componente em cada diregao corresponde, numa descrigao euleriana, a chamada
derivada total no tempo da velocidade naquela direcdo. Assim,

du(x,y,z,t)_3_udﬁ+a_ud_y+;@g§+audt
dt Oz dt  Aydt Oz dt - Ot dt

a; =

] + '
at dz dy Oz
Esta derivagao recebe também a denominagao de derivada material ou substantiva,
sendo comumente representada como D/ Dt. As componentes ¢, e a. sav andlogas,

e pode-se escrever em suma que:

_Du D _ Dw
aI_Dt ay_Dt ﬂzrﬁDl
Voltando-se a expressao F = ma obtém-se entao:
D
ZFcontator + }'campor =p Du&ldyl
D
ZFcantatoy+Fcampoy th &Ay/_\-
D
Feontato : + Frampo» = NNy Az
Z tat + P 14 Dt Ay

ou ainda
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Du _ 1 (00m  Omy O
Dt T p\ o2 My dz
Dy l {010y Doy 07y
Dt Y% i p ( dz * ay + 0z
% _ 4 1 asz + aTyz + a‘gzz
Dt~ 4= p\ dz = dy dz

que constituem as equagdes da conservacao da quantidade de movimento em sua

forma mais geral, conforme apresentado no capitulo 2 (item 2.2.2).

113



Anexo 2

Modelacao de Turbuléncia

Conforme assinalado no capitulo 2 {item 2.2.1) as correlagoes de escala introduzi-
das nas equagoes gerais dos escoamentos pelo porcesso de promediacao no tempo
representam as trocas turbulentas: processos fisicos que nao possuem representacao
matematica, exigindo portanto modelagao. Observa-se que a modelagao de tur-
buléncia é um campo aberto a pesquisas, e diversos trabalhos recentes discutem as
técnicas convencionais mais comumente empregadas até hoje, e propoem revisoes
dos modelos adotados, ou mesmo novas técnicas, em alguns casos com excelentes
resultados comprovados. O presente trabalho nao tem a pretensao de discutir o
assunto em profundidade, visando apenas apresentar, de forma suscinta, um pouco
do estado da arte neste campo. A exposi¢ao a seguir baseia-se em Rodi (1984).

Os modelos mais utilizados sio de dois tipos, a saber: utilizando o conceito de
viscosidade turbulenta (aproximacao de Boussinesq), e modelos de fechamento de
segunda ordem. Os primeiros baseiam-se no principio de que o estado de turbulencia
é caracterizado por uma escala de velocidades, e esta é relacionada com as tensoes
viscosas. Ja os modelos de fechamento de segunda ordem consideram por principio
que, ainda que se caracterize adequadamente o transporte de escala de velocidades,

o transporte de turbuléncia é mal avaliado. Partem assim para o estabelecimento de
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equagoes diferenciais de transporte para as tensoes turbulentas. Embora contando,
deste modo, com equagoes bem justificadas, acrescentam ao problema muitos termos
por modelar, e de maior complexidade matematica, sendo por estes molivos pouco
utilizados na pratica até hoje.

Boussinesq, em 1877, propos uma expressao para as tensoes turbulentas analoga
a das tensoes viscosas, advindo dai o conceito de viscosidade turbulenta. Ha mode-
los de turbuléncia simples que admitem uma viscosidade turbulenta constante; sua
aplicacao é em geral restrita a prolemas em que os efeitos do trausporte de tur-
buléncia nas equagoes dinamicas ndo sao significativamente importantes. Um pouco
mais genéricos sao os modelos que relacionam a viscosidade turbulenta diretamente
com o campo de velocidades médias, sendo o primeiro e mais conhecido ¢ modelo
de Prandtl, de 1925. Os modelos mais generalizaveis dentre os que se haseiam em
Boussinesq, sao aqueles utilizando equagoes de energia; especificamente, us chama-
dos modelos k—¢ ,nos quais a viscosidade turbulenta é assumida como sendo

igual a:

k.?

Ut = C}J_
€

onde C, é uma constante empirica, k a energia cinética e ¢ um termo dissipativo.
Sao entao escritas equagdes diferenciais de transporie para k e ¢. O “preco” do
fechamento assim obtido € o ajuste necessario de um certo nimero de constantes

empiricas destas equagoes.
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Anexo 3

Equacoes Governantes 2DH

O presente anexo apresenta a integragao vertical das equagoes governantes (da
continuidade e¢ da conservagido da quantidade de movimento) para modelagio de
4
corpos d’agua rasos.
No capitulo 2 (item 2.3), foram assinaladas as condigdes de contorno necessérias

a integragdo. Lembrando ainda que

H(z,y,t) = h(z,y) +nlz,y,1)

€ assim,

Sy o2

( )(9«’-.9:5)—}1; l(:ﬁ)(.u,y,:,!)d&

pode-se entao proceder a integragio de cada uma das equagdes governantes, empregando-
se a regra de Lienitz para os termos diferenciais.

Tomando-se a equacdo da continuidade (capitulo 2, item 2.1.1, equagao 2.2)

dr Oy 8z
e efetuando-se a integragdo vertical advém:
g dn a(=h) o
Oz ./—h ud: = |-= oz e o= Cdr + y ./—h vds —
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‘| on fu] d(—h)
z=m a U [z=-h ay

+w | 2= —W

i=—h— 0

Aplicando as condigées de contorno e fazendo as integracdes necessarias chega-se a:

op ad . 0 .
ot +B$Hu+ ayHL =

que ¢ a forma final da equacio da continuidade 2DH. conforme apresentada no
capitulo 2 (item 2.3.1).
A equagao dinamica na diregdo OX (ver capitulo 2, item 2.1.4) pode ser escrita

na forma:

@ — Qu +£ Oy N Oy + I7y-
Dt Oz dy Jz

Integrando esta equagao na profundidade tem-se:

Di
H—u-—HQv +

. 0 -0 e
- ( r)amcﬂz—as‘!‘ﬂ—aj‘uog—i—)

1

p

1 on -po Oh

1 de — 7Sb Fpo 0N

P (/ M@ = Ty Ty " T Gy +)
1 <. On 1oy OR

I e — LFDO

p (/ ??T IZ a~ .'Lh 83 +)

Para lidar com os valores de tensoes especificados na superficie livre (SL) e no
fundo (FDO), aplicam-se as condigdes de contorno dinamicas: as tensdes no fluido

devem ser iguais as tensoes do vento na superficie e de atrito no fundo. Assim, na

superficie:
v
TNz + TeyMy + TNz = T
onde
i=( )= o2
n=I[MNg,Ny,N; ) = ——
V5]
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sendo

dz’ dy’ 0O:
E no fundo:
! ! ' B
JxrnI + T;,;y'fly ‘|‘ TrzNl, = ’J'z
onde
. vV B
n' = (n,,n,,nl) = -
| V- B|
sendo

- dh oh h
V= (a@a)

Lembrando ainda, do item 2.1.2, que

p au

Ozr = _P‘}'zﬂa_a
_ (o

Ty = M Jdy Oz

(e
w = M z  Or

e sendo as derivadas parciais de p em z e y conhecidas em fungao da substituicio
da equagdo dindmica na direcdo OZ pela aproximagao hidrostatica (ver capitulo 2,

item 2.2.2), pode-se reescrever a equagio integrada como:

Du 1 J du
U : - Y L Yot
H Dt HGs + rho Oz /4 7 ( P+ ”81‘) ¢ +

Db (o ]
rho dy J_i s ay+33: “
1 ¢ Ju Ow
5‘55/_&”['*(5;*5)}““
oy = ;
%(T;W.m—rfgv‘m)
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Efetuando as integracdes restantes, e adotanto-se a aproximacao de Boussinesq para

as tensdes turbulentas (capitulo 2, item 2.2.1, e anexo 2). chega-se a:

D On 1@ i d a4 o
H— = —-Hg—+W+-{ —HK,. [2— — e | — + —
Dt g(9$+ U+p{ax{ ‘J”'( am)}+ay [Hl\ y(@y+dm)}}
1 . .
+;(Tg’|v-5|—%3|v-3|)
Analogamente, na diregio OY tem-se:
Do on R 7 . 7 T d Ov
H— = —Hg— -0 —«— |AK . | — + — — 2
Ty % {83; [ v (327 i ay)] "oy [HKW (283!)”
1 . .
+;(T;’|v-5|—7y3|v-3|)

Estas equagdes constituem-se assim na expressao das equagoes dindmicas a duas
dimensoes, via integracao na profundiade (2DH), conforme apresentadas no capitulo

2, item 2.3.1.
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Anexo 4

As Equacoes de Saint-Venant

As equagbes de Navier-Stokes unidimensionais podem ser obtidas através de
integragoes sucessivas das equacoes a trés dimensoes, do mesmo modo que é feito
no caso das equagoes a duas dimensdes — conforme demonstrado anteriormente,
no anexo 3. Sendo largamente empregadas em Engenharia Hidraulica, nos estudos
referentes a escoamentos em rios e canais, sdo também conhecidas como as equacoes
de Saint-Venant, ou equagdes do escoamento gradualmente variado nao permanente
em canais. Sua dedugdo, alternativamente, pode ser feita de modo analogo & dedugao
das equagées de Navier-Stokes — ver anexo 1 — tomando-se uma trecho infinitesimal
de um canal, conforme apresentado na figura A4.1, identificando-se os seguintes

termos:

@} - vazdo afluente ao trecho;

e A - area molhada da segao transversal;

B - largura superficial;

e 7 - cota da superficie livre;

Py - perimetro molhado da se¢io transveral:
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FIGURA A4.1: Escoamento em Canais (i}

® ¢ - vazao lateral;
e 5; - declividade média do fundo.

A vazao efluente é expressa, conforme mostrado na figura A4.1, por uma ex-
pansao em série de Taylor, tomando-se apenas os dols primeiros termos.  Pelo

principio da conservagao da massa pode-se escrever a seguinte igualdade:

aQ aA
—p——NAr = p—2Na Ax
P e T P + L
Simplificando, obtém-se a expressao final da equagio da continuidade 1D, conforme

apresentada no capitulo 2, item 2.4.1:

94 3Q

ot e T =0

A equagao dindmica, ou da conservagio da quantidade de movimento 1D é obtida

do mesmo modo que na dedugdo das equagdes de Navier-Stokes (item 2.1.2). pela
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FIGURA A4.2: Escoamento em Canais (ii)

segunda lei de Newton, Zﬁmemus = md. As forcas externas de contato sio o
atrito e a pressao, e considera-se como for¢a de campo apenas o peso proprio (higura
A4.2). Assumindo-se distribuicao hidrostatica de pressoes, e sendo as variacdes das
propriedades do escoamento no trecho dadas pela expansao em série de Taylor {dois

primeiros termos}, pode-se entdo escrever

Du , J .
pANT— DL = = ~vAArSy — ‘y*agA'xA — To Py
sendo
@ _ ou N du
Dt~ 8 o

Fazendo a substituicio e dividindo-se ambos os lados por pAAr, tem-se:

Ou Ju on Ty

5?+u-%——ga +g‘50“m



onde R = A/P (raio hidraulico). Para canals com escoamento permancuie e uni-
forme demonstra-se que

7o

~R
sendo S a declividade da linha energética. Pode-se entdo reescrever a equagao do

movimento como:

du du an
AL ) S _ 5
5t T Van T gy 90—

que é a expressio final da equagio dindmica 1D, conforme apresentado no capitulo

2, item 2.4.1.
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