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Este trabalho apresenta uma metodologia para a
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planc, baseada nos Teoremas Limites da Flasticidade.

Para transformar o problema de anilise limite num
problema de programagio linear, foi necessaria uma
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CAPITULG I

INTRODUCZQ

C dimensionamento de uma estrutura tem por objetivo
garantir sua seguranga ao ceolapso, através de um fator de
seguranga, sem sacrificio de sua funcionalidade para as
cargas em servigo.

Oz primeiros métodos a serem utilizados para este fim

foram os baseados na  analise elastica gue s4 levam em
conta o comportamento elistico dos materiais estruturais.
Estes métodos, no entanteo, ndo fornecem wuma indicacgHo
precisa do fator de seguranga 4 ruptura, uma vez gque nesta
condig3o, o©os materiais podem comportar-se plasticamente,
violando a hipdltese de comportamentc elastico.

Esta falta de precisio no ceoeficiente de seguranga A
ruptura, bem COmo 2 necessidade de se construir
econdmicamente estruturas cada Ve mais complexas,

conduziram a4 busca de novos métodos.

Uma alternativa, guando os efeitos de nio-linearidade

geométrica sio despreziveis, & a analise elasto-plastica
que leva em conta tanto a fase eliastica quanto plastica do
material. Contudo, a descrigio das propriedades do material
nAo-linear em ftermos matemdticos acarreta um enorme esforge

computacional.

Uma segunda alternativa, surgida na década de 40, & a

analise plastica gue desenveolve os metodos de
dimensionamento das estruturas baseados no comportamento
plastico dos materiais. Estes métodos consistem em definir

uma carga de trabalhe (P) e majora-la por um coeficiente

CAhmajl para se obter a carga de ruptura CPrut).
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Neste trabalho estudaremos o casae de estruturas
submetidas & um estado planoc de tensBes ou de deformagles
verificadas através da analise plastica ou andlise limite.
Ele faz parte da linha de pesquisa em anilise limite de
estruturas com programag3o linear elaborada pela COPPE-UFRJ
e PUC/RJ. Pertencem a esta mesma linha de pesquisa o$%
seguintes trabalhos:

Andlise Limite de Lajes via Programagdo Linear através

do Método dos elementos Finitos de Luis Fernando Nunes
Mello, onde s8o utilizados elementos triangulares rigidos
conectados por charneiras plasticas na discretizag3o das
lajes, &€ o algoritmo de Livesley na rescolug3oc do problema de
programagio linear. CCOPPE-/UFRI-1887)

" Andlise Limite de Lajes de Concreto Armado " de Ivan
Fabioc Mota de Menezes, onde as lajes s=3o discretizadas
através de elementos de placa espessa (iscparamétricos
quadrilaterais) e elementos de placa delgada (DKT e DKQ}; e
na resolugio do problema de programag3o linear, utilizou-se
o algoritmo Simplex & a superflicie de Johansen para as
restrig¢fes. (PUC/RI-18802

*“ Analise Limite de Cascas de Revolug3o " de Silvia
Almeida, aonde utiliza-se tambem elementos finitos
isoparamétricos, entretanto, o problema de PL € resolvido
através do algoritmo Simplex com as superficies de Tresca
Cago? = Massonet dCconcreted como restrigd@ies. (PUCARI- em

desenvol vi mentod .,
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Este trabalhe foi dividido em oito capitulos e dois

apéndices da seguinte forma:

- CAPITULO TI1I - Descreve os fundamentos da anidlise
limite especificandoe as superficies utilizadas no estudo do

estado plano.

- CAPITULO III - Trata oS concelitos basicos e
teoremas fundamentaiszs da programagio linear. Ao final, &

feita uma descrigfo sucinta do Método Simplex.

- CAPITULO IV - Apresenta a formulag3c matemitica do
problema expressando-o, a partir dos tecoremas limites da

plasticidade, na forma de preogramagdo linear.

-~ CAPITULO ¥V - Apresenta a especificagio da
formulag8o proposta para o problema de estado plano,
descrevendo os tipos de elementos finitos implementados e a

superficie de escoamento utilizada.

- CAFPITULO VI - Faz uma descrig¢io sucinta scbre a-
implementagio computacional construida a partir dos

conceltos estudados neste trabalho.

- CAPITULO VII - Mostra alguns exemplos de aplicagBes,

para o estado plano de tensdes o de deformagdes.

- CAPITULO VIII - Tece algumas concl us@es e
criticas sobre os resultados encontrados e sugere alguns

caminhos para novas pesquisas.



CAPITULO II

FUNDAMENTOS DA ANALISE LIMITE

I1.1 - INTRCDUGAO

O critério de dimensiocnamento das estruturas pode ser
governade por alguns tipos de colapso, tais como, a fadiga,
a flambagem, etc; em alguns casos, a magnitude da deflex3o
Cmesmo antes de haver grandes deflex@es plasticas) ¢ em si
mesma um critério. QO colapso plastico &, eniretanto, a
condigdo governante em tantas estruturas gue o
desenvalvimento de métodos eficientes para a estimativa da
carga de colapso plastico, ou para o dimensionamento direto
de uma estrutura baseado nesta forma de colapso, tem sido
nos wltimos anos de intenge interesse pratico para
sngenheiros.

Os métodos da andlise limite fornecem estimativas de uma
carga critica chamada carga de colapseo pldstice. Esta carga
¢ agquela na gqual o aumento da deflexZo se torna muite alto
devido & plastificag8o. Na idealizag3a utilizada para a
andlise limite, a carga se torna constante. enquanto as
deflexBes assumem magnitudes c¢rescentes. Este comportamento
& causado pele desenvolvimento de fluxoes plasticos na
estrutura em tal extensio que o material elastico restante
nio & suficiente para a sustentagfSco da carga. Quando isto
ocorre, di-se lugar a um colapse real, ou seja, esta
estrutura nic pode mais atender a sua fungdo.

A carga de colapso plastico pode ser usada como uma base
mais realista no dimensionamento de estruturas; um

dimensicnamento estrutural eficiente serda proporcionado de



tal forma gue a carga de trabalho tera que ser acrescida de
um fator especifico Ccoeficiente de segurangal para
ccorrer o colapso, enguantce na andlise elastica, um
coeficiente de seguranga de minoragio € aplicado na tensio
de escoamento coe para se obter uma tens8o admissivel oadm.
Esta tensdo admissivel nic deveria ser ultrapassada pelas

tens@ies calculadas para as cargas atuantes.

Prat = Amaj . P

ANAL.TSE PLASTICA
Prut -+ resisténcia do material
esou dimensdes da pega
Canalise plastical

oe 7 Amin

Crodm
ANALISE ELASTICA

¢ Candlise elastiical) = oadm

Mencicnaremos alguns conceitos importantes da anilise
limite de vigas para uma boa compreensdo da anidlise limite

comge um todo.

- MOMENTO LIMITE € Mtimd

Seja uma distribuigio de tensfes numa segdo transversal
de material elasto-plastico submetida a a¢30c de momento
fletor crescente, como mostrado na figura CII.1D

Quande o atinge oce (FIG.II.1-h), diz-se que o momento
fletor atuante € Me. Quando toda a2 altura da segZo esta
submetida a tens3c de escoamento ce(FIG.1I.1-ed., diz-se gque

o momento atuante € © momento limite Miim.



Logo, podemos dizer gue, Mim € o maior momento gque a

segio pode resistir,

—

§ <GBe § = Ge § = Ge 6 = de 6 =(Ce

{a) {b) (c) {d)} (e)

- -

FIGURA IT.1 - Tensfes de flexdo numa segio simétrica sob

a agdo de momento fletor crescente.

Para uma seg3o retangular, por exemplo, Lteremos:

Me = b . h ce Mim = b . h oe CIr.12

onde: b €& a largura e h € a altura da se¢8o transversal.

- ROTULA PLASTICA

Seja uma viga bi-aspoiada, sujeita 4 ag3o de uma carga P
noc meioc do v3o, comoc mostrado na figura CIT. 20

Q diagrama de momentos fletores tem a forma
triangular, onde Mmax = P L-74 . Se a momentso maximo
atinge Mlim, os diagramas de momento e curvatura s3ao oS
representados na figura CII.a> e a curvatura =
indeterminada no meio do vEo, onde ocorre um fluxo plastico
ilimitado.

Neste instante n3o poderid haver nenhum aumento no
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momento maxime e a carga na viga estaria em seu valor maximo.
A viga falha por rotagl@es excessivas gue cocorrem na segde
transversal mé&dia., enquanto que as duas partes que a comp@em
permanecem relativamente rigidas, ligadas por uma
articulag3co ou roétula & momento limite Crdtula pldsticad ,
que permite as duas barras girarem, uma em rela¢dc a outra,

sob a ag3o de um momento C(Mlimd constante.

P

MOMENTOS

‘{Lindeferminado

CURVATURAS T T~ T{B

FIGURA I1.2 - Viga hi-apociada na ruptura.

- MECANISMO

Quando certas partes de uma estrutura alcangam o momento
limite CFIG.I1.1-e2, os momentos se redistribuem, e
outras seg¢gfies comegam a ter uma maior participagio relativa
no equilibrio das cargas. O mecanismo configura-se quando a
estrutura se torna hipostatica.

Uma analise de acordo com os métodos plasticos deve



satisfazer trés condigfies:
CONDIGAO DE MECANISMO - A carga udltima € alcangada quando o

mecanismoe se forma.

CONDIGAO DE EQUILIBRIO Os esforgos internos est3o em

equilibrio com as cargas externas.

CONDIGAQ DE RESISTENCIA - Os momentos n3oc poder3c atingir
valores maiores gue Mlim.

A comparagio entre as condig@ies a serem satisfeitas nas

anilises & demonstrada na tabela (II.1D,

ANALISE PLASTICA ANALISE ELASTICA

g\/‘g Mecanismo Continuidade %\/
(—) € quiibrio ()

T T T T

Momento Momento MI[[H]]]IUWA
Pld'stico Eldstico

menor que MIlim menor gue Me

AN WA

TABELA 1I.1 - Comparagio entre as condigfSes necessarias
para uma analise pléastica ou slastica.

BEEDLE [ 031

Teoricamente, as rdtul as plasticas interrompem a
continuidade de rotagfo, gque € uma condig¢io necessaria numa

andlise eléastica, enguanto gque na analise plastica, o

’



cbjetivo & que elas se formem em numero suficiente para
permitir gque a estrutura ( ou parte dela) se deforme como um
mgcanismo. E importante ressaltar que na andlise limite, se
a estrutura se tornar um mecanismo, a anidlise comegarid deste
poento, © que simplifica consideravelmente , ja4 gue n3o ¢
importante saber como os momentos se redistribuem, mas

somente reconhecer que isto ocorreu,

IT.2 — TEOREMAS FUNDAMENTAIS DA ANALISE LIMITE

Usualmente, nas solugBes oferecidas pela andlise limite,
ndc € possivel satisfazer as trés condi¢Bes necessarias
Cmecanismo, equilibrico e resisténcial) simultineamente. A
solugdo pode ser baseada no estabelecimento de um mecanismo

ou no estabelecimento de um campo de tensdes.

Ge

A

FIGURA IX1.3 - Material rigido-plastico perfeito.

Para a analise limite, consideramos as estruturas
sujeitas a um sistema de cargas que aumentem
quasi-estaticamente Co processo de carregamento &

suficientemente lento de tal forma que oz efeitos dinimicos
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sejam desprezados?. Consideramos ainda, gue o material seja
rigido-plastico perfeite (FIG.II1.3D, ou seja, nEo ha
deformagSes quando as tensfes est3o abaixo do limite de
escoamento Coel.

Partindo—-se de um determinado nivel de carga, ele sera
aumentado proporcionalmente. Denominaremos A a intensidade
de carga no estado limite ou fator de carga.

O estade limite para um fluxo plastico sera entdo
caracterizado por dois fatos:

a) As tensBSes est3io em equilibrio interno, em
equilibrio com as cargas aplicadas, e todas as
regides obedecem a condigie de resisténcia. Um campo de
tensdes deste Lipo € chamado estaticamente admisstvel.

b> © mecanismo de escoamento satisfaz as condigles
cinematicas de contorne do corpo e as condigSes de
compatibilidade cinemitica. Un mecanismo deste Lipo &
chamado cinemalicamente admissivel.

Para um dado carregamento, existe wuma infinidade de
campos de itensfes estaticamente admissiveis. Cada um desses
campos corresponde a uma certa intensidade do carregamento,
que sera chamada As ( fator de magnitude estaticod.

Similarmente, para um dade mecanismo admissivel, uma
intensidade de carregamente Ak C fator de magnitude
cinematico) pode ser definida de tal forma gque o potencial
das cargas nesta intensidade se iguala ac potencial de
dissipagdo no mecanismo de escoamento.

Estabelecem—-se ent3o, os tecremas f{undamentais da
andlise limite, intreoduzidos por GVOZDEV (0ZS]1, HILL [06] e
PRAGER [0O7]1, também conhecidos como "Principios Extremos

para Corpos Rigido-Plasticos®.
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II.2.1 - TEOREMA DO LIMITE SUPERIOR

" Considere-se um campo de deslocamentos geometricamente
compativel. Uma carga atuante, definida como propercional a
uma carga inicial dada, que realize trabalho externo igual
ac trabalho plastico interno de deformag3o, para o campo de
deslocamentos em quest¥o, serd maior ou igual a carga de
colapso . "

Neste caso, todos os fatores de carga hk correspondentes
a' um mecanismo cinematicamente admissivel ser3o sempre
maiores, ou no minimo iguais ao fator de colapso hc.

Pelo fate das cargas encontradas serem malores gue a

carga limite, este teorema & também conhecido como *Unsafe

Theorem™.

II.2.82 - TEOREMA DO LIMITE INFERIOR

* Se um campo de tensBes pode ser encontrado a partir de
uma carga atuante, definida como proporcional a uma carga
inicial dada, satisfazendo as condigSes de squilibric e as
condig®es estaticas do contorne, € em qualquer ponte do
corpo estas tenses estejam satisfazendo um critério de
resisténcia do material, ent3o a carga atuante & menor ou no
maximo igual a carga de colapso da estrutura.

Ou seja, o fator C As > das cargas correspondentes a um
campo de tensGes estaticamente admissiveis, ser3o sempre
menores ou no maximo iguais ao fator de carga limite kc

Este teorema & também conhecido come tecrema estitico ou

"Safe Theorem” e é mais utilizado para o dimensionamento do

que para andlises, por fornecer um valor de carga menor do
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gque a de colapso real.

IT.2.3 - TEOREMA DA UNICIDADE
* Quando for possivel associar um campo de Lenstes
estaticamente admissivel e um mecanismo cinematicamente
admissivel, o] fator de carga A correspondent e
simultineamente acs dois campos seréd o fator de colapso hc"
Ou seja, supondo gus tenhamos encontrado um campo de
tensSes estaticamente admissivel KS = hc > e um mecanismo

cinematicamente admissivel Rk e kc J gue corresponda a um

mesmo fator, ent3o:

A = A = A C11.20

e assim, teremos obtido a carga limite real.

IT.2.4 — CORCLARIOS DOS TEOREMAS LIMITES

A) A carga limite encontrada & tdnica.

B Se as dimensSes de uma estrutura perfeitamente
plastica forem aumentadas sem mudanga na natureza do
material, e se o peso prédpric do material adicionado for
desprezivel, o campo de Lensdes refsrente as tensdes do
material adicionado mais o campo de tensSes no estado limite
da estrutura original! ¢ estaticamente admissivel para a
estrutura modificada. De acorde com o Teorema do Limite
Inferior poderemos ent3fc estabelecer gque o aumento das
dimensfies de uma estrutura perfeitamente plastica n3o

resulta numa carga limite menor.
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Similarmente, o] decréscime das di mensdes de uma
estrutura perfeitamente plastica n3c resulta numa <carga
limite maior.

C)> A possivel presenga de tens®es residuais, nem a
existéncia de uma pequena deformagfo inicial, interfere com
a veracidade dos teoremas, com tanto que estas deformagdes
n3o mudem significativamente a geometria da estrutura de tal
forma que a condi¢3o de equilibric permanega sem levar em
conta estas pedguenas deformagdes. Logo, podemos estabelecer
que tensBes e deformag@es iniciais desconhecidas n3c afetam
2 carga limite contanto que elas nao alterem
significativamente a geometria da estrutura.

D) Se todas as mudangas de geometria de um corpo
perfeitamente plastico sZHo despreziveis, todas as tensdes
permanecerfo constantes durante o fluxo plastico.

E> Um aumento na tensfc de escoamento em partes do corpe
nfc pode reduzir a carga limite.

As demonstrag®es dos tecremas fundamentais se encontram

no APENDICE A .

I1.3 - SUPERFICIES DE ESCOAMENTO

E importante conhecer o comportamento de um material sob
tensd@es combinadas. Em particular, ¢ necessario se ter uma
idéia das condi¢®es gque caracterizam a transigdo do material
do estado eliastico para o estado de escoamento. Na tragdo
simples, por exempleo, esta transi¢3o ccorre gquando 2 tens3o
de trag3o ¢ ¢t 2 for igual a tens3o de escoamento ¢ oe 3, ou

seja:
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ord, = e = Cte CII. 3D

e no cisalhamento puro a tens3c cisalhante ¢ v ) for igual a

tensio cisalhante de escoamento ( Te J.

T = Te = cCte CII. 4D

A gquest3o ent3o serd qual a possivel forma da condigdo
que caracterize a transigfoc além do limite elastico sob
tensSes combinadas. Esta condigio que & satisfeita no sstado
de escoamento, ¢ chamada condiglic de escoamento. Para um
corpo isotrdpico e num caso tridimensional, esta fungdo deve

ser uma funcfo simétrica das tenslies principais.

fC o1, o2, o3 2 = X CII.5

onde K ¢ uma constante do material, que estai relacicnada com
a tens3o de escoamento.

A representagio geométrica da fungfo (II1.5) sera&a uma
superficie chamada superficie de escoamento.

A intersegfo desta superficie com o plano desviatdrico
CAPENDICE B} traduz uma curva simétrica em relagfo aocs eixos
das tensS@es principais 1, 2, 2 e & chamada curva de
escoamento.

A curva de escoamento tem as seguintes propriedades:

a) Nio passa pela origem O desde que o estado de
escoamento seja  alcangado sab tensties cisalhantes
consideraveis.

b)) E assumido gue as propriedades do material na trag3o

e na compressio sejam as mesmas. Loge, a curvatura de
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escoamento deve ser simélrica.
c) A curvatura de escoamentoc ¢ convexa. Esta condigdo
segus a condigdo de nFo—negatividade do incremento de

trabalho plastico (Postulado de Drucker).

I1.3.1 - CONDIGCAQC DE TENSAO CISALHANTE MAXIMA CONSTANTE

(CONDIGAO DE TRESCA-SAINT VENANTD

Foi observado que as deformagfes plasticas consistem
basicamente no deslizamento de cristais, que sSempre
acontecem num certo valor fixo de tens3o madxima cisalhante,

O engenheiro frances Tresca sugeriu ent3c em 1864, que
no escoamento, a tens3o madxima cisalhante em todos os pontos
do meioc teriam o mesmo valor para um dado material.

O valor da tensio maxima cisalhante pode ser obtido, por

exemplo de um teste de tragdo, onde:

Tméx = CIT.8>

Mais tarde. a formulac3o matemitica desta condigio no
caso de deformagBes planas, fol dada por Saint Venant.

Para o caso tridimensional, teremos:

2l r1 ] = | oz -3 | = oe
2Tz} = | ea —-—o1r | £ voe CII.72
21 Ta] = | o1 -2 | = oe

onde: oL » o2 » 03,
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No escoamentc serid necessario a existéncia de um sinal
de igualdade em uma ou duas dessas condigfes. Uma vez gue
e > 0O, as trés tensSes cisalhantes principais nic poder3o
ser simultineamentes iguais a constante oe.

A seguinte relag3c pode ser obtida entre a tens3o de
escoamento ¢e na traglo e a tensdo de escoamento Te no

cisal hamento puro.

]

oe c Te CII.®d

As condig®es mostradas em C(I1I1.72 definem um prisma
hexaédrice regular (no espago das tens@es principais). O
tragado do prisma no plance desviatdérico ¢ um hexagono
regular (FIG.II.4>. Fica ent3o geometricamente clarc que as

trés igualdades n&Eo podem ser simultinesamente satisfeitas.

FIGURA I1.4 - Interse¢lo do prisma de escoamento com o
plano desviatdrico,
Hexaédro -+ Condig3o de Tresca-Saint Venant
Circule circunscrito -+ Condig¢doc de von

Mises
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Outro ponto importante € que a tensdo maxima cisalhante
& igual a metade da diferenga entre as tensfes principais
maxima e minima; logo, a tens3io principal intermediiaria n3o

influencia no estado de escoamento.

II.3.2 - CONDIGAO DE INTENSIDADE DE TENSAO CISALHANTE

CONSTANTE C(CONDICAD DE VON MISESD

0 uso das condig¢Bes de escoamento de Tresca—-Saint Venant
expressa por desigualdades envolve certas dificuldades
matematicas em problemas tridimensiconais. As circunstincias
sugeriram a von Mises , em 1213, gque o prisma hexaddrico
poderia ser circusncrito por um cilindre circular,

A equagdo desta superficie & definida como:

C o1 — oz )2 + 0 oz — o3 32 + C o3 - o1 Dz = 2 O@z CIT.S2D

0 lado esquerdo da equagdo (II.82) corresponde a energia
elastica de distorg3Zo a meneos de um fator constante. Logo, ©
estade de escoamento € alcangado numa certa energia elastica
de distorgHo constante.

Logo, a segio transversal deste cilindro no plano
desviatdrico € um circulo circunscriteo ao hexdgonol(FIG. II. 42

A condigido de von Mises pode ser escrita como:

T = ~ ¥ 3 CIT.10D

onde T & chamada intensidode de tens@o cisalhantie e € igual

a
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T = V/i/ﬁ {C ox — oy 3% 4+ C oy - o2 52 + C oz - ox )2} +

+ Y ¢ Txy =+  Tyz ° +  Txz 2 D CII.11D

2 no caso dos eixos coordenados X, ¥y e z coincidirem com os

eixos principais, vem;

T =72 6¢C o1 — 0232 +¢C 02 - 03 3% +C o3 - o1 2% CIT.12D

No caso de cisalhamento puro T = 1 ¢ razdo do nome

intensidade de tensf8o cisalhante) e de (II.103 obtemos:

te = °°. Y 3 = 0.577 oe CIT.13)

As superficies de escoamento de Tresca e von Mises foram
analisadas +tridimensionalmente e t(endo come material o
metal.

O  problema gue seri tratado neste trabalho, &
bidimensional e incluira também o solo como material, No
CAPITULO V estudaremos a particularizagc8o da superficie para

os casos abordados.
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CAPITULO III

PROGRAMACAQ LINEAR

IITI.1 - INTRODUGZEO

Os probl emas de programagdc linear referem-se A
distribuig¢Zo eficiente de recursos limitados entre
atividades competitivas, com a finalidade de atender a um
determinado objetivo, por exemplo, maximizagio de lucros ou
minimi zagcdo de custos. Em se tratando de programacio linear,
este objetivo serd expresso por uma fung3o linear, a qual
did-se o nome de fungdo objetivo.

£ claro gue ¢ necessario dizer quais as atividades que
consomem cada recurso, € em que proporgio € feite este
consumo. Essas informag@es serfio fornecidas por equaglies ou
inequagBes lineares, uma para cada recursoc. Ao conjunto
dessas equagfes ou inequagBes lineares da-se o© nome de
restrig8es de medelo,

Geralmente existem indmeras maneiras de distribuir os
escassos recursos entre as diversas atividades, bastando
para isso que essas distribuigBes sejam coerentes com as
equagBes de consumo de cada recurso, ou seja, que elas
satisfagam as restirig@es do problema. Entretanto, deseja-se
achar aquela distribuig@o que satisfaga as restrig@es do
problema, e que alcance © objetivo desejado, isto &, que
maximize © lucro ou minimize o custo. A esta solugfo di-se o

nome de solugBo étima. PUCCINI [0Q]
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I11.2 - FORMULAGAO DO PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

O problema geral de programagfc linear consiste em

encontrar um vetor ¢ x,

b4 . b4 . x 2 Ue minimize
Z, » j; ? n Cl
a fung3io objetivo abaixo.
Z =T X + Cc ¥ + + ox + ... + Cc x CIII.1D
1 1 2 2 11 n n
sujeita as restrigdes lineares:
¥ = 0 J=1, &, ., N CITI.22
3
e
a + a x + + a x + + a X 2 b
11 1 12 2 11 ) in n 1
a x + a x + + a_ X + + a x Z b
21 1 £Z 2 2] ) Zr n 2
a x + a + + a x + + a. x > b
% B § 2 2 L] ] N 1
a + a + + a x + + a X Z b
mi % mz 2 my ] m n m
CITIT, 3>
onde x s3o0 as variaveis desconhecidas, a , b e ¢ s8o as
i

] 1 3

constantes dadas e m = n A fungZco linear Z que gueremos

minimizar ¢é chamada fungdo objetive, e as desigualdades

CITI.2> e CIII.3> s3o chamadas restrig@es.

Escrevendo © problema na forma padrZo, teremos:

Min.

zZ = Z e, X, CITI.4D
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sujeito a:

N B (ITI.S2

x. Z O C j=1, ..., nd CIII.®

Algumas formulagBes s3o equivalentes a (III.4), (III.SD
e (CIII.B) e poderZo ser utilizadas mais convenientemente
conforme o problema a ser transformado para a forma padr3o:

2 Minimizar uma fungSo ¢ eguivalente a maximixar o

negative desta fungZo. EntZo poderemos reescrever (III. 40

como:
max 2’ = - C X,
i
bl Em CITII.S> podemos introduzir uma nova variavel
s, 'Zs,L > 0 3 chamada wvariivel de folga "slack variadble”, e

converter esta desigualdade numa igualdade.

para uma desigualdade z-zL,tj xj = bt podemos também introduzir

s, 2 0 e trocar a desigualdade por:

|

c) Se houver uma ilgualdade a” xj b, nas restrigdfes,
v

poderemos sempre substitui-la por duas desigualdades:
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d> Se uma varisvel xj for negativa, poderemos

substitui—-la por duas variaveis >%+ e )%— CFIG.IIT.12, que

devem ser nHo-negabivas

xit = O . = y:
J X X] NOVAS
Xj~ = Xj Xj~ =0 VARIAVE(S

FIGURA III.1 - Algoritmo para transformagZc de varidveis

sem restrigio de sinal em n3o—negativa

Definimos ent8o a programag3o linear, segundo DANTIZIG
[10], como um problema de minimizagHo ou maximizac3io de uma
fungdo linear sujeita & restrig@es lingares que podem
incluir tanto desigualdades como igualdades e as varidveis
desconhecidas podem incluir tante wvaridveis n3fo-negativas

como variavels sem restrigio de sinal.
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II1.3 - PROPRIEDADES DE UMA SOLUCAO PARA UM PROBLEMA DE

PROGRAMAGCAC LINEAR

Neste item daremos algumas definigdBes padr3c que
descrevem as caracteristicas mais importantes de uma solugdo

para um problema geral de programagdc linear.

DEFINICAD 1 - Uma solug8o vidvel para um preoblema de
programag3oc linear & o veter X = ( X Xy e xn) que

satisfaga as condig@es CIII.5) e (CII1.B).

DEFINICAO 2 - Uma scolugio basica para (JIT.B5) & a
solugio cobtida tornando ¢ m — n 2 varifveis iguais a zero e
solucionando para as m varidveis restantes, evitando que o©
determinante dos coeoeficientes dessas m variaveis seja

nIdo-—nulo. As m variaveis s3o chamadas variiaveis biasicas.

DEFINICAO 2 - Uma solugEo viavel basica € uma solugio
basica que também satisfaga (III.B3, ou seja, todas as

varifdveis basicas sZo n3o-negativas.

DEFINIGAO 4 - Uma solug8Sc viivel basica nZEo-degene-—
rada €& uma solugio viavel basica com exatamente m x.
13

positivos; ou  seja, todas as variaveis baAsicas s3o

positivas.

DEFINIGAO 5 - Uma solugfo viavel minima & uma solugfo

vidvel que também minimiza.
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A seguir, enunci aremos alguns teoremas cujas

demonstirag¢fes podem ser encontradas em GASS [11137.

TEOREMA 1 - QO conjunto de solugdes para um problema

de programagdo linear € um conjuntoe convexo,

TEOREMA 2 - A fung3o objetivo assume seu minimo num
ponto extreme do conjunto convexe de solugdes gerado pelo
canjunto de solugdes viavelis para um problema de programag3o
linear. Se ela assumir seu minimo em mais de wum ponto
extremo, entdo ela terd o mesmo valor para toda combinagZo

linear desses dois pontos extremos.

Podemos entfio conclulr gque precisamos investigar somente
solug@ies que sfFco pontos extremos.

Para wvalores de n e m muite alteos, fica impossivel
avaliar todas as socoluglfies possiveis e selecionar uma gue
minimize a fungdo objetivo. O uso der um Ssquema
computacional torna-se, entio, obrigatdrio. Utiliza-se,
entdo, o algoritmeo Simplex que encontra um ponto extremc e
determina se ele ¢ um minimo. Se nHEo for, o algoritmo
encontrara um ponto extremo vizinho cujo valor
correspondente da fungdoc objetive serd menor ou igual ao

valor precedente.
II1.4 - INTERFPRETAGCAO GEOMETRICA
A interpretagso geométrica para os problemas de

programagdo linear € muito importante para examinarmos o gue

pode ocoarrer em casos simples envolvendo somente duas
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eg

variaveis. Tais casos nos dardc elementos para imaginarmos

as solucdes de casos mais gerais com gqualguer namerc de

variaveis.

Seja achar a solug3o do problema:

Max. Z = Bx + 3x
1 2
Sujeito a: 3:-(1 + SXé = 15,
Sx + Bx < 10,
x o, ® = 0
1 2

Definindo um planco X Xo» qualgquer ponto que for wuma

solug8o viavel deve se encontrar no primeiro guadrante

CFIG.III.2~-a2 pois, x> X z 0.

2

N Ko AN
/
y
4 4
/
]
.. 4
7
1 \:&%
4
A
Pe
Vs
3
Y
Vy
4 e > + t t + > t
A7 7 77 NQ¢X'
(a) (b)
FIGURA 1III.2 - Representagio geoméirica das restrigBes.
O conjunto de pontos que satisfaz a ineguagdo 3x1 +
5xz = 15 consiste em todos os pontos ne plano x X, que

+

se encontrem abaixo da linha o (FIG.III.Z2-b2. Milizando o

mesme raciocinio para 5x1 + Exz £ 10 (FIG.I1I.2-c¢d, todos os

pontos gque estiverem abaixo da linha 3 satisfazem a

inequagfo.
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Encontramos ent3c, uma regiic de intersegfio das sclugles
que aparece em negrito na figura CIII.3, chamada regi3o de
solugles viavels.

FPara resolver o problema de programag3c linear, devemos
achar o ponto, ou pontos, na regifc de soluglies viavelis gue
déem o maior valor da fung3io objetivo., As linhas paralelas
na FIG.III.3 represantam a fungfo objetivo para trés valores
diferentes de Z.

Vemos assim, gue Zz & o valor maximo de 2, & a salugdo
viadvel que nos leva a este valor de £ ¢ o ponto A da regido

de soluglBes viaveis.

FIGURA III.32 - Espresentagio geométrica das scolugles

Para mais exemplos de interpretagfies geométricas nio t3o

bem comportada como a anterior, podemos citar HADLEY [127.

III.5 - TEQRIA DA DUALIDADE

Para cada problema de programacfo linear existe um outro

associado de maneira gue o©os deois problemas tem muitas
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relagfies interessantes.

Forma padrZo da dualidade:

PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL
Min. 2 = ¢ x Max. W = v b
Ax 2 b A Yy = c
x =z 0 y = 0

Analisando a simetria entre os dois problemas, podemos
concluir que:

a) A fungfo ocbjetiva do primal ¢ de minimizag3o, ao
passo gue a do dual € de maximizag3o.

b2 Os termos constantes das restriges do primal b s3o
os cosficientes da funcSo objetiva do dual. )

¢) Os coeficientes da fungdo objetiva do primal ¢ s3c os
termos constantes das restri¢des do dual.

d) As restrigdes do primal s3o do tipo 2 , ao passo gque
as do dual s30 do tipo =

e) O nimero de incdgnitas do primal € igual ao numerc de
restrig@es do problema dual.

£f2 O numerc de restrigBes do primal € igual ao nimero de
incdgnitas do dual.

g>? A matriz dos coeficientex do primal € a transposta da

matriz dos coeficientes do dual.

- TEOREMAS DA DUALIDADE

TEOREMA 1 - O dual & o dual do primal.

TEOREMA 2 - Se x e y s$30 soluglies viAveis para um par de

problemas primal € dual, ent3o ¢ x 2 ¥y b.
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TEOREMA 3 - Se 2 restrigido k do primal & de igualdade,

ent3c a variavel Y do dual ¢ sem restrigado de sinal.

TEOREMA 4 -~ Se a variawvel xp do primal & sem restrigdo

de sinal, ent3o a restrigdo p do dual € uma igualdade.’

TEOREMA 5 — Dado um par de problemas primal e dwual, um e
somente um dos seguintes casos sera verdadeiro:

2) Os dois problemas tem solugSes Stimas © seus valores
sgo os mesmos; isto ¢, Min., ¢ x = Max. y b.

b) Um problema n3o tem uma scoluglo viadvel, e o outro ftem
somente uma solug3o viavel, mas uma solugio nBo finita.

c) Nenhum dos dois problemas tem solug@es viivels.

IIT.6 - O METODO SIMPLEX

O algoritmo Simplex ¢ wutilizadeo para solucionar

problemas de programa¢3o linear na forma padr3o:

Min., 2 = cj xj Cp =1, ..., m2

sujeito a:

Para obtermos a solugfo étima, podemos escolher m
colunas da matriz A é resoclver m eguagfies simultineas para
as m varliaveils. Isto requer gue resoclvamos um numero de
equagfes que pode se tornar impraticavel dependo do valor de

n. O método mais pratico & chamado método Simplex que
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envelve um pequeno numerce de passos para a resolugdo do

problema.

Introduziremos o método Simplex através de um exemplo

numerico,

Seja o problema:

Min 2 = x + x + X% CIITI. 7D
1 2 2

sujeito a:

x ~ x + 8x3 = Z CIII.s

- % + Exz - x = 1 CIII.SD

X
v
O
~
[

i, 2, 3

Reescreveremos (II1I.72, CIII.8) e (C(II1.2D como:

zZ - % - X - X = 0 CIITI.1OD
1 2 3

X - X + 2% = 2 CITI.11D
1 2 3

- x + 2% - % = 1 CIXII.1ieao
i 2 2

o que nos trarid guatro incégnitas, 2, X, X, e X € trés

equagBes. Se utilizarmos o método de eliminagio de Gauss

para 2, X ® X, teremos o seguinte sistema de equagles:

z + 3){3 = 8 CITI.13
x + 3x = 9 CITI.14D

1 a
x + X = 3 CITIT.15D

z a

Este sistema estd na forma diagonal para 2Z, xi e X . Uma
solugl3o imediata aparece nesta forma; Z = 8, x = 3, x, = 3.
As outras variaveis, neste caso X, s3o consideradas iguais

a zero e x e x, serdo as variaveis basicas do sistema, logo
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X, serad a varildvel n3o-basica. Como x, & %X s3c ambas
ndo—negativas, diz-se que Z = 8 € uma soluglo viavel.

De (I11.132 podemos ver Jgque se x, fosse qualgquer nUimero
positive, e n3o gero, © valor de Z seria mencr. Como
queremos minimizar £, devemos fazer x, © maior possivel. Mas
em CII1.140 o CIJI.18> vemos gque se o valor de X, for tomado
arbitrariamente alto, podemos tornar x & X, negatiwvas.

No nossoc exemplo, x = 3 - 3x e x = 3

- x. Leoego, ©
3 2 3

valor maximo que X pode ter, sem fazer com Jgue x ou'xz

seja negativo, ¢ determinado por:
x = min{ 873, 371> = B3

Se xa = B,3, ent3o xi = 5 — 23C S/7°3) = 0,

Cologuemos o sistema na forma diagonal para &4, x, & X

zZ - X = 3
1
1.3 + X = B3
1 3
- 1/3% + X = 4.3
1 2
e a soluglo imediata sera 2 = 3, x, = 4,32, X, = 53
x1 = 0. Agora, se aumentarmos o valor de xi , O valor de 2
também aumentara, ent3o podemos dizer que Z2 = 3 & o valor

minimo de Z.

Neste ponto, € importante enunciarmos algumas definig¢8es
gque validam o método Simplex:

— Dado um sistema de eqguagfes, existe um espago de
solucfes a ele associado. A scolugdo € um conjunto de pontos

gue satisfazem o sistema de equagles.
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- Quando o nimero de varidveis & igual ac numero de
equagBes o determinante da matriz dos coeficientes sera no
singular.

— Quando o nimero de varidveis for maior que o nimero de
equagdies, o espago das solugBes seri geralmente uma linha,
um plano ou um espago de dimensdo maior.

- Dois sistemas de equaglfies s3o ditos equivalentes se

tiverem o mesmo espago de solugles.

TEOREMA -~ A eliminag3o de Gauss n3o altera o espago das

solugSes de um sistema de equagdes.

0 método Simplex déd um tratamento ao problema de
programagdo linear semelhante aoc exemplo anterior, mas de
uma forma mais sistematica. Compreendera, portanto, os
seguintes passos:

1 - Achar uma solug3oc compativel basica inicial.

2 — Verificar se a solug3o atual &€ Stima. Se for, para.

Caso contréario, segue para o passo 3

32 — Determinar a wvariavel n3o basica que deve entrar na
base.

4 - Determinar a variivel bisica gue deve sair da base.

5 - Achar a nova sclug3o compativel basica, e voltar ac

passo 2.



32

CAPITULO 1V

FORMULACAO DO PROBLEMA

IV.1 - MODELO MATEMATICO

As formulagles matematicas dos problemas de célculo
estrutural tomam como relagBes fundamentais:

— CONDICOES DE EQUILIBRIO - ligadas a4 um campo de tensDes
caraclerizado por variaveis ditas estaticas que
relacionam-—se entre si @ com as cargas aplicadas (express8es
de equilibrio).

~ CONDIGOES DE COMPATIBILIDADE - ligadas a um campo de
deformag@es caracterizado por variaveis ditas cinemiticas
que relacicnam-se entre si ( express@ies de compatibilidadel.
- RELAGQOES CONSTITUTIVAS DO MATERIAL - relacionam os campos
de tensties e deformagdes.

0 modelo matematico ulilizado nestie trabalhe, baseia-se
na discretizagdo da estrutura atravées do mélodo dos
elementos finitos. Este métode numérico ¢ necessario na
resclugdo das eguagles diferenciais que expressam  as

relagies de egquilibrio & compatibilidade.

IV.2 - RELAGOES FUNDAMENTALIS

Iv.2.1 - RELAQOES DE EQUILIBRIO E COMPATIBILIDADE

Em plasticidade perfeita ndo existe uma relagio

biunivoca entre as grandezas estiticas e as grandezas

cinematicas.
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Por este motivo, ao se utilizar a metodologia dos
elementos finitos, para se obter a descrigd3c nodal da
estrutura discretizada, ©o campo de tensSes e © campo de
deslocamentos devem ser variaveis independentes do problema,
tendo-se que admitir para cada uma delas, wuma lei de
distribuigio dentro de cada elemente finito, em fungdo dos
respectivos valores nodais. FONSECA [141]

Para o campo de deslocamentos u ¢ x 2, em cada

elemento finito, temos:
udl x3 = N C22x3 . u CIV.12
e LY f\.ru e l\rA
onde: N uC x 2 s3Ho as fungfes de interpolagio dos
desl ccamentos.
t sS3o os deslocamentos em A" pontos nodais.

Para o campo de tens@es o ¢ x 2, temos:

o O x 2 = N OC X 23 . o CIv.2>

onde: N o; X 2 s3o as fungd@es de interpolagic das tensfes.

N

¢

o s&c as tensf@es em C" pontos nodais.

H

As relagdes de deformagBes X deslocamentos, que exprimem

as expressdes de compatibilidade, s3o:

g C x2 = V. ul x3 CIV.=2D
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onde: & ( x J &€ o estado de deformagdes num ponto genérico

o

2

C = 2.

v =3 uma matriz composta por opesradores

¢

diferenciais.
. o
No equilibriao, teremos:

¥V . o x2 + bdC=x2 = 0 CIV. 45

onde: b ¢ x ) s3c as forgas de massa por unidade de volume

A bl

do elemento.
ou ainda:

~b{x2 = ¥V . ol x?l CIV.5D

Na expressdc (IV.32 a matriz V relaciona deforma¢Ses com

A

L .
deslocamentos e sua transposta ¥ » relacicona forgas com
P

tenstes em (IV.8). Logo, essas relagBes representam uma
dualidade chamada estitico-cinemitica ¢ Static—-Kinemalic
Duality ~ SKDD.,

Substituido-se (IV.12 em (IV.3 e dIV.2) em (IV.5D,

Lemos:

e C x 2 = ¥ N C x 2 u CIV.6D

¢
H
H
¢
2

-~ b C xD = ¥ N ¢ x2 ¢ CIV.7D

H
¢
?
4
2
¢
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Para se recuperar a dualidade estatico-cinematica, a
gual surge como critéric de consisténcia da formulagio do
método dos elementos finitos, temos gue:

a2 pré-multiplicar a express3o (IV.6) por N ; C x 32 e

~ ~

integrar a relagfo resultante no volume do elemento finito

JN‘Cx).scXJdv:JN‘cxp.v.N ¢ x> adv. u
4\-0’-"\.- L'l o '\pc"\.- "‘v'\pu‘\- ‘\rA
CIV. 82
denomi nando = . de vetor das deformagBes generalizadas;
o
£ =JN;;:x).gc:<>dv CIV. 9
2, representando ainda:
C = J N oYeox v N ¢ x 2 d4dv CIV.102
e Voo ~ “~ r\.u-\,
sendo, C um opsrador ndo-diferencial gque relaciona os
deslocamentos nos pontos nodais AT com as deformagdes
generalizadas nos pontos nodais "CY.
£ = € . u CIV.11D
mc ~ -»A
B) transformar a eqguagdo (IV.4), gue respresenta uma

equagfo diferencial, numa equagdo integral via método dos
residucs ponderados com peso u ¢ x J: MEMEZES [13]

7 '0C x> + b

o N o~

®
w

= 0 e CIV.122

¢

t
= J [ v ¢ o € =D + b x 2 ] u ¢ x 2 dv = O
V Py et L'
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Utilizando-se a notag¢g3o indicial, tem—se:

J [ o, . . + b, ] u, dv = 0O CIvV.13
v Li.] . i

Integrando-se por partes a express3co (IV.132, chega-se

J Co. uld, dv - f o U, dv + J bou dv = 0O
1] 1 1 1} AP | " L
A2 v v

CIV.145
Aplicando-se a identidade de Green na expressdo (IV.142,

obtém-se:

CIV.1%D

cnde n. representa as direg@ies normais a superficie do corpo
H

Sabe-se que:

aunj = P, = s8o as férmulas de Cauchy, que
representam as forgas de superficie.

U = =2 sd3o as deformag@es num ponto gendrico.

Ent3c, a expressio (IV.15) transfarma-se em:

I p. u, dsS + J bou, av = J o, g . d¥ CIV.16D
i i 1 1 1) v
s v v

Voltando-se & notagfo matricial, a express3c (IV.18D

pode ser escrita como:

J u 'O pCx ds + J u 0 BCx av = J‘ e 'Cxd o0 dv
= v A

~ L R Ll LTI ~r e e Ny

CIV.172
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Substituindo-se as expressdfies (IV. 12, (IV.2) e (IV.6) em

CIV.172, chega-se a:

Cu Ant J N :Cx) pCxd dS + Cu Ant J N e blxo av =
= W

L5}
“~s ~ ~ ~ o - ~ RS

= Cu 2 J' N'Go 98P N o av e CIV.18)
A v o <

u
e ~ B ~ ~ .

Como a expressio (IV.18) & valida para qualguer vstor de

deslocamentos nodais u R enti3oc os mesmos podem ser

b

eliminados, resultando-se na seguinte expressdo:

[ N t C »x ) p € =2 ds + j N EC x 2 b C x 2 dv =

Voo™ N N N

N‘'Cx>v'N L XD dvo | CIV.1®

b ' bl T ba'd e

Substituindo-se a expressiio (IV.10) em (IV.182, chega-se

a:
£ = ¢c'o CIV. 200
onde:
i t
£ = J N CxJpC x> ds =+ J N C x2 b C x> dv
A u u
~ = v -~ ~ ~ LV ~ ~ £
CIV.212

representa o vetor das forgas nodais equivalentess,

Reescrevendo-se as equagles (IV.112 e CIV.20), tem-se:

£ = C u
‘\rc Ny "\’A
CIV. 222
r = c'. o
A C
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Portanto, fica restabelecida a dual idade
estiatico—cinematica C(SKD), a nivel de deslocamentos e
tens@es em pontos nodais.

Se recorrermos A integragdo numérica da Gauss para

calcularmos as integrais mostradas anteriormente, resultara:

NG L
f A Y N uC *x ) pC x L) w o +
LY =1 v ~ ~ A
NG .
+ T N Cx 2 b{Ox 2w CIV.&2d
, u v L i
t=4f ™~ “ ~ LY
NG N
£ = £ N Cx_ 2. eCx_ 2 w CIV.24D
c B o 1 % 1
~ L=1 ™~ A e ~
NG '
C = T N Cx _ 2. BCx _ 2 w CIV.252
Y3 =4 ~ & ~r v A a v v

onde: No € o numero de pontos de Gauss.

x . sBo as coordenadas dos pontos de Gauss.

v
e

w s3o os fatores de peso.

u L
e

B C x D2 =¥ . N ¢ x 3 & a matriz deformag3o X

deslocamento

As relagBes cinemdtica e estatica (IV.22> de elementos
individuais que comp@em a estrutura geram as relag@es, a

nivel global, de compatibilidade e de equilibric para o

L1} [T}

sistema estrutural por simples espal hamento . apds

referidas a um sistema gleobal Unico de coordenadas.



39

IV.2.2 — RELACJOES DE PLASTICIDADE

O comportamento plastico perfeito do material estrutural
é geomelricamennte caracterizado pela superficie de
escoamento, gue € o lugar geométrico das combinagdes
independentes das componentes do tLtensor das tensfes num
ponto que provocam a plastificagd3o do material, & pelo vetor
normal aguela superficie.

A superficie de escoamento & continua =3

convexa.(FIG. IV.1-ad

Utilizando—se um conjunto de linearizag@es ", ela pode
ser transformada num peliedro chamado poliedro de

escoamente., (FIG. IV.1-bd

G2

(a}

(i = COMPONENTES DO VETOR DAS TENSOES

FIGURA IV.1 - Representagio tridimensional da superficie
de escoamento: Ca) real,(b) seccionalmente

linearizada
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Q poliedro de escoamento resultante € constituido por

hiperplanos (FIG.IV.2) definidos por dois parametros:

o i distéAncia do hiperplano " i " A corigem do sistema

N

de eixos.
n -+ vetor normal unitario que orienta a direg3o do
v

hiperplanc " i

/\53 HIPERPLANQ" i "

G

FIGURA IV.2 ~ Representagico tridimensional dos hiper-—

planos gue constituem a superficie de

escoamento secciconalmente linearizada.

Portanto, matricialmente, a superficie de escoamento

seccionalmente linearizada ¢ representada por:

L
O . = < o OE* » s U*NH > CIV. 282
LY
=
n n e n
ix 2x NH=x
Q = n n n CIV.27
iy Zy NHy
L
n n ... n
1z 2z NHz
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onde: NH ¢ o nimerce de hiperplanos que definem a superficie
de escoamento.
o & o vetor que contém as distancias de cada
hiperplanc a origem.
Q & a matriz que contém os componentes dos vetores

unitarios normais a cada hiperplano.

Matematicamente, um material que apresente uma fase
final de comportamento plastico perfeite € caracterizado
pele critério de resisténcia, lei de fluéncia e condigfo de

complementaridade, respectivamente:

m, = @ .0Cx2 - o, = 0 CIV. 28D
.
e U x)3 = Q £ o » com g z 0 CIV. 282
n' . ¢ = 0 CIV. 30D
o L
onde: [l - s30o os potenciais plasticos,
£ ( x 2 & o tensor das deformagfes plasticas.
£ sio parametros plasticos que definem a

2

grandeza da deformag8o plastica ocorrida.

E interessante observar gue, de acordo com (IV.893, as

deformagBes plasticas & ¢ X ) ocorrem em direges normais

Ay s

a4 superficie de escoamenteo (FIG.IV.3), representando a

condigio de normalidade.



42

It

PO

SUPERFICIE
DE
ESCQOAMENTO

N

FIGURA IV.2 - Diregfc das deformagl@ies plasticas.

¢ Condig3o de Normalidaded

Se considerarmos as relaglBes extendidas a nivel global,

para toda a estrutura discretizada, considerando—as em todos

os pontos nodais " ¢ ", as relages de plasticidade tomam a
forma:
t
= — <

E "o 9 e f . f we = 0 CIV.313

£ = Q . £ ,» tom & = 0 CIV.32>

w © ~ S «,*C ﬁ'#c

t =
f o € e = o] CIV.33>

H
2
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IV.3 - ANALISE LIMITEVDE PRCBLEMAS DE ESTADO PLANOQ COMO UM

PROBLEMA DE PL.

Come ja foi visto, a analise plastica limite &
fundamentalmente a procura de um fator de colapso ¢ A J e,
como esta anadlise € aplicada somente a cargas propeorcicnais,
a variagfc das cargas ¢ dada por um pardmetro de carga que
serid o fator de colapso.

Se T A forem as cargas nodais permanentes, ¢ se

~ P NAV

forem as cargas nodais varidveis, cujos valores relativos no

instante de ccolapso s3o £ ag® 2S cargas totais aplicadas [

ser3o dadas por:
f = f + f = f + X . £ CIV. 343
~ A ~ Ap ~ Av ~ AP ~ AO
Atingindo-se o© colapso, desenvol vem—se  deformagies

plasticas de pds—colapso, crescendoe proporcionalmente nas

zonas plastificadas. Uma vez no estado de mecanisme ", o
estado de tensfes mantém-se constante, mas a indelerminagdo

existente nas deformagdes plasticas € eliminade pela

identidade:
-]
r Y u = 1 CIV. 350
~ A ~ A

Juntando as igualdades (IV.34) e (IV.35) as relag¢fes de
equilibrioc C(IV.20), plasticidade (IV.313,(IV.32> e (IV.33D,
constitui-se o sistema governative do problema da analise

plastica limite.
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t
AD A

- 2quagio que elimina a ilndeterminagio
t

Ap AD

~ .

c A
N L

~ equagio que seri a fungio objetivo

c W A <

s b

- =1s i ETot-To) que estabelece as condi ¢cBes

compatibilidade.

>
£ we = Q
Py
il < O
¥c
V]
It . £ = 0
bud *c
~ La®)

IV.3.1 - FORMULAGZO UTILIZADA NO TRABALHO

do

( f .U = 1 CIV. 382

< fF + A . f = C .o = f CIV. 372

L Q . & = . u = & CIV.32382

de

Utilizaremos neste trabalho de andlise limite o Tearema

Limite Superior para materiais rigido-plasticos

enunciado no CAPITULO II.

Logo, o problema a ser solucionado sers:

- Minimizar o fator de carga RM

- Satisfazer as condig¢fes de compatibilidade(IV.38).

- Satisfazer a eguagio (IV. 362

Formul ando o problema matricialmente, teremos:

CIV. 32D

Min, 2 = < & -f > &
~ #* . Ap ~ *c
I
~ A
Sujeito a: | Q ' ~C s o
I *
AT e o = .
ot c¢cr ot u 1
“ . AO ~ A
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Como foi dito no CAPITULO I1I, & necessario garantir a
condigio de nFo—negatividade das wvariadveis que pode ser

feita atraveés da seguinte substituigZo:

u = u - i com: u y U = O CIV. 402

E necessarico tambeém, transformar as restrigfes em
desigualdades, © gque resultarid num problema de PL na forma

padrio para reselugio do algoritmo SIMPLEX:

Min. zZ = £ Z ¥ wi Ap —i Ap) f e
FS
< u -
. A
u
LNAJ
CIv.412
Sujeito a:
™ _ 'r H}r -
°. tf S e = [
IR S IS S I
ot cf Ot -cgp >t u > 1
b ~e vao NAO- "NA‘ ] o
. _
com & s U y U = G
e A A

4
¢
¢

O tipo de substituigZo acima apresentado, acarreta uma

grande desvantagem, que consiste num aumento consideravel na

dimens3o do problema. Por esse motive, optou-se por uma
forma alternativa de contornar o problema da

ndo-negatividade das variaveis através de uma " translag3o "

no conjunto das variaveis de um valor constante e igual ao
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maximo limite inferior das mesmas, manbtendo-se assim, o

nimerc de variaveis do problema.
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CAPITULO V
APLICACACQ AO PROBLEMA DE ESTADO PLANO

DE DEFORMACOES E DE TENSOES

V.1 - ESTADO FLANO DE DEFORMAGEO

No estado planco de deformagfio os deslocamentos das
particulas de wum corpe s3o paralelos ac plano xy e

independentes de Z.

u o= UXC X o, ¥ 2, U= uyC X , ¥ 3, u = 0 CV.12

£ suposto gque o corpo seja isolrdpico & homogéneo. Para
gualquer regific do corpo onde z for uma constante, o estado
de tensdo e de deformagio € o mesmo; logo, as componentes de
tens3o dependem somente de x e y, sendo T € Tyz iguais a
zero,

Para encontrarmos as cargas limites neo problema de
estado plano de deformagdo, utilizaremos o conceito de corpo
rigido-plasticeo (definido no CAPITULO IID, o que introduziri
um erro gque & dificil de ser estimado., Uma analise mais
consistente do problema de estado plano consideraria a
regido elistica adotando o corpo come elastico-plastico;
pois, guando o estadeo limite € alcangado, algumas regifes do
corpe est3o ainda no estado elastico. Entretanto, as
solugSes obtidas com uso da hipdétiese de cCorpe
elistico—plastico envolve maicores dificul dades.

Para encontrarmos a carga limite wultilizaremos entZo, o
modelo rigide-plastico que tem provade ser uma aproximagio

adequada. KACHANOCY [011
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£ necessario ressaltar, entretanto, gque para corpos
rigido-plasticos deveriamoes nos referir somente a velocidade
de deformagic, wuma vez gue atingida a carga limite,
avaliar a deformagio propriamente dita torna-se inviavel.
Todavia, para efeito de simplificagfo, as eguagdes terio

como base as deformagfies.
- EQUACSES BASICAS

De V.12 tiramos qgue £ = 0. Usando esta condigHo,
podemos deduzir das equagBes da tecoria de defomagdo, e das
equacBes da tecria do fluxeo gque devideo & omissdo das
deformac8Bes eliasticas:

o — o = g Cv. 23

onde: ¢ € chamada tens3o hidrostatica, ou seja:

o = 1.3 C or‘c + o + o I VY. 3D

Substituindo (V.32 em (V.22, teremos:

o - 1.3 o + o + o I = O
z ® v z
au:
o = 1.2C o + o O CV. 4>
z ® Y
Sendo ¢ uma das Lensfes principais ¢ T = T = QO 2,
z ®Z Yz

as oubtras tens@es principails ¢ devem satisfazer a egquagio:
1

= 0 V.50



49

ou:
o
méx =12 Co + 03 +127C 0~ 3%+ a7 2 V. 8>
x ¥ XYy Xy
o,
muvm
Sendo o_a tens8o principal intermediéaria,
T =12Co0 -0, 3 =12 Vo ~od> +4r Z=1
mdéx max mim X v ny
V.70
Logeo, as tens@es principais serdo:
o = o + T, o = o, o = o - 7T CV. 8D

isto &, © estado de tens3o em cada ponteo sera determinado
pela superpoesic¢cio de uma pressd3o hidrostatica ¢ e uma tensZo

de cisalhamento puro 1. (FIG. V.12

FIGURA V.1 - Estado de tens@ies em cada ponto
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V.2 - ESTADO PLANO DE TENSAO

Neste caso, as componentes de tensio o%, T Tyz ¢ no
sistema de ceoordenadas %X, ¥y e zJ s3o iguais a zerc e as
compeonentes o> Uy =] Txy sdo independentes de z.

Um estado plano de tensfes seria, por exemplo, uma chapa
fina carregada com forgas apl}cadas no contorno, paralelas
ao planc da chapa e distribuidas uniformemente ao longoe da
espessura (FIG. V.2), as componentes de tensido o T é Tyz
s3oc nulas em ambas as faces da chapa. e pode-se admitir, em
principio, gue s3c nulas também no interior da chapa. Pode
ser admitide também por uma aproxXimagdo gue estas trés

componentes sfo independentes de z, isto &€, elas ndoc variam

a0 longo da espessura,

i

L
e
y ly

FIGURA V.2 - Estado planco de tensfo

Nestas condigles, as eguagd@es diferenciais de equilibrio
de um elemento da chapa A dx dy (FIG.V.2), se a espessura h

for constante, sZo:

a o a T aT é o
— X + X =0, X + Y =090 CV. D
8 x g vy a x ay
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A seqguir especificaremos os tLipos de elementos finitos
implementados e, em seguida, a superficie de esceoamento
utilizada na definigio do critério de resisténcia do

material.
V.3 - ELEMENTOS FINITOS IMPLEMENTADOS

Foram implementados, neste +irabalhe, dois tipos de
elementos finitos: elemento quadrilateral isoparamétrico de
4 e de B nos,

De acordo com a formulag3o apresentada no CAPITULO 1V,

para cada tipo de elemento determinaremos a matriz C , gue

s

relaciona os deslocamentos nodais C u P com as

A
~

deformac8ies generalizadas ¢ = o J, ou seja:

A

£ = C . u CV. 10D

4

onde:

oAy CY. 11D

2 0
f
ey
2 Z
-
: @

Portanto, para cada tipo de elemento finito, mostraremos

como obter a matriz B , gque relaciona as deformagdes num

Lo

ponto genérico com os deslocamentos ncocdais, & a matriz N o’
“~

gue contém as fungdes de interpolagdo das tensdes.
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V.3.1 - ELEMENTO QUADRILATERAL ISOPARAMETRICO DE 4 NOS

O procedimento bisico na formulagdo de um elemento
finito isoparamétrice & expressar as coordenadas e os
deslocamentos de wun elemento com as mesmas fdrmulas de
interpol agdo.

Um elemento quadrilateral plano, de lados retos £ com
quatre pontos nodais " A " para interpolagdo dos
deslocamentos, apresenta dois graus de liberdade por nd

(para © caso de estado planco); um deslocamento paraleloc ao

eixa " x * C u x Je um deslocamento paralelo ao eixo " ¥y "
Cu y 2.(FIG. V.3
N0, ©;
4 3 DESLOCAMENTOS NODAIS:
uy u
I “Li=1, .. .4
Uy Uy
| @ @ 2 , , 3,4 = Pontos Nodais "A"
AN
7 X

@@@@r——} Pontos Nodais "C*

FIGURA V.3 - Elemento quadrilateral isoparamétrico de 4

nos. (bhi-dimensionall

A TAB. V.1 apresenta as variaveis correspondentes aos

estados planos de deformagic e tensdHo,
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PROEBLEMA COMPONENTES DE VETOR DE VETOR DE
DESLOCAMENTO DEFORMACDBES TENSSES
P o >0
Estado Planc
ux,uy sx,g ,yxy o;,a}, T v
de Tenses e # 0 o=1 = = 0O
z z KZ VZE
Estado Plano
ux,uy sx,sy,yxy 0;,0y,Txy
de Deformagfes e =0 o 2 0O
z z
TABELA V.1 ~- Variaveis estaticas & cinemalicas corres-

pondentes ac estado plano.

0 campo de deslocamentos € especificado por variagBes
independentes dos deslocamentos u N e U v » mas a
continuidade ¢ requerida para cada wum desses campos de
deslocamentos independentes, o que garante a compatibilidade
de deslocamentos nas interfaces dos elementos, ou seja, nio
deve haver nenhuma descontinuidade de deslocamentos na
interface dos elementos quando eles forem carregados.

A seguir, definiremos as matrizes e vetores equivalentes

As expresstes apresentadas no CAPITULO IV:

o
I
X
W
f
o
o
b
w
]
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£ b o
X .4
e C x2 = £ > : g x> = o
A ~ y ~y ~ b4
v Xy T Xy
a/ ax 0
v = o} a/ay
~
| % oy %rox |

— DEFINIGAQ DA MATRIZ N " C %2

N A

Conforme a formulagfo estabelecida no CAPITULO IV, N qu)

~

& a matriz de funglies de interpolagdc gque relaciocna os

deslocamentos num ponto genérico ¢ x 3 com os deslocamentos

N

nos pontos nodais A .

1 O x D = N Cx 2 . u cv.1es

Para o elemento em questdo, tLeremos:

r oy -~
x 1
U
vi
u =« i S e N €x2> =4{N_ N_ N _N »
~ A i - o ~ ui uz u3d ud
C2ax82
u
x4
183
“ yd -
CV. 132
onde :
N = N I » com I = 0
~ Ut Uy -\.2 ‘VZ
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Definiremos um sistema de c¢oordenadas naturais ¢ F n )

para definig8o das fungfes de interpolagdoc ¢ N utD.CFIG. V. 42

e

As funglies de interpolagdo dos deslocamentos serdo dadas

por:
Nu:tCE,T;D:O,ESCl—EDCI—nD
Nuzc.’:,n3=0,25C1+§)C1-n}
NUSCE,nD=O,2‘5C1+E)C1+T}D
Nu4CE,n)=O,85C1~EDC1+n)
CV.14D
/‘\YL/
4 1.0 3
-0 i.0 “
{7
! -1.0 2
FIGURA V.4 - Sistema natural de coordenadas para o ele-—

mento isoparamétirico de 4 néds (bhi-dimensional).

— DEFINIGAO DA MATRIZ B

b7l

Partindeo-se da rela¢3o deformag3ic x deslocamentos ja

mencionada, temos:

g x> = ¥ . ulCx2 CV.15%



e substituindo-se
g C
S
B C
logo;
g C
Ent3do, a matbt

cv.1ad

¢

2

x

A

riz

em CV.15),

¢ Q

2

B

N
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¢

¢

R

Ay

2

¢

vem:
2 u (V. 16D
. A
3 CV. 172
u cv.18D
A

B € x 2 & aquela que relaciona as

oy

deformages num ponto genéricoc com cos deslocamentos nodais,

ou ainda:

" 8N aN N 7
u:l./a}c O uz/ax O u4/ax O
_ anN anN N
E Cf) = O u:l/ay o uz/ay C u4/ay
N N N aN aN aN
(3x8D I ui/ax ui/ay uZ/ax uz/ay ud»/ax u4/ay-
cy.19o

Considerando um elemento isoparamétrico com 4 nds, as
interpolaglies das coordehadas serdo:
4
x = ¥ N %
iz 0t v, 200
4
y = & N, ¥
r=1
onde: x e ¥y =80 as coordenadas em qualquer ponto do
elemento,
X ey s3o as coordenadas dos 4 pontos nodais no

elemento.



57

Pelo fato do elemento ser isoparamétrico, utilizaremos

as mesmas {ungBies de interpolagfo para os deslocamentos:

4
u = ¥ N u.
* v=1 oo cv. 212
4
L.ly = E Nu\. uyi.
=1
onde: u e uy s8o os deslocamentos em qualquer ponto do
x

el emento.
U, e u . s38c os deslocamentos correspondentes a cada

%i yi

née do slemento.

As deformagBes s8o obtidas através da derivag2o dos

deslocamentos.

£ = aux/ax > sy = auy/ay s yxy = aux/ay + auy/ax (V.22

Como os deslocamentos foram definidos em fungfo das
coordenadas naturais & e 7, precisaremos relacionar as
derivadas em X @ ¥ com as derivadas em & e 7.

Estande x e y relacionados com § e n, ou seja;

x = f1 C ¥ . n2 2 Yy = fz Cc& . nod CY. 232

e inversamente:

§ =f Cx, ¥y e n=f, Cx, y2 Cv. 24

utilizaremos a regra da cadeia para encontrarmos as

derivadas de aNutfax » aNuL/ay » da seguinte forma:
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aNut ) 6Nui ar . aNuL an
ax I ax an ax
Cv. 282
aNui ) aNuL at . 6Nui' an
ay ar ay an a8y
As derivadas aNui./af =3 aNui./an s3o facilmente
encontradas & partir das expressfes (V.24), ou seja:
BNU{/ e = - 0,28C1 -9 2
aNuz/ et = 0,28 C 1 - n?d
aNua/ ar = 0.2 C1 +n 3
6Nu4/ e = -0,2858C 1 + 72 V. eg2
6Nu{/ oy = —-0,288C 1 - F¥F D
8Nui/ dn = - 0,288C 1 + ¥ D
aNua/ an = G,28 C 1 + & D
aN“/ an = g,e8 C 1 - £ 2

Precisaremos agora, obter os termos @98-8x, 3¢ 3y, n ox
e dnsdy, © que significa, avaliarmos a relagl3c inversa

(V.242. Utilizando ainda a regra da cadeia, temos:

- - - - - -

°_ ox_ 9 9
o 3F aF ax
= Cv. 27
e ox 9 g
| o | | am an | | oy |



52

oLl
o ] ra
3z ax
= J CvV. 280
g g
| dn ] L 9y

onde J € o operador Jacobiano que relaciona as derivadas das
coordenadas naturais com as derivadas das coordenadas

X e Y.

Logo, utilizando as equagfes (V.28), teremos:

ax _ - O,EBCl—n)x1 + O,ESCI-anz + 0,25C1+n3x3 - 0,85C1+n)x4
24
ax _ - O,ESCl—fDxi - 0,85C1+§)xé + 0,85C1+§)x3 + 0,85C1*63x4
an
dy _ - O,BSCI*QDyi + O,ESCl—n)yz + 0,85(1+7;3y3 - 0,25C1+n)y;
4
3y _ - O,ESCl—E)y; - 0,25C1+f)yé + 0,85C1+E)y3 + O,ESCl—EDy;
an
cy. 29
Utilizando a matriz Jacopbiana inversa, num ponto
qualquer & = ft en =7 - temos:
-5 8
ax I+/4
= g3 CV. 300
8 v a8
| 9y | . a7
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g avaliando os slementos de deformagia:

gu _ — 0,25801-nu  + Q,25C1-ndu _ + 0,285C1+n>u
— = »i xX2 x3
ar
du _ - 0,28C1-Ffdu - 0,285C1+Fdu _ + O,25C1+Fdu
—_— = X1 ¥4 x3
an
du _ - 0,885C1-mdu  + 0,25C1-ndu _ + 0,25C1+mdu _ ...
—y = vi ya ¥3
az
du _ - 0,28C1-Fdu - 0,25C1+fdu _ + 0,2885C1+Fdu
—_y = y1 vZ ¥3
on
CV.312

teremos ., ent3o:
F3u
—x C1-12 0 C1-%n> ©C Cl+nD> O ~C1+nd O
ax -1 3 3 ] ] u
au | = 0887 - X
— YU lC1-FD2 O -C1+FD O CL+¥ D O C(1+FD O
-ay am E=Et A 1 T L

=Ny V. 32>
"8u
&, © -C1-p> 0 C1-7> O C1+nd O ~C1+p>
gﬁ = 0,255, * Sy
—y T 0 -C1-FD O ~C1+ED O CL+ED O C1+ED
-ay em E=EL 1A L 1 A"

m=n; CV. 33

Assim, podemos montar a matriz B o

—Cl—nf 9] Cl—nf Q C1+nf
B . = o ~C1-¢ > o} —C1+£ O o)

“C1-£> =C1-p D> —C1+F> C1-p D C1+ED

CV. 34D

Avaliando B em fung3o de N ui? chegaremos a maitriz

La¥3 L

CV.192.
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- DEFINIGAQ DA MATRIZ N o

R’

Para interpolagdo das tensdes, foram utilizados os 4
pontos nodais " € ", coincidentes com os pontos nodais " A "
(FIG.V.3) logo, as fungfes de interpolag8o das tensfes serio

as mesmas fungfes utilizadas para os deslocamentos, ou seja:

N01 C& . nd> = 6,288C1 -F 3C1 —-—7n3
Noz c¥f¥ ., mn3 = 0,88C1 +EF 2C1 — 72
Noe CF ,pnd = 0,88C1 + ¥ 201 +xn2 CV. 350
Na4 CZ ,n2 = 0,88C1 -F 2C1 +mn2
A matriz N oﬁ E , mn 2, gue contém as fungSes de

2

interpolagio das tensSes seri:

N €& , n> = { N N N N } CV. 362
L C o1 oz o2 o4
onde :
N = N | 1 ’ com I = i O O
. o o . 3 . 3
O 1 O
o 0 1

V.3.2 - ELEMENTC QUADRILATERAL ISOPARAMETRICO DE 8 NOS

E um slemento guadrilateral plano (bi-dimensionall, com

oito pontos nodais " A ” para interpolagio dos

deslocamentos, que podem ter lados curveos C(FIG. V.5,
Considerando a geometria do elemento isoparamétrico

bi-dimensicnal de B nds em relaglo ac de 4 nds, podemos
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notar gque em termos de interpolag@o das coordenadas (e
consequentemente dos deslocamentos), © de B nés ¢ mais

versitil na representagdc de contornos curvos,

y AN
@ @ DESLOCAMENTOS NODAIS:
4 7 3
. l“y . "‘}izl,...,a
o 1 uy
|® 5 @ 5 1,2,3,4,5,6,78 => Pontos Nodais "A"
r ®,®,®@=} Pontos Nodais "C"

FIGURA V.5 - Elementoc quadrilateral isoparamétrico de 8

nos.

O elemento quadrilateral iscparamétrico de 8 nds também
apresenta ftotal compatibilidade de deslocamentos, ou seja,
os deslocamentos nas interfaces devem ser continuos.

As caracteristicas do elementoc quadrilateral de 28 nds
s3o semelhantes ao de 4 nds exceto no que diz respeito ao

campo de deslocamentos.

— DEFINIGAQ DA MATRIZ N uC > D

~

Da mesma forma anterior, partiremos de:
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sendo guese para o 2lemento em questio, fteremos:

s U b

X%

i

Vg

U = 4 ; > =) N € x 2 = { N N N N }
“ a - L ~ (W § uz u3d ug
C2x182

u

x8

i

- YB o
CY. 37D
onds
N . = N . 1I . com I = i 0O
" Mt uy NZ NZ
o 1
A
4 74110 3
-1.0 l.O N
8 6 /5
i 5i-1.0 2
FIGIURA V.8 - Sistema natural de coordenadas para o

elemento isoparametrico de 8 nds,

Definindo as fung®es de interpelag3o CNuf) em relagdo a

um sistema natunal de coordenadasC § , n J(FIG,V.B8),teremos:

N CZ& . n?2

ul

-0,28C 1 - ¥ 201 -m22@ 1 +F + 71D

N,<Z& ., mnDd

0,288 C 1 +F 31 -md2XEF-5n-12
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N_CZ,.,m2> = 0,8 C1 +7Z2C1
N, CZ,.m2 = 0,28C1 -70201
_ _ 2
N,C&,.nd> = 0,801 FEC 1
N C¥¢¥,mD> = 0,80C1 +FD21
ug
Nu? C¥ ,no> = 0,30 C 1 -
N,€¢,n2 = 0850 C1-2%>31
— DEFINIGQAQ DA MATRIZ B

bl

As eltapas para determinagfo da matriz

utilizadas no item anterior

elemento quadrilateral de 4 noés.

Seguindo estas etapas, teremos:
AN anN
ul./ax O uz/ax 8]
_ aN aN
E Cf) = 0 ”‘/ay C uz/ay
N aN aN aN
C3x162 i LY. ui/ay uz/ax uz/ay

— DEFINIGAC DA MATRIZ N o

Ea

Para a interpeolag3o das tesnsdes,

+ 7 2C

na obteng3o

& +n—-102

+ n 2C-E + 5 -1 2

F5HC 1 + 7m0

- 7o

V. 380

B s3o as mesmas

A

B do

~

da matriz

A

foram adotadas neste

elemento, as mesmas fung@es de interpolagdo das tensdes
utilizadas para o elemento de 4 nés, uma vez dque,
utilizaremos os pontos nodais * € " indicados na figura

V., 52,
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V.4 - SUPERFICIES DE ESCOAMENTO ADOTADAS

ilizaremos para definig®o do critério de resisténcia
as superficies de escoamento citadas no CAPITULO II, a
saber:

- Superficie de Tresca ou Superficie baseada na Condig3o
de Tens3oc Cisalhante Maxima.

~ Superficie de von Mses ou Superficie baseada na

Condig¢iEo de Intensidade de Tens¥o Cisalhante Constante.

V.4.1 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE TRESCA

Considerando um corpo submetido a um estado plano de

deformagBes, que se encontra no estade de plasticidade

ideal, a seguinte condig8dce de escoamente deve ser

satisfeita:

T = Tmdx = Te CV. 40D

[®1¥)

oméx — omin = ZTe CV. 41D

Se definirmos Te como um parametro K ( constante do

material), obteremos da equagio C(V.73:

o - o 2 + 4 7T = 4 K CV., 420
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S\

FIGURA V.7 - Superficie de Escoamento de Tresca,

A representagic geoméirica da superficie definida pela
equacio (V.425, segundo os eixos o - cry =] Txy € ilustrada
na figura CV.7). Para esta representagfo utilizou-se K = 1.

QO efeito da pressfo hidrostatica n3co € considerade na

superficie de escoamento, o que & facil de ser visto através

da figura V.72, onde o eixe gerador da superficie &
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paralelo ao eixo hidrostatico CAPENDICE B2.

Para utilizarmos a formulag3o apresentada no CAPITULO
IV, € necessério linearizarmos seccionalmente a superficie
de escoamento, para que ela seja © critério de resisténcia
gue origina as inequagBes lineares de restrigdes do problema

de PL.

/\G}
//
/
’ S
A 7 //
¢ s
e
>
0x
FIGURA V.8 -~ Superficie de Escoamento de Tresca

seccionalmente linearizada.

U&y“
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Como a formulagio proposta € baseada num modelo de
deslocamentos cinematicamente admissiveis, e por conseguinte
a solugdo € do tipo “"limite superior”, deve-se por gquestiies
de coeréncia, adotar uma superficie seccional mente
linearizada circunscrita a superficie de escoamento real, de
forma a manter a solugdce encontrada como um limite superior
para a verdadeira carga de colapso da estrutura.

Adotou-se uma linearizagdo seccicnal da superficie de
Tresca atraves de = hiperlanos limitados por duas
superficies, perpendiculares ao eixo ax = ay , para as guais
a} = 2K.(FIG. V.82

O cdlculo dos vetores naormais A cada hiperplanc ¢ Q 2 e

~

das distlncias de cada hiperplanco a origem ( O 2 & feito

e

automaticamente, a partir das coordenadas de 185 pontos de
controle (P11, Pz, Pa3,...,P1s5) que ocupam os vértices de um

poligono circunscrito a superficie real.(FIG. V.2

Pz — BC
8G = ——
2
P b 58
i —_
4 AF = 22
| 2
|
|F
A |
|
I
Ps :
J A,C,D,EH,I,J,L = Pontos da Elipse
P R,...,Pg = Vértices do Poligono
6 Circunscrito

FIGURA V.2 -~ Poligono circunscrito a elipse obtida pela

equagdo da superficie de Tresca.
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Como a formulagdo proposta € baseada num modelo de
deslocamentos cinematicamente admissiveis, e por conseguinte
a solug3o € do tipo "limite superior®, deve~se por questes
de coeréncia, adotar uma superficie seccional mente
linearizada circunscrita a superficie de escoamento real, de
forma a manter a sclug8o encontrada como um limite superior
para a verdadeira carga de colapso da estrutura,

Adotou-se uma linearizag83c secciconal da superficie de
Tresca através de 8 hiperlanos limitados por duas
superficies, perpendiculares ao eixo o = o'y » para as quais
ay = 2K.(FIG. V.8

O cédlculo dos vetores normais a cada hiperplanc ¢ Q 2 e

“~

das distincias de cada hiperplanc A origem ( oy > & feito

s

automaticamente pelo programa computacicnal, a partir das
coordenadas de 186 pontos de controle (Pt, Pz, Pa,...,Pie
que ocupam o3 vértices de wum poligone circunscriteo 2a

superficie real.{(FIG. V.8)

FIGURA V.8 - Poligono circunscrito 3 elipse obtida pela

equagdo da superficie de Tresca.
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A partir dos pontos " F e G " (FIG.V.9), situados nos
pontos médies dos segmentos AB e BC, respectivamente,
determinam-se os pentos A, C, D, E, H, I, J e L através da

equacio da elipse deinida pela equag8c (V.42), fazendo o&=0.

para oy =0 e K =1, vem:

% + xy = 1 CV. 430

Pelos pontos A, C, D, E, H, I, J e L tragam—-se retas
tangentes a elipse. As interse¢fes dessas retas determinam

os vértices do poligone circunscrito,

V.4.2 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE VON MISES

A superficie de von Mises para o estado plano € definida

pela equagieo (II.133, ou seja:

Te = Q.577 oe
ou

ve = 1.732 7Te CV. 440
que difere do critério de Tresca (e = &ZTe). Logo, a

diferenga maxima entre os dois critérios nio podera exceder
15 % .
Deduzindo a equagio da superficie de von Mises para o

estado plano de tenstes ( o = 0O 2 a partir de (II.103 e
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C11.112, temos:

1/1/6 C o - o DZ + o 2 5 0'2 + T Z = e < V¥ 3 CV. 45D
X Y x Xy

ou:

1 F z 172 o

—_ { C o'z + o + o o D+ T } = ® CV, 46D

3 x vy Xy Xy

A fungdo (V.48) delimita um elipsdide no espago de

tensfes. (FIG. V. 102

GXY

N4

g x

FIGURA V.10 - Superficie de Escoamento de von Mises

A linearizag8o secciocnal para esta superficie foi feita

através de 14 hiperplanos (FIG.V.112, de tal forma que :

o = { A A A A A A A A C C C C V/ e ‘ f/ (A ‘ }

CV. 472
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A A -A -A O O © O C ¢ - -C o0 o©
c=|l0 0o o ©o A A -A -A C -C C € 0 ©
v E -B B -B B -B B -B D -D b -D 1 -1

e

onde: A 0. 435682
B = 0.390830 ;
C = 0.8597204 e

D = 0.535439

FIGURA V.11 - Superficie de wvon Mises Seccionalmente

Linearizada em 14 hiperplanos.
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CAPITULO VI

IMPLEMENTACAC COMPUTACIONAL

VI.1 ~ PROGRAMA DPESENVOLVIDO

Com o objetivo de comprovar a validade da formulag3o
proposta, foi adaptade wum programa computacional para
micro—-computadores compativeis com o IBM-PC XTAAT. com o
sistema operacional DOS versSes 3.0 e 4.0. O programa foi
criginalmente elaborado para o trabalho de mestrade de Iwvan
Fabio Mota de Menezes, " Andlise Limite de Lajes de Concreto
Armado "[18]. E utilizado no programa a linguagem ¢ e o©
compilador TURBO C da Borland International,Inc. , wvers3o
2.0,

O cbjetivo atual do programa consiste principalmente no
calculo do fator de colapso de estruturas com geometria e
condi¢fes de contorno quaisquer. submetidas ao Estadoe Plano
de Deformagdfies ou de Tens@es, proveniente de um carregamento
proporcional aleatdrio, obsedecendo-se um dado critério de
resisténcia do material.

A entrada de dados para o programa poderi ser:

= "ON LINE" ou interatiwva, quse contém mensagens
auto-explicativas e opgdfes de altieragio de dados antes es/ou
depois de processada a andlise da estrutura 

- "BATCH" ou entrada de um arguivo, ou seja, © UsSuario
deve preparar um arguivo em separado, com a extensio '.DAT",
contendo todas as informagdes, em formato livre, necessarias

a execugio do programa.
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vi.2 - ENTRADA DE DADOS

A organizag3o da entrada de dados

obedece a seguinte sequdncia:

para

o

programa

»* DimensSes do problema

TTTULO Cmax. 80 caracteres)

NMNOA NNOC MEL NRES NROT NCC

NCD

¥ Variiveis de controle

NTIPO NCRIT NPROB NGAUSS

* Coordsnadas dos nés

NO Xt 1 Y [ 1

¥ Coneclividade dos slementos

EL INC [11[ELD INC [NNELILEL]

#* Deslocabilidade dos nds

NG DUX DUY

* Nés com carga concentrada

NO FCUX FCUY

»* Elemsntos com carga distribuida

EL FDUX FDUY

% Constanie do material

K

CNO

CEL

CHNO

CHNO

CEL

. » NNOAD

.. - NELD

. . NRESD

. S NCCD

. » NCDD

FIGURA VI.1 - Modelo de arquivo de dados.



Explicaremos a seguir

T4

o significade de cada variavel

utilizada para a montagem do argquivoe de dados.

VART AYEL

NNOA

NNOC

NEL

NRES

NROT

NCC

NCD

NTIPO

NCRIT

NPRCB

TIPO

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

DESCRIGAO

Ndmero total de pontos nodais "A".
Nimero total de pontos nedais “CU.
Numero total de elementos.
Namero total de nos com
restrigdes.
Niumero total de nds com o sistema
local nIo coincidente com o
sistema global.
Ndmero total de nés com carga
concentrada.
Numero total de elementos com
carga distribuida.
Tipo de elemento finito:

1 - Isgparamétrico de 4 nds.
[ 2 — Iscoparamétrico de 8 nos.
Critério de resisténcia:

1 - Crit. de Tresca.Cdeform. 2.
2 — Crit. de Trescaliensio),

3 - Crit. de von MisesCtensZEo).

Tipo de problema de PL:

1 - Primal.
2 — Dual.
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NGAUSS INT Ordem de integragfo numérica de
Gauss;
1 - (1x13 pontos de Gauss
2 - (2x22 pontos de Gauss
3 - (3x3) pontos de Gauss
NNEL INT Namero de nos por elemento
Cobtido a partir de NTIPOD.
Xri1, Yol REAL Coordenadas cartesianas dos pontos

nodais "A™.

INC [] I3 INT Matriz de conectividade dos ele-
mentos.,
DUX, DUY INT Deslocabilidades Cu , uy) dos nés
X

gue apresentam deslocamentos
prescritos:
1 - Fixo.

{ 2 ~ Livre.

FCUX, FCQUY REAL Valores das cargas concentra-
das nas diregdes u e uy.

FDUX, FDUY REAL Valores das cargas distri-
buidas nas direcfes ux e u .,

¥
K REAL Constante do material.

VI.Z2 - ORGANIZAGCAO GERAL DO PROGRAMA

A organizag3o geral do programa € feita em médulos e

obedece a seguinte seqiéncia légica:

1 - INPUT1 ~ corresponde a4 entrada dos dados gque fornece-—

rdo as dimensdes do problema,



3 - INPUTZ

4 - CONSIET

S - GRLIE
& - AlLOC2
7 - MCGLOB
8 - CARNOD
9 - SUPER

10 - SIMPLX

11 - OUTPUT

4]

médulo de alocagio dinidmica de memdria.

Caso a memdria disponivel seja inferior a
meméria requerida, o programa fornecera uma
mensagem explicativa.

corresponde A segunda e dltima parte de
entrada de dados do programa,

moédule de andlise de consisténcia dos dados.
médul o para numer agio dos graus de

liberdade globais da estrutura.

corresponde ao segundo = dltimo médulo de
alocagdo de memdria de dados obtidos em
GRLIBE.

corresponde 4 montagem da matriz C global.

~

corresponde 2 montagem do velor de cargas

nodais equivalentes
a

o

este médul o consiste noe tratamente da
superficie de escoamento, obtida em fungio do
critério de resisténcia escolhido.
corresponde ao algoritmo para resclugio do
problema de FL.

nesse médul o sZo apresentados oS
resultades do programa num arquivo de saida

com extensio . OUT .
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CAPITULO VII

APLICAGOES

Neste capitulo analisamos alguns exemplos exiraidos de
referéncias bibliograficas citadas no  trabalho. Todos
exemplos apresenfam solugles analiticas gue permitem uma
comparacgfo direta com os resultados numéricos, comprovando
assim, a validade da formulagdo proposta.

FPara cada exemplo s3o fornecidas as caracteristicas
geometricas, as condigBes de contorno, © carregamento e O
tipo de elemente finito wtilizado na discretizag3eo da
estrutura.

Os dois primeiros exemplos referem—-se ac estado planc de
tensio ¢ os dois ultimos ao estade plano de deformagio. Em
cada umn deles, s3o apresentadas al gumas formas de
discretizacfo, = para cada uma delas, o fator de colapso da
estrutura, o errec relativo percentual entre o valor
analitico e © valor numérico obtidoc e o tempo de CPU
consumido.

Para maior facilidade de comparagic, sera representado

um =istema adimensional de grandezas.
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VII.1 - EXEMPLO 1

" VIGA TRACIONADA *

Este exemplec tem como objetivo calcular

o fator de
calapso (el de uma wviga engastada-livre submstida a uma
carga de tragdo P = 1

LCFIG.VIIL 1D

A carga de ruptura sera dada por:

= Xe . P = A o = A 2K CVITI.1D
onde: A = Db h =1 - area da se¢3o transversal.
K = 10 ~ fator relativo & tensio de escoamento do
material.
F =1 =~ carga aplicada.
Logo:
Prut = 1

Cvii.=d
De CVII.22,

podemos concluir gue o resultado analitico a
ser comparado com o resultado numérico seri:

e =

CVII.3D

ANNNNNNY

S P *___>X

FIGURA VII.1

— Representagio da viga tracionada.
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Para analisar a wviga tracionada (FIG.VII.1D, foi
utilizadoe o slemento iscparamétrico gquadrilateral de 4 nds,

com as seguintes malhas de elementos finitos:

- MALHA A

——>05
05

l_oj:

5.0 5.0

Jk\\\\\\\

FIGURA Vil.2& - Representagio da MALHA A,

Valor numérico - Ak = 20,055

Erro - e = (0.28%
Tempo de CPU - L = V.4ls
- MALHA B
;% > 0.5
0| 7
// 3 0.5
L 3.333 . 3333 , 2333 "
1 i i 1

FIGURA VII.3 - RepresentagZo da MALHA B.

Valor numérico - Ak = 20.047
Erro - g = 0,.24%
Tempo de CPU -t = 16.4¢&s
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- MALHA C
ny
10Jﬁé
7
;9 25 2.5 25 25
¥ 4 L b |,
1 T T 1 1

FIGURA VII.4 - Representagdoc da MALHA C.

Valor numérico — Ak = 20.044

Erro - & = 0. 2285
Tempo de CPU -t = 36.04s
- MALHA D
™
0s 1= 7 2
05 Z >
é" 10.0 ]

FIGURA VII.S5 - Representagio da MALHA D.

Valor numérico — Ak = 20.027

Erro - & = Q.14%

Tempo de CPU -t = &, 92s

00O
m
>33
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- MALHA E

— 025

%ssj: Z < 0.50

51 é 5 025
/’% 5.0 P 50 L

FIGURA VII.8 - Representagio da MALHA E.

Valor numérico - Ak = 20. 000

Erro - e = 0.00%

Tempo de CPU -t

it
N
2
>
()
0

Na MALHA E, & apresentada uma discretizag3o composta por

4 eslementos isoparamétricos, assim comoc na MALHA €. Diante

dos resultados obtidos, podemos observar que a disposigdo

dos slementos influencia os resultados.

Neste esxemplo foi utilizado a superficie baseada no

critério de Tresca.
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vil.2 - EXEMPLC 2 - " VIGA CCM MOMENTO APLICADO *

Neste exemple foi aplicade um momento fletor M = Mlim na

extremidade de uma viga engastada-livre.(FIG. VII. 7D

% n

FIGURA VII.7 - Representagio da viga com momento

aplicado na extremidade.

Como sabemos de CIT.1D2:

Mim = b.h" 0e = b.h™ . BK =

o
>

K CVII. 4D

o
1Y
o

Transformando o momento aplicado (M) em duas forgas (P)

iguais e de sentidos opostos (FIG VII. 8):

Mim = & . P. h o Prut = Mim = b.h . K CVII.SD

h 2

Fazendo: A = b . h =1 , K = 10 e P = 1, teremos como
resultado analitico:
Ae = 9 CVII. B>
/ )
4 h
7
Y <ﬁL__P
/

FIGURA VII.2 - Representa¢do do modelo utilizado.
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Foi utilizado neste exemplo o elemento isoparamétrico

gquadrilateral de 4 nds e as seguintes malhas:

- MALHA A

5 1.0

0.3

0.2
0.2

0.3

<10

2.0 2.0

AT,

—
h—
h—

pR—
—
———

FIGURA VII.S8 - Representacio da MALHA A.

Valor numérico — Ak = 7.031
Erro - & = 40.82%

Tempo de CPU -t = 121.62s

)

0333

)

0.333

)

0.333

AN
e}

)

ANNNNNNNRNN

FIGURA VII.10 — Representacfo da MALHA B.
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Valor numérico — xk = B.B57

Erro - & = 11.14%%

Tempo de CPU - t = 6835.43s
- MALHA C

—— / 5 1.0
os | 7
| 7
7
05 ;?
_ Zg é____LO
ng 1.0 " 10 L 1.0 L 1.0 L
1 | 1 1 [
FIGURA VII.1:1 - Representagdo da MALHA C
Yalor numérico — Ak = 85.717
Erro - & = 14, 34%
Tempo de CPU - Lt = 218. 82s
- MALHA D
os | 7
7
T
os | 7
ﬁL_ZZ é_““,LO
// 0667 0667 0.667 0.667 0.667 0.667
1I, '[L ,]I.« ’|L ’|L ,|l,

FIGURA VII.12 - Representag3oc da MALHA D.



Valor numérice - Ak = 5,112
Erro - & = g2.24%
Tempo de CPU -t = 776.27s

J& neste exemplo, a malha que contém oz elementos mais
préxd mos da forma guadrangular, apresenta mel hores
resul tados, o que reforga a conclusio do exemplo anterior; a
disposigico dos elementos na discretizagdo ¢ de grande
importéancia.

Pelos resul tados encontrados, conclui —se qgus a
disposigic dos elementos & mais importante gque o nimerco de
elementos para a discretizag3o da malha que mais se aproxime
da carga de colapso. Isto pode ser verificado se compararmos
o resultado da MALHA B com o resultado da MALLHA C, ambas com
12 elementos, mas a disposigioc mostrada em D fornece um
resul tado mais correto.

Utilizeou-se a superficie de colapso baseada no critério

de resisténcia de Tresca.
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VII.2 - EXEMPLO 3 - * ESTREITAMENTO DE UMA SEGAO

SUBMETIDA A TRAGAO *

Referénciat KACHANOV [0Bl, pag.320, ifitem 66.3

Sera analisado neste exemplo o problema de uma se¢io
transversal com um estreitamento circular simétrico
submetida a um esfogo de tragio conforme ilustrado na figura
CVII. 13D, O comprimento do corpo ao gqual esta segl3o
transversal se refere ¢ de tal ordem que a anidlise se torne

um estado plano de deformagdes.

K

20

<V P

FIGURA VII.13 - Representagfio do estreitamento de seg3o

transversal.

O resultado analitico a ser encontrado seré4:

Prut = Ac¢ . P = 8.33 . a . K CVII. 7D
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Fazendo-se a = K = 1, teremos o seguinte valor analitico

para compararmeos com os resultados numéricos:

he = B.33 CvII.&d

Como ¢ mostradeo na figura (VII.132,

yt.ilizaremos,

para
simplificagio,

o fato da segdo transversal ser simétrica,

- MALHA A

5 0.2b

l\

5 0.25

FIGURA VII.14 - Representagio da MALHA A.

Valor numerico — Ak

= 7.2834
Erro - &£ = 38, 7%
Tempo de CPU -t = 8.13s

- MALHA B

Valor numérico - Ak = 7.000
Erro - £ = 31.33%

Tempo de CPU -t = 20. 93s
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FIGURA VII.15 — Representagfoc da MALHA B.

- MALHA C
— >C125
1.O
¥
1.0
§%<%_7L 7 }(125
L 1.0 L05 1,05 05 05 .
4l Iyl 4 4 4 |

FIGURA VII.16 - Representag3o da MALHA C,

Valor numérico — Ak

6. 940

Erro - £

n

30.21%

Tempco de CFPU -t = 85.863s
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- MALHA D
B y 0.165
EE£§5°
|45°\\
1.0 | AN
| N
I
L ___sol7
[.O
%7{_ | X S 0.165
t.O .0 i.0
L e L L
7 7 g 7

FIGURA VII.17 - Representac3o da MALHA D.

Valor numérico - Ak

5. 641

Erro - &

=4. 60%

Tempo de CPU -t = B1.73s

- MALHA E

0.5 036 0l34
BE L Ll
| T

| \{35" -
1.0 k300"
i Y

~

5 0.165

/N
0.75

L ,]J' 0.75 1.0

"'\Q"
—N

L
7

5 0.165

FIGURA VII.18 - Representag¢3o da MALHA E.



20

Valor numérico - xkx = 5,283
Erro - & = =1.44%
Tempo de CPU -t = g7.2ls

Neste exemplo foi utilizada a superficie de escoamento
de Tresca.

Na MALHA E o fator de colapso encontrade foli mesnor gue o
esperado em 1.44% . Esta diferenca negativa poderia dever-se
aco fato de gue a geometria utilizada na discretizag8o n3o
reproduz perfeitamente a geomeiria do modelo. Todavia, os
corolarios dos teoremas limites invalidam esta hipdtese. Uma
explicagdoc mais vilida seria gque segundo o efeito de
Sait—-Venant., para a carga ser aplicada pontualmente,
reproduzinde uma carga distribuida, o comprimento total

do modelo deveria ser maior.



o1

ViI. 4 - EXEMPLO 4 - " PUNGAO DE UM SEMI-ESPACC

Referénciat KACHANQY [0B], pig.208, fitem 45.

Definiremos o semi-espago como uma fatia de espessura

unitiria na diregdo Oz (FIG. . VII.19), tal que:

-—w ¢ x < + o, y

1A
Q
o
|
ey
1A
N
A

= 0 CVIiIl.eo

A fatia ¢ mantida sem atrito entre dois paramstros
indeformaveis paralelos a Oxy (z = -1 e z = 0). E esta
submetida 4 ag3oc de pungdo de largura B e comprimento
unitario paralelamente a 0Oz, com movimentos paralelos ao
plano Oxy. A superficie (y = 0), n3o submetida a agio de

pungdco &€ livre ¢ as velocidades no infinito s3o nulas.

/\y

<(

N
O

FIGURA VII.Z20 - Representagfc do semi-espago
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O resultado analitico a ser encontrado seré:

Prut = Xe . P =

CVII.100

Fazendo-se B = K = P = 1, teremos © seguinte wvalor

analitico como base de compara¢Zic com os valores numéricos:

Ae = 5,14 CVIT. 11>
- MALHA A
025 025
b k e
05
75__.
05
e
05 L 05 05 L 05 L
1 1

FIGURA VII.Z21 - Representagio da MALHA A.

Valor numérico - Ak = 5,417
Erro - & = 5 39X

Tempo de CPU -t = 140.55s
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- MALHA B
e
0.25 0ebh
L N \/‘
05
05
s |
05
71_
L 05 L 05 L 05 L
7 T 1 1

FIGURA VII.Z22 - Representagfo da MALHA B.

Valor numériceo — Ak = $5.417
Erro - & = B 39%
Tempo de CPU -t = 134.597s
- MALHA ¢
Valor numérico — Ak = 5,417
Erro - & = 5 ,39%

Tempo de CPU -t = 744.81s
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0.25 025
L N N
05
05
—A— ‘
05
0.5
e
L 05 L 05 L 05 L 05 L
i 1 1 1 1

FIGURA VII.22 - Representag3o da MALHA C.

Neste exemplo a solugio exata do problema poderia ser
obtida com o campe de velocidades indicade na figura

CVII.Z24).

FIGURA VII.24 - Campo de velocidades para solugfo exata.
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Com  uma mal ha de elementos guadrilaterais, esta
configuragfo somente seria alcangada se dispuséssemos os
elementos de forma a delinearmos as linhas de ruptura, o que
aumentaria o nimero de elementos, e consequentemente o tempo
de CPU aumentaria de forma exponencial. Todavia, neste

exemplo niEoc houve uma preccupagdo com o refinamento da

malha, mas sim o demonstrar que ) num probl ema
semi-infinito, a regi o representada nos model os &
suficiente, ou seja, s a aumentarmcs ainda 1nais, os

resultados n8o se alterario.

A precisdc dos resultados pode ter sido afetada pelo
efeito de Saint-Vepant, uma vez gque também fol utilizada a
substitui¢io de carga distribuida por cargas pontuais.

Neste exemplo foi utilizada a superficie de escoamento

de Tresca
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CAPITULO VIIL

CONCLUSDES E SUGESTJES

A formulagio proposta. ou seja, determinagio da carga de
colapso de estruturas planas come um problema de programagio
linear, foi testada C(através dos exemplos mostrados no
CAPITULO VIIY) para ambos os casos; tanto para o estado plano
de tensd@ies quanto de deformagBes, mostrando-ge valida quando
comparada com os resultadeos analiticos.

As superficies poliédricas de escoamento adotadas no
trabalho forneceram resultados aceitdveis, mas o algoritimo
de PL implementado, apesar de ter conduzidoe a resultados
satisfatdrios, aspresenta a desvantagem do tempo de sxecugio.
Ele aumenta exponencialmente com o "dimens3o" do problema.

Para uma melhor aplicag3o desta formulagico em solos
poder i amos sugerir a incorporagfo da superficie de
brucher ~Prager que se trata de uma extensio da superficie de
von Mises para materiais nos gquais n3o se pode desprezar a
influéncia da press3c hidrostatica noe colapso; tais como ©
spla & o concreto.

Esta mesma formulagdo poderiaz se extender ao problema do
concreto submetido a um estado plano, seja para © concreto
massa Cbharragens2, seja para Q concreto armado
Cviga—paredel.

Uma outra sugestdo, seria estudar uma formul ag8o baseada
na plasticidade n3o-associada, proposta por TAMURA [181,
para materiais com angulo de atrito interno relativamente
alto.

Uma gquarta sugestZo, seria um trabalho com uma formul agdo
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para uma anilise limite em corpos rigido—plésticosl que
possuissem decontinuidades. Segundo TAMURA [201, seria
adotado o critério de Drucker—-Prager para descrever o
escoamento do material, & a lei de Mohr-Coulomb para a
model ag3o das interfaces dos campos de velocidades

descontinuocs.



a8

APENDICE A

DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS FUNDAMENTAIS

A, 1 - INTRODUCAO

Os Tecremas Fundamentais ou Principios Extremos s3o
essenciais para uma rigorosa justificativa da consisténcia
das egquacfes basicas da anadlise limite. Eles podem nos
conduzir & eficientes caminhos para o calcule direto da
carga limite através de sucessivas estimativas inferiores ou
superiores.

Nas relag@ies da Teoria da Plasticidade de Saint-
Yenant.von Mises, as componentes de deformagfo elistica s3o
desprezadas £ o incremento de deformagic plastica € dado em

fungioc das tensfes desviatdricas (APENDIBE BY, ou seja:

.. B, .
) = " CA. 1D
H ZTe
onde; EU - sHo as componentes de velocidade de deformacHEo,
s’_'j - s8o as componentes do tensor desviatdrico,
i,j - sS8o os indices da notaglc matricial que corres-
pondem a x, ¥y ou z.
H - intensidade de vel ocidade de deformagio

cisalhante, ou ainda:

H = ¥ 2 ¢ £ CA. 22

Litij

Te - tensfo de escoamento ao cisalhamento.

Logo, somente pegusnas def or magtes de um corpo

rigidoe—plastico s3o estudadas quando as mudangas na
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configuragdo do corpo puderem ser desprezadas.

A.2 - EQUACAO BASICA DE ENERGIA

Consideremos um corpo de volume V limitado por uma

superficie 5 = SF + Sv' CFIG A. 1D

Sobre a parte SF da superficie s3o prescritas forgas

F n cujas componentes ao longo dos gixes xtC i = 1,282,233 sd3o

oy

denomi nadas X .
nL.
Sobre a parte S & prescrita a velocidade vo com
v
componentes Ve

Para efeito de simplificagdo, supomos gue ndo hi forgas

de volume,

FIGURA A.1 - Corpo rigido-pléasticoe de volume V

Seja gtj um campo de bLensdies gque satisfaga a equaglo

diferencial de equilibrio no interior do corpo:

o= o CA. 3D
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e que esti em equilibrio com as forgas prescritas ){n_b na

superficie SF de acordo com as fédrmulas de Cauchy.

. n, = X em 5 CA. 4D

onde: n, s8o os cossenos diretores da normal n
b

~

Por outro lado, introduzimos wum certo campo de

velocidade continuo v, que satisfaz as condigBes prescritas
18

sobre S
v

v = A em = CA. 3D

Ao campo de velocidade corresponde as componentes de

velocidade de deformagdo, ou seja:

£ 1 a vt . a v,
Ly = = 3 x “"‘—’]a x CA.BD

O campo de tensOes oﬁ g © campo de velocidades v, s3o
.
arbitririos ¢ nio estio relacionados.

Para qual quer meic cont{nuo a seguinte equagio

fundamental € wvalida:

J (= S S - = J X v ds CA. 72
1l 1l ™, t
v s
ande: V - representa o volume do corpo,
S — representa a supericie do corpo.

A 2quaglc CA. 7)) nada mais € do gque uma gensralizagio do
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"Principio dos Deslocamentos Virtuais".

Esta equag3o deve ser generalizada primeiramente para o
caso de um corpo tendo regides rigidas e, em segunde lugar,
para o caso de campoes de tensdes e  destocamentos
descontinuos.

A primeira generalizagdo ¢ ébvia. Realmente, se um corpo
contém uma regifio deformavel ( Vd J = uma regifo rigida CV;)
separadas por uma superficie ¥ , sobre a gqual as velocidades
e tensBes s3o continuas, entfo para cada regifoc nés temos de

acordo com LA, 7D:

J aLj Etj dVd = ] Xni v, de + J Xhi v, d}; CA. 8D

~

O = X v dSs - J X . v, d}f CA. &0
ni L r nL 1

Somanda as duas regifes nds recuperamos a equacdo CA. 7D
Ja gue 5 = Sr + Sd'
Sendo assim, a equagfo basica pode ser escrita para o

corpo todo, incluindo regi®es rigidas.

A.2.1 - GENERALIZACAC DAS EQUAGSES BASICAS DE ENERGIA PARA

CAMPOS DESCONTINUCS

Os resultados precedentes sHo baseados na hipédtese de
continuidade do campo de tensio e velocidade. Entretanto,
exempl os simples mostram qu no estado limite s3o
encontradas fregilentemente descontinuidades de tensio.

0 modele de corpo rigido-plastice envolve também,

necessariamente, descontinuidade de velocidades.
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- DESCONTINUIDADES DE TENSAC

Consideremos inicialmente o caso de descontinuidade de
tensZ8o em determinadas superficies Sk C x =1,2,3,... D. As
superficies Sk dividem o© corpe em um ndimero finito de
partes, em cada uma das quais as tensdes variam
continuamentie e para as quals as equagSes acima s8o validas;
as integrais de superficies correspondentes se extendem
scbre as superficies de cada uma das partes separadas.

Suponhamos que a forga de superficie xnj age scbre um

lado de S e X |
k n

] sobre o outro lado de Sk'

A condigdo de eguilibrio de um elemento de gqualquer das

superficies ¢ de tal forma que:
X + X = 0 Ci=1,2,32 CA. 102

Consequentemente, gquandoc as equagBes escritas para cada
parte do corpo sfo somadas, todas as integrais sobre as
superficies de desconiinuidade Si se cancelam, ou seja, «
forma da eguaglio bdsica de energia ndo & afetada pela

presenca de descontinuildade de tensdo.
- DESCONTINUIDADE DE VELOCIDADE

Vejamos ageora, a descontinuidade no campo de velocidade.
Em primeiro lugar, deve-se observar gue sé& & possivel
ter descontinuidade na componente de velocidade gque se situa
no plano' tangente A superficie SL C v = 1,2,‘3,... J, ou
seja, na componente tangencial de velocidade, pois caso

contrarioc o corpo desenvelve fissuras.
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Suporemos entdo, que a componente normal de velocidade &
continua scbre SK

Vamos colocar um sistema de coordenadas local (x, ¥y e z)
num determinado ponto da superficie de descontinuidade Si de
mode gue o eixo z esteja dirigide ao longe da normal A
superficie CFIG. A.23. As componentes tangenciais de

. + . s
veelocidade s3o v, €V, respectivamente nos lados positivo

e negativo da superficie Si. O vetor da velocidade relativa

+ —

seri v, C v = Y. TV, 2 e % serd o eixo dirigido ao longo
T

desse vetor.

FIGUEA A.2 - Componentes de Velocidade.

A superficie de descontinuidade deve ser considerada
como a posigio limite de uma camada delgada com uma mudanga
continua, mas brusca, da velocidade 2o longo da espessura da
camada. CFIG. A.3-ad

A mudanga brusca ocorre somente na correspondente V.’
enguanto que vy e v, sd0 praticamente constantes aoc longe da
espessura. E clarc gque a componente de velocidade de
deformagde cisalhante Exz & consideravelmente maior do que
as outras componentes de velocidade de deformagl3ic. Quando a

espessura da camada tende a zero, & - o , enguanto gque as
xZ
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outras componentes permanecem limitadas.
Denominaremos T 2 a componente tangencial de tensdo na

superficie St na diregdo x.

+ 7 V¢

FIGURA A.3 — Superficie de descontinuidade de velocidade.

As superficies de descontinuidade SL dividem o corpo em
regides Vi, Vz, ... , em cada uma das quais as tensBes e
velocidades possuem as propriedades de continuidade. Sendo
assim, a eguagio basica wvale para cada uma dessas regides.
Esta equagdo inclul o potencial das forgas de superficie.
Quando as equaglies escritas para cada parte do corpo s2o
agr“ upadas, sempre havera duas integrais sobre cada
superficie de descontinuidade, scobre o ladeo positivo e
negativo da superficie. (FIG. A 23-b2

Consideremos um elemento de superficie dSL .  Suponhamos
que a regiio Vk se situa no lade negative de v‘:!SL e a regiio
v no lade positivo. O pot,encialb das tensdes para a regiio

k+1

Vk &

{ o v + T v + T v DdSL CA.11>
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Para a regido Vbu sera:

- ¢ o v + T ¥ TV, J dSL CA. 122

Conseguentemente, a soma dos potenciais vale:

-7t [ v 1 dSL CA. 13D
onde: [ v ] representa o salto na velocidade v, - v_ = | V}I.

A equagdo pbasica de energia deve entfio, incluir o
potencial das forgas nas superficies de descontinuidade, ou

seja:
J X v ds = j o, E . dVY + J T L v 1 dS CA. 14D
ny v L ] L) P

onde a integragdo se exitende por todas as superficies de

descontinuidades & ¢ S =5 + 5 + ,,. 2.
P P 1 2

0O lade esquerdo da sguagio (A, 142 ¢ denominado potencial
das for¢as de superficie e o lado direic & chamado

dissipagdo.
A.3 - PROPRIEDADES DE MINIMO DO CAMPO DE VELOCIDADE REAL

Yamos aplicar a equagia CA. 142 para um cor pe
rigido-plastico. Suponhamos gue au ) EH e v, sejam a
sclugdo real do problema. As tensBes e velocidades de

deformagio est3o relacionadas pela equagIo de

Saint—-Venant-svon Mises C(A. 13 e satifazem as condigBes de
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equilibric e continuidade. A equagi3c CA.142 ¢ obviamente
vidlida para este estado.

Paralelamente ao estadoe real, vamos consgiderar um outro,
nomsadamente, um campo de ue locidades cinematicanente

admissivel v

. U satisfaz a condi¢do de

incompressibilidade © as condig¢@es de contorno prescritas
sobre S
A
-, ) , »*
A v’ wvali corresponder £’ ao qual corresponderad s, . O
1 1] i)
* . :
tensor s, . nd3o deveri satisfazer necessariamente a egquagio
1]

de equilibric. Ac bLensor Stt- vai corresponder ainda, as
forgas de superficie an gue podem ser obtidas com o uso da
expressio de Cauchy, £ independem da press3c hidrostatica.
Finalmente, vamos supor que o campo cinematicamente possivel

v

. € descontinuc sobre as superficies & { Cv=1,28,... 2.

Vamos agora, comparar © campo real de velocidade v com
1
o campo de velocidade cinematicamente possivel v’
1
Para este dltime, a equacio (A.14) & mantida & pode ser

escrita como:
J o £ dV - J X v’ d5 + J T v 1 dS * =0 CA. 18D
T3 v ] T 1" P

onde [ v’ 1 representa o salto V+’ - v’ em s
- p

1%&

SUPERFICIE DE FLUENCIA

%

FIGURA A.4 — Representacic dos vetores aﬁ = EU'
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Os wvetocres ¢ e £, s83o paralelos devido a4 relagdo
1) L]

Saint—- Venant./von Mises (A.12. C(FIG.A. .42
A expressioc o'u, Eii , Cque & um produto escalar de

vetores paralelos, € igual aoc produto dos seus mddulos.

o, & . = T.H = 71 . H CA.16)

& expressdo aLj Et:j & o produto escalar de vetores

geralmente n3o paralelos, logo:

c.. £ = s ¥ = T. H = 71e . H CA. 17D
i b i L
A lgualdae sé& wvale para E' = ¢ Ei.j » onde c & um
]
2
escalar. Neste caso, s = 5.  , ou seja, o estado de

i L]
2
tensdes ai.i correspondente ao campo cinematicamente possivel
difere do estado de tensdes real aij da pressao
hidrostatica.

Com © usc da equagdo CA. 172 e & condig3o de fluéncia de

von Mises, chega—-se a:

Te J H™ dv - J X v’ dS_  + Te J Ev’] 48 =z 0 CA. 18D
mnL 1 F P
Te J.H’ dy - [X o ov.' dS + Te [ {v’il ds g
™L 1 F i P
> J X v  ds CA. 192
ny Lo % v
Nesta equag®o 7 ¢ desconhecido, mas como | 7 | £ Te, a

substituigdeo de T por Te em CA, 19D sé reforga a
desigualdade. Para o campo de velocidade real wvale uma

expressio similar a CA. 153, que & igual a zero,
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consequentemente;

Te J H dv - j X v d=s + Te J vl ds * =
ny 1 F P
£ Te J H” av - j X v’ d5 + Te J [v’l ds ’
ni i ¥ P

CA. 200

A igualdade s se di& quando o campo virtual vt’ se
iguala ao campo real V.- A express3o do lado direito da
inequagdo & chamada comumente de potencial total.

Sendo assim, o potencial total € un minimo absoluto para

o campo de velecidades real.
A.4 - PRCOPRIEDADES DE MAXIMO DO CAMPO DE TENSJES REAIS

S=ja o*_”, » &

A soluglEo real de um problema. Como
J

anteriormente, as tensBes e velocidades de deformagic estio
relacionadas pela equagio de Saint-Venantrsvon Mises e
satisfazem as condigf@ies de equilibrio e continuidade.

Nés agora introduzimos um conceite de campo de tensdes

limites estaticamente admissivel ¢ ° . Tal campo de tensdes
v

b

L que satisfaga as equages

seri qual quer campo o

diferenciais de eguilibrio no interior do corpo:

L S o) CA. 21>

e as condig@es de contorno prescritas sobre a parte SF da

superficie.
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o’ n = X sobre SF CA. 225

e gque também n¥o exceda a tens3o de escoamento:

Te CA. 230

-
I
=\
no =
-~
—
Y
n
IA

QO campo de tensles gi} pode ser descontinuo.

Para o campo real de tens@es vale a eguagfio (A.140, onde
v, & o campo real de velocidade.

Por outro lado, como ¢’ &€ um estado de tenstSes em

vl

eguilibrie, vale:

J-X v, dS o= J o E . dy¥v o+ J T ivl dS CA. 24D
nu t 1] 1) P

>

onde: X' = X scbre SF e as forgas Xnt scbre SV s3o
determinadas pela férmula de Cauchy.
T’ ¢ a componente tangencial do estado de  tensdes

admissivel ¢’ na direg¢fo x da superficie de descon-
v

tinuidade Sp

Subtraindo a equagBc (A, 142 da equagdoc (A 242 nds

chegamos a;

1] i] i] v

JCG.’.—G..DE.‘dV = JCX.’-X,)v,dS +
nt nL n

+ J&Te - 1’2 [v]l dE CA. 2582
P

O vetor Ei.j & normal & superficie de f{luéncia § e o©
vetor .. & paralelo ac vetor EU e alcanga a superficie de
bt

fluédncia como representado na (FIG. A. 3.
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© vetor que representa o’ se situa geralmente no
13

interior de ¥ e o vetor ( ot} - <:¢_Lj 2> esta representado
pela linha tracejada na figura C(A.8). Devideo a convexidade
da superficie de escoamento § , os velores EH e C oig— OU)

fazem um angulo cbtuso, loge, o produte escalar deles &

negati vo.

Gy -0

FIGURA A.S - Relagdo entre os vetores o , o' e £
1} 1} 1)

Co’ -~ YE = 0 CA. 282

A igualdade na equag3c (A.26) sd acontece quando os
vetores 013 e aﬁ diferem apenas de uma press3io
hidrostiatica, ja& gue a dlitima ndo afeta a condigido de
escoamento, @ lembrande que o ¥  =s & .

1] L) 13 1)

Considerando a equagio (A.26), o lado direito da equagdo
CA,.28) &€ negativo, assim:

I X v ds = J X’ v ds + J Cte — T’2IvI dS CA.27)

nit O v ni oL v P

A "quantidade" de descontinuidade [v] & desconhecida mas

come Te 2 1’ @ Te [v] > O, o segunde termo do lado direito

de inequagio (A 273 € n3o-negativo. Reforgando a ineguagHo,
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podemnos escrever!
J X . v dS = [ X v 4= CA. 282
nL Q v n A

sendo os termas Xn; obtidos de ¢ ° por Cauchy.
1]

A equagio (A Z28) nos permite snunciar gue:
* O potencial das forgas de superficie reais sobre as
velocidades ¢ maior que o potencial desenvolvwido por
quaisquer outras forgas de superficie correspondente a um
campo de tensfes estaticamente admissivel ™.

Das inequagdes (A. 192 e (A 2B) segue uma estimativa dos

limites superior e inferior para o potencial das forgas de

superficie reais nas velocidades prescritas

Z J X v . ds Z J X7 v d= CA. 22D
™ [ 2% v nt QL v

Para calcular o lado esqgquerdo de (A.29) & necessario
tomar um campo de velocidades cinematicamente admissivel e

para © lado direito, um campo estaticamente admissivel.
A. S — TEOREMAS DOS FATORES DE CARGA LIMITE

Consideremos gque as forgas de superficie aumentem
proporcionalmente a um parametro A > O . Neste caso, & facil

obter os limites da carga de colapso.

X . = X X sobre SF CA. 20D
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onde X . & uma certa distribui¢3o fixa de forgas scbre SF.

Além disso, nds supomos que as velocidades sobre a parte

Sv da superficie s3o nulas.

v o = O (suportes fixos)

CA. 310

QO colapso do corpo € atingido para um certo valor do

parametro A = hc (fator de carga de colapsod.

A.S.1 - O LIMITE SUPERTOR DA CARGA LIMITE

Escrevendo a egquagdo (A.18) para as condigBes

definidas, wvem:

J?& X 7 v’ ds < TGJH’ dav  + TeJ[V’]dS’
& n T F P

2

logo,

A igualdade em (A 330 s £ possivel quando

sendo Ak denominado fator cinemitico, logo:

Da equagio CA, 33D conclui —se que A

igual ando-se o potencial das cargas nas

k

=]

acima

CA. 320

CA. 32

m
4
D

Ca, 340

obtido

vel ocidades
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cinematicamente admissivels ao potencial de deformag3o.
A.5.2 — O LIMITE INFERIOR DA CARGA LIMITE

Consideremos um estade limite de tens@es estaticamente
admissivel OfL’j que satisfaga de alguma forma as condigfes de

contorno em SF

X = X X sobre SF CA. 35D

Aplicando a eguagio (A.25) chega-se a:

a

JC e’ — o, 3 dv =C?\*?&3J X v ds +
i 1j ] 5 ni i F

+ I(Te - 7172 {v] dSp CA. 36

De acorde com CA. 260 o© lado esquerde de (A .36 & em

geral negativo, logo:

ICTe - ') w1} dSp

N A 2 . CA,. 372
© = J X 7 v ds
nL 18 F
A lgualdade sé vale se ai,j =3 o, ; diferirem de uma
presedo uniforme Chidrostaticad. Como o numerador =3

nIo-negativo e o denominader € positivo,

A = A CA. 38D
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APENDICE B

PLANO DESYIATORICO

Para que haja meior clareza na visd3o do plano
desviatdrico, o definiremeos utilizando sua interpretacio
deométrica.

Estabeleceremos um espageo das tensBes principais 01, o,
e os. Neste espago, o estado de tens@ies num ponto qualquer
pode ser representado por um vetor OP, que tem como

componentes o-. @, = aa.CFIG.B.i)

FIGURA B.1 - Representagioc do espago das tensfes

principais

Seja um plano D CFIG.B.1) definido por:

o + o + o = 0 CB.12

Este plano passara pela origem 2 tersd inclinagBes iguais

em relagio aos trés eixos,
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O vetor unitario normal a este plano, sera:
— 1 . .
== ~ i
2 / 3 C i, + i, + i, 3 ¢B. 22

cnde: ii, i e ia s80 os vetores unitarios ac longe dos

“~ ~ ~

eixos o, o e o .
1 2 a
A linha definida por:
o = = o CB. 3
passara pela origem e seréd perpendicular a este plano. Os
pontos desta linha, chamada eixo hidrostdtice, correspondem

aos estados de tensdo hidrostdtiicos,

Seja um vetor OP dado por:
OF = o i + e i_ + o i CB. 42

A projecZo de OF na normal n ser& proporcional ac tensor

o 'l

hidrostatico.

COP,nY = ¥ 3 o C(B. 5

Introduzindo agora, um vetor OQ representado por:

0Q = s i 2+ s i 2+ s i CB. B)
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Este wvetor & chamado {ensor desvialidrico, de tal forma

que:

OF = OQ + ¥ 2 o n CB. 7D

cos COP , n2 = 0O C(B. &)

k'l

Logo, o vetor OQ estad sobre ¢ plano representado em

~

(FIG.B.13, gue ¢ chamado plane desviatdrice,

QO comprimento do wvetor OQ sera proporcional &

o

intensidade de tens3Eo cisalhante ¢ T D.

&) = v a T CB. 9
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