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Este trabalho de tese tem como objetivo a
aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno na andlise
elastica de problemas lineares planos com simetria ciclica.

Para tal, sdo apresentados inicialmente os

conceitos e a formulagaoc do método. Utiliza-se o elemento



quadratico continuo para a representagdc do contorno e das
variaveis. 0 artificio do né duplec € usado para remover a
descontinuidade da normal ou das condi¢ées de contorno. As
integrais singulares sofrem uma transformagdo cubica de
coordenadas antes de serem integradas numericamente por

Gauss.

0 programa desenvolvido possibilita a andlise de
problemas com simetria simples, dupla ou ciclica, além, é
claro, de problemas completos. Sao analisados varios
exemplos com a finalidade de avaliar o desempenho da
simetria ciclica em relagdo aos demais modos de abordagem

do problema.
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In this work, the Boundary Element Method is
applied to the solution of cyclic symmetry plane problems.
Initially, the basic concepts and the general formulation
of the method are presented. The boundary of the body is

discretized in quadratic continuous elements, over which
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the displacements and tractions are assumed to have the
same behaviour. The concept of double node is also employed
in order to remove the discontinuity of the outward normal
vector or of the boundary variables. Singular integrals are
carried out numerically with the use of a cubic

transformation of the coordinates.

The program developed also permits the analysis
of problems presenting simple or double symmetry and, in
order to compare the computational efficiency of the
procedure developed here with the others already
developed, as well as the results obtained with its use,
some problems are presented and discussed at the end of

this work.
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CAPITULO |

INTRODUCAQ

0 desenvolvimento deste trabalho de tese é
dirigido para a solucdo de problemas de elasticidade linear
plana com opgdo de simetria ciclica, admitindo um corpo
isotrépico e, eventualmente, infinito. Num problema misto,
no qual se dispde dos deslocamentos numa parte do contorno
e forcas de superficie prescritas noutra, séo determinados,
através do Método dos Elementos de Contorno, os campos
incégnitos, além das tensdes em pontos do contorno e em
pontos internos.

Em certos casos, a geometria e as condigdes de
contornoc nao permitem a determinagdo de uma solugao exata.
Recorre-se, entdo, a uma solugdo aproximada, utilizando-se
um método numérico de discretizacao dos campos. Entre os
métodos utilizados destacam-se o Método das Diferengas
Finitas, o Método dos Elementos Finitos e o Método dos
Elementos de Contorno.

Na aplicacdao do Método dos Elementos de Contorno,
as aproximacgdes s&o realizadas em fungdo somente dos campos

no contorno, reduzindo a dimensdo do problema em uma



unidade.

Um sistema linear de equagdes algébricas é
formado, cuja solugdo representa os valores desconhecidos
no contorno. A matriz dos coeficientes deste sistema é
nao-simétrica, cheia e de dimensdo menor que a obtida pelos
métodos de dominio, considerando um mesmo nivel de
discretizacao.

0 Método dos Elementos de Contorno é apresentado
em sua formulacdo direta, onde os deslocamentos e forgas de
superficie encontram-se explicitos nas equagdes integrais.
Esta formulagdo foi adotada, também, nos trabalhos de CRUSE
e RIZZO [1], LACHAT [2], BREBBIA [3], TELLES [4] entre
outros.

Em 1967, RIZZO [5] utilizou a solugdo fundamental
de Kelvin na formulagdo direta para elasticidade plana,
usando elementos retos constantes.

Elementos lineares e o conceito de ndé duplo foram
utilizados por RICCARDELLA [6] em 1972.

LACHAT [2], em 1975, desenvolveu uma formulagao
utilizando elementos curvos, permitindo assim uma
aproximagdo linear, quadratica ou cubica.

Estudos envolvendo simetria ciclica sao devidos a
CHAUDONET [7] e a MAIER, NOVATI e PARREIRA [8].

Convém registrar que o primeiro trabalho
publicado no Brasil & respeito deste método deve-se a
HALBRITTER, TELLES e MANSUR [9] em 1978.

Assim, o Método dos Elementos de Contorno tem-se

desenveolvido cada vez mais, tornando-se competitivo e



aplicdvel a inumeros problemas de engenharia.

0 desenvolvimento desta tese contribui para tal
finalidade, com enfoque principal na andlise de problemas
com simetria ciclica, compreendendo seis capitulos, sendo o©
primeiro esta introdugdo. Os demais sdo descritos a
sequir :

No Capitulo II , o Método dos Elementos de
Contorno ¢é formulado para problemas de estado plano de
tensdo e estado plano de deformagdo. Estabelecidas as
Equagdes Diferenciais de  Equilibrio, encontra-se a
Identidade de Somigliana e as Solugdes Fundamentais de
Kelvin. A segqguir, considerando uma superficie circular
envolvendo o ponto fonte, é determinada a Equagdc Integral
de Contorno. Finalmente, sdo apresentadas as expressdes
para calculo das tensdes em pontos internos e em pontos do
contorno, bem como as equagdes para problemas de cavidades
em dominios infinitos.

No Capitulo III sdo fornecidos os recursos
utilizados para a implementagdo numérica, ou seja, as
fungdes de interpolagdo e o elemento quadratice continuo.
Sido apresentadas as etapas para a montagem do sistema de
equagdes caracteristico que é resolvido pelo Processo de
Elimina¢do de Gauss. As integrais singulares decorrentes da
aplicagdo do método sofrem uma transformagdo cubica de
variaveis. As integrais ndo singulares sdo integradas
numericamente por Gauss e os coeficientes da diagonal
principal de H sao obtidos pela consideragao de translagdes

de corpo rigido. Sdo abordados casos em que © problema pode



ser resolvido de uma forma mais simples, pelo artificio de
simetria simples ou dupla. Conceitua-se, finalmente, © nd
duplo, dque é usado para simular descontinuidade das tensdes
ou do vetor normal.

No Capitulo IV é estudado o caso de simetria
ciclica, tema principal deste trabalho. Mostra-se,
primeiramente, a estrutura das matrizes e suas
propriedades. A seguir, sdo aplicadas transformag¢des
rotacionais, a fim de se obter a decomposigdo do sistema de
equagdes em varios sistemas menores. Sao enunciadas, entéo,
de forma reduzida, as etapas para a andlise de problemas
com este tipo de simetria, e finalmente, mostra-se a
estrutura do programa computacional desenveolvido.

0 Capitulo V é constituido pelas aplicagdes
numéricas realizadas com a finalidade de se averiguar as
simplifica¢des produzidas pela consideragido de simetria
ciclica. Assim, € analisada a facilidade na entrada dos
dados, bem como a economia no tempo de CPU necessdrio para
a execugdo das varias subrotinas envolvidas.

No Capitulo VI séo relacionadas algumas
conclusodes obtidas a partir dos exemplos analisados e sdao

sugeridos alguns pontos para desenvolvimentos futuros.



CAPITULO I

FORMULAGAC DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO PARA ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

1.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo s&8o apresentadas as
consideragbes a respeito da Teoria da Elasticidade
aplicadas a resolugdo de problemas 1lineares elasticos
planos de tensdo e deformagdo.

E desenvolvida uma formulagio direta
com a finalidade de se obter a Identidade de Somigliana a
partir das Equagdes de Equilibrio de Navier. Considera-se a
Solugdo Fundamental de Kelvin.

A Identidade de Somigliana €& aplicada
em pontos do contorno. Sio fornecidas, também as expressdes
para calculo de tensdes em pontos internos e em pontos do
contorno, bem como para andlise de problemas de cavidades

em dominios infinitos.



i.2 - ELASTICIDADE PLANA

Utiliza-se neste estudo uma forma
simples e vantajosa para a representagdo de expressdes
extensas, teoremas e derivagdes. Trata-se da Notacédo
Cartesiana Indicial, que & usada na representagdoc das
componentes de forga, tensdo, deslocamento e deformagio,
bem como das préoprias coordenadas, onde os indices 1, 2 e 3
substituem x, y e z, respectivamente.

Pela convengdo da soma, um indice
repetido num mesmo termo implica numa soma, dispensando,

assim, o simbolo de somatédrio.

3
®y "8 t e, t e, = zeu
1=1
(II.1)
e e = e° +e? +¢?
i 1 2 3
100
A disposigéao 010 pode ser
001

representada pelo simbolo Delta de Kronecker 61) , onde :

_ 1 se 1i=7
8y = { 0 se i =3 (II.2)

As derivadas espaciais s&o representadas por uma
virgula.

Considera-se neste estudo que os corpos sao



elasticos lineares, isto é, quando um carregamento qualquer
produzir deformacdo num corpo, inferior a um certo limite,
ele retorna completamente a configuracgdo inicial apés o
descarregamento, e que a relagao entre as tensdes aplicadas
e as deformagdes sofridas é linear.

08 corpos sao admitidos como sendo homogéneos,
com sua matéria distribuida uniformemente em seu volume e
também isotrdpicos, isto é, as suas propriedades elasticas
sdo idénticas em todas as direcgdes.

O comportamento do material é independente do
tempo e, além disso, efeitos de temperatura ndo séao
considerados. O estado inicial de tensdes é neutro e
obedece a Lei de Hooke, ou seja, a linearidade das relacgdes
entre as componentes de tensdo e as componentes de
deformacgao.

Admite-se, ainda, a Hipdétese dos Pequenos
Deslocamentos, que implica na Hipétese das Pequenas
Deformagdes, as gquais, se consideradas em conjunto,
estabelecem a Hipdtese da Linearidade Geométrica.

O trabalho € desenvolvido com a finalidade de
aplicar o Método dos Elementos de Contorno na resolugdo de
problemas de Estado Planc de Tensdo e Estado Plano de
Deformagao. Para estudos mais detalhados pode-se consultar
as Referéncias [10], [11l] e [12].

0 Estado Plano de Tensao (EPT) pode ser concebido
considerando-se uma chapa fina , Figura II.1, submetida
somente a forgas aplicadas no contorno, paralelas ao plano

da <chapa e uniformemente distribuidas ao 1longe da



espessura. Temos que as componentes de tensao o T 1 ©

T sao nulas em ambas as faces e, em principio, pode-se
vz

admitir que s&do nulas também no interior da chapa.

O EPT é caracterizado entdo pelas componentes o
o, e T i sendo pequena a espessura, pode-se admitir que
essas componentes sdo independentes da coordenada z.

11l L

—>
—

TT1T11 (LK

Figura II.1 - Chapa fina submetida a forgas

aplicadas no contorno ( EPT ).

O Estado Plano de Deformagdoc (EPD) ocorre quando
a dimensdo de um corpo prismatico na diregdo z é muito
grande, Figura II.2, e este ¢é solicitado por um
carregamento perpendicular aos elementos longitudinais e
constante ao longo do comprimento, de tal forma que é
possivel considerar que todas as seg¢des transversais estédo
sujeitas as mesmas condigdes.

Supondc que as segdes extremas estdo confinadas
entre planos rigidos, fixos e sem atrito, temos que o
deslocamentoc axial w € nulo nas extremidades e, por

simetria, também na segdo central. As componentes de



deslocamento u e v sdo fungdes apenas de x e y. Assim
sendo, como T, © tyz s&d0 nulas, o problema se reduz a
determinacao de o O‘y e txy , € a tensao o, pode ser
obtida pela seguinte relagdo :

o =v ( o + o} ) (I1.3)

z

onde v é o Coeficiente de Poisson.

YV Y.v

R s

Figura II.2 — Corpo prismatico solicitado por um
carregamento perpendicular aos elementos
longitudinais e constante aoc longo do

comprimento (EPD).

.3 - EQUAGOES DIFERENCIAIS DE EQUILIBRIO

Um corpo qualquer, Figura 1II.3, pode estar
sujeito a duas classes de forgas externas. As forgas

distribuidas sobre a superficie do corpe, tais como a
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pressao hidrostatica, s&o chamadas forgas de superficie. As
forgas distribuidas pelo volume do corpo, tais como forgas
gravitacionais, sdo chamadas forg¢as de massa ou, em geral,

forcas de volume.

x2
contorno F2
l NN <
N v’
— dominio Q e Tr="rT +7T
e 1 2
—_—
LSS LSS SIS SIS LSS S S
™ contorno Fl
x

Figura II.3 - Corpo solicitado por forgas paralelas ao

plano X X, .

De acordo com a notagdo indicial, P, € usado para
representar as componentes por unidade de area das forcas
de superficie e l% para as componentes por unidade de
volume das for¢as de volume.

O estado de tensdoc num ponto qualquer do interior

do corpo, referente ac sistema X X € dado através da

matriz :

o0
11 12
o = o o , onde T
21 22

i
9

21

Seja um paralelepipedo retangular infinitesimal
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de arestas dx1 e dx2 e espessura unitaria envolvendo um
ponto do dominio Q, cujas componentes de tensdo atuantes
nas faces e seus sentidos positivos estdo indicados na

Figura II.4.

2’72 . a 022 - a 021
22 + dx2 . 21 + dx
a x ) I . 8 x
2 - 2
ac
T
%y b2 e 012+ 12 dx1
dxz — [———e _— 8 X
b1 .
L o a o

Figura II.4 - Tensdes e Forgas de Volume.

Se o campo de tensdes for continuo e de primeira
derivada continua, podemos escrever a equacgidoc de equilibrio

elastico no interior Q do corpo :

au,i + bj =0 11,2 5 §=1,2 (II.4)

As derivadas sdo indicadas por uma virgula, ou

1)
— I - +
0-1_],1 0‘2_1,2

No contorno I' do corpo, as tensdes e as forgas de
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superficie devem obedecer & seguinte condigdo de equilibrio

(Formula de Cauchy) :

p =0 n s 1L, = 1,2 (II-S)

Sendo nj o cosseno diretor da normal apontando

para fora do corpo.

XZ:UZ

f

12Uy

Figura II.5 - Tensdes e forgas de superficie no contorno T

do corpo.

As condigdes de equilibric obtidas sdo lineares
por terem sido estabelecidas sobre a configuragido inicial,
antes da deformagdo, de acordoc com a Hipétese da
Linearidade Geométrica.

0 tensor de deformagdes especificas ciJ

caracteriza o estado de deformacdo em um ponto no interior

do corpo, em relagdao ac referencial XX, @
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[
0

£ £
= 11 12 ] onde €
12 21

Considerando-se a Hipétese de Linearidade
Geométrica, é definida a relagdo

deformagdes - deslocamentos :

{ u + u ) i,j = 1,2 (II.6)

sendo uj a componente do vetor de deslocamentos continuos e
de primeira derivada continua, que é garantida se as

deformagdes obedecerem a Condigdo de Compatibilidade :

11 22 12 (II.7)

Para o material considerado pode-se escrever a

relagao tensido-deforma¢io especifica na forma :

O = CUH.Ckl (II.8)
onde Cijkl € um tensor de guarta ordem isotrépico de
constantes eléasticas, expresso por :

Cljkl = 2 Gu 61.1 Skl + G ( 5ika“ + a“aik ) (II.9)
1-2v

Sendo E o Médulo de Elasticidade Longitudinal e G
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o0 Médulo de Elasticidade Transversal :

s G=E/ 2 (1+v)

Substituindo a equacgéo (I1.9) em (II.8) ,

tem-se a Lel de Hooke Generalizada :

a = 2 G¢g + 2 Gu g @& (IT.10)

Aplicando a equagdo (II.6) em (II.10), é
encontrada a expressdo das tensdes em termos das derivadas
dos deslocamentos. Introduzindo posteriormente o resultado
na relagio de equilibrio (II.4) , obtém-se as Equagdes de
Equilibrio de Navier :

G u +b =20 em 0 (IT.11)

‘T —
uj,kk 1-2v k, k] ]
cujas forgas de superficie devem satisfazer, de acordo com

a equagdo (II.5), a seguinte expressio :

2 Gu u n + G u + u = enmn T
—_ 1 ( 1,3 i ) =Py

(II.12)

As equagdes acima apresentadas, de (II.4) a
(I1.12), sdo validas para o caso de EPD. Para o caso de
EPT, deve-se substituir v por v = v / (1+u) em todas as

equagdes, sendo que G permanece o mesmo.
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[l.4 - IDENTIDADE DE SOMIGLIANA

Considere-se o corpo com dominic Q e contorno I'
apresentadoc na Figura II.3. Considerando-se as definigdes
dadas na se¢do II.2, um estado de equilibrio sob a agédo de
forgas e deslocamentos conhecidos pode ser representado

elo conjunto o , € u , e b , sujeito as
i i i i

] ij i
sequintes condig¢des de contorno :

- naturais : forgas de superficie prescritas.

P, = P, em Fz (IT.13)

- egssenciais : deslocamentos prescritos.
u = ﬁl em T, (I1.14)
Considere-se, agora, a existéncia de um dominio
' ‘ » [} .
Q com contorno I' (que pode estar no infinito) contendo o
corpo Q + I' , também em estado de equilibrio representado

* »

» - * Y
por o ,eij, u.,p,,e bi, conforme a Figura II.6.

1)

Se as propriedades elasticas forem as mesmas para

ambos 0s dominios, pode-se escrever :

» L}
J O‘U £ ”dn = [ o Y 811 dQ (II.15)
Q Q
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r
.z
x ]
2 T

X
1

Figqura II.6 - Corpo  + I' contido em Q" +r°.

Substituinde a equagdo (II.6) em (II.1l5),
integrando por partes e obedecendo as relagdes de

equilibrio (II.4) e (II.5), obtém-se :

* » * *
J bi u, dQ + J P, u ar = J bl u, dQ + [ P, v ar
Q r Q r
(II.16)
que corresponde ao Segundo Teorema de Betti
(reciprocidade).

Admitindo que as componentes das forgas de volume

* . x »
b . correspondem a forgas wunitarias concentradas pj

aplicadas num ponto £ ¢ Q' em cada uma das duas diregdes

ortogonais do sistema cartesiano donsiderado, tem-se:
b; =35 (£,%) P (II.17)
onde & (£,x) é a fung¢do Delta de Dirac.

Assim a primeira integral de (II.16) fica :
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J b, u dn = u (£) p, (1I.18)
o)

sendo que £ € Q.
Entretanto, se <cada carga concentrada atuar

. L]
independentemente, o0s deslocamentos u, e forgas de

superficie p; podem ser escritos na forma :

u =u, (§X) p (IT.19)

P, = b, (£,%) P, (II.20)

J

onde u:j(g,x) e p:j(g,x) representam, respectivamente, os
deslocamentos e forgas de superficie na diregdo j do ponto
campo x, correspondendo a uma forca unitdaria atuando na
diregdc i aplicada no ponto fonte £.

Substituindo-se as equag¢des (II.18) a (II.20) em

(I1.16), a equacao abaixo é encontrada :

u (&) = u, (£,%) p(x) dr(x) -
T

- | b, (€% u(x) dr(x) o+
T

+ u:j (£,%) b (x) da(x) (II.21)
Ia

Esta equagdo ¢é conhecida como a Identidade de

Somigliana para deslocamentos [13] e foi obtida através da
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reciprocidade com uma solugdo singular da Equagdo de Navier

satisfazendo :

G u + —u * 8 (&%) P = 0 (II.22)

Solugdes da equagdo (II.22) s&0 chamadas de

Solugdes Fundamentais.

1.5 - SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Considerando que o dominio Q" seja elastico,
homogéneo, isotrdpico e infinito, a solugdo da Equagio de
Navier (II.22) nestes termos é devida a KELVIN [14] e suas

componentes para elasticidade bidimensional [15] sdo :

* - 1
u (§,x) = ——— (3-4v) 1In(r) 6 - r T
tJ 8n(l-u)G { . 1] }

t=1,2 ; jJ=1,2 {II.23)

para os deslocamentos;

-1 ar

o {[(1-211)5” + B r'ir'j] T -

P (£,%) =
H 4 amnm (1-u) r
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- (1-2v) [ r‘rl nJ - r'j n, ] } i=1,2; ]=1,2

(IT.24)
para as forcas de superficie. Onde a = 1; B = 2 e a
disté&ncia entre o ponto fonte £ e o ponto campo X, r = r

(€,x), €& dada por :

r = (rlri)”2 ; r = x(x) - x (£) (II.25)

As derivadas de r sdo tomadas em relagido Aas

coordenadas do ponto campo x :

_ r _ i _ ar

™ 73 x () T r 3 x (§) (II.26a)
ar _ 8 r -n. ar ‘n. =r .n (II.26b)
3a n 3 X (X) 8 x (X) . !

Estas equagdes sao validas para EPD. Para casos

de EPT substituir v por vu.

1.6 - EQUAGAO INTEGRAL DE CONTORNO

A Identidade de Somigliana (II.21) para pontos

fonte § pertencentes ao contorno r é determinada
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considerando-se o corpo representado na Figura II.7, no
qual o ponto £ é um ponto interno envolvido por parte de

uma superficie circular de raio ¢.

: \e
528 ﬁ;\xs |

o

Figura II.7 - Ponto fonte £ situado no contorno envolvido

por uma parte de uma superficie circular.

Desta forma a equagdac (II.21) pode ser escrita

como 2

u, () = u’, (€,%) p Ar(x) -

F-FC+F€

P’ (%) u dr(x) +

F—FE+F€

+ J u'ij(g,x) b dQ(x) (II.27)
0

£
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Através de transformagdées e desdobramentos das
integrais e tendo em atengdo a continuidade de

deslocamentos em £, a seqguinte expressio é obtida :
c,,(€) u (&) + J P, (€% u(x) di(x) =
r

[ u’| (6,%) p (x) dr(x) + J u' (E,%) b (x) aa(x)
r

Q
(IT.28)
onde :
' *
c,(6)= 8, + lim -[T“'e P, (€,%) dr(x) (II.29)
sendo CU(E) = SU / 2 para contornos suaves. Outros casos

sdo apresentados por RICCARDELLA [17] e HARTMANN [18]. No
entanto, como sera mostrado adiante, pode-se determinar
este coeficiente através de consideracées de translag¢bes de
corpo rigido sempre que os graus de 1liberdade forem

assimilaveis fisicamente a deslocamentos nodais.

A equagao (II.28) representa uma relagdo que deve
ser satisfeita entre os deslocamentos no contorno e forgas
de superficie. Portanto, considerando que as forcas de
volume sdo sempre conhecidas, quando as condigdes de
contorno sdo introduzidas, a equagio (II.28) pode ser usada

para a obtengdo das incégnitas restantes no contorno.
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1.7 - TENSOES EM PONTOS INTERNOS

A Identidade de Somigliana, equagaoc (II.21),
constitui uma representacido continua dos deslocamentos em
qualquer ponto interno £. A sua derivagdo em relagao as
coordenadas de £ permite a obtengdo das deformagdes
especificas. A substitugdo desta na equagido (II.1l0) ,
permite que as componentes das tensées internas sejanm

determinadas através da expressdo :

(&) u L (6,%) B () dN(x) -
T

o
1)

- P, (6,%) u(x) di(x) +

r
+ u'”k(g,x) b_(x) dQ(x) (II.30)
Y
onde :
* _ 1 (1-2v) r ) +
u _(€,x) = fJ ik
1k 4 an (1-v) % [ [

+ r 3 - T L) + r r
;i ik kK 1] ] s ri :jrik ]

(II.31)
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G
2 amn (1-u) rB

P, (%)

I
U N
™w
Q| Q
=] 1]
| —|
—
=
1
[ M)

C
e
o

(5"
R
-
L3

+ r +38& r -¥r r r +
v [6ik | jk ,1) 4 S R T ™ ]

+ v nr .r + nr r +
s [ i, 4k SR I ]

+ {(1-2v) [ B8 nkr'lr'J + njsik + niajk ]

(1-4v) n & } (II.32)

Para duas dimensdes : a = 1

o™
il
[}
o
-2
]
>
~

sendo que a substituigdo :

3 r _ _ _ _ ar (II.33)
8% (£) !

axl(x)
ja foi efetuada.
A validade do processo de derivagdo pode ser

verificada na referéncia [18].

As expressdes acima sdo validas para EPD. Para

casos de EPT, substituir v por v.
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1.8 - TENSDES EM PONTOS DO CONTORNO

Resolvido o problema no contorno, equagio
(I1.28), dispde-se das forgas de superficie e deslocamentos
em qualquer ponto de I' no sistema global de referéncia
X X_, Figura II.5 . Para a determinagdo das tensdes no
contorno, é wusado um sistema cartesiano auxiliar de
coordenadas locais XX, , tomando a direcdo X tangente
ao contorno no ponto £ onde se pretende calcular as

tensbes, conforme a Figura II.8. Consultar Referéncias [2]

e [19].

ponto €

X1 dominio £

— Xl

Figura II.8 - Sistema cartesiano auxiliar de coordenadas

locais x x_ .
1 T2

- Através da matriz de transformagdo para tensores
de primeira ordem [20] sédo determinados os deslocamentos e

forgas de superficie no sistema local 3%22 e a Equacdo de
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Cauchy (II.5) fornece entao :

» (II.34)

Usando a Lei de Hooke e observando as relagdes

entre tensdes e deformagdes, tem-se :

- _ 1 — —
Ml =y [ 2 G g, tv 052] (II.35)
_ CAYY
onde: £ = — (II.36)
11 -
d x

Sendo que o© deslocamento 'ﬁl é interpolado ao
longo do elemento em termos de seus valores nos pontos
nodais.

Estas equagdes sao validas para EPD. Para casos
de EPT , deve-se substituir v por v.

Aplicando-se a matriz de transformagido para
tensor de sequnda ordem, encontra-se as tensdées num ponto
qualquer do contorno em relagdo ao sistema global de

referéncia.
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1.9 - REGIOES INFINITAS

Na aplicagdo da equagdo (II.28) na resolugdo de
problemas de cavidades em dominios infinitos, deve-se
considerar algumas hipdteses relativas ao comportamento das
fungdes envolvidas, que sdo as condi¢des de regularidade.
Estas condigdes implicam na nulidade das integrais de
contorno no infinito.

Considerando, por simplificacdo, que as forcas de
volume ta(x) sejam nulas, encontra-se a expressdo para a

solugdc de problemas de cavidades em meios infinitos :

*
c, (&) u (&) + J P, (£,%) u (x) dr(x)
r
[ ' (£,%) p(x) dl(x)  (II.37)
r
Sendo que ¢ contorno deve ser discretizado de tal

forma que a normal n aponte para dentro da cavidade,

conforme mostra a Figura II.9.
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Figura II.9 - Sentido de discretizagdo de uma cavidade em

meio infinito,

As conclusdes encontradas sado validas para a
Identidade de Somigliana e para as expressdes de tensdes em

pontos internos.

Deve ser observada a diferenga na aplicagdo de
translagbées de corpo rigido para o caso de regides

infinitas, conforme é mostrado na se¢io III.4 .
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CAPITULO I}

IMPLEMENTACAO NUMERICA

Il.1 - INTRODUCAO

Neste <capitule ¢é <desenvolvido um processo
numérico aproximado para a resolugdo da Equagdo Integral de
Contorno.

Para tal, enprega-se o elemento quadratico
isoparamétrico continuo para discretizar o contorno e o
instrumento do né duplo para simular descontinuidade.

No processo de montagem do sistema de equagdes
caracteristico do Método dos Elementos de Contorno, é feito
o uso da Integragao Numérica de Gauss, translag¢des de corpo
rigido e transformagdes cubicas das coordenadas.

O sistema de equagdes é resolvido pelo Processo
de Eliminagdo de Gauss.

Casos de simetria em relagdo a um ou aos dois
planos de coordenadas sdo desenvolvidos, enquanto que o
caso de simetria ciclica é apresentado no préximo capitulo.

Para maiores detalhes, consultar as Referéncias

[(16], [21] e [22].
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.2 - FUNCOES DE INTERPOLACAO E DISCRETIZAGAO DO CONTORNO

Para que seja possivel resolver a edquagao
(II.28), é empregado um processo numérico aproximado, que
constitui-se de varias etapas, sendo que inicialmente é
discretizado o contorno I' do corpo em questdo numa série de
elementos, Fiqura III.1 , sobre os quais os deslocamentos e
as forgas de superficie u ep, ., respectivamente, bem como
as coordenadas gj , Sao interpoladas em fungao de seus
valores nodais.

Utiliza-se, para tal fim, o elemento gquadratico
continuo, representado na Figura III.Z2.

(S )]

Os valores de u e E(J) em qualquer ponte ao

longce do elemento 13 podem ser definidos em termos dos

® Q““ através de trés fungdes de

valores nodais u
interpolagéao $, + 9, © 9, , fungdées da coordenada

adimensional 1 , da sequinte forma :

EXZAK

u' (n)

~

1 2 3
+ +
ST PR S

=ty =i ¥
W N e
\........'_...._J

(III.1)

1
Ra

Dm =o' +op +op = [ ?, ¥, 9, ] { P }

(III.2)
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X2+ elemento de
contorno g

e

~— pontos
nodais

\r

X1

r = z r NEL=numerc de elementos

Figura III.1 - Contorno I' do corpo discretizado numa série

de elementos.

> X1

Figura III.2 - Elemento quadratico continuo.
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onde: ¢ =17 (7%-1) ¢, = (1-m) (1+m) ¢, =17 (14m)

2 1
2

Bl =

(III.3)

Estas fungdes fornecem os valores nodais da

variavel considerada quando aplicadas sobre os nés, Figura

III.3.
+1 +1 +1
{ 1 2
1 2 3 e 3
1 2

Figura III.3 - Fungdes de interpolaciao.

Para o caso bidimensional, tem-se :

-
[s¥]

< ©
©

1
=]

[y

i

(N
ul = w1
e

o
o
o
=)
[N
=
(S

e
N oW W Ncm Hsm N

=

(III.4)
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(1 1
2 _ [ 9, 0 ¥, 0 9, 0 ] Py
s} {0 9. 0 9. 0 ¢ 1
pZ 1 2 3 p2
2
pl
2
p2
>
3

(III.5) P

As expressdes (III.4) e (III.5) podem ser

representadas por :

(m)

P = ¥y (III.6)
n (m)
PV m o= oy (III.7)
As coordenadas cartesianas g”) ao longo do
elemento I' sdo expressas como @
0 b, e a X
X (m =px + X t ox = [ P, 0,9, ] X,
X
(III.8)

{m)

onde X sao as coordenadas nodais referentes ao sistema

global. Para duas dimensdes, tem-se :
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(§))
X - b, 0 ¢, s
x;n 0 ¢ 0 9, 0 o
(ITI.9)
)
}.51[” (m = v. ?fi(m
Desta maneira, para fins de

transformagdao de coordenadas requer a

operador Jacobiano, Figura III.4 :

" o T T
W R W NN R NN R e e

»

M

(III.10)

integracdo, a

utilizagdo do

|[J] = ar  an (ITII.11)
drr = |J| . dn (III.12)
Pela Figura III.4, pode-se obter :
2 2
2 d X, d X, 5
ar)® = —_ + _ d
(dl’) a a7 (d ) (III.13)
2 2 172
d X, d X,
J = +
[ 7] d n a (III.14)
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Figura III.4 - Notagdo para elementos curvos.

Note-se que o numerc de pontos nodais usados para
definir a geometria do contorno é igual ao numero de pontos
nodais aos gquais valores de deslocamentos e forgas de
superficie estdo associados. Além disso, as funcgdes de
interpolacdoc sdoc de mesma ordem, tanto para coordenadas

como para deslocamentos e forgas de superficie.

Os cossenos diretores da normal sao definidos da

seqguinte forma, Figura III.5 :
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!'—'-

dxo /dn

Figura III.5 - Cossenos diretores da normal.

[J| = dT / dn n = cos g = dx, .t (I1X.15)
dn | 0 |
dx1 1

n, = - sen B1 = - . (III.16)

dn | T |
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I.3 - SISTEMA DE EQUACOES

Apés a discretizagdo do contorno em NEL
elementos, conforme visto na segdo III.2, a prdxima etapa é
escrever a equacgdo (II.28) na forma discretizada, para cada
ponto nodal Ei do contorno T. Conéiderando, por
simplificagdo, que as forgas de volume bj sdo nulas, para

cada Ei tem-se :

=3

NEL
C(g,) u(g) + E: [ J p .y . dr ] u

=1 r
. J

H

]
g
p—
ey

—
!ﬂ'
H =3
s
——
?
g

(TII.17)

(m) (m)

As matrizes y , estio definidas

~ ~

e
11}
e

em (III.4) e (III.5).

. » * ~ N
As matrizes u e p tém a seguinte estrutura :

p‘l * * ]
u _ u
* 11 ¥ 12 * 11 12
P = - * u = * -
- P, Py U B
(III.18) (III.19)

Aplicando a equacdo integral (III.17) em todos os

NOC pontos nodais e integrando conforme o exposto no
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préximo item, um sistema de 2xNOC equagdes é obtido :

—
19}
+
1>
S—
Y o]
I
Y
o

(IITI.20)

onde os vetores u e p contém os valores de deslocamentos e

forgas de supericie em todos os pontos nodais e a matriz
A

quase diagonal C € incorporada a matriz H para formar a

matriz H. Portanto :

H.u = G.p (III.21)

Introduzindo as condigdes de contorno e
reordenando as matrizes, obtém-se uma matriz E contendo os
coeficientes relativos as incégnitas do problema e um vetor
F contendo as contribuicgdes de H e G referentes aos valores

prescritos. Resulta, assim, um sistema de equag¢des do tipo:
E.X = F (III.22)

Este sistema, uma vez resolvido pelo Processo de
Eliminacdo de Gauss, fornece os deslocamentos no contorno e
forgas de superficie, sendo que E é uma matriz cheia e néo
simétrica de ordem 2xNOC , X é o vetor dos valores nodais
incégnitos e F ¢ o vetor independente.

Os valores de deslocamentos e tensdes em pontos
internos podem ser obtidos empregando a Identidade de

Somigliana e suas derivadas na forma discretizada.
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.4 - AVALIACAO DAS INTEGRAIS

Serd considerado, primeiramente, o casoc em que o
ponto fonte e o ponto campo nac sao coincidentes, ou seja,
El ¢ FJ. Para tal, é usada a Integragdo Numérica de Gauss,
com a escolha seletiva do numero de pontos de integracgio de
acordo com a relagdo entre a distdncia do ponto fonte ao
centro do elemento, e o comprimento do elemento

considerado. Portanto, as integrais assumem a forma :

K
=) 13, - ¥ . [p .Y ]k (III.23)
k

=Y |3], - W . [u' - ]k (III.24)

Onde K € o numero total de pontos de Gauss (no
programa sac utilizados 4, 6 ou 8) e W € o fator peso

. * .
associado ao ponto k. |J| , p, u, e ¥ encontram-se
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definidos na segdo anterior.

Quando o ponto fonte e o ponto campo forem
coincidentes, ou seja, gi € Fj , pode-se obter as
submatrizes da diagonal de H , dgque correspondem as

N
submatrizes Clj somadas as submatrizes Hl através da

j !
imposicdo da condicdo de que translagdes de corpo rigido

correspondem a forgcas de superficie nulas.
Tem-se entdo, de acordo com a Referéncia [16],

para regides finitas :

- H : 1= 1,N0C (III.25)

e para regides infinitas :

= I - E H ;1= 1,K0C (ITI.26)

onde I é a Matriz Identidade

-

= [ 10 ] (III.27)
o 1

Portante, as expressdes (III.25) e (III.26)
representam um processc indireto de calcular as submatrizes
da diagonal de H, dispensando o cdlculo analitico dos
coeficientes gu(g) e os Valores Principais de Cauchy.

0 calculo das submatrizes da diagonal principal
de 913' quando 51 € Fj , € executado utilizando-se uma

transformagdo ciubica, envolvendo a coordenada intrinseca 7
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e a coordenada 7 dos pontos de integragdo de Gauss (14

pontos). Maiores detalhes no Apéndice B e Referéncia [23].
E interessante ressaltar que a transformagao

usada provoca automaticamente uma concentragdo dos pontos

de integracdo em torno da singularidade.

[I.L5 - SISTEMAS COM SIMETRIA

A analise de corpos com geometria e condigdes de
contorno simétricas em relagdo a um ou aos dois eixos de
coordenadas, Figura III.6, pode ser feita discretizando-se
somente a metade ou um quarto do contorno, respectivamente.
Este processo dispensa a discretizacao das interfaces e a

aplicacdo de condigdes de contornc ao longo dos planos de

simetria.
X
2
vis XK
— regliao 2 regliao 1 _—
>
1
— regido 3 regido 4  —

TTT TTT

Figura III.é - Corpo com simetria dupla.
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Sejam gﬁj e gij as submatrizes que multiplicam os
valores nodais do contorno da regido "j" quando o ponto £
coincide com pontos nodais do contorno da regido "i". Os

subvetores u e p, contém os valores nodais do contorno da

~

regiao "j".
Considerando o caso de simetria em relagdo aos
dois eixos (simetria dupla), pode~se escrever o sistema de

equacdes de acordo com as submatrizes e subvetores :

(H_ H_H_H_ ] (u (6. G_G_ G | (p
~11 ~12 ~13 ~14 ~1 ~11 ~12 ~13 ~14 1

H H_H_H u G G _G_ G p
~21 ~22 ~23 -~24 ~2 - ~21 ~22 ~23 ~24 2
H H H_H u G, G G G p
~31 ~32 ~33 ~34 ~3 ~31 ~32 ~33 ~34 3
H H_H u G, G _G G p

~41 ~42 ~43 ~44 ~4 ~41 ~42 ~43 ~44 4

(III.28)
Condensando as submatrizes em funcgdo da primeira

regido e seguindo as seguintes regras :

- em H, e G, trocam-se os sinais dos termos que

multiplicam u ep, , na direcéo X e somam-se estes termos
comH e G , respectivamente.
- em H_ e G_ trocam-se os sinais dos termos que

multiplicam u e p, , nas duas diregdes e somam-se estes

termos com H e G , respectivamente.

- em H e G,  trocam-se os sinais dos termos que

multiplicam u ep, , na direcao X, e somam-se estes termos

comH e G. 6, respectivamente.
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O sistema assume, entédo, a forma :

’ - ’
H! . u 6! . p, (III.29)

Note-se que 5;1 ndo é mais singular, pois a
condigdo de simetria esta embutida e as dimensdes
correspondem ao contorno da regido 1. Portanto, é possivel
integrar automaticamente sobre elementos refletidos e
montar diretamente as matrizes reduzidas.

Um caso especial de simetria é o assunto
principal do préximo capitulo, que constitui a Simetria

Ciclica.

.6 - SIMULAGAO DE DESCONTINUIDADE

0 artificio do né duplo é usado quando ¢ contorno
do corpo ndo possuir continuidade da normal ou das
condigdes de contorno. Ver Referéncia [17].

No caso da ndac continuidade da normal, ndo é
garantida a continuidade das forg¢as de superficie,
podendo-se ter diregdes da normal diferentes para um mesmo
né pertencente & dois elementos adjacentes, ver Figura
ITI.7.

O né duploc poecde, também, ser empregado gquando

existe continuidade da normal, mas as condigdes de contorno
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sdo descontinuas, representadas na Figura III.S.

l l l l ol{/ né duplo

ELEMENTO + ELEMENTO 1

Figura III.7 - Descontinuidade Figura III.8 - Condigdes
da normal. de contorno
descontinuas.

0 né duplo consiste em colocar-se dois nés
ocupando a mesma posigdo geométrica, sem qualquer elemento
entre eles, cada um pertencente a um elemento diferente,
conforme Figura III.9. Obtém-se, assim, dois conjuntos de
linhas nas matrizes H e G , sendo que os valores de H sao
diferentes devido & matriz diagonal de coeficientes gu , €
os valores de G sado igquais. Portanto, ndo & possivel
prescrever deslocamentos nos dois nds em uma mesma direcgio,
a fim de se evitar singularidade na matriz E e obedecer a
condigdo de continuidade de deslocamentos.

Deve-se prescrever, entdo, ao menos uma
componente de forg¢a de superficie em cada diregdo em

qualquer um dos nds L ou K da Figura III.Q9.
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né L . no K
" a0 7
ELEMENTO § E LEMENTO |
Figura III.9 - Pontos nodais L e K formando um né duplo

entre os elementos i e j.

No caso especial da Figura III.10 pode ser usado

o procedimento propostoc na Referéncia [24].

ponfo P

J

V777 LSl

O NANNNNNNNY

Figura III.10 - Pontc P sujeito a engastamento perfeito.
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CAPITULO v

SISTEMAS COM SIMETRIA CiCLICA

IV.1 - INTRODUCAO

Em numerosos casos, a repeticdao da forma
estrutural e do carregamento nao é acompanhada de um eixo
de simetria. Para tais situa¢des, pode-se fazer uso do
Principio da Repeticdo apresentado por ZIENKIEWICZ e SCOTT
[25].

Considere-se uma estrutura na qual uma série de
segmentos idénticos é repetida e estendendo-se ao infinito
em ambas as diregdes, com cada segmento submetido ao mesmo
carregamento. Assim, num sistema compbsto por uma série de
segmentos idénticos em estrutura e carregamento, a analise
pode ser realizada somente sobre um segmento tipico,
identificando os nés nas duas segbes que o isolam de resto
do sistema e discretizando-o de tal maneira que seja
repetitivo e que envolva as mesmas posi¢des nodais nas

se¢bes repetidas (pontos correspondentes ).
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0 Principio da Repetigiao é particularmente
vantajoso em casos de Periodicidade Rotaciocnal ou Simetria
Ciclica, tanto de propriedades fisicas como geométricas, as
quais ocorrem frequentemente em problemas de engenharia.

A andlise é desenvolvida considerando o sistema
como sendo gerado a partir de repetidas rotagdes de um
segmento ou parte fundamental em torno de um eixo.

Convém salientar que as condi¢ées de contorno néo
precisam cbedecer a simetria, desde que sejam do mesmo tipo
(natural ou essencial) em pontos correspondentes, as quais
passam a chamar-se condigdes de contorno genéricas.

Somente o contorno externo do segmento
fundamental precisa ser discretizado, dispensando, assim, a
discretizagdo das interfaces entre segmentos.

0 sistema de equagdes é decomposto num pequenc
nimero de sistemas menores relativos a um simples segmento,
sobre o qual utiliza-se transformagdes rotacionais de
componentes fisicas em componentes ciclicas.

EVENSEN [26] demonstrou que conceitos de simetria
podem ser usados para reduzir o tamanho do problema de
autovalor na andlise dindmica de estruturas
multi-simétricas.

ZIENKIEWICZ ([27] analisou problemas nos quais a
geometria e as propriedades fisicas ndo variavam ac longo
de um eixo de coordenadas, mas O carregamento poderia
exibir variagdo, sendo assim expandido em Série de Fourier.
Através da propriedade de ortogonalidade, o sistema de

equagdes pode ser separado num pequeno mimero de sistemas
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menores.

MAC NEAL e outros ([28] investigaram corpos
elasticos simetricamente ciclicos com carregamento estatico
e dindmico genéricos wusando nogdes matematicas das
compeonentes simétricas.

Estudos feitos utilizando o Método dos Elementos
de Contorno em casos de simetria ciclica sio devidos a
CHAUDONET [7], que considerou o caso especial de simetria
ciclica de estrutura e carregamento.

MATER, NOVATI e PARREIRA ([8],[29] analisaram
sistemas com simetria ciclica com carregamento genérico,
através de transformagdes rotacionais das componentes e a
aplicaram a problemas elasticos e inelasticos. FOSsSa,
MAIER, MASARATI e NOVATI [30)]) abordaram sistemas sujeitos a
carregamento genérico e que apresentavam simetria ciclica e

reflexiva.

I¥.2 - ESTRUTURA DAS MATRIZES

Define-se como segmento ou regido fundamental um
setor do corpo de dominio Q, e contorno r a partir do qual
cbtém-se o dominio total O do corpo e seu contorno T,
através de sucessivas rotagbes (N-1 vezes) de um 4ngulo a =

2n/N radianos em torno de um eixo, sendo N o numerc de
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segmentos no qual o corpo foi dividido, ou seja, a ordem de
simetria ciclica.

Adotar-se-&o N planos cartesianos de referéncia,
como mostra a Figura IV.1, sendo um para cada segmento, com
0 eixo x; coincidente com o eixo de simetria ciclica. Os
eixos x: e x; (n=1,...,N) sédo rotacionados em passos de um
dangulo a = 2 m / N de um segmento ao subsequente, gerando
assim, todos os N segmentos.

Discretizando o contorno I' em elementos, tem-se
no c¢ontorno Fn (n=1,N) de cada segmento m = m / N nés e
M = m . D valores nodais de cada tipo (deslocamentos ou
forgcas de superficie), sendo m o niumero total de pontos
nodais do contorno e D = 2 para problemas de elasticidade
bidimensional.

Supbe-se, por simplicidade de notagdo, que cada
segmento de contorno Fn tenha somente um elemento reto
constante. Isto implica que m = N .

Considerando os conceitos fundamentais relativos
ao Método dos Elementos de Contorno ja apresentados nos
capitulos anteriores, o estudo de simetria ciclica &
desenvolvido partindo-se da equagdo integral de contorno
escrita para um ponto fonte Qr e ponto campo Qs .
Considerando que o contorno seja suave, a equacdo (III.17)

assume a forma :
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1M () + Z ““p‘ (Q.,9,) dr(Q) ] u(Q) =
2 r

N
cee = Z “g (Q,,9,) dr(o) ] P (Q,)
1 r -

8

(IV.1)

Sendo que r indica o plano de referéncia local do
segmento fundamental usado para representar as quantidades

nodais.

Figura IV.1 - Representac¢do dos planos locais de referéncia

em um corpo com simetria ciclica.

Tomando uma matriz Rrs de cossenos diretores, que
transforma a representacido dos vetores de "g" para "r®
sistemas cartesianos de referéncia ( U" = R__ U®), tem-se

~I s

entdo, uma representagio no sistema local de cada segmento:
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~Ir8

L L
H = [I"p (Q.,Q)) dr(Q.) ] R, + 1 IR
r 2

-~

G, ~ Hu (0,,,) dr(a,) ] R,
r

(IV.3)

A equagdao (IV.1l) pode ser escrita na forma :

(IV.4)

H.U = G.P (IV.5)

onde L indica a representacdo dos vetores no sistema 1local

de referéncia de cada segmento :

L [1 ] L [ 1 ]
U = P =

~ -1 ~ =1
2 2

P

~2 ~2
N N

| BN (IV.6)

As matrizes definidas na equagao (IV.5)
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permanecem inalteradas se os indices r e s sdo
incrementados por um nimerc inteiro k, isto é, se o ponto
fonte e o ponto campo sdao simultaneamente rotacionados por

k(2n/N) . Assim, tem-~se que:

H G

~TS ~r+k , s+k H ~rs ~r+k , =m+k

{IV.7a)

A simetria ciclica induz, entdo, a seguinte

estrutura modificada nas matrizes H e G da equagdo (IV.5) :

1+s-r se s =z r

H gui onde h =
s N+l+s-r se s < r

(IV.7b)

Esta relagdo permanece vdlida se o nimero de néds
em cada segmento for maior gque 1. Na implementacido
numérica, cada segmento ¢ composto, pelo menos, de um
elemento quadratico, envolvendo assim, mais de um ponto
nodal.

Na aplicagdo da simetria ciclica, as condigées de
contorno podem ser ou ndo igualmente repetidas nos diversos
segmentos. Se elas forem simetricamente ciclicas, somente
um sistema de equagdes de dimensdo relativa ao segmento
fundamental precisa ser resolvido. Se as condigdes de
contorno forem genéricas, entdo é necessdrio utilizar-se
uma transformagdo de componentes fisicas em ciclicas e

resolver varios sistemas de equagdes.
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IV.3 - TRANSFORMAGOES ROTACIONAIS

Seja o (n=1,N) um conjunto de quantidades
fisicas, no caso em questdo, componentes de deslocamentos
ou forgas de superficie, definidas em pontos
correspondentes de N segmentos de um corpo com simetria
ciclica.

Estas N gquantidades fisicas podem ser
relacionadas com outras N quantidades, chamadas componentes
ciclicas, através de transformagdes rotacionais, as quais
sa0 0 tema do desenvolvimento a sequir.

Escrevendo, entao, as componentes fisicas em

termos de componentes ciclicas, obtém-se :

n=1, N (IV.8)

onde : L =1 (N-2) se N for par ou
2

L =

1l (N-1) se N for impar e o ultimo termo nio
2

existe. (IV.9)
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As relagdes (IV.8) e (IV.9) poden ser
interpretadas como sendo uma decomposicdo de quantidades
fisicas em ciclicas, que se assemelha a uma expansioc en
Série de Fourier (a qual é estabelecida para o caso limite
de N > o ). Estabelece-se assim, uma correspondéncia

}

T

entre N vetores de componentes fisicas U’’'= { U1""'Un

e N vetores de componentes ciclicas Y'T = { Vo,...,v L,

v LS’ v N/2 }.

U’ = T/, V! (IV.10)

onde T‘consiste numa matriz ndo-singular de transformagédo

de ordem N :

1 1 0 1 ... 0 1
1 cos o sen o cos 2« ...sSen La -1
'
T={ 1 cos 2a sen 2« cos 4a ...sen 2La 1
1 cos(N-1l)a sen(N-1l)ax cos(N-1l)2a sen(N-1) L« (-1)"'1

(IV.11)

Note-se que a ultima coluna existe somente quando N for
par.

Com a finalidade de esclarecer a estrutura da
matriz T/, s&o numerados pares de colunas pelo indice Kk,
iniciando a partir da segunda coluna. Entdo, para um par

genérico k (k=1,L) de colunas, tem-se :
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=
-
]
0
O
0
—_—
x
L)
b=
1
[}
R
et

n=1,N (IV.12a)

?’nZHd = sen [ k (n-1) « ] n=1,N (IV.12b)

A matriz T’ apresenta a propriedade de
ortogonalidade, ou seja, a nao singularidade da

transformag¢édo, que pode ser verificada facilmente :

T'. T = D’ = diag [ N , N/2 , ... , N/2 , N ]
(IV.13)

T 1 _ P,-z . E‘,T
(IV.14)

T = pr ., pt

A transformagdo inversa das equagdes (IV.8) e
(IV.9), que consiste na obtengdo das componentes ciclicas a

partir das componentes fisicas, na forma matricial, é dada

por :

v/ o= T oy (IV.15)

e, na forma expandida, por :
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N
kC

= 2 -
v = ¥ Z U; cos [ (n-1) k « ]
n=1
N
kS 2
v = X Z U; sen [ (n-1) k a ]
n=1
N/2 1 ¥ n~1
v = 5 Z (-1) U (IV.16)
n=1

As transformagdes acima podem ser estimadas pelo
produto da teoria da decomposigdo simétrica atribuida a
FORTESCUE [31] que em 1918 a usou na andlise de redes
elétricas polifasicas.

A transformagdo rotacional expressa na equagdo

(IV.10) pode ser aplicada simultaneamente para todas as M

N.m.D = m.D quantidades nodais contidas no vetor U e,

simultaneamente, para todas as contidas em P da equagdo

(IV.5):
™ N [ N A
U I T/ IT ... I'T [y
1 ~ 11 ~ “12 ~ T1N
? I r kC
Ua _ I T21 I Tzz - I Tzu ) v +
. . . . v k5
’ , . N/2
Un I Tn1 I Tnz . e . 1 Tnu v
L . L - \ ¥,

k =1,L (IV.17)
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ou U = T.V (IV.18)

onde I corresponde a matriz identidade de ordem m.D e T/
~ np
sdo os elementos genéricos de T‘.

Similarmente :

P = T.Q (IV.19 )

Nota-se gque as equagbes (IV.18) e (IV.19)

representam a expansdo de m.D vetores fisicos U; e P

~n

pertencentes a N segmentces ( n = 1,N ) em seus vetores
ciclicos Vv * ¢ o * , ( k = 0,..., 1c, LS, N/2 ) ,
respectivamente.

Sendo a matriz T uma expansdo da matriz T’ , e
nido singular como T/, entdo ela exibe as mesmas

propriedades de ortogonalidade :

T .T = diag { IN, IN/2,..., IN] =D (Iv.20)

T = D' . T (IV.21)

T = D.T (IV.22)
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IV.4 - DECOMPOSICAO DO SISTEMA DE EQUAGOES

Substituindo as equagdes (IV.18) e (IV.19) na
equagdo (IV.23) e pré-multiplicando por QT, obtém-se a
formulagao do Método dos Elementos de Contorno em termos

das componentes ciclicas :

H.U = G.P (IV.23)
T".H.T.V = T".G.T.Q (IV.24)
A.V = B.Q (IV.25)
A = T.H.T (IV.26)
B = T.6.T (IV.27)

E estudado unicamente a estrutura da matriz A ,
uma vez gque todas as conclusées sdo validas para B ,
baseando-se no fato de que H e G compreendem © mesmo
padrao de simetria ciclica.

Considere-se, inicialmente, o produto A = H .

T para um bloco de indices ns e de ordem m.D :

ST (IV.28)
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Utilizando a relagdo (IV.7b) e suprimindo o
super-indice L e o sub-indice 1 referente a primeira linha
de blocos de ITL a equagdo (IV.28) pode ser escrita na

sequinte forma :

n-1 N

- _ ’ ’

A = Y H T+ ) H T (IV.29)
i= i

~ N+1+l=-n ~ I8 ~ 1+#i~-n ~ i=

1 =n

Nota-se que a soma ndo ocorrera no primeiro termo

quando n=1. E conveniente, entdo, adotar-se novos indices :

l=N+1+1i-n
(IV.30)
1/ =1+1-n
Assim a equagdo (IV.29) torna-se :
N N+l-n
A - ’ ’
é ns Z {I 1 ~ l+n-1-N,s Z I-:I 1’ ~ 1'+n-1,8
1=N+2-n 17=1
(IV.31)

Reordenando os somatdrios, pode-se unifica-los da

seguinte forma :

N
- - ,
B = LB, T, (1V.32)
p=1
onde :
P’ = p+n-1 se psN+1-n
(IV.33)
r’ = p+n-1-N se p>N+1-n
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Considerando agora um bloco genérico da matriz

A , de ordem m.D , sendo sz =1I T :

~ =~ nar

N N
a =)y T .a_ =% 1 .3 (IV.34)

Substituindo as equagdes (IV.32) e (IV.33) em

(IV.34) e alterando a ordem do somatdério, obtém-se :
N N
A = z H z T . T! (IV.35)

Na execugao da soma em respeito a n, deve ser
prestada atengdo na relagdo (IV.33) entre os indices p’ e
n para um valor fixo qualquer p.

Tem-se, assim, que a matriz A pode ser concebida
como sendo formada por submatrizes A, segundo a equagdo
(IV.35).

Chama-se de g* uma submatriz de A obtida através
da eliminagdo da primeira linha e da primeira coluna de
blocos e também, se N for par, da ultima linha e coluna de

blocos. Em notagéo :

»*
A = [ A rs ] onde: 1 < r, s = N se N for impar
< N se N for par (IV.36)

L} L] . -
Particionando A em submatrizes, cada uma das

quais contendo quatro blocos m.D x m.D :
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. A
- 2h, 2k 2h, 2k+1 (IV.37)

A A
2h+1,2k 2h+1, 2k+1

onde os indices h e k , variando de 1 até L , especificam a
posigcdo da submatriz éﬁm de ordem 2.m.D dentro da matriz

A" e por consequéncia, dentro de A . E provado

-~

posteriormente que:
= 0 para h+k (IV.38)

a qual sugere a desejada decomposigdo do sistema.

Para tal objetivo, considera-se separadamente os
quatro blocos que formam a submatriz énm de acordo com as
expressbes (IV.1l1l) e (IV.12) da matriz T’ . Estes blocos

podem ser dados pela seguinte formulagdo :

N N
= r I =
a 2h, 2k z H P z T n,2h T p’(n), 2k e
P n

I
1 =
[Jer

o Z cos [11 (n-1) o ] . cos [ K (p'-1) o J

p=1 n=1
(IV.39)
Analogamente
N N
A 2h, 2k+l =z H pz cos [h (n-1) « ] sen [k (p’-1) a:,
p=1 n=1

(IV.40)
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N K
B oher =Z H pz sen [h (n-1) a] cos [k (p'-1) « ]
p=1 n=1
(IV.41)
N N
é2h+1,2k+1 = z E% z sen [ h (n-1) « ] sen [ kK (p’'-1) « ]
p=1 n=1
(IV.42)

Nas equagdes (IV.39) a (IV.42), assim como em
(IV.35), o indice p’ relaciona-se com n através de (IV.33)
para qualquer p fixado.

Levando-se em conta a expressido de p’, equagdo
(IV.33), o argumento da segunda fung¢do trigonométrica em
cada uma das equagdes (IV.39) a (IV.42) pode ser escrito da

forma :
K(p’'-1)a = k(n-1)a +a (IV.43)

onde :

0 se p = N+ 1 -n

kan se p > N+ 1-n

(IV.44)

Fazendo-se uso das equagdes (IV.43) e (IV.44) e
da férmula de adigédo trigonométrica envolvendo cosseno e
seno (soma de dois &ngulos), os somatdrios internos

(somatérios com respeito a n) nas equagdes (IV.39) a



respectivamente :

[ =
2h, 2k

S
2h, 2k+1

s
Zh+1, 2k

S =
2h+1, 2k+1

N
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cos o z cos [ h(n-1l)« ] cos [ k(n-1)« ] -

sen o Z cos [ hi{n-1)u« ] sen [ kin-1)« ]

COoSs

sen

Ccos

sen

COoSs

sen

n=1

N

n=1

N
.
o E: cos

n=1

[ h(n-1l)u«a ]

[ h(n-l)a ]

[ h(n-1)e ]

[ hi{in-1)«a ]

[ h(n-1)«x ]

[ h(n-l)« ]

sen

cos

cos

sen

sen

cos

[ sa ] +
[ ktotya |
[ xnnya ] -
[ x(iya |
[ ennra ] +

[ k(n-1)a ]

(IV.45)



63

Sendo que cos « e sen a podem ser colocados
comoc um fator comum, uma vez que o’ nio depende de n.

Note-se que cada um dos somatdérios das equacdes
(IV.45) representa um produto escalar entre as colunas da
matriz T’ . A ortogonalidade de T’ expressa pela equagéo
(IV.13) implica que as guantidades escalares dadas pelas
equagdes (IV.45) desaparecem quando h # k . Assim, pelas
equagdes (IV.39) a (IV.42), a equagdo (IV.38) é encontrada.

Quando h = k , as equagbes (IV.45) fornecen :

P <] N .
Sak,zk - 82k+1,2k+1 = 3 Cos a (IV.46)
PS B p N .

2k,2k+1 Szk+1,2k = 3 sen « (IV.47)

Entretanteo, em vista da definic¢do de a , equagao

(IV.44), as equagdes (IV.39) a (IV.42) assumem a forma

final:
N
A = A = N Z H cos k(p-1) a
~2k, 2k ~2k+1,2k+1 2 ~
p=1
(IV.48)
N
A = - A = X Z sen k ( -1) «a
~2k, 2k+1 ~2k+1, 2k 2 ~p P
p=1

(IV.49)
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As equagbes (IV.48) e (IV.49) definem as
submatrizes 32* de ordem 2.m.D ao 1longo da diagonal
principal de é'.

Considere-se, agora, a primeira linha de blocos
da matriz A . Uma vez que T/ = 1 @para n = 1,...,N ,

nl

cada um dos blocos é obtido pela equag¢ao (IV.35) , assim :

N N N N
= ’ ’ = ’
éls zljpzTniTp'(n),s lepz'?ns
p=1 n=1 p=1 n=1
(IV.50)
Como consequéncia da ortogonalidade de T,
equagao (Iv.13) , tem—-se :
N
Z ?'nj = 0 para j # 1 (IV.51a)
n=1
N
’ =
Z T/ N (IV.51b)
n=1
E demonstrado entdo que:
N
én = N E H 0 ém = 0 para s # 1
p=1
(IV.52)

Similarmente, para a primeira coluna de blocos de

A, obtém-se :

A = 0 para s = 1 (IV.53)

~ gl
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Quando o numerc de segmentos N for par, a ultima
linha e coluna de blocos de A esta fora de g' . Para tal,
levando-se em conta a equagao (IV.33) , a equagao (IV.35)

assume a forma :

N N
= I 4 r
érli Z !--I P Z T nr E[-I p'(n),N (IV.54)
p=1 n=1
Considerando Tﬂm = (-1)“’1 e tendo em vista a

equagao (IV.33) :

N N
- 18, LT, (-1
n

N N

= - p-1 ’ ’
L H_(-1) Y T T (1v.55)
p=1 n=1

Usando novamente a ortogonalidade de T/,

conclui-se que :

]

0
*
=

0 para r

A = A = N
~rN ~N8 -1
N z (-1)7° H parar=s-=N

p=1

(IV.56)

E completada assim, a formacdc da diagonal de

blocos que a simetria rotacional de ordem N induz nas
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matrizes A e B, ambas de ordem m.D.N . Portanto , se N for
impar , existe L = (N-1)/2 submatrizes de ordem 2.m.D e
uma de ordem m.D . Se N for par, existe L = (N-2) / 2
submatrizes de ordem 2.m.D e duas de ordem m.D.

Dividindo todos os blocos da matriz A pelo fator

comum N/2 , obtém-se a seguinte estrutura :

A 0 0 0 0 «e. O
0 A, 2, 0 0 N
0 -3, A, 0 0 ... O
0 0 0 A, Ag ... O
0 0 0 -55 e4 « s 0
| o 0 0 0 0 e Bg
(IV.57)
onde :
N N
= = - p-l
A, =2) H Ag = 2) (-1) B
p=1 p=1
N N
A, = ) H cos [(p-1)a] A; =) H sen [(p-1)a]

p=1 p=1
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N N
A, = Z H cos [2(p-1)a] A = Z H sen (2(p-1)a]
p=1 p=1

(IV.58)

Pode-se, agora, realizar a desejada decomposicgdo

do sistema original em varios sistemas menores :

a . .v°® =8B _.90° (IV.59)

kC kC
~-kk * ; kS = g.kk : 2 kS =L, L
v Q
(IV.60)
e se N for par :
N/2 _ N/2
A N v = B " Q (IV.61)

IV.5 - PROCEDIMENTO PARA ANALISE DE PROBLEMAS

Para aplicar o Método dos Elementos de Contorno
na andlise de um sistema com simetria ciclica de ordem N,

deve-se obedecer a seguinte sequéncia :
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-Discretizar somente o contorno 1"1 contido em I" ,
gue define o segmento fundamental. As interfaces néo
precisam ser discretizadas.

-Adotar a Solugdo Fundamental de Kelvin en
coordenadas cartesianas, colocando o eixo z coincidente com
o eixo de simetria rotacional.

-Escrever a Equagaoc Integral de Contorno para
cada um dos m nés (pontos fonte) da regido fundamental, com
o ponto campo percorrendo todo o contorno I'. Procedendo a
integragdo, obtém-se entdo, a primeira linha de blocos H.
e 911 (1=1,...,N) .

-Aplicar a transformacdo do sistema de referéncia

Bm ; do plano local do segmento para o plano do segmento

ly

fundamental, obtendo assim a primeira linha de blocos H

e ‘g, -

—-Calcular as submatrizes A e B dos problemas
(IV.59), (IV.60) e (IV.61l) de acordo com as equagdes
(IV.48), (IV.49), (IV.52) e (IV.56).

-Aplicar a transformagdo (IV.16} em N.m.D
componentes fisicas de deslocamentos e forgas de superficie
para obter as correspondentes componentes ciclicas, N.D
para cada um dos m nés de Fl

-As condigdes de contorno sdoc simetricamente
ciclicas quando em pontos correspondentes elas sdo de mesma
natureza, intensidade, diregao e sentido, tendo como
referencial o sistema cartesiano local de cada segmento.

Entretanto, quando em pontos correspondentes elas sdo de

mesma natureza, mas com intensidade e/ou direcdo e/ou



69

sentido diferentes, tendo como referéncia o© sistema
cartesiano local de cada segmento, elas sdc denominadas
condigdées de contorno genéricas, conforme mostra a Figura
Iv.2.

-Portanto, se as condigdes de contorno forem
simetricamente ciclicas, todas as componentes ciclicas,
exceto a primeira de ordem k=0, desaparecem e somente um
problema precisa ser resclvido com m.D incégnitas.

-Cada um dos problemas (IV.59) , (IV.60) e
(IV.61) é transformado num do tipo abaixo, rearranjando e

coletando todas as incégnitas no vetor x*.

E .X = F (IV.62)

k=0,..., L= (N=-1) /2 se N for impar.
onde :

k=0,.0.,L=(N-2)/2 , N/2 se N for par.

(IV.63)

-Através da resolu¢ao de cada um dos sistemas de
equagdes lineares, determina-se os vetores §k e, por
consequéncia, todos os vetores V e Q sdo assim conhecidos.

-Para cada né j (s=1,...,m) do contorno I} e em
cada diregdo i (i=1,2) , dispde-se das componentes ciclicas
V e Q , pode-se calcular, entdo, através de (IV.8) e (IV.9)
as quantidades fisicas nos N pontos correspondentes ac né
j.

-Uma vez que todas as quantidades fisicas nodais
sdo conhecidas no contorno, deslocamentos e tensées nos

pontos internos podem ser avaliados usando a equagido
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integral caracteristica do Método dos Elementos de

Contorno.
4:/ \:‘
Figura 1IV.2 - Condigbes de contorne simetricamente
ciclicas e condigées de contorno
genéricas.

V.6 - ESTRUTURA DO PROGRAMA PRINCIPAL

O sistema foi desenvolvido em linguagem FORTRAN
[32] , em computadores VAX 11/780 e posteriormente no VAX
8810, sediados no Nucleo de Computagic Eletrdnica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro.

O programa denominado CONTORNOS tem as seguintes

capacidades :

-Solugdo de problemas elasticos lineares com

material isotrépico, nos casos de Estado Plano de Tensio
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( EPT ) e Estado Plano de Deformacgédo ( EPD ).

-Admite problemas com contorno no infinito e
problemas com mais de uma superficie.

-Planos de simetria em relagdo ao eixos x, e/ou

x bem como o caso especial de simetria ciclica, com

ot
condigdes de contorno ciclicas ou néo.

=Calculo das forgas de superficie e deslocamentos
no contorno; cdlculo das tensdes no contorno ; calculo dos
deslocamentos e tensbées nos pontos internos.

-S540 medidos os tempos de CPU Ti, T2, T3, e T
gastos em cada etapa, permitindo assim, uma comparagio
entre os exemplos e a verificagdo das vantagens
proporcionadas pelo uso da simetria ciclica.

-0 tempo T1 compreende © tempo gasto nas
subrotinas INPUT , COORD e VPC . O tempo T2 é& o tempo
decorrido apés a VPC até a subrotina OUTPUT. O tempo T3
constitui o tempo gasto na OUTPUT e o tempo T4 é o tempo
total de CPU gasto na analise.

A seqguir, sdo resumidas as atribuigées

especificas de cada subrotina :

PROGRAMA PRINCIPAL : dimensionamento das matrizes

e vetores; especificagido dos dispositivos de entrada e
saida de dados; gerenciamento das demais subrotinas.
INPUT : leitura e impressdo do titulo do problema
a ser analisado e informagdes gerais sobre o problema.
COORD : leitura e impressdo das coordenadas dos

pontos do contorno e pontos internos, além das incidéncias;
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geracdo automatica.

VPC : leitura e impressdo dos valores prescritos
no contorno, sendo que o programa inicialmente considera
forgas de superficie prescritas de valor zero em todos os
nés, nas duas diregdes.

CICLICA : cdalculo das componentes ciclicas de
deslocamentos e forc¢as de superficie.

MATRIC : formagdo das submatrizes H e G para o
caso de simetria ciclica, considerando o ponto fonte
somente sobre os nés do contorno do segmento fundamental e
o ponto campo percorrendo todo o contorno.

ROTACAO : rotagdo das submatrizes H e G
calculadas na MATRIC, do referencial local do segmento para
o sistema de referéncia do segmento fundamental.

FORMA1 : formacdo e resolucdao do sistema de
equagoes de ordem zero.

FORMA2 : formagdo e resoluciao do sistema de
equagdes de ordem k.

FORMA3 : formagdo e resolugao do sistema de
equacdes de ordem N/2.

FISICA : calculo das componentes fisicas de
deslocamentos no contorno e forgas de superficie no sistema
local de cada segmento. Posteriormente, sdo transformadas
para o sistema global de referéncia.

FENC : calculo das expressdes para as tensées nos
pontos do contorno.

FDF : <calculo das derivadas das fungdes de

interpolacéao.
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FUNC : efetua a integragdo sobre cada elemento
requerida para a montagem do sistema de equagdes e cdalculo
de deslocamentos e tensdes em pontos internos. Integrais
ndo-singulares sic avaliadas usando-se integragido numérica
de Gauss, enquanto que as singulares sofrem uma
transformagdo cubica de coordenadas antes de sua integragao
por Gauss.

ITGAUSS : fornece as coordenadas 1locais dos
pontos de Gauss e os respectivos pesos.

MATRX : montagem da matriz E do sistema de

equagbes e do vetor F dos termos independentes. A matriz E
€ gerada diretamente sem montar as matrizes HeG . A
simetria é levada em consideragio pela reflexido do nd
singular, ao invés do elemento.

SINPD : resolve o sistema de equagdes E . X =F
pelo Processo de Eliminacdo de Gauss e retorna a solugédo no
vetor F .

REORD : reordena os valores de deslocamentos e

forgas calculadas pela SLNPD .

OUTPUT : imprime os resultados dos deslocamentos
no contorno e forgas de superficie; calcula e imprime as
tensdes no contorno usando a FENC; calcula e imprime as

tensées e deslocamentos em pontos internos usando a FUNC.
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ITGAUSS
CICLICA
i
MATRIC «——| FUNC |¢—=>§ ITGAUSS
A
ROTACAO
!
FORMA1 - | SLNPD
I
SE CONDIGOES
DE CONTORNO|s1y
GENERICAS ——| FORMAZ |¢<——|SLNPD
NAO 3
"4° | sE N FOR
PAR
SIK |
FORMA3 «>| SLNPD
V‘L l
FISICA
FDF
FENC
FUNC 3| TITGAUSS

Figura IV.2 - Fluxograma do programa principal.
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CAPITULO V

APLICAGOES NUMERICAS

V.1 - EXEMPLO 1

A primeira estrutura analisada € uma chapa
tracionada com um furoc central, conforme a Figura V.1,
considerando o Estado Planc de Tensio e contorno em meio
finito. Este é discretizado em elementos quadraticos.
Foram escolhidos 14 pontos de Gauss para a integragio
singular.

Primeiramente, a analise é realizada assumindo o
problema sem simetria alguma, com um contorno constituido
por 24 elementos, 52 pontos no contorno e 6 pontos
internos. Utilizou-se o dispositivo da geragdo automatica
das coordenadas e incidéncias de todo o contorno,
partindo-se da discretizagdo do primeiro quadrante. K
necessario prescrever-se os deslocamentos nos pontos
indicados na Figura V.1, a fim de evitar-se a singularidade

na matriz do sistema de equagédes.
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Figura V.1 - Chapa tracionada com furo central discretizada

para analise na forma completa.

A segunda forma de andlise da chapa tracionada é
realizada com o auxilio do processo de simetria ciclica,
conforme a Figura V.2, compreendendoc 4 segmentos, no total
de 24 elementos, 52 nés e 6 pontos internos. Deslocamentos
sdo prescritos nos mesmos pontos indicados na Figura V.1,
para evitar-se a singularidade no sistema, da mesma forma
para o problema completo. As condigdes de contorno sao
genéricas, pois em pontos correspondentes assumem valores
diferentes em cada segmento e sdo fornecidas no sistema
cartesiano local de cada segmento. Os resultados podem ser
comparados com as outras andlises, pois sio dados em

relagido ao sistema cartesiano global de referéncia, adotado
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como sendo o sistema local do primeiro segmento.

X2

P““'{ r——==-- B
- | —
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Figura V.2 - Chapa tracionada com furo central discretizada

para andlise com simetria ciclica.

Note-se que os pontos vazios representados na
Figura V.2 pertencem ao segmento 4. No segmento 1 eles sao
usados apenas para dar a incidéncia dos elementos.

Com a finalidade de proporcionar recursos para
comparagdes, a estrutura & analisada na forma representada
na Figura V.3, com 10 elementos e 25 nés, onde somente 1/4
da estrutura é discretizada, porém, colocando-se elementos
nas interfaces e prescrevendo deslocamentos nestes pontos

nas diregdes indicadas.
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Figura V.3 - Chapa tracionada com furo central discretizada

em somente 1 / 4 .

O programa desenvolvido CONTORNOS possibilita a
anadlise de problemas com simetria em relagdo a um ou a dois

planos paralelos aos eixos de coordenadas.

Para o caso de simetria simples, escolhida em
relagao a um plano paralelo ao eixo X, , a discretizagado
envolve 12 elementos com 28 nds e 6 pontos internos. E
preciso prescrever deslocamentos nos pontos representados

na Figura V.4 pelos mesmos motivos expostos anteriormente.
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Figura V.4 - Chapa tracionada com furo central discretizada
para o caso de simetria simples em relacgcdo ao

eixo X, .

No caso de simetria dupla, ou seja, em relagdo a
plancs paralelos aos eixos x e X, , Figura V.5, séao
necessirios 6 elementos e 15 nés, sem nenhuma prescricido de
deslocamentos nos pontos nodais das interfaces, que &
automaticamente feita pelo programa nas diregdes normais

aos planos de simetria.
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Figura V.5 - Chapa tracionada com furo central discretizada

para o caso de simetria dupla.

Desta maneira, para os diferentes modos de
andlise expostos anteriormente, sdo coletados os tempos de
CPU (VAX 8810) gastos em cada etapa, conforme a definigao
dada na segao IV.6. Estes tempos foram agrupados na tabela

a seguir com o intuito de facilitar as comparagdes :
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TEMPOS ( s )
CASO T, T T3 T 4
COMPLETO 0,21 6,58 2,69 9,48
SIMPLES 0,14 2,83 2,58 5,55
DUPLA 0,13 1,43 2,63 4,19
QUADRANTE 0,15 1,33 2,05 3,53
ciCLICA 0,18 1,98 2,67 4,83

Tabela V.1 - Tempos de CPU gastos na analise da chapa

tracioanada com furo central (Exemplo V.1).

Tempo T, - leitura e impressdo dos dados de entrada :
cdlculo do comprimento dos elementos; geragdo
automatica.

Tempo 'I‘2 - formagdo e resolugdo do sistema de equacgédes.

Tempo T3 - cdlculo das tensées no contorno; calculo das
tensdes e deslocamentos em pontos internos:;
impressdo dos resultados.

Tempo T4 - envolve todas as etapas do programa. Corresponde

4 soma dos tempos T1 ' T2 e Ta.

Considerando os tempos decorridos na andlise
completa como sendo 100 % , pode-se montar uma tabela em

porcentagem, facilitando a visualizagdo das diferencas:



82

TEMPOS ( % )
CASO T T, T 3 T 4
COMPLETO 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00
SIMPLES 66,67 43,01 95,91 58,54
DUPLA 61,90 21,73 97,77 44,20
QUADRANTE 71,43 20,21 76,21 37,24
cicLIcA 85,71 30,09 99,26 50,95

Tabela V.2 - Tempos de CPU em porcentagem do Exemplo V.1.

Analisando-se os resultados através da tabela dos
tempos em porcentagem, nota-se que:

A simetria dupla decorre num menor tempo T, .
pois envolve menor quantidade de pontos nodais no contorno
e ndo necessita de geragdo automatica.

0 caso do quadrante proporciona menores tempos T2
e T3 e, consequentemente, T4. No entanto, mostra-se menos
eficiente pois os resultados perdem precisdo em relacgdo aos
outros casos.

O caso de simetria ciclica corresponde a somente
50,95 % do tempo total gasto no caso completo, o que néao
constitui uma economia substancial de tempo, mas deve-se
ressaltar que os resultados obtidos conferem com © caso
completo, apesar das condigdes de contorno serem genéricas.
Entretanto, é considerdvel a economia proporcionada pelo
uso da simetria ciclica no tempo gasto pelo usuario na
discretizagdo do problema e na elaboragdao do arguivo de

entrada de dados.
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V.2 - EXEMPLO 2

A segunda estrutura analisada corresponde a uma
cavidade circular sujeita & pressdao interna e situada num
meio infinito, considerando o Estado Plano de Deformagio.
Escolheram-se 14 pontos para a avaliagao das integrais
singulares e o©¢ contorno fol discretizado em elementos
quadraticos. Em todos os tipos de andlise, 5 pontos

internos sao analisados.

O primeiro modo de andlise é feito considerando a
estrutura na sua forma completa, Figura V.6, com 72
elementos e 144 pontos nodais. Novamente, a geragio

automatica é usada.

Nio é necessario prescrever deslocamentos no
contorno. As condigdes de contorno, neste caso forgas de
superficie, sdo fornecidas em todos os 144 nés do contorno

no sistema cartesiano global de referéncia.

Numa segunda forma de andlise, a simetria simples
é considerada, agora em relagdo a um plano paraleloc ao eixo
x envolvendo 36 elementos e 73 nés conforme a Figura

vV.7.
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o xl

Figura V.6 - cavidade circular em meioc infinito sujeita a

pressdo interna (144 nés).

A simetria dupla também pode ser implementada
neste caso, sendo necessario somente 18 elementos com 37
nés, conforme representado na Figura V.8 .

Finalmente, para o caso de simetria ciclica,
considera-se 1 elemento em cada um dos 72 segmentos |,
conforme a Figura V.9, envolvendo assim, em todo o
contorno, 144 pontos nodais, da mesma forma que o problema
sem simetria. Entretanto, €& necessario somente fornecer as
condigdes de contorno em pontos nodais situados no primeiro
segmento, pois elas sdo simetricamente ciclicas,

considerando o sistema cartesiano local de cada segmento.
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- cavidade circular em meio infinito
para andlise conm simetria simples.
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Figura V.8 - Cavidade

circular em meio infinito
para andlise com simetria dupla.
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Figura V.9 - Discretizagdo do segmento fundamental da

cavidade circular em meio infinito para

andlise com simetria ciclica.

Obedecendc o mesmo procedimente do exemplo

-

anterior, é formada a segquinte tabela:

TEMPOS ( s )
CASO Ts T, T 3 T 4
COMPLETO 0,43 83,31 3,96 87,70
SIMPLES 0,32 20,32 3,67 24,31
DUPLA 0,17 8,37 3,49 12,03
cicLICA 0,25 0,45 3,81 4,51

Tabela V.3 - Tempos de CPU gastos na andlise da cavidade

circular em meio infinito (144 nés).
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TEMPOS ( % )
CASO T T T 3 T 4
COMPLETO 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00
STMPLES 74,42 24,39 92,68 27,72
DUPIA 39,53 10,05 88,13 13,72
cicLICA 58,14 0,54 96,21 5,14

Tabela V.4 - Tempos de CPU em porcentagem (Exemplo V.2).

Neste exemplo, a simetria dupla obtém um tempo T,
menor pelos mesmos motivos do exemplo anterior e um tempo
T3 menor pois os resultados sdo listados somente em 1/4 da
estrutura.

A simetria ciclica obtém um tempo T, bem menor
que os demais casos, pois somente um sistema de equacgdes de
ordem 4 é formado e resolvido, devido as condig¢des de
contornc serem simetricamente ciclicas. Assim, a simetria
ciclica representa 5,14 % do tempo total gasto no problema
completo, evidenciando claramente sua vantagem. Os
resultados conferem com os obtidos no problema completo.

Além disso, devem ser avaliadas as vantagens na
confecgdo do arquivo de entrada de dados, pois somente sio
fornecidas as coordenadas, incidéncias e condigdes de
contorno de um elemento, facilitando alterag¢des destes
valores e produzindo arquivos menores.

o uso da simetria ciclica revela-se

particularmente muito vantajoso nesta estrutura, e com a
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finalidade de ressaltda-lo, discretiza-se a cavidade em 180
elementos com 360 nds.

A andlise é feita somente considerando o problema
na sua forma completa e com simetria ciclica. Compde-se

entdo, a seguinte tabela :

TEMPOS ( s )
CASO T, T, T3 T 4
COMPLETO 1,02 | 1265,33 7,95 | 1274,30
cicrIca 0,49 0,96 7,14 8,59

Tabela V.5 - Tempos de CPU gastos na andlise da cavidade

circular em meio infinito (360 nés).

TEMPOS ( % )
CASO T3 T 5 T 3 T 4
COMPLETO 100,00 100,00 100,00 100,00
cicLIca 48,04 0,08 89,81 0,67

Tabela V.6 - Tempos de CPU em porcentagem (Exemplo V.2).

Portanto, o Exemplo V.2 com 360 nés no contorno
com simetria ciclica representa 0,67 % do tempo gasto numa
analise completa.

A principal vantagem encontra-se no tempo Tz, que
representa apenas 0,08 % do tempo gasto numa analise

completa.
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Nota-se que o tempo T3 ¢ praticamente o mesmo,
pois o mimerc de nds nos quais os resultados sdo fornecidos
é 0 mesmo.

Outra vantagem neste caso, como em todos com
simetria ciclica, é a facilidade na montagem do arquivo de

entrada de dados.

V.3 - EXEMPLO 3

A terceira estrutura analisada, Figura V.10,
mantém certa semelhan¢a com uma engrenagem, formada por 12
dentes. As forgas de superficie atuantes somente numa face
de um dente sao devidas ao esforgo supostamente transmitido
pelo contato com ocutra engrenagem.

Os deslocamentos sdo prescritos apenas em pontos
dos dentes internos, simulando ¢ contato com um eixo,
conforme o Detalhe V.1.

Considera~se o problema em meio finite, estudado
para o caso de Estado Plano de Tensdao com 14 pontos de

Gauss para integrais singulares.
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Figura V.10 - Superficie dentilhada
distribuidas aplicadas

dente.

sujeita a forgas

no

contorno de um
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Detalhe V.1 - Prescrigdo de deslocamentos.

Numa primeira andlise, o problema é concebido na
sua forma completa, sem simetria alguma, com 144 elementos,
360 pontos nodais e 5 pontos internos. Utiliza-se a geracéo
automatica para coordenadas e incidéncias partindo-se da
discretizagdo de somente um segmento, conforme a Figura
V.11l .

A seguir, o conceito de simetria ciclica é
aplicado, obedecendo a mesma discretizagdo da Figura V.11
onde o contorno é dado por 12 segmentos com 12 elementos e
30 pontos nodais em cada e os mesmos 5 pontos internos.
Nota~se que as condigdes de contorno sido genéricas, pois as
forgcas de superficie tém valores diferentes em pontos
correspondentes, evidenciando assim a impossibilidade da

aplicac¢do de outros tipos de simetria.
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V - X

Figura V.11 - Discretizagdo de um segmento (dente) da
estrutura para a analise completa com gerac¢do

automatica e simetria ciclica.

Obtidos os resultados das duas andlises, ambos
listados tendo como referéncia o sistema cartesiano global,

pode-se montar a seguinte tabela :
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TEMPOS ( s )
CASO T T, T 5 T 4
COMPLETO 0,78 | 1242,70 6,81 | 1250,29
cicLICcA 0,72 79,98 6,61 87,31

Tabela V.7 - Tempos de CPU gastos na andlise da engrenagem.

TEMPOS ( % )
CASO T, T, T 4 T 4
COMPLETO 100,00 100, 00 100,00 | 100,00
cfcLICA 92,31 6,44 97,06 6,98

Tabela V.8 - Tempos de CPU em porcentagem (Exemplo V.3).

Nesta andlise, a simetria ciclica apresenta
praticamente os mesmos tempos para entrada de dados e saida
de resultados gque para o problema completo, pois os
resultados obtidos através do uso da simetria ciclica sao
listados em todos os pontos, da mesma forma que no problema
completo. Entretanto, representa apenas 6,44 % do tempo
gasto na montagem e solu¢do dos sistemas.

Englobande todas as etapas, a simetria ciclica
exige apenas 6,98 % do tempo total gasto numa analise
conmpleta.

Deve-se ressaltar que, neste exemplo, os casos de
simetria simples e simetria dupla ndo se enquadram, pois as

condigdes de contorno ndo sdo simétricas.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

Neste capitulo sdao feitas algumas observacodes a
respeito do uso da simetria ciclica. Também sio propostos
alguns temas para desenvolvimentos futuros.

Portanto, +tendo como referéncia os exemplos
abordados no Capitulo V, pode-se constatar claramente que o
usc da simetria ciclica proporciona uma economia
substancial no tempo de CPU, chegando a representar, como
nc Exemplo V.2, menos de 1% do tempo total gasto numa
andlise completa. Além disso, € verificado também, que esta
vantagem torna-se mais significativa na medida em que se
aumenta o numerco total de nés do contorno e gue se escolha
de uma maneira coerente o numero de segmentos no qual o
corpo é dividido.

Esta vantagem se explica, em parte, pela economia
no nuimero de opera¢des envolvidas no Método de Eliminacéo
de Gauss, que & aproximadamente proporcional a n’ . sendo n
a dimensdo do sistema, necessdrias para a solugdo deste,
considerando que a simetria ciclica decompde o sistema
inicial em varios sistemas menores.

Note-se, ainda, que a montagem do arquiveo de
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entrada de dados do programa para uma andlise com simetria
ciclica ¢ relativamente simples, uma vez gque somente um
segmento necessita ser discretizado, dispensando também, a
discretizacgdo das interfaces entre segmentos. Desta forma,
os arquivos de dados de entrada sdo menores, facilitando a
realizacdo de alteragdes na geometria e nas condigdes de
contorno.

Ndo é recomendavel uma associagdo da tradicional
subestruturagdo com o presente desenvolvimento, pois
implicaria na discretizagdo das interfaces, perdendo assim,
uma de suas principais caracteristicas.

Adotando-se um sistema de referéncia local de um
segmento qualquer como sendo o sistema de referéncia
global, é possivel entdo, colocar-se apoios inclinados em
relagdo a este sistema global, em pontos situados nos
demais segmentos da estrutura, pois eles sdo referenciados
aos respectivos sistemas locais, que por definigdo, estéao
rotacionados de um angulo a partir do sistema global.

Um caso especial decorrente desta teoria é
verificado guando o mimero de segmentos no gual o corpo foi
dividido tende ao infinito. Constitui-se, assim, uma
andlise de sistemas axissimétricos com condigdes de
contorno genéricas gque podem ser expandidas em Série de
Fourier na direc¢ao circunferencial.

Dependendo do tipo de estrutura analisada, a
simetria ciclica torna-se particularmente muito eficiente,

como € o caso no gual as condigdées de contorno também

exibem simetria ciclica. Desta forma, todas as componentes
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ciclicas, exceto a primeira desaparecem e, portanto,
somente um problema de dimensdo relativa ao segmento
fundamental precisa ser resolvido.

Os resultados numéricos obtidos numa andlise
completa e numa andlise por simetria ciclica mantém um
6timo nivel de precisdo entre si, em qualquer ponto,
confirmando a validade da decomposigdo do sistema de
equagdes proposta neste estudo.

Problemas de cavidades em meios infinitos podem
ser perfeitamente resolvidos através do uso da simetria
ciclica, como demonstra o Exemplo V.2,

A formulagdoc desenvolvida pode ser aplicada sem
alteragdes significativas para problemas envolvendo forcgas
de volume, deformagdes impostas e efeitos de temperatura.
Claramente, quando estas ag¢des externas ndo podem ser
reduzidas ao contorno, elas requerem uma discretizagio
sobre o dominio (ou parte dele) do segmento fundamental.

Além disso, os conceitos relatives a simetria
ciclica podem ser extendidos para problemas ineléasticos,
dindmicos, tridimensionais, de potencial e para regime
estacionario de condugdo de calor.

Entre outros pontos a serem implementados em
estudos futuros, recomenda-se um melhoramento na entrada de
dados do programa, tornando-o mais acessivel ao usudrio; a
utilizagdo de um pré e pés-processador grafico, permitindo
assim uma melhor visualizagdo do problema e interpretacio

dos resultados,.
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Portanto, a simetria ciclica ¢é comprovadamente

associavel ao Método dos Elementos de Contorno,
contribuindo desta maneira para o seu desenvolvimento e

tornando-o aplicavel de uma forma mais pratica e vantajosa.
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APENDICE A

MANUAL DE ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA

0 programa computacional desenvolvido chama-se
CONTORNO5 , o qual permite a andlise de problemas planos de
elasticidade linear, com opgdes de simetria simples, dupla,

Figura A.1, ou ciclica, Figura A.2.

sz 1)(2 TXZ
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Tt —1"X1— — X - — X
|
EENEEI; R R RIRE

Figura A.1 -~ Problema completo, simetria em relag¢idoc ac eixo

X simetria em relagao ao eixo X, e simetria

dupla, respectivamente.
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Figura A.2 - Problema com simetria ciclica.

Para esclarecer a estrutura dos dados, sao
conceituadas, primeiramente, as varidveis e indices que

devem ser fornecidos :

TITLE - titulo do problema a ser analisado.
NEL - numero total de elementos de contorno.
NOC - nimerc de pontos nodais do contorno.
NPI - nimero de pontos internos.
IPL - indice do tipo de problema:
se E.P.T. = IPL~1
se E.P.D. » IPL=2
IDSYM - indice do tipo de simetria:
sem simetria = IDSYM=0
planc de simetria normal ao eixo y = IDSYM=1
plano de simetria normal ao eixo x » IDSYM=2
simetria dupla = IDSYM=3

simetria ciclica = IDSYM=4
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INFB - indice indicativo do tipo de contorno:
se contorno no infinito » INFB=1

se contorno finito = INFB=0

1=

n
=

|

L———\/J
(a) (b) (c)

Figura A.3 - Sentido de discretizacgdo: (a) contorno no

infinite; (b) e (c¢) contorno finito.

EL - Médulo de Elasticidade Longitudinal.
PO - Coeficiente de Poisson.

NGAUSS - numero de pontos de integragao de Gauss para
integrais singulares. Pode ser arbitrado como sendo
2,4,6,8,12,14,16,20,28.

IGER - indice de geragdoc automatica das coordenadas e
incidéncias em problemas que apresentam
simetria geométrica, mas gque serdoc analisados
na forma de problema completo.
sem geragiao = IGER=0
com geragao = IGER=1

NNV - numero de pontos nodais por segmento (se IGER=1).



NSE -

NSG -

NES -

IcC -
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numero de segmentos (se IGER=1}.

numero de elementos por segmento (se IGER=1).

numero de segmentos (se IDSYM=4).

nimero de pontos nodais por segmento (se IDSYM=4).

numero de elementos por segmento (se IDSYM=4).
indice do tipo das condigdées de contorno:

se c.c. simetricamente cicliicas » ICC=0

(ocorre quando em todos os pontos correspondentes
as condigdées de contorno sdo de mesma natureza,
intensidade, direcdoc e sentido, tendo como
referencial o sistema local de cada segmento ).

se c.c. genéricas = ICC=1

( ocorre quando em todos os pontos correspondentes
as condigdes de contorno sdo de mesma natureza,
mas com intensidade e/ou sentido diferentes,

tendo como referencial o sistema local de cada

segmento ).

K - indice do ponto nodal.

X (K} - coordenada X, do ponto.

Y(X) - coordenada X, do ponto.

IDUP (K)

ISYM(K)

- indice de no duplo:
se nao é né duplo = IDUP=0
se for ndé duplo » IDUP igual ao indice do né com
as mesmas coordenadas.

- indice indicativo se o ponto pertence a um plano
de simetria:
ndo pertence a nenhum = ISYM=0

se pertence ao planc normal ao eixo y s ISYM=1
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se pertence ao plano normal ao eixo x = ISYM=2

se pertence a intersecgdo de

planos de simetria » ISYM=3

L - indice do elemento.

INC(L,1)
INC(L,2)
INC(L, 3)

IEF (L)

NFIP -

NDFIP -

P(2%K-1)

KODE (2*K~-1)

incidéncia 1 do elemento.

incidéncia 2 do elemento.

incidéncia 3 do elemento.

- indice de incidéncia (deve ser fornecido nos

casos de geracgao automatica ou simetria ciclica.

Noutros casos, deixa-se em branco ).

se INC(L,1) pertence ao ultimo segmento s IEF=1

se INC(L,3) pertence ao ultimo segmento s IEF=3

numero de pontos nodais com deslocamentos
prescritos.

numero de pontos nodais com forgas de
superficie prescritas diferentes de zero.
OBS : o programa inicialmente considera
condigdes de contorno prescritas forgas de
superficie nulas em todos os nés em todas as
direcdes.

, P(2%¥K) - valores prescritos noc contorno.

se deslocamento prescrito » KODE=1

como

. KODE(2*K) - tipo da condigaoc de contorno:

se forgca de superficie prescrita » KODE=0

OBSERVACGES :

- No caso de existirem dois pontos nodais com as mesmas

coordenadas (no duplo), devem ser dadas as coordenadas X e
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Y do primeiro né, e deixa-se IDUP em branco. No segundo nég,
deixa-se as coordenadas em branco e faz-se IDUP igqual ao
nimero do primeiro né.

- Pontos nodais localizados em planos de simetria néao
necessitam de prescrigidc de deslocamento na diregdoc normal
ao plano. A condigdo de deslocamento nulo nesta diregdo é

automaticamente feita pelo programa.

Na execugaoc do programa é requerido o nome dos
arquivos de entrada de dados e saida de resultados.

0 arquivo de entrada de dados é composto por
varias linhas editadas conforme o formato especifico, onde
s8o fornecidas todas as informagdes a respeito do problema
a ser analisado.

No arquive de resultados sdo listados todos os
dados do problema, comc coordenadas dos nés, condigdes de
contorno prescritas, etc. Como resultados propriamente
ditos sdo fornecidos os deslocamentos, forgas de superficie
e tensdes no contorno, além de deslocamentos e tensdes em
pontos internos. Convém salientar que todos os resultados,
seja qual for o tipo do problema analisado, sio dados no
sistema global de referéncia.

A estrutura dos dados de entrada obedece o

seguinte arranjo, linha por linha :

CARTAQ 1 : TITULO

» FORMAT (20A4)
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CARTAO 2 : NEL, NOC, NPI, IPL, IDSYM, INFB, EL, PO, NGAUSS
+ FORMAT (3I5, 3I1, F15.2, F5.3, I3)
CARTAO 3 : IGER, NNV, NVS, NSE ( Ver Observagao 1 )

» FORMAT (4I5)

CARTAO 4 : NSG, NNS, NES, ICC ( Ver Observacgdo 2 )

» FORMAT (4I5)

NOC CARTOES TIPO 5 : ( Ver Observagao 3 )

K, X(K), Y(K), IDUP(K), ISYM(K)

» FORMAT (I5, 2F10.4, 2I5)

NPI CARTOES TIPO 6 : ( Ver Observagao 4 )

K, X(K), Y(K), ISYM(K)

+ FORMAT (IS5, 2F10.4, 5X, I5)

NEL CARTSES TIPO 7 : L, INC(L,1), INC(L,2), INC(L,3),IEF(L)

s FORMAT (5I5)

CARTAO 8 : NFIP, NDFIP

» FORMAT (215)

NFIP CARTOES TIPO 9 : ( Ver Observagio 5 )

K, P(2%K-1), P(2*K), KODE(2*K-1), KODE (2*K)

s FORMAT (IS5, 2F10.4, 2I5)

NDFIP CARTOES TIPO 10 : ( Ver Observacgao 6 )

K, P(2*K-1), P(2*K)

- FORMAT (I5,2F10.4)
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OBSERVAGOES :

1 - 0 CARTAO 3 somente deve ser colocado quando se analisar

problemas sem simetria.

2 - 0 CARTAQ 4 somente deve ser inserido quando se analisar

problemas com simetria ciclica.

3 - O CARTAO TIPO 5 refere-se aos pontos do contorno.

4 - O CARTAO TIPO 6 ¢é inserido somente quando se tiver

pontos internos.

5 = O CARTAO TIPC 9 contém as condigdes de contorno dos nés

com deslocamentos prescritos.

6 - O CARTAO TIPO 10 contém as condigcdes de contorno dos

nés com tragdes prescritas diferentes de zero.
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APENDICE B

INTEGRACAO SINGULAR

Na aplicagdao do Método dos Elementos de Contorno,
nic considerando as forgas de volume, encontra-se a equagdo
(I1.28), a partir da qual é formado o sistema de equagodes
(IIT1.21). No cdlculo das submatrizes da diagonal principal
de G ocorrem integrais singulares, as quais sdo calculadas
usando-se o processo apresentado por TELLES [23], gue

consiste numa transformagdo auto-adaptativa de coordenadas.

Considerando a integral :

+1

I = J f(m) dn (B.1)

-1

na qual f£(n) € singular nc ponto B . Usando uma relagdo de

terceiro grau da forma :

nr) =ar  +by¥’+cr+d (B.2)

com os seguintes requerimentos necessdrios :
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an
— |_=0 71(1) = 1
dr M (B.3)
n(-1) = -1
dzn
> _ =0 (B.4)
dr n

A condicdo (B.4) implica gque o Jacobianc da
transformagdo deve ter valor minimo em m . A solugido deste

problema é& dado por :

a=1/24Q
b=-37/2Q
c=37%"/2Q
d=-b

onde 7 é simplesmente o valor de 7 que satisfaz 7 ( 7 ) =

M, que pode ser calculado por :

_ . - 1/3 R . 1/3 _
7=[nn+|‘n|] +[nn-|n|] + 7
(B.6)
. = 2
onde : mn o= N - 1 (B.7)

Portanto, neste caso, a expressao (B.l) assume a

forma :
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r {[(w-?)3+?(?2+3)}} 3 (7 ~7)
I= f

(1+372%) (1+372)

(B.8)
a qual pode ser integrada numericamente por Gauss.

A transformacgao ndao-linear de coordenadas
apresentada, produz uma maneira simples e eficiente de

calcular os coeficientes da diagonal principal de G .

Uma gquestdo interessante da transformagdo é que
ela automaticamente produz uma concentrag¢ido dos pontos de

integracao de Gauss em torno da singularidade.



