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Este trabalho tem por finalidade a modelagem matematica
das oscilapses de grande comprimento de ocnda do nivel d’égua em
camaras de Eclusas durante opera¢aes de enchimento ou
esvaziamento.

O fenomeno hidrodinamico decorrente da alimentagao nao
uniforme da camara foi egquacionado matematicamente considerando
as duas diregses do plano horizontal da camara. & solugzo foi
obtida pelo emprego do Metodo das Caracteristicas.

Foram elabeorados dois exemplas de alimentaggu da camara
onde e pussivel ter sn1u¢50 matematica exata e os resultados
comparados com agueles obtidos do ewmprego do Metode das
Caracteristicas em duas dimensaes.f concordancia entre os
resultadaos foi muito boa.

Dados de modelo reduzido da Kelusa de Jusante da Usina de
Tucurui foram utilizados para compara¢;n com as oscilacges do

nivel d’égua obtidas do modelo matematico para a mesma condiqgu
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de enchimento. Os poucos dadaos confiaveis obtidos de modelo
fisico dificultam uma cnmparaggo mais detalhada, sendo pnssival
apenas cancluir que a declividade media da linha d'agua na
diregao longitudinal da camara ¢ da mesma ordem de magnitude no
modelo matematico e no modelo fisico.

Tambem conclue-se gue as declividades da linha d’égua na
dire¢;o transversal sac da mesma ordem de grandeza das
anferiores.

Neste trabalhc tambem sao feitas recumendagses para
trabalhoe futurcs com o objetivo de obter-se uma wodelagem mais
completa do feﬁamenu hidrodinamico que ocorre em camaras de

Eclusas.
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This thesis has the purpose of developing a mathematical
mode!l representing the long waves which occcur in navigation lock
chamhers during filling or emptying procedures.

The hydrodynamic phenomena are caused by unsteady filling
and were studied considering the chamber’s two horizontal
directions. The saolution was obtained using the Method of
Characteristies.

Two theorical examples aof filling were developed and
theoir oxact mathomatical csolutione determined. These solutions
were in close agreement with thoe numarical madel results.

Data of water level oscillations from the Tucurui
Navigation Lock II reduced scale model were compared with
results obtained from the mathematical model. The scarcity of
data avaible from the reduced scale model, and the fact that

these were not sntirely reliable made it difficult to carry out

r
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a detailed comparison. It wac only poscible to conclude that
longitudinal slope of water surface is of the same order of
magnitude in both models.

It was alspo concluded that the water curface slope in
transversal direction is of the same ordar of magnitude as the
ane in longitudinal direction.

This thesis also points out in what directions future
research should be conducted in order to achieve a complete
modeling of the dynamic phenomena occuring in navigation lock

chambers.
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CAPITULO I - INTRODUGRHO

A navegagao fluvial no Brasil nac teug desenuoluimenta
acentuado por diversos motiveos de ordem social e econamica ainda
que o pais disponha de rede fluvial de boas caracteristicas de
navegabilidade em que contudo e necessaria a realizagSQ de obras
de engenharia tais cow portes, sistemas de transposi;go,
canalizagses e conexoes intermodais.

Com a euuiugSQ da cnnstrugge de usinas hidreletricas
me lhoraram as condi¢ges de navegabilidade de numerosas cursos
d’égua tais como o Parané, o 5ao Francisco, o Tocantins e a
Jacui, tanto pela regulariza¢;o de vazoes quanto pela
transfnrmacgo de trechos de rios em reservatorio. Isto tem feito
com que em alguns cursaos d'égua tenha havido um aumenta da
densidade de tréfegn fluvial.

A uma usina hidreletrica associa-se em geral a existencia
de uma ou mais Eclusas de navegagao gue permitem a transposiggu
dos desniveis por parte das ambarcagges.

O grande potencial hidrice do Brasil permitiré ainda a
construcao de varias usinas hidreletricas de grande porte as
quais estarao associadas ccnstru¢aes de Eclusas com difersentes
caracteristicas fisicas e necessidades operacionais.

Muitas das Eclusas em opera;gu no Brasil tiveram seus
projetos alaborados na Europa e nos Estados Unidos, tendo as
empresas brasileiras comecado a desenvolver taic projetos nos
ultimos wvinte anos ainda baseando-se na euperiencia e nos
resultados obtidos em Eclusas construidas fora do Brasil.

Visto que o potencial hidrico para aproveitamento em

usinas de grande porte nos Estados Unidos e na Europa Jé esta



praticamente esgotado existe, por parte destes, um interesse
menor em desenvolver novas tecnicas para prajetos de Eclusas.
Assim, quase todo o desenvolvimento tecnologico que se fizer
necessario para o projeto de Eclusas no Brasil teré-que ser
realizado aqui.

Rlgumas das Eclusas existentes no Brasil jé foram
totalmante projetadacs por empresas nacionais. fAs dificuldades na
elaboragao de tais projetos despertaram nos projetistas o
interesse am contar oom incstrumentos gque possibilitem otimizar
seu trabalho.

Atualmente o projeto de uma Eclusa e baseado em outras
existentes e de eficiencia comprovada. finda existe uma grande
dependéncia de wmodelos fisicos o que vem, por motivo de ordem
pratica limitar a liberdade do profissional ao elaborar
alternativas para o projeto de uma Eclusa. O projetista ainda s0
conta com instrumentos limitados que possam lhe antecipar de que
forma determinada parte do projeto ira comportar-se durante a
upera¢5u de eclusagem, isto 50 e analisado nos ensaios em modelo
reduzido quando fica dificil proceder qualquer modificagso no
projeto inicial.

Dentre os problemac maic graves gque podem ocarrsr durante
uma upera¢so de eclusagem se destaca a oscilagao excessiva do
nivel d’égua na camara que pode ser perigosa para a embarcagao.
Esta nscilagso e fun¢;o da manobra das valvulas e do sistema de
distribuiggu pelo qual se processa o enchimento e esvaziamento
da camara.

o) desejével seria testar a eficiencia do sistema de
distrihui¢5n independente do modelo reduzido e processar

mudangas sem iwmplicar em gastos vultunsos ou atraso no projeto



que fatalmente acontecem se for necessario construir varios
modelos fisicaos. Isto seria possivel com a existencia de um
modelo matematico que simulasse os fenomenos que ocorrem no
interior da camara durante o enchimento ou esvaziamento.

O presente trabalho wvisa a elabnrapzo de tal modelo
matematica. E precisa esclarecer que este ainda nic e um modelo
definitivo pois conta com algumas sinplificacSES que deverao ser
melhor analisadas ewm estudo posterior.

(o] objetivo principal e mostrar a poesibilidade de
elabnraqgu do modelo matematico e da utilizacgu de um wmetodo
numerico comprovadamente eficiente na analise de problemas de
transientes para a obten¢;o de resul tados com precis;o
satisfatoria.

Esta dissertagao esta dividida em capitulos que explicam
as diversas etapas desenvolvidas no decorrer do trabalho visando
atingié a0 objetivo estabelecido.

No Capitulo II apresenta-se uma visao geral dos varios
tipos de Eclusas existantes @ dos problemas associados a cada
uma delas. Descreve-se o tipo de Eclusa que sera considerado
neste trabalho.

O Capitulo III contem uma expasicga do que foi encaontrado
na pesquisa biblingréfica realizada @ comoe tais conceitos foram
aproveitados e desenvolvidos.

No Capitulo IV introduz-se o metodo numerico gque sera
utilizado, suas uariaqaes, vantagens e desvantagens. Faz-se uma
aplicagao deste metodo para um escoamento nao-permanente
wni-dimensional em canal prismatico.

No Capituio V e feito o equacionamento matematico do

escoamento nao-permanente bi-dimensional que ocorre ne interior



da camara da Eclusa durante o enchimento ou esvaziamento da
mesma. fiplica-se o metodo numerico escolhido para a obtengac de
equagaes explicitas das incégnitas.

No Capitulu V1l encontramse: a descriggo do programa
computacional desenvolwvido, uma explicaQ;D do pracedimento de
caleculo adotado, o algoritmo e o fluxograma do programa.

4] Capitulo VII & uma aplicagso do modelo matematico
elaborado com dais exemplos de alimentagao da camara. Os
exemplos sao casos em gue e pussivei obter-se ﬁolucsa analitica
exata atraves de desenvolvimento em serie de Fourier .E feita
uma cunparapgn entre 05 resultados exatos e aqueles obtidos do
modelo matematico desenvolvido para determinar a precisso deste
ultimo.

o Capitulo VIII mostra a aplica;go do modeloc a um exemplo
real de enchimento da Eclusa II de Tucurui e a cnmpara¢50 dos
resultados com aqueles obtidos am ensaios em modelo reduzido.

No Capitulo IX faz-se uma analise dos resultados obtidos,
sendo sugerida a elabnra;go de estudos que leve em cunsideragso
fatores desconsiderados neste trabalho, como a presenga de
embarcaczo no interior da camara e intradu¢;o de parcela
referente a dissipagﬁa de energia na entrada do fluxo d'équa a

camara.



cAPITULO 11 - APRESENTACAO DO PROBLEMA.

II.1 - GENERALIDADES.

Historicamente as primeiras Eclusas de gque se tam
noticias datam do fim do seculo XV na Europa. Nagqueles tempos
nao estavam disponiveis todas as facilidades de transporte hoje
existentes, principalmente no que diz respeito ap transporte de
grandes massas. Desta forma, a nauegaqSU fluvial desempenhou um
papel de grande impnrt&ncia como meio de transporte interior.
Para que os rios pudessem ser utilizados na navegacao fez-se
necessaria a escaua¢§n de muitos canais bem como a construggo de

obras de controle de nivel d'aqua e transpusiqgo de desnivel.

I1I1.2 - TIPOS DE ECLUSAS DE NAVEGACAO.

f literatura tecnica de forma geral divide a evn!ucsu das
Eclusas em tres estégios de acordo com o desnivel aleangado e o
sistema de adugso e esgotamento utilizado.

O primeiro estagioc teve inicio no seculo XVI e limita os
desniveis a treés metros. Estas eclusas eram dotadas de sistemas
de enchimento bastante prinérios, feitos atraves das préprias
portas. O baixo nivel de esforgos sobre as embarcagoes era
garantido pelo enchimento @ esvaziamanto em ritmo lento.

0 segundo estégiu inclui Eclusas com ate quinze metros de
desnivel, o que so foi possivel com a evolugao dos sistemas de
enchimento o esgotamgnta. O principal aspecto a exigir uma
grande sofisticaggo nos sistemas de distrihuicga do fluxo d’égua

no interior das Eclusas foi o atendimento aos criterios



existentes de esforgos maximos nas amarras das embarcagoes
aliado a tempos de enchimento e esvaziamento cnmpatioeis com as
necessidades do trafego f£luvial.

Neste estagio formaram-se duas tendencias de planejamento
de sistemas de aducao e esgotamento, a saber: a européia gue se
caracteriza por dispositivoce localizados nas extremidades de
montante @ Jjusante independente das portas @ acionados segundo
as necessidades de enchimento e esvaziamento da camara da Eclusa
(FIG.II.1) e a norte-americana que usa aquedutos com orificios
embutidos nos muros laterais (FIG.II.2). fis duas solugoes
apresentam resultadas operativos satisfatorios sendo que o
conceito americano permite a constrquo de Eclusas com desniveis
maiores enquanto o auropeu se destaca pela maior simplicidade
gerando economia significativa.

Cam estes dois tipos de sistemas de distrihuiggu de égua
nao foi possivel alcangar desniveis maiores do que quinze metros
pois ambos apresentam o inconveniente de gerar nscilagges
excessivas da superficie d’égua na camara da Eclusa. Tal
problema e mais acentuvado gquando os enchimentos e esvaziamentos
sao feitos pelas extremidades da cimara, tal como na concep¢ao
eurupéia, devido a furmagso de ondas de transia¢;o, sendo tambem
cbservado na prética norte-americana onde tais oscilagoes sao
provocadas pela ma distribuicao das vazoes nos orificios.

E importante ressaltar que as uscila¢595 do nivel d’égua
no interior da camara constituem um aspecto de grande relevancia
uma wvez que estas geram esforgos nas amarraqaes gue podem
provocar o raompimento das amarras e a colisao da embarcaggn com

as portas ou as paredes laterais da camara.



0 terceirc estagio caracteriza-se por incluir Eclusas com
desniveis de ate trinta e cinca metros. Para alcangar desniveis
nesta faixa a prética mastrou a necessidade da utilizagso de
sistemas de enchimento o esgvaziamento “hidrodinamicaments
equilibrados”, onde a entrada dos aquedutos a camara e feita
pele centro e a distribui¢ao atraves de subcondutos e difusores
e realizada de forma a equilibrar os comprimentos de inercia e
perdas de carga. Esses sistemas hidraulicos possibilitam a
distribuicao da vazao afluente a camara de forma balanceada, de
maneira a uniformizar o fnchimento @ o esvaziamento da mesma,
visando minimizar os fenomenos de turbuléncia e ondulagoes
caracteristicos, e por conseguinte favorecer a realizacao de
eclusagens mais rapidas e seguras {FIG.1I.23]}.

Este sistema oferece ainda a wvantagem de resultar am
operagoes de enchimento e esgotamento seguras mesmo com a
opera;gu de apenas uma uélvuia, o que e pussiuel pela fato da
alimentagao pelo centro da camara originar uma correta partipgo

da vazao.

FIG.II.1 - Sistema de Enchimento e Esgotamento nas

entremidades de jusante = montante, independente das portas.



,——X qu\

/ \

\ /

\__x !__f
F1G.11.2 - Sisatema de Enchimento e Esgotamento atraves de
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FIG.II.3 - Sistemas Hidrodinamicamente Equilibrados

Um dos primeiros sistemas de distribuicao balanceados foi
o utilizado na Eclusa de S.Pierre-Dnnzére*Hnndragon no Rio
Rodana na Franga {1952} construida com complexos sistemas de
aquedutos de fundo, e uma laje perfurada assegurando a uniforme
distribuigsu do fluxo. Este sistema e variagoes do mesmo foram e
ainda sao bastante utilizados na Europa [14].

fis principais Eclusas ultimamente projetadas pelo Corps
of Engineers (Waterways Experimental Station) nos Estados
Unidos, como Lower Granite (Snake River), Bay Springs
{Tennessee-Tombighbee Waterway), Millers Ferry {Alabama River) e
mais recentemente Walter Bouldin apresentam sistemas de

distribui¢;u hidraulicamente balanceados. No Brasil podem ser



citadas as Eclusas de Sobradinho (Rio Sao Francisco), em
operacac e Porto Primavera (Rio Parana), Tres Irmaos {Rio
Tiete), Tucurui {Rio Tocantins) e Ilha Grande {Rio Parana),
todas em projeto e /ou construqsn. Estas Eclusas apresentam

desniveis entre quinze e trinta e cinco metros [14].

11.3 - PROBLEMAS ASSOCIADOS A4 OPERACAO DE ECLUSAS.

Dentro da concepgin de projetos de Eclusas com sistemas
hidraulicamente balanceados existem inumeras uariagSEs, com o
fluxo sendo distribuido a camara atraves de difusores dispostos
das mais diferentes formac no interior da mesma.

0 motivo de tantas modificagoes feitas nos sistemas de
enchimento e esgotamento de um projeto para o outro da-se
principalmente devido a PEIEGSD dimensao da camara * desnivel
tempo de operacao exigido, ser uma caracteristica peculiar a
cada planejamento.

A preccupagaoc de manter os esforcos de amarragao dentro
dos limites de seguranga determinados pela legisla¢;o vigente no
pais influencia sobremaneira o projeto hidréulico, notadamente
os sistemas de distribuicao do fluxo d’égua no interior da
camara. Esses esforgos sao determinados fundauentalugnte atraves
de ensaios em modelo reduzido.

Os esforg¢os de anmrragzo sao medidos no plano horizantal,
nas diregoes longitudinal e transversal da camara da Eclusa. Na
diregao vertical, a embarca¢50 deve mover-se livremente sem no
antanto estar cujeita a qualgquer esfargo.

R presenga de grandes embarcagges no interior da Eeclusa

afeta o comportamento das oscilagses. Quer dizer, o movimento
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oscilatorio nao ocorre independentemente da embarcacao,
existindo uma interagao entre eles [14].

fa posipgu das embarcacaes tambem apresenta uma grande
influéncia nos esforgos aplicados as embarcagoes eclusadas. Este
fato decorre, principalmente, da ocorrencia de oscilagaes
localizadas no interior da camara , que induzem esforgos
diferenciados de acordo com a posic;o relativa do comboio em
relagac ao sistema de distribuig;o.

Os resul tados mais relevantes dizem respeito as
diferencas observadas entre os esforgos obhtidos para o comboio
campleto, que ocupa praticamente toda a camara, e aos referentes
ao meio comboio.

Nos resultados obtidos no modelo fisico da Eclusa I de
Tucurui, em ensaios para comboios com e sem o empurrador foram
constatadas diferengas de ate 507 nestes esforgos, ou seja a
assimetria imposta pelo empurrador provocou um forte aumento nos
esforcos resultantes [4].

f diferen¢ca no deslocamento entre o comboio completo e o
meio combhoio mostra a grande influencia exercida pelas

oscila¢5es localizadas.

J1.4 - IMPORTANCIA DO MODELO MATEMATICO.

De forma geral, o dimensionamento hidraulico basico e o
detalhamanto dos sistemas de enchimento @ esgotamento tem sido
feitaos com base em estudos e inuestigagses em modelos reduzidos.
Tal procedimento leva a muitas limitacses uma vez que fica-se
restrito a projetos com somente pequenas uariagSEs e adaptagses,

em torno de snluqaes ja estudadas e de eficiencia conhecida.
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ficrescente-se a isso as uperaqﬁes demoradas, a pouca
versatilidade @ os custos eleavados dos modelos reduzidos.

Naoc restam duvidas quanto a iﬂpurtincia de se desenvoluer
os caleculos hidraulicos atraves de modelos mateméticus, com o
objetivo de ter descri;EES qualitativas e quantitativas dos
fenomenos hidraulicos gque acorrem na superficie livre da camara
nas 0pera¢395 de enchimento e esvaziamento das Eclusas. O modelo
matematico seria, desta forma, um instrumento bastante util
tanto nas primeiras auaiiagaes do comportamento das oscilagaes
am Eunqgo do sistema de enchimento gquanto numa fase mais
avancada do projeto, no detalhamento de infnrna¢aes obtidas do
modela reduzido.

Vale ressaltar, que tal wmodelo matematico nao visa a
substituigcao do modelo fisico uma vez que o desempenho de outras
partes da Eclusa so podem ser conhecidos atraves de investigagﬁu
em modelo fisico como @ o caso das cnndicges de escoamento junto
as comportas de controle de vazao, onde as condigoes de
cavitacao saoc criticas, assim como a determinacae de
coeficientes de vazao especificos de cada projeto. A
implementa¢50 de modelos matematicos objetiva tornar os modelos
fisicos parciais e restritos as areas de analise onde sao

indispenséueis.
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CAPITULO III - PESQUISA BIBLIOGRAFICA

A pesquisa bibliografica realizada visandao a elaboragao
da presente trabalho sera aqui apresentada dividida em quatro
partes. Tal divisao visa ressaltar a importancia desta pesquisa
em todas as etapas desenvolvidas nesta dissertagao. A divisao
que posteriaormente sera detalhada se refere aos seguintes temas:

1)Aspectos relacionados com o funcionamento de Eclusas de
alta queda.

2)Conceitos de Escoamentos transitorios a superficie
livra.

3)Equacionamento matematico do fenomeno fisico.

4)Resolugao numer ica atraves do Metodo das
Caracteristicas.

A seguir sera descrito o que foi encontrado na

hibliografia pesquisada de acordo com a divisac supracitada e

como tais conceitos foram aproveitados no estudo realizado.

III.1 - ASPECTOS RELACIONADOS COM O FUNCIONAMENTO DE

ECLUSAS DE ALTA QUEDA.

A obtengao de literatura teenica tratando especificamente
dos fenomenos hidraulicos relacionados com as Eclusas apresenta
dif iculdades. Os estudos encontrados em livros tecnicos sobre
Eclusas de navegacao tratam em sua maioria dos fenomenos gque
ocorrem no interior dos condutos forcados pouco se encontrando
sobre o©s transitorios na camara. Encontra-se mais facilmente
estudos sobre este assunto em trabalhos isoladas realizados em

universidades ou por orgaos estatais responsaveis pela operacao
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de Eclusas. Entre os trabalhos atuais encontrados e gque foram
utilizados destacamse as referencias bibliograficas [4] e [14].

Como ficou demonstrado por USSAMI [14] as situacoes mais
severas do ponto de vwvista de escoamentos transitorios na
superficie livre da camara ocorrem durante o primeiro estégio do
processc de enchimento guando a camara se encontra com o tirante
d'égua menor. Este estégio se limita ans minutos iniciais do
processo. Baseado nesta cunstata¢go concentrar-se-a as analises
a este periodo, o gue pussibilitaré economia de tempo
consideravel no processo computacional utilizado.

fAis uscila¢ses da superficie livre da camara saoc mais
significativas nos sistemas de enchimento das figuras FIG.II.1 @&
FIG.II.2. Os sistemas de enchimento hidrodinamicamente
equilibrados apresentam uscila¢gn§ menos severas pois tentawm
alecangar um processo de enchimento mais uniforme.

f extin¢;o por completo de tais osciiagges implicaria em
conseguir um enchimento muito lento o gque seria economicamente
inviavel.

O tipo de uscilacsu que ocorre na superficie d’égua varia
de acordo com o sistema de enchimento da camara. Em geral estas
oscilagoes sao do tipo uninodal (FIG.III.1.1.{a}). Neste caso
uma vez iniciado o wovimento oscilatorio este persiste por longo
tempo pois a dissipa¢;a de energia e muito pequena. QOutra
caracteristica da Dscilagzu uninondal & a de contar com periodos
e amplitudes peguenas mas gque ainda assim proavocam tensoes
inaceitaveis nos cabos de amarragzu. Oscilacges de ordem mais

elevadas tem ampliftfudes wmais reduzidas do gue as anteriores
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(F16.1III.1.1.(b)} sendo consequentemente wenos prejudiciais as

embarcagoes.

Hr==Hr e =
I-—'_'----—- :

{a) Uninodal-

W=

{(b) Multinodal

FIG.III.1.1 - Oscilagses Harmonicas na camara da Eclusa.

A analise destas oscilagoes tem sido feita atraves de
medi¢3es em modelos reduzidos. Tanto as ascila¢399 longitudinais
como as transversais sao de interesse uma vez que ambas
interferem nos esforgos de amarra;go das embarca¢3es. ff tarefa
de wmedir tais oscilagoes e bastante ardua por exigir medidores
de alta precis;u pois e necessario medir simultaneamente as
oscilagoes e a variaqzu do nivel d’égua medio da camara.

Estes conceitos tanto serac uteis na elaboragaoc do modelo

matematico quanto no estabelecimento do intervalo de tempo a ser

mais rigorosamente analisado alem de reforgar a importancia do
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estudo desenvolvido face as dificuldades na medigao das

L
oscilagoes em modelo reduzido.

ITI.2 - CONCEITOS DE ESCOAMENTOS TRANSITORIOS 4&

SUPERFICIE LIVRE

O escoamento hidraulico em canais ou outros corpos de
égua e classificado como sendo permanente ou n;o—permanente. 0}
escoamento que ocorre em rios, ecanais abertos, reseruatérios,
lagos, condutos, tubulagses, galerias e tuneis onde a velocidade
e/ou profundidade variam com o tempo e definido como
nso—permanente ou transitorio.

De acordo com a razao de Uariaqso do escoamento @ da
profundidade o0 escoamento nao-permanente pode ser rapidamente
variavel ou gradualmente variavel. No primeiro casao a uaria¢;o
da superficie d’égua e ripida. Un exemplo deste tipo de
wscoamento sao as ondas nos canais causadas por mudanga na
operaggo das turbinas e as ondas de mare em estuarios. Nos

L4
escoamentos graduvalmente wvariados a superficie livre wvaria

lentamente como ocorre em escoamentos em rios [1@].

II1.2.1 - FORMACAO DE ONDAS

Os escoamentos transitorios em canais abertos sao
usualmente associados a propaga;gu de ondas. Uma onda e def inida
cComo uma varia¢;a temporal da vazao ou da superficie d’égua.

6 velocidade da onda relativa a velocidade media do
fluide onde esta se propagando & chamada de celeridade da onda

(c). E importante ressaltar que a celeridade e diferente da
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velocidade do fluido {u) com a qual as particulas do fluido
movem-se como resultado da prupagagsn da onda. A velocidade
absoluta da onda (Hw) e igual a soma vetorial da celeridade e da

velocidade do fluido.

U =d+¢ III.2.1.1

W
Em um escoamento wmi-dimensional existe apenas uma
dirqun, desta forma a celeridade da onda pode ter o sentido do
escoamento (para jusante} ou o sentido oposto {para wontante).
Considerando o sentido para jusante como positivo, a equacao

I11.2.1.1 pode ser escrita como

Uw =u+oc 111.2.1.2
Na equagao III.2.1.2 o sinal positivo refere-se a onda
propagando para Jjusante € o sinal negativo e usado quando oacorre

a propagag;o para montante.
I111.2.2 - CAUSAS DOS TRANSITORIOS

Um estado de escoamento transitorio ocorre em canais
abertos sempre que a vazao ou a prafundidade do fluido ou ambos
variam no tempo em uma seggu. Estas wmudangas podem sar
plane jadas ou acidentais, naturais ou produzidas por iniciativa
humana. A seguir exemplifica-se alguns dos fatores comumente
causadores de escoamentos transitorios:

1]}Cheias em rios e lagos causadas por derretimento de
neve, chuvas intensas ou manobras de abertura e fechamento de
comportas;

2}ondas ew canais artificiais causadas pela entrada ou
saida de operaqgu de turbinas, partida ou parada de bombas e

manobras de comportas;
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3)ondas na camara da Eclusa causadas por npera¢ses de
enchimento ou esvaziamento da mesma;

Q)Qndas em rios ou reservatarios causadas peloc rompimanto
de uma barragem;

Sjcirculaqgo em rios ou reservatorios devido aos ventos
ou correntes;

6)ondas de mare em estuarios.

II1.2.3 - CELERIDADE E ALTURA DA ONDA

Tanto a celeridade quanto a altura da onda sao0
caracteristicas importantes na analise dos transitorios a
supnrficin livre o que justifica wvm wmaior detalhamanto destes
dois aspectos [5].

Na figura FIG.III.2.3.1 o escoamento no canal sera
considerado permanente no instante =0 quando a comporta a
montante abre-se fazendo com que a vazao aumente de Q1 para Qs.

Este aumento na wvazao provoca uma onda de altura z que

propaga-se para jusante.

) roo T 1
T ; Uw ,
: U 2 - :
¥ :, 1 :
j ' —U1 yi
1 L]
FIG.111.2.3.1 - Escoamento n;D—permanente {volume de

controle fixo ao canal).
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B - - - -=-- = 1
1 [
1 13
\ i
y: gs-Uw i

] ! y1 ~— Us -Uw

1 2
FIG.II1.2.3.2 - Escoamento permanente equivalente

(volume de controle movendo-se com velocidade Uw).

A
L

Fr=v-f -yt Peso(W) LY Fi=v.A1 .y

FIG.III.2.3.3 - Diagrama das forg¢as atuando no volume de

controle.

A profundidade ¢ a velocidade do fluido a direita da onda
seraa chamados de vi e Ui respectivamente e as variaveis
correspondentes no lado ssquerdo de y2» e U2 (FIG.III.2.3.1}.
Sendo Uw a vuvelocidade absoluta da onda, pode-se transformar o
escoamento n;u~pernanente em escoamento permanente adicionando a
velocidade do escoamento uma velocidade Uw para montante como
pode sar visto na FIG.I11I.2.3.2. Observando que neste esquema a

velocidade e considerada positiva no sentido montante para

Jusante.



i9

Aplicando a equagSQ da continuidade ao esquema da
FIG.III.2.3.2 tem-se gque

Ao (U - U ) = R (U2 - U I11.2.3.1

o

Assumindo distribui¢5u hidrostatica de pressges nas
:nggas i1 2, o canal horizontal e desconsiderando as perdas por
fric¢;o, as forcas que atuam no volume de controle
(FIG.II1I.2.3.3) sao:

Forga para montante: Fi = v-;:-ﬂ: II1.2.3.2

Forga para jusante : Fr = v-;z-ﬁ: I11.2.3.3
onde ;: e ;: sap as profund idades do centroide das areas fi1 e A1
evyeo peso especificc da égua.

4] uariaggn da gquantidade de movimento no volume de
controle seré,

= X (Us - U ]-[(Us -u} - (U - U )]

g w w w

- ;.m.(m - 8 )-(Us - Us)

A resultante das for¢as (Fr) agindo sobre o wvaolume de
controle sera

Fr = F2 - F1 = ¥:{f2 .y - Q1 .y35) 111.2.3.4

E aplicando a 22 Lei de Newton,

%-mz(m - U J(Us - Us) = v-(A2-y2 - As-y1) II1.2.3.5

Eliminando U:» das equagoes III.2.3.1 e 1III.2.3.5 e

rearranjando a equaggo resultante chega-se a,

g-A2

(U - uw)2 T Ri-(@ - AiY

(A2 y: - A1 .ys) II1.2.3.6

Considerando que a onda esta se propaganda para Jjusante,
a sua velocidade deve ser maior do gque a velocidade inicial do

fluido {Ui1). Desta forma, da equagao 1I1.2.3.6 vem gque,
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U= U+ J L AL S ¥ WS- P 111.2.3.7
fs - {Q: -A1 }

Se nao existir sscoamento iniocial {Ux-ﬁ) a velogidade
absoluta da onda (Uw) sera igual ao termo sob radioal da equagao

111.2.3.7. Transpondo Ui para a esquerda,

U -1 = J&.(m&: - A5y ) I11.2.3.8
A1 - (A2 —A1)

Como Jé fol ditc anteriormente, a celeridade ¢ e a
velocidade da onda relativa a velocidade media do fluido onde se
propaga. Uma vez que Uw - 1 e a velocidade da onda relativa a
velocidade inicial U1, pode-se faciimente obter a equaggo geral

de c a partir da equaqgu I1T.2.3.8.

c =+ J — 28 (as.yr - A1) I11.2.3.9
A1 (A2 -A1 )

fiqui mais uma vez o sinal positivo e usado guando a onda
caminha para Jjusante e o negativo quando para montante.

A obtengao de uma relaggo entre as velocidades e as
profundidades dao escoamento nas secaes 1 e 2 & realizada

eliminando-se Uw das equaqaes 111.2.3.1 e 1171.2.3.9.

fs -+ A

g- (A - ;) (! 2

fr-y2 - M1 y1 = 111.2.3.10

- Uz}

"

fi altwa da onda "z” e igual a (y2 - y1). S y2 )} yi1 a

onda e chamada de positiva 2 se y2 { yi ela e negativa.
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fis equagoes II1J1.2.3.1 e III.2.3.10 contam com cinco
variaveis, gquais sejamyi:, Ui, y2, Uz e Uw' Os valores de y2 e
Uz podem ser determinados por tentativa e erro nas equagses
citadas s8 os valores das outras tres variaveis forem
conhecidos.

E importante ressaltar que as equacses I11.2.3.9 e
I11.2.3.12 sao gerais e podem ser usadas em canais com qualquer
seggo transversal.

Particularizando para um canal retangular com:

largura = B, yi= A ' ;::—ZL, Rt=B:y1 @ A2 cB:y2 & substituindo
2 2

estas expressaes em I1II.2.3.9 cbtem-se:

c= J TP qyr + y1) II1.2.3.11
2'v1

Se a2 altura da onda for pequena ocomparada ocom =a
profundidade do ocanal podemos admitir y1 o y: =« y, que levado em

I11.2.3.11 traz,

c = J g'v I1¥.2.3.12

Como e amplamente conhecido, para escoamentos
sub-criticos o numero de Froude @ menor do que 1 ( F{(1 }, o que

eguivale dizer que,

I
7

{1 I¥11.2.3.13

ou

u < J gy I11.2.3.14
Levando a equa¢50 111.2.2.12 em 111.2.2.14 e possivel

escrever,

n{c I11.2.3.15
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Desta forma, das equagoes II1.2.1.2 e III.2.3.15 chega-se
que Uw e negativo se a onda propaga-se para montante. Em outras
palavras, o disturbio propaga-se nos dois sentidos (montante e
jusante}. Para escoamentos supercriticos (F ) 1) a onda so
propaga-se para jusante uma vez que a velocidade do fluido e

maior do que a celeridade da onda e Uw e sempre positivo.
I11.3 - EQUACIONAMENTO MATEMATICO DO FENOMENO FISICO

0 tratamento matematico dos escoamentos nao-permanentes
em canais abertos e tao importante quanto dificil. A dificuldade
se encontra no numero de variaveis envolvidas na £ormu1a¢§o 2 na
fato das equagzes diferenciais nao poderem ser integradas de
forma fechada exceto se forem consideradas sinplifica¢aes que
tornam a resolugas de aplicabilidade limitada. A formulagao
matematica desenveolvida para estes escoamentos e uma
apruximacgu, o que significa dizer que o profissional deve estar
atento as limitagoes que este fato introduz, como a aplica¢50
apenas em casos gque atendam as hipéteses simplificadoras.

o] estudo dos escoamentos nao-permanentes em canais
abertos comegou ha mais de 150 anos atras com o trabalho de dois
matematicos franceses, Laplace e lLagrange.

Barre de Saint-Venant publicou em 1871 atraves da
Academia Francesa de Ciencias dois trabalhos tratando da teoria
dos escoamentos nSn—permanentes a superficie livre. A primeira
parte do primeiro trabalho trata da celeridade das ondas , a
segunda parte constitui a sua wmais importante cuntrihuipgc e

ficou conhecida como as equacoes diferenciais parciais de

Saint-Venant para escoamentos nsu—permanentes“.



23

Ectas duas Equagses mantiveramse inalteradas por mais de
10® anos apesar das inumeras tentativas de modifica-las au
completé—las. fis equa¢aes resultantes destas alteragSes sap mais
completas e sofisticadas mas reduzem-se as equa¢395 basicas de
Saint-Venant quando simplif icadas para uso préticn.

E importante ressaltar que o trabalho de Barre de
Saint-Venant contou com a cnntribuigsn de outros estudos
predecessores e contenporéneos a0s seus.

s hipéteses fundamentais a sustentar o equacionamento de
Saint-Venant sao:

(t)a superficie da onda varia gradualmente o que equivale
dizer que a distribui¢;u de press;es e hidrostatica e gue as
acelera¢3e5 verticais sao muito pegquenas;

(2)eo calculo das perdas de carga nao e significativamente
diferente do realizado para escoamentos permanentes;

(3)a inclinagao media do fundo do canal e tao pequena gque
o seno de a pode ser igualado a tangente de a4 @ o coseno de a e
igual a unidade, onde «a e o anguio que o fundo do canal faz com
a horizontal.

@s equacoes de Saint-Venant ou eqanSEs da continuidade e
da gquantidade de movimento como serao referidas neste trabalho
sao amplamente divulgadas e encentradas em livros de hidraulica.
No Capitulo IV estas equa¢ses serao deduzidas e utilizadas comao
ferramenta na obtenggn do perfil hidraulico da superficie d’égua
da camara de Eclusas de nauega¢;o durante o enchimento au

esvaziamento.
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III.4 - RESOLUCAO NUMERICA

Todos os me todos de analise dos escoamentos
nao-permanentes partem das equaqses da quantidade de movimento e
da continuidade ou da conservagao da energia acrescidas das
cundi¢5es de contorno e ocutras prapriedades fisicas do fluido. A
partir destas equagaes varios metodos com diferentes hipéteses
simplificadoras foram desenvolvidos. 0Os metodos mais comumente
utilizados nas analises de escoamentos transitorios a superffcie
livre sao o Metodo de Diferengas Finitas e o Metodo das
Caracteristicas. A seguir sera feito um resamo das

particularidades de cada um.

1I1.4.1 - METODO DAS CARACTERISTICAS

O Metodo das Caracteristicas aplicado a uma dimensao de
espago converte as duas equacoes diferenciais parciais da
continuidade e da quantidade de movimento em quatro equapges
diferenciais ordinarias. Estas equagaes sao entao eXpraessas em
termos de diferengas finitas gerando wum sistema de equagaes
simul taneas que e resolvido em intervalos de tempo pré
estabelecidos com o usn de um computador.

A principal vantagem do Metodo das Caracteristicas e a de
preservar os fenomenos fisicos acompanhando-os de perto. Isto o
torna adequado para analise de fenomenos transitorios. A Teoria
das Caracteristicas conta com um criterio de estabilidade e tem
cido reconhecida por dar resultados precisos nos problemas de

transitorios hidraulicos.
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I11I.4.2 - METODO DE DIFERENGAS FINITAS

O metodo das diferengas finitas @ um dos procedimento que
podem ser utilizado com sucesso para solucionar uma classe de
problemas de escoamentos nao-permanentes. Sua aplica;gu mais
ampla e em escoamentos a superficie livre embora tenha sido
ptilizado tambem em outras aplicagges.

0 metodo e formulado com a preucupa¢50 de minorar a
exigéncia de se manter uma rela¢;n entre o incremento de tempo
4t e o slemento da discretiza¢so Ax. Este fato possibilita uma
malha mais £lexivel guanda se lida com sistemas complexes do que
outros metodos.

0 metodo de Diferencas Finitas pode ser utilizado de
forma explicita ou implicita. Usando-se o metodo implicitoc nac e
necessaric utilizar um criterio de estabilidade pois o me todo Jé
e estével, entretanto & necessario fazer uso de uma solu¢ga
simultanea para Dbteng;c de todas as incégnitas em cada instante
de tempo caleulado. No wuso do me todo expiicito P preciso
apuié-ln a cundi¢go de Courant que relaciona o incremento de
tempo com o elemento da discretizaqgo para garantir a
ecstabilidade do processo. Nestes casos as vantagens deste me todo
se perdem.

Tendo om wvista o acima suposto decidiu-se utilizar na
presente pesquisa o Metodo das Caracteristicas ainda gque se
encontre na literatura muito pouca aplicag;u das caracteristicas

. . . ~
a problemas de escoamentos fransitorios a duas dimensoes.
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caPiTULO IV - METODO DAS CARACTERISTICAS

IV.1 - O PROCESSO DE PROPAGACAO E O CONCEITO DE

CARACTERISTICA

Para iniciar este capitulo gue se propoe a tratar do
Matodo das Caracteristicas vamos definir resumidamente o que vem
a ser 'caracteristica’. Segundo ABBOT [1], uma caracteristica e
uma trajetéria sequida por um atributo, como wma forma
geonétrica ou uma perturhagao £isica, quando esta se propada.

Uma melhor explicacso deste fenomenc pode ser obtida
utilizando a exposicao criada por ABBOT [1] que se encontra a
ceguir.

Uma malha de rodovias, como a indicada na fiqura
FIG.IV.1.1 pode ser considerada como tendo duas familias de
trajetérias de prnpagacso ao longo das quais os veiculos se

desenwvalvam.

- ~

7 N\ N\

FIG.IV.1.1 - Um sistema de rodovias visto como um sistema

de trajetorias de propagacao [1].
Os membros de uma familia de trajetérias poderiam estar

assoclados com as rodovias orientadas em uma direcao enquanto os
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membros da outra familia estariam associados com a outra
diregao. Portanto, desta nncgo bastante intuitiva de
caracteristica, as duas familias de linhas carresponderiam a
duas familias de caracteristicas.

E importante observar gque as traJetérias de prupaga¢5a
continuam bem def inidas mesmo que em um instante gqualquer de
tempo nao haja prapaga¢50. Desta forma, wmesmo que nao ha ja
veiculos na estrada ainda considera-se as trajetorias como
def inidas. Tais trajetérias de propagaggo, compartilham de uma
prapriedade comum a maioria dos sistemas de caracteristicas, que
2 o fato de se relacionarem mais com a capacidade de propagacgac
do que com qualquer processo de prupagacso em particular.

No exemplo considerado, as trajetérias poderiam ser
representadas por linhas em um plano fisico em termos de duas
coordenadas, como x e y por @xemplo. Nos casos préticns, nao
apenas as dimensoes fisicas estao envolvidas mas tambem o tempao
apresenta-se como uma dimensso, de saorte que devem ser
cansideradas como coordenadas no processo prupagatériu as duas
distancias fisicas e o tempo. Na malha de rodaovias pode-se
considerar uma coluna de veiculos movendo-se da esquerda para a
dirsita. Supondo gque tal coluna seja fotografada em sucessivos
instantes de tempo de tal forma gque a distancia entre
fotografias sucessivas e proporcional ao intervalo de tempo
entre elas obtemse a ilustragao da FIG.IV.1.2 .

Temse de fato uma fotografia da posigso de veiculos
individuais como se estes ecstivessem so movendo ao longo de
linhas no espaca formadas pelo plano das fotografias e do tempo.
Estas linhas ligando as posi¢5es sucessivas de cada veiculo

representam trajetérias de propaga¢50 no espaco, sendo gue estas
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trajetorias sao fisica e matematicamente caracteristicas.

FOTO EM to

FIG.IV.1.2 - Caracteristicas como trajetorias de
prnpaga¢§a de veiculas no tempo [1].

Mo caso de uma unica coluna de veiculos tem-se apenas uma
familia de caracteristicas, correspondente ao conjunto de linhas
que representam o movimento de cada veiculo. Em wuma rodaovia
real, onde ha normalmente duas colunas movendo-se em sentidos
apaostos, existem entao duas familias de caracteristicas. #

FIG.IV.1.3 mostra este fenomeno no plano distancia » tempo

{plano x-t).
Se a velocidade das colunas sao vi e -v:, onde wvi e w2
sao valores positivas e a diregsu esquerda para direita e tomada

como sendo positiva, entao a inclinagao das caracteristicas sera

dada par,
dx dx
(—E?—J+ = v ) { It } = ~uz
ande o sub-indice i refere-se a caracteristica que

desenvoluve-se da esgquerda para a direita ({(dx/dt positiuveo},
enquanto que o sub-indice *-' refere-se a caracteristica no
sentido direita para esquaerda ( dx/dt negativo). A primeira

H . b + - .
caracteristica e comumente chamada de C e a segunda e conhecida
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por caracteristica c . Quando todos os veiculos de uma coluna
caminham a uma velocidade constante, de f{forma que todas as
linhas caracteristicas de uma familia tem a mesma inclinaggo, a
regiao coberta pelo sistema de caracteristicas retas e paralelas
e chamada de “regiaoc de condigoes inalteradas”. Em todos os
sistemas continuos e hnmngéneas, onde os fenomenos ocorrem nas
duas direcses, tem-se duas familias de caracteristicas, sendo

pnssivel ocorrerem regioes de condigoes inalteradas.

0 » X
dx) =\
) dt/+
VEICULOS A V; km/h ;
1 VEICULOS A Vi km/h
¥
FIG.IV.1.3 - Caracteristicas geradas por duas colunas de

veiculos e projetadas no planoc x-t [1].

1V.2 - O PROCESS0 DE PROPAGAGCAO EM SISTEMAS COKTINUOS: @

GERACHAO DE UMA SUPERFICIE DE SOLUCAO POR CARACTERISTICAS.

De forma geral os problemas envolvendo propaga¢50 de
fenomenos qeamétricus podem ser equacionados atraves de
caracteristicas. Mais adiante serac introduzidas as equagoes
diferenciais parciais gque definem a translagga de tais fenomenos
e sera possiuel derivar caracteristicas de tais equacges.

Doravante tratar-se-a das prupaga¢5es de estados fisicos em
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escoamentos de égua e das caracteristicas associadas a estas
propagaqaes. Sera considerado o caso de uma onda propagando-se
em um canal linear e uniforme. Como no exemplo dos veiculos
supse~se que os perfis do canal podem ser determinados em fun¢;o

do tempo como mostra a FIG.IV.2.1 .

CARACTERISTICAS
PERFIL 1 N\

N NN L,
o N\

PERFIL 2

PERFIL 3

FIG.IV.2.1 - Caracteristicas como trajetorias de
propagacao de ondas no tempo [1].

Pode-se ver que na propagac¢ao um disturbio inicial gera
uma superficie em tres dimensoes quais sejam, a distancia x, o
teampo t ®« a profundidade de fluido h. De forma geral, a
propagacso ocorre em duas dirques: para montante e para Jjusante
da suparficia mencionada. As linhas sobre as gquais tais
disturbios propagan—se sac evidentemente as caracteristicas C+ e
C-, enquanto gue a superficie associada a tal fenomenoc e chamada
de "superficie hidraulica”. Evidentemente se esta superficie
fosse conhecida poder-ce-ia imediatamente determinar desta os
valores de h para qualquar ponto x # t. Saendo assim, o problema
de deterwminar o vwvalor de h em termos de % ¢ t, problema real

enfrentado pelo engenheiro hidriulicn, pode ser resumido ao

problema de achar a superficie hidraulica. Este ultimo vem a ser
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o problema de achar as caracteristicas.

Uma descricSG completa da onda de propaga¢;n corresponde
entao a uma superticie hidraulica num espaco de quatro
dimensoes, RB{h,u;x,t), do qual a FIG.IV.2.i representa uma
projegao para o espago R{h:x,t).

Os principais fatores a influenciar a superficie
hidraulica sao:

1) as condigoes iniciais;

2} as leis fisicas que regem o fenomeno, neste caso as
leis da cunserva¢;0 da massa e do movimento;

3} as cnndi¢525 existentes no wmeio onde a prnpagaggn
acoarre.

finalisando estes tres fatores mais detalhadamente tem-se
que !

(1) O perfil da superficie hidraulica e obviamente
afetado pelo perfil da onda no instante inicial (t=0}. Se este
perfil inicial wmudar entao evidentemente toda a superficie
hidraulica sofrera uma alteragso carrespondente o gque torna
obvio concluir gque para cada condi¢§u inicial havera uma
superficie hidraulica unica.

{2) Como seria muito dificil descrever empiricamente o
compartamento de todos o0s tipos de ondas em todac as
circunstancias em que se apresentam, procura-se definir
genericamente tais comportamentos. As leis da cunseruagzu da
massa e do movimento permitem tal generaliza;EQ, que a despeito
de algumas simplificaqses (como a nao cnnsideragso das tensoes
superficiais) sao suficientes para descrever o mecanismo gque
rege a propagagﬁo de ondas. Tal mecanismo e usualmente descrito

matematicamente em termos dos fatores gus afetam um elemonto de
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fluido, elemento de dimensoes tao pequenas que permite admitir
relagses diferenciais lineares entre os fatores intervenientes e
consequentemente a fnrmula¢;o de uma equagso diferencial. Esta
equaqsn descreve o movimento do fluido em cada ponto xu-t.

As equacoes diferenciais sao desta forma uma
representaqsu qnnérica do comportamento real, formulada para
simplificar um comportamento muito complexo.

{(3) Apés a analise das forg¢as que agem sobre o elemento
de fluido e a furmagsn das equacSes diferenciais que representam
o fenomeno e necessario aplicar tal equacgn a todo o canal
atraves de um processo de integracao. Este processo comega a
partir das candicges iniciais e tem econtinuidade nos estégius
subseguentes atraves das caondigoes fisicas (profundidade,
contornos,etc..) da regiSQ considerada. fis condigSes fisicas
entram junto c¢om as Equa¢aes diferenciais no processo de
inteqraggo visando tornar o equacionamento geral uma descrigao
particular do fenomeno que esta sendo estudado.

Atraves do processo de formular uma equa;;u diferencial e
posteriormente integré—la obtemse expressges que relacionam a
profundidade de égua h e a velocidade U com todas as combinagoes
de distancia e tempo na regi;n de integra;;a. Estas expressses
podem ser representadas por uma superficie no espago R{h,ujx,t)
gu sua projquo R(h;x,t}). A superficie que origina-se da
intﬂqragso das aquagses diferenciais ¢ chamada de "superficie
intagral®.

Na pratica, a medida que a onda caminha no espago e no
tempa, sujeita principalmente as leis da consarua¢§o ela gera
uma superficie hidraulica unica. Sao estas leis de conservagao

gue estao expressas na equa¢§o diferencial, de forma gque,
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comegando com as mesmas cundigﬁes iniciais e estando o corpo
d’agua sujeito as mesmas condigses fisicas, espera-se encontrar
uma unica superficie integral gerada pelas equagaes
diferenciais. Sendo assim, se a £nrmuia¢50 corresponde a
realidade, entao a superficie integral coincidira exatamente com
a superficie hidraulica. Evidentemente tudo o que foi dito sobre
as superficies integrais tambem se aplica as linhas

caracteristicas embutidas nestas.

1V.3 - A SOLUCAO DE PROBLEMAS DE PROPAGACAO EM SISTEMAS

CONTINUOS: O METODO DAS CRRACTERISTICAS.

Neste item as equaqaes diferenciais dos escoamentos nao
permanentes uni-dimensionais a superficie livre sao apresentadas
e resolvidas numericamente pelo Metodo das Caracteristicas com

intervalos de tempo especificados segundo STREETER-WYLIE [i5].

IV.3.1 - APRESENTACAC DAS EQUACOES DIFERENCIAIS PARA

ESCOAMENTOS NAO-PERMANENTES UNI-DIMENSIONAIS EM CANAIS ABERTOS.

fis equagses basicas para escoamentos uni-dimensionais
usadas consideram um canal prismatico de se¢;n irregular. As
perdas de carga foram incluidas usando as equacoes de Manning e
Chezy. Considerou-se uma vazao lateral ao longo do canal que
pode ser proveniente de éguas suhterrineas, esvaziamento ou
enchimento de Eclusas, saida para sistemas de irrigaQEQ, entrada
de éguas pluviais, etc.. O canal foi considerado comn tendo uma
inclinagsn a muito pequena tal gque cos a = 1. Assumiu-se tambem

uma distribui¢ao hidrostatica de pressoes ao longo de qualquer
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linha vertical no fluido o que equivale dizer
aceleracses verticais.
A FIG.IV.3.1

dedu¢;n das equa;Ees abaixo apresentadas.

que nao existem

mostra o elemento de fluido considerado na

$.av.AAx
dx

A Axsined

X 1 A
R v
FIG.IV¥.3.1 - Volume de controle utilizado na dedqun das
equacoes da Continuidade e do Movimento [15].
- ; . 133 aA au
Egquagao da continuidade : U-EE + Y i3 + 9-3; = Iv.3.1
Equagao do Movimenta :
ay . ay au u
[t . —_ ] Ve + — am— - . -
grgy v 9 S gsina + U % at + ad @ 1v.3.2
nt 'Ut
Equacao de Manning : § = ——
Cm2 .43
ande:
q = vazao de entrada lateral par unidade de comprimento
3
[m™ /5/m]
y = profundidade do fluido tomada normal ao fundo [m]
U = velocidade do fluido [m/s]
8 = declividade da linha de energia
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R = raio hidraulico [m]

ffi = area do elemento de fluido normal ac escoamento [nf]
g = aceleragao da gravidade [m/s!]

n = coeficiente de atrito de Manning

Cm = constante empirica [=1 no S.1.]

Considerando A(y(x,t),x) e possivel escrever

98 _ 2 oy , 98 28 _ 28
Ox dy oOx ax y=constante ot oy
canais prisméticos x o4 =@ =7 aa T-EZ

ax ax ax
y=constante

a2
Para

onde T = largura da segao prismatica na linha d’agua (m).

a Eqan50 IV.3.1 pode ser escrita como:

U-T-a._y-l- T-B_Y_ + ﬂ..a_U- q =@

3% at . 1v.3.3

fis Equagses Diferenciais 1IV.3.2 e 1IV.3.2 descrevem o

escoamento gradualmente variado a superficie

livre em canals prismaticos.

podem

IV.3.2 - SOLUCRO PELO METODO DAS CARACTERISTICAS.

Considerando as equagoes acima descritas,

desconhecido A.

=u.T-3 4 1.9¥ 4 .80 _ oo
Le = U-T 3% + T 3t + 8 3n g = e

- g _ . au a8y U
Lt = g T + g'S g'sina + U % + 3t + o @ , estas

ser combinadas linearmente usando um wmultiplicador
L =Li + A:Lo
au ay ay g dy
L=jau (U8} v5|" "‘T‘[ a (U'sor) T Ee |t
]
+ g{S-So} + gq-{z -2} =9 1v.3.4
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Quaisquer dois valores reais de A levam a duas equagoes
em termos das variaveis dependentes y e U que sao equivaientes

as equagses IVv.3.2 e 1IV.3.3.

Para gue os termos no primeiro par de colchetes se tarnem

a derivada total da velocidade (g%),é preciso que,

d _y + x.a

Da mesma forma, para que oc termos contidos no segundo

par de colchetes sa tornem a derivada total da profundidads

(%%),é necessario que,
du _ q
I vy S
Como as duas expressaes de dx/dt tem que serem iguais,
g

P N
U+ x-8=10U0+ T e consequentemente A = ¢+ AT .

Sendo assim,

a,

X A
— = + § —
Tt U + J 97 Iv.3.5

Se & secqga transversal for partiocoularizada para um
ret;nguln, e facil notar que a equaqgo IV.3.5 torna-se a equanQ

da veloocidade da onda de superfinie.

dn
d_t = U i \lg-y IV.3.6
Fazendo e = Jg-y {IV.3.7) onde c e a celeridade da

onda e introduzindo os valores de A na equagsu I¥.3.4 pode-se

escrever,

dU g dy

- q, - =
Tt r gt g{S-50}) + 3 (G ;c) =0 1v.3.8

sujeito a:

A

o
I = U+ec Iv.3.9
E importante ressaltar gque nenhuma aproximacsu foi
introduzida nesta transforma¢gn de duas equa;ges diferenciais

parciais para quatro equacoes diferenciais ordinarias.
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Assumindo as variaveis independentes como conhecidas nos
pontos R e S na FIG.IV.3.2, pode-se escrever quatro equa¢ges em
termos das incégnitas U ,v ,x_ e tp. Isto envolve a integra;gu

p P P
das equagoes IV.3.8 e IV.3.9 como segue.

FIG.IV.3.2 - Metodo das Caracteristicas com intervalos de

tempo especificados [15].

v t
C v, -up +ag — dy + g(S—Su)+E(U—c] dt = @

+
P
y
R R IV.3.10
tp
xp - Hp = {U + c}dt Iv.3.11
ta

v t
B} P, p <
C y - US - g- ey dy + [g(S—Su)i-K(U&fc)]dt = @

p
y
S S Iv.3.12
ts
"y~ %g = | (U - c)dt IV.3.13
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fis equagaes IV.3.i®@ a IV.3.13 se encantram em duas chaves
para enfatizar sua dependéncia. Na aualiaggu da integral
introduz~se uma apruximaggn, uma UeRZ que as incégnitas U, c, 4 =
S sao funqses desconhecidas do tempo no transitorio. A
inteqraggo trapezoidal produz um sistema de equacaes algébricas
que levam a uma salugSO estavel desde que a cnndiggo de Courant

seja satisfeita.

Ax
SR (1] RE

As equagoes resultantes sao nao lineares mas em geral uma

Iv.3.14

inteqra¢50 de primeira ordem e satisfatoria e resulta em uma
solugao explicita e estavel [15%.
fis quatro equagaes apresentam-se em termos das incégnitas

e U Doise caminhos podem ser saguidos para a

*ps  tps Vp P
obtencgo de uma 501u¢50 numerica utilizando o Metoda das
Caracteristicas: usar o Grid de Caracteristicas ou intervalos de
tempo especificados. Este ultimo oferece algumas vantagens na
maioria dos prohlemas de transitorios hidréulicns, uma vez gue
p @ tP tem valores definidos no desenuvsoluvimento do processo o

que permite solucoes ordenadas. Entretanta, se a wvazao ou a

X

celaridade wvariarem muito com ¥ @ t, como acontece em fluidos
muito compressiveis, o Grid de Caracteristicas @ mais indicado
por propiciar melhor precis;o nos resultados. Este metodo sera
me lhor explicado no item IV.5.

No Metode das Caracteristicas com intervalos de tempo
especificados, o canal e dividido em discretizagges de
comprimento Ax e o intervalo de tempo At a ser considerado e
obtido da equacao IV.3.14.

Para iniciar o ecalculo e necessario que os valores de U e

y sejam conhecidos em todas as pontos no tempo imnicial (t:@}.
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Desta forma e possivel calcular os valores das incognitas em um
intervalo de tempo At posterior (ponto p na FIG.IV.3.2).
Uma integragao de primeira ordem das equagaes I¥.3.10 a

Iv.2.13 leva a :

— g. L — 3 — L] -q_..-.n — . —
Up UR + oy (yp yR} + g (SR So) At + QR (UR C:R) At = @
IV.3.15
xp - Kg = (UR + cR)-dt Iv.3.16
- - g . - ] - ] q—' ' =
Up U5 cg (yp yS) +g (SS So)- At + ag (US +cg ) At e
Iv.3.17
Ky, ~ ¥g = (US - es)-dt Iv.3.18

Nestas equagoes, o sub-indice R indica que o walor deve
ser tomado no ponto R (FIG.IV.3.2), sendo valido o mesmo
conceito para os sub-indices S. Os valores nestes pontos sao
determinados atraves de interpolagac linear dos valores
conhecldos nos pontos A, € e B. Esta 1nterpola¢5u introduz um
fator dispersivo ao processt numérico gue pode ser minimizade
interpolando-se o minimo possivel, tsto e, mantendo um
incrementa de tempo tal que o ponto R flgue proximo ao ponto A
na FIO.IV.3.2 e usando um grande numero de d!scretizagaes Ax. A
interpolagao linear para obtengao do valor de U_ e obtida

R

usando-se a proporgao:

u.-4 "X H.—X
C R C R F "R
=T = An = i = B(UR+cR) IV.3.19
C A
onde & = at
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Analogamente,

c,.—c

— = & (U,tc,) Iv.3.20
CoCp R R

Resolvendo IV.3.19 e IV.3.20 simultaneamente obtem-se:

_ U, + 9-{-Bc-cn + cC-UH)
R 1+ 8-(UC - Uy +e

IV.3.2t

O wvalor de ch e determinado a partir da equacao IV.3.20 e
para o caso especial de uma sncgsu retangular da equagsn Iv.3.7.

Para o caso de uma secgzo qualquer, Y e obtido de:

VoY
—E= B - 5. (Ug+cp) Iv.3.22
¢ ¥q
usando-se os valores jé calculados de UR e cp.
Para escoamentos suh-criticus, as mais comimente

encontrados, a velocidade media (U) & menor do que c € o ponto §
encontra-se entre os pontos ¢ e B na FIG.IV.3.2. Seguindo o
mesmo raciocinip acima mencionado pode-se achar os valores das

vartavels nao pento S.

Uo - 8:( Usreg - c.Ug)
Us = T - @8-.(0. - 0. - c. - c2) 1v.3.23
C B C B
c + U ‘9'(0 - o )
Cg = c1 T 3. = E = = 1V.3.24
(e¢ B’
YS = YC + 8'(US - CS)'(YC - YB) IV.3.25

De posse dos wvalores nos pontos R e S e resolvendo as

equagoes IV.3.1!3 e IV.3.17 simultaneamente obtem-se ¥p & Up.
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1
vp = c——-—-,,cs-{ ygCp * Vg'Cg * cR-cs-[ g (Ug-Ug} - 4t (Sp-Sg)

- ""E“'["%;'(UR'CR) - _%g.(us+cs)] ] } IV.3.26

Yo~V :
U, = U, - gr— B - g-4t. (S -So) - -2 At

P R Cq RH

- (Up-cp) IV.3.27

Kas extremidades do canal existe apenas uma equagao
caracteristica (IV.3.15 ou IV.3.17) e duas incagnitas, Up e ¥p-
Desta forma faz-se necessaria uma cundigZO conhecida que permita
o prosseguimento do calculo. Tal condi¢cao e chamada “condigao de
contorno” e pode ser o valor conhecido de uma variavel {nivel
d’égua constante, velocidade nula, etc..) ou uma relagao entre
as duas incognitas {lei de manobra de uma valvulaj.

Uma integragso de segunda ordewm poderia ser utilizada na
aualiacso das equagSEs I¥.3.1®@ a IV.3.13 visando tornar mais
precisa a representaqgo das equagaes diferenciais por diferengas
finitas, entretanto isto tornaria o manuseio das equaoses muito
mais complicado e ainda seria necessario fazer uso de
interpolasoes. Considerando-se que em geral sao utilizadas
discretizaqaes Ax pequenas para reduzir o efeito dispersivo das
interpalacaes, naa Justifica o uso de equa¢aes mais complicadas

do que as deduzidas neste capitula.
I1V.4 - ERROS DE INTERPOLACHO
Uma das vantagens do uso do Metodo das Caracteristicas

com intervalos de tempos especificados com interpola¢§n e o de

permitir uma solugao ordenada com o conhecimento dos valores das
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variaveis dependentes em todos os pontos da wmalha de
discretizacao em um mesmo instante de tempo. A maior desvantagem
e o fato da interpnlagga introduzir um amortecimento numerico

artificial a solugao.

YRS, SN,

(a) (b)

FIG.IV.4.1 - Erros de interpolagac no plano x-t [15].

A farma pela qual o amortecimento influencia a sulugzu
pode ser visualizada no escoamantn sem atrito da FIG.IV.4.1. Se
um transitorio e introduzido no ponto B no planeo x-t, entao seu
efeito se fara sentir na outra extremidade do canal no ponto D.
Entretanto se apenas duas discretizagoes forem usadas,
FIG.IV.4.i(a), @ uma interpolacao de 50% estiver sendo usada na
solugio numerica (§ = &:.c =0.5) nota-se que 50% do efeito sera
transferido para S e dai para o ponto O no tempo At. Tem-se
ainda que 504X do efeito que chegou a 0 sera transmitido para o
ponto Y. Desta forma 25% da perturbagao inicial chegara

antecipadamente ao outro lado do canal e sera refletida para o
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ponto de partida antes da onda fisica, amortecendo o
transitorio.

Esta situagao pode ser melhorada com o uso de um maior
numero de discretizagoes, FIG.IV.4.1.(b}. Coam quatro
discretizacaes o disturbio chega a extremidade do canal no mesmo
instante dia tempa mac mAam magnitude bem reduxida. Uma
interpnlaggo menor (ponto S bem proximo do ponto B} e igualmente
benéfica na tentativa de diminuir o erro numerico [15]-

E preciso ressaltar que o fator mais iwportante para
evitar o acumulo de erros ao longo da tempo e garantir a

estabilidade do processo @ a satisfac;n da condigsn de

*Courant’.

IV.5 - O METODO DO GRID DE CARACTERISTICAS

No item IV.4 deste capitulo foi descrito o Metodo das
Caracteristicas usando intervalos de tempo especificados que
gera soiugses ordenadas em uma analise camputacional. Quando o
fenomeno a ser analisado conta com velocidades muito variéueis,
a intarpolaggo utilizada no processo com intervalos de tempo
especificados gera erros apreciéveis. Da mesma forma, gquande
ocorrem celeridades muito baixas, a velocidada do fluido poda
cor da mecma ordem de magnitude da celeridade @ maic uma wvez a
interpola¢50 com intervalos de tempo especificados gque conta com
uma malha de discretizagac regular e indesejavel.

0 metodo do Grid de Caracteristicas nao permite a
ocorrencia de tais erros de interpulagSB pois parte diretamente
das equagaes Iv.3.13 a IV.3.18 para chegar a solu¢;u das

incégnitas Hp, tp, Vp @ UP A malha desenvolvida no plano x-t
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por este metodo e bastante irregular uma vez que a posiqso de
interseccao das linhas caracteristicas nao e fixa. & FIG.IV.5.1
mostra uma malha originada do metodo do Grid de Caracteristicas.
Os valores das variaveis sao considerados conhecidos em todos os
pontos do canal no instante inicial (t=0}, e atraves das
equa¢aes IV.3.159 a IV.3.18 pode-se chegar aos valores nos paontos
a, bec (FIG.IV.5.1). Com oc valores de x, t, U @ y conhecidos
am cada um desses pontos a £nrma¢;o do grid pode continuar para

os pontos d # f @ assim sucessivamente.

ty

’
b3

I
x=0 x=g

FIG.IV.5.i - Grid de Caracteristicas

Nas extremidades do canal faz-se necessario o uso de
cahdigses de contornoc da mesma forma como e feito no metodo com
intervalos de tempo ecpecificados.

Segue-se uma aualiaggn do desempenho dos dois metodos
citados neste capitulo, o Grid de Caracteristicas {GC) e o grid
retangular (GR) com intervaloc de tempo especificados segundo

WYLIE o STREETER [15].
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ijo0 metodo do GC usa uma wmalha irregular comparado a
malha retangular do GR. O primeirs @ consideravelmente mais
economico em termos de tempo computacional para precisges
eqgquivalente.

2)0 metodo GC apresenta resultados com boa precis;u nos
pontos de intersecggo do grid. Entretanto os resultados nao
@stao vinculados a um mesmo instante de tempo ao longo do canal
e nem a seccSes fixas ac longo do tempo. Interpolagaes devem ser
feitas caso estas infcrma¢595 se jam desejadas. O metodo com GR
apresenta os resultados onde sao dese jados, mas apresenta erros
introduzidos pelas interpolagSes em cada instante de tempo sendo
tao maior o erro gquanto maior for a interpala;go.

3}Nu Grid de Caracteristicas nao e possiuel manter um
controle da localizagsu dos pontos de intersec¢;c no plano x-t.
Ecstes pontos podem cair fora da regigu do canal fazendo com gue
o processo perca o sign:ificado fisico. Para solucionar este
problema de distnr¢50 do grid no metodo do GC o procedimento
geralmente adotado e o de regularizar o grid ajustando o mesmo
apés determinado numero de etapas de calculo. istoc envolve uma
interpola;;n dupla no plano x-t dos dados jé calculados. Assim
chega-se a um espacamento regular e o metodo GC pode novamente
ser aplicado por mais um periudo de tewpo.

0 numero de vezes gue tal interpnla¢;o e necessaria
depende de qu;o spvera e a wvariagao da celeridade. 8]
amortecimento numerico introduzide com esta interpulaqgu nac e
tao significativo gquanto aquele introduzido no grid retangular.

d)ﬁ CDndiQ;D de Courant para estabilidade do processa e

sempre satisfeita no metodo do GC enguanto que no GR e preciso
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ficar atento para gue o grid gerado satisfaga tal condigzao em
todas as etapas de calcula.

5}No metodo do GC nan ha meios de se manter um controle
da entrada das variaveis de contornoc no tewpo enguanto no GR as
condigges de contornc entram no calculo em tempos pré—definidns.
Isto torna o metodo do GC desapropriado para sistemas complexos
ac mesmo tempoc em gque e uma grande vantagem do metodo com GR.

6}As dimensoes das discretiza;EES devem ser esceolhidas e
mantidas inalteradas aoc longo do canal no metodo com GR.

7}0 Metodo das Caracteristicas usando o GR apresenta dois
inconvenientes para apiica;go em canais abaertos. 0 primeiro e a
limitagsﬂ do incremento de tempo pela cundi;gu de Courant e o
sequndo e a necessidade de uma discretiza¢;u com elementos de
iguais comprimentos para reduzir os erros de interpnlaggn. Em
transitorios lentos, o primeiro fator pode tornar o uso deste
metodo anti-econowico e na modelagem de c¢anais naturais o
segundo fator torna o use do metode inadequado.

Esta analise permite concluir gque os dois metodos sao
igualmente eficazes ficando a escolha vinculada ao fenomeno que
sera estudado.

No caso especificu dos transitorios hidraulicos a
superficie livre gque ocerrem no interior da camara da eclusa
optou-se gpelc metodo com grid retangular ou com intervaleos de
tempo especificados pois a irregularidade do grid no metodo do
Grid de Caracteristicas tornaria a analise do fenomeno a duas
dimensoes bastante dificil. flam disso e desejéuel o
conhecimento do valor das variaveis dependentes em pontos

especificos sendo tambem importante ter em maos o comportamento
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do fenomeno em todos os pontos da malha em um mesmo instante de
tempo, o que so e possivel com o grid retangular.

fipesar dos transitorios que ocorrem no interior da camara
de uma Eclusa serem lentos ainda e economicamente viavel do
ponto de vista de tempo computacional usar o Metodo das
Caracteristicas com intervalos de tempo especificados tendo em
vista que a cada instante de tempo nao e necessario resolver um

grande sistema de eguagoes pois as caracteristicas Sa0

rasoluidac aoce pares.
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caPiTULO V - EQUACIONAMENTO MATEMATICO DO  FENOMENO

HIDRAULICO

Neste capitulo serao estudadas as ondas que se formam na
superficie‘ d'égua da camara de uma Eclusa resultantes do
enchimento ou esvaziamento da mesma. fAs equa;gas diferenciais da
Continuidade e do Movimento serao deduzidas para posterior
resolugso numerica pelo Metedo das Caracteristicas com

intervalos de tempo especificados.

z Z
h(t) = — O~ T{RY2E) — _Ow TRy t)
Wo{u,y,t)} —] Ho(x,y,t)
JLttrtrttrtetd tttteel o,
i a | | b |

F1G.V.1 - Sistemas de Eixos Ortogonais Utilizado

onde:

a : Dimens3o longitudinal da ciamara da Eclusa [m]

b : Dimensac transversal da camara da Eclusa [m]

Wo (x,y,t) : Velocidade equivalente de entrada/saida de
agua no fundo da camara [m/s]

h{t) : Altura média de agua no interior da camara no
instante de tempo t [m]

p{x,y,t}) Perturbacgo do nivel de égua em rela;SO a
altura media no ponto de coordenadas (x,y} no instante de

tempo t {m]
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FIG.V.2 - Componentes das velocidades
onde:
¢ : Velocidade do escoamento na diregao-x [m/s]

v ¢ Velocidade do escoamento na dire¢§o—y [m/s]

V.1. - HIPOTESES SIMPLIFICADORAS ADMITIDAS NO

EQUACIONAMENTO:

1)As Eclusas consideradas neste estudo possuem sistemas
de adugao e esgotamento hidrodinamicamente equilibrades. Tais
sistemas permitem operagoes de enchimento e esvaziamento isentas
de ondas de translacgu muito severas, o que torna valida a
hipétese do escoamento no interior da camara ser quasi-paralelo
onde nao ocorrem aceleragaes verticais significativas e a
distribuigao das pressSes & hidrostatica.

2)Em escoamentos a superficie livre como o que ocorre no
interior da camara e intuitivo supor que todos os esforgos
impostos ao corpo de égua serao acomodados pela superficie livre
sendo possivel admitir o fluido, no caso a agua, como sendo
incumpressivel.

3)As baixas velocidades do escoamento na camara

possibilitam a nao consideragao de mecanismos de dissipagao de
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energia na formulagao matematica. Tais mecanismos sao relevantes
no final do processo de snchimento quando atuam amortacendo as
perturba;SES geradas, entretanto como o perioda critico na
Earnagaa de ondas ocorre nos cinco minutos iniciais do
enchimento [14] foi possivel desconsiderar o atrito sem perda na
precissa.

4)Assumiu-se ainda que nao existem embarcagaes no
interior da Eclusa e gque as comportas reguladoras de vazao serao

abartac gradualmonts.

V.2 - EQUACAO DA CONTINUIDADE

& equagao da Continuidade traduz o principio da
conserva¢;o da massa: O acrescimo de massa do liquido no volume
de controle durante um intervalo de tempo At, e igual a soma das
massas do liquido que entra ne volume de controle diminuida da

massa do liquido que sai do mesmo.

FIG.V.2.1 - Elemento de Fluide consideradc na dedugsn da

Equacao da Continuidade.
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fis seguintes parcelas atuam no volume de controle

representado na FIG. V.2 i:

(htn} .
P J u-Aydz = vazao de massa que entra no volume de controle
9

na diregao-x.

{h+n) d ~
F J [u-dy + Eﬁ(u-dy)-dx dz = vazao de massa gque sai do
o

volume de controle {(vazao que entra somada a wvariagao

desta na diregao-x).

(h+r}
P I v-Axdz = wazao de massa gue entra no volume de controle
o

na dirEQSQ—y.

P J [v-éx + g;(v-ﬁx}-éy dz = vazap de massa que sai do
O

LY

volume de controle {vazao que entra somada a wvariagao

desta na diregao-y}.

pruo A Ay = vazao de massa qgque entra pelo fundo do volume de
controle

g?(p-ﬁx-ﬁy-(h+q}} = variagao de massa no volume de contrele no

tempo

Do Principio da Cunseruagge da Massa chega-se a:

(hn} {h+n) 3 {(hn}
P f u-Aydz - j {n-éy + Eg(u-éy}-Ax]dz + p J v Axdz -
Q [0} o

{htn}
I {v-dx + g;(v-éx}-éy]dz +p-Uo - Ax - Ay = {p-4n-4y-{hn})
o

%

U.2.1
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Pela hipétese do escoamento quasi-paralelo sara
considerada uma velocidade media na vertical na diregao-x (U) e

vma velocidade média na vertical na diregao-y (V}. Desta forma:

(h-l-r)}
I u.dz = (hin} U V.2.2
o
{h+n)
J v.dz = (h+p)-V v.2.3
o
F?n) JEIESY
u e
=—:dz = — [ J u-dz ] -u cz—(h+n)
an ax o {h+n) ax
onde: u -g—(h+n] # @ pois jul ({1 e IQ—(h+n}| (1.
" ox
{h+n)
(g+n) 5 (h+n)
u a
Desta forma: j;ai-dz = 3 [ J;u-dz ] = 5;[(h+n]-u} v.2.4

Similarmente na direq;o—y

v a a

=—'dz = z=— [ J vedz ] -v +=—(h+n)

onde: vl -g—(h+n) = @ pois |u] (1 e Ig—(h+n)] (1.

(h+n) ¥ y

{h+n) (n+n)
ou a a

Desta forma: —dz = — od = =—]|(h+n}-U V.2.35
R-37 By IL" z] av[‘ " ]

As equagoes V.2.4 e V.2.3 foram levadas em V.2.1 e
obteve-se:
-p-Ay-Ax-Q— {(h+p) -0} - p-Ax-Ay-é— (h+n) V| + p-Wo-Ax-Ay =
ox dy £ ¥ =

= P.Ax.dy.g‘.t_(h-l-r’) v.2.6

Simplificando a equagaoc V.2.6 obtem-se como equagac da

Continuidade:

(> 1]

aeiptn) ¢ g;l(h*”)'u] + g;[(h+&)'vl -Wo =0 v.2.7
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Optou-se pelo uso das vazoes e altura do nivel d’agua
como variaveis dependentes, sendo assim a equa;gn v.2.7

torna-ce:

a 3Qx . AQy _ . _
-a--{-(h‘l'l?) + F + F Wo = @ v.2.8
onde: Qx = (h+n) U = vazao por unidade de largura na

diregao-x [m?/s/m].
Qv = (h+p}.V = vazao por unidade de comprimento na

diregao~y [m?/s/m].
v.3 - EQUQCEO DO MOVIMENTO

fi conservagao da gquantidade de movimentoe (Q.M.) num
volume definido, e obtida considerando a soma dos vetores na
direcgu longitudinal. Portanto a Q.M. que entra, wenos a Q.M.
que sai, mais a ¢Q.M. devido a contrihui;gn lateral e as forgas
gque atwam no corpo de égua e igual a uaria;gn de Q.M. no tempo.
Sendo assim, a somatoria das forgas gue agem no volume e igual a

variagao total da Q.M. no tempo (equaggo V.3.1}.

—sf
ax
x/// "
Y
FiG.V.3.%1 - Volume de Controle considerado na dedugsn da

Equa¢go do Movimento.
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2 d ]
F = E(m-v) v.3.1

Considerando as hipoteses simplificadoras, a unica forga
atuando no elemento de fluido consideradoc e a forga de pressgo
vista que a forga de gravidade e ortogonal as diregoes
consideradas.,

Uma vez que a quantidade de movimento e uma grandeza
vetorial, esta deve ser considerada separadamente nas duas
dire¢Ses.

Forga de Pressaoa

Dire¢;n-x:

— L L] apl . T - - a—p’ . L] —
pray- Az [p Ay Az + T Ax Ay az] = T AxAy-Az = Rx
UI3l2
Direcac-y:
— L] T a_p' . » — — Bpl » + -
pAx:Az [p Ax-Az + 3y Ax Ay dz] = By AxAy+Az = Ry
v.3.3

Varia¢§o da Quantidade de Movimento no Tempo

E a derivada no tempo da Quantidade de Movimento do
fluido no volume de controle.

Diregao-x = g¥(p-dx-dy-dz-uj v.3.4

Diregao-y = g?(p-dx-dy-éz-v) V.3.5

Variagao da Quantidade de Movimento no Espago

Como o elemento de fluido cansiderado nao e
uni-dimensional, faz-se necessario considerar que a gquantidade
de movimento em uma diregsn sofre a influencia do movimento nas

- il -
outras direg¢oes. Sendo assim tem-se:
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Diregao-x = g;(p-dy-éz-ut)-dx + %;{p-dxobz-u-u]-dy +
+ %E(P-Ax-dy-u-w)-éz V.3.6
Diregao-y = gg(p-éx-éz-uz}-dy + g;(p-ﬁy-ﬁz-u-v}-ﬁx +

+ gi{psAx-Aysu-w}-Az V.3.7

ﬁplica¢50 da Conservacao da Quantidade de Movimento

Diregao-x

ap a a8 ] a aJ
- §¥{p-u) + EF(PIU ) + 5;(;:r-u-uj + EE(P'U.W) v.3.8
Direcao-y:
d a a3 2 d a3
- 5% = 3?{p-u) + EF{P'U ) + E;‘P'“'Uj + EE(p-u-w} v.3.9
Expandindo V.3.8,
% _ ,8u 92 L w122 4 2.0 0T 4 w4 o
x P ATt Uart Y gt tpuprtpugytevg
8p oW , pew I8 w2
+ u-v 3; + piu 35 + pw Iz + wu 3=z V.3.10
Levando a equacac da Continuidade { 2% + gf(P'“} +
a a
EF(P'U) + 3E(p-w) =@ ) em V.3.10 :
du du du du dp
Par Y Pugr ¥ Py 3y tprwa— = I V.3.11

Como as velocidades do escoamento sao maito pPEgUENAs com
relagao a velocidade de propagacao das perturbacoes {u,v,w {{e},
os termos convectivos gque 530 o produto de dois valores peguenos
se tornam despreziveis.

Dasconsideranda os taermos convectivos em UV.3.11

du dap

Plﬁ= - E; 0-3-12
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Analogamegnte, expandindo V.3.9 chega-se a :

vV.3.13

Considerando a distribui¢c3o hidrostatica de pressoes:

p = P'G‘{ {htnp) - z]

P-g-g—,;(h**nl

a
P'G'E;(h+0)

lLevando V.23.15 em V.3.12 @ V.3.16 em V.3.13 :

du a

Pt = - £ 9 gxplhm)
s a
‘gt = = P19 gylbm)

Integrando V.3.17 e V.3.18 :

(h+n) (h+n)

g? J u-dz + g J g;(h+n)dz = @
o o
(n+n) {h+g)

g? J v:dz + g J g;(h+n)dz =@

o 0

Na diregao-x:

G lotnemy] + g tnen) G (nem) < 0

Ha dlre¢50—y:

2 [v-tnemy] + o (nen) Foe(nem) = 0

V.3.14

¥.3.15

V.3.16

U.3.17

V.3.18

v.3.19

V.3.20

v.3.21

v.3.22

Utilizando vazoes e altura do nivel d'égua como variaveis

dependentes:
Na diregao-x:

Se(ex) + g-(nen)-Jo(nen) = @

v.3.23
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Na diregao-y:

sp (Qv) + g {h+n) 5 (R0} = v.3.24

V.4 - EQUACDOES CARACTERISTICAS

fis equagoes da continuidade (v.2.8) e do movimento
(v.3.23 na diregao-x e V.3.24 na diregao-y) sao equagoes
diferenciais parciais hiperbolicas e guase lineares em termas de
tres variaveis dependentes (Uazgu na dire¢5o-x, vazaa na
dirquo—y e nivel de égua) e tres variaveis independentes
(discretizagoes emy e em x e o0 tempo). Estas equagoes serao
transformadas em oito equa;Ses diferenciais ordinarias pelo
Metodo das Caracteristicas.

s equagaes da Continuidade e do Movimento seraog

identificadas por lo, Li @ L2 como se segue.

alx ad
Lo : J(h+n) + 228 & “%% - W = @ v.4a.1
aQx
L1 5t ¢ g-(h+n]-3;(h+n) = @ v.4.2
a a
L a.%z + g-(h-}nluﬁ(h{n) = @ v.4.3

Tendo em vista que n (perturbagsao do nivel d'agua) e
peguena comparado a h (nivei d'égua medio no instante t), nas
equacoes Li e L: sera admitido que {h+p} 2 h

E pussivel combinar linearmente estas equagoes fazendo

uca de multiplicadores desconhecidos (X1 @ X2 ).

I..I = lo + Xxi1:Ls
g aQx aQy ] agx -
LI a {h+n) + Ix + ay -Wo + hi 3t + g+h ﬂ(hﬂ?)
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Fazendo g-h = e rearranjando LI chtem-se,

ct
_ 19 : 3 . |99x 1 8Qx aQy _ _
L,= [§¥{h+n) + A -C 5;(h+q)] + A {5¥—-+ SV 3y Wo =0

¥.4.5

Quaisquer dois walores distintos de A1 levarao a duas
equacaes em termos das variaveis dependentes (h+p) e Qx
equivalentes as EqanEES Lo e Li. O Metodo das Caracteristicas
consiste em selecionar dois valores particulares de A1 que
resultem na conversao da equa;gn LI em um par de equa¢aes
diferenciais ordinarias.

Em uma das equaqaes apareceré ainda uma derivada parcial
que sera tratada como residuo.

Canciderando gque Qu = Qu{x,y,t}) ® (htn} = (hipj{x,y,t)

sa0 snlugaes das equa¢ses Lo e Li temos que:

dQxn aQx dx aQx dy + IQx

gt = ax at ' ay ‘at ' at v.4.6
d a8 dn a dy a

a?1h+n) = 3;‘“*")'3? + 5;‘h+”)'ﬁ? + E?(h+q) v.4.7
Levando estas equaqaes em V.4.5 vem que:

dx 2 1 1

DPesta forma a eqanSu V.4.5 pode ser escrita como:

d 1 dQx ., aQy _ _
geld*n) toge tagy W=

sujeita a

dx dy _
F=tre© ° at = 2
As guatro equagaes diferenciais ordinarias na dirquu-x
sao:
+ d i dQx aQy _ .
Cx ﬁ-(hﬂ?} + E E'{_— + 5;;— W = @ V.4.9
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r
- | d _1dQx 8Qy _ =
cx” | glptn) - 2T G - W = 0 v.4.12
dx _ _ dy _
af = c V.4.13 g = ° V.4.14

finalogamente ao que foi feito para obtengao de L e
possiuel combinar linearmente lo e L: com o multiplicador At e
seguindo o mesmo raciocinio obtém-se dois pares de equagoes

Caracteristicas na diregao-y, que sao:

+ d i dQy aQx _ _
¢y’ | gElhm) * g taw "W =0 v-4.13
dy _ dx _
E_ + C V.4.16 a‘T—@ V.4.17
- d _ i_de aQx _ _
Cy Telb+n) - 23t we W = @ v.4.18
dy dx _
at = "¢ V.4.13 gt = 9 v.4.20
.

V.5 - INTEGRACAO NUMERICA

fis equaqSES Caracteristicas =e encontram agrupadas em
gquatro chaves para enfatizar asua dependénuin, a integraqgo
numerioca deve ser feita ao longo das linhas Caraoteristicas. Uma
aprnnimnqgo e introduzida na avaliapgo da integral uma vez gque
Qn, Qv, o e (h+n) sao funQ;E! desoconhecidas. A integraggo
trapezoidal produ= equapges algébricas que levam a solques

estaveis desde que a condiQ;o de “Courant” seja observada.

Ax
c

At v.5.1

1.

Uma integraggu de primeira ordem e em geral satisfatoria.

Esta leva a um metodo de SGIUQ;o explicito ) estévei.Segue—se a
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integracao numerica das Equagoes Caracteristicas.

fissuminde as variaveis dependentes Qx, Qy, e {h+n)
conhecidas nos pontos R, §, Te J (FIG.V.5.1), oito equacses
podem se escritas em termos das incégnitas QxP, Qyp, Hps yp,
(h+q)P e tP. Isto envolve a inteqragga das equagges vV.4.9 a
v.4.19

Na aplicagso do Metodo das Caracteristicas as equagges
diferenciais da continuidade e do movimento nao foi possivel
transfaormar todas as derivadas parciais em derivadacs totais,
desta forma na integraggu as derivadas parciais serao avaliadas
com uma aprnximagsa de segunda ordem usando um coeficiente de
pnnderaggo delta (8} que sera posteriormente analisado.

Visto gque as velocidades de enchimento/ecvaziamento (Wo},
que sao dados de entrada do programa sao valores conhecidos em
instantes especificos, para a integracso das caracteristicas e

necessario recorrer a um sistema de interpolagao.

te+lt

N,
<N,
<

o
SR

y Ax Ax

N

FIG.V.5.1 - Linhas Caracteristicas
Tendo o valor da celeridade sido consideradcoc constante am
cada instante de tempo t conclui-ce gue cR=cS=cT=cJ. PBoravante a

apruximaqsn de segunda ordem da celeridade nas intﬂgra¢3es acima
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sera conhecida por c [ onde ¢ = E'CR,S,T,J +(1~5}-cP] visando

simplificar as farmulas.

Integragao na direcao-x :

t
P
totpAt |m—-——""7%72""""—"—"—
I i
I ex?t ! cx !
1 1 f
to g K c 5 X
— ax— |— ax —|
FIG.V.5.2 - Discretizaqgu do Metodo das Caracteristicas

oom intervalos de tempo especificados na dire¢;n—x.

Carmscteristioa Positivas

d(h+g) + é-de + g%z-dt - | wo-dt = o
R R

o
m

(hen)p - (Wn)g + = (Qup - Qup) + [ (5 +
c
+(1-5)-(991)P]-At - [B-HQR + (1—6)-WQP]-At -0 v.5.2

dy

Caracteristica Negativa:

d{h+p) - é“dQ“ + 99Y . 4¢ - Wo-dt = @
5 S S 5
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(hon)p - (hom)g - —— (Qup - Qug) + [5-(F2L)5 +

+{1-5] {an’ ]-ﬁt - [E-Wos + (1—5)-qu]-4t -0

Integragao na diregao-y:

t
P
totdt |-~ —~—~—— A~~~ ~——
1 i I
+ -
| CY i CY I
| i
to D T G T E 4
b——ay — |— 4y |

FIG.V.5.3 - Discretizagao do Metodo das Caracteristicas

com intervalos de tempo especificados na dire¢;u-y.

Caracteristica Positiva:

d(h+g) + é-de +
T T T T

(hn}y - (h+n)y + —é—-(QvP - Qyp) ¢+ [5-(92£
c

Tt

+{1-5) - (52X ]-At - [5'WOT + (1—6)-U5P]-At -0

Caracteristica Negativa:

d(h+g) - | 2.dqy + | 3L

J J

Wo-.dt
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Qx

(hendp = (bem); = == (Qvp = Qvy) * [5+(52%),

+(1-8) - (32%) ]-at - [5-qu + (1—5)'HbP]-dt = 0 V.5.5

Resolvendo simultaneamente as equagoes V.5.2, V.5.3,
V.5.4 e V.5.5 & possivel chegar a equa¢395 explicitas para as

incognitas. Desta forma:

Subtraindo as duas equagoes Caracteristicas na diregao-x:

Qup = S [(h+n)R (hem)g + Lo(@ug » @ng) + 80t (T - wo)g -

- (%%X - uu)Rl ] v.5.6

Subtraindo as duas equagses Caracteristicas na diPEGSD—Y:

@p = o= [(hen)p - (Bem)y + L(qwp + Qyy) + 6eat: [(F2E - woy, -
[ ]

- (39 uQ)T] ] v.5.7

-~ { a
Somando as guatro equagoes Caracteristicas:

QRR_QxSi'QYT_QYJ

(h+a)p = 7 + (n+n)p + (hen)g + (hen)y +(hen)q-

- st foe [t 3 - o)y (G - wo)g (T - we)y +(FE - o) |+

+ (1-8)- [2 @ (BQY - Wojp +2.0 (an - ua)P] ] } v.5.8

fis equagaes V.3.6, V.3.7 e V.5.8 permitem determinar as

tres incognitas pr, Qyp e (h+n)p em cada ponto da walha em
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fungao dos dados do tempo anterior.
V.6 - INTERPOLACOES

Mas equagoes V.5.6 a V.5.8 os sub-indices indicam que os
valores das variaveis devem ser tomados nestes pontos (figuras
FIG.V.5.2 e FIG.V.5.3}. Isto leva a uma interpnlaggn linear dos
valores conhecidos nos pontos R, B, C, D e E da malha de
discretiza¢go. Como jé foi explicado no Capitulo IV isto
introduz um fator dispersivo ac sistema numerico que pode ser

minimizado interpolando-se o minimo possivel.

a interpulaggu linear para QHR e expressa pela proporggn:

QHC - QxR ®o ~ Ep Rp — Hp

= = = 8‘5

Qxc - an Ax Ax
onde:

At
8 = Z;{- U.S.l
QHR ~ Quc - Q-B-(an - Qﬂn} vV.6.2
finalogamente:
(h*a)p = (hen), - 6-c-|{h+n), - (hen), V.6.3
Wp = W, ~ 80- (W, ~ W} v.6.4

Usando a interpulaqgn para achar os valores no ponto S

st - Qxc g ~ Xo Rg = dp _
= = = 9-(‘.
QHB - Qxc Ax Ax
st = Qxc + 8-c-(QxB - Qxc) V.6.3
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(hin}o = {h+n). + Q-E-[(h+q)B = {htn). V.6.6

Vg = W, + 8:c: (W - W) V.6.7

Na diregao-y a interpolagae leva aos seguintes valores

nos pontos T @ J :

QyT = ch - a-c-(ch - QyD) v.6.8
onde:

a = %; v.6.9
(h+n)T = (h+n)c - a-E-[{h+n)C - (h+q)D] V.6.10
Wy = W, - awc (Wy - Hb] vV.6.11
QyJ = ch + a:-c:-(QYE - QYC) V.6.12
{h+n)J = (h#n}. + d-E-[(h+njE - {h+q)c] V.6.13
Up = W o+ oare (W - W) V.6.14

V.7 - CONDIGOES INICIAIS E DE CONTORKNO

f solugas para problemas de transitorios hidraulicos
geralmente comega com condicoes de escoamento uniforme no
instante inicial (t=0), de forma que os valores de H (nivel), Qx
e Qy sao conhecidos neste instante em todos os pontos da
discretizagac. A solugao consiste em achar os valores de (htp),
QOu @ Qy para toda a malha no instante t = At, depois no instante
t = 2.At e assim sucessivamente ate alcangar o tempo de analise
desejado. Em qualquer ponto interior da malha de discretizaqga,
de coordenadas (i,J) genericas (FIG.V.7.1) as quatro equacoes

caracteristicas sao resolvidas simzl taneamente para as

incognitas pr{i,J), Qyp(i,j} e (h+n)P{i,j).
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14

At

P/ cyt ,
N |00 & (i,j1) ja0)

T
Cx~

e

{i-1,j} {ivd,j}

/ / -RCy’ 0(1,117

E (i,j+11 /
p
Cy*

D

T

cx
{b,0}
A A

Ax

y e

FIG.V.7.f - Linhas caracteristicas no plano x-y-t.

Uma observagao mais cuidadosa da walha da Fig.V.7.1
evidenacia qua as pontos extremos do cictoma comegcam a
influenciar os pontos internos apés o primeiro intervalo de
tempo. Desta forma para dar caontinuidade a snlugaa em qualquer
instante de tempo faz-se necessaria a introdupgn de condi¢aes de
caontorno apropriadas.

Em cada linha lateral da camara da Eclusa encontramse

disponiveis tres caracteristicas e no encontro de duas linhas
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apenas duas equagoes caracteristicas. Como ja foi dito
anteriormente, sao necessarias duas EqanSES caracteristicas em
cada direcgu para explicitar os valores das incégnitas QxP, QyP
e (h+n)P, desta forma torna-cse oauvidente gque para os poentos
localizados nas linhas limites laterais sera preciso obter uma
equagsu auxiliar especificandoc a vazao, 0o nivel ou uma relagaon
entre eles. Esta equa¢50 deve transmitir informagaes sobre o
comportamenta deste contorno. Sequem-se as cundigaes iniciais e
de contornoc da Eclusa em questgn.

Condicao Inicial:

No instante inicial (t=@) nao existe escoamento no
interior da eclusa newm perturba;go do nivel de égua. Desta forma
as vazoes sao nulas {Qr=8 e Qy=@) e o nivel e constante {h=Ho)

Candigses de Contornao:

Para x = @ e ¥ = a Qx @ {nao ha vazao na direggo—x)

#fl

Para y b Qy @ {nac ha vazac na diregac-y)

ey

it

A velocidade equivalente de alimenta¢;o no fundo da
Eclusa representada no modelo matematico por We sera um dado de
entrada durante todo o tompo de aenchimento/esvaziamento. O
conhecimente de tal wvelocidade e consequentemente da vazao
aduzida a camara, uma vez gque e conhecida a dimensao da camara,
permite o conhecimento da altura de égua media no interior da

Eclusa em cada instante de tempo calculado.

t
h{t) = Ho + 92—Lzl-tf['t e
a-b
o
Qo(t) = Jan Wo(x,y,t) dx-dy v.7.1
oo
onde: Qo(t} - Fungao de enchimento conhecida

Ho - Altura de agua no Iinterior da camara no instante t=8.
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CcAPIiTULO VI - DESCRICAO DO PROGRAMA DESENVCLVIDO

Com base no modelo matematico desenvolvido no Capitulo U,
foi elaboradoa um programa para micro-computadores do tipo

PC-MT/AT na linguagem FORTRAN 77.

Vi.i1 - PROCEDIMENTO DE CALCULO ADOTADO

Visando a elaburaggn de um algoritmo estruturado foi
utilizado o artificio de criar uma orla de pontas ficticios em
torno da discretizagao real da Eclusa (FIG.VI.i1.1). Com a
criaQED desta orla todos os pontos pertencentes ao espago fisico
da Eclusa se tornaram pontos internos da malha de diSCPEtiZ&QSD
para onde convergem as guatro equacaes caracteristicas, o que

mmiformiza o procedimento de calcula.

Fronteira 4
0 1 ¥ X
VIS PE VI L PA VI Tl VIS T A VI
z z
Fronteira I —— 7 4+ +——4— Fronteira 3
z z
z z
P B /Tz/ AN
Y' Fronleira 2

FIG.VI.L.}

Discratizaqsa do fundo da Eclusa.

fis condigoes de Contorno nos pontos localizados nas

paredes e portas da camara da Eclusa foram satisfeitas no
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preenchimento dos pontos de orla (pontos £icticiu5} como mostra
0O @sgUemMa a seguir.

CDndi¢Ses de Contorno na fronteira 1:

-
L]

'B

N SN

le
|
— Ax—7b— Ax—

onde : A = Ponto ficticlo da orla
B = Ponto interno da malha de discretizagao
equidistante do ponto A .
P = Ponto da malha de discretizacac localizado no

itnstante de tempo imediatamente posterior équele dos pontos A e

B.
P +
Cx+ /i
Ficricwy 7 f)
s -
/ Cx
R/ . X
A Cy C S B
J
E
'
y
F1G.VI,.1.2 - Caracteristicas gue convergem para o ponto P
valores atribuidos ao ponta ficticio A ’ visando atender
a condiggo de contorno Qx(x=0,t) = @ no ponto 'F .
(h+n), _o = (htn) _o VI.t.1
aQy . _9qy
dy  x=A = "By x=B Uvr.t.2
o v-a “ % g VI.1.3

Qx -ca = T Lp Vi.1.4
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Levando os valores acima na equacao V.5.6 satisfaz-se a
Condigao de Contorno na Fronteira 1 (pr(x=0,t)=0). 0 wvalor de
QyP pode ser abtido da suhtragSD das duas equa¢ses
caracteristicas na diregac-y {equagao V.5.7} e o valor de (h+n)P
e obtido da soma das equa¢5e5 caracteristicas nas duas dire;Ees
(equagao V.5.8}.

Observe-se que a caracteristica ficticia CX' nio introduz
erro pois com os valores impoctos (VI.1.1 a VI.1.4) a soma das 4
caracteristicas feita para a ahtenggo de V.5.8 e equivaiente a
somar apenas as 3 caracteristicas reais e assumir a condigao de
cantorno Qx{@,t)=0.

Nas demais Fronteiras (FIG.VI.1.1) foi seguido raciocinio
anéiugu para atender as Cnndicses de Contorno.

A alternativa Classica do Metodo das Caracteristicas para
o calculo das incégnitas nos pontos de fronteira seria o uso das
Equa;ﬁes Caracteristicas reais aliado a Cnndiggo de Contorno
conhecida. A desvantagem desta ap¢50 se encontra no fato de
serem necessarios oito procedimentos de calculo para os pontos
de Fronteira, a sabar:

Fronteira 1 : Equagaes Caracteristicas CY , CY e CK e a
condicao de contorna Qx = @.

Fronteira 2 : Equagoes Caracteristicas CY , CX e CX e a
cundiggc de contorno Qy = @

Fronteira 3 : Equagoes Caracteristicas CY , CY e CX e a
condiggu de contorno Qx = @

Fronteira 4 : Equagoes Caracteristicas CX , CX e CY e a
condigao de contorno Qy = ©

Ponto comum as Fronteiras 1 2] 2 : Equacaes

Caracteristicas CX , cy' e as Condicoes de Contorno Qx=0 e Qy=0.
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Ponto comum as Fronteiras i e 4 : Equacoes
Caracteristicas CX_, CY e as Candigses de Contorno Qu=@ e Qy=@.
Panto comum as Fronteiras 3 e 4 ' Equa¢ses

Caracteristicas CX+, CY e as CundigSes de Contornec Qx=0 e Qy=0.

Panto comum as Fronteiras 2 e 3 £ Equa¢595
Caracteristicas CK+, CY+ e as CondigSEs de Contorno Qux=0 & Qy=0.

No algoritmo idealizado nan foram usadas diretamente as
equagSes V.5.6, V.5.7 ¢ V.5.8. Foram eriadas subrotinas gque
calculam as parcelas referentes a cada equa¢5n caracteristica e
posteriormente estas parcelas foram adicionadas e subtraidas
convenientemante para ubtenggg das incégnitas. Este procedimento
visa apenas um programa mais facil de ser entendido alem de
evitar o uso de equa¢3es que ocupam varias linhas de
programagau.

Em cada inctante de tempo utilizam-ce as valores das
vazoes e niveis do tempo anterior para calcular as incégnitas,

os valores achados se tornarao base para o calculo das wariaveis

(h+n), Qu @ Qy no instante de fempo seguinte.

UVI.2 - DADOS DE ENTRADRA

O programa admite como dados de entrada:

VI.2.1 - Dimensoes da Eclusa:
a = Dimensao longitudinal da camara.
b = Dimensao Transversal
V1.2.2 - HNive: de égua no interior da camara em cada

instante de tempo = h(t).
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V].2.3 - Numero de discretizagoes nas duas diregoes da
camara.

NDX Numero de discretizagaes na direggu H.

L}

NDY

Numera de discretizaqaes na direcgo V.

Vi.2.4 - Tempo de Calculo desejado

TENCH = Toewmpo de enchimanto/esvaziamento.

VI.2.5 - Coeficiente de ponderacao da aproximacao
secundaria no modelo matematico = DELTA

UI.2.6 - Matrizes com as velocidadec eguivaientas da
entrada/saida de égua no fundo da camara. O intervalo de tempo
gntre duac matrizes consecutivac no arquivo de dados de entrada
e considerado constante e tambem um dado de entrada.

TESP = tempo de espagamenta entre ac matrizes de
velocidades de entrada de égua na camara no arquivo de dados.

O0s dados de entrada supra-citados devem so encontrar num
arquivo previamente criado ao qual o pragrama associa o numero
légico 15 1,

0 sistema de wmedidas wusado e o S.I. ({Sistema

Internacional - M.EK.S.)

VI.3 - ALGORITMO E FLUXOGRAMA DO PROGRAMAO

ALGORITMO:

INICIO

- legitura dos dados de Entrada

Definiggu das Constantes.
- Uerificagga do numero de discretizacaes 2m relagsn ao

dimencionamenta dac matrizes do programa.
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- INICIO DA RESOLUCAO NUMERICA.

Calculo da celeridade (C)

Calculo do incremsnto de tempo At
-+ t =t + At
— S@ t » TENCH = STOP
Metodo das Caracteristicas
- Calculo dos valores das Vazoes Qx e Qy em
tocdos os pontos internos da malha de discretizagau e posterior
presnchimento dos pontos de arla.
- Calculo das Derivadas das Vazoes e
preagnchimanto da orla.
-~ Calculo do nivel em todos os pontas internos
da matriz de discretiza¢50 e preenchimento da orla.
- Atribuicao dos valores das vazoes, dos niveis
e das velaocidades de entrada do tempo t+4t 30 tempo t.
- VYolta ao comego da resolugac numerica para

calculo das incognitas em um novo instante de tempo.

Para chegar aos valores das vazoes e posteriormente aos
dos niveis sao inicialmente calculadc os valores das 4 (quatro}
EquacSes Caracteristicas que, somadas como demonstrade no modeio
matematico, torna possivel a obtenggo dos valores dese jados.

0 calculo das vazoes no temps t antecede ao dos niveis
pois para obter estes tltimos faz-se necessario a ubten¢;n dos
valores das derivadas das vazoes no tempo t.

O praograma tambem conta com uma subrotina que interpola
os valores das vazoes e niveis entre os pontas da discretizaqso
para chegar aons valores nose pontose reaic de partida das

Caracteristicas quando estes pontos nao coincidem com os pontos



74

da malha. Esta Subrotina e utilizada no calculo das parcelas das

4 equagoes Caracteristicas.

FLUXCGRAMA :

INicIO

- Introducao das condigoes iniciais de vazoes nulas e deri-
vadas das vazoes nulas em todos os pontos da malha.

- Leitura dos dados de entrada :a,b,Ho,TESP,NDX,NDY,TENCH &
DELTA.

- Defini;So das constantes.

- Introdugao das CundiqSEs Iniciais do nivel e da celerida-

de — Para t=0 : (h+p}(n,y) =Ho e C = J g-Ho

l

Inicio da Resnlucsu Numer ica

l

ol . . . _ minimo entre Ax e Ay
Calculo do primeiro At: At = T (t=0)
- Caleculo do primeiro tempo de calculo: t = t + At

i

- SUBROTINA VELENT - Le do arquivo de dados o nivel medio

— {1)

de égua e as velocidades equivalentes de entrada nos pontos
da malha de discretiza¢5u,interpola linearmente para chegar

as velocidades equivalentes no instante de tempo que esta

sendo calculado.
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- Calculo da celeridade no instante t (Cp)

- Calculo da celeridade media (C) : C = 6:C + (1-8)-C

METODO DAS CARACTERISTICAS

!

- Sendo conhecidos os valores das vazses, niveis e veloci-
dades de entrada no instante de tempo anterior, a SUBROTINA
INTERF acha o valor destas variaveis nos pontos reais de
partida das quatro caracteristicas sequndo as equagaes
V.6.1 a V.6.19.

- Calcula a soma das parcelas referentes ag ponto de parti
da da caracteristica Cx (parcelas com sub-indice R ) na
equa¢50 V.5.2 chamando esta parcela de Ci.

~ Caleula a soma das parcelas referentes ao ponto de parti
da da caracteristica Cx  (parcelas com sub-indice § } na
equa;go V.3.3 chamando esta parcela de C:.

- Calcula a soma das parcelas referentes ao ponto de parti
da da caracteristica Cy+ {parcelas com sub-indice T } na
equaqgn ¥.5.4 chamando esta parcela de Cs,

- Calcula a soma das parcelas referentes ao ponto de parti
da da caracteristica Cy {parcelas com sub-indice J ) na

equapsn V.3.5 chamando esta parcela de Cy.

:

~ Calculo das vazoes na direcga—x £ na dirqun-y (pr e
Qyp respectivamente) no instante de tempo t em todos os pon
tos da malha de discretizaqgu segundo as equa;Ees V.5.6 e

v.5.7.
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- Preenchimento da orla em torno das matrizes pr e Qyp
tornando os pontos de fronteira da Eclusa pontns internos
de calculo satisfazendo tambem as condigoes de contorno nes

tes pontos.

- Calculo das matrizes das derivadas das vazoes:

i

DQx Derivada da vazao na dire¢;o—x am relapgn a X

derivada da vazao na direggo“y em relaqgn ay

DQy

H

l

- Preenchimento da oria em torno das matrizes das deriva-

das

~ Calculo das parcelas das equagses caracteristicas em x e
em v referentes ao pontoc de chegada da caracteristica {par-
celas do lado direito da equa¢gu V.3.8 que contam com o sub

-indice P).

- Calculo dos niveis em todos os pontos da malha de dis-

cretiza;gn segundo a equagao v.5.8.

!

- Criagao da orla em torno da matriz dos niveis.

i

- Impressga de Resultados.

|
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- Qtrihuicgo dos wvalores calculados neste instante de tem-
po ao tempo anterior para ser usado na préxima etapa de cé;

culo.

- Calculo do novo incremento de tempo At:

minimo entre Ax e Ay

at = C{tempo ora calculado)
!
- Determina;go do novo tempo de calculo: t = t + At
l
[ Se t ) TENCH ) SIM — FIM
!
NAO

!
(1)
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cAPITULO VII - APLICACAO E APRESENTAGAO DE RESULTADOS

Coma finalidade de wverificar a precisgo do modelo
desenvolvido no Capitulo U fez-se necessaria a elaboracgo de
exemplos exatos para efeite de camparaggu dos resultados finais.

Sabendo-se gue a distrihuiggo de vazoes nos orificios do
sistema de distribui¢;o de uma Eclusa wvaria preferencialmente na
direggn longitudinal e em alguns casos (dependendo do sistema de
distrihni¢;o) tambem varia na dire¢;n transversal decidiu-se
pela cnmpara¢§c em dois exemplos de enchimento possuindo scluggo
esxata.

1) Funggo de alimentaggo onde a vazac nos orificios varia
linearmente apenas na diregga longitudinal do tanque. fi aduggn e
retirada simultanea de vazoes iguais mantem constante o nivel
med io d’égua na camara.

Para este exemplo foram efetuadas duas analises
comparativas. £ primeira foi uma aplicag;u do Metodo das
Caracteristicas a uma dimensao visto que na outra dimensao
horizontal nao ha uariaggo do escocamento. O segundo foi a
resolu;go exata do problewma utilizando-se uma expansgo em serie
de Fourier.

2) Fungzn de alimenta¢§o com a vazae aduzida pelos
orificios variando linearmente nas duas direqzes. Comoc no
exempio anterior nao ocorre acumulo de volume no interior do
tanque @ a altura media de égua permanece constanto durante todo
¢ processo. O resultado exato deste exemplo tambem foi obtido
atraves de desenvoluvimento em serie de Fourier.

Tais exemp los sao descritos a seguir com os

equacionamentos exatos utilizados para a obtengao dos
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resultados.

VII.i - EXEMPLO DE ALIMENTACAO COM VARIACAO

UNI-DIMENSIONAL

UII.1.1 - DESCRIGCAO DO EQUACIONAMENTO

0 equacionamento a seguir tem comoc referencia os eixos

coordenadoe da FIG.VII.1.1.1.

{h+n)q
T
Ho
i
0 Z > x
FIG.VII.1.1.1 - Einos coordenados usados no
equacionamento.
Equaq;n da Continuidade
a a
29 4+ 2 (n+ 1) = U(x,t) VIT.1.1.1
Equagsu do Movimento
2
aQ L, .2 [(nsa)) _,
gt o 2
a a
S +g-(h+n)—2-(h+n)=0 VII.1.1.2

onde:

Q{x,t) = Vazao por unidade de largura [m3/s/m
d



g8e

n{x,t} = perturbacgao do nivel d’agua em relagao ao nivel
medio no instante t [m].

h = Nivel de agua medio no interior do tanque [m] - Valer
constante.

Fungao de Alimentagao:

Wo(x,t) = Wmaxe(1 - 2X).e(t) YII.1.1.3
£{t) = - para @ <t ¢T
1 para t » T
onde:
Wmax = Valor maximo da velocidade de entrada nos

orificios [m/s].
T = Instante de tempo a partir do qual a velocidade em
todos os orificios nao varia com o tempo [s].

& = Maior dimensao do tanque [m]

Wix t}

Wmax

FIG.VII.1.1.2 - Grafico da alimentacac em fungao do
comprimento (&) do tangue.

A fungao W(x,t) considera que a wvalvula sera aberta
gradualmente ate o tempa t = T e depois a alimentaQED sera

constante como mostra a FIG.VII.1.!1.3.
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x/8=0

x/2=1/4
22172y
x/9=3/4

xwl= 1

FIG.VII.1.1.3 - Grafico da alimentagaoc em fungao do

tempo.

A fungiao de alimentagaa W(x,t} wutilizada

neste exemplo

garante gque nao havera acumulo de volume no interier do tanque,

o0 que permite algumas simplificaqaes nas

viy.i.1.2.

equagoes

VII.l1.1.1 e

Sendo h > p e h = Ho {constante}, desta forma :

1

(h + n)
Ze(n + n)

a
gr(k + nj

Em VII.1

90 , 9
dx ot

h = Ho
on

T gu ?
an

- at’?

pois h nao varia com =.

pois h nao varia com t.

1.1

W(u,t)

Em VIX.1.1.2 :

a9
at

Fazendo

+ g-Ho

an
Bx = ©
-4

Co® = g:Ho em (VII.1.1.5)

celeridade da onda [w/s],

aQ + Col

at

a

en _

Ox

VIil.1.1.4

Vii.1.1.5

onde Co e a

Vil.1.i.6
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VIi.1.2 - METODO DAS CARACTERISTICAS

Chamando as equagaes Uii.1.1.4 e VII.1.1.6 de

respectivamente para facilitar as operagoes:

a a
Lot 3+ 3 =W (1)
. 99 :_Bq _
Li.ﬁ‘FCD 5;{--@

Combinando as equacoes Lo e Li :

ILe e Lis

VIiIl.1.2.1

Vir.1.2.2

VII.1.2.3

UII.1.2.4

VI11.1.2.35

VII.1.2.6

ViIl.1.2.7

VviI.1.2.8

L =1lLa + \A:Lis
_9Q 9,89, 00
L=gxtattraet 2l gp=Vlnt)
_ ¢ an : an 89 . 18Q, _
dx 2 1 1
gt - MCe =5— 2 A= I35
dx
at- -t ¢Ce
Equaqaes Caracteristicas :
+ [ dn t  dQ
C 1 a7 * Coat = ¥ (xt)
dx
L - Tl Co
- [ dp _ 1  dQ
¢ 1 & To ~dt ¥ {n,t)
dx
o -~ ¢




83

ta . Ax L Ax v
L ™ 1
P
totht -
N gl N i
teo J » X
0 A c B [
FI1G.V1I.1.2.1 - Linhas Caracteristicas no plano x-t.
Integrando as equaqaes VIT.1.2.5 a Vi1.i.2.8 entre os
pontos A, B = P obtem-se:
+ 14 t
c : I“dx = Co . I dt =) ® - R, = Co-{ t - ty }
1] tﬂ
x = xy + Cor(t - t,) VII.1.2.9
P ; P p
I dn + L I aQ - ] W [(x, * Co:(t-ty)),t]dt
] 1 t
4]
UIr.i1.2.1e
_ H t
¢ : I dx = - Co Itdt =) x - g =~ Cor( t - tg )
"B B
X o= Ry - Co- (t - tB} UII.1.2.11
P . P tp
l dp - —= - I dQ = ] ) [[xB - Co-(t-tg),t]dt
B B tB

VIiI.1.2.12
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cnde: xoy = abscissa do ponto A
¥p = abescicsa do ponto B
tA = tB = tampo nos pontos O @ B
Para @ <t 5T
tp
I WE( ng + Co{t-t,] i,t]dt =
£
[+
Wmax. At At At 6 2
S [&'(ta * 5 - tal20np - a0 - 2 (G - Foan
VII.1.2.13
tp
l Wi{ Xg ~ Co-( t - tB),t]dt =
t
B
Wmax. At At At .6 2
= —T -[&-(tB + -5} - tB-{z-xP + Ax} - —2—-(— ‘Rp + gsﬁx}]
VITI.1.2.14
Para t > T
tp )
Wmax.At
J W{[ x4 *+ Co-( t - t, )],t}dt = ___fz__'( & - 2.3, *+ O )
t
A
UII.1.2.13
tp
Umax. At
Jt W{[ xg - Co-( t -ty 1lytydt = ———.( & - 2:x, - A )
B

Vili.1.2.16
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EquagEes Caracteristicas :

Para

C-i-

Q) =

Wmax: At

£:T

ettt -

1
At (g 5-Ax)] VII.1.2.17

Umau: At

&-T

Vii.i.2.18

'[&‘{tB + é%}-

1
At (x, + 7 Ax )] VII.1.2.19

@ £ t £ T »
0 a 1
1% T Mg co (%
- ta-(z-xP - Ax) -
Ax = Co.At
i 1
17 ~ g - g @ ~ Qg
- tB-{z-xp + Ax) -
Ax = - Co-At
t) T
i 1
Ax = Co At
: {mp - mp - a5 (Qp - Q) =
1% ~ "B To ‘*p B! =
Ax = - Co: At

Wmax. At

&

Wman. At

&

V11.1.2.20

(& - 2'“? +Ax)
ViI.l.2.21

Vil.1.2.22

(& - 2:%p —-Ax)
VI.1.2.23

Vil.1.2.24

Respolvendo simultaneamente as equagoes caracteristicas e

possivel explicitar os valores Q © 7 (vazac e perturbagao do

nivel no tempo em questac).



B&

Para @ < ¢t < T
1 i Wmax. At _
np = ‘i"[ Ta * g * o (Q T Q) * T | L (20t 4Y)
- 4'"P'taﬁt - 2-dt-xP ] UIIl.1.2.295
Co 1
% =5 | " "~ "g* 5 (9% * %) *
2 -Wman. At 1
+ T . tant-ax + g-At-Ax] ] Uil.1.2.26
Para t ¥ T
1 i 2-Umax- At _
np o= 7 [’79 tngt ol Q) —g (& 2-"?)]
UIr.1.2.27
Co 1 2-Umax-At-Ax
QP = — -[na g + EE.{QQ + QB) + ya ] VII.1.2.28

Observe gue tan e os sub-indices indicam o ponto

t=ta=tp
onde o wvaler da wvariavel deve ser tomado de acordo com a

FIG.UII.1.2.1.

Condigoes de Coantorno

Para oc pontos da extremidade x=0 o w=& na
FIG.VII.1.1.1}, a vazao € nula em qualquer instante de tewpo
(=0 v ¢ ).

Condigoes Iniciais

No instante inicial nao ha escoamento [ Q(x,0)=@ ]| nem

perturbagao do nivel de agua [ n(x,0)=0 ].

fis equa¢ses VII.1.2.25 a VII.1.2.28 acreccidas das

condigoes de contorno nas extremidades e das condigoes iniciais
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possibilitam o calculo das vazoes e dos niveis nos pontos da
discretiza¢;o ao longo da dimensao longitudinal da eclusa.

O equacionamento acima foi utilizado na elahora¢;u de um
programa de computador para um tangque com 100 metros de
comprimento dividido em dez discretiza¢ses de 10 metros cada

{Ax:l(b] .

VII.1.3 - DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE FOURIER

Uma resuluggo analitica das eqanEes Vii.i.1.4 e
ViII.1.1.6 sujeitas a fun¢50 de alimentagSQ VII.1.1.3 foi obtida
adotando-se uma expansgo em serie de Fourier das variaveis Qe n

da forma abaixo.

[~
Q {x,t) = Z ¢n{t):sin { 222 ) VII.1.3.1
n=i
hg nn'x®
n {#,t} = E fn{t)-cos { _f;__} VII.1.3.2

n=i

Observe-se que esta serie corresponde a expans;o da
suiu;go procurada na serie das £un¢5es caracteristicas do
problema. O detalhamento matematico da expansgo utilizada
encontra-se no ﬁpéndice I. Tambem e facil constatar que esta

representagao em serie de fungoes ortogonais e completa nac

deixando qualguer duvida gquanto as suas caracteristicas de

convergencia.

Subctituinde VII.1.3.1 @ VUII.1.2.2 am VII.1.1.4 =

VIl.i.1.6 :



gg

n'g*'x

[—-—-Pn(t) + f’n(t)} cos( } = Wmax {1 - géij-f{t)

VII.1.3.3

_ n-n-Cn
a

@ UI1r1.1.3.4

n'n'x
) =

Ej[ Pra(t) sn(t)] sin(

Multiplicando VII.{.3.3 por cos{ ") e integrando na

diregao K

Jﬂ [ vPn{t) + £'n{t) ]-cosz( TEX ydx =

= Wmax-£{t)- Ja( 1 - 22 ycos( 22 ) ax VII.1.3.5
2}

Jacos’( RR ydx = —— VII.1.3.6
o

Jen- 22 oo 202 - 22 (0o (-0

= 4.a para n impar VIE.1.3.7

@ para n par

Como so interessa o valar significativo da integral, a

* ’ - £ -,
variavel n da serie de Fourier so tera valores impares,

B8 pn(t) + £0n(t) [-5— = 228K prey  yrr.1.3.8
n 'n
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n-m-x
)

Em VII.{.3.4 sin{ nao e nulo em todos oOs

pontos, decsta forma =

2
n-nm-Co

ein(t) - 23

£n{t) = © VII.1.3.9

Derivando VII.1.3.8 em relagao ao tempo e substituindo em

VIiIl.1.3.9 :
nt a2’ .ca' 8-Umax
£'n(t) + 20 fat) = £ (t) VII.1.3.10
a n m
Com os valores iniciais fn{®) = f'n(@} = @
2 n1 -nz -an 8-Umax
Fazendo Un = g e An = Erere— e levando em
a n'n
VilI.1.3.10 temse:
£7n{t) + Wn' . En{t) = An £'{t} VII.1.3.11
£n(@) = £'n(@) = @
E passivel resalver VII.1.3.1t aplicando o operador
Transformada de Laplace a esta equagao.
&f £'n(t) + uWn' £n{t) } = An-E{£’(t)} YI1.1.3.12

Pela linearidade do operador Transformada de Laplace:

&{ £"{t) + wn'.fn{t) } = &{ £"n(t) } + un’.&{ £n(t) }

Se jam En*(s) e f*(sj as Transformadas de Laplace de
fn(t) e f{t} respectivamente, recorrendo a uma tabela de
Transformadas:

£{ £ n{t) } = s fn"(s) - s-fn(0@) - £'n{@) = s’ -fn*{s)

&{ fn{t) } = fn"(s)
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2{ £7{t) } = s-£ (s} - £(@) = s-£ {s)

Em UII.1.3.12 :

» »
s!-fn* + Hn!-fn = An§ 5

{ s + Un!)-fn* = An:f s

fn* = E—’ln.—s'un af*
Wn F)

2
s + Wn

UII.1.3.13

VIir.i1.3.14

Finalmente observa-se gue VII.1.3.14 e o produto de duas

Transformadas de Laplace:

en* = BR.g( £7(t) } - &( sin{Un.t) }

Aplicando o Operador Convo lugao

An

t
fn{t) = Win I £*{r) sin{ Wn.{t-7) }-dr

Para © < t < T

£{r} = T =) £r (1) = =
T T
t
fn{t) = 20 J sin{ Wn-{ t-7 ) )dv
Wn:T o
t¢n{t} = ﬁ? { + - cos{ Wn-t) )
Wn T
Para t > T

VII.1.3.10

VII.1.3.16
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An T
fn(t) = . J sin{ Wn.{ t-v ) d7 +
Wn-T o
An t
+ : jf'(f)-sin( Un-{ t-r ) ) d7  VUII.1.3.17
Wn T
Para t > T f£{7} =1 =) £'(r) = @
an T
fn{t) = . J sin{ Wn:{ t-v)): dr
Wn-T o
fin
tn(t) = — cos{ Wn-{ t-T } } - cos{ Wn:t } UIri.t.3.18
Wn T
Substituindo VII.1.3.16 e VII.1.3.18 em VII.1.3.2
Para @ £ t < T
- _&n
n {x,t) = I [ { - cos(Wn-t} {.cos{Z="T) UII.1.3.19
2 a
n=¢ Wn T
Para t } T
~ _fn .
7 (x,t)= I cos(Wn:(t-T))-cos(Wn-t) | cos{™o—)

n=1 Hn'-T
UI1.1.3.20

Lavando Vil.1.3.16 e UII.}$1.3.18 em VII.1.3.9 -

integrando em relagaa ao tampo obtem-se Pn(t}).

Para @ < ¢t < T

n-uw-Co’ t in
fn(t) = ———— . un‘-T'( 1 - cas{ Wn-t }}-.dt
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pn(t) = B22 ., (¢ - 2in{ Wt ), VII.1.3.21
ng-T Wn

Para t »T

n-u-Co! T An
en(t) = E20 « {1 - cos( Wn-t ).dt +
a o t
t An
+ +{ cos{ Wn(t-T) - cos{ Wn-t) )-dt
2
T Wn 7T
Pn(t) = fin.a [ 1+ sin{ WUn.(t-T) )} _ sin( Un:t } }
nn
Wn:T Wn.T
UIil.1.3.22

Levando VII.1.3.21 e VII.!1.3.22 em VII.1.3.1 obtem-se

Para @

v
-+
v
-

Q (x,t) = Z An-a ¢ - sin{ Wn-t ) I_Sin( n-:-x )
n=4 n+g-T Wn

UII.1.3.23

Para t }» T :

o0 .
Q (x,t) = I An-a [ {4 sin{ Wn-{t-T) )} _
n=i n-m Wn-T
sin{ Wn-t ) sin{ 2% UII.1.3.24
WnT
VII.1.4 - AMALISE DA CONVERGENCIA DAS SERIES

Embora =eja awplamente oconhecida a caracteristica de

convergenoia das series de funqgoes ortogonais de Fourier fez-se
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uma analise das series obtidas visando comprovar a convergencia
das mesmas.
Substituindo os valores de Wn e 6n nas equagSes
VII.1.3.1i9, VII.1.3.20, VI1.1.3.23 « VII.1.3.24.
Para @ < t < T :
” B.Wmax-a nn:-Cot n-n-y
n{x,t}) = Z —————ﬁ————¥[ 1~cu5(-——;———) ]-cus( = )
n=1 n'-a%.T.Co
Uir.i.4.1
o0
. . . 'g:'Co-t . DA X
Q(ﬂ,t) = 8 B “mx a_[ % - _a__-sln(g__q__é.__} ]'51“( )
n=1 n?.a? na-Co:T
Urr.1.4.2
Para t > T
2 8w t Co nn-Co-t nen'x
n(x,t}= I ———EEE—E——¥[ 05[B—E——~(t—T)-cus(—~—~?;-——)}'cos{ )
“.g¥.T-.Co
UI1I1.1.4.3

n=4 n -

.sin n_-n-_Cr.\__(t_T)] _

o3
Q{n,t) = £ 8-Wmax:a { , , a
n=1 n?.g? n'nCoT
- 3 gin(BiEifort) flgin(RBX YII.1.4.2
a a
n-a:Co-T
acima as funcoes seno e coseno

Em todas as equagoes
Analisaremnos as autras

variam de © a 1 para qualquer valor de n.

parcelas da serie gue nio sac fun¢ac SeNc OU COSENO.
2

Em VII.1.4.1 a parcela —E—EEEE—E—i tem valares constantes
n'-a".T.-Co

@esta parcela tende para zero quando n tende

e¥ceta o n, lago
parcelas da serie

.Comb as outras

para o infinito na razao
]

n
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B-Nmax-az

’ r - ] -
, © facil concluir que a serie
n'.g".T.Co

sa0 multiplicadas por

converge.
Na equa¢50 Vil.i.4.2 a parcela % varia de @ a I pois esta
equa;gu s0 @ valida no intervalo @ ¢ t ¢ Te a parcela EL%EE%LE
n- .0

que conta com os valores Wmax, a e # constantes tende a =zero

quando n tende ao infinite a razao fazendo com que a serie

nB

se ja convergente.
fis equacses VII.4.1.3 e VII.4.1.4 convergem pelos mesmos

motivos das equa¢ses Ull1.1.4.1 e VII.4.1.2 respectivamente.

fis equacaes VIr.t+.3.1¢ , VII.1.3.20 , VII.1.3.23 e
ViI.1.2.24 possibilitam o calcule das vazoes e niveis. Tal
equacionamento foi aplicado na elahora;EQ de um programa de
computador para um tanque com 18@ (cem) metros de comprimento e
discretizagoes de S metros { Ax = 5.8® } e intervalos de tempo

At igual a ©.500 segundos.

O valor de n da serie de Fourier foi obtido por tentativa
para os valores de Wmax(1.86 m/s), a{i@d@ m), T(i11.06 s) e
Co(9.9245 mw/s) usados no exemplo em questao. O valor de n

encontrado foi n = 25.

VII.1.5 - AVALIAGAO DO COEFICIENTE DE PONDERACRO DELTA

() DO MODELO MATEMATICO DO CAPITULO IV.

Como foi visto no item V.5, as parcelas que nao estao
representadas por derivadas totais nas equagges (v.4.15) e

(Vv.4.18), (celeridade, derivada parcial da vazao e velocidades
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nos orificios de entrada/saida) serac avaliadas na integragao
atraves de uma aproxina¢50 secundaria com o coeficiente de
ponderacao delta (5}.

O valor deste coeficiente para o exemplo de alimentacao
em questsu sera avaliado camparando-se a integraggo da equaggu
da velocidade nas orificios (VII.1.1.3) com a aproximagao
secundaria da velocidade ponderada com o0 coeficiente 8 usado no
modelo matematico desecrito no capitulo V  onde supoemse

conhecidos as valeores discretos da velocidade nos grificios ao

longo do tempo.
Para @ < t £ T :

Caracteristica Positiva

l)Integracao da equa¢50 VII.1.1.3:

tP tp gy
J U(x,t)dt = Jtnmmx-(l - _.&_).

3-dt
tQ T
p
2-xn, t Wmax - At At
ft Hmax-(l- T)'T‘dt = ——Z—_—,I.—-[&=tﬁ 2'xﬁltﬁ + '&""—2'
41
2 ]
- xﬂ-dt - Ca-ta-dt E-Cu-ﬁt ] VII.1.5.4
2)Pondera¢;u com o coeficiente &:
tP tP 2'x, t
W{x,t}dt = Wmax: {1 ~ —Z—} =dt =
t t & T
a fi
Wmax- At
= —Z-_T——' [L'(ﬁ‘ta + (1_5)'tp) - 2'(5'xn'tg + (1_5}‘HP‘tP)
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tp
[ W(x,t)dt = Hﬂ%ﬁ%éi- e-t, *+

ta

2:{1-8) %, 4t - 2.(1-6)t, Ca -4t - 2-(1—6)-Co-4t’]

&-At-(1-5)

VII.1.0.2

Iqualando (VII.1.5.1) a (VII.1.5.2) para obtengao de &:

Fa
( 5 ~ ®y = Co-t, - Co-4t )
(& _ (x, + Co(t, + 4t) )
2 A fi
jry, + Co(t, + At)| < &
F2 1 Co. At
(75806 -,)+g==0
1 Co - At
8 =3* 3¢
1 Co - At
5=3" =&
Temos que
Ax i
Co:-At = Ax v A onde:

N = numero de discretizacoes

Logo:
1 i 1 i
3 3R $%37* Ty
Para N = 20 1 _ 1 < 86 <
"o 189 - =

Caracteristica Negativa:

1)Integra¢;o da equagao VII.

t tP
Wmau- (1
tB

J P
Wix,t)dt =
g

(6 - ) + == =

R p
+

o))

A

|
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t
P
2-x, t Wmax At At
J- Wmax(1- 1) .pdt = oo [&-tB - 2omgety + eSS -
t
B
2 ]
- xa-dt + CD-tB-At + E-Co-dt ] Vilr.1.5.3
2)Ponderagao com o coeficiente 8:
tp tp 2'x, t
u(“,t)dt = Wmax-(l - T)'T‘dt =
t t
B B
Wmax- At
= TRt [&-(a-tB + (1-8)-tp) - 2+ (5rugety + (1-8) %y ty)
tp
Wmax - At
‘{ H(x,t)dt = —e—::i.—-'"‘ [&'tB + L'At'(l-ﬁl - Z'KB'tB -
tB
- 2:{1-8) rg At + 2.{1-8) -ty Ca-At + 2.{1-B)-Ca-At’ VII.1.5.4

Igualando (VII.1.5.3) a (VII.1.5.4) para obtengao de &:

£ 1 Co At

{ 7 ~ X * Cu-tB + Co-4t ) - (&8 - 5) - 3 = @
& 1 Co . At

( 5 - (xg - Co-(tg + At) } (& - 5) - 3 = @

IHB - Ca(tB + At)l < &
£ i Co . At
{ 5 3 & ).(6 - 2) - 3 = @

1 Co .« At
6 =95- Fg

i Co - At
b =35+ 55
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Substituindo _Eﬂiéi = % tem—se:

i 1 i 1
28 3ty
1

Z FH
1 1 i
Para N = 20 : T~ &8 £ 8 £ 5 + 150

Para £ » T
1}Integra¢;o da equa¢§o VII.1.1.3:

tP tp -
H(x,t)dt = mﬂax‘(l - T)‘;‘dt
A,B A.,B
P
2%, ¢ Wmax - At :
W {l- =) =-dt = | & - 203 Co. At
e o ( z )T 2 [ a,B +
£,B
VIiI.1.5.5
2)Pundera¢§a caom o coeficiente &6:
tp
Umax -4t
J; W{x,t)dt = __—if“_'[& - 2-(6-3Q’B + [1-5)'RP) ]
'+
tp
Wmax + At
J W(x,t)dt = ___ET__[ & - Z'RQ'B T 2:Co-4t{1-8) ]
ta
VII.1.0.6

Igualando {VII.1.5.5) a (VI1.1.5.6) para obtengao de 5:

7 2:.Coat.(1-8) =&~ 2:x g3

2.Co-At {1 - &) = Co-At

1
8 =g
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Visando facililar as etapas de calculo optou-se por um
tnico valor de 5, &= % , que satisfaz a todos os intervalos de

variacao de 5 exigidos.

VII.1.6 - APRESENTACAO DE RESULTADOS.

Os valores das uscilagaes de nivel no caso onde a
alinentagso da camara poésui Uariaczu apenas na diregsa
longitudinal da camara faram conseguidos atraves de
equacionamento usando o Metodo das Caracteristicas (item
VII.1.2) e tambem do desenvolvimento em serie de Fourier (item
UII.1.3) empregandc-se programas computacionais.

Dos resultados obtidos observou-se que:

1)Comp era de se esperar nao apareceram vazoes na dirquu
transversal, assim como o valor das oscilagGEs de nivel so varia
na diregao longitudinal (FIG.VII.1.6.1}.

2}Dois pontos equidistantes do eixo transversal central
da camara tem oscila¢50 com mesmo valor e sinais opostos (FIG.
UII.6.1).

3)28 modelagem dos niveis e melhor do que da vazao, 0 que
e normal em transitorios.

A figura FIG.VIi.1.6.1 apresenta o perfil da linha d’agua
em um instante de tempo genérico.

Os valores das uscilagSes nos pontos de coordenadas x«=0,
H= 20 m e = 4@ m e y gqualiquer obtidos através dos dois metodos
foram plotados e se encontram nos gréficas Vii.1i.6.1 a

UVII.1_ A.6.
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FIG.VII.1.6.1 - Perfil da linha d’agua em um instante de

tempo.

UII.Z2 ~ EXEMPLO DE ALIMENTAGAO coM VARIAGAO

BI-DIMENS IONAL

flinda visando fornecer dados para checar a eficiencia do
programa descrito no capitulo VI foi elaborada uma £un¢50 de
enchimentc com uariagso nas diregoes x e y do tanque. fis
equagaes utilizadas foram as da continuidade e do movimento na
direcao x e na diregac y separadamente { equagoes VII.2.1 a
VII.2.3). A uariaggo bi-dimensional provoca fluxo no interior do

tangque nas duas direcgoes.
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b4
b
Qv
1
-+ Qx
) X
0 a

FIG.VI1.2.1 - Eixos Coordenados considerados

agx a a ~ . .

ag + agy + —% = Wx,y,t) Equagao da Continuidade
VII.2.1

g%i + C 'E% = @ Equagﬁn do movimente na diregZQ X
Vii.2.2

gﬂ! + Cn’%% = 0 Equagao do movimento na diregao y
VIiI.2.3

H(x,y,t}:?T;u-(a-2-x]-(h—2-yjs£(t] Fungao de Enchimento
VIiI.2.4

£(t) = —%— para @ < t £ T
i para t » T
onde : Qx = Fluno de vazao por wnidade de largura na

diregao x (m?/s/m).

Qy = Fluxzo de vazao por unidade de comprimento na
diregao y (m?/s/m}.

n = perturbaqso do nivel de égua em relagga ao

nivel de agua medio (m)

As egquagoes VII.2.! , VII.Z2.2 e VII.2.3 estao sujeitas



1e8

Condigoes de Contorno :

Qu{n=0,y,t) = Qu{u=a,y,t) = @
Qui{x,y=0,t) = Qy{u,y=h,t) = @
Condigoes iniciais :

Qu{x,y,t=0} = Qy(x,y,t=0) = 0

n(x,y,t=0}

fidotando uma expansSD em serie de Fourier das incognitas

Qx, Qv @ n :

Qw = Z I ¥xmn{t).-sin{——"%). cos(n =¥y VII.2.5

m=i n=i
@ by n-m: mno'x

Qv = £ Z ®ymn(t)-sin(=FT) cos(TF) VII.2.6
m=1 n=1

n=% I £mn(t)-cns[m ol x) cos(n — Y) VIi.2.7

m=i n=i

A explicagao matematica para as series acima e analoga a
existente no Apendice I, e da mesma forma como fol dito no item
VIiI.1.1 a representagao em series de fungoes oOrtogonais e
completa e nac deixa qualquer duvida quanto Aas  Suas
caracteristicas de convergencia.

Levando VII.2.3, VII.2.56 e VII.2.7 nas equa;ﬁes das
continuidade e do movimento :

[0 TR + s ]

¢ r [TF.exmn(t) +2

m=1inxi

m'og-H

]-cns(ﬂ;%;zj

Pymn(t} +£’mn(t)]-cus(

= W(x,y,t) ViI.2.8
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o2

=)
E I {?’xmn(t)—Coz-Eég-fmn(t)}-sin(m %y cos (2 : Y} = @
m=1 n=i
VI11.2.9
120 2]
r I [?’ymn(t)-Coz-Eéﬂ-tmn(t}i-sin( 'Yy, cus{m-ﬂ—i) =@
m=1 n=i1
VIii.2. 1e
- m-m-x
Nas equagoes VII.2.9 e VII.2.10 as parcelas sin{ )e
cos(m'n'x), 51n( Ll y) = cos( y) nao sao nulas em todos os
pontos, logo:
Prxmn(t) = “Z.co . fmn(t} UII.2.11
a
¢ryma(t) = L5.Co’ fmn(t) VII.2.12

Multiplicando VI1.2.8 por cos(m i

“}-cus(n'g.y) e

integrando no pilano x-y :

ELE-?ynn(t) + f'mn{t)

"-?xmn(t} +

: MR : NRy
Jz Jtcus { = }-oos” { 5 }-dxdy =

) cos( Y)dxdy

J: Jj :Tgx'{a—z-x)'(b—2-y)'f(t)'°°5(m

vIiIi.z.i3

onde:

Ia Ib :max {a-2r)-(b-2y)-£(t])- cus( “)-cus(ﬂ;%;x}dxdy =
[»} 2}

m+n

1-(-1)"-{-1)7+(-1)

VIi.2.14
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Fazendo uma analise dos indices m e n na equagao

VII.2.14:

Para : m=par e n:i!‘lpal" H
-{ 1-(-1)™- (1) (-1)™ P | = 1-148-1 = @
m=par e n=par .
.{ - (-1 (1) (1™ | = 1-1-141 = @
m=impar 2 ns=par :
.{ 1-(-1)™- (1) (-1)™ P | = 1e1-1-1 = 0
m=impar e n=impar :
-[ t-{-1)™ (-1} (-1)™" : = 1+1+1+41 = 4

Como so interessa o valor significativo da integral, as
variaveis n e m da serie de Fourier sc terao valores impares.

Desta forma, a equa¢;n VII.2.14 pode ser escrita como sendo:

Ja Jb SPAX. {a-2x} (b-2y) £ {t} -cos(™ T} cos (5 Y )dudy =

= EELELE——-umaa-f(t) VII.2.15

mzln? ln

Ainda na equaggn VilI.2.1i3 :

.1.

jacns‘(m'"'“)dx 2 VII.2.16
o a 2

VIii.2.17

oo

2 nn-y
I:cus { 5 ldy =
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Provando que as fungoes s5a0 ortogonais:

m iR

cos { )-cus(“u

b |
-
B
%
|
o B
R|2
n
[
2.
g
-4
-
2
3
ME
-
a
-

a B

J“cos(m-_m).ms(w)dx _m r LCHNPY T I3 DS, X LT Y
o a a m o m a -3

4
J“ms(m LAL SPPPPYLLALAL P PR J° cos (BT 1%) as (M 10 Ny gy
2} 2}

Logo para m#me Jacns(mi—g—i} rcos (
o
demonstra serem as fungses ortogonais.
Levando as equacoes VII.2.15, VII.2.16 e VII.2.17 em

UII.2.12 vem:

m-ir n'm a‘b 16-a-b
—;nu?xmn(t) + —S—-?ymn(t) + E’mn(t) - mz.nz'néﬁmax-f(t)

VII.2.18

Derivando VII.2. 1B em relacgo ao tewpo :

DT erym(t] + B ®ym{t) + Emn(t] = S UTAX L pyp4)
a m n 'HI‘
vIiIr.2.19

Levando VII.Z.1il & VII.2.12 em VII1.2.19

m ~r:2 n® . n? 2 64 - Wmax
Erma(t) + [ + }-Cn fmn(t) = —— 12X 2404y vII.2.20
2 2 S S
a b m?.n*.n
2 2 2 2
fazendo : Wm = Caz-[m ‘T ,n @ e fimp = 9% Wmax
a? B’ m?.n?. Y

e substituindo em VII1.2.2d
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£ m(t) + Wm’ -fmn{t) = Amn-£°(t) UII.2.21
sujeito a : fmn(@} = £'m(d) = @ £{@) = 0@
E possiuel resolver VIl.2.21 pelo Metodo das

Transformadas de Laplace
Se jam Emn*{s} e f*(s) as transformadas de Laplace de
fmn{t) @ £(t) recpectivaments & tomando a transformada de ambos
os membros da equaqgu UIl.2.21
L{f"m{t}) + Umnz-fmn(t)} = &{fAimn-£*{t))} VII.2.22
Pela linearidade do Operador Transformada de Laplace
temos que :

L{e m(t}} + Wmn -2{fmn{t)} = Am-&{£'(t))} VII.2.23

Da tabela de Trancformadas :

[ 4 »

2{t"mn{t}} = s*-fm (s) - s-fm(@) - £'mn(@) = ' .fmn
2{fmn(t}} = fmn"

2(E*(t)} = s £ - £{0) = s-£"

Em VII.2.2.3 :

(s* + Wmn’)-fmn* = Am-s £

fmn” = Amn.—> ¥ VI1I.2.24

(52+Wmn1)

E facil observar que a equa¢50 ViI.2.24 e o produto de

duas Transformadas de Laplace a saher

frn® = BT peg1(t)) 2(sin{Wnn-t)) VII.2.25

fiplicando o operador cunvalu¢50 em VII1.2.25 :

t

flmn £'(7) sin(Wmn{t-7)) -d7 VII.Z2.26
o

f('!'}:— =} f’(‘l’):—-—%—
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fon(t) = Gmn-T
fmn(t) = _fﬂ%L__

Wmn

Para ¢ > T
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J.tsin(um(tﬂr])d-r

-{1-cos{Wmn-t}

VII.z.z27

f(r) = == =2  f£i(r) -0
Amn ‘T t
fmn(t) = —— [ vsin(Wmn- (t-7)})dr + J @-sin{Wmn{t-7} jdr
Wmn ] T
Amn
fan{t] = " cos (Wmn(t-T) - cos{Wmn-t) ] VII.2.28
Wnn T
Levando VII.2.27 e VII.2.28 em VII.2.11 e VII.2.12
obtem-se:
Para @ £ t = T 3
3
prmn(t) = MECO MRy - stn{Wm 1) VII.2.29
a-Wmn T
2 .
pyma(t) = RRCO AmA, oy %}- } VII.2.30
b:-Wmn T
Para t » T :
H
pron(t) = PO AR r ymntsin(Wmn{t-T)}-sin{Wm-t)) VIL.2.31
a-Wmn?.T
2
Pymn(t) = D FCO MOy pnssin(Wmn(t-T))-sin(Wm- t)) VII.2.32

h-Wmn?.T

Substituindo as equa¢5es VII.2.27 a VII.2.32 nas equagaes

viI.z.3 , VII.2.6 e VII.2.7 chegamos a series explicitas das

incaognitas :
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Para O < t £ T :

[ o .
Qu{x,y,t)= 2 R A RmT ot - sin(Wmn-t) }.
- = ) Wi

m

-sin{T 22} -cos (L) VII.2.33

o3 (23]
n+n 2 Amn sin{Wwmn-t
Qy{xy,t)= 2 £ 2T.cot A (¢ zin{imit),,
Wm

z
m=1 n=i Won T

.cos{Z T %Y. Sln(E—E—z—) VII.2.34
. S A m n.m:
nix,y,t}j= £ ™ +{ l-cos{Wmn-t} )-cos{ %y .cos{ y)

w=i n=4 Wm T
vIii.2.35

Para t » T :

o3 o3
o(x,y,t)= £ I Ef.co' B _.| T.mn + sin{ Wm(t-T) )
m=1 n=1 Wmn? . T
- sin{Wmn:t} ]-sin(m ")-cas(f;%;z—) VII.2.36
[--] - -] ﬁ
Qvix,y,t)= 2 E2T.¢co® 2™ .| T-Wmn + sin{ Wm({t-T) )
m=1 n=1 b Won? . T
- sin{Wmn. t) ] 51n( y) cus(m—ﬁuﬁ—) Vil.2.37
o0 o0 amn
n{x,y,t)=2 z -———;——-[ cos{ Wmn(t-T} } - cos(Wmn-t})
m=1 n=1 Wmn T
cos{Z 8 2y gag (21 Y VII.2.38

b

f# convergencia de tais series pode ser facilmente

comprovada com wma analise similar a existente no item VII.!.4
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deste capitulo.

fils equacoes VII.2.33 a VII.2.38 possibilitam o calculo
das vazoes e niveis. Tal equacionamento foi aplicado atraves de
um programa de cowmputador para um tangue com 1@@ (cem) metros de
comprimento o 188 (cem)] metros de largura onde foram realizadac

discretizagoes de 5 metros nas duas diregoes (Ax = Ay = 5 m ) e

intervalos de tempo da ardem de 0.5 segundos (At = @.5085 s }.

Para este exempla tambem foi encontrado experimentalmente
os valores de m e n da serie de Fourier para os valores de
a{l®® m), b(12® m}, Wmax (1.0 m/s), Co(9.904 m/s), T{111.06 s} e
n{2.141516) adotadas tendo-sa chegados aaos wvalorae m = 25 o
n = 25 como satisfatorios.

0 coeficiente de ponderagao secundaria delta ({8) foi
encontrado fazendo wuma integragan da £un¢§a de enchimento
ViII.2.4 e comparando o resultado com aquele obtido do uso de &
na mesma equacao. Tal raciocinio e identico ao desenvalvido no
item VII.1.5 sendo que no presente caso a intagragsn e feita em
uma dire;go e depois na outra. Como o desenvolvimento Jé foi
explicado em VII.1.5 e desnecessaria sua repetigan. 0 resultado
obtido foi &6 = i—cumn jé era esperado.

2

ViI.2.1 - APRESENTACAC DE RESULTADOS

Os wvalores das uscilagses de nivel no caso onde a
alimentacan da camara possui variagao nas diregoes longitudinal
e transversal do pilano horizontal ¢foram obtidas atraves do
modelo matematico desenvolvido no Capituln V e do equacionamento
usando um desenvolvimento em serie de Fourier empregando-—se

pragramac computacionaisc.
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Dos resultados obtidos observou-se que:

1}Houve o aparecimento de vazoes na dire¢;0 transversal.

2}A osciiagso do nivel nos aixos e sempre nula.

3}Dois pontos eguidistantes do eixo transversal e do
contorno longitudinal da camara ou equidistantes do eisxo
longitudinal e do contorno transversal da camara tem nscila¢;es
com meemo valor absolutoc e sinais opostos.

4)a somatoria das oscilagSEs em um instante de tempo
qua lguer e nula.

5}No eontorno o ajuste entre as curvas e pre judicado.

6)A modelagem dos niveis e welhor do que a da vazao.

A figura FIG.VII.2. 1.1 apresenta o perfil da linha d’égua
em um instante de tempo.

O0s valores das oscilagses nos pontos de coordenadas: #=0
e y=0, x=20 wme y=0, y=4d®d m e y=0, =20 m o y=20 m @ x=4@ m e
y=43 m para @i{t<T e t}T encontram-se nos gréficos UIi1I.2.1 a

Vii.z.1o.
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CAPITULO VIII - APLICACAC DO MODELO MATEMATICO A UMA
SITUAGARO DE ENCHIMENTO DA ECLUSA II DE TUCURUI E COMPARACAC COM

0S5 RESULTADOS OBTIDOS EM MODELO REDUIIDO

No Capitulu VII verificou-se gque, nos exemplos de
enchimento que permitem solugac analitica exata o modelo
matematico desenvolvido simula satisfatoriamente as oscilagaes
de nivel.

Senda o objetivo do presente modelo a simu1a¢50 de
oscilagoes de nivel em camaras de Eclusas de navegacgn, faz-se
necessaria a verificagao da precisSG deste frente a valores
medidos em prntétipu. 4] obtenggo de dados de protétipa nao foi
paossivel pois nao se tem noticias de Eclusas no Brasil que
tenham as cscilagaes do nivel d'égua na camara wmonitoradas
durante a aperaggn de enchimento com detalhe suficiente para
possibilitar cumpara;ges conclusivas. Por este motivo optou-se
pela comparagac com valaores medidos durante simulagoes de
enchimento em modelos reduzidos. As mediQEes existentes naoc sao
em grande numerc nem foram realizadas de maneira muito precisa,
como sera explicado posteriormente, mas ainda assim serao
utilizadas para uma cnmpara¢50 qualitativa com os resultados

obtidos de modelo matematico.

VIII.i - DADOS DE ENSAIOS DISPONIVEIS

fis medigaes agul utilizadas foram realizadas pelo INPH
(Instituto de Pesquisas Hidroviérias) nos modelos reduzidos das
Eciusas da Usina Hidreletrica de Tucurui no contexto dos estudos

do projeto [1i].
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0 projeto da Usina de Tucurui conta com duas camaras de
Eclusas que aqui serac referidas como Eclusa I (camara de
montante) e Eclusa II {camara de jusante}.

Foram realizadoas ensaios nos modelos reduzidos das duas
camaras, no entanto foram wutilizadas apenas as medicoes da
Eclusa II gue apresentam infnrma;EES mais completas relativas
aos gréficos de oscilagao de nivel e curvas de enchimento da
camara (tempo x nivel medio de égua].

Para gue seja pussiuel a cumpara¢§u entre os dois modelos

e necessario que a curva de enchimento usada no modele

matematico seja a mesma encontrada no ensaio em modelo reduzide.

VIII.2 - TRATAMENTO DISPENSADO AS MEDICOES PARA

UTILIZACAO NO MODELO MATEMATICO

Como foi descrito no Capitule V, o modelo matematico
desenvolue-se a partir dos wvalaores de velocidades eguivalentesc
de entrada de égua no fundo da camara (Wo) em cada instante de
tempo. Desta forma, e preéiso conhecer a curva de vazoes (uazgn
de entrada x tempa) e a distribui¢;u espacial desta vazao
durante o enchimentao.

fis vazoes totais de alinenta;;u da camara da Eclusa foram
obtidas ecom base nos registros nivel x tempo utilizando-se o
programa SEECII desenvolvimento por USSAMI [14]. Este programa
fornece o valor da vazao de entrada na camara em cada instante
de tempo.

A partir da vazao total de entrada e preciso encontrar as
vazoes em cada orificio do difusor (FIG. VIII.2.1.1 ) e

finalmente as velocidades equivalentes de entrada de agua (UWo}
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em cada ponto da malha de discretizagaa.

Para chegar aos valores de vazao nos orificios admitiu-se
que na entrada de cada um dos oito difusores (FIG. VIII.3.2} a
vazao e equivalente a % da vazao total de entrada na camara. No
calculo foi considerado metade do difusor, uma vez que este e
simetrico em rala;;o ao eixo longitudinal. Utilizou-se um modelo
de aporcionamento de vazoes onde foi utilizada a tecnica de
RUNGE-RUTTA de 4%ordem para achar a solugao das equagobes

diferenciais que regem o escoamento transitorio em cada difusor.

0 desenvelvimento matematico realizado esta descrito a seguir.

VIII.2.! - MODELO DE APORCIONAMENTO DE VAZOES NUM DIFUSOR

8] modelo foi desanvolvido considerande a figura

FIG.VIII.2.1.1, as equacaes e variaveis abaixo descritas.

1 2 3 3 3 7 8 9 10
I 1 Il I ] L1 L ] L .1 L I | I |
Quft)! @ ! Qg ! P Qg
H H H H
F—ﬁﬂ—+—Aﬂ—4
FIQ0.VIII.2.1.1 - Difusor considerado no desenvolvimento

matematico.

Na FIG.VIII.2.1.1 foram considerados os seguintes dados
geonétricos:
Ao = Area do orificio = ©.32 m .

R Ralo hidraulico da SEQSD transversal do difusor =

@.33 m.
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firea da seqau transversal do difusor = 3.04 m .

=
It

Ax Espacamento constante entre orificios = 3.0@ m.

I

Condicoes de sscoamento:

cd = Coeficiente de vazao nos orificios = @.6@.

£ = Coeficiente de perda de carga = 2.02.

Qe(t) = Vazao total de entrada no difusor [mgfs].

qi(t) = Vaz3o do i-ésimo orificio [m /s].

Z = Nivel de agua na camara [m].

Zo = Cota do eixo da difusor {m].

hi -~ Carga piezometrica hidraulica na segao i [m].
Qi{t) = Uaz3o no trecho entre as segoes i-1 e i [n?/s].

Equa¢595 gque regem o escoamento!:

1) Equagao da Quantidade de Movimenta (uscila@ges de

massa).
Q; - 191
Ax i i d .
Yy-A- hl hj."‘i E.Q'R . 2 = P‘ﬁx'd—{(olj y 1 = 1,9
2:g-A
VIrr.2.1.!
onde %?(Qi) = Derivada total da vazao no trecho entre

segoes 1 e i+1.

2) Equagao do Escoamento peios orificios.

1 1
q; = Cd-ﬁu-JQ-g -Jhi—z ' hi -z : @ y 1 = 1,18
VITII.2.1.2
2.4 ' ! i
q; = -Cd:-fAo:N2.g - z“hi , hi -z { @ y i = 1,1@

UIr11.2.1.3
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Equacaoc da Continuidade.

qi = Qi—i - Ql 1 =1,10

obhserve-se gue qu= 7]

Das equagses VIII.2.1.2 e VI11.2.1.3 tem-se:

1
h. - z = q.-]q.]
2.g-cd’ a0 ' ?

Levando VIII.2.1.5 em VIII.2.1l.1 chega-se a

d _g-Aa i ) . _ ]
Ftl¥) = & [ 2.g-Cd a0’ 4 lagl - ey, ey, |
A .
£--—5-—-?u Q, - la, i=1,9
8.R:'g-A

Da equagga VIll.2.1.4 e pnssiuel EesCrever:

Vill.2.1.4

VIII.2. 1.9

VIII.2.1.6

qi‘lqii - qi+1‘Iqi+jl = (Qi—z - Qi).lQi-i - Qi' -

(Q; - Qi+n)'|°i - Qi+1|

VIII.2.1.7

Para simplificar a equacﬁu VIII.2.1.6 foi considerado:

K1 = g-a i
ax 2.g-80" -Cd’
_g-a f-Ax
B2 = T2

g8.R.g-a"

Vili.z2.:.e

VIII.2.t:.9
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Levando as equagoes VIII.2.1.7, VIII.2.1.8 e VIII.2.1.9
na equaqga ViII.2.1.6 chega-se a:
d
aelQ) = B HQ — Q) dQy -9l - (9 - Q)10 - 9y,

- Kz-Qi-lQiI i=1,9 VIII.2.i.1@
sujeita as condigoes iniciais:
%(t=e) © @
. d

Qi(t=e) = ° 1=1,3 =? atlQi)(t=0) = @

A solugao da equagao VIII.2.1.1@ pode ser ohtida pelo

Metodo de RUNGE-RUTTA de 42 ordem como mostrado a seguir.

A equagao VIII.2.1.1@ pode ser escrita como:

d .
aelQ) = FilQ;,,0;,04,,»t) i=1,9
onde :

QD = Qo(t) conhecido em qualquer instante t.

Ko instante generico to s3ao conhecidos Q;{to} e o

incremento de tempo At.

No metodo utilizado, a declividade da curwva Qi XK te
avaliada no ponto inicial, no meio e no fim do intervale At. O

calculo das parcelas e feito segundo as equa$595 abaixo:
Uy, = AtaFi{ Qi_I{to), Qi(to}, Qi+1(to] ] i= 14,9 VIII.2.1.11

onde:

q, = Q,(to)



134

" oy . oy .
bk X 1 Li+s

way = At-F [ (@, (to)r—i=t}, (Q(ta)+ 1), (Q,,, (to)+—a™t)

i=1,9 VIII.2.1.12

onde:

0y = Gytto + 4%

Usg.
2i-1

Ha Uy .
i+s
uz; = &t F, (Qi—1(t°)+""§""

bo (Q,(ta)+ —=), {Q,,, (to)r—5—)
i =1,9 vIirr.2.1.13

onde:

% = Qlto + -5)

uy. = ﬁt-Fi (Qi—i(t°)+u3i~z)’ (Qi(tn)+u3i), (Qi+1(tﬂ)+U3i+1) ]
i =1,9 VIII.2.1.14

onde:

Qn = Qn(tn + At}

0 valor de Q, e obtido da equagao:

Qi(tn + At) = Qi(to) + (u;i + 2rup, + 2huz; ¢ uqi)fﬁ.a i=1,9

UIII.2.1.15

Levando os valores de @, {(to + At) na equagao VIIl.2.1.4 e
pussivel obter o valor da vaz3ac nos dez orificios.

O procedimento e repetido ate o instante de tempo
desejado.

As wvazoes nos orlficios foram transformadas em
velocidades equivalentes nos elementos da malha de discretizagano
onde ocorrem as entradas de agua a camara.

Estes wvalores foram introduzidos no programa ECLUSA

descrito no Capitulo VI e as oscilagoes de nivel calculadas.
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Na transformacao das vazoes nos orificios em velocidades
equivalentec nos pontos da malha foram feitas as seguintes
simplificaQSEs:

1} A vazao que no mbdele reduzido entra na camara
paralela ao fundo foi considerada como senda uma vazaa vertieal
no elementec de discretizaggo da modelagem matematica.

2) No modelo wmatemitico nao foram considerados os
deflietores existentes no projsto @ no mndelo reduzido (FIG.

VIII.3.2}.

VIII.3 - CONDICOES DE ENSAIO EM MODELO REDUZIDO

Comn jé foi mencionado anteriormente, o©os ensaios em
modelo reduzido da Eclusa de jusante da wusina Hidreletrica de
Tucuwrui foram realizadas pelo INPH. Os ensaios que interessam a
este trabalho sao os que resultaram na medigSD das ascilagses do
nivel de agua da camara [11].

0s aspectos relevantes destes ensaias sao:

Dimensao da camara (prutétipu} = 220.0@0 m x 33.@0 m

K.A. montants = 38.2Q m

N.f4. jusante = 3.50 m

Tempo de manobra das valvulas {Tv) = 6@ s

Manobra : Duas valuulas simultaneas

fis oscilagoes do nivel d’agua foram wmedidas durante
operacoes de enchimento da camara ao longo do eixo central {FIG.
ViIl.3.t) por dois processos diferantes.

Um primeiro no gual se obteve sempre a press;n

diforoncial (om m.e.a.) sntre cada ponta cituado no referidao
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eixo, e uma tomada de agua externa em um vaso comunicante, aqui
denominada por "VC".

VC com 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 ,2.8, 2.9.

O outro processo consistiu em se medir diretamente as
pressSes diferenciais entre pontos consecutivos e/ou
intercaladaos, situados sobre o eixo central.

Na Figura VIII.3.1 - 2.1/2.2, 2.2/2.3, 2.3/%.4,
2.4/2.5, 2.5/2.6, 2.6/72.7, 2.7/2.8 o 2.8/2.9.

Dos registros das oscilagaes, foram extraidos e tabeladas
os desniveis obtidas entre os pares de tomadas de pressao e
entre cada ponto o o VUV.C. {tabela VIII.3.1), em diversos
instantes intermediarios do enchimenta, gquais segjam, OS
correspondentes aos niveis 6.0@, 9.00, 12.8@, 15.00 e 18.0@0 m.
Destes wvalores achou-se a declividade media do espelho d’égua

(tabela VIII.3.2} para os niveis mencionados.

DESNIVEIS ({cm)
ENTRE O VASO COMUNICANTE (VC)} E OS PONTOS:

2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9

-3.& |[-0.5 @.& {+1.5 ~-2.5 @.@ |-2.5 (+@.5

-4.35 |-1.7 |-2.@ .0 -3.9 -@.3 |-3.5 |-1.5

-3.8 |-1.5 |[-2.8& }|-©®.5 -2.0 -8.3 |-1.5 @.0

-i.@¢ |-1.@& {-1.5 |-i.0@ -1.@ 0.0 |-2.0 [-0.5

@.@ |-©0.9 |-©.5 j+@.95 -@.95 +2.3 |-2.0 9.9

Tabela VIII.3.1 - Hedigges de oscilagges na camara.
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Nota:
(-) Desnivel a favor do vaso comunicante.

{(+) Desnivel a favor dos pontos do eixxn longitudinal.

N e .

N.4. DECLIVIDADE ( x 10 9)
CAMARA
{m) MODELO MATEMATICO MODELO  REDUZIDO
6.0 113.79 183.00
EX: 19.34 92,90
12.0 6.47 ®.70
15.0 3.96 180. 60
18.0 54.48 78.19 |

Tabela VIII.3.2 - Declividade da linha d’agua no eixc

longitudinal da camara.

O wvalores de declividade em Modelo Reduzido foram
obtidos atraves de valores medidos de desnivel nos gréficos dos
ensaios. HNestes gréficns o nivel tem uariaggn acentuada para
incrementos peguenos de tempo logo gqualgquer pegqueno erro na
mEdi;ED acarreta erroc no valor significativo da declividade nao
afetando no entanto a ordem de magnitude desta.

E importante salientar gue, em wvirtude das medi¢3es terem
sido realizadas por um tnica celula, faram necessarias
SUcCessivas npera¢aes de enchimentoc para varrer toda a camara e
caracterizar os perfis longitudinais. Desta forma, os perfis

representam, apenas de maneira aproximada, instantes de uma
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operagao de enchimento.

VIIl.4 - COMPARACAO DAS MEDICOES DO MODELO REDUZIDO COM

0S RESULTADOS DO MODELC MATEMATICO

i caomparagac entre as uscilagaes medidas no wmodelo
reduzido e aquelas ohtidas da modelagem matematica foi realizada
considerando-se os mesmos pontos analisados nos ensaios (FIG.
VIII.3.1). ‘

Os valares da oscilagZO de nivel foram obtidos
subtraindo-se em cada ponto da malha o nivel calculado pelo
programa do nivel medio de égua no interior da camara naquele
instante de tempo.

Como os unicos dados disponiveis dos ensaios sao as
qréficos de desnivel entre pontos consecutivos e o desnivel
entre cada ponto e o0 vasoc comunicante as cnmparacges realizadas
foram as seguintes:

1)Dos valores de uscilacgo fornecidos pelo programa foram
considerados apenas agueles situadaos a distancia correspondente
ans pontos 2.1 a 2.9 na figura VIII.3.1. Em todos os instantas
de tempo foi verificada o desnivel entre cada dois pontos
consecutivos {2.:1/2.2, 2.2/2.3, 2.3/2.4, 2.4/2.5, 2.5/72.6,
2.6/72.7, 2.7/2.8, 2.8/2.9} e os valores achados foram plotados.

Desta comparac;u observou-se que a frequéncia das
oscilagaes e hastante semelhante mas a amplitude das wmesmas @
menor no modelo matematico.

2)0s wvalores das nscilagses nos pontos 2.1 a 2.9 tambem

foram plotados para serem comparados com o desnivel obtido entre

cada ponto da camara e o vaso commmicante.
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Tambem nesta comparagao a frequencia e semelhante entre
o dois wmodelos sendn que neste casoc 2 amplitude medida nos
ensaios e muito maior do que aquelas provenientes da wmodelagem
matematica.

3)Nos instantes de tempo correspondentes aos niveis
medios 6.0@, 9.0, 12.00, 15.20 e 1B8.00 foi calculada a
declividade media da linha d'agua no eixo longitudinal da camara
para compara;gu com o valores medidos nos ensaios.

A tabela VIII.3.2 mostra uma cnmparacSO entre as
declividades langitudinais do nivel d’égua na camara da Eclusa
conforme determinaqgo a partir do modela reduzido fisico e do
modelo matematico.

A tabela UVIII1.4.1 mostra a declividade transversal da
linha d’égua na camara nos pontos 2.1 a 2.5 (eixo da sistema de
distribuiggu) nos instantes de tempo correspondentes aos niveis

medios 6.8, 9.0, 12.0,15.0 e 18.8 metros.

N.A. DECLIVIDADE ( x 10°%) H

CAMARA

I (m) 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5

152.38 | 146.66 | - 1.81 | -355.24 ~360.95

| 49.52 72.38 | - 24.76 | - 88.57 ~190.48

31.43 39.05 .76 | - 12.38 ~145.71

54.29 21.91 | - 49.52 | - 51.43 - §3.33

45.71 .95 | - 39.@e5 | - as.71 - 13.33

Tabela VIII1.4.1 - Declividade da linha d'égua no sentido

transversal da camara nos pontos 2.1 a 2.5.
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Embora o modelo reduzido nao tenha computado dados de
declividade transversal da linha d’égua na cﬁmara, o modelo
matematico indica que tais inclinagses san da mesma ardem de
magnitude das inciinagSes longitudinais e portanto nac devem ser
descaonsideradas.

Esta cnmparaggu nao pretende esgotar o assunto e tem um
carater gqualitativo em virtude do numero limitado de informacses
dispnniueis da modelagem fisica e das potenciais 1imita¢ges de
precisso das medigges realizadas. Permite contudo verificar a
semelhanga de frequéncias de oscila¢;o e de declividades da

linha d’agua das duas determinagoes.

VIII.5 - CONCLUSBO

Embora o wmodelo matematico seja capaz de gerar um perfil
hidraulico bastante detalhado em cada instante de tempo os
poucos dados existentes dos ensaios em modelea redu=zido
impossibilitam uma melhor compara¢;u.

A prépria,mediggn nos ensaios ja € pouco precisa uma vez
gque os valores de Dsci1a¢3es de nivel sao pequenos mesmo para
protétipo e quando se tenta medi-los em wmodelo reduzido
qua lquer pequeno erroc fornecera resultados com grande margem de
imprecis;o.

0 fato de terem sido necessarias varias Dperagges de
enchimento para se tragcar o perfil da linha d’égua em cada
inctante de tempo introduz erros, pois wmesma que a curva de
enchimenta se@ja a mesma, fatores externos influenciam

diferentemente cada operagso.
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f simplificagac introduzida na distribuigac das vazoes de
entrada provoca alteragan no valor das usci1a¢3e5 de nivel que
S0 pode sar avaliada se formulada wuma wmodelagem desta
distrihuiggu mais proxima da real.

Desta cowpara¢§u e possivei concluir gque para uma analise
mais detalhada dos resultados do modelo matematico e fundamental
que se tenha valores medidos no modelo reduzidoc maics abrangentes
e confiaveis e tambem uma melhor simu1a¢5n das vazoes de entrada
no fundo da camara no modelo matematico.

f analise expedita realizada permitiu constatar que o
periodu das oscilagoes calculadas foram préxinns aqueles medidos

e gque a inciinagga da linha d’égua tambem apresenta valores

proximos aos medidos.
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CAPITULO IX - CONCLUSAO FINAL E RECOMENDACOES

O trabalho realizado neste projeto de pesquisa foi um
primeiro passo para a obtencao de um modelo matematico que seja
capaz de simular com precisgo as uscilavses do nivel d’égua no
interior da camara de uma Eclusa de nauega¢§u durante o
enchimento ou esvaziamento.

0 egquacionamento matematicoe do fenomeno hidraulico
estudado foi baseado mnas EqanSEE da continuidade e da
quant idade dé movimento & levou em conta algumas simpli£13a¢aes
tais como: a nao existencia de embarcagao no interior da camara,
nao inclusao de analise dos jatos de aqua gue ocorrem na saida
dos orificios e tambem a nao consideragsn de atrito responsavel
pelo amortecimento das oscilagoes.

0 metodo numerice usado foi o Metodo das Caracteristicas
que e muito empregado no estudo de escoamentos transitorios a
uma dimensaoc de espago, entretanto pouco se encontra na
literatura de aplica¢50 deste metodo em escoamentos gque exigem
analise em duas dimensoes.

0 desenvaolvimento de um modelo matematico gue utiliza o
Metodo das Caracteristicas para resolvear problemas de
transitorios a superficie livre em duas dimensoes ja pode ser
considerado uma boa cnntrihuigsn.

i verificaggo da precisZo matematica do modelo
desenvolvido foi efetuada criando-se exempleos de escoamentos que
pudessen ter;soluggu analitica exata para comparagao com oOs
resul tados obtidos do uso do modelo matematico.

Os dois exemplos elaboradeos tem sulucgn possivel atraves

de desenvolvimento em serie de Fourier por nao apresentarem
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acumulo de agua no interior da camara e desta forma contarem com
valor constante de celeridade e do nivel medie de égua am
qualquer instante de tewmpo.

& primeiro exemplo de escoamento tem uaria;go
wmi-dimensional das velocidades equivalentes de entrada de égua
a camara. Esta uariagga e segundo a direpgu longitudinal do
planoc horizontal. 0Os resultados do modelo matematico e os do
desenvolvimento em serie de Fourier sac muito préximusr 0 metodo
numerico nao introduziu erros ao longo do tempo. Verificou-se o
nao aparecimento de vazoes na direggn transversal, como era de
se esperar. fis uscilagges de nivel tiveram ajuste melhor do que
as vazoes.

0 segundo exemplo elaborado teve uaria;go das wvazpoes de
entrada nas duas diregses do plano horizental. Tamhem neste caso
os resultados obtidos peles dois metodos foram préximns nao
deixando duvidas gquanto a validade do equacionamento matematico
e da aplica;go do metodo numéricu, umaz vez gue tambem neste
exemplo nao houve aumento do erro com o tempo. HNo contorno a
diferenga entre os dois resultados foi maior do gue no centro da
camara mas tal erro nac aumentou com o tempo ficando em torno de
107 e sendo maior nas vazoes do que nas uscila¢aes de nivel.

a comparacgo entre os wvalores de cscila;gu obtidos
atraves do modelo matematico e agqueles observados em ensaios em
modelo reduzido foi prejudicada pelos poucos dados existentes de
nedicges em ensaios e de uma matriz de velocidades equivalentes
de entrada a camara (Wo) muito simplificada.

Mesmo com a distribuiggn espacial das wvelocidades de
entrada {Wo) inadequada, o modelo preserva todas as

caracteristicas tipicas dos movimentos oscilatorics da eamara
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fornecendo valores de inclinagac da linha d’agua compativeis com
a realidade {mesma ordem de magnitude dos ensaiocs em modelo
reduzido}.

Exicstem algumas melhorias @ pocsteriores desenvolvimantos
a serem feitos para que o modelo melhor represente cundi¢595
reais de interesse. Afis sugestges gque devem ser levadas ewm
consideragsu em estudos futuros sao principalmente:

- me lhorar a wmodelagem do contorne wvisto que na
compara¢;u cocm a snlu¢gn exata os valores do contorno tiveram
ajuste pior do que os do centroc da malha.

- iptroduzir a presenga de emharcaggn no interior da
camara. Segundo USSAMI [14] e CANHOLI [4] a presenga de
eﬁbarcaggo e sua lncalizaggn no interior da camara influenciam
as oscila¢ses de maneira significativa. £ importante ressaltar
que o conhecimento das osciiagses do nivel da camara leva aos
valores dos esforgos nas amarras das embarca¢ges durante a
eclusagem. Os esforgos nas amarras devem estar dentro de limites
tecnicamente corretos visando assegurar operagges de eclusagem

seguras.

- o atrito no interior da camara e o responséuel pelo
amortecimento das oscila¢ges com o tempo. E tambem de interesse
do projetista conhecer a maneira como as ondas se propagam apés
o fim do enchimento/esvaziamento. 0 modelo matematico so poderé
fornecer estes dados guando contar com parcelas que similem o
atrito existente.

- ma lhorar a Subrotina que modela o <cictoma de

distrihui¢go espacial das vazoes de entrada. O sistema de

distribuigao e sem duvida 0o maior responsavel pelas oscllagoes
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de nivel, desta forma o modelo matematico deve modela-lo o wmais
préximo pcssiuel do real.

- as oscila¢ses localizadas devido a difusao dos Jates,
apesar de nao muito importantes, tambem deveriam ser
adequadamente simuiadas tendo em wvista uma descrigga mais
complieta do fenomeno envolvido. Tais nscila¢ges tambem poder;o
ser incluidas em modelos futuros.

A introduggo destas parcelas fornacera um modelo capaz de

simular o fenomeno hidraulico com melhor precis;u.
E preciso ressaltar gque a euulupsu da analise de
transitorios depende do monitoramento de prutétipns, de
preferencia em camaras grandes em construgao ou npera;go para
que se possa checar a precis;a do modelo matematico sem precisar
recorrer a2 @nsaios 2m modelos reduzidos.

Ko estégio atual o modelo serve principalmente como
instrumento de analise comparativa entre alternativas de
projetos de sistemas de alimentaqSo. Evidentemente o wmodelo

desenvolvido tambem se presta a analise de opera¢ges de

-~
esvaziamento de camaras.
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APENDICE 1 - VALORES CARACTERISTICOS E FUNGOES

CARACTERISTICAS

A explicagao do uso da serie de Fourier como soliug¢ao
geral da variavel Q(x,t) na equaqgo VII.i.3.1 sera iniciada
utilizando-se as equa;ges da continuidade e do movimento em uma

dimensao (equagges VII.1.1.4 e VII.1.1.6) que aparecem a seguir:

g% + Q% = W{x,t} Equacao da Continuidade A.TI.1
a3Q t 9n _ ~ .
7t + Co Ay = @ Equagao do Movimento A.1.2

Derivando {A.I.1} em relagac a x @ (A.1.2.) em relagao a

t e substituindo uma na outra chega-se a equagao :

3'Q _ .t.3°Q _ 3u(x,t)

atz axz ox

Para chegar a solugac geral de Q(x,t) em A. 1.3 deve-se

1.1.3

achar primeiro a solu;go da equagga humngénea associada de A.I.3

que vem a ser a equagac da onda em uma dimensao.

2 i
09 _ .28 _op A.1.4

at? ax

Esta equaggo deve satisfazer as cundi¢ses de contorno:
Q(e, t)
Q{x,@)

2, Q(e,t) =@ e [

It

2 , 2 s ¥ 3 £ f.1.6

Para achar a snlu¢50 de A.I.4 sujeito as condi¢595 de
gontorno A.I.5 2 f.1.6 usando equa¢§es diferenciais ordinarias
faz-se necessario primeiro determinar as Eun¢ges do tipo

Q(x,t) = X{x)-T(t)

gue satisfazem as condigoes citadas, onde X e fungao apenas de x
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g T e fungao apenas de t.
Se Q satisfaz a f.1.4 entao:
K(x}-T"(t} = Ca’ X" {u} T(t) A.I.7

Em A.I.7 e possivel separar as variaveis,

X*(x) _ _T{t) _ _.2 R.1.8
R{x)  Co’-T(t)

Como © membroe da direita e apenas £un¢§o de x nao pode

variar com t, entretanto este e igual a uma fungao apenas de t

gue por sua vez naoc pode variar com X. Sendo assim, tais membros

devem egquivaler a um wvalor constante que sera conhecido como
2

W .

X" {x) = -w X(x) T*{t) = -w' :Co® T(t] A.1.9

Se @ satisfaz a primeira condicgu de contorno entao
H{@)-T{t) deve existir para qualquer wvaloer de t (t2@}. A
condigao de contorno T{t) = @ para todo t e trivial uma vez que
Q=0 semre satisfaz a equacao homogenea, sendo assim X{@)}=0. Da
mesma forma a segunda condigaa de A.1.5 e satisfeita para Q se
E{&) = @ e a condigac A.I.6 e satisfeita para T(@) = @.

Desta forma, Q satisfaz a equagsn R.I.4 e as cundigges de
contorno A.I.59 se X e T satisfizerem aos dois problemas
homogeneos gue se seguem:

X"(x) + v ‘X(x}) =@, X(@) =0e X(2) =0 aA.1.10

T"{t} + v .Co”.T(t) = @ , T(®) = @ A.I.11
onde o parémetro “f tem o mesmo valor nos dois problemas. Para
achar solugaes nao triviais destas equacaes nota-se primeiro gue
a equaqgu A.]1.11 tem apenas uma condicso de contorno o que
implica admitir varias solugoes para A.

Se uf:@, a equaggo diferencial A.I.1@ se torma X" (x} = @

e s5ua solucau geral e K=Ax +B. Comm B=0 sze mf:@, entao
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¥(&) = 4.4 = @ somente se A=@ ,logo este problema tem apenas a
solugao trivial ¥{x) = @ guando w =0.

Sew ) @a suluggo geral de H" + wH = @ é:

H{x) = C1-sin{w:x} + C2.cos{w:x)

Para x = @ : Cx= @

Para x = & : sin{&.w} = @ logo & w = n'n {n= 1,2,....,0)
n-w:x
&

Os valores de w para os quais a equa;gu A.1.10 tem

Desta forma : X = sin| } (n=1,2,......,w) a.I.12

valores diferentes do trivial se chawmam valores caracteristicos

desta equagso 2 a funggo fa.1.12 e a £un¢50 caracteristica

correspondente.
Quando w o { @, fazendo W = —pt, onde g e real, tem-se
K=C3:sinh(g:x) como solugao de X" - & ¥ = @ que satisfaz a

condigao X(@) = @. Como sinh{g:x} # &, C3=0 se ¥X(&)=2. Sendo
assim nao ha valores caracteristicos negativos para as equagaes

Lad
em gquestao.

i 2

Para o = = a equagau A.I1.18 e distinta para cada

1
£
valor positivo e inteiro de n. Para um n fixo tewms& a solugao

A.1.12 e a equagao A.I.11 torna-se:

2 2 1
n Co
F 4

T {t) + 2 T(t) = @ ,T(0) = @ ,

n-ng-Co-t
— )

Sendo assim a £un¢;0 infinita ,

que leva a solugao T = sin{

n'n nag'Co-t
.________}'

Qn{t) = sin{™5 ) sin{>"p (n=1,2,...,0) A.1.13,

satisfaz a equa¢;o A.I.4 e as condigaes de contorno A.1.5.

Segundo CHURCHILL [?7] se cada uma das n Eungaes

Uy sUz,...,u satisfaz a equagao diferencial homogenea, entao
n
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todas as combinagoes lineares destas fungoes,
U = SsWy + Cotg + ....4+ & U
i“1 2-2 nn!
para gqualquer wvalor de o constante , satisfaz esta equacap
diferencial. E se cada uma das n fungoes satisfaz a econdigao de
contornoc linear homogenea, entaoc todas as combinagoes lineares

tambem satisfazem a estas condigoes.

Ainda segundo o tecorema 2 de CHURCHILL [7] a funQEO

@n{x,t) = Z bn-sin{

n=t

n-u-x
£

n-n:Co-t
£,

}:sin{ } satisfaz as condigoes

das equagaes A.1.4 e A.1.5 e e convergente. Observe-se gque bn e

um coeficiente da serie a ser determinado.

o0
O item VII.1.4 parte da serie Q(x,t} = Z ¥n(t) sin{
n=i

n:=T'x
z )

para chegar a snluggo geral das equagaes Vil.1.1.4 ¢ VI1I.}. 1.6 O

-

que & perfeitamente valide pois como foi dewonstrade neste
Qpéndice a solu¢;u destas equa¢595 pode ser encontrada com um
desenvolvimento em serie de Fouwrier de duas fun¢ges, uma de x e

uma de t, tendo ficado demonstrado tambem que a fun;Su de » tem

n*mx

a forma sinf 7 )-

Raciocinio analogo leva a uma serie de Fourier para
chegar ao valor da incognita n{x,t}.

Todo este desenvolvimento foi feito tambem visando chegar
as series de Fourier das incognitas Qu(x,y,t}, Qy(x,y,t) e

n{x,y,t) do item VII.Z2.



