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QORIENTADOR: Prof. Luiz Landau
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Este trabalho tem como propésito o estudo da estra
tegia de refinamento auto-adaptativo versao h do Metodo dos
Elementos Finitos (MEF) na analise de problemas bi-dimensio-
nais lineares regidos pela equacao de campo em regime perma-
nente. Para tanto, e apresentada a estratégia de refinamento
de malhas, bem como, a analise de erros a-posteriori envolvi

da no processo.

Utiliza-se a formulacgao de Galerkin do MEF, com
elementos isoparametricos bilineares, e na solugao do siste-
ma de equagoes emprega-se O Metodo dos Gradientes Conjugados

Precondicionado.

Problemas representativos sao analisados sendo os
resultados obtidos comparados com solugoes analiticas ou nu-

mericas encontradas na literatura.
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In this work a self-adaptive refinement procedure
{(h-version) for the Finite Element Method (FEM) solution of

two dimensional potential problems is studied,.

The mesh refinement strategy and the a-posteriori
error analysis are also discussed. The Galerkin formulation
for FEM is utilized and the resulting system of equations is

solved by Preconditioned Conjugate Gradients.

Several problems are analysed and results compared

with the available analytical and numerical solutiocons.
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CAPITULO I
INTRODUGAO

0 Método dos Elementos Finitos tem sido intensamen
te utilizado na execugao de projetos nos diversos ramos da
Engenharia, constituindo-se na mais importante ferramenta pa
ra solugao de problemas fisicos governados por equagoes dife

renciais,

Apesar da preocupagac demonstrada desde seu inicio
(COURANT [1]), a estimativa dos erros e a sua possivel mini-
mizagao nao ocupavam posicao de destaque na metodologia  de

analises via o Método dos Elementos Finitos.

Programas convencionais de analise n3o examinam a
influéncia dos erros, inerentes a discretizacao sobre a solu
cao obtida. Para contornar tal deficiéncia recorre-se na pré
tica a uma seqliencia de solugoes para discretizacoes gradati
vamente mais refinadas, observando-se as variacoes sofridas
pela solugac entre duas etapas subsegiientes, ate que tais va
riagoes reduzam-se a valores toleraveis. Tal procedimento de
manda tempo e a sua eficiencia esta intimamente ligada a ex-
'periéncia do analista. As consegiiencias disso sao alto custo
na analise, originado das diversas discretizacoes, sucessi-
vas preparacoes de malhas, execugoes e verificagoes, bem co-
mo a falta de criterio para avaliar a confiabilidade dos re-

sultados.

Atualmente, como resultado dos trabalhos primeira-
mente de BABUSKA e RHEINBOLDT [2, 31, seguidos entre outros,
dos trabalhos de GAGO (4], GAGO et alii [5, 6], BABUSKA e
SZABO (7], DEMKOWICZ et alii [8], tem-se subsidios para o de

senvolvimento de procedimentos auto-adaptativos, ou seja, al-



goritmos capazes de minimizar os erros associados a uma solu
cao de forma automatica. Intensivas pesquisas sao desenvolvi
das na busca de solucionar os inumeros problemas que persis-
tem gquanto as estratégias adaptativas e a analise de Erros,
assim como para suas efetivagoes nas aplicagoes da Engenha-

ria.

Neste trabalho descreve-se o desenvolvimento e im-
plementagao de um procedimento auto-adaptative do Método dos
Elementos Finitos, onde a adaptagéo se da atraves do refina-
mento dos elementos, versac h. Este procedimento e orientado
por medidas de erro a-posteriori e estratégias de refinamen-
to que definem a necessidade de um novo modelo ate ser atin-

gida a solugao otima dentro de uma tolerancia desejada.

Sendo assim, apresentam-se alguns conceitos basi-
cos referentes a anilise e medidas de erros no Capitulo II.
No Capitulo 11T, descrevem-se os principais aspectos dos pro
cessos adaptatives de refinamento de malhas, nas suas diver-
sas modalidades. No Capitulo IV, trata-se a implementagéo da
téecnica de refinamento h. O Capitulo V contém diversas apli-
cagaes efetuadas, procurando-se fazer uma analise do desempe
nho dos procedimentos implementados. Finalmente, no Capitulo
VI neférem=se:as conclusoes alcangadas no decorrer deste traba
lho. Sao expostas, ainda, sugestaes para aperfeigoamento e
continuidade deste trabalho, bem como para pesquisas futu-

ras.



CAPITULO II

ANALTSE DE ERROS

IT.]1 - ASPECTOS GERATS

Na utilizacao de Metodos Numéricos para  obtencgao
da solucao de determinado problema quatro sao as aproxXima-
goes introduzidas no processo, resultando em erros: a pri-
meira aproximacao deve-se as simplificacgdes envolvidas na
construgao do modelo matematico para descrever o problema;
em segundo, tém—se as aproximagaes e incertezas no forneci-
mento de informagdes para o modelo matematico (materiais,cog
digoes de contorno, carregamentos, etc.,); em terceiro, as
aproximagoes devidas a discretizagao de um problema fisica-
mente continuo; e por fim, as aproximacoes causadas tendo-se
em vista as operagoes em computadores serem efetuadas em

aritmetica finita.

Pode-se citar ainda como origem de erros a etapa
de analise e interpretacao dos resultados. No entanto, uma
vez assegurada a confiabilidade da solugao obtida, e tendo-
se em vista as disponibilidades existentes hoje em termos de
pos-processamento (computagao grafica, etc.) esses erros

tendem a minimizar-se.

Neste capitulo sao apresentadas inicialmente al-
guns conceitos fundamentais no estudo dos erros de discreti-

zagao ¢ em seguida a analise de erros adotada.



I1I.2 - CONCEITQOS BASICOS

II.2.1 - O Metodo dos Elementos Finitos {MEF)

Seja o problema modelado matematicamente por

0 no dominio @ (1I1.1)

A(D) Ly - P

B{(®) M@ - Q

0 no contorno T (II.2)

onde L e M sao operadores diferenciais, P e Q sao fungoes co
nhecidas e independentes de @, a funcgao incégnita do proble-

ma.

Tendo em vista as aproximacoes impostas na utiliza
¢ao de metodos discretos, a solugao obtida ® introduz resi-

duos r nas equagoes (II.1) e (I1I.2), desta forma tem-se

~ ~

A(G) = L9 - P

I
—
T~
o

(11.3)

~

B(@)

I
-3
e
)

M@ - Q (1I.4)

As equacgoes algebricas aproximadas sao entao obti-

das escrevendo-se (II.3) e (II.4) na forma integral

vl A(P) de + Ve B(é) ar = 0 (II.5)

Q2 T

onde V e V sao fungoes de peso conhecidas.

0 procedimento anterior & conhecido como Mé todo
dos Residuos Ponderados. Efetuando-se a integracao por par-

tes da equacao (I1.5), tem-se



T ~ - ~
G(V)" C(¢) da + H(V)T D(@) dr = 0 (11.6)
onde C, D, G e H sao operadores diferenciais, sendo C e D

tais que contem ordem de derivagao menor que as existentes

em A e B.

No MEF, onde o continuo e discretizado em elemen-—
tos unidos por pontos nodais, a solugao aproximada @ e ex—

pressa em fungac de seus valores nodais @  como
i

. NNOS
@ =¢ = ] N_@, (11.7)

onde NNOS € o numero de nos, Ei representa as incognitas do
problema e Ni as fungoes de interpolagao. A escolha dessas
fungoes assim como de V e v pode ser a mais variada, desde
que satisfagam certos critérios de completidade e continuida
de (ZIENKIEWICZ e MORGAN [9]). Na formulagdao cinematica
do MEF, quando se escolhe Vj = N_, tem-se o Metodo de Galer-

A

kin.

Sendo as aproximagaes dadas em (II.7) efetuadas
nos elementos, o sistema de equagoes algébricas,que represen
ta o problema na sua forma discreta,é obtido somando-se as
contribuigoes desses elementos nos pontos nodais. Para o]
caso de operadores diferenciais lineares as equagoes (II.5)

ou (II.6) podem ser escritas em forma matricial, como

(11.8)

e
13|
I
1

onde K e genericamente conhecido como matriz de rigidez glo-

bal,

1S

e F sao, respectivamente, vetores das incognitas e

das forgas nodais globais.



11.2.2 - Normas de Erro

Para o problema dado pelas equagoes (II.1) e
(IT.2), o erro associado a utilizacac do MEF é dadc pela di-

ferenga entre a solugac exata e a solugao aproximada
e =0 -9 (11.9)

A equacao (I1.9) fornece uma medida pntualdo erro.
Para se medir o erro de forma global pode-se utilizar o con-
ceito de norma (GOLUB e VAN LCAN [10]): um escalar associado
a uma funcao ou matriz que propicia uma estimativa da sua
magnitude e que satisfaz certas propriedades. A principal de

las pode ser descrita como

[ IK[| >0 e [|K|i = O se somente se K = 0

(I1.10)

onde ||K|| representa a norma de XK.
Varias sac as normas existentes., Neste trabalho,
adota—-se a norma de energia que pode ser definida para o er-

ro como a medida integral
2 T T
[IeIIE = e L e da + e M e dr (I1.11)

0 nome norma de energia deve-se ao fato de que re-
solver um problema pelo MEF, atraves da formulacgao cinemati-
ca, consiste, fundamentalmente, em minimizar o funhcional de

energia potencial total associlado,



Demonstra~se que (GAGO [4]), para problemas linea-
res elipticos, a energia do erro definida em (II.11) é igual

a0 erro na energia da solugao, ou seja
2 _ 2 Al
||e||E = ||@||E ||®||E (11.12)
IT.2.3 - Estimativas de Erros

Un limite superior para a norma de energia do erro

pode ser determinado pela inequagao (BABUSKA e SZABO [7])

1 .a
¢ < —_— (IT.13)
E|e||E < C(NGL)
onde NGL € o numero de graus de liberdade, ¢ é uma constante
dependente do problema em questao e a e 2 btaxa de convergég
cia da norma de energia, que e fungao da estratégia pela

qual NGL & incrementado.

Esse tipo de estimativa € conhecida como
a-priori, uma vez que pode ser obtida anteriormente ao
calculo da solucao. Do ponto de vista prético, essa medida
nao fornece um conhecimento detalhado do erro para um proble
ma particular. Do ponto de vista teérico, mostra que o© MEF

e convergente guando NGL tende a infinito.

Por outro lado, estimativas de erro,avaliadas a
partir de informagces referentes a uma solugac aproximada, de
nominam-se estimativas a-posteriori e foram introduzidas em

1978 por BABUSKA e RHEINBOLDT [3]. Essas estimativas podem

.

ser obtidas utilizando-se a norma de energia (II.11), gque e
facilmente relacionada com os residuos (II.14), os quais in-

formam quao bem a equagao original & satisfeita (GAGO [4]).



T T
IIeIIE = S e’ r_ de + S e’ r, dr (11.14)
Q T

As estimativas a-posteriori sao obtidas atraves de

uma unica anélise, sendo computadas localmente.
II.3 - A MEDIDA DE ERRO ADOTADA
I1.3.1 - O Problema Linear Eliptico

Sendo L e M operadores diferenciais parciais (odp)

lineares de segunda ordem, pode-se escrever

Lp - P =S DS P -P =20 {(em 2) (I1.15)
- -0 - @ = em T 1I.16.a
@ ?D ? ?D 0 ( 1) ( )
T - = ,
Mp - @Q =8 DS @ = q (em P2) (II.16.b)
~ 1 o~ o~ ~
onde o contorno I & tal que T = rl + F2. Nessas equagoes 3

e o operador que relaciona os gradientes das incognitas no-
dais com as proprias incognitas nodais, e o sub-indice n

significa direcgao normal a T Desta forma pode-se escrever

o

V) = S (1I1.17)

=y

onde Vv e o operador gradiente. Ainda nas equacgoes (II.15) e
(I1.16) D é a matriz de propriedades dos materiais e depende
do fenomeno fisico abordado. Finalmente @be E sao condigoes

de contorno do problema.

Atraves da matriz D pode-se definir:



9=079-D59¢ (rr.18)

que fisicamente representa as tensoes em problemas de Elasti
cidade, os fluxos em problemas de Potencial, etc. Neste tra-

balho, o vetor acima sera genericamente denominado fluxo.

Tendo em vista as aproximagoes dadas na equacao

(II.7) e a aplicagao do Méetodo de Galerkin, tem-se

p~p=NG@ (I1.19)

K@ -F =0 (II.20)
onde

T

K=£ (s N) D(S N) da (11.21)

o RN

F=S NTPdR+§ N g dr (II.22)

z o= oo 2

o

e os fluxos sao avaliados atraves de

q=(Ds)@p=(DSN @ (I1.23)

I1.3.2 - Suavizacao dos Fluxos

0 problema dado pelas equagoes (II.15) e (II.16),
se resolvido na sua forma fraca (I1.6), adotando-se para N

fungoes de continuidade c® leva a um campo de fluxos discon-

tinuos.

Muitas sao as técnicas existentes para suavizar o
campo de fluxos permitindo obter-se valores mails precisos.

Esses procedimentos se justificam quando se interpreta o}
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MEF, formulagao cinematica, como uma tecnica de minimizagao

dos erros nos fluxos conforme apresentade no Apéndice A.
Seja o fluxo suavizado g* para ¢ qual se. agssume o
mesmo comportamento das incognitas nodais (equacao (II1.19)),

ou seja

* = N g* (IT.24)

1O

conde E* sao os fluxos suavizados nodais, e a* e tal que
T, ~ -
s N {q* - q) de2 = O (II.25)

Substituindo-se as equagoes (II.23) e (II.24) em
(I1.25), tem-se

aq* = ¢ (11.26)

Se, em seguida a suavizagao local,for realizada a
media nodal dos fluxos obtem-se um modelo completo e conti-
nuo q* em todo o dominio. Apresenta-se na Figura II.1 a natu
reza das aproximacoes dos fluxos para um problema com fun-

coes de interpolacao N lineares.
IT.3.3 - Estimativa € Indicador de Erro
O erro como foi definido na equagao (II.9) pode

ser avaliado em fungac de qualquer parametro desejado. Para

as incognitas nodais, tem-se
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e =¢ - @ (II.27.a)
assim como, para os fluxos
e =g -4g (ITI.27.b)
~q ~ ~
!ncd@nhqlNodcl
APLICACAD 1
.8
o7 ~
0.8 —
; o.8 -
MEF. —> <—— EXATA
& o.4 —
g o.3 -
0,2 -
.1 =
o ¥ L] L} L) * L] T k) 1
-] o.2 0.4 0.8 0.8 1
COORD, X
Fluxos
7 APLICACAD 1

o] =

Fig. II.1 - Natureza dos fluxos em um problema com fungoes

de interpolagao lineares
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Em termos de norma de energia pode-se escrever

T
iIeIIE = g e L e do = S (s e)T D(S e) dg

Iy @
(I1.28)
Tomando-se as equagoes (II.18), (II.23) e
(II.27.b) pode-se escrever ainda
T -1
el |2 =S eTp e do (11.29)
e “q ~ g

2

Como fol demonstrado no i1tem anterior q* e de fato
uma melhor aproximacaoc da solugao exata, podendo ser  usado

para estimar o erro nos fluxos (ZIENKIEWICZ e ZHU [11])

eq =a -4 = q* - g (I1.30)

(IT1.31)

A expressac anterior pode ser avaliada para cada
elemento independentemente, fornecendo um indicador de erro,
ou seja, permitindo gue se tenha uma avaliagaoc da distribui-

gao dos erros.

Uma vez calculada a expressao (ITI.31) para cada
elemento obtem-se a norma de energia do erro para todo ¢ do-
minio, através de

A (11.32)

onde NELM é o numero total de elementos do modelo.
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IT.3.4 - Validade das Medidas Adeotadas

A maioria das estimativas encontradas na literatu-
ra € calculada atraves de duas parcelas: uma referente 208
residuos neo interior dos elementos e outra que diz respeito

a discontinuidade dos fluxos inter-elementos. A expressac a

seguir € apresentada para a estimativa de erros (GAGO et
alii [51)
L2 NELM 2 NELM 2
. h
lellz = o097 = g a7 B¢ a0
1=1 i=1 24Dp® ‘@
h
+ ‘ j* dr (I1.33)
240p 'r

onde h € o diametro do elemento, p a ordem da funcao de apro
ximacao, j as discontinuidades dos fluxos entre os elementos
e D uma constante dependente da relagac constitutiva do mate
rial. No caso de prcblemas de elasticidade, estado plano de
tensac, com fungoes de aproximagaoc lineares temse D =

= E/(1-v).

Varios autcores (BABUSKA e SZABO [7], GAGO [4])cons
tateram que a parcela correspondente as discontinuidades dos
fluxos € em geral preponderante. Isso sufere que uma razoa-
vel estimativa da validade da sclucgac do MEF pode ser alcan-
cada desprezando-se a parcela referente aos residucs na equa
gao (II.33). Para o caso de funcoes de aproximagac lineares

esCcreve—-se

ergz = (07 MM (e mELM :
elly = =1 ey | Sr 32 ar|  (r1.34)
1=1 i=1 |24D “7i

Por outroc lade, RANK e ZIENKIEWIZZ [12] demonstram
a equivaléncia entre as expressdes (II.34) e (II.31) o que

permite escrever
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C AFJ) < A{S} < C A?J) (II1.35)
1 i - i - 2 i
> >
com C2 > Cl 0
A medida dada em (1I1.34) satisfaz a proprieda
de matematica de ser simultaneamente uma estimativa infe-

rior e superior da norma de energia do erro, ou seja, existe

> >
C4 > C3 0 tal que

(3)

(J)
n < II?IIE < 04 n (IT1.36)

3 —

na qual C3 e C4 sao valores que tendem para 1 gquando ¢ erro

tender para zero, 1isto e

n(j) > ll?IfE quando ||§]iE > 0 (11.37)

conforme mostrado por BABUSKA e RHEINBOLDT [2].

A confiabilidade das medidas dadas nas equacoes
(IT.31) e (II.32) & numericamente comprovada em extensivas
aplicagoes (ZIENKIEWICZ et alii [11, 13]). O uso dessas equa
goes & particularmente interessante no contexto de processos
auto-adaptatives, uma vez gque atraves da primeira determi-
na-se onde deve ger efetuado o refinamento, e da segunda tem

-se uma avaliacao global do desempenho do modelo adotado.
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CAPITULO TIX
PROCEDIMENTOS ADAPTATIVOS
III.1 - CONSIDERACOES INTCIAIS

Um procedimento e dito adaptativo quando uma eta-
pa de calculo depende de informagaes fornecidas pela etapa

anterior, e auto-adapitativo caso nao haja iteragéo com le)

usuario para ativar o processo.

Os processos adaptativos do MEF tem origem nos
trabalhos de OLIVEIRA [16], CARROL [17], TURCKE e McNEICE
[18] e outros, que baseavam-se nos Principios Variacionais
e Metodos de Otimizacao Matematica. Foram no entanto, oS
trabalhos de BABUSKA e REEINBOLDT [2, 3] que tornaram possi-

vel o desenvolvimento dos processos adaptativos da forma

apresentada atualmente,

Varios sao os parametros que podem ser adaptados:
malha, posicaoc e numero otimo de pontos de integragdo, mode
lo matemético, introducao de fungBes egpeciails modelando

singularidades, etc.

Este capitulo tem por objetivo apresentar alguns
dos processos de refinamento de malhas cujas etapas basicas
pocdem ser sumarizadas atraves do algoritmo apresentado no

Quadro (III.1).
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QUADRO ITI.I - Algoritmo de programa auto-adaptativo do MEF

PASSO 1 - Introduzir dados do problema e tolerancia do er

ro desejada;

PASS0 2 - Gerar modelo inicial;

PASSO 3 - Resolver sistema de equagoes algebricas:

PASSO 4 - Analisar erros na solugéo (a-posteriori);

PASSO 5 - Se a solugao estiver dentro da precisao deseja-
da:

Entaoc parar © processamento.

Senao gerar novo modelo e voltar ao passo 3;

III.2 - METODOS AUTO-ADAPTATIVOS

Os esgquemas de refinamento de malhas auto-adapta-
tivos sao subdivididos de acordo com o parametro que sera
adaptade. Apresenta-se a segulr as caracteristicas de algu-
mas possibilidades existentes. Para tal tome-se por base

inicial a malha da Figura III.l.

I11.2.1 - Versao r

A versao r baseia-se nos trabalhos iniciais do
estudo de otimizacao de malhas (OLIVEIRA ([16], CARROL [17]
e outros) e consiste no enrigquecimento da solugao atraveés
da otimizagao da localizagao dos pontos nodais. Um exemplo

da versao r pode ser visto na Figura III.2.
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Fig., II1.1 - Malha inicial

Nessa versao, uma vez que o numero de graus de 11
berdade permanece inalterado, apés varios estégios 0 proces
so estabiliza, ficando ¢ erro nos elementos redistribuidos.
Na maioria das vezes este procedimento leva a um menor va-
lor médio dos erros. Estas redugoes no erro sao significati
vas em alguns casos, tals como, problemas de fluxo de Sto-
kes (ODEN et alii [19]). Este processo possui  dependéncia

direta com o numerc de elementos da discretizacac inicial.

Para problemas bi e tridimensionais a estabilida-
de numerica deste procedimentoc pode ser comprometida em wvir
tude das dificuldades de se garantir um bom condicionamento

dos elementos. Uma outra abordagem consiste em regenerar



18

completamente a malha a cada nova adaptagéo, por meio de um
sofisticado gerador de malhas e das informagoes da distri-
buigac dos erros (PERAIRE et alii [20]). Esse procedimento
permite um maior controle na obtengéo do novo modelo, © que
soluciona alguns dos problemas referentes ao condicionamen

to dos elementos.

| I
—“""'| - 1T — —}— — [:'::.:-"

I l

' I

| |
/—-.li—_ —l—'-'—‘--\_
— — —+ —_— N —_—

Fig. III.2 - Refinamento de malha r
ITI.2.2 - Versao p

Neste procedimento, a redugéo dos erros e alcanga
da aumentando-se o grau dos polinomios das fungoes de apro-

ximagao adotadas.
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A versao o) é, particularmente, atraente quando se
faz uso de fungaes de interpolacao hierérquicas, uma vez
que as informagoes correspondentes a um nivel de discretiza
¢ao sao mantidas quando o problema é refinado. 0 uso da for

mulagao hierarquica permite ainda a obtencao, de forma sim-

ples, da estimativa de erros na solugéo (ZIENKIEWICZ et
alii [21]). A implementacao da versao p fica entzo muito
eficiente, obtendo-se altas taxas de convergéncia (GAGO

[4], RIBEIRO [22], WILLMERSDORF [23]).

No entanto, para problemas onde a solugao apresen
ta singularidade, a oscilagao nos fluxos associada ao uso
de fungoes de aproximacao de alta ordem representa uma

limitagao no refinamento p (BABUSKA e NOOR [241).

Exemplo do refinamento p pode ser visto na Figura

IIT.3.
II1.2.3 - Versao h

A versao h consiste na reducao dos erros por meio
da subdivisao dos elementos (CAREY [25]). Um exemplo da

versao h pode ser visto na Figura III.4.

Na tecnica de refinamento h a estabilidade numeri
ca da solugéo e assegurada em qualquer nivel de refinamen-

to, Desta forma, a tolerancia dese jada e sempre alcancada.

0 uso da versao h e,portanto, particularmente in-
dicado na analise de problemas que apresentam singularida-

des acentuadas na solucac (GAGO et alii [61).
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— Quadrdatico

Cubico

1l

Qudrtico

Fig., IT1.3 - Refinamento de malha p

E, ainda, extremamente conveniente o seu uso em
problemas transientes, pois alem do refinamento e possivel
se recorrer ao reagrupamento de elementos em regioes onde o
erro se encontra abaixo da tolerancia dese jada (DEVLOO

[26]).
I11.2.4 - Versoes Combinadas

Neste caso, tem-se a combinacaoc das versoes ante-
riores. Tem sido bastante pesguisado o procedimento h-p,
no qual a estabilidade da versaoc h unida a boa convergéncia
da versao p tem levado a resultados muito eficientes
(DEVLOO [261). Esta versao apresenta uma taxa de convergén—
cia exponencial mesmo em problemas com singularidades (GUO

e BABUSKA [27]).
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Fig. ITI1.4 - Refinamento de malha h

Recentemente estudos tém sido efetuados com a
estratégia h~r (ADJERID e FLAHERTY [28]) cnde a possibilida
de de refinamento e des-refinamento & incorporada em um pro

cedimento de tipo r.
III.2.5 - Criterio de Otimizacao
De uma maneira geral, um procedimento adaptativo

pode ser definido como um problema de otimizagac da seguin-

te forma:
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Minimizar . ~ Maxi -

(atraves de adaptagao) aximo Ile]|i (I11.1)
i=1,2, ..., NELM

onde |lell, e o indicador de erros no elemento i, NELM & o

numero total de elementos do modelo, variavel na versao h.

O problema visto desta forma conduz a seguinte so

lugao:
||e||i = constante ¥ i, i =1, 2, ..., NELM (I11.2)

se nao houver nenhuma restricao no procedimento auto-adapta
tivo. Obtém-se assim uma distribuigdo uniforme dos indicado
res de erros sobre todos os elementos, 0 gue representa um
critério mais consistente que a simples minimizacao da es-

timativa de erros global.

No problema de Min/Max (KIKUCHI e TORIGAKI [29])
visto em (III.1) obtém-se uma equidistribuicao dos erros no
final da analise a menos de uma certa tolerancia desejada.
Esse critério se assemelha ao critério quasi-otimo definido
por OLIVEIRA [16] e TURCKE [18] e ja se incorporou aos pro-
cessos auto-adaptativos em geral. Apresenta-se no Apéndice

B uma demonstracao simplificada deste criterio,
II1.3 - CONVERGENCIA

Em um programa auto-adaptativo tem-se uma seqﬁén—
cia de solucgoes que devem ser convergentes, ou seja, a cada
novo modelo deve-se ter uma solucao mais proxima da exata.
Sendo assim, a taxa de convergéncia da solugao pode ser fa-

tor definitivo na escolha da versao a ser adotada.
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Por sua vez, a convergencia do processo esta inti
mamente relacionada a regularidade da solugac exata do pro-

blema, ou seja, a presencga ou nao de singularidades.

Estudos realizados tem demonstrado uma taxa de
convergencia superior da versao p em relagio a versao h, pa
ra malhas quasi-uniformes. Por outro lado, gquando existem
singularidades, a escolha da malha inicial bem como da pre-
cisao desejada sao cruciais para o sucesso da versao P
(BABUSKA e OH [301). Tambem na versao r esses fatores s20

determinantes.

E geralmente dificil a definicado de uma discreti-
zagao inicial que elimine tals problemas, principalmente
em situagoes que apresentam varias singularidades na solu-
gao. Alem disso a precisio desejada € algo intrinseco a
aplicacao que se tem em vista. Assim, parece indispensével,
apesar de sua baixa razao de convergéncia, 0 uso do procedi
mento h, que e capaz de minimizar erros cometidos na defini
gao da malha inicial, e quando unido a versao p(h~-p) elimi
nar o efeito de poluigac ou espalhamento do erro (BABUSKA
e OH [30]) que ocorre na versao p em presencga de singulari-

dades.
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CAPITULD IV

UM PROGRAMA AUTO-ADAPTATIVCO VERSAO h

IV.1 - INTRODUCAQ

A elaboragao e implementacao de um programa auto-
adaptativo, versao h do MEF, necessita, portanto,de uma anéli
se de erros a cada solucao que permita coordenar a adaptati-

vidade do processo {(Quadro III.1).

No que diz respeito a analise de erros apresentada
no Capitulo I1, sua implementagao e conduzida de forma dire-
ta e imediata podendo ser incorporada em uma analise padrao
via MEF, obtendo-se assim uma avaliagao dos erros da solu-
cao sobre o dominio. No entantec, dotar o programa da capaci-
dade de refinamento automatico, objetivando ¢ enriguecimento
da solugéo, reguer a incorporagéo de varios procedimentos,ag

sim como, de uma estrutura de dados propria.

Ressalta-se, desde jé, que apesar de implementadas
em um programa para analise de problemas de potencial, a es-
trutura de dados, bem como, os algoritmos apresentados neste
capitulo tém carater geral, para uso em programas gque tratam
da Solugéo numerica de equagoes diferenciais parciais el{pti

cas lineares.
Iv.2 - OBTENGﬁO DO NOV0 MODELD

Para obtengao de um novo modelo as informagdes re-
ferentes a geometria e topologia, bem como, as condigoes de

contorno e carregamento devem ser reestabelecidas tendo-se
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por base o0 modelo existente,

IV.2.1 - Refinamento dos Elementos

0 refinamento de um elemento em um numero qualquer
de subelementos implicaria na necessidade de uma estrutura
de dados extremamente complexa. No entanto, adotando-se © re
finamento do tipe bissecgac,ou seja,a subdivisac do elemento
em quatro novos, introduzindo-se nos intermediarios nos
lados do elemento original é possivel a elaboragao de procedi-
mentos relativamente simples para obtencao das informagoes
necessarias ao novo modelo. As etapas que devem ser executa-
das, para cada elemento, podem ser sintetizadas no Quadro

IV.1.

Passo 1 - Numerar novos nos;
Passo 2 - Calcular coordenadas dos novos nos;

Passo 3 - Obter todas as informagoes referentes a topolo-
gia dos novos elementos e corrigir, gquando ne-
cessario, a topologia dos elementos ja existen-
tes no modelo;

Passo 4 - Numerar novos graus de liberdade e determinar
0S nos irregulares;

Passo 5 - Interpolar a solugao referente ao modelo atual
para as novas equacoes.

Quadro IV.1

1V.2,2 - Garantia da Continuidade Inter-Elementos

Os refinamentos conforme apresentado no item ante-
rior implicam no aparecimento de nos irregulares (Figura
IV.1). Uma etapa essencial no refinamento tipo h é a garan-

tia da continuidade entre os elementos, assegurando assim a
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conformidade dos mesmos e portanto a convergencia do metodo.

e Nos Irregulares

Fig. IV.l1 - Refinamento tipo bissecgac em um elemento isopa-

rametrico bi-linear

Varias sao as formas para se assegurar a continui-
dade entre elementos: uso de elementos com fungoes hierérqui
cas; uso de elementos de transigao, ete. (ZIENKIEWICZ e
MORGAN [9]). Dentro do contexto da versao h do MEF, adotan-
do—se elementos isoparamétricos bilineares, parece o© mais
indicado (DEMKOWICZ et alii [8]) impor restrigoes na incogni
ta do no irregular. 0 referido procedimento pode ser feito
a nivel de elemento, introduzindo-se nas matrizes de rigide-
zes e nos vetores de carga as informagoes referentes a res-

trigao conforme algoritmo dado no Quadre IV.Z2.
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PARA I DE 1ATE NELM FAZER

- Avaliar matriz de rigidez do elemento
- Avaliar vetor de cargas do elemento

SE o elemento possui nos irregulares

ENTAQ :

Obter matriz de permutacao {(P)

- Corrigir arranjo que fornece as
equagoes correspondentes aos elemen-
tos (arranjo LM)

T
- Corrigir matriz de rigidez (P *Ke*P)
- Corrigir vetor de cargas (PT*Fe)
FIM DO SE;

FIM DO PARA.

Quadro IV.Z2

0 arranjo LM contem entio para o elemento B as

equagoes correspondentes aos nos [2B, 5,0 145, lSB]. A  ma-

A
triz de permutagdo P expressa a relacgac entre os graus de

liberdade antigos e os novos. Para o elemento B tem-se

2B 1 0 0 0 2B

IOB 1/2 1/2 0 0 5A
14B = 0 O 1 0 14B (IV.1)
lBB 0 0 0 1 |18B

Considere a situagao ilustrada na Figura IV.l. Pa

ra o elemento A 0s graus de liberdade correspondentes, bem

como, a geometria podem ser vistos na Figura IV.2.
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2 1 2
! ®
4 S
4 5
{a) Geometria (b) Graus de liberdade
Fig. IV.2 - Elemento A
Ja para o elemento B que possui no irregular, ver
Figura IV,3.
13
2
14
[0
(a) Geometria (b) Graus de liberdade

Fig. IV.3 - Elemento B

Tendo em vista que a um no irregular nao correspon
dem equagoes, este e dito inativo. Uma vez sendo efetuado no
vo refinamento esse pode passar a noé ativo. Deve-se entao
efetuar a corregao tambem na solugéo por meic da transforma-
cao dada pela equagao (IV.1). Obtém-se com isso o valor in-

termediario da incégnita nodal correspondente,
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IV.2.3 - Carregamento e Condicoes de Contorno

Uma vez determinada uma nova discretizacao deve-se
ter carregamento e condigoes de contorno correspondentes pa-
ra se obter o novo modelo. A implementagéo efetuada no pre-
sente trabalho trata problemas tanto com carregamento nodal
como de volume. Para as condigoes de contorno pode-se ter:
incégnitas nodais prescritas, assim como, fluxo prescrito,
avaliado por meio da integragaoc na superficie corresponden-

te.

Ressalta-se ainda, que as condigaes de convecgéo,
bem como, as de irradiacao tambem podem ser consideradas uti
lizando-se elementos escalares para a obtengao das matrizes

adicionais.

As condicoes de contorno sao, entac, reconstitui-
das linearmente quandc da existéncia de refinamento de ele-

mentos que se localizam nco contorno.
IV.3 - ESTRATEGIAS DE REFINAMENTO
IV.3.1 - Criterios Baseados na Analise de Erros

Para se obter o modelo otimo como definido no Capi
tulo III (ver item III.2.5) € necessario a escolha de uma
estrategia de refinamento dos elementos. Muitas sao as pos-
sibilidades, a depender desta escolha tem-se uma taxa de con
vergéncia, um grau de confiabilidade dos resultados e um cus

to computacional correspondentes.
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Dentre as diversas alternativas, implementou-se
trés delas nas quais tem-se como limitagéo, para o procedi-
mento, a area minima de um elemento refinado, sendo conse-—
giientemente o numero total de elementos também limitado. A
seguir descrevem-se estas alternativas.Nos critérios aqui
apresentados adeota-se para os elementos da malha inicial
o nivel um. Uma vez refinado, o elemento & subdividido em
quatro novos elementos cujo nivel & uma unidade maior que
a do elemento que lhes originou. 0 nivel maximo de refinamen
to em um elemento & Nm .

ax

- Alternativa 1:

Nesta alternativa define-se um parametro v, com
valor no intervalo [0; 1], e avalia-se o indicador de erro
maximo (lmax) do modelo, ficandc o refinamento determinado

conforme o procedimento apresentado no Quadro IV.3.

Passoc 1 -~ Gerar modelce discreto;
Passo 2 - Resolver sistema de equag5es;
Passo 3 - Efetuar calculo dos indicadores de erro (Ai);
Passo 4 - Obter o indicador de erros maximo (Amax);
Passo 5 - Determinar como refinavel todo elemento no qual
A e cujo nivel e < N ;
i - max max
Passo 6 - Se houver elementos para refinar:
Entao voltar aoc Passo 1;
Senao parar o processamento.

Quadro 1V.,3
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- Alternativa 2:

Nesta alternativa utiliza-se a norma de ‘energia me
dia por clemento para definir a estrategia de ‘refinamento

(ZIENKIEWIZZ ¢ ZHU [11]) conferme apresenta-se a seguir:
Considere que ao final da analise tenha-se que
E<E (1v.2)

onde E & a razao entre a estimativa do erroc e a norma . de

energia do problema, avaliada por:

E = L (1IV.3)

(v 11811212

e E a tolerancia dese jada.

Na expressao anterior o denominador representa a

norma de energia total do problema.

Postulando-se que o erro encontra-se igualmente

distribuido entre os elementos, tem-se
A, o= A ¥ i, j (IV.4)

onde Ai e Aj s20 0s indicadores de erro de dois elementos

distintos.

A norma de energia do erro pode ser obtida como

NELM
n = 3 xz = NELM*Az (IV.5)
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A expressao (IV.3) pode ser escrita na forma

NELM* 12 1/2 b
1 1
E = — = ~ VE (Iv.6)
2 2 2_ 2
n® o+ IIE)JIE nt o+ IIQHE

NELM

onde o denominador representa agora a norma de energia média

por elemento (Em). Sendo assim, a equacac {IV.2) torna-se

A

i —_
— < E Iv.7
= < (1v.7)

3

0 dque representa um valor limite por elemento, podendo ser
usada para definir o refinamento de acordo com o esquema

apresentado no Quadro IV.4,

Passoc 1 - Gerar modelo discreto;’

Passo - Resolver sistema de equagoes;

2
Passo 3 - Efetuar calculo dos indicadores de erro (Xi);
4

— Computar a norma de energia media por elemento

E .
m!

Passo b5 - Determinar como refinavel todo elemento no qual

[»,/E ] > E e cujo nivel é < N . ;
i’ "m max

Passo 6 - Se houver elementos para refinar:

Passo

Entac veltar ao Passo 1;

Senac parar o processamento.

Quadro IV.4
- Alternativa 3:
Tendo em vista a existéncia de elementos com di-

mensoes variadas, torna-se conveniente adotar como fator de

ponderagao o volume do elemento (Vi) na definigao da energia
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media por elemento, ou seja

Vv

i
E; = NELM * v E; (IV.8)
i T

onde V,_ é o volume total do dominio em estudo.
Uma variante da alternativa 2 € entao dada substi-
tuindo-se Em por Em no Quadro IV.4. Uma vez que sao levadas
~1
em conta as dimensoes dos elementos apenas nesta alternativa
tem-se uma equidistribuicaoc mais realista dos erros (LYRA

et alii [32]).
iv.3.2 - Criterios Adicionais

Alem dos refinamentos determinados pela analise de
erros, alguns outros devem ser adotados objetivando: a) 1imi
tar a complexidade da estrutura de dados, b) garantir uma
boa topologia da malha apés sucessivos refinamentos, ou ain-
da, c) assegurar a equidistribuigao dos erros em problemas

cuja solucao apresenta singularidades acentuadas.

Seja entao NER, o numero de elementos a serem refi
nados, inicialmente determinados pelo critério baseado na
analise de erros, e armazenados no arranjo EREF. Apresentam-

se a seguir os tres criterios adicionais implementados:
~ Criterio Adicional 1:

Refinamentos sucessivos na malha atraves do esque
ma bissecgao podem levar ao modelo da Figura IV.4, onde a
garantia da continuidade entre os elementos implicaria na ne

cessidade de uma estrutura de dados que permitisse lidar com
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restrigoes generalizadas, ou seja,relacionar o valor de um

determinado no com n outros valores nodais.

baseado na
analise
dos erros

Fig. TV.4 - Modelo hipotetico de malha 1

Na Figura IV.4 ter-sec-ia,por exemplo, o valor da
incégnita no né 5 como fungao dos valores nos pontos nodais
1, 4 e 6, 0 procedimento apresentado no item IV.2.2 teria
gue ser modificado para permitir esse tratamento. A estrutu-
ra de dados gue possibilita isso e muito complexa e pode ser
evitada fazendo-se a limitagao de apenas um no irregular pa-
ra cada lado do elemento (BANK [33]), conforme algoritmo

apresentado no Quadro IV.5.

A utilizagao desse critério implica na inclusao do
elemento A (Figura IV.4) no arranjo EREF, ou seja, entre

aqueles a serem refinados.

- Critério Adicional 2:

Uma malha originada da aplicagao do critério basea
do na analise de erros juntamente com o critério apresentado

no item anterior pode apresentar como configuragao a ilustra
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da na Figura IV.5.

ENQUANTO (I < NER)
PARA todos os vizinhos de EREF (I) FACA
SE o vizinho possuir 2 ou mais nos irregulares:
ENTAQ NER = NER + 1;
EREF (NER) = vizinho;
FIM DO SE;
FIM DO PARA;

FIM DO ENQUANTO.

Quadro IV.5

Fig. IV.5 - Modelo hipotético de malha 2

Umn segundo criterio pode ser adotade visando maior
regularidade da malha, implicando ainda na reducao de um
grande numero de nos irregulares. Para tal, basta limitar em
no maximo dois nos irregulares fazendo fronteira com um ele-

mento (BANK [33]|) (Quadro IV.6).
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ENQUANTO (I < NER)
PARA todos os vizinhos de EREF (1) FACA

SE o vizinho possuir 3 ou 4 lados com nés irre-
gulares:

ENTAO NER = NER + 1;
EREF (NER) = vizinho;
FIM DO SE;
FIM DO PARA;

FIM DO ENQUANTO,

Quadro IV.56

Esse critério se aplicado a malha da Figura IV.5

determinaria ©s elementos A e B para serem refinados.

Os critérios adicionais 1 e 2 sio de caracteristi-
ca exclusivamente topolégica. No entanto, © primeiro e indis
pensével diante da estrutura de dados utilizada, e o segundo
opcional.

- Critério Adicional 3:

A utilizagao do critério da equidistribuicaec  dos
erros, para o dominio #, em problemas com singularidades
acentuadas, implica em um numeroc muito grande de refinamen-
tos concentrados nas regices proximas as singularidades até
ser alcangada a tolerancia desejada. Isso acarreta em Ultima
analise em: grande esforgo computacional, malhas mal condi-
cionadas, numero consideravel de refinamentos adicionais,

etc.

Considere um problema com carga concentrada, cujo
fluxo e dado pela fungdo delta de Dirac. Tem-se solugdo po-

rem com energia infinita ne dominio (2). No entante tem-se
3
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energia finita em um subdominio a* CTa no qual a regiao em

volta da singularidade e excluida (ver Figura IV.6) (BABUSKA

[34]).
¥ ¥ X
G RNV N R o
Fi Iv.6
Deve-se, portanto avaliar as medidas de erro em

termos da norma da energia no dominio * . uma vez que para a
versao h & demonstrado (NITSCHE e A, H., SCHATZ [35] ) que

| el | 0O quando h + 0 (IV.9)

E{ax*)

A definicao do dominio 2%, previamente, s seria
possivel em problemas cujo comportamento da solugio & conhe
cido. De forma a assegurar que, ao Tinal, todo elemento com
indicador de erro acima do limite desejado tenha nivel igual
ao maximo (Nmax)’ pode-se adotar o procedimento apresentado
no Quadro IV.7 (LYRA et alii [36]), no qual a convergéncia

do errc total € avaliada como

n,—n
) kK k-1
RCONV = (IV.10)

My
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onde k € k-1 referem-se respectivamente, ao modelo atual & o
imediatamente anterior. O parametro RCONVmin e estabelecido
externamente come a convergencia minima do erro total dese ja

da.

PARA I de 1 ATE NER FACA
SE Nivel de EREF (I) = N
Max

ENTAQO SE RECONV < RCONV |
ol min

ENTAQO voltar ao critério de refinamento
do erro s/computar os elementos de
ivel, igual a N ;
nivel, igu a nax’
FIM DO SE;
FIM DO S5E;

FIM DO PARA,

Quadre IV.7

A utilizagao desse procedimento assegura apenas a
equidistribuigac dos erros para os elementos com niveis infe
riores ao nivel maximo. Um tratamento mais apropriado  pode
se fazer necessario em um problema especifico, o gue pede
ser alcangado fazendo-se uma adaptagac da fungao para os
elementes do deminio g**  usando-se fungaes préprias para o
tratamento de singularidades. Ou ainda, fazer uso da versao
h-p gue apresenta taxa de convergéncia exponencial mesme pa-

ra esses problemas (RANK [371]).

Tendo-se definido todos os elementos que devem ser
refinados, quer devido a analise dos erros quer em fungao
da aplicagéo dos criteérios adicicnais apresentades, refina-
se um a um oS elementos conforme item IV.2. O refinamente e

efetuado na ordem crescente deos niveis dos elementos.
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IV.4 - SOLUGAC DO SISTEMA DE EQUACOES

A etapa de resclugac do sistema de equagoes alge-
bricas € sempre de suma impeortancia em qualquer problema.
Tendo em vista, as sucessivas reavaliagces existentes em um
procedimentoe auto-adaptative, bem como, as caracteristicas

particulares do mesmo sua importancia torna-se ainda maior.

Num programa auto-adaptative versac h do MEF tem-
se uma natureza nao regular da numeracac ncdal gque provém do
processo de refinamento automatico. Issc leva a um aumento
da largura de banda na matriz global do problema. Uma VEZ
que a eficiencia do usc de procedimentos diretos na solugao
do sistema de equagoes esta diretamente relacionada a explo-
ragac desta caracteristica (AXELSSON e BARKER [38]) a sua
utilizagao parecc imprépria. Aliadeo a isso, ¢ facilmente ob-
servavel que o useo de tails procedimentes implicaria em uma
reavaliagac completa da matriz do sistema a cada nova etapa

do processo adaptativo.

Per outre lade, um processo de resoluqéo iterative
nao € influenciado pela numeracgao nodal, jé que sua implemen
tacao pode ser feita na forma Elemento-por-Elemento (ZoU-
TINHO et alii [39]). Esse procedimento permite ainda tomar
como vetor de partida, na resolugao em uma determinada eta-
pa, a solugéo obtida na etapa imediatamente anterior. Accle-

ra-gse assim a taxa de convergencia do processco.

0O uso de procedimentes iteratives apresenta-se tam
bém bastante atraente face as novas arquiteturas de computa-
dores, onde podem ser expleradas as capacidades de vetoriza-

gac e paralelizacao de processcos, ORTEGA [40].
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Empregou-se o Método dos Gradientes Conjugados com
precondicicnamente de Jacebi (GOLUB e LOAN [10], ODEN e
CAREY [41], COUTINHO et alii [392]) implementade na forma

Elemento-por-Elemento.

IV.5 - ESTRUTURA DE DADOS ADITIONAL

Como pode ser visto, para a implementagéo dos pro-
cedimentos apresentades nos itens anteriores, faz-se necessa
ric uma estrutura de dados adicionais as ja existentes em um

programa do MEF.

A escolha dessa estrutura de dados € de extrema im
portancia uma vez gue dela depende parte significativa do

sucesso do programa.

Muitos sao os fatores que influenciam na sua elabo
ragéo, tais come: algoritme de solugéo, tratamento dos nos
irregulares, memoria disponivel, etc. De um modo geral os da
tores apresentados sao conflitantes e qualquer escolha repre
senta um compromisso. Dentre os fatores deis (DEVLOO [26])d§
vem ser destacados uma vez que sao indispenséveis, pois sao

inerentes acs programas auteo-adaptativos:

12) A estrutura de dados deve independer da malha fornecida,
ou seja, deve ser nac-estruturada.

29) A estrutura de dades deve ser tal que ao sofrer meodifica
goes durante o processo adaptativoe permanega estavel, ou

seja, deve ser rcbusta.

Tendo em vista as caracteristicas e informagoes ne
cessarias € baseando-se ainda em trabalhos tais como os de
CAREY [25], BANK [33], RHEINBOLDT et alii [42], optou-se por

win €sqQuema que se assemelha a estrutura em arvore.
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As informagoes referentes aos vizinhos dos elemen-
tos (LADO ) e a histoéria do refinamento (FILHO), bem como,
as incidéncias dos novos elementos ficam determinadas em
fungao das incidéncias do elemento que lhes originou (PAI),

tendo em vista disposigao local apresentada na Figura TV.7.

I | LADO 4 | 8 4

PAI FILHO
LADO [1] LADO

Refinamento @

A 5 7

A — °

®

®
©

. 2 | Laoo[7 3 2 6 3

{a) (b)

Figura 1V.7

A informagao referente ao nivel de refinamento do
elemento & armazenada em um arranjo (NIVEL). E feito uso
de um outro arranjo contendo a informagao referente ao esta-
do do no, se regular ou naco. Esse arranjo permite a utiliza-
950, de forma imediata, do modelo final obtido, no caso de
se desejar reiniciar a analise. Tem-se ainda o arranjo

(EREF) contendo os elementos a serem refinados.
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CAPITULO V
RESULTADOS NUMERICOS
V.1l - INTRODUCAO

Neste capitulo os procedimentos implementados sao
utilizados na solucaoc de problemas bidimensionais lineares
regidos pela equagao geral de campo em regime permanente,
procurando-se estudar as diversas caracteristicas do proces-

so de refinamento versaoc h do MEF.

Todas as analises foram efetuadas no computador
Burroughs AlQ, do Nuacleo de Computagao Eletronica da Univer-
sidade Federal do Ric de Janeiro. Os algoritmos foram escri-
tos em linguagem FORTRAN sendo as variaveis reais declaradas
com precisao dupla. As discretizagoes iniciais foram proposi
tadamente grosseiras para maior evidéncia do processo de refi
namento, e em todas as aplicagSes adotou-se tolerancia de
lO—6 na norma Euclidiana dos residuos para a convergéncia

do Metodo dos Gradientes Conjugados.

Utilizou-se sinda o programa SISPLOT (JACOB e
EBECKEN [43]) como pos-processador grafico, alem de softwa-
res aplicativos AUTQO-CAD [{44], SURFER [45] e LOTUS 1-2-3

[46] na obtengac dos graficos e figuras apresentados.
V.2 - A EQUACAC DO CAMPO
Inumeros sao os problemas praticos na Engenharia

cujo medelo matematico pode ser descrito por uma E.D.P. elig

tica originada da equagac Geral de Campo. Sendo @ a fungao
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incognita do problema; Kx’ Ky e p parémetros dependentes do
material que constitui o meio onde o fenomeno atua; escreve-
se para problemas bidimensionais lineares no regime permanen
te essa equagao cComo

3 3 3

3 30, @ 30 _ (
% (KX Bx) + iy (Ky By) +p =0 ¥(x,y) € @ (V.1)

Com condigoes de contorno dadas por:

a) O valor da incognita e conhecido no contorno (condicao de

contorno de Dirichlet ou essencial)

¢ - @ =0 V(x,y)eFD (v.2)

onde ¢ e o valor da incognita prescrita.

b} Existe um carregamento de superficie no contorno (condi-
gao de contorno de Cauchy ou natural)
ag £]0) -
K —n +X —n + + h =0 ¥(x, r (V.3
< 7= Dy gy Ny t @ Vi ( y)ec { )
onde nx e ny sao os cossenos diretores entre a normal ex-
terna ao dominio e os eixos x e y respectivamente. 0O va-
lor do fluxo prescrito & representado por a eheéeo coefi

ciente de radiagac ou de convecgao.

Na Figura V.1l apresenta-se de forma esquemética o]

dominio e contorno em um problema bidimensicnal.
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Fig. V.1 - Regiao bidimensional

Apresenta-se na Tabela V.1 (BATHE

gia entre alguns problemas fisicos governados pela

(v.1).

o= r‘cU Pd

Xx:={x,y)e IR?

[47]) uma

analo

equagao

PROBLEMA FiSICO

INCOGNITA (@)

P

Transferencia de
calor

Temperatura

Condutivida-
de térmica

Geracao in-
terna de ca
lor

Tor cao Fungao de ten|(modulo cisal(-2) x (angu

sao lhante)-1 lo de tor-

gao)
Fluxc em meioc poro|Altura piezo-|Condutivida- Geracao in-
S0 métrica de hidrauli-|terna de
ca fluxo

Fluxo inviscido, Velocidade po - Fonte ou
irrotacional e in |tencial sumidoures
compressivel
Condugao eléetrica |Voltagem Condutivida-|Fonte de cor

de elétrica

rente inter-
na

continua...
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PROBLEMA FISICO |INCOGNITA (@) K , K P

Difusao de gas Concentragao |Difusividade -

Tabela V.1 - Problemas de campo

Vale ressaltar,que embora nao tenha sido explora-
do, nas aplicagoes efetuadas, o programa desenvolvido permi-
te a analise de problemas com condigoes prescritas de convec
¢ao ou de irradiagao, bem como, problemas com materiais que

possuem comportamento cortotropico.

V.3 - APLICACOES

Constitui-se em uma etapa de grande importancia a
analise de problemas modelo poils assegura que, pelo menos pa
ra uma certa classe de problemas, os procedimentos adotados
fornecem resultados esperados. Com esse intuito estudou-se
entre outros, alguns problemas que possuem solugdes analiti-

cas ou compertamento evidente.

Uma atengao maior e dada com relagio aos fluxos

pois representam uma aproximac¢ao de ordem superior.,

- Aplicagao 1: (Torgao)

Seja a analise de um dominio quadrado, -L < X < L
e -L <Y < L, com material isotropico (Kx = Ky = K), condi-
¢coes de contorno de Dirichlet, e regido pela equacgao de

Poisson:
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AQ = P (V.4)

A solugao analitica deste problema é dada através
da serie de Fourier (CARSLAW e JAEGER [49])
P(L?-X%)

="k -

(v.5)

~ 16PL? ; (—l)mcos[(2m+DnX/2L]cosh[(2m+1)nY/2L]
K

m=0 (2m+1)* cosh[(2m+1) w/2]

O problema descrito acima pode ser interpretado fi
sicamente como uma barra quadrada submetida a um momento tor
sor tal que 2Ge = P, onde © € o angulo de torcao e G é o mo-
dulo de elasticidade no cisalhamento. O parametro ® e a fun-
¢ao de tensao, conforme apresentado no Quadro V.1, que depen
de exclusivamente de X e Y. Esta formulagao para o problema

de torcao deve-se a Prandtl (TIMOSHENKO e GOODIER [50]).

Para as analises apresentadas a seguir adotou-se:
L =1, K=1, P = 2.4, assim como, 15% de tolerancia para
equidistribuicao dos erros (y ou E), um nivel maximo de re-
finamento (Nméx) igual a 10 e uma convergencia minima nc er—

ro total (RCONV . ) de 10%
miit

A historia do refinamento para o caso em que se
define um limite para a razao entre o indicador de erro e a
norma de energia media por elemento (Alternativas 2 e 3 da-
das em IV.3.1) pode ser vista na Figura V.2. No caso de se
definir uma percentagem com relagao ao indicador de erro
maximo para determinar os refinamentos (Alternativa 1) tem-
se para este problema o refinamento uniforme até ser atingi-
do o nivel maximo de refinamento adotado. Para a Alternativa

2 a solugao e atingida na 62 malha, com 225 equagoes, um er-
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ro total de 7,5% e uma equidistribuigéo dos erros a mencs de
8.6%. Para a alternativa 3 ja ao final da quarta malha foi
alcancada a solugac dentro dos padroes desejados, tendc-se
apenas 109 equagces com um erro total de 11,1% e 14% para

equidistribuicaoc dos erros.

A evolugao da norma de energia da estimativa, bem
come, da norma de erro real para as seis malhas apresentadas
pode ser vista no gréfico da Figura V.3, onde pode-se cbser-
var a taxa de convergéncia para este problema. Percebe-se
que © gréfico € aproximadamente uma reta. Assumindo-se ¢ com
portamento dade na equacao {II.13) na escala logaritimica
temise que a declividade da curva caracteriza o valor do in-

dice "o" (taxa de convergencia).

O af'astamente entre a estimativa € o errc para um
numero de graus de liberdade igual a 109, quarta malha, de-
ve-se ao fato da suavizagac nac implicar em melhoria para os
fluxcs nos cantos (ver Figura IT.1). Na guarta malha apenas
a regiac do centro nao deveria estar refinada. Apesar disso
percebe-se a importancia de levar em consideragac as dimen-
soces do elemento na definigac dos elementos a serem refina-
dos (Alternativa 3), basta analisar a Figura V.4 onde nenhu-
ma melhora significativa € obtida apés a quarta malha  para

tensac maxima cisalhante.
1 = - — (V.8)

Uma vez que a solugéo apresentada ac final da ana-
lise refere-se aocs fluxos suavizados, a estimativa e a fa-
vor da seguranca. Neste problema, tem-se uma estimativa n =
=+ 11,1% (equagdc 11.32) que € avaliada tendo em vista o flu-

x0 suavizado (g*) e o fluxo do MEF (g ), um erro real
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||e||E = 12,4%, ou seja, avaliado entre o fluxe exato (q) e
o fluxo deo MEF (a). No entanto, tem<se 9% para o erro se ava
liado tendo em vista o fluxo exato (g) em relacao ac fluxo

*).

suavizade (

103

Para a incognita no centro de dominio observa-se o

comportamento apresentado na Tabela V.2.
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(a) Malha 1 {(NGL = 1) {b) Malha 2 (NGL = 9)
{c) Malha 3 (NGL = 49) (d) Malha 4 (NGL = 109)
{e) Malha 5 (NGL = 213) {(f) Malha 6 (NGL = 225)

Figura Vv.2
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Taxa de Convergéncia

APLICACAD 1
1.8
1.7 -
1.8 -
1.5 -
ERRO
4 ] ESTIMATIVA
1.3 0.5
1.0
1.2 -
1.4
1 —
0.9 —
o.m T T T T T T T T
o 0.4 0.8 1.2 1.8 2 2.4
LoG [ NGL ]
Figura V.3
Tensdo Cisalhante
{(NX=1,YmD)
1.8
1.7 =
£XATO
1.6 -
.0 T ¥ T T Y T T T
o 40 80 120 180 200 240
GRAUS DE LB.

Figura V.4
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MALHA 1 MALHA | MALHA | MALHA | MALHA | MALHA VALOR EXATO
2 3 4 = 6
0,98000 0,7457]0,7161)0,7149}0,7094(0,7094 0,7072

Tabela V.2 - Comportamento da incognita @

Tem-se valcres bem proximes do exato mesmo para ma

lhas relativamente grosseiras. Neste caso a solugao obtida

por meio do MEF & superconvergente nos nos (TONG [48])ja que as

-

fungSes de aproximagéo para o elemento linear pertencem a

familia das funcgoes que satisfazem a equagaoc homogenea cor-
respondente a equacao (V.4) (ZIENKIEWICZ e MORGAN [9]).
- Aplicagao 2 - (Conducao de calor)

Seja a analise de um dominio quadrado

com material isotropico (KX = Ky = 1), condigoes de contorno

de Dirichlet, com uma fonte pontual de calor no centro des-
te dominio, regido pela equagac de Laplace:

AD = O {(v.7)

Adotou-se 7 como nivel maximo de refinamento
(Nméx)’ 20% para a tolerancia na equidistribuicao dos erros
(y ou E), 5% para a convergéncia minima no erro to-
tal (RCONVmin) e como modelo inicial uma malha 2 x 2, fican-
do a origem do sistema de coordenadas no centro do dominio.
Nas Figuras V.5, V.6 e V.7 tem-se as malhas finais

para as tres alternativas.
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Figura V.5 - Alternativa 1 (72 malha)
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Figura V.6 - Alternativa 2 (72 malha)
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Figura V.7 - Alternativa 3 (8% malha)
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Para as alternativas 2 e 3 o critério, que visa as
segurar a equidistribuigao dos erros em problemas com singu-
laridades acentuadas, fol acionado implicando, no caso da
alternativa 3, em alguns refinamentos na regiao proxima a
singularidade. Esses refinamentos adiclonais podem ser visua
lizados atraves da comparagao da malha final dada na Figura

V.7 com a malha anterior a ativacao do criterio dada na Figu

ra V.8.

Figura V.8 - Alternativa 3 (72 malha)
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C ceompertamento da convergencia para as tres
alternativas bem como para o refinamento uniforme pode ser
visto na Figura V.9. O aumento na estimativa dos erros no

inicio do processo deve-se ao fato da discretizagao inicial
ser muito pobre, sendo tambem pobre a estimativa. Observa-se
ainda, no refinamento uniforme, que a partir de uma certa
etapa tem-se uma taxa de converg@ncia quase nula, uma vez
gue jé nesta etapa os erros concentram-se apenas na regiao

central do dominio.

Taxas de Convergéncias

APLIGACAD 2
1.8
UNIFORME
1.7 —__'_'—"“'—-———-—____K:
53 NG
1.6 - e ALT2 —7
.5 - ALT 3
™
[ 1.4 —
£ s
at
1.2 ~
g
1.1 -
1 -
0.0 -
o.8 T T T T T T T T T T T T T T
[+] 0.4 o.n 1.2 1.8 2 2.4 .8
LOG T NGL ]
Figura V.9
A evolugao da solucao em termos dos fluxos para as
tres alternativas e vista nas Figuras V.10, V.11 e V.12. A

alternativa 1 uma vez que concentra os refinamentos exclusi-
vamente na vizinhanca da singularidade apresenta maior taxa
de convergéncia, tendo-se, no entanto, um resultado mais sua
ve para as alternativas 2 e 3!§endo que na 3 tem-se uma equil

distribuigao do erro mais consistente.
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Fluxos
APLICACAD 2

1,/1000 )
1

RUXos { X
5 8
11

0.3 —
0.2
Q.1 —

Figura V.10

Alternativa 1

Fluxos
APLICACAD 2

FLUXDS {X 1,/1000)

Figura V.11

Alternativa 2
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Fluxos
APLICAGAD 2
1.8
1.4 -
1.3 -~
1.2
1.1
o 1
o -
g o
>~
s 0.8 -
=
St
ALTERNATIVA 3
o T T T T T T Y 1 T
o 9.2 0.4 0.8 an b
COORD. X

Figura V.12 - Alternativa 3

Na Figura V.13 apresenta-se a evolugao das solu-
goes em termos das incégnitas do problema para a alternativa
3 e na Figura V.14 a taxa de convergéncia considerando-se ou
nao o critério adicional referente a problemas com singulari

dades.

Incégnita Nodal

APUCAGAD 2
110

100 | <——MALHA B ALTERNATIVA 3

TEMPERATURA

COORD. X

Figura V.13
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Taxa de Convergéncia

ABUCACAD 2
1.8
1.7
0.2 8/CRIT.
1.5 - ¥s]
1.5 =
-
g 1.4 =
£ s
w
[
8 1,2 =
-d
1.1
‘ -
o.p -
ALTERNATIVA 3 C/CRIT.
o.8 T T T T T T T T ; T T T T
-] a.4 [ & ] 1.2 1.8 2 2.4 2.8
LG [ MGL )

Figura V.14

Percebe-s¢ na Figura V.14 que a solugéo jé Se  en-
contra dentrco dos padroes desejados uma vez excluida a re-—
giac proxima a singularidade. Para a alternativa 2 tem-se um
comportamento inteiramente semelhante ao da alternativa 3.Ja
para a alternativa 1, a utilizacao do critério adicional re-
ferente a problemas com singularidade nao tem sentido pois
0 processc so cessaria quandce todos os elementoes possuisem
ordem de refinamente igual a Nméx’ cu seja, uma malha unifor
me. Isso devido ao fato da alternativa 1 definir os refina-
mentos em fungao de indicador de erros maximo (x . ) do mode
lo, que no caso da utilizacgao do critério adicional exlui os

elementos de ordem igual a N . .
max
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- Aplicagao 3: (Fluxo em meio porosc)

Os problemas de fluxo em meios porcoseos obedecendo
a lei de Darcy, sao também governados pela equagao de Lapla-
ce. Seja entao o problema de percolagac sobre a base de uma

barragem, esquematicamente apresentado na Figura V.,15.

A incégnita H representa a altura piezometrica e a
constante K a condutividade hidraulica que € fungac da per-
meabilidade do meic e das propriedades do fluido. Utilizan-
do-se a condigao de simetria do problema ¢ dominio foi dis-
cretizado, na diregao horizontal, até uma distancia igual a
dez vezes a espessura da camada permeavel (diregadc vertical)
preocurando-se assim representar ¢ infinito onde ¢ fluxo deve

ser nulo.

Nas analises que serao apresentadas a seguir ado-
tou-se 20% para a tolerancia na equidistribuigao dos erros,
um nivel maxime de refinamento de 6, uma convergéncia mini-
ma para o erro total de 15% e como malha inicial a represen

tada na Figura V.16.

| 10.0
[ 0.5
aH/AN=0
H =1
- : :
Vo V(KVHI]=0
| SIS
12 X 4 elementos i K =1
© : ! o
o et BRREEl SEL Lt A
== : I
5] ! i T
~ ! H .
z B i e B
o X
- LTS SIS SIS SIS S /////////////////:’/j/////'/// s -

dH/an =0

Figura V.15 - Descricao do problema
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AN
N4

\
Detalhe —
Figura V.16 - Malha inicial
As taxas de convergencia obtidas fazendo-se uso

das treés alternativas de refinamento pedem ser vistas na Fi-

gura V.17.
Taxa de Convergéncia
14 APLICACAD
1.3 —
1.2 ~
g 1.1 -
[+
[ 4
E
— 1 —
[«
2
0.9 -
Q.8
.y ¥ T T T T T T T T
1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 2.7

Figura V.17
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Nas alternativas 2 e 3 foi feite uso do criterio
adicional que se refere a problemas com singularidades, po-
rém nenhum refinamento se fez necessario. Tem-se portanto,
que a excessao da regiao compesta pelos elementos de nivel
mais alto de refinamento, a equidistribuigéo dos erros esta

assegurada, dentro da tolerancia estabelecida.

A baixa taxa de convergéncia da alternativa 3, se
comparada com as demails, deve-se neste preoblema ao fato de
ter sidc necessario discretizar um dominio muito grande para
simular as condigoes do infinito. Para a regidao em detalhe
na Figura V.16, apresenta-se nas Figuras V.18, V.19 e V.20
as malhas finais encontradas fazendo-se uso das tres estraté

gias de refinamento.
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Figura V.18 - Alternativa 1

Figura V.19 - Alternativa 2
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IRE BN

Figura V.20 - Alternativa 3

Apesar da taxa de convergéncia inferior apresenta-
da pela alternativa 3, tendo em vista a sua maior consisten-
cia, esta foi adotada na obtengao dos resultados que se
apresentam a seguir. A evolugéo da solucao em termos das al-
turas piezométricas ao longo da base da barragem, bem como,
dos fluxos na direcgao Y a esquerda da barragem sao apresenta
das na Figura V.2l. 0Os resultados ansliticos deste oproblema

encontram-se no trabalho do CHENG [51].
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Percola¢@o sob a Funda¢do de umg Barragem
Fluxos Y / Alturas Piezométricas

g - Filuxo em Y H % 1[0
7 4
e -
5 4 wmatho | !
0O Malhao2
4 O wMmaho s

-1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 0.2 0.0

Figura V.21

Para a sexta malha na Figura V.22 visualiza-se 0

comportamento das alturas piezometricas e dos fluxos.

Procurou-se tambem neste problema analisar de for-
ma preliminar, o comportamento da versao h com relacao a al-
guns dos parametros determinantes na etapa de resolucao do

sistema de equagOes. Para tal apresenta-se a Tabela V.3.

Na tabela apresentada percebe-se a perda quase que
total da caracteristica de banda, o que por si so pode tor-
nar incenveniente a utilizagac de um metode direto de resolugzo de
sistema de equagoes. Nota-se ainda, para este problema, que
a utilizagao da solugao obtida em uma etapa de refinamento
como partida para a nova etapa de solugao permite reduzir o
numerc de iteragaes, acelerando-se portanto a convergéncia

do processo.
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(a) Alturas piezométricas

(b) Fluxos

Figura V.22 - Comportamento da solucao
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NUMERO DE ITERACOES
MALHA NEQ BANDA DO _MGC

x%=b |x%=p-xx.

~l o el - aai-1
1 60 14 34 34
2 97 63 38 31
3 127 107 43 32
4 173 147 46 35
5 238 204 53 40
6 352 298 65 49

Tabela V.3 (Tolerancia = 1079)
- Aplicagao 4 (Fluxo com obstaculo)

Seja o problema descrito na Figura V.23, que repre
senta um fluxo em volta de um obstaculo quadrado contido en-

tre duas superficies impermeaveis (KELLY et alii [52]).

Yy A

=0 -
go~ | %o
V29’=0
Kx=Ky=l
V= 100
8= 4 v
=
X
o
~an° 9,
- 9 =
32 <0 8- 0

Figura V.23 - Descricao do problema e discretizagao inicial
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Na analise deste problema adotou-se 15% para a to-
lerancia na equidistribuigaoc dos erros, um nivel maximo de
refinamento de 5 e uma razao de convergéncia minima de 10%
para o erro total. Como malha inicial adotou-se a apresenta-

da na Figura V.23.

As malhas obtidas ao final da anélise, para as al-
ternativas de refinamento estudadas, encontram-se nas Figu-

ras V.24, V.25 e V.26,

Figura V.24 - Alternativa 1 (52 malha)
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Figura V.25 - Alternativa 2 (5% malha)

Figura V.26 - Alternativa 3 (6% malha)
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Nas alternativas 2 € 3 o criterio adicional rela-
cionado a problemas com singularidades foi acionadoe nao ha-

vendo necessidade para a alternativa 2 de nenhum refinamento.

A existéncia do obstaculo perturba o comportamento
quer do fluxo quer do potencial (@) nas proximidades do mes-
mo. Essa mudanga de comportamento pode ser percebida atraves
des resultados apresentades nas Figuras V.27 e V.28, onde o
potencial, bem come, o fluxo na diregao X sac tracados ao
longe de sucessivas retas(Y = 1,5; 0,0; - 0,5) na diregac X

conforme explicitado nas figuras.

Incognitas Nodais

APLICACAD 4
250
200 -
1850 —
¥=-0.5
100 -~ v :0.0
Ye5—7
30 -
o
~100 —
—150 —
-200 =
-250 T 1 T T T T T T T T T T T T
-t.8 -1.2 -0.8 0.4 [+] 0.4 o.8 1.2 1.8
COORD. X

Figura V.27 - Comportamento do pctencial (@)
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Fluxos
420 APLICAZAD 4
400 -~
380 —
380 -
m —
320 -
m =
280 -
280 -
240 =
220 -
200 =~
180 —
180 -1
140 —
120 -~
100 —

FLUYOS X

8o T T T T T T T X T T T T T T
-1.8 -1.2 -0.8 —0.4 [+] 0.4 0.8 1.2 1.6

3
Figura V.28 - Comportamento dos fluxos(-;%)

Apresenta-se na Figura V.29 a evolugao da solugao
em termos da incognita @, ao longo da direcao X coincidente
com o obstaculo (Y = - 0,5). 0 fluxo X ao longo da mesma re-
ta pode ser visualizado na Figura V.30. Onde para a sexta ma
lha jé fica caracterizada a singularidade proveniente da

forma angular do obstaculo.

Incognita Nodal

APLICAGAD 4
230

200 —
150 —
Y = —085
100 =

30 —

—50
—100 -
MALHA 1 / MALHA 4 / MALHA &
-150 ~

—~200 -

—250 T T T T T T T

COORD, X

Figura v.29
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Fluxos
APUCACAD 4

450

<—=— MALHA §

400 -

350 -

300 —

250 —

FLUXOS X

200

130

100 —
ALTENATIVA 3

Figura V.30

Apresenta-se na Figura V.31 as taxas de convergén—

cias encontradas.

Taxas de Convergeéncia

APLICAGAD 4
1.2
1.1 =
l -

™
-~ 0.9 —
[
e S/CRIT
g 0.8 -
)
[ C/CRIT
8 0.7 -
]

0.6

0.5 -

0.4 T T T T T T t T T T T T

1.8 1.8 2 2.2 2.4 2.8 a8

LoG [ NGL ]

Figura V.31
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Com o intuito de verificar a influéncia da escolha
do valor de Y na convergencia do processo foram realizadas
analises variando-se sucessivamente esse valor. Observou-
se o aumento da taxa de convergencia a medida que o valor de
¥ se torna maior, porém neste problema a partir de um wvalor
Y aproximadamente de 0,40 ja nao mais se verificou esse au-
mento, permanecendo a taxa praticamente idéntica independen-
te do valor de vy adectade. Tal comportamento pode ser visto

na Figura V.32.

Taxas de Convergencias

APLICACAD 4
1.2
1.1~
' -
-
0.0 ~
3
Sl
o
-4 o.8 —
i
—
3 0.7 -
-
0.6 —
0.5 —
0.4 T 1 T T T T T T T T T T
1.8 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.a

LoG [ NGt

Figura V.32

- Aplicacao 5 (Conducgao de calor)

Considere o problema descrito de forma esquematica

na Figura V.33.
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v A
F=0
+ 2.0
v =0
Kx=Ky=|
b
g:=0
=0
1l o.0 =
0.0 1.0 X
g=x{1-%)
a
t =

Figura V.33 - Descricao do problema e discretizacgao inicial

Esse problema possui solucgao analitica dada em sé-

rie (JIANG e CAREY {53];:

—mny
8 e -2mw (b-
¢ = ¥ = [1 - e m y).cos(mwX)
* ome1,2 (mm) 1-¢” om0
e (v.8)
_mﬁy
- 8 e -2mn (b-
0 = ) (mm)Z ° TomTh [1 - e " Y)].sen(mnX)
y m=1,2,... 1-e
onde @X, @y sao, respectivamente, os fluxos nas diregoes X
e Y. A equagao dada na Figura V.33 governa a condigao de
calor em regime permanente. Nos resultados apresentados a
seguir adotou-se para efeito da estratégia de refinamento

uma tolerancia de 10% na equidistribuicdo dos erros, e um
d G
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nivel maximo (Nméx) permitido igual a 4. Além disso adotou-

se uma convergéncia gleobal minima desejada (RCONVmin) de 10%.

Utilizando-se o criterio de refinamento dado na al
ternativa 3 obteve-se ao finazl da quarta etapa de refinamen-
to a malha apresentada na Figura V.34. A evolugao dos fluxos

totais para esse caso pode ser vista nas Figuras V.35 e

V.36.

Figura V.34 - Malha 4
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Fluxos
APLICAGAO 5
1
0.9 — MALHA INICIAL ( 2 X 2 )
EXATO
- 0.8 —
o 4
g
Z 0
~r .7 =
o 3
o
>
=
0.6 —
2
0.5 —
1
0.4 T T T T
a.5 0.7 0.9
COORD. X

Figura V.35 - Fluxos totais para Y = O

Fluxos
APLIGAGAD 5

MALHA 1 / MALHA 4 / EXATO

FLUXOS (X = 0 )

Figura V.36 - Fluxos totais para X = O
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Os resultados obtidos nos sucessivos refinamentos
nao convergem para o valor exato do problema. Isso se deve a
uma discretizagao inicial muito pobre na representagéo da
condigac de contorno por meio de elementos lineares. Na Figu
ra V.37 percebe-se que para uma discretizacgao inicial que
representa melhor as condicoes de contorno tem-se valores

mais precisos para os fluxocs, embora ainda apresentando osci

lagoes.
Fluxos
APLICAGAD 5
1
0.9 —
MALHA INICIAL { 18 X 16 )
- 0.8
[}
1
1
L D--f -1
;]
[=]
®
g
0.6 —
0.8 —
0.4 T T T T
Q.5 0.7 0.9
COCQRD. X

Figura V.37 - Fluxcs totais para Y = 0O

0 que se tem em verdade € que apos o primeiro refi
namento o modelo obtido nao mais corresponde ao problema ini
cial. Isso se deve ao fato da adaptagao ser efetuada linear
mente, sendo no entanto as condigoes de contorno deste pro-
blema quadraticas. Vale ainda ressaltar que para distancias
razoaveis do carregamentc aplicado tem-se uma melhoria dos

resultados com o refinamento (Figura V.36).
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Considere-se agora o mesmo problema, no entanto
com as condigoes de contorno adaptadas quadraticamente. A
evolugao da solucao em termos de fluxos pode ser vista nas

Figuras V.38 e V,39.

Fluxos
APLICACAD 5

0.9

MAIHA INICIAL ( 2 X 2)

—~ 0.8 -
]
)
-
~ 0.7 —
w ]
(=]
»
2
0.6 —
Q.5 —
.4 T T T T
0.5 0.7 0.9

COORD. X

Figura V.38 - Fluxos totais para Y = 0O

Ao final da quarta malha tem-se uma equidistribui-
cao dos erros da ordem de 16% e um erro total estimado de
5,47%. Para se alcancar a convergéncia dentro da tolerancia
pré—especificada foram necessarias 5 (cinco) etapas de refi

namento obtendo-se ao final um erro total estimado de 4,38%.

A historia do refinamento das malhas bem como dos
erros reais, para a alternativa 3, pode ser vista na Figura

V.40.
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Fluxos
, APLICACAD 5
0.9
0.8 ~
MALHA 1 / MALHA & / EXATO
0.7 —
Fan
e 0.6
|
x
— 0.5 -
L4 3
g
0.4 —
3
|8
0.3 —
0.2 -
0.1 -
C. C. ADAPTADAS
0 T T T ] 1] I ] T I ¥ ¥ T i I 1 i
4] 0.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
COORD. ¥
Figura V.39 - Fluxos totais para X = 0O
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(a) Iso-erro 1

(¢) Iso-erro 2
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(b} Malha 2

(d) Malha 3
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e
57—\

(e) Iso-erro 3 (f) Malha 4

Figura V.40 - Historia do refinamento

Os Isc-erros apresentados foram obtidos fazendo-se
uso dos erros reals para as malhas refinadas atraves da esté
mativa. O grafico da Figura V.4l demonstra ser o valor esti-
mado para o errc muito préximo do erro real. Ao final da
guarta malha o erro total e 5,7% com uma equidistribuigéo da
ordem de 17,5%. Ressalta-se ainda que o erro avaliado para o
fluxo ao final da analise & menor que o apresentado, uma vez
que os resultados szo dados em termos de fluxos suavizados.
Para a malha 4 ao se avaliar ¢ erro entre os fluxecs suaviza-
dos e o exato obtem-se 3,1% de erro total, demonstrando ser

a estimativa dada, em termos de fluxos, a favor da seguran-

ca.
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Taxa de Convergéncia

APLICAGAD 5

1.5

1.4 —

1.3

<—— EXATO

1.2 — ESTIMATIVA ——>
~
g
o 1.1 =
[ 4
[-4
] 1 o
- ALTERNATIVA 3
o
= o.9 -

0.8 ~

0.7 —

0.6 T T T T T T I T 7T 7 T T T T 7T 1

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2,2 2.4 2.6 2.3 3
toc [ NGL ]
Figura V.41 - Taxa de convergencia estimada X exata
Tambem a nivel local pode-se perceber o bom desem-
penho da estimativa adotada, bem como, a observacao Teita

no parégrafo anterior. A Tabela V.4 mostra para o8 elemen-
tos da quarta malha, dados na Figura V.42 as normas de ener-

gia dos mesmos.



{0.125,0.75)

{0.125,0.0]
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2
3|4

7
5|6
8 92|13
o i |1a]15

Figura V.42 - Detalhe da 4% malha

(1.0,0.75)

{1.0,00}

ELEMENTO

NORMA DE ENERGIA DO ERRO (10"6)

SOL.E.F. x]SOL,E.F. x|SOL.SUAV.X
SOL.SUAV, 1S0L.. EXATA[SOL. EXATA
1 ©.2879 5.5557 0.3453
2 1.2650 0.8004 0.4354
3 1.1238 1.2486 0.6829
4 0.3777 1.8236 1.3400
5 1,9762 1.8564 0.2613
6 1.7782 1.8683 0.5636
7 2.2032 2.7179 0.2888
8 4.5783 3.7693 0.4447
9 3.3993 2.6800 0.4049
10 6.5726 8.6346 5.2499
11 5.0936 7.4048 4.2663
12 1.7310 1.2061 0.7657
13 0.4138 0.3442 0.7030

continua...
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NORMA DE ENERGIA DO ERRO (10_6)
L NT
ELEMENTO SOL.E.F. x|SOL.E.F. x[SOL.SUAV.xX
SOL.SUAV, |S0L. EXATA[SOL. EXATA
14 3.1712 5.2801 2.8995
15 1.4422 2.1531 0.9035
Tabela V.4 - Estudo da ncorma de energia do erro para os ele-

Um

mentos dados na Figura V.42

estudo da taxa de convergencia para as

tres

alternativas de refinamento apresentadas no item IV.3.1, assim

como, da convergencia da versao h adaptativa e uniforme pode
ser vista nas Figuras V.43 e V.44,
Pl -
Taxa de Convergencia
APLIGAGAD 5
1.5
.49 —
1.3 -
1.2 —
[
"6‘ 1.1 =1
[
|14
w
—t 1
[L)
Q
-
Q.9 - ALTERNATIVA 2 ——>
0.8 <—— ALTERNATIVA 1
ALTERNATIVA 3 ——>
0.7 -
Q.6 T T T T T T T T T T T 7 T T T T
1 1.2 1.4 [ 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Figura V.43
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Taxa de Convergeéncia

APLICAGAC B
1.8 o
1.4 —
1.3 -
- 1.2
¥
=~ 1 UNIFORME
) ) ADAPTATIVO
4
W
iy 1 —
8
- 0.8
0.8 —
ALTERNATIVA 3
0.7 -
0.6 T T T T T T T T T T T T T T T T
1 1.2 1.4 1.8 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
Loc [ mGL ]
Figura V.44
Percebe-se atraves destes graficos uma taxa de con
vergencia melhor para as alternativas 2 e 3 em relagao a

alternativa 1. As malhas ao final da quarta etapa de refina-
mento, para as trées alternativas, assim como, para o casoc em

que a adaptacao e feita atraves da medida do erro real  com

a alternativa 3 sac apresentadas na Figura V.45,
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(a) Alternativa 1 {b) Alternativa 2

{(c) Alternativa 3 (d) Erro exato

Figura V.45 - Malhas finais
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CAPITULD VI
CONCLUSOES

0 topico referente a refinamento de malhas para o
Método dos Elementos Finitos tem recebido grande atencao nos
ultimos anos. Pesquisas tém sido feitas tanto com relagao as
bases teoricas do problema como em termos da implementacgao
dessas técnicas numéricas. Tendo sido discutido alguns aspec
tos referentes a analise de erros e adaptagdo verszo h, algu
mas conclusoes gerais, bem como, possiveis expansoes e me lho

ramentos no trabalho realizado sao apresentadas.

Sabe-se que um dos principais problemas relaciona-
do ac uso do MEF se encontra na definigéo e preparagéo do
modelo discreto. Ainda com relagac a esse modelo esta a in-
terpretagao dos resultadcos, onde uma medida da confiabilida-
de se faz importante nao ficando apenas a cargo da expe-

riencia e intuigao do analista.

Este trabalho se propos entac, a estudar um proce-
dimento auto-adaptativo versao h do MEF, cujo objetivo é me-
lhorar a capacidade da discretizagéo de descrever a resposta
do problema analisado fornecendo ainda uma medida da certeza

dos resultados.

A analise de erros adotada, além de ter fornecido
resultados muito bons para os problemas estudados, pode ser
implementada de forma imediata, tendo um custo associado mui
to baixo se comparado com © custo total da analise. Sendo a
sua utilizagao tambeém eficiente para problemas nao—lineares

e dinamicos (ZIENKIEWICZ et alii [13]).
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Na determinacao do novo modele o uso do refinamen-
to do elemento tipo bissecgao apesar dos bons resultados que
se obtém tras uma dependéncia direta com o medelo inicial,
nao permitindo uma flexibilidade na corregac de falhas no
modelo inicial. O desenvolvimento de estruturas de dados que
permita tratar restrigaes generalizadas, a associagéo da
geracao de malhas com os processos adaptativos, ou ainda, a
combinagao das versées r e h solucionaria esse problema (LAS

CASAS [54]).

Dentre as alternativas para definigac dos refina-
mentos ressalta-se a menor dependencia com relagao a EXpe-
riéncia na escolha deos parémetros de tolerancia apresentada
pelas opgoes que usam a taxa maxima do erro a nivel de ele-
mentes (Alternativas 2 e 3), e ainda a maior consisténcia ao
final quando as dimensoes dos elementos sao consideradas. Os
critérios adicionais topolégicos, para as aplicagEes efetua-
das, pouco se fizeram necessario, o que € muito  importante
pois caso contrario a eficiéncia, bem como, a justificativa
da versao h ficariam comprometidas. O criterio adicional
apresentadoe para problemas com solugSes singulares demons-—
trou resultados satisfatorios para os estudes realizados. Po
rém estudos mais detalhados nesta area fazem-se necessarios.
A redefinigao do modelo otimo nesses casos, a utilizagao de
fungBes apropriadas para o tratamento de singularidades ou a
combinagao das versoes h e p sac algumas das possibilidades

gue hoje vem sendo estudadas.

A utilizacgao dos resultados obtidos em uma etapa
de refinamento para acelerar o processo lterativo de resclu-
cao do sistema de equagoes fornece resultados  significati-
vos, principalmente quando do mau condicionamento e do aumen

to do numero de graus de liberdade do modelo. Estudo de outras
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tecnicas de resolucao de sistema de equagoes, tais como o}
Metodo de Lanczos devem ser testadas. A natureza das malhas
resultantes do refinamentc, bem como, a estrutura de dados
adotada colocam as tecnicas de multigrid como candidatos

mais apropriados. Muito atraente tambem parece ser a tecnica

de eliminacao dos elementos gue correspondem as equagoes
com residuos abaixo da tolerancia apresentada por DEVLOO
[26], conseguindo-se com isso redugaes significativas no

tempo de processamento.

A adaptagao linear das condigoes de contorno e
geometria na versao h constitui-se em uma limitacao desse
procedimento. A utilizagao de uma adaptacao de ordem  supe-
rior se faz necessaria em determinados problemas {(LYRA et
alii [55]), porém ainda assim modificactes no modelo ao lon-
go do processo ou mesmo a redefinigao da geometria e condi-
goes de contorno podem ser necessarias, uma medida conve-
niente pode ser obtida atraves da associacao dos sistemas
de computacao iterativa (CAD) com as estrategias adaptativas

(SHEPARD [56]).

A estrutura de dados e procedimentos apresentados
& inteiramente compativel para o desenvolvimento de progra-
mas em outras areas da analise numerica tais como estudo de
problemas axissimétricos, de elasticidade ou nao lineares.
Com a estrutura de dados adotada pode-se ainda, por meio do
desenvolvimento de alguns procedimentos dotar ¢ programa da
capacidade de desrefinamento em regioes que apresentam erro
abaixo da tolerancia desejada, isso adequando © programa

também para a analise transiente.
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Nos estudes apresentados relacionou-se a performan
ce do procedimento atraves da verificagao da convergéncia da
estimativa de errcs totais versus o numeroc de graus de liber
dade do modelo, o que permite apenas uma idéia do desempenho
jé que muitos outros fatores nac sao levados em conta. Esses
fatores possuem natureza distintas sendo muite dificil compa
ragoes. Estudos deste tipe nao foram realizados apesar de
sua impertancia no sentido de demonstrar a eficiéncia dos

procedimentes auto-adaptativos.

As estimativas de erros quando usadas nos procedi-
mentos adaptatives igneoram a continuidade dos erros entre os
elementos, ou seja, nao consideram o efeito conjuntoe quando
da definigao dos refinamentos. Nac se tem, também, uma inter
pretagao do erro, de maneira imediata, em termos pontuais,
uma vez que os resultados sac dados em termo de normas. 0
estudo desses problemas e ainda a necessidade de medidas de
erro mais precisas e gerais constituem algumas das metiva-
coes hoje na area do estudo dos erros de discretizagao quer

do ponto de vista matematico cu da engenharia.

Estudo das combinagoes entre as estratégias de re-
finamento, enfocande questoes come implementagdo e definigao
de quando & onde determinada estratégia deve ser usada repre
senta um campo aberto para trabalhos futuros. Também aberto
a estudos estd a integragdo das idéias pertinentes aocs pro-
cessos auto-adaptativos nos sistemas de ceomputagao assistida
0 que representa um passo importante na concepgéo de uma tég
nica inteiramente autcematizada, de modelagem via elementos
finites, constituindo-se nos chamados sistemas especlalis-
tas. E ainda extremamente atraente o desenvolvimento de alge
ritmos adaptativos veltados para utilizagac nas novas gera-
goes de computadores onde a vetorizacao e paralelizacac de

processos € possivel,
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APENDICE A

INTERPRETAGAO DO MEF COMO UM PROCEDIMENTO
DE MINIMIZAGCAO DOS FLUXOS

A energia potencial total no problema definido pe-

las equacoes (II.15) e (II.16) e dada por

?_S 1
- 2
]

(A.1)

10
bl
1,0
Q,
0
|
[y
IR

Minimizando-se ¢ funcional n e aplicando-se fun-
~ . ~ C o
goes de aproximagao do MEF com continuidade C encontra-se
uma distribuigao de fluxos em torno de um ponto nodal con-

forme apresentado na Figura A.l.

Fig. A.1 - Descontinuidade dos fluxes em um ponto nodal

Considerando-se pequenas variagaes em incognitas

virtuais d@ arbitrarias escreve-se

S [a(v9)]" q aa = F' 95 (A.2)
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A equagazo (A.1) pode ser reescrita na forma

— I ~T -1 -
5= g > q de - g qT V@ as (A.3)
Q Q2

na >
-

1a e

ou ainda, tendo-se em vista que q = D V9
— 1 ~T -1~ -1 ~
T o= g 3 D q df - g qT D q df (A.4)
Q - - o =

Supondo~-se © problema isotropico, onde D e uma ma-

triz simetrica, pode-se tambem escrever a expresséo {(A.4) como

-~ | T -1 .~ 1 17T _~1

w=§§[q—q]D [q-q]dﬂ—SEClD q de (A.5)
Q ~ ~ ~ ~ - 0 i 4 2

onde a segunda parcela é constante, uma vez que independe

das incognitas nodais.

Sendo assim, minimizar o funcional v com relacao
as incognitas nodais pode ser interpretado como um procedi-
mento de minimos quadrados dos erros nos fluxos. 0 desenvol-

vimento acima e apresentado por HINTON e CAMPBELL [13].

Aproximagoes que minimizam o quadrado dos erros
tendem a oscilar em torno do valor exato. Logo, nos fluxos
obtidos em uma analise via MEF espera-se tal comportamento.

Deve-se efetuar uma suavizacgao para obtencao de melhores re-

sultados (HERMAN [14]), Tem-se agora como distribuicao de
fluxos em {orno de um pento nodal a apresentada na Figura
A.2.

Fica, portanto, realgada a validade do uso de tec-
nicas de suavizagao de fluxos, bem como, o uso da equagao

(IT.31) na avaliacao do erro na solugao.



102

Fig. A.2 - Fluxos suavizados em um ponto nodal
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APENDICE B
CRITERIC OTIMO

Supondo-se uma malha suficientemente fina pode-se

escrever o funcicnal do erro 7™ como

T o= S wh?® 8x a3y (B.1)

e
onde w e uma combinagao apropriada dos quadrados das deriva
das da incognita do problema e h = h(x, y) é uma funcao da
densidade de malha que fornece o diametro do elemento no

ponto (x, y).

A minimizagdo do funcional 7 dado em (B.1) leva
ao resultado trivial h = 0, ou seja quando o tamanho dos
elementos tender para zero o erro tambem tende. Em termos
prétioos 0 que se deseja ¢ minimizar o erro dentro de um
custo especificado. Esta restrigao pode ser convenientemen-—
te representada através da fixacao do nGmero maximo de ele-

mentos na malha:

1
= —_— 3 .
NEMAX S R e— X Ay (B.2)

Impondo-se a restrigao ao funcional w# atraves do

multiplicador de Lagrange (o), tem-se,

J% 3Xx 3y - NEMAX] (B.3)

= | nfwix » [
n I wdx 3y + a { o

Y Q

Cuja minimizagao implica em
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— §

7{h) éh = S 2h 6h w 3x 3y +uj - Zh? Ix 3y = 0O (B.4)
Q k9

ou ainda

T(h) 6n = g 2éh [h.w - ﬁ%] 3Xx 3y = O (B.5)
Q

Como a integral dada em (B.5) deve ser nula para
qualquer variacgao &h, o integrando tambem deve ser, logo
a
hw—H:.,—=0+h“w=oc (B.6)
Integrando-se agora a equacao {(B.6) sobre um ele-

mento i, ou seja

g h* w ax a3y = { a 39X 3y = a.hi {B.7)
ot Q.
i i

Tem-se para qualquer elemento
g h* w 3x 3y = @ = constante (B.8)

A expressao acima gsignifica que o erro em todos
0os elementos deve ser igual. Esse criterio e denominado
Principio da Equidistribuicao dos Erros. Maiores detalhes
sobre esta demonstracao podem ser encontrados em DEVLOO et

alii [31].



