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Com base na Teoria das Linhas de Ruptura {
Johansen, 1932 ) formulou-se um elementﬁ finito nao-conven-
cional para a anélise de lajes cuja lei constitutiva fioa
definida atraves de uma curva momento versus rota¢;u na se-
ggu transversal a linha de ruptura. Assim, apenas com o
deslocamento perpendiocular Q superf{cie média da laje em oa-
da um dos guatro pontos nodais, o elemento mostra-se exce-
lente para representar e encontrar a annfiguraggo e o fator
de colapso a partir de uma discretiza9§a criteriosa e racio-
nal, podendo ser usado tanto na analise limite via programa-—
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ou independentemente umas das outras ( Comportamento de
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CAPITULO I

INTRODUGAO

O prinocipal objetivo da analise estrutural e ga-
rantir a seguranga da estrutura contra a ruina atraves de um
fator adequado, mantendo, entretanto, a sua funcionalidade

para cargas em servigo.

fipesar do uso generalizado, a nnélise eléstian co-
mo hase para o projeto estrutural tem as suas 1imita93es. f
maior delas e nao fornecer uma indioap:o prepisa do fator de
seguranga M ruptura, justamente porque, nessa condipsn, os
meteriais podem comportar-se plastioamente, violando assim a
hipétese de ocomportamento elastico. Uma das apg;es para so-
lucionar esse impasse e a analise elastu-pl;stion; contudo,
a desoripxo das propriedades do material nao-linear em ter-
®OS mateméticuﬁ aplic;veis, frequentemente nao possui preci-
sao sufioiente para justifioar o enorme esforgo computacio-
nal geralmente envolvido nesse procedimento. Isso e especi-

almente verdade para muitas estruturas de concreto armado.

No caso particular das lajes, a Teoria das Linhas
de Ruptura aparece oomo alternativa. Apesar de nao fornecer
qua lquer informa¢;n do comportamento em servigo, é sempre
possivel a nbteng;o de um valor realistioo da oarga de rup-
tura para muitas situa¢ses de carregamentos e geometrias.

Alem disso, a relativa fagilidade de aplionp;u em casos nao



muito complexos e a comprova;;u experimental de muitas das
5olupges previstas fazem com que se destaque entre os outros

métndos de mesma filosofia.

Todavia, como em quase todos os metodos analiticos
em engenharia, a aplica¢;n prétiaa efetiva dessa teoria fica
limitada a lajes de espessura constante, geometria siwples,
distribuiqgu de armadura uniforme e submetidas a carregamen-
tos tamhém nao muito complexos. Apesar do elevado némera de
solupges existentes para o uso préticn, como, por exemplo,
as muito bem desenvolvidas por VAN LANGENDOCK [01], a utili-
zag;n em problemas reamis e, portanto; mais cowmplexos, e de-
morada, dispendiosa e, por vezes, muito trabalhosa devido a
variedade de pnss{veis mecaniamos de ruptura gque precisam

ser investigados.

a intenp;o do presente trabalho é, ent;o, mostrar
um metodo para tentar superar alguns desses obstaculos.
Atraves da Eormulagga de um elemento baseado no Metodo dos
Elementos Finitos, com enfoque pelo Modelo de Deslocamen-
tos, mostra-ae ser pussfvel enc&ntrar o fator de ocolapso e o
correspondente mecaniasmo de ruptura diretamente via analise
limite, =em que haja a neocoessidade de oconhecer a historia
das defurmagaes. Pelas caracteristioas do elemento proposto
e a consideraggo de materiais perfeitamente plésticos, pode-
s#e formular o problema em termos dos teoremas dos limites
inferior e superior, chegandao-se naturalmente a um problema
de Prnqrama¢;a Hatemética, tap em evidencia atualmente pela
potencialidade de'utilizaQSQ no dimensionamento = na otimi-

zaggu estrutural. O problema de prugramaggo linear (PL) é,



ent;a, formulado para a analise de cargas variande proporci-
onalmente = aleatoriamente entre dois limites, respectiva-
mente, colapso estatico e colapso inoremental. flém de al-
goritmos efipientes para a soluQ;n do problema de programa-
¢;o linear, apresenta-se, também, as bases do programa com—
putacional desenvolvido pelo autor para analise e aualiao;o

do modelo proposto.



caPiTULO II

A ANALISE LIMITE

I1.1 - Os Prinaipios Extremos para Materiais Rigido-

P!éﬁticos

Un material r{gido—pl;stico perfeito e definido
como aquele para o qual nao h; deformag;o alguma quando as
tensoes estao abaixo de oerto limite: o ponteo de escoamento.
Hesse ponto, grandes defnrmap;es pedem ocorrer sem gque haja
qualquer mudanga nas tenaoes. Apesar de nac existirem ocor-
pos de comportamento rigidn—pléstico perfeito, o modelo pode
ser usado sempre que Aas del-.‘ormag;es plésticas forem wmuito

s
maiores que as elasticas.

Quando as oargas sao aumentadas monotonicamente
ate o ponto em que a estrutura nao consiga mais supnrté—las,
o corpo e dito haver atingido o colapse. A carga correspon-
dente é chamada carga de colapsa, carga de ruptura, carga
ultima ou coapacidade de carga,;, entre outros,. O estado de
defarmagsu do corpo nesse instante & conhecido como mecanis-
mo de colapso, mecanismo de ruptura, aanfiquragga de ruptura
ou confiana¢ga de calapso, entre outros. i teoria para a
determinaQSO da carga de colapso em oorpas rfgido-plésticas
e denominada analise limite e utiliza os princ{pias extremos
formulados primeiramente por GVOZDEV [02] em 1938 e indepen-

dentemente por DRUCEER et alia [03] em 1952, Tratar-se-a



agui somente dos seus enunciados e interpretapses; a sua de-
mnnstrap;o ocompleta pode ser obtida, por enemplo, em

EaCHANOV [0D4].

I1.1.1 - O Teorema do Limite Inferior

“Se & varga atuante tem uma wmagnitude que permite

encontrar um campo de tensao correspondente a ten-

soes dentro ou sobre a superffcie de ocolapsa, sa-

tisfagendo as uondiqges de equilibrio e as condi-
‘

~r Fs na
goes estaticas do contorno, entao essa carga e me-

nor ou igual a oarga de colapso da estrutura.”

Um campo de tensao desse tipo = denominado segura
ou estaticamente admissfvei. E poss{vel, claro, supor cam-
pos de tensaoc em equilfbria cOom a carga, mas e&m regiges aoi-
ma do ponto de escoamentoj entretanto, somente s= for possi—
vel encontrar um que corresponda a ten53e5, em qualquer pon-

to, abaixo ou ocoincidentes com o ponto de escoamento e que

assa garga sera um limite inferior da carga de colapso.

Definindo-se o ocarregamento enxterno aplioado por
um par;metro estritamente positivo A de modo que as compo-
nentes individuais das cargas lhe sejam proporcionais, tem-
s@a p gue se chama carregamento proporcional ou, simplesmen-
te, cargas proporcionais. O colapso provooado por esse tipo
de carregamento e conhecido como calapso estatice. O teore-
ma pode entao ser utilizado para encontrar valores de carga

menores ou iguais a carga de colapsc correspondente ao fator



de proporcionalidade Ac’ conhecido como fator de colapsa ou

fataor de ruptura, dai o nome Teorema do Limite Infarior.

Ent:o, para todos os carregamentos A para os quais
um ocampo de tensao seguro = estaticamente admissivel pode

ser encontrado,

A g A (11.01)

sendo a igualdade verificada guando surge a configurao;o de
colapso. Tudo isso tambem se aplica quando parte do carre-
gamento e proporoional a A ¢ o restante, por exemplo, peso

préprio, e constante. -

I1I1.1.2 - O Teorema do Limite Superior

“Considerando-se um campo de deslooamento geome-
tricamente poss{vel, uma carga que realize traba-
lho externo maior do gque o trabalho interno plés-
tico necessario para deformar o corpo sob um campo
de deformagso compativel com esse campo de deslo-

camento sera maior ou igual a carga de colapso.”

ftraves da mesma defini9;o de carregamento propor-
cional, esse teorema pode ser usado para encontrar valores
de carga que sao maiores ou iguais a carga de colapso, isto
é, se valores de A forem determinados de modo que o trabalho

realizado seja iqual ; resistgncia contra o campo de deslo-

camento, ent;o, mesmo o0 menor incremento desse ocarregamento



nao poder; ser suportado pelo corpo. Dai pode ser visto que
a carga encontrada e maior ou igual a carga de colapso, ou

se ja,
A3 M {(11.02)

sendo a igualdade verifinoada quando o mecanismo corresponde

aoc de ocolapso.

Deve-se ainda notar que as tensces correspondentes
aa ocampo de deformaggo geometricamente possfvel nao nece;si~
tam satisfazer as cnn6193es de Equilibrio.

Pode-s#2 oconoluir, entao que, se& v;rios aampos de
deformap;o geometricamente possfveis sao considerados, a
equap;o do trabalho pode ser utilizada para encontrar valo-

L

res da capacidade de carga que sao maiores ou iguais a wver-

dadeira) dai o nome Teorema do Limite Superior.

I1.1.3 - O Teorema da Unicidade; Limites Coinoidentes

De acordo com os dois teoremas da analise limite
para corpos r{gido-pl;sticos & carregamento proporcional,

pode ser encontrada uma carga de forma que:

CONDICﬁO 1: Exista um campo de tensao estatica-

mente admissivel oorrespondente ;s tensoes dentro

ou sobre a superffcie de colapso.



CONDICRO 2: As deformagoes correspondentes as

tensaes de acordo com a nondip;u de escoawmento
ruptura ) podem ser obtidas a partir de um campo

de deslooamento geometricamente poss{vel.

Isso e verdade porgque carregamentos satisfazendo a
aondip;o 1 sao menores ou iguais M carga de gcolapso, e car-
regamentos satisfazendo M nundic;a 2 sao maiores ou iguais a
carga de colapso. Quando ambas as oondioaes sap satisfeitas
sinultaneamente, a ocarga encontrada e igual a carga de co-

lapso, que @ assim determinada de maneira unica.

Mem sempre o corpo todo "participa™ do colapso.
Frequentemente occorre que apenas parte esta deformada nesse
instante; o restante do mesmo, permanecendo rigidn, impede
que as tensoes se jam determinadas de modo &nioo; sabe-se
apenas gque correspondem a pontos dentro ou sobre a superf{-
cie de colapso. Tambem ocorre de varios campos de deforma-
9;a geometricamente possfveis levarem a mesma capacidade de
carga. Contudo, pode ser mostrado que, gquando se esta tra-
balhando com dois desses campos de defurma¢;o corresponden-
tes ao mesmo carregamento externo, as tensces sao identicas
nas partes do corpeo onde, nos dois casos, ocorrem deforma-
pSQs n;o—nulas; isto é, nem o mecanismo de ruptura, nem o
campo de tensao e determinado de maneira unica para GUm corpo

rfgidu-pléstinu; apenas a carga de colapso.

Em resumo, limites inferiores e sauperiores para

carregamentos proporcionais podem ser encontrados pelaos teo-



remas desenvolvidos. Um limite superior e encontrado consi-
derando-se um mecanismo de colapso geometricamente possfvel
& resolvendo-se a equa¢;u do trabalho. Um limite inferior
pode ser obtido da oonsideraqzo de um campo de tensao esta-
ticamente admissivel correspondendo a tenspes dentro ou so-

bre a superficie de colapso.

Uma 5olu9;o exata requer =a uanatruogo de um campo
de tensao estaticamente admissivel correspondendo a tensoes
dentro ou sobre a supertioie de polapso no corpo todo, bem
como a verificaggo de que um campo de defnrmagsu geometrioca-~
mente poss{vel, satisfazendo ;s equa¢;es oonstitutivas, cor-
responde a esse campo de tensao. Esse tipo de solup;o, en-
tretanto, P4 apenas de interesse -atemétioa, nao representan-

do ganho algum para a engenharia prétioa.

1I1.2 - A An;lise Limite em La jes

A analise limite reconhece que, devido a plastici-
dade, a redistrihui¢;u de esforgos pode oocorrer antes que a
carga de ruptura seja atingida. Por exemplo, em sepses ti—
picas de conoreto armado, uma vez alcangado o escoamento do
ago tracionado, ou seja, o inicio de plastifionp;u da sep;o,
o aumento da curvatura provoca pouca mudanga nos momentos.
fAssim, quando determinadas regiaes atingem o momento de
plastificap;o, tendem a2 manter a capacidade resistente pré—
xima da resistenocia a flex;o, mesmo com um aumento adiocional
de curvaturaj com o aumento da carga, o escoamento da arma-

dura propaga-se para as outras sepaes da laje. f analise



1@

limite computa, ent;o, a ocargs ultima e a distribuip;o dos
momentos = esforgos oortantes na cnnfigurapzo de colapso su-
pondo que as se¢3es da laje sejam suficientemente ducteis
para permitir a requerida redistribuigzo de momentos fleto-
res. Para isso, pode ser usado o teocrema do limite inferior

ou do liwmite superior Jé apresentados.

Q teorema do limite inferior requer uma distribui-

¢;D de mowmentos na laje tal gue:

1. As condigoes de equilibrio sejam satisfeitas

em todos os pontosj

2. O oriterio de escoamento { ruptura ), definin-
do a resistencia ultima das sepaes da laje, nao

se ja excedido em lugar algumg

3. As nondip;es de oontorno em esforpos sejam

respeitadas.

A partir das equapzes de equilibrio e da distribu-
igzo de momentos considerada, o teorema do limite inferior
fornece uma oarga de colapsoc cujo valor é o correto ou abai-
xo dele, ou se ja, a capacidade de carga nunca - superestima-

da.

O teorema do limite superior considera um mecanis-

mo de colapso para a laje tal que:



11

i1. 0Os momentos nas regiges de plastifioap;u naa
se jam maiores gque os momentos resistentes ultimos

das se¢ses;

2. 0 meoganiamo de ogolapso seja geometricamente

oompat{vel.

O mecanismo de colapso e composto de partes r{gi—
das da laje separadas por regi;es de plastificaggo, sendo a
carga de ruptura calculada atraves desse mecanismo arbitra-
do. Entretanto, essas partes rigidas nao sac examinadas pa-
ra garantir que os momentos ai nac exoedem 0s momentos re-
;istentes wltimos daquelas segses, o que oertamente aconte-
cer; se for arbitrado um mecanismo outro que o carreto. Pa-
ra uma dada laje, o teorema da limite superior fornece uma
carga de colapso que e a correta ou mais alta que esta) ocon-
tudo, se todos os poss{veis meoganismos de oolapso forem exa-
minados, o que fornecer a carga de ruptura mais baixa sera o

L4 ~F
gorreta. E evidente que s o mecanisma correto nao for usa-

do, a aoarga de colapso estara sendo superestimada.

i diferenga entre as dois metodos pade ser ilus-
trada para o oaso simples de uma laje retangular armada numa

direpgu, oarregada uniformemente na superffoie e engastada

somente em dois dos lados opostos, oonforme a figura
{I1.01.a). Os momentos resistentes ultimos por unidade de
largura da laje sao m: {negativo) e m {positivo). Para um

limite inferior, o diagrama elastico da figura (I1.01.B) po-
de ser escolhido. Essa distribuiggo de momentos e uma solu-

¢;n possfvel porque os momentos resistentes ultimos nao sao
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Figura [1.@ 1 . Exemplo Elucidativo da Aplicacdo dos
Teoremas dos limites Inferior e Superior
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excedidos em lugar algum da laje e as cundi¢5es de equili~
brio saon atendidas. Como fioa evidente peia estética, a
carga de ocolapso por unidade de largura (qr) calculada para
esse diagrama esta muito baixa porque os momentos resisten-
tes ultimos nao sao atingidos em todas as segoes oritioas;
antes que a carga de ruptura seja caloulada, o diagrama pre-
cisa ser modificado para que isso acontega. Alternativamen-
te, para um limite superior, pode ser escolhido o mecanismo
de colapso da figura {II.0il.c). E evidente que a carga de
colapso prevista por esse mecanismo pusaivel e incorreta e
EQ?neoe um valor muito alto, oomo pode 3er visto no diagrama
de momentos limites da figura (11.01.d), no qual o wmomento
resistente ultimo positivo s excedido. Ease exemplo pode
parecer trivial porque =a solup;o osorreta pode ser obtida
simplesmente por inspe¢;o, visto que o mecanismo de colapso
e a carga de ruptura corretos ocorrem gquando as regises de
plastifioag;o se¢ farmam nos apoios & no meio do v;a; entre—
tanto, as snlupges da analise limite em laje=s oom geometria
- oundipges de contorno mais complexas e bem mais dificil e

nem sempre e tao evidente se a solug;n correta foi obtida.

A aprouimupga do limite inferior mais comumente
usada e o Hétado da Faixa de Riflerborqg{05,06], que obtém a
distribuiggo de momentos e esforgos cortantes substftuindo a
la je por faixas em duas diregaes que repartem a carga. A
ap;n da faixa e um procedimento vélido porgue se o carrega-
m=nto P4 suportado inteiramente por flex;o, satisfazendo des-
sa maneira os requisitos da estétioa, nenhuma oonsideraqgo
dos efeitos de targ;o e necessaria. Ja foi mostrado em mui-

tos trabalhos que aprnximagses alternativas para o limite
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inferior incluindo torqzn sap dificeis de se obter em muitos

caA%0S.

O teorema do limite superior para lajes é repre-
sentado pela Teoria das Linhas de Ruptura, sendo adotada no
presente trabalho porque, aliada a simplioidade, a sua ocom-
provap;o experimentél mostra ser possivel obter um valor re-
alistico para a carga de ruptura para muitos casos; inclusi-
ve, a anélise pela Teoria das Linhas de Ruptura com configu-
ragaes simples parece ser a avaliapzo mais préuima da ruina

real do que uma soluQ;o do tipo limite inferior.
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caPiTOLO III

05 FUNDAMERTOS DA TEORBRIA DAS LINHAS DE RUPTURA

Apesar de j; haver sido introduzida por INGERSLEV
[07] em 1923 e generalizada por JOHANSEN [08] em 1932, ate
cerca de 1950, a Teoria das Linhas de Ruptura permaneceu sob
uma oerta desconfianga: parecia ser sempre puss{vel desco-
brir .um novo mecanismo, ligeiramente mais complicado que o
anterior, cuja oarga ultima apresentava-se pouco abaixo da
anteriormente encontrada. Parte desse problema sé foi re-
solvida quando PRAGER & HODGE [09] formulando de maneira ri-
gorosa os teoremas da anélise limite, mostraram que a carga
ultima mais baixa seria determinada se fosse poss{vel en-
contrar um limite inferior coincidente com outro limite su-
perior. Dai em diante, parecia gque a Teoria das Linhas de
Ruptura havia sido posta, pela primeira vez, sobre fundamen-
tos solidos. Tudo o que restava fazer era acumular uma sé-
rie de limites inferiores & superiores coincidentes para se
conhecer a carga vltima de varios casos. Entretanto, apesar
de um esforgo generalizado, wmuito poucas solugses desse tipo
puderam ser obtidas. f principal dificuldade com os limites
inferiores era que as linhas de ruptura positivas e negati-
vas =0 podiam enoontrar-se em ;ngulos retos, j; que se uti-
lizava o conceito de momentos principais. Issa, juntamente
com a pressnga de descontinuidades dos campos de tensao en-
tre duas regises adjacentes, tornava o problema matematico

quase insuper;uel. Dessa forma, viu-se a negesasidade pre-
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mente de se abandonar qualquer esperanga de encontrar solu-
pges coincidentes. Esquecendo-se por completo a idéi; de
momentos principais, chegou-se a um criterio de escoamento {
ruptura ) que considera somente o valor do momento normal a
iinha de ruptura, fioando a determinagzn da ocarga ultima
vinculada somente a uonsidera¢;o da flexao. Por conseguin-
te, dee-se definir diretamente esse momento normal apenas
com refargnniu as tensoes normais no ago & no conoreto, nao
sofrendo a expressso para o seu célcula qualquer interfergn—
ocia dos ocutros componentes de tensao. Felizmente, essa hi-

pétese simples # oconsiderada oonservadora quando cowmparada

caom o8 resultados experimentais.

i Teoria das Linhas de Ruptura é especialmente
aplicével a lajes uniformemente armadas; como geralmente a
armn9;o - posta em duas direp;es ortogonais X e ¥, sera este
0o caso agui analisado. A area da seg;u armada por unidade
de largura e considerada constante atraves de toda a laje,
padendo ser diferente para armaduras nas duas dire¢3es e/ou
diferente para armaduras inferiores e superiores. Assim, o
momento resistente ultimo por unidade de largura (mr) tera
um valor constante ao longo de qualquer linha reta no plano
da placa. a anélise, através da Teoria das Linhas de Ruptu-
ra, de lajes com armadura nao-uniformemente distribui’da tam-
bem e poss{vel, mas existem alguns problemas que impedem a
generaliza¢;o do processo ao nivel que esta para a armagzn

uniformemente distribuida.
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I11.1 - Ductilidade: um Requisito Importante

fa distribuip;o dos momentos na oonfigurag;u de co-
lapsa depende tanto da resistencia a flexao das sepzes da
laje quanto do carregamento e das cundigses de contorno.
Para formar a aonfiguragZO de ocolapso, uma significativa re-
distribuiqzo de momentos fletores pode ser ne0255éria, im-
plicando que essas sepges sejam suficientemente ducteis para
permitir a rotag;o pléstioa das sepSES oriticas enquanto a
plasti!icagZu sa desenvolve no resto da laje. Essa duotili-
dade dispon{vel depende, basioamente,.da forma da curva mo-
mento versus curvatura da sep;o. A figura (A.02} ilustra
uma curva momento versus curvatura tipioa. A rela¢;o -
aproximadamente trilinear com um trecho inicial ate a pri-
meira fissura do oconcreto tracionado, um segundo trecho ate
o escoamento do apo tracionado e, finalmente, um trecho onde

c momento resistente permanece bem préximu ao valor ultimo

ate que o conareto atinja a sua detormaogo limite.

Uma medida da ductilidade da ge¢;n e o fator de
ductil idade da curvalura, definido como a razao entre a our-
vatura quando ocorre o eamagamento do concreto &« a curvatura
quando o ago tracionado escoa; entretanto, nenhum procedi-
mento anatitioo simples foi ate agora imaginado para perwmi-
tir o calculo do fator de ductilidade da curvatura para la-

jes.

f& presengas de ago comprimido nas se¢3es pade au-
mentar a ductilidade dispon{vel. Contudo, testes evidencia-

ram gque, para a maior parte das lajes, as taxas de apo tra-
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cionado serao suficientemente baixas para assegurar que as

se¢3es se jam razoavelmente décteis.

O aumento de resistencia a flenac devido ao endu-
recimento (strain hardening) do ago, alem de ser dificil de
se incluir na formulagzo, ainda nao e considerado pelo fato
de nao ser definida nas especifian¢;es a detnrma¢;o na gqual

esse enduregimento se inicia.

Sendo assim, a Teoria das Linhas de Ruptura consi-
dera que ha sempre ductilidade suficiente nas se;;es criti-
cas para permitir que a laje possa formar a sua unnfigurap;o
de colapso com os momentos resistentes ultimos mantidos em

todas as regiSes de plastifinap;o.

IIXI.2 - Condiqges de F‘urmngl;o da CnnEiguragzo de Colapsao

Considere-s= uma laje de oconoreto armado sendo
progressivamente carregada ate a ruptura. Para cargas bai-
xas, antes da tissunaggn do concreto tracionado, a distri-
bui¢;o dos momentos fletores esta de acordo com a Teoria
Elastica para Placas. Depois da fissuraggo, essa distri-
buic;o muda devido ao decrésoimn da rigidez 5 flexao das re-
giSEs fissuradas. Continuando-se a carregar, eventualmente
ocorre o escoamsnto do ago tracionado na{s) segao(oes) de
momento fletor maximo e a laje sofre uma grande mudanga de
ourvatura nessas se¢8es plastifioadas, permanecendo ai os
momentos praticamente constantes e iguais ao momento resis-

tente ultime. A partir desse ponto, a medida que a oarga na
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la je e aumentada, pode haver uma grande redistribui¢;n de
momenteos fletores, surgindo regiges de intensa £issurap;o
nas guais o ago tracionado jé escoou, & gue propagam-se por
toda a laje até que se formem em némeru suficiente para di-
vid{-la em segmentos que componham um mecanismo de rupturaj

nesse estado, ent;o, a laje nac mais suporta qualgquer aumen-

to de carga.

Apesar do escoamento do ago traocionado comegar
primeiramente na seggo onde o momento atuante atinge o mo-
mento resistente éltimn, a plastifioug:o desenvolvida pelo
aumento orescente das oaréas tem a{s} auva{s) direp;o(ges)
guiada(s) p=la dispuai¢;n da{s) armadura(s), peias condipSEs

de contorno e pelo tipo de carregamento.

Para os obhjetivos de anélise, a regi;u plastifica-
da e de intensa fiﬁsurAQZu e idealizada par uma simples 1i-
nha no seu centro, conhecida comao [ inha &e ruptura ou char-
neira pléstioa, sendo este o unioo ponto de descontinuidade
considerado entre duas PEgi;EE rigidas ad jacentes. fis la jes
deformadas dessa maneira podem ser vistas gpomo uma serie de
planos inclinados interconectados formando uma superfioie
puliédrioa. A partir da interseu¢;n desses planos segue-se
a conclusao de que as linhas de ruptura podem ser considera-
das como segmentos de reta, exceto para regiaes totalmente
plastificadas, como e o caso de uma 5uper£icie esferica ou
cSnica sob a aggo de flexao pura; na verdade, serao o limite

de superffcies poliédricas.



20

Para que a configurapZQ de ocolapsc se forwme, en-
t;o, & necessario que as reinQs r{gidas que s= encontram
tenham as mesmas deflexoes vertiocais, nac sendo oonsidera-
dos, por hipétese da Teoria das Linhas de Ruptura, as forg¢as
normais e os movimentos horizontais correspondentes no con-
torno dessas regi;es. Desde que apenas supertfnies planas
se encontram nesse mecanismo idealizado, as unioas deforma-
gses que devem ser estudadas sao aquelas devidas as rotagses
normais as linhas de rupturaj; e ainda mais, sendo essas ro-
tavses resistidas apenas por wmomentos normais, 0o complexo
relacionamenta entre os momentos, as forgas e as deformagses
fica vinculado apenas a avalia¢;u desses momentos normais e

das suas respectivas ruta¢geg.

Quando o mecanismo de ruina j; se desenvolveu, as
de!‘ormm;;es pla'stiuas ao longo das linhas de ruptura sao
muito maiores do que as de!ormap;es el‘stiuas dos segmentos
de laje entre as charneiras e, portanto, e razoavel nao con-
sidera-las em presenga das primeiras. Dessa forma, ocom ob-
jetivos de simplifica¢;o, adota-se o material como r{gido-

pléstico.

Como onnseqﬁ;noia de tudo o que foi discutido, po-

de-se concluir gque:

1. Para poder fazer parte de uma oontigurap;o de
colapso, as linhas de ruptura devem ser segmentos
de reta formando eixos de rotgp;n para os movimen-
tos dos segmentos de laje, tomando o conjunto o

aspecto de uma superficie poliédrioa; o limite
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destas superE{cies pnliédrioas sa0 as superE{uies

.3 ,
conicas ou esfericas;

2. Os apoios ds laje vao agir como eixos de rota-
qgo. Se um lado estiver engastado, uma linha de
ruptura pode formar-se aoc longo do mesamo. Eixos

de rotag;o passam sobre colunas;

3. Por compatibilidade de defarmag;o, uma linha
de ruptura deve passar pela interseeg;o dos eixos

de rota9;o dos segmentos de laje adjacentes.

Na figura (III.01) podem ser vistas algumas confi-
guragSES de colapso pnssiveis. Note-se a relacso de depen-
dencia entre o meocanismo de ruptura e as condi¢aes de con-

torno.
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Figura I11.@1- Exemplos de Configuracdoes de Colapso
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I1¥.3 - Momentos Resistentes: o Critério de Escoawmento

{ Ruptura )} de Johansen

No oa=o ocomum de lajes armadas ocom barras dispos-
tas ortogonalmente nas dire¢;es e Y, os momentos resisten-
tes ultimos por unidade de largura das duas dirques ser;o,
geralmente, diferentes para areas de agn & reocobrimento dis-
tintos. Se a laje for armada em varias diregSes, 0% momen-
tos resistentes ultimos ew oada uma delas podem ser projeta-
dos nas dire¢3es e Y. No caso geral de uma linha de rup-
tura que nao se ja ortogonal a nenhuma dessas duas dire¢5es é
necessario determinar o momento resistente ultimo por unida-
de de largura ao longo da wmesma, inclusive porque, alem dos
momentos de flen;o, existir;u.mumentus torsores. Para lajes
armadas nas duas faces, considera-se cada uma em separado,
obtendo-se, desse modo, um par de momentos, positivo & nega-
tivo. Ent;n, os momentos resistentes ultimos de flexao e
tnrp;o atuando numa linha de ruptura qualquer podem ser ob-
tidos atraves do Criterio de Escoamento de Johansen, que de-
fine a resistencia ultima de um dado elemento de l1a je subme-
tido a um campo de momentos genérino. Aasim, no ceso de ar-
madura nas dire¢3e5 XK e Y, relaciona-se os momentos resis-

tentes éltimos por. unidade de largura ( m

e m ) do ele-
rx ry

mento de laje aos momentos aplicados por unidade de largura
(m“, my e mxy ) devidos ao carregamento externao quando a

elemento escoa.

Considerando-se que o ago nas duas direpges atra-
vessando a linha de ruptura atinja o escoamento, o momento

resistente ultimo por unidade de largura numa linha de rup-
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tura gque faz um ;ngulo qualquer cam a armapSa e suposto como
devido as componentes dos momentos resistentes éltimns nas
diregoes da armagao. A figura (III.02) mostra um elemento
de laje subwetido a momentos genéricos com uma linha de rup-
tura na direp;o t que forma um ;ngulo a com o eixo ¥. A li-
nha de ruptura real e substituida por uma “escalonada”, gue
consiste numa serie de pequenos degraus ortcgonais a cada
uma das dire¢3e5 da armap;o. Ha mesma figura tem-se um pe-
queno elewmento triangular aboc dessa mesma linha de ruptura
sob a aggo dos momentos resistentes ultimos. 0 momento re-
sistente ultimo narmal, agindo na direp;o n ac longo da li-
nha de ruptura, e encontrado atraves da nonsideraggo do

equilibriu do elemento tomando-se momentos em relap;o 2 ab:

m_ab =m Aac cos a + m ho sen a (111.01)
rn rx ry
2 2
m_ =m _ cosa + m sen‘a
rn rx ry
=m _+ (m_ -m ) cos’a (111.01')
ri rx ry

E evidente que, no caso geral, o equilihrio do

elemento requer a enistencia de um momenta resistente torsi-
onal (mrt) ac longo da linha de rupturaj esse momento e en-

contrado tomando-se momentos tambem segundo a direggo ab:

m ab = m ac sen a - m be cos «a (111.02)
rt rx ry
m. = { M " mry } cos a sen a frir.oz2')
Se m = ™y entao, pela equagoes (III.01) e
(11r.o02), Mp = Moy = M €M, = 0. Assim, para esse caso,
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Figura l11.@2- Consideracdo de uma linha de Ruptura num Elemen
to de laje Submetido a um Campo de Momentos Generico
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os momentos resistentes ultimos normais por unidade de lar-
gura sao iguais em todas as dire¢3es e« o momento torsor por
unidade de largura ac longo da linha de ruptura e nulo. Es-
se tipo de laje e dita isatrépica ou armada isolrepicamente.
Quando mri # mry’ e evidente gque 0o momento resistente ultimo
por unidade de largura depende da direpgo da linha de ruptu-

ra, existindoc um momento torsor aoc longo da mesma. Essa la-

je e dita artotrépica ou armada aortaotltropicamente.

Devido a simplicidade, muitas das solut;;es para
la jes tem sido obtidas para o caso de armap;o isntrépica;
entretanto, para a2 maioria das lajes, o uso da ortotropia -
desejéval em termos de economia porque possibilita saguir
mais proximamente a distribuig;o de momentos da Teoria Elas-
tica para Plagas. Sendo assim, JOHANSEN [08] tambem desen-
volveu um teorema gque permite a obtengsu de solup;es para
la jes urtotrépioas baseadas em so1u93es de 1lajes isotrépi—
cas, o Teorema da fAfinidade, mostrando que, alterando-se os
acomprimentos dos lados e o carregamento da laje ortatrépica
por propnrgses que dependem da relaqgo entre os momentos re-
sistentes ultimos por unidade de largura nas duas diregaes,
pode-se transforma-la numa la je isotrépioa equivalente e,
dessa forma, soluciona-la com os oriterios de isotropia de-

senvolvidos.

Esse oriterio de escoamento supoe ainda que o ele-
mento alcanga a sua resistencia ultima quando o momento nor-

mal (mn) devido aos momentos das cargas aplicadas | mos my e

m“y ) torna-se igual aoc momento resistente ultimo normal

(mrn), ou seja, requer gque, para o elemento:
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m cosz + m_ sen®a + m__ sen 2a £ m (111.03)
X 4 Xy rn

Existe uma serie de aspeotos no que diz respeito
as hipéteses feitas ou envolvidas na dedup;o das expressges
do=s momentos normal & toraor, que tem ocausado contraoversia e
levado a investigap;es na tentativa de encontrar expressses
melhores. Um deles e que essa dedup;o sup;e que os momentos
resistentes &ltimas { m. mry ) atuando nas diregses das
armaduras nao sao acompanhados por qualquer momento torsio-
nal; ficam assim sendo momentos principais, nao existindo,
como canseqﬁ;noia, turggo nos lados bc e ac do elemento.
Essa hipétese bastante intuitiva leva a simplifica¢ges na
deduggo da equa¢;o; testes posteriores jindicaram que essas
turp;es, quando existem, tS; efeito irrelevante no criterio
de escoamento. A dedup;o mostra, tamhém, a presenga de um
momento torsional (mrt) ao longo da linha de ruptura geral-

~ . _ , .
mente nao considerado, visto o criterio estar baseado apenas

no momento normal.

Um outro ponto é que a adiggo dos cowmponentes "ok

e mry para encontrar m. . ao inves da determinag;o direta dos
componentes das forgas nas barras na direggn n, leva a pe-
quenos erros no brago de alavanca interno dos momentos re-

sistentes &ltimos; entretanto, essa diferenga e muito peque -

na para a maioria das lajes que apareacem na prética.

Outro aspeoto e utilisar-se a resistencia uniaxial
de oompress;o do concreto no caloulo dos momentos apesar de

grande parte do concreto comprimido da laje esstar, na reali-
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dade, num estado de unmpress;o biaxial. Por exemplo, onde
os momentos principais sao ambos positivos ou ambos negati-
vos, o efeito da compress;o biaxial e pequeno & praticamente
oompensa o tambem pequeng &rro no oaloulo do brago de ala-
vanca interno. O casao fica wmais serio quando ha tra¢§o numa
dire9;o e oompress:o na outra, pois j; foi mostrado que =a
resistencia a aompresszo do ocoonoreto pode sofrer uma signi-
ficativa redng;oa contudo, uma vez fissurado o concreto, as
tra¢3es transversais sao aliviadas e nao se nota mais dimi-

nui¢3=s relevantes no momento resistente ultimo normal.

Aspecto interessante e o fenomeno conhecido como
pregueamente {(kinking). Observou-se que, devido a largura
finita da fissura do ocooncreto, a armadura que esta inolinada
em relagzo a linha de ruptura pode ser "arrastada® perpendi-
oularmente a fissura e mudar de direp;o, conforme mostra a
figura (III.03)}. Dessa wmaneira, haveria uma mudanga no va-
lar do momento resistente ultimo na linha de ruptura; ocontu-
do, o= inumeros testes realizados parecem indicar que easase

efeito pode ser negligenciado nos caloculos de resistencia.

Convem ainda notar que esse oriterio de escoamento
somente pode ser utilizado quando nao ha efeitos de membrana
na laje, pois e bem sabido quea o momento resistente ultimo
pade aumentar significativamente na presenga de esforgos de
membrana ou redusir-se perigosamente sob a a9:o de esforgos

de trag;o anial.
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Figura I11.@3- Desvio das Barras das Armaduras

nas Fissuras
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Em resumpo, apesar de oonsideréveis criticas e con-
trovérsias, o0 momento resistente ultimo normal utilizado pe—
lo criterio de escoamento { ruptura ) de Johansen nao parece
requerer mwelhorias. O peao das evidencias experimentais in-
dica que a equagzo e suficoientemente pPrecisa para o uso ge-
ral quando as forpas no plano da laje nac sao significati-

vas.

ITIf.4 - Metodos para a Determinapgo da Carga de Colapso

O primeiro passo em qualquer 501“9;0 atraves da
Teoria das Linhas de Ruptura é arbitrar uma onnfiguragzo de
colapso usando as regras j; estabelecidas. A contigurapgo,
em geral, contera dimensces desconheoidas que localizam as
posigses das linhas de ruptura, podendo existir mais de uma
familia de linhas de ruptura para uma laje em particular.
Deve-se, portanto, estar seguro da possibilidade de repre-
sentag;o de todos os pass{veis mecanismos, visto ser o car-
reto aquele que forneger a menor carga de ruptura; pois caso

falte alguma oantigurag;u, nao se pnderé ter confianga na

carga de colapsoc obtida.

A carga éltima pode ser encontrada da cnnfiguraqzo
de colapso usande o Princfpio dos Trabalhos Virtuais ou as
Equagges de Equi!f&rfa. Cada uma dessas aprouimapses tem as
suas vantagens e desvantagens para algumas 5itua¢ges. Em
geral, e mais simples utilizar o Princi'.pin dos Trabalhos

Virtuais, embora haja alqguma dificuldade de manipulagsn al-

gébrina; entretanto, atualmente esta bastante olaro que o
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Metodo das Equapges de Equilibrin nada mais e do que uma ou-
tra forma de se apresentar o Prinn{pin das Trabalhos Virtu-

ais.

I11.4.1 - Trabalhos Virtuais

“"Se# a um corpo r{gido em equilibriu estatioco sob a
apgo de um sistema de forgas e dado um pequeno
deslocamento virtual, o somatario do trabalho vir-

tual realizado pelas forgas e nulo.

Para aplicar o Principio dos Trabalhes Virtuais,
cada uma das partes r{gidas da nunfigurap;o de vcolapso arbi-
trada pode ser vista gomo um corpo r{gido porque as deforma-
gses da laje, com consequente defiexgn, ocorrem somente nas
linhas de ruptura. Estando os segmentos de laje em equilf—
brio sob o carregamento externo, os wmomentos de flexao e
torg;o e o esforgo cartante ao longo das linhas de ruptura,
esoolhe~se um ponto conveniente para ser dado um deslocamen-
to virtual na dire¢;n da carga. Ent;o, os deslocamentos de
todos os outros pontos e as ratapges dos segmentos de laje
em relup:o as linhas de ruptura sac ocaloulados em Eunp;n
desse deslocamento virtual dado e das dimensces genmétrinas.
0 trabalho sera realizado pelo carregamento externo {traba-
tho externa), e pelos esforgos internos ao longo das linhas
de ruptura (trabalho interna). Por exemple, o trabalho rea-
lizado poar uma carga uniformemente distribu{da na superficie
por unidade de area (qr) pode ser obtido considerando-se o

trabalho de todos os segmentos:
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u, = JJ q, 8(n,y) dxdy = § Q. 4 {111.04)
onde Qr e a carga total num segmento da laje e A o desloca-
mento do seu centroide. A@s reagﬁes nos apaios nao contribu-
em jé gue estes nao sofrem deslocamento. O trabalho interno
realizado pelos momentos torsionais e os esforgos cortantes
e nulo quando se faz o somataorio sobre toda a laje, Jé que,
sendo as acaes em cada lado da linha de ruptura iguais e
gcpostas, para qualguer deslocamento da ccnfiquraciu de co-
lapso, nao existe movimento relativo entre os lados da linha
de ruptura correspondendo aos momentos torsionais e aos es-
forgos cortantes. Entretanto, desde gue existe rotac;o re-
lativa entre os dois lados da linha de ruptura, existe movi-
mento relativa carrespondendo aos momentos fletores. Assim,
o trabalho interno total realizado ao longo de todas as li-
nhas de ruptura e devido exclusivamente aos momentos fleto-

res ultimos e dado par
w, =§—mrn?£ (111.05)

onde £ e o comprimento da linha de ruptura e ¥ a rotagao re-
lativa sobre a linha de ruptura entre dois segmentos adja-
centes. 0 sinal e negativo porque os momentos fletores es-
tarao agindo na diregao do carregamento. Assim, a equagsn

do trabalho virtual pode ser escrita como

E Q. 4 - E m,?P¢e¢ = 0 (1¥I1.06)
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Quande aplicado a uma laje em particular, o deslo--
gamento virtual cancela-se na equa¢;o e a carga e dada em
termos das dimensoes da laje @« dos momentos resistentes al-
timos. Nos ocasos onde a ounfigurap;o de oolapso nao pode
ser desenhada sem se conhecer as dimensoes que localizam as
pnsi¢3es das linhas de ruptura, deve-se inclui-las na equa-
G;D do trabaiho virtual, ficando a equap;n tambem em fun¢;c
dessas dimensoes. Desde que esta sendo usada uma aproxima-
930 pelo limite superior, os valores requeridos sao aqueles
que minimimam o trabalho virtual Qr & podem ser encantrados
resolvendo-se o sistema de equacses gerado pela deriva¢;n da
express;u do trabalho virtual em relaggo a cada uma das di-
mensoes desconhecidas. Substituindo-se esses valores na

equap;u da oarga éltima, obtem-se a carga de ruptura minima.

IIX.4.2 - Equapses de Equilihrio

Nesse método - considerado, individualmente, o
equilibrio de cada segmento da contigura¢;o de colapso sob a
aggu de momentos fletores, momentos torsores, esforgos cor-
tantes e forgas exnternas. Geralmente, as equap;es de equi-
librio sao escritas em numero suficiente tomando-ae os mo-
mentas das ap;es em relap;o a eixos adequadosy A0 serem re-
solvidas simultaneamente permitem a eliminap;o das dimensces
desconhecidas e 0 encontro da carga de ruptura. Nenhum pro-
cesso de derivapgo e necessario e na maior parte dos casos a

manipu1a¢59 algébrica regquerida para obter a sulupso & menor

do que pelo Metodo dos Trabalhas Virtuais.
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Pelo fato dos segmentos serem considerados separa-
damente, numa solu¢;n através das Equa¢3es de Equilibrio to-
das as a¢3es na linha de ruptura precisam ser conhecidas an-
tes que a sulupgo possa ser obtida. fi enpress;u para o mo-
mento torsional nas linhas de ruptura, dado pelo Criterio de
Escoamento { Ruptura )} de Johansen, esta representada pela
equap;o (111.02}. Ja a dedup;u doa esforgos cortantes atu-
antes nas linhas de ruptura e o aspecto mais dificil na Teo-
ria das Linhas de Ruptura e tem causado controversias. Um
tratamento matematico rigorosa mestrou que alguns dos teore-
mas originais de Johansen para a sua determinggsn tem algu-
mas linitacaes; cantudo, quando conhecidas permitem a sua
utilizap;o oom sEguranga. Em se considerando o equilihrio
das partes como um todo, basicamente, esses teoremas propaem
como representar Esses esforgos ao longo da linha de ruptura
por duas forgas conoentradas, de efeito estaticamante equi-

valente, atuando nos pontos terminais da linha de ruptura.

Em resumo, para resolver uma laje via Metodo das

Equagaes de Equilibrio, pode-se seguir o seguinte processo:
1. Arbitra—-se uma oonfiguranD de colapsog

2. Calcula-se os valores das forgas nodais neces-

F g
sariasj

3. Escreve—-se as equap;es de equilibriu tomando-
se momentos em re1a9;o a eixos de rotaggo e, se
preciso, achando as forgas verticais em cada seg-

mento de laje. 0 numero necessério de equa¢ges de
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equilibrio e uma unidade a mais do que o nﬁmero de
dimensoes desconhecidas requeridas para definir a
pusi¢;u das linhas de ruptura na configuragao de
onlapso. fo tomar os momentos para as equavges de
equilibrioc e melhor considerar a linha de ruptura
como sendo “escalonada™ nas diregges da armaggo,
pois assim, ocanforme ,ja‘r foi visto, os mowmentos
torsionais nao precisam ser considerados porque

serac nulos nessas dirques;
ne 4
4, Soluciona-se o sistema de equagoes de equili-

brio para determinar as dimensaes desconhecidas e

dai encontrar a carga ultima.

III.S5 - Configyrag;es de Colapsao Aproximadas: o Hétodo da

Tentativa-e-erro

E evidente que em casos onde uma ou mais dimensoes
desconhecidas precisam ser determinadas para bem definir a
oonfignraqga de colapso, a quantidade de esforgo algébrico
necessario para alcancgar a solup;u pode ser significativa.
No metodo do trabalho virtual isso significa resolver simul-
taneamente as equagses obtidas pela diferenoia¢;n da expres-
sao da carga ultima com respeito a cada uma dessas dimensoes
por ves. No metodo do equilibria o sistema de equagges de
equilibrio tem que ser resolvido para encontrar as dimensaes
desconhecidas. Em muitos casos, as equagaes a serem resol-

vidas nac sao lineares. Um aspecto infeliz da Teoria das

Linhas de Ruptura - esse, porque, sendo uma aprouimagzo pelo
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para a cunfiguraggn de colapso correspondente, obtendo-se
assim uma otima aproximag;o para a carga altima. Dessa ma-
neira, o metodo utiliza as equa¢;es de equilibrio para de-
terminar boas apronimaqges pPAra as posigges das linhas de
ruptura e entao obtém uma apruuimapgo hem préxima da oarga
éltima através da equno;o do trabalhe virtual. A partir
da{, monta-se toda uma serie de formulas apliuéveis a cada
caso de carga € geometria de laje, reﬁultandu, ao final,
sempre na soluggo de equapges ou sistemas de equa¢;es, line-
ares ou nao. Como nao raro a solu¢;o exata e diffcil, senao
imposs{vel, e comum, a favor da segurang¢a, tomar-se aqui uwma
adaptag;o do Princfpia da Superposi¢;o de Efeitos, facilmen-
te demonstrado e cujo enunciado diz que a soma dos momentas
ultimos para uma serie de carregamentos e maior ou iqual ao
momento ultimo produzido quandoe todas as cargas atuam simul-
taneamente, pressupondo-se, naturalmente, que todos os wmo-

mentos sejam de mesmo sinal.

Como em geral calcula-se a sequranga ; ruptura, a
Teoria dasa Linhas de Ruptura fornece bons valores para os
womentos resistentes ultimos e dai o valor do coeficiente de
seguranga. A Teoria Eléstica fornece seguranga exagerada,
sendo, portanto, anti-ecnnsmica, porgue 55 é vélida antes da
fissurap;o; ag surgirem as fissuras, havera uma redistribui-
930 de esforgos e a situaq;o aproxima-se das hipéteaes fei-
tas na Teaoria das Linhas de Ruptura. Todavia, ewmbora essa
teoria possibhilite a determina¢;o correta dos esforgos que
servirao de base ao dimensionamento, nao forneae porém,
qualquer infurmnp;u quanto as defarmapses sob a ag:;n das

cargas de servigpo. Para essa verifiaap;o, deve-se langar
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limite superior, o fracasso no uso dos valores corretos des-
sas dimensoes na equap;u de parga significa uma carga ultima
para a laje superestimada, levando a uma situa¢;u contra a
seguranga. Isso pareceria desencorajar o uso de configura-
qsea de ruptura aproximadas, felizmente, entretanto, pode
ser mostrado que utilizando-se o metodo do trabalho virtual,
uma aanfigurnp;a de colapso que difira apenas levemente da
nunfiguragsn correta dara uma estimativa préxima do valar
real para a ocarga ultima. Dessa maneira, aprouimap;es rago-
aveis caom respeito a cnnfigurap;o de colapso podem ser uti-
licadas para simplifioar as equa¢;es de carga ultima em mui-
tos casas. a precis;u na maior parte dos casos de engenha-

ria é bastante boa.

Em algumas situagaes, entretanto, fioa dificil de-
cidir por uma posig;n aproximada para as linhas de ruptura
que farneéa preais;o suficiente. Ent;n, com o objetivo de
evitar a pesada élgebra envalvida na solugga exata, adota-se
um procedimento de tentativa-es-erro. Huma solup;o de tenta-
tiva-e-erro, uma cnntigurn¢;o de colapso provével e conside-
radaj; a partir da{, utiliza~-se= as equap;es de equilibrio pa-
ra calcular a carga ultima suportada por ocada segmento r{gi—
do dessa uonfigurap;o de ruptura. Ge as ocargas ultimas as-
sim encontradas nao estiverem prénimas, pois somente serao
iguais se o mecanismo considerado for o correto, a oconfigu-
raggu de colapso e alterada. Repetindo-se o processo ate
que haja wmelhor concordancia entre as cargas éltimas; uma
inspep;n indicara a maneira de alterar a ennfigurap;n de

ruptura de modo a melhorar os resultados. Quando se chegar

ao ponto desejado, esoreve-se a equaggo do trabalho virtual
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~ ~ )
mic de metodos para determinagao de flechas em regime elas-

tico.

III.6 - A Cumprnvag;o Experimental

Parece obvio que a validade das hipéteses feitas
na Teoria das Linhas de Ruptura devesse ser verificada atra-
ves de testes efperimentais antes gque o metodo fosse usado
com confiabilidade em analise e projeto. Era particularmen-
te importante que o metodo devesse dar uma estimativa segurs
da oarga ultima da laje e que lajes projetadas pelo me todo
se comportassem satisfatoriamente gquando sobh a ap;u das ocar-
gas de servigo. Com esse intuito, um grande numero de tes-

tes foram realizados desde a proposigso da teoria.

JOHANSEN[08] conoluiu que a serie de testes condu-
zidos pela Deutscher Ausschuss fur Eisenbeton forneoce amplsa
evidgncia da real natureza das linhas de ruptura e da vali-
dade da teoria. As diferengas entre a teoria e o0s testes

foram pequenas e principalmente para ¢ lado conservador.

O testes do IRABA (Institute of Appliad Research
an Reinforced Concrete} [1i0] concluiram que a uonfiguraggo
de ruptura de uma laje pode ser prevista com preoiaso utili-
zando-5e a Teoria das Linhas de Ruptura. Os tipos de agpo
utilizados e as cumparacges das cargas &Itimas mostraram
que a teoria e aplicével a agos cowm patamar de escoamento

curtoc ou mesmo com tensac de espoamento nao muito bem defi-

nida.
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Testes realizados por JAEGER [L1], pelo THO Insti-
tute For Building Materials and Sitructures [12], por TAYLOR
[13,14] e por PARK [iS] mostraram que 2 Teoria das Linhas de
Ruptura fornece uma estimativa segura da carga ultima: o va-
lor medido nos testes mostrou-ae acima do previsto pela teo-
ria. Esse "ganho" de resistencia foi atribuido ao endureci-
mento (strain hardening) da armagzo & ap efeito de membrana
desenvolvido ao nivel das grandes deformapses. Em servigo,
as lajes comportaram-se satisfatoriamente; entretanto,
JAEGER [11] faz a ressalva de que uma disposiQ;o da armadura
de maneira nao consistente com a Teoria Elastica deve ser
evitada porque pode levar a uma Eiasuraggo generalizada

quando em servigo.
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CAPITULO IV

0 MODELO TEORICO PROPOSTO

iIv.1 - & Conoepgzo do Elemento-Charneira: o CHARPLAS

Apesar de ser bastante intuitiva e fornecer bons
resultados, a Teoria das Linhas de Ruptura nao raramente
causa certos transtornos ao recair na snluo;;o de sistemas de
equac;ges nao-lineares. flem disso, sendo uma aprnximac;o
para o limite superior, e necessério analisar-se todos o=
wecanismos de ocolapso poss{veis de modo a nao superestimar a
oarga éltima, nao sendo dificil num mesmo problema enfren-
tar-se mais de uma ves a solugao de oomplioados sistemas de
equapSES. Outro fator de difiouldade & a utilizaggo de ma-
teriais n;o—humog;neos, por exemplo, armng:u vari;vel, o que
leva a2 uma maior oamplinag;a tanto das equaqses quanto da

prépria deEiniQ;o do problema.

Ja foram feitas anteriormente algumas tentativas
no sentido de automatizar todo esse procedimento, mas sempre
fica-—se limitado a uma sarie de geometrias e carregamentos
especifious e nao muito compleros. Em vista disso, a otili-
Blp;ﬂ da Teoria das Linhas de Ruptura na forma em gque se en-
cantra est; para a formulagza que sera aqui apresentada as-
sim como a Teoria da Elasticidade para os metodos numericos
de solug;n, tipo Elementos Finitas, Diferengas Finitas ou

Elementos de Contorno.
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Embora Jé exista uma serie de elementos finitos
adequados a analise elastn—pléstica de piacas, o seu uso pa-
ra determinar a parga de colapso - pouco eficiente se compa-
rado com a analise limite: o tempo ocoomputacional envolwvido e
bastante elevado e devidﬁ, principalmente, as inumeras ite-
ra¢ges para a so1u¢;u do sistema de equagses nao-lineares.
O problema mais serio e qus a analise elasto—pléstina via
elementos finitos a0 reproduz a oarga de ruptura quando le-
vada ate o colapso partindo-se do regime elastico e nao de

I ’
forma direta como se consegue com o uso das tecnicas de ana-

lisae limite.

A ideia do elemento-charneira {CHARPLAS) introdu-
gido por VAZ[23] e, com base na disoretizapao fornecida pe-
los elementos finitos ( Modelo de Deslocamentos ), possibi-
litar a husoa automatioa do meoanismo de ruptura oom uma de-
£ini9:o simples da superfﬁoie de colapso a nivel dos esfor-
¢os seccionais. O elemento tambem pode ser usado na analise
elastn-pléstica, apresantando a vantagem do pequeno numero
de graus de liberdade em relaqgn aos elementos finitos con-
vencionais e a definig;n simples das relagges constitutivas,.

Neate item serao apresentadas as equap;es basicas
do elementg utilizadas, posteriormente, na Enrmulaggo do
problema de analise limite, da adaptap;o da estrutura e da

analise elasto—pléstica.

A ideia fundamental do modela é, considerando-s= o

elemento absolutamente rigido, concentrar as propriedades de
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flexao em uma mola elnsto—pléstiua com comportamento defini-

do por uma simples curva momentoc versus rotap;o. Uma boa
analogia para o elemento seria uma dobradigsa. Cada elemento

é, ent;o, o minimo essencial para representar as proprieda-

des alastu-plésticas da estrutura na sua regi;o; em oufras
palavras, esté se considerandn que a oontigurapzo de colaps=o
pode ser representada pelos elementos, isto é, cada mola
elasto—plésticn representa, potencialmente, uma charneira
plistica, embora isto nao signif ique gque todas as molas tor-
nar-se-ao charneiras plésticas. Espera-se, todavia, que
passiveis contigura¢3es de colapso estejam incluidas na ma-

ilha feita para tentar representar o colapso da estrutura.

~1¥.2 - A Formulagao do Elemento

IV.2.1 -~ O Bistema Loonl de Coordenadas Generalicsadas

O ssquema do elemento-charneira encontra-se na fi-
gura (IV.01}. O elemento possui quatro graus de liberdade,
correspondendo aos deslocamentos na direggn 2z { ou Z ) dos
quatro pontos nodais. Com referéncia sempre ao plano medio
da laje, os nos 1 (né inicial) e 2 (né final) definem a di-
regzo do eixo . O eixo z tem direp;o perpendicular ao eixo
X e sentido dado atraves da PormaQ;n de um triedro direto de
maneira que o no J tenha coordenada y positiva e o no 4, co-
ordenada y negativa. As propriedades de flexao na diregzo .4
da regi;o formada pelos nos i234, como jé foi dito, estao

concentradas na mola elasto-pléstica a0 longo da reta gque
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une oS nos 1l e 2, que nada mais e do que a representagsn da
linha de ruptura ou charneira pléﬁtica; assim, nada mais na-
tural do que referenciar o elemento atraves dos nos inicial
e final. 0 ocomportamento dessa mola fica definido por uma
curva relacionando o momento e a rotap;o na mesma. Os tri-
;ngulus formados pelos nas 123 = 214 sao considerado absolu-

tamente r.{gidos e interligados atraves da oharneira.

Iv.2.2 - A Equag;o de Compatibilidade

De acordo com as definigses ,ja', feitas, o objetivo
é determinar a relaggo entre a rotat;;u da charneira e os
deslooamentos nodais. O procedimento para tal é anélogn a‘l
determinagzo das £ung3es de forma de um elemento finito
qualquer, desde que se considere a rotap;o como o “"desloca-
mento” no interior do elemento ¢ adote-se as hipc;teses bési-
cas da Teoria das Linhas de HRuptura no que diz respeito a

deslocamentos e rotap;es .

Considere-se o vetor de deslocamentos nodais do

elepento:

Rl

{Iv.o01)

g
n
Rl




Figura IV.@1 - Esquema do Elemento-Charneira Elasto-Pldstico

144
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onde Ei representa o deslocamento do no i na dire¢go 2. A
rutaQ;o total da charneira ¢ pode ser determinada pela con-
trihuip;o de cada parcela de rutagzn A?i provocada por cada

deslocamento nodal i, ou segja,
P = AP + AP+ AP+ AP (1v.02.a)
1 2 3 o

Se ja oada uma dessas parcelas de rotnqgu direta-

mente proporcional ao deslocamento nodal Ei’ isto é,
AP, = H. u. {(Iv.02.b}
Esgrevendo-se matricialmente:

{(IV.02.¢)

-
|
(3]
-1

A equn¢;o {1v.62.0) e a equnggn de compatibilidade de deslo-
camentos, gque relaciona a rotaggu na charneira ocom os deslo-
camentos nodais atraves do vetor E. A oonvenp;u de sinais
adotada # a mesma dos momentos fletores, gual seja, positiva
quando as fibras inferiores sao tracionadas e negativa em

s
caso contrario.

Se ja agora calcular a ratap;o API. Seguindo-se a
definigao, produz-se um deslocamento El, mantendo-se todos

os outros nulos; assim, pela figura {IV.02.a):

tg APT = = ! cotg a {1v.D3.a)

u



Figura IV.@2.b- Configuragdo para

U=8,Uxfd,Ux=d , Uy=0

Figura V.@2.a - Configuragdo para
Ulﬂd, ﬁz‘d. U3=d. u4‘ 6

9%
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tg AP? = = ! _ cotg a . {(1v.03.h)

sendo € o comprimento da charneira. No ambito dos pequenos
des looamentos, pode-se aproximar a tangente do ;ngulo pelo

préprio ;ngulo, ou seja,

tg P ¢ (1v.o3.c)
Donde
ap = 29?4 aeP
1 1 1
En
= ——— [ cotg a .+ cotg Ty ]
£
= ﬁlﬁl (1v.03.d)
Analogamente, pela figura (IV.02.b), para 4y, tem-
se

2
5?2 = ee——— [ cotg a, .+ cotg Ty ]
= Ha, {1v.04)
Pela geometria da figura (IV.D02.c),
€ =h cotga + h cotga (Iv.05.a)

fissim, determina-se A?g:
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Figura IV.@2.c - Configuragdo para
0,6, 0,=68, U,76 , U,=6

Figura V. 02.d - Configuragdo para
U=0,076,0,=¢, 0+




49

E]
= - [ cotqg a, .+ cotg a,. ]

= H u {1v.05.b)
De maneira analoga, tem-se a¥  pela figura {1v.02.d):

u
o
APq = = ——;—— [ cotg a .t cotg P ]
= H‘u“ {(1v.08)

0 vetor H, entao, sera dado por

cotg a . * cotg T Y
cotg «a + cotg a
H = 1 23 24 (1v.07)
£ - cotg @« .- cotg 423
| - cotg - cotg @,

onde ﬁi pode ser definido como sendo a rutac;o devida ao

deslocamento unitario Ei de no i, ou seja, H e o vetar de

interpolagsa do elemento.

Uma nota importante deve ser feita. Apesar de ser
formzlado com quatro nés, a seme lhanga dos elementos finitos
isoparamétricos, 0 elemento-charneira pode degenerar-se, ou
seja, um dos nés, 3 ou 4, pode nao existir, ficando o ele-
mento com apenas tres graus de liberdade; nesse caso, toda a

furmulapgo cantinua sendo uélida, fazendo-se «a = = go0°

a
13 23

x o . . [ ] L4 ~
s8 0 no 3 nao existir ou @ T, T 90 caso o no 4 nao

exista. fAs situagoes em que isto acontece serao vistas mais
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adiante.

A primeira vista, pode parecer paradoxal, ou mesmo
completamente errado, considerar-se pequenos deslocamentos
na anélise pléstina limitey entretanto, tal fato - explicado
por estar se tomando o elem=nto exatamente no instante da
ruptura. Em outras palavras, quando se ochega ao limiar da
onnfigurap;o de colapso, gualgquer acrescimo de deslocamento,
infinitesimal que segja, provuoaré a ruina, levando os deslo-

‘

camentos ao "infinito”, a seme lhanga do que acontece nas ro-

tulas pléstioas.

IV.2.3 - A Equagao de Equilibrio

O objetivo agora é determinar a relaggu entre as
forpas externas aplicadas e o momento total resistente da
charneira de modo a equilibrar o elemento. feja o grupo de
forgas externas Fi aplicadas na direp;o dos deslocamentos

nodais representado por

. (1v.o08)

|
I
|

™|

Essas forgas tentario deforma-lo e ele resistira atraves do

momento total resistente M na mola, dade por

M=m¢€& (1v.09)
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ande m s o momento resistente da sep;u transversal da lagje
por unidade de largura. Para formular o problema, utiliza-
se o Prino{piu dos Trabalhos Virtuais gque, para um deslpoa-
mento virtual nos nés do elemento, afirma que a primeira va-
riag;o do trabalha externo realizado e igual ; primeira va-
riap;u da energia interna de deforma¢;o. Assim, seja o des-
locamento virtual QE provocando uma rotaggo virtual &¥. A
primeira variag;o doe trabalho realizado pelas forgas aplica-
das e dada por

8'w = (6u)’ T {tv.10.a)

A primeira variagzo da energia de defnrmngzu é, simplesmen-

te,

a‘ﬁ - {6P)T M o (Iv.10.b)

fiplioando-se o Prine{pin dos Trabalhos Virtuaisa, tem-se

(6u)" T = (69)™ n (1v.10.c)

Levando-se a equagao {IV.02.c) na equagao (IV.10.c), obtem-
se
)T

{(6u)" £ = (5 M (Iv.10.d)

(|
1 -]

Como o0 deslocamento virtual pode ser gqualquer, deade gue
compat{vel com a !ﬁpétese de perquenos deslocamentos, para

que a igualdade (IV.10.d) se verifique e neoessario que
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(Iv.11)

tm)
U

ux
=X

a equap;o {Iv.11) e a equa9;u de equilibria 2o nivel do ele-
mento &, Jjuntamente ocom a equap;o (1v.02.0), representa o
Prinofpia da Cantra-gradi;noia, tambem conhecido como Duali-

dade Estitiao—oinemética.

Uma outra forma de se chegar a esses mesmos resul-

tados seria aplicar diretamente os princ{pios de equilibria

num elemento-charneira (por exemplo, Ele = 0, EH:; = 0,
IF = 0},

y
IV.2.4 - A Matriz de Rigidez Tangente

A matriz de rigides - indispensével na formulnp;o
de uma analise elastioa ou elasto-pl;stiua, onde se deseja
informa¢3es sobre os deslooamentos nodais ou sobre a hista-
ria das defnrmagges. Sendo assim, apesar desse modelo ser
dirigido a uma analise limite onde somente a oarga & a con-—
figurag;u de colapso saa de interesae, tambem pode ser usado
na analise elastn-pléstica desde que se conhega a express;u
da sua matriz de rigide=z. ‘Entretanta, para isso é neoessé—
ria a dei‘iniggu do comportamento do material nos regimes

elastico e pléstico devido a dois motivos principais:

= A £nrmu1a9;n de analise elustu-pléstica e feita
via farmulaggn inoremental onde as informapges no

instante atual dependem do{s) instante(s) anteri
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or{es}; sendo assim, e muito importante uma varia-
ggn suave da rigidez, principalmente devido aos
conhegidos problemas de instabilidade dos algorit-

= Para que seja poss{vel alcangar o ponto de oco-
lapso = negessario que o modelo inicie do regime
eléstico; as linhas de ruptura formar-se-ac ; me -

dida que o regime pléstiou { « de ruptura ) for

sendo atingido.,

Para poder encontrar a matriz de rigidez tangente
do elemento-charneira, & necessario definir melhor a relng;n
entre o momento atuante e a rwtagZQ na linha de ruptura.
Definirvse—é, inicialmente, a relap;u entre a ruth;o e a
curvatura numa sep;n qualgquer, tendo em vista que, normal-

mente, as propriedades das se¢;es transversais serem dadas

em termos desses par;metrus.

Seja a regi;o triangular da laje conforme a figura
(1v.03}. Se o material tiver comportamento linear-elastioo
? 35 e ﬁi forem, respectivamente, os deslocamentos das fi-
bras superiores e inferiores da seggo Yﬁ, as deformaﬁaes es-
pecificas das respectivas fibras na regi;a triangular cujas

propriedades estao conoentradas na 1linha de ruptura 2 podem

ser aproximadas por

&l

(Iv.12.a)

=1}



Figura V.03 _ Rela¢Go entre a Curvaturo e a Rotacdo na Seg¢do da Charneira

14
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el

£. = : (Iv.12.b)

-4}

onde

= |
n
n
n

{1v.12.c)

A curvatura aproximada da seggo sera dada, ent;o, por

B
="
=l

(1v.13)

H
N

onde ¢ e a FutaQEO e d a altura util da 59;50 2. Tomando-

se um elemento-charneira completo, ter-se-a:
h,_ + h :
$ =¥ { 2 2 } (1v.14)

onde h3 a hu sSo, respectivamente, as alturas dos tri;ngulos
123 e 214, tomando-se como base a linha de ruptura 17.

Em acordo com todas essas considerapses, definiu-
se uma aproximmgso para a curva momento versus curvatura
conforme sugerido por BIGNON [16], que pode ser vista no

fipendice A. Com a relagaoc dada por (IV.14), transforma-se

essa curva numa curva momento versus rutagzu para cada ele-
mento-charneira. Como essa rela¢;u e linear, essa transfor-
mac;o nada mais e do qgque uma “mudanga de escala”. Numa for-
mulagsu incremental con;idera-se, por apruximaggo, que a wva-

ria¢50 da rigidez e linear em cada passo. Dessa forma, para



56

cada trecho da curva pode se relacionar o momento # a rota-
p;n da segga atraves de um coeficiente que sera chamado coe-
ficiente de rigidez tangente (Tn), definido pela tangente ;

~ r
curva no ponto em oonsideragao, isto e,

M= Tx @ {IV.15.a)
onde
T dM
R = —p— {Iv.15.b)

Pre-multiplicando-se a equagio (IV.15.a) pelo ve-

tor de interpolaggo do elementa, tem-se:

BmM=080 "¢ {IV.16.a)

Usando agora a relagaos (IV.D2.c) na equagao (IV.16.a) e ob-

servando-se a equaggo (1v.1t}, chega-se a

F=En-=-80 "« u (1V.16.b)
que pode ser reescrita como

F="Ru (1v.16.c)
onde

=8 "« B (1v.16.d)
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e a matriz de rigidez tangente do elemento-charneira elasto-

plastioco.

Ac considerar-se eixos de simetria da estrutura de
modo a reduzir o numero total de graus de liberdade aparece-
ra o problema das charneiras que estarao sobre esses eixos.
Para esses elementos pareoe olaro que, pela prépria oondiozo

de simetria, cada tri;ngulo, Al23 & aA214, responderé por me-

tade da rigidez do elemento, bastando, ent;o, considerar-ae
metade do coeficiente de rigidez tangente para essas char-

neiras. flem disso, sendo os deslocamentos 63 e u, iguais,

pela equagaoc {IV.02):

® «a Ha + Hu + ( H.L + H )u (1v.17.a)
1 1 2 2 3 [ 3
onde
a - a {Iv.17.b)
id 13
e
a = a {1v.17.c)
zZd 23

Assim, - perfeitamente poss{vel utilizar-se toda a
£armula;;o anterior introduzindo-se as wmodificagoes dadas

pelas equagoes {IV.17).
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IV.2.5 - fAs Forcas Nodais Equivalentes

Da mesma maneira gque gualguer outro tipo de ele-
mento finito convencional, as forgas aplicadas fora dos nos
do elemento-charneira podem ser tranformadas em forgas no-
dais de efeito equivalente, isto é, realizando o mesmo tra-
balho. Isso nao so e fundamental para que se possa utilizar
o Metodo dos Elementos Finitos como tambem conduz a uma fa-
cilidade muito maior da presnri;:;o de esforgos apliocados.
Serao vistos aqui apenas alguns dos tipos de oarga mais usu-
ais; muitos autros podem ser criados respeitando-se as hipé—
teses adotadas. Nos calculos que se seguem, para se evitar
repetigses desnecessarias e simplificar os procedimentos,
considerar-se-aoc as cargas atuando em elementos-charneira
degenerados, ou sejam, apenas com OS nos i, j e k. Como

oonseqﬁ;ncia direta desse fato, os vetores aqui utilizados

serao:

(Iv.18.a)

-

() =]
f
i

==

mi
[

{1Iv.18.5B)

Lo}
n
L

|

sl
[ -1

{(Iv.18.c)

1]
n
]|

-1
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Antes dos oélculos propriamente ditos, cabe aqui
ainda uma aonsiderag;o. Como o =lemento é, por hipétese,
absolutamente rigidu, a variaggo dos dealocamentos segundo
os lados é linear; desse modo, para interpolar o deslocamen-
to de um ponto (X,Y¥) no interior do aijk, e possivel a uti-
lizaQ;u da nesﬁa fun¢;o de forma do elemento finito triangu-

lar TRIN3, isto e,

u{¥,¥) = (AKX +BY +C) u=Hau (1v.19.a)
onde
[ a. | [ v, - ¥, |
i J k
1 1
A = —5p— nj = =5 1 Y - ¥ | {Iv.19.b)
nﬂk 4 ;Yi _YJ !
t r _ A
B, X, xJ
1 1
B = —g5 f Bj b= 55— | X; - X (Iv.19.¢c)
8: x‘j - X,
c, RV - XY,
1 1
C = —3= CJ = —g— | K Y; - ¥, (1v.19.d)
C Y. - X Y.
k R S Ji
1
S = —— | ;X + A.X. + A X | (1v.19.e)

onde X e Y sao as coordenadas cartesianas do no n e § a

area do tri;ngulo formado pelas tres nos.
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IVv.2.5.1 - Forga Concentrada em Ponto Interno

Ge ja GP o deslocamento do ponto (X,Y) provocado
pela forga externa P como mostrado na figura {1v.04). apli-

cando-se a equivalancia de trabalho realizado juntamente com

a equaggo (1v.i9.a), tem-se:

uP -u N P {Iv.20.a)

] -1
L]
n
=1
o
1
-]

Para que a igualdade (1v.20.a) seja satisfeita:

P (1v.20.b)

i)
]
1l

IV.2.5.2 - Forga Uniformemente Distribuida

Se ja o tri;ngula carregado com a forga de volume q
da figura (IV.05}. Q0 valor das forgas nodais equivalentes

pode ser dado pelo trabalho realizado em tode o volume do

tri;ngulo=

T = R q dv (1v.21.a)

onde V representa o volume do elemento. Sendo constante a
espessura t do triangulo, pode—-se reescrever a equagao

(Iv.21.a) como a integral de superficie

F=t J N' q ds (Iv.21.p)
s
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y

ki Figura IV. @4- Forca concentrada

k

Figura IV.®5-Forca Uniformemente Distribuida

®
"Sm/ ®

® fk
1

Figura IV. @6- Momento Concentrado num lado
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Efetuando-s= essa integral com a ajuda das coordenadas tri-

angulares, obtem-se:

1
£ = _Ecaﬁ_ 1 (1v.21.c)
1

{ .
Se a carga for apenas na superficie, basta tomar a

espessura unitaria nas equagoes {IV.21.b,c).

IVv.2.5.3 - Momento ao Longo do Lado

Para o momento total "'M ao longo do lado ij se-

gundo a figura (IV.06), a equagso (Iv.11) fornece a relaggu

com as forgas nodais. fAssim, tem-se
T =8 1n (1v.22)
IV.2.5.4 - Momento Uniformemente Distribuido

Se jam os momentos m e my uniformemente distribui-
dos segundo as dire¢ses { e Y como mostrado na figura
({Iv.07.a). Projetando-se esses momentos segundo as diregaes

dos lados ij e ik do elemento, pela figura (IV.07.b) obtem-

s5e:

[ ik } [ cos B, cOs ﬁij -t m
i‘jm sen Bik sen Bij m
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) {(a)

(b) K

(M 3 iK

O(ék

my

Figura IV.@7 - Momentos Uniformemente Distribuidos na Superficie
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ande pij e ﬁik s;o, respectivamente, os ;ngulus formadas pe-

-

los lados ij e ik com o eixo X. As rotagoes desses mesmos

lados provocadas por esses momentos sao dadas por

e . HgT g (1v.23.b)
iky . IkgT g (1v.23.c)
onde
o ) cotg aik
IJE = - cotg Ty (1v.23.d}
ij N _
cotg Tk cotyg ajk
[ -
cotg a. .
iks 1 td
H = { - cotg a.. - cotg a. (1v.23.e)
- ¢ix 14 Ik
cotg a.
| 9 %k
sendo eid e eik os comprimentos dos lados ij e (jk. Pela

equivalancia de trabalho realizado:

-]
i)

= j { LT iy, , ikeT ik, } ds (1v.24.a)
]

Efetuando-se a integral de superffcie e utilizando-se as

equagoes {IV.23}, tem-se:
T =1 { liy Hig , ikg ikg } s {Iv.24.b)

Para que a lgualdade se verifique:
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f- { lig Wy , kg 1K, } s (1v.24.c)

IV.2.5.5 - Forga Linearmente Distribuida

Seja a forga uniformemente distribuida p aplicada
segundo a direg;o da reta aX + bY + 0 = 0 deade o ponto 1
ate o ponto 2 conforme a figura (1v.08.a}. Uma forga con-
centrada infinitesimal dP aplioada no ponto de coordenadas
(%,Y) fornece, pela equagao {IV.20.b), a seguinte contribui-

¢;u ao vetor de forgcas nodais:

dp (FIv.25.a)

Considerando-se que a forga linearmente distribuida seja o
somatorio de uma sucessao de resultantes infinitesimais dP
em segmentos infinitesimais ds da reta, fazendo-se o ponto

(X,Y) percorrer a reta Y?, tem-se, pela figura {IV.08.b)

dP = p ds {1v.25.b)
ta dy se a # 0 )
eb dx se b # 0

onde

ou {1v.25.d)

o
|

" S
[ d
+

r—
1
4m

[ )

[ ]
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3

(a)

Figura IM@8 - Forga Linearmente Distribuida

Py

s

aX+ bY+c=0

aXxX+bY+c=0

(b)

N

1

$k

}®

Figura IV. 9~ Forca Uniforme e Parcialmente Distribuida
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A forga total em cada né 5er5, ent;u,

{1v.25.¢e)

tm|

n
G,
- »

=9

H

Levando-se a equagao {(IV.25.0) na equapgao (IV.25.a) e depois

na equagaoc (IV.25.e), apos integrar-se, tem-se:

_ Yz . Yi
£ = apf, [ ( aB - ba ) 7— + (aC - cft } ¥ ]
' Y
1
ou (Iv.25.¢)
H
_ xz 2
£ = bpy, [ { ba - aB ) 5— + ( bC - cB } X ]
X

caso a # 0 ou b # 0, respectivamente.

IV.2.5.6 - Forga Uniforme e Parcialmente Distribuida

Seja uma forga uniformemente distribuida q na

regiao hachurada § da figura (IV.09). Pela equacao

{1v.21.p},

tm|
n

t N' q ds” (1V.26.a)
SH

Resolvendo-se a integral, obtem-se:
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= *
£f=tqgs | AR . + BY .+ C } (Iv.26.B)
onde
1 »
= ——— .26.
X0 o . X ds (1v.26.c)
Jg
e
1 *
Yog = —— Y ds (1v.26.d)
S Jg*

-~ . L ,
sao as coordenadas cartesianas do centroide da regiao carre-

gada s®.

iIV.2.6 - As Forcgas Elasticas Internas

Seja um elemento-charneira em equilfbrio conf orme
atesta a equacao {IV.11). Defina-se um coeficiente de rigi-
dez secante {°k) como sendo, em cada instante, a razao eatre

o momento atuante na charneira e a correspondente rotacao:

(1v.27)

Dessa forma, procedendo-se de maneira anéloga équela utili-
zada para a determina;ﬁu da matriz de rigidez tangente, ob-
tem-se a chamada matriz de rigidez secante, isto é, a res-
ponsével pela "riaidez de resistencia interna" do elemento,

dada por:

{1v.28)
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Com issp, pode-se escrever que as forgas elasticas internas

sao oalculadas com

')
n

R

-1}

{Iv.29.a)

Levando-se a equapga (Iv.28} na equag;u (Iv.29.a) e obser-

vando-se a equagao (IV.2.c), chega-se a

F=H«H o=Hx¢=Hn (1v.29.b)
onde nota-se, imediatamente;, a2 identidade ocom a equap;o
(Iv.11). Pode-se, ent;o, ver claramente que realmente o

unioo responsével pela resistencia interna do elemento-char-

neira num dado instante é o momento atuante na mola nesse

instante.

IV.3 - O Siatema Global de Coordenadas Generalizadas

O sistema global de coordenadas fica definido da
seguinte maneira: os eixos X e !_s;o os mesmos utilizados
como referencial para a defini¢;n geométrina do wmodelo es-
trutural; o eixo 2 e obtido atraves do triedro direto com os

outros dois eixos.

A inoidenocia nodal dos elementos para o modelo da
figura (IV.10.a) e dada oconforme indicado na figura
{iv.10.b). 0 primeiro e segundo nos fornecidas definem o

sentido do eixo x. Tendo os eixos Z e z a mesma diregao e
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sentido, o teroeiro no deve ser o de ocoordenada ¥ positiva,
jé que, atraves do triedro direto, ¥ e z definem o sentido
de y. Finalmente, o quarto no & o de ocoordenada y negativa.
Casoc nao exista o no 3 ou o no 4, por exemplo, em elementos
no contorno ou gquando se oonsidera eiros de simetria, este
nao deve aparecer na lista de inuid;nuias| em aoutras pala-

[
vras, 03 nos 3 e 4 devem sempre ser dados na sus posigao

correta, embora um, & apenas um deles possa nao existir.

Apesar de pareoer confuso, o fornecimento das in-
cidgncias pode ser totalmente automatizado, isto é, dados
somente os trigngulns, as incidencias podem ser geradas au-

tomaticamente.

A Eurmap;o das equap;es jé definidas a nivel do
elemento segue o mesmo prooesss de montagem do Matoda dos
Elementos Finitos ao nivel das coordenadas globais generali-
zadas: cada paroela =a nivel do sistema looal de coordenadas
generalizadas contribui para as equn¢3e5 globais na posig;n
devida, bastando para isso que se fapa a oorrespond;noia de
numerap;o entre os graus de liberdade local e global, ocon-
forme wmostram as figuras (IV.1i0.c,d,e=). Prooedendo-se as=-
sim, pode-se reescrever as principais equagges do elemento

como equagses globais.

Para um modelo com g graus de liberdade e e ele-
mentos, escreve-ass as seguintes equapZes de ocompatibilidade

e equilibrio:

gex: = E'Iem‘:[ Sgxa (1v.30)
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NG 4 1112|213 3|4
(b) Incidéncia -
NO 2 3143|5455
Nodal -
NO3 4| —1 14|34 |4|—
NO4 2|35 |—|51|2 |3
@
O @
© @
@ ®

(c) Sistema Global

4 2 3| 4 5
1] K| Kua | Bea| oy
2 | Byl By | K| Ko
> | Ky Moy | K| By
4 EM Eﬂ Psz R)}

IX

(d) Sistema Local

(e) Contribuicdo a Rigidez Global

Figura IV.1Q - Exemplo de

Relagdo entre os Sistemas
Local e Global
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nge Mexa (1v.31)

T (1v.32)

K u
~GRg ~QgxR1

é um vetor-coluna com & linhas, onde cada co-
efioiente Pi representa a rotag;a da charnei-

ra ij;

e a matriz de equilfhrio global da estrutura,
com g linhas e e colunas. Cada coluna i cor-
responde ao vetor de interpolagao H do ele-
mento-charneira i cujos coeficientes sao dis-
postos na numeraggo dos graus de liberdade
globhais associada aos graus de liberdade 1lo-

oaisy

e um vetor-coluna com g linhas, onde cada co-
eficiente u. representa o deslocamento em Z

do grau de liberdade ij;

tem as mesmas naranterfstioas de u, mas cada
coefiociente fi corresponde ; forga externa
total atuando na direggu Z do grau'de liber-

dade ij

r
tem as mesmas caracteristioas de ®, mas cada

coeficiente Hi representa o momento atuante
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na charneira ij

T e a matriz de rigidez tangente global da es-
trutura, com g linhas = & colunas. Cada coe-
ficiente Txij corresponde a forgca que surge

na direggn Z do grau de liberdade i para um
deslocamento unitario na dire9;o Z do grau de
liberdade j, mantendo-se nulos todos os ou-

tros deslocamentos.

iIv.4 - O Eiemento-Rétuia Elastu—pléstioon o ROTPLAS

De wmaneira anéloga a fnrmulap;u do elemento-char-
neira, pode-se desenvolver um elemento unidimensional colo-
cando-se uma rotula elastu—pléstiua onde existe a charneira.
Eeja o elemento da figura {1v.11.a). Da measma forma que o
elemento-charneira, essa rotula tambem tem as suas caracte-
ristioas mecanioas definidas atraves de uma ourva momento
versus rutaggu, sendo absolutamente r{gidos os trechos Tﬁ e

,

i3. 0 nd 1 define a p0519;o da rétula, engquanto o no 2 da a
direagu e o sentido do eixo x, que vai de 1 para 2 =a longo
do eixo geométrico do elemento; o no 3 fica, ent;o, no sen-—
tido negativo do eixo x. O eixo g tem a mesma diregao e

sentido de Z, enquanto y - perpendicular a x e z, formando

com estes um triedro direto.

Considerando-se pequenos deslocamentos, a rotag;o

relativa da rotula pode ser escrita como
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x (a) Formulacao
Yy l z ALr

JA)
b (¢) Malha
J ®
®
5 %(? ¢ D
| S |
| bt !
(d) Mecanismo

Figura IV.11 _ Elemento -rétula  Elasto-pldstico
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tg ¢ = —> LA {1v.33.a)

]
n

Reesorevendo a equagao {IV.33.a) de forma analoga a equagao

{1v.02.c), tem-se

[ 1
£ —
13 u
) 1
P = ! + ! E, {(1v.233.1)
e 2
13 12 E
1 3 ]
2
12

onde e possfvel identificar imediatamente o vetor de inter-
polacio e o vetor de deslocamentos nodais. fs expressoes
para as equagoes de equilibrio (IV.11), para as equagoes
constitutivas {(IV.13), para a matriz de rigidez tangente
{1v.16) e para as forgas elasticas internas (IV.27,28,29)
permanecem validas para esses novas vetores definidos por
(1v.33.b), desde que se considere o elemento com apenas tres
graus de liberdade. Poder-se—-ia deduzir expressses para as
forgas nodais equivalentes neste novo elemento de modo tam-
hem anélngo ao CHARPLAS, entretanto, o objetivo deste item e
apenas mostrar as possibilidades desse tipao de £ormula¢§n,
além do fato do presente trabalho voltar-se especificamente
para o estudo de lajes. Limitou-se aqui, entgo, as forgas

nodais no elamentu—rétula.

Da mesma forma que no elemento-charneira, e pussf-
vel ter-se um elemento—rétula degenerado caso nao exista o
no 2 ou o no 3; situaggo esta de procedimento mais uma vez

totalmente analogo ao do CHARPLAS.
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A montagem dos vetores e matrizes no sistema glo-
bal de coordenadas generalizadas e feita da maneira jé des-

crita.

Juatifioa-ae aqui a apresentap;u desse tipo de
elemento pela sua utilidade na representap;u de lajes apoia-
das sobre vigas, lajes nervuradas e tabuleiros de pontes,
alem de, entre outros, na determinap;o do oolapso de estru-
turas formadas por elementos reticuladas, como nas figuras

(1v.11.b,c,d)
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CAPITULO ¥

A PROGRAMAGAO MATEMATICA NA ANALIGSE LIMITE

Praqramap;a Matematica @ a ciencia = arte da oti-
miza¢;u de £ungges com restrig;n, geralmente, inequugges.
Foi prevista por FOURIER em 1823 juntamente ocom a analise
limite, mas passou-se mais de um seculo antes que &sSs5as
ideias fossem completamente desenvolvidasy somente durante a
Segunda Grande Guerra P4 que desenvolvimentos signifiocativos
tiveram lugar na Programagac Matematica {PM) e na Plastici-
dade em Engenharia. Nos anos 'S0 os dois assuntos floresce-
ram & a conecg;o entre eles ficou finalmente reconhecida
quando as duas nogges essenciais da analisae limite, oa teo-
remas do limite superjor e inferior, foram generalizados e
definidas de forma rigorosa, mostrando um caminho direto pa-

ra a utimizaqgo com restrigges.

Um tipo particular de Prugramap;u Matematioa e a
Programm¢;n Linear (PL) que visa, fundamentalmente, enocon-
trar a melhor solup;o para problemas gque tem seus modelos
representados por sistemas de equagges [ inequa¢;=s linea-
res. A sua grande aplicabilidade e simplicidade devem-se a
linearidade do madeln = e tao importante que muitos proble-
mas de Prngramag;u Matematica mais complexa, por exemplo,
Prugramag;u Quadrétioa, sac resolvidos linearimando-se o

modelo por trechos e aplicando-se a ProgramHQ:o Linear a oa-

da um. A Programap;o Linear consiste, ent;u, na maximizaqgu
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ou minimizaqgu de um funcional linear de variaveis (funcgo—
objetivo) respeitando-se um sistema linear de igualdades ou
desigualdades (restrigses). Essas restrigses determinam um
semi-espago ao qual da-se o nome de conjunto de solu¢3es vi-
aveis. A melhor das snlup;es viéveis, isto é, aquela que
maximiza ou minimiza a tung;o-objetivn, denomina-se aafugza
Jtima; esse tipo de problema é dito est;tica porque as con-
dipaes estabelecidas para o modelo sao invariantes no tempo,

isto é, permanscem as mesmas ate o final da sulug;u do pro-

blema.

Dois passos sao fundamentalmente necessarios para
a resulug;o de um problema de Programao;o Linear. O primei-
ro e a modelagem; no caso da analise limite de problemas bi-
ou tridimensionais, a modelagem requer a disuretizaggu atra-
ves de modelos de Diferengas Finitas ou Elementos Finitos.
Segue-se-lhe o metodo de solu¢;o do modelo; sendo o Simplex

o método mais utilizado.

As relagses derivadas dos teoremas da analise li-
mite ocorrem naturalmente como equacaes lineares &, onde nao
existe intera¢;u nao-linear entre as tensoes resultantes, as
condigoes de escoamento { ou ruptura ) aparecem c;mu inequa-

q;es lineares, oaracterizandoc assim esse tipo de problema

oaomo de Programap;o Matematica Linear.
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¥.1 - O Problema das Cargas Proporocionais

¥.1.1 -~ Furmulag;o

Esse problema pode ser colocado da sequinte manei-

rai

Dada uma estrutura sob a ap;n de cargas proporcio-
nais, isto é, que manténa entre si uma relaqgo
constante, por qual fator Ar deve se multiplicar

essas ocargas de modo a levar a estrutura ao ponto

de colapsa ?

No caso de uma estrutura isostatica o problema e
#®trivial, j; que as equagaes de equilibrio podem ser resolwvi-
das explicitamente eam Eunp;o de My multiplicando-se os es-
forpos pelo fator de colapso, multiplica-se cada oomponente
de M pelo mesmo fator, sendo o fator de ruptura simpleamente
o valor de A correspondente ao aparecimento do primeiro es-

coamento.

Numa estrutura hiperestéstica, entretanto, o fator
de colapso sera consideravelmente maior do gue 0 correspon-
dente ao inicio do escoamento devido a jé discoutida redié-
tribuip;o de esforgos. Pelo Teorema do Limite Inferior, se
um oonjunto de esforgos internos M puder ser encontrado sa-

tisfazendo ;s equa¢3es de equilibrio

Af=HMN (v.ot.a)
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e as condigges de re5trig;o

b 4 s
-M e Mg M (v.01.b}
-Tm ¢ 0 {v.01.0)
S
0 ¢ M {v.01.d)

sendo Iyr e Sgr, respectivamente, os momentos resistentes

minimo e maximo das linhas de ruptura, entao, A ¢ hr. As-
sim, o fator de colapso kr & o valor maximo de XA para o gual
existe uma soluggn da equa¢;o (v.01.a) atendendo as equa¢Ses
(v.01.b,0c,d}. Esse problema foi definido e resolvido pela

primeira vez por CHARLES 8 LEMEE [17] em 1954.

Reescrevendo-se as equnpges (Vv.01) =ob a forma da

Programap;o Linear, tem-ser

Maximizar
A
A = { 1t 0 } {v.02.a}

-

submetido a

f —‘!"'l = 0
A s
0 I £ M {v.02.b)
~ ~r ”P
Ly :
9 -1 ¢ U,



81

4 ~
E ocomum cclooar-se o probiema na forma padrao
s ~ .
considerando-se samente variaveis nao-negativas; reescreve-

se, entao, M como

M=-n-n {v.03.a)
Assim,

m-nt M =0 se M3 0 (v.03.b)
e

M=M ut =0 se M g O (v.03.c)

Levando-se agara a EQua¢;o {v.03) na equap;o

{(v.02)}, obtem-se o problema

Maximizar

A
A = { 1 0 o } mt (v.02'.a)
"
submetido a

£ -2 = a

8 I -1 A PR S (v.02'.b)
- I

g -1 1 Mlel N

que esta na forma padrzn e pode ser resolvido pelos algorit-

mos de Programagao Linear,
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V.1.2 - A Dualidade = a Hprouimag;n do Mecanismo

Uma pergunta que pode surgir e por que utilizar a

apruximap;u pelo limite inferior? A aproxima¢;n através do
limite superior tambem levaria a um problema de Programa¢;a
Linear que e o dual da formulado; entretanto, vale ressaltar
gue apesar de utilizar-se aqui o Teorema do Limite Inferior,
a solug;o obtida sera sempre um limite superior para a ocarga
de colapsn, isto porgue a defini¢;o da matriz de equilihriu

(g) e feita a partir da uuntra—gradi;noia de um vetor de in-

terpolagao (H).

Para a fnrmulag;n pelo limite superior parte-—-se de
um conjunto de deslocamentas (u) e deformagoes compativeis
(r), isto é, satisfazendo a equa¢;o (IV.SD). Para obter uma
expresg;n para o trabalho realizado na deformagga pléstica,
escreve-se as defcrmagges de modo an;loqu ac dos momentos

nas equagoes (V.03)

R A (v.0a.a)
De maneira que

P - et $” =0 se ¥ 3 O (v.04.p)
e

® = P et = D se ® ¢ 0 (v.04.0)

fissim, desde gque
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M = {v.05)

o trabalho realizado na deformacao pléstica pode ser escrito

como

U= "nloet s Mg {v.06.a)

W, =X £ u (v.06.b)

Assim, Ht 3 Hp implica x 3 hr. fis expressSES para a deter-
minacao de hr podem ser colocadas na forma padrsu da Pragra-
macio Linear. Desde que a deformagao pode ter uma magnitude
arbitréria, considere-se que o trabalho plésticn seja igual

a A, isto e,

i

Tu-=1 . {v.07)

Escrevendo-se tambem a equagao {(IV.30) como um par de ine-

quagaes, xr sera a solugzu do problema

Minimizar A (v.08.a)

submetido a

A3 "M oet . TMT oe” {v.o08.n)
e
£ 0 D u = (1
BT 1 -1 et 3 {0 (v.o8.c)

13+
1
TS
H
g
w
n
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Desde que o wvalor minimo de A obviawente ocorre
quando a primeira inequagsn e satisfeita como igualdade, po-

de-se reescrever o problema como

Minimizar

g
A== { o *m' Im’ } et (v.09.a)
-~ -y ~rn -~
’
submetido a
S |
£ g 0 o =11
-HT 1 -1 et Y3 {0 {(v.09.b)
B -1 1l le s lg

&) Princfpia da Dualidade, que tem intima relaggu
com os teoremas limites da Plasticidade, diz que os dois

problemas de Programagao Linear

Maximizar A = ET u
{v.10.a}
suhmetido a A o g¢h e u3z 0
e
PR = T
Minimizar A = b v
. {(v.10.b)
submetido a A v3c e v 3 O

s3o duais. Se um tem uma snlu¢§n finita, o outro tamhém te-

I "
ra selugao finita e

{v.10.c)

=l

Mﬁxima A = Hinimu

Se as igualdades da equagao (V.02°'.b) forem subs-
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tituidns por pares de inequap;es, abter-se—é:

Maximizar

A
A = { 1 0 0 } nt (v.11.a)
"
submetido a
£ -H H] (g ]
X
-£f H -H + g
M K (v.11.b)
o I -1 - n.
" :
g -1 I N 8

gque corresponde ao prohlema posto pela equagao (V.iD.a). £
intuitivo suspeitar gque o dual desse probhlema, que tem kr
como m{nimu, e de fato a Enrmula;;o atraves do mecanismo do
problema de colapso plésticu. Escrevendo-se o dual de

(v.11) atraves da observagio de (V.10.b), tem-se

Minimizar

u
= ST I_T E_
A = { 0 0 M } { {(v.12.a)
o - D o arr +
?
v
submetido a
r +
T T B
£ -f o 0 _ 1
u
8" B 1 -1} {". 30
T T g
g - -1 1 - g
¢ |

{v.12.b}
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Definindo-se

u=u -u (v.13)

e utilizando-se a equag;o (0.04.3), tem-se o problema (v.12)

ressporito como

Minimizar

A ="M ot o T e” (v.14.a)
wr‘dv D o
submetido a
£7 u p 1 (v.14.1B)
-
-
H u=¢ {v.ia.¢c)

A equaq;o (v.14.0} e a mesma eqan;u (1v.30) e re-
presenta a eqan;o de compatibilidade. A equap;o (v.14.a) -
simpleamente uma express;o para o trabalho realizmado nas

charneiras pl;stioas e a equaq;o {v.14.b) e uma oondiggu “de

>0

escala” sobre o trabaiho externo. Escrevendo-se A para

resescreve-se o problema na forma

Minimizar A
(v.14.d)

submetido a X £ w3 M ¢ + "M ¢

onde u e ¢ estao relacionados pelas equag3es de compatibili-
dade (V.14.c}). Claramente a sulup;o final satisfara a ex-
pressao (V.14.d) como igualdade; assim, paode-se descrever o

problema ocowo
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Minimizar A de forma que o trabalho realizado pe-
las cargas aplicadas Af seja igual ao trabalho
pléstico realizado na estrutura para um sistema de

deformagaes cumpat{veis.

Essa afirmag;u do problema e precisamente a apro-
ximag;o do mecanismo da Teoria Plastica Elementar. Hote-se

que para uma deformagsu Pi em particular,

et - @ $7 = 0 se ¢ > 0 {(v.15.b)
1 ) 4 1 ,

e
P = -P. et - @ se ¥ < 0 (v.15.0)
1 1 1

dai haver-se multiplicade pelo momento resistente apropriado
oonforme a deformaggo fosse positiva ou negativa para se ob-

ter =& equagzo {v.12.a).

Como jé foi dito, do ponto de vista da Prngramap;o
Linear, a aprunimac.;o seré por equili'hrin ou mecanismo em
£un¢;o da Eormulaggu da matriz de equilibrio. No oaso, sen-
do H uma matriz de interpnlap;n de deslocamentos, tem—se uma
apruximat;;;o por mecanismo; a simples transposip;o dessa ma-
triz leva a farmulaﬁso de equilibriu correspondente. Do
ponto de vista computacional, se for utilizado o métqdo
Simplex, e mais eficiente aplicar a formulagso pelo mecanis-
ma, Jé que, normalmente, conduz a um menor numero de restri-
gses; mesmo assim, a escolha fica muito dependente do algo-
ritmo e da implementap;o feita. Contudo, como seria espera-

do, qualquer que seja a aproximngsu adotada obtem-se o meamo
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valar para o fator de ocolap=o.

A primeira vista parece que a Eormulap;o de equi-
tibria (v.02) fornece a distribuip;o interna dg forgas e os
momentos no colapso, mas nao 0 mecanismo em si. Entretanto,
a solupac do problema {V.02) pelo metodo Simpiex padrao for-
nece ocomo produto intermediario os valores das variaveis do
problema dual que definem o meocanismo de ru{nn, ou sejam, u,
r+ ) f-. De maneira semelhante, a distribuip;o das forgpas

internas e os momentos podem ser obtidos da solug;n do pro-

blema (V.09).

¥.1.3 - Metodo de Solug;o: o Algoritmo de Livesley

Para um problema de g graua de liberdade e e ele-
mentos-oharneira, o numero de coefioientes ds matriz a ser

utiilizada na suluQ;u via me tado Simplex - de, pelo menos,

!2e+g!‘2e+1!, alem dos !2e+1! coeficientes utilizados por

cada um dos treés vetores tambem necessérins, conforme pode

ser wvisto pela equag;o (V.02*)y) isso se enplica pelo fato
desse metodo nio trabalhar com némerns negativos. Desneces-
sérin dizer o quanto isto representa em termos de aumento na
quantidade de armazenamento requerido a snlup;u do problema
=, como conseqﬁ;ncia direta, no tempo de processamento;

- - - Rl
agravando-se ainda mais a situagao quando se observa que a

r
maioria dos coeficientes & nula.

O algoritmo de Livesley [18] que sera aqui apre-~

sentado e wutilizado parte das ideias basicas do wmetodo
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Simplex, oom a grande vantagem de evitar a nnluoap;o do prao-

blema na forma padr;n.

V.1.3.1 - Os Esforgos Internos = o Fator de Colapso

Se ja, ent;n, resoglver a problema de Programmp;o
Linear como esta formulado nas equaqges {v.01). 6e o numero
de graus de liberdade for maior do gue o numero de charnei-
ras (g > e ), a estrutura nao suportar; um conjunto arbi-

r r r r &
trario de cargas, isto e, ja e um mecanismo, #¢ a unieca solu-

¢;u e a trivial

A, =D M =20 (v.16}

Se ©o numero de graus de liberdade for igual ao numero de
charneiras ( g = & }, a estrutura e estatioamente determina-
da, podendo-se resolver a equap;o (v.01.a) reescorita como

£ =Hv {(v.17.a)

onde
M
v = — (v.17.B)
A

e encontrar Ar atraves das restricﬁes {v.01.b) reescritas em

Eungsu de v

- M g AV g “n {(v.172.e)
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~ ’
0 interesse recai, entao, sobre o casoc onde o numero de

graus de liberdade s menor que o numeroc de ocharneiras

(g <e ).

Um procedimento fundamental que ooorre em varias

etapas do algoritmo de Livesley e conhecido como Processo
Padrao de Reduggo de Gauss-Jardan = oconsiste, para uma de-
terminada equa¢;o i do sistema a ser aperado {equa¢;a piveo-
tal), transformar a coluna j da matrisz dos coeficientes numa
coluna nula, exoeto por um unico coefiociente unitario na po-—

sigao ij {coluna reduzida). Essas operagoes saot

Dperap;n 12 Dividir =a equa¢;n i pelo coefiociente

HiJ {pivot) de modo a torna-lo unitérin;

Ogera¢;n 2: Exceto para a prépria equagao i, sub-

trair de ocada equaggo k a equnp;o i multiplicada

pelo coeficiente H deasa forma, anula-se todos

k'
os outros coeficientes da coluna j, a menos do co-

eficiente Hij que tornou-se unitario no passo an-—

terior.

Ent;n, no escopo do preaente trabalho, o termo re-
dugsa de uma coluna sera utilizado com o sentido de se apli-
car o Processo Padrao de Reduggo de Gauss-Jordan a referida

coluna.

O algoritmo de Livesley pode ser sintetizado nos

quatro passos principais mostrades a seguir.
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Primeiro Passo:

Reduzir & equa9;o {V.Of.a} a uma autlra equivalen-
te, Para oada uma das g equagses do sistema, procura-se na
matriz dos coeficientes H a coluna j do coeficiente nao-nulo
de maior méduln; embora isso nao seja estritamente necessa-
rio, ajuda a manter o sistema bem condicionado. Em seguida
aplica-se o Processo Padrao de Redupso de Gauss-Jordan a

equa¢;n i, ocoluna j.

fio final, ter-se-—é um novo vetor de termos inde-
pendentes e uma nova matriz de ocoeficientes onde g colunas

estao reduzidas. O sistema assim obtido teré a forma:

o ? 1 2 7 0 7 7?7 ... O]

i1 ?2 o % 2?2 ¢ 7?2 7?7 ... 0

o ?2 o 72 7?2 o 2?2 7?7 ... 1
N

g ? o ? 7T a 7 7% ... O

c ? o 7?7 2?2 1 7 7?2 ... O

.60 ?2 o 7?7 2?2 o 2?2 2?2 ... 0O
- "o M (v.18)
onde

? representa um coeficiente qualgquer, que naoc e

obrigatoriamente 0 ou 1;
«na representa uma sucessao de outros coeficien-

tes tambem de valor qualgquer.
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Observe-se que para o caso de estruturas isostati-
cas ( g = e ) esse procedimento inicial fornece a suluggu

das equagseg de equilibrio.

Segundo Passo:

Dividir os elementos de M em dois tipos de varia-
veis: basicas e n;a-b;siaas. segundo a terminologia da Pra-
qrama¢;o Linear. Em termos simples, variaveis basioas sao
agquelas gque ainda nao atingiram nenhum dos dois limites im-
postos pela equacao {V.01.b), podendo-se alterar os seus va-
lores por uma quantidade finita sem que as restrig;es se jam
violadas; correspondem as colunas reduzidas de *E e, eviden-
temente, ser3o o unico tipo de variavel que pnderé ser alte-
rado pelo algoritmo. As variaveis nao-basicas sao aquelas
que, erceto num est;gio inicial, quando podem ser nulas, es-
tao num dos limites da equagso {v.01.B); tem valor constante
e oorrespondem as ocolunas de *g sem um arranjo espeoifiaa.
Ent;o, ag se reduzir a equa¢;u (v.o1.a} ; forma da equag;o
{v.18), efetivamente escolheu-se q variaveis basicas e e-gq
variaveis nao-basicas. Em termos Eisions, variaveis hasicas
oorrespondem as charneiras que ainda nao atingiram o escoa-
mento e as variaveis nao-basicas as charneiras jé com defor-
ma93es plésticas. Note-s= que apés esse passao acada variével
basioca somente apareoce em uma equnp;o e que cada equaggo

’ r I
ocoontem somente uma variavel basica.

Tome-se, inicialmente, as condigoes (V.16).
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Terceiro Passos

Incrementar A alterando-se apenas as variaveis ba-
sicas ate que uma delfas atinja um dos [imiles. Imagine-se
que num egtégio particular tenha-se um wvalor hu para fator

de colapso e g variaveis basiocas H:, satisfazendo a
A . (v.19}

onde o indice i' referencia a variavel basica associada a
equaggo i. Considere-se agora o efeito de um aumento 8\ no
fator de carga. Desde que cada variavel hasica esta estri-
tamente entre os limites impostos pela restri¢;u, a equaggo
{(v.18) pode continuar sendo utilizada, mantendo-se constan-
tes todas as variaveis nao-basicas e deixando-se as varia-

veis basioas variarem. Devido a forma de *g, para a equap;n

i, tem-se:

&x *¢. - &M, {v.20)
i i
. » s ces . . * ’
Assim, se Ei e« positivo, Hi‘ aumenta, diminuindo se fi -
negativo. Se *Ei e nulo, o valor de Hi, n3o e alterado com
a mudanga em A. Ent;o, os limites de Hi' implicam
ﬁi, - n:, '
&\ ¢ m {v.21.a)




24

onde

M., = (v.21.B)

0 menor valor de 8\ dentre todas as equagoes determina o

maior aumento possfvel de A. Seja Ehk esse valor correspon-

dendo a equacso k. Entso, tem-se
y S X, (v.22.a)
n;, = n;. + Bh ‘fi {v.22.b)
tomados somente sobre as variaveis basicas. fissim,
s “f

n;, = (v.23)

r r
e todas as outras variaveis basicas ainda dentro dos seus

, ~ ,
iimites. As variaveis nao-basicas permanecem com os valores

inalterados.

Quarto Passo:

Trocar a variavel basica que atingiu um dos Iimi-
tes no passo anterior por cutra n;a—bésioa {no casc, no es-
téqio,iniciel} de modo a ser passfvel'um nava incremente do
fator de cargs. Pareoe evidente gque para poder fazer qual-

- £ 4 -
quer outro inoremento no fator de ocarga e necessarioc encon-
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r . r r .

trar uma gutra variavel para tomar o lugar da variavel basi-
~ ~ r . + .

ca da equagao k, gque agora tornou-se nao-basica. No estagio

atual, a equnqzo k tem a forma

1 * 1
A £,= M, o+ ZJ ij M. (v.24)

L4 L4 - -
onde j e um indice que representa cada uma e todas as varia-
"~ s - ’ - - = »
veis nao-basicas, guer estejam no estagio inicial ou num dos

limites das condicses de restri¢;u. Observe-se que, exceto

1
kll

nessa equagao.

I , *~
por M todas as variaveis basicas tem coeficientes nulos

Cada variavel nap-basica H} tem que estar em um
dos tres estégios:

1 ~

Estagio 1: M. =0
E o estégin inicial. Ambas as variagoes, po-

) rd
sitiva ou negativa, sao, em geral, possiveis;

uma delas certamente incrementara A desde que

L

ij seja diferente de =zero;
Estagio 2: M. = -"M,
J J
fipenas o aumento de M; e pnssivel; A aumenta-
ra desde que *ij tenha o mesmo sinal de *fk

e saja diferente de zeroj;

Estagio 3: M! = °mM,
i J

fipenas a diminuigao de H; e possivel; A au-

mentara desde que *ij tenha sinal oposto ao
de *Ek e seja diferente de zero.
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Precisa-se, ent;o. de um H} que possa ser variado
de forma tal que um novo incremento de A seja pnssiuel.
Existindo uma passibilidade de e=colha, pareoce razoavel que
esta seja feita de maneira a produzir a maior taxa de aumen-
to em ). Assim, dentre todas as variaveis n;o*bésicas, de-

termina-se o indice J que maximiza a valor de :J’ definido

por

» 1
H . sa M. = 0
| RJI J
;j = 4 *ij sinal(*fk) se H} = ~IHJ
'*ij sinai(*fk) se n} = SHJ
(v.25)
Seja n o indice desse valor. Se z_ > 0, entao,

n

escolhe-se H; como nova variavel basica. Consequentemente,
a aplicaggu do Processa Padrao de Reduggu de Gauss-Jordan a
equacgo k, coluna n, reduz esta ﬁltima a uma coluna de ze-
ros, exceto por um coefic}ente unitario na linha k. Dessa
forma, elimina-se os coeficientes de H; em todas as outras
equagSES 2 gera-se uma coluna de coeficientes para H&.. Es-
tando agora as equa¢5e5 novamente numa forma correspondente

ao Primeiro Passao, retorna-se ao Terceiro Passo do algoritmo

para novo incremento de ). Nesse novo incremento, claro, a
- I -~ F . l . - . F
nova variavel nao-basica Hk, permanece no limite ja alcanga-

do.

= ~ £ - ! -
Se z, € 0 nao e mais possivel incremento algum em

A e a 5oluc;o foi alcancada. Uma dificuldade aparece se z,

e positivo mas mmito pequeno devido aos problemas de arre-
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dondamento e ftruncamento, pois isso implica que *ij seja
muito pequeno é assim, a aplicap;o do Processo Padraa de Re-
du¢;a de Gauss-Jordan multiplica os coeficientes de *§ por
um numero muito grande. Esse mal ocondiocoionamento ooorre
quando parte de uma estrutura ainda esta estaticamente inde-
terminada no instante do colapso. Esasa dificuldade pode ser
evitada comparando-se zn com- uma toler;nuia| por exemplo,
Lgl_s onde s & o numero de algarismos significativos com gue
== esta trabalhando. Essa ocaraocteriatioa da anclise & me-
fhor compreendida em termos da interpretag;n da cnnfigura¢;o
de colapso. Sera mostrado que a linha k de *g e equivalente
as defnrmapses asspoiadas ao meocanismo de oolapso. Um' coe-
fioiente nessa linha que se apresente muito pequeno, da or-
dem do arredondamento utilizado, corresponde a um ponto onde

o momento alcangou um valor limite, mas para o qual nenhuma

deformapgo pléstioa significativa ccorreu durante o colapso.

v.1.2.2 - A Cunfigurap;o de Colapso

Fara determinar a configurag;o de colapso - preci-
so encontrar, para um campo de deslocamento nao-nulo (g), o
correspondente campo de defnrmaggo {f) satisfazendo ; equa-

Q;D de compatihilidade {IV.30}) e as nnndigges de escoamenton

. >0 se M. = °M, (v.26.a)
J J J
®. < 0 se M, = -'HM, (v.26.0)
d J J
I s
. =0 se - M. « M. « M. {V.26.c)
4 J d J
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sendo arbitraria a magnitude das deforma¢3e5. Esses campos
podem ser determinados por uma simples extensao do procedi-
mento desorito no item anterior. Reescreva-se a equaqga

{v.01.a) na seguinte forma
Af =XxXxIf «HH {(v.27.a)

onde I e a matriz identidade de ordem adequada. Ao se apli-
car o Processoc Padrao de Redup;u de Gauss-Jordan a f e a H,

opera-se tnmbém as linhas de 5; assim, ao invés de obter-se

a equagao (V.18), obtem-se
ATE=XTIEf="HHN (v.27.p}

onde *g e *g tem forma identica a obtida na equag;n (v.18}).
Isso naa requer qualquer esforgo extra visto que cada coluna
de *1 - simplesmente o conjunto de multiplicadores calcula-

dos na Operag:;n 2 do prooeaso de Gauass-Jordan divididos pelo

coeficiente pivotal apropriado.

Com essa extensgn, o procedimento segue exatamente
camo antes. Quando o wvalor marximo de A foi obtido, a equa-
g;u pivotal, ou seja, a equaggo da ultima variavel basica

alterada teré a forma

» *. T % T
NTE = NI £ = TH M (v.27.¢)
onde *5; e *§; sac as linhas pivotais finais de *5 e *E.

Comparando-se a equagsu (Vv.27.c) com a equa¢;o do trabalho

virtual para o mecanismo de colapso:



nota-se gque

i

L

4]

ﬁpgndioe B.

o mecanismo

la sinal de

a9

u' £ = ¢ M {v.28)
»*

= I {(v.29.a)

= *gk (v.29.B)

prova dessa identidade pode ser encontrada no
Ent;o, tudo o que A neoess;rin fazer para obter

de colapso e multiplicar as linhas *gk e *gk pe-

*fk de modo a fazer o trabalho da estrutura po-

sitivo ¢ uvsar um fator de escala para os deslaocamentos e pa-

ra as defurmapSQS pléstinus j; que as magnitudea dos mesmos

sao nrhitrérias. No ocaso, o fator de espala utilizado foi

tal que torna o trabalho externo realizado unitério, au se-

ja, atende a equagac (V.07):

= £ u | {v.30.a)

Pela equa¢;o (v.28),

bp = ——— = 1 {v.30.h)

fissim, o0s deslocamentos e as defnrmacaes plésticas finais

serao divididas pelos respectivos fatores de escala, quais

se jam, Qu e t?.
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Essa interpreta¢;o das linhas de *5 = *g como a

forma do modo de colapso e vélida em gqualquer estégiu dos
nélaulos, independentemente de ser poss{vel ou nao um poste-
rior incremento do fator de ocarga. Em valores intermedi;-
rios de A\, entretanto, pode ser observado que o modo tem de-
£ormag;es nao-nulas associadas a variaveis nao-basicas ainda
no seu est;giu inicial, ou seja, com valor nulo, o que e fi-
sicamente incorreto. De fa;o, o procedimento como um todo
paode ser interpretado mais no sentido de “"mecanismo”™ do que
de “equil{briu", imaginando-se charneiras ficticias inicial-
mente nesses pontos. Essas charneiras sao graduvalmente re-
movidas durante a anélise, padendo permaneocer algumas, embo-

ra com rota¢;o nula, se parte da estrutura estiver estatica-

mente indeterminada no colapso.

Ease procedimento apresentado Jé possui onnsider;—
veis wvantagens sobre uma formulnp;o padr;o de PragramagZQ
Linear, especialmente em termos de quantidade de armaczena-
mento necessario. Entretanto, uma economia ainda pode ser
alcangada evitando-se o armazenamento das colunas reduzidas
de *g. Na transformagao preliminar da equagao (V.27.a) na
equagao (V.27.b) cada aplicagao do Processo Padrac de Redu-
¢;u de Gauss-Jordan reduz uma das colunas cheias de *g e ge-
ra uma ooluna cheia correspondente em I; assim, o numero de
colunas gque requerem um armazenamento completo e e. Na se-
gunda fase, a aplica¢;o do processo reduz a coluna da varié-
vel que se torna basica e gera uma nova coluna cheia para a
variavel gque era basica na fase anterior e que agora e nao-

bésica. Desta forma, o total de colunas gque precisam ser

completamente armazenadas é tambem e, Isso sugere a possi-
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bilidade de um sistema usando apenas uma matriz de g linhas
e € colunas com um esquema apto a identificar as variaveis

associadas ocom as colunas. Um programa FORTRAN utilizando

esse metodo agqui desorito pode ser encontrado em [19].

V.2 - 0O Problema das Carqgqas Independentes

Em todos=s os problemas tratados ate agora, uma vex
selmpgionado o carregamento mais desfavor;qel, as cargas que
uantrihu{am individualmente para essa configurap;u nao podi-
am =er oconsideradas atuande independentemente umas das ou-
tras mas; pelo cnntrérin, eram dadas em termos de um simples
par;metro de proporcionalidade X. Em outras palavras, uma
vez finada{s) a{s) posipao{oces) critica(s) da{s) carga{s),
para os prnpésitus da anélise, o problema era tratado como
colapso estéticn, ou seja, todas as oargas eram imaginadas
crescendo lenta = proporcionalmente até que aoorresse o oo-

lapsa pela forma¢;o de um mecanismo de ruptura.

Neste item tratar-se-as de carregamentos onde os
varios componentes tem a possibilidade de agir aleatoria =
independentemente entre limites dadosy esses limites podem,
simplesmente, corresponder aos valores makimo e minimo de
cada carga em particular. Assim, ao inves de se ‘trabalhar
com valares de cargas, utiliza-se intervalos de wvalores. E
mais, o valor de uma certa oarga em particular em dado ins-
tante ser;, aem geral, independente dos wvalores de todas as

outras cargas, embora sempre dentro dos seus limites.
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Nessa nnnsideraQZQ de ocoarregamento aleatorio e re-
petido existem dois efeitos principais a serem levados em
conta. O primeiro relaciona-se oom a plastiocidade alternada
- é féuil de analisar. Pode ooorrer que sob a np;a de uma
certa onmbina¢;o de esforgos variando independentemente, de-
senvo fvam-se linhas de ruptura, parcial ou totalmente, numa
certa regi;n da laj=. Mais tarde, uma cnmhinap;o diferente
de esforgos pode produzir plastificag;u na mesma regi;o mas
com momentos atuando no sentido oposto. Essa flexao alter-
nada na regi;o pode nao ser muito prejudicial se o numerc de
repetiqaes for relativamente pequeno, sendao possivel prever
um intervalo de valores para a(s) carga{s) de modo que isso
nao ocorra. o Eengmenu é, em qualquer caso, geralmente me-

nos oritioco do que aquele de oolapao inoremental, que e o

segundo efeito a ser considerado.

Ee oconforme Jé foi desorito, uma certa combinap;o
de cargas variando independentemente ocausar =a formap;o de
linhas de ruptura numa dada seggo, ent;o, uma pequena rota-—
p;o tgré lugar na pusig;u da linha de ruptura. Esas rotap;o
sera pegquena porgue poucas linhas de ruptura nao p;nduzir;o
um mecanismo de colapsoj; gqualquer deformap;o pléstioa sera
redistribuida para agquelias outras partes da laje que ainda
peErmanecem no regime elastico. Sob uma combinavzo diferente

s possivel que ocutra{s) linha{s) de ruptura se forme{m) em

diferentes regi;es e, novamente, pequenos acrescimos de ro-
ta¢;o padem ocorrer e serem redistribuidas, Uma terceira
combinaﬁso de cargas pode levar a Enrma¢;n de ainda ocutra(s)

linha(s) de ruptura e assim por diante. Note-se, conforme

ficara mais claro adiante, gque nao se esta mais tratando de
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materiais rigidn—plésticus e sim de um caso mais geral, ou
se jam, materiais elastnﬂplésticos definidos por ourvas mo-
mento versus rutaggn de wmode gque essas pequenas rota¢5es

r
elasticas descritas possam ocorrer.

Pode ser que o colapso nac ocerra sob a a¢;o de
qualquer dessas combinap;es de oarga porgue o numero de li-
nhas de ruptura envolwvidas e muito pequeno para formar um
mecanismo completoy entretanto, se todas as linhas de ruptu-
ra formadas sob a apgn de cada uma dessas oumbinnpges dife-
rentes acorressem simultaneamente; talvez correspondessem a
uma uuntiguraggo de colapso. Se issp acontecesse & aos limi-
tes impostos as cargas o permitissem, um modo de colapso in-
cremental seria puss{vel.

Por cutro lado, para valores menores das cargas -
pnssivel que alguma defurmapgo plé:tiau cocorra nos primeiros
poucos ociclos de repetig;c do oarregamento, mas tambem e
poss{vel que a partir dai todas as mudangas posteriores do
carregamento sejam resistidas de maneira puramente elastioa
pela estrutura, significando que as defnrm393e5 pléstioas
cessaram de desenvolver-se. Quando isso acontece, diz-se
que a estrutura sofreu um processg de adaptag;o a repetipgo
variada das cargas. 0O agui denominado limite de adaptagsa
{shakedoun Iimit) @ o limite entre a adaptag:;n da estrutura
aao carregamento £ o colapso incremental ou a plasticidade
alternada. E ainda conveniente reter a ideia de um fatar
Ilimite de adaptagga ha aplicado nao aos valores das cargas,
mas aos intervalos entre os quais essas cargas podem variar,

’
de maneira a atribuir um valor numerico a esse limite.
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Com o intuito de melhor explicar os conceitos in-
troduzidos, considere-se a wviga bi-engastada da figura
(v.0i.2) cujo material tem a relap;o momento versus curvatu-
ra do tipo elasto-perfeitamente pléstica, submetida a wuma

forga concentrada P que varia segundo os limites
0D ¢ P ¢ PTOF {v.31)

Pode ser visto claramente gue nenhuma plastificaggu ocorrera
enguanto o momento ma ximo Hc for menor do que o momento de

plaﬁtificaggo Hp_da segSQ transversal da viga, ou seja, en-

quanto
max 9 Hp
p ¢ (v.32)
Entretanto, admita-se que seja aplicado um valar
pMX _ 2 970 leﬂ; ent;n, os momentas elasticos hiputéticus

da wviga sob a aggu dessa carga serac conforme mostrado na
figura (U.Dl.b). Note-se qun- o ponto C aparece com um wmo-
mento aparentemente impossivel { 1.2 Hp ); contudo, na pri-
meira aplica¢50 da carga total uma rotula formar-se-ia a ex-
tremidade C e a distribuigao dos momentos fletores seria a
da figura (V.01.c). Com um posterior descarregamento, nao
exXxiste nada que impega a resposta de ser completamente elas-
tica; a medida que a carga decresce do valor maximo ate ze-
ro, o momento fletor em C decresce de Hp a -0.20 Hp. Ent;n,
a remocao total da carga externa aplicada deirara um conjun-

to de momentos fletores auto-oquilibrados na viga cujas mag-
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Figura V. @1 _ Exemplo de Processo de Plastificagdo




106

nitudes podem ser vistas na figura {(V.01.d) e =ao simples-
mente a diferenga entre os diagramas de momentos das figuras
(v.0t.c,b). Esses mam=ntos residuais introduzidos pela de-
£orma¢;u pléstica no primeiro carregamento farao com que um
carregamento posterior seja resistido elasticamente:r o mo-
mento negativo favoravel de -0.20 Mp permitiré a superposi-—
;50 de uma resposta elastica no extremo C de magnitude
1.20 Hp antes gque o novo escoamento ae inioie. AAssim, & wvi-
ga adapltou-se apés uma simples aplica¢§o de carga. Na rea-
lidade, neste exemplo, a carga de colapsa e a oarga para o
limite de adupta¢;n da estrutura sao as mesmas. Desde que
os momentos residuais da figura (V.01.d) estao em equilibrio
sob a aggo de forgas externas nulas, qualquer mecanismo 2
como a da Eigur& {v.01.e) fornecera a relﬁggu de trabalho

virtual
Ei m. e =0 {v.33)

sendo mi o momento residual no ponto i e ?i a respectiva de-

£ormag§o.

Conclusao: gquando ao estender-se os limites de wva-
ria¢;o das cargas do fator X nao for mais pussfual obter um
recarregamento elastico e, ao inves disso, a plastifica;gu
continuar indefinidamente, ter-se-a atingido o limite de
adaptaggo da estrutura e ocarrera o chamado calapso increme-

ntal.
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V.2.f - 0O Tearema da Adaptaggn da Estrutura as Cargas

QO Teorema da Rdaptaggu da Estrutura (Shakedown
Thearem) pode ser estabeleocoido para materiais que tenham uma
curva mamento versus curvatura ( ou ruta¢;u ) mais geral do
que a de um material sowments elastico ou perfeitamente plés-
tico. Essa curva pode ser, por exemplo, do tipo apresentado
na figura {(V.02). A sua unica restri¢;u & que o0 comporta-
mento do material seja o mesmo para qualquer sentido de
aplicaggo do momento fletor. Dessa forma, o primeiro escoa-
mento ocorre para um momento HY e o momento de plastifica¢;n
completo tem o valor Hp em gqualquer dos dois sentidos de
curvatura; o intervalo linear eléstiuu, assim, estende-se
para um total de 2ny, nao sendo essa suposip;u afetada por
qua lquer def‘orma;;a piéstica parcial gque venha a woacorrer.
Ent;n, s= um momento correspondendo ac wvalor no ponto Q_é
aplioado a sep;u transversal seguido de descarregamento, o
comportamento sera linear para uma diminuip;o total de 2Hy'

As ccndi¢;es necessarias para a ocoorrencia da
adaptaggn podem ser esoritas em termos da solugao elastioa
convencional = dos momentos resistentes que possam existir.
f 5nlu¢;o elastica e necessaria porque o valor de ha procu-
rado pressupae que a resposta da estrutura seja inteiramente
elastica. Por gautro lado, desde qgue defnrmap;es pléatinas
podem occorrer, momentos residuais aparecer;o, afetando o va-

lor total do momento fletor em qualguer sep;u transverssal.
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Figura V.@2- Aspecto de uma Curva Tipica Momento versus Curvatura

80!
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Usando o= valores de trabalho das oargas, o valor
Hi do momento fletor elastico pode ser calculado para cada
5ep§o critica i da estrutura. Como as cargas individuais
variam entre valores maximos & minimos presorites, o momento
Hi variar;, podendo-se avaliar o maior e o menor valur,'res-
pectivamente, HTax e HTin. Um fator de carga A aplicado ao
intervalo de variaggo das cargas aumentara esses valores pa-
ra xn?a“ e hHTin. Esses valores fatorados dos momentos fle-
tores elasticos sao agqueles que acorreriam se a estrutura
permanecesse indeformada, mas existiré, em geral, um momento
residual mi na se¢;o gue deve ser adiocionado aos valores
elasticos para dar o momento fletor total. Afssim, as condi-

¢3es neness;rias e suficientes para gue ocorra a adapta¢;o

sao

max

M, + mog (np)i {v.34.2)
min

M + M3 - (np)i {v.34.b}

e, para prevenir um possivel perigo de plasticidade alterna-

da, & suficiente ® neoessario estabelecer

min
A M, - M ) ¢ 2uy {(v.34.0c)

0O Teorema da Adaptap;u diz que gquwalquer conjunto
de momentas residuais mi sat isfazenda as inequa¢;es
{v.34.a,b) para um fator A, aocasionara a adapta¢;o da estru-
tura as cargas solicitanles nesse fator de carga, iste é, as

inequapges (v.34.a,b) controlam o fenamena do cofapso inocre-

mental,
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ft desiqualdade {V.34.c) nao e, normalmente, de im-
port;nnia oritica em projetos de lajes ou estruturas reticu-
ladas, apesar disto nao ser necessariamente verdadeiro para
problemas que envolvam sistemas de tensoes mais gerais. Por
axemplo, o projeto pléstiou de vasags de pres:go - governado
por plasticidade alternada porque fatores de nanaentrag;o de
tensoes de ordem 3 nac sao muito inoomunsg ass{m, com um fa-
tor de colapso de 2, por exemplo, o primeiro escogamento pode
ccorrer muito antes gue gs valores de servigo das oargas se-
jam aplicados. Para estruturas reticuladas usuais, projeta-
das para um fator de carga de 1.5 ou 2, entretanta, nao e
prnvével que o escoamento vé pcorrer para um valor do fator
de carga menor que i, a menos de acidentes devidos a insta-
la¢;u de apoios ou outras imperfeigses. A mera remop;u da

.

carga desse tipo de estruotura nao causara escoamento na di-

o - ~r
recao oposta, coontudo isso pode ocoorrer num vaso de pressao.

Para estabelecer o teorema considere-se uma peque-
na mudanga nos valores das cargas aplicadas. Se os momentos
residuais em qgualquer 5e¢;u tem valor mi num dado instante,
entaoc a variap;o das cargas aplicadas pode causar algum es-—
coamento, alterando o valar do momento residual para mi +

5mi
smi. Durante esse processo, a mudanga de curwvatura
EI

em cada parte da estrutura gue permanece elastica sera com-
pat{vel com quaisquer rntagaes B?k gque Ppossam OCOrrer nas
segaes em escoamento K. Assim, desde que mi é, ele mesmo,
um canjunto de momentos fletores em equilibrio sab a ac;n de

cargas externas nulas, a equap;u do trabalho virtual fornece
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6m,
m, ————dS + )M, 8P =0 (v.35.a)
E kK~ k

onde a integragﬁo estende-se sobre todas as partes da estru-
tura que permanecem em regime elastico durante as pequenas
mudancas do carregamento aplicado e o somatorio inclui todas

as ruta;ges das linhas de ruptura que ccorrem,
Um conjunto de momentos residuals satisfazendo 55

inequacaes (v.34.b) sera indicado por ﬁi' Uma segqunda apli-

capsn da equaggo do trabalho virtuwal farnece

{v.35.b)

w
=i
[
>}
3
a,
7]
+
1
3l
=
cn
6
w
fl
Q

= 5m; ~
j; { mi - mi ) ——E;—— das + z { mk - mk } G?R = 0

(v.35.¢)

Supanha-se que numa 5e¢50 particular kR aonde o es-

coamanto tenha ocorrido, o valor atual de mk seja tal que
{ m, - m ) <0 (v.36)
fi desigualdade (V.34.a)} fornece

A u:a“ + ﬁk P (np)k (v.37.a)
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£
isto =,
max
L + Mmoo« (np)k {v.37.b)

onde em {(V.37.b) a possibilidade de igualdade nac mais exis-
te. Aissim, deade gque, por hipétese, o esaopamento eateja
ocorrendo na seggn, o momentn de plasti!‘inag;o e o valor
correspondente da rutap;u na linha de ruptura tem de ser ne-

gativos. Usando-se assa uonaiderap;u e a equap;o {v.26),
{ mo- m ) &¥, > O {v.38)

De maneira anéloga, fazendo-se a hipétese de
ﬂlk > mk, conolui-s= que S?k > 0. Se mk - entaoc nao se
tem informagao alguma para o sinal de BWR; mas em todoas os
casos,

{ m, - m, ) ¢, 3 0O (v.39)

Portanto, da equa¢;o {(v.35.0)

- sm,
{ m, - M, ) —=.ds ¢ 0O {v.40)
s EI

Agora, sendo a quantidade

{(m -m )?
U = J 1 1 ds (v.a1)
S 2

pasitiva-definida, como o0 carregamento muda, a desigualdade
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(V.40) estabelece gque 55U g O. Assim, o valor de U diminui
se gualquer deformap;o pléstica estiver ocorrendo e permane-—
ce constante em caso contrario. 0 valor de U deve fikar-se
num valor positivo-definido ou ser nule quando mi - ﬁi em
toda a estrutura. Em qualquer dos easos, o0s valores de mi

tornam-se constantes e, consequentemente, a adaptaggn da es-

trutura ocorre.

A partir desse esbhopo de prova do Teorema da Adap-
taqgo sera evidente que a pressnpa de um conjunto inicial de
tensoes residuais nao tera qualquer efeito no comportamento
final da estrutura, exatamente como no caso do colapso esta-
tico. Uma estrutura que e inicialmente imperfeita ou que
sofre subsequentes nuom0dagge5 estara sujeita a um oconjunto
de momentos residuamais que podem bem causar a !‘ormup;o de 1i-
nhas de ruptura numa ordem diferente daquela prevista pela
teoria simples; entretanto, uma canfiguragzo inicial de mo-
mentos residuais sera “eliminada” pelo eapoamento posterior
e o fator limite de adaptag;n ha tera um valor unioo.

£ interessante anotar que os teoremas-limite para
cargas proporcionais sanp um caso muito particular do Teorema

da Qdaptaqgu da Estrutura quando os limites prescritos para

todas as cargas coincidewm.
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v.2.2 - Furmulag;n

Pode-se colocar o problema do sequinte modo:

Por que fator ha deve-se multiplicar os limites de
variaggn das cargas de maneira a produzir um co-

lapso inoremental ?

A resposta a essa quest;o J; foi dada peloc Teorema
da ﬁdaptaggo da Estrutura, que diz que a estrutura adaplarc-
se—é a uma dada variagga de cargas se um caenjunto de esfor-
¢os internos auto-equilibrados puder ser encontrado de forma
que & estrutura resista as cargas de maneira puramente elas-

tica.

Da equagac (V.0l.a) esta claro gque gqualquer con-

junto de esforgos internos que satisfaga a

un

M=0 {v.a2)

sera auto-equilibrado. finalisando-se elasticamente a estru-
tura sob a aogo das varias cargas aplicadas atraves da egqua-

gao (IV.32), pode-se obter os valores dos momentos maximos e

m{nimos em cada Jlinha de ruptura, respectivamente, Emax e

Hmin. Havendo um estado de tensao inicial nao-nulo y os mo-

e

[ P ~ . max
mentos maximos & minimos serao, respectivamente, M + M e

Hmln

~

+ M. A estrutura, entSQ, adaptar—se-é as cargas apli-
cadas se for enocontrado M satisfazendo a equag;o (v.a2), tal

que

Tmoo MMy om (v.43.a)
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MY + Mg "N (v.43.b)

Em se tratando de uma analise eléstica, multipli-
car cada carga por A equivale a multiplicar os valores maxi-
mo e minimo dos momentos pelp me=mo fator; assim, o caloulo

do fator limite leva ao problema

Maximizar A

submetido a

HM=0 (v.44.a)
S TN R (v.44.b)
N Sl syr {v.a4.0)

que pode ser posta na forma matrioial da Programaogo Linear:

Maximizar

A = { 1 0 } l : } (v.45.a)

csubmetido a

0 H = 0
A
;S { { l R e 8 (v.45.hn)
. Ly |
_Hnun -1 ~ < IH
~ ~ ~r

que € muito similar a expressao (V.02).
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Como antes, pode-se escrever as EXpressoes (v.as5)
7 ~ . . ’
considerando-se todas as wvariaveis nao-negatiwvas, isto e,

utilizando-se as expressges (v.03), obtendo-se a equaggo na

forma padr;oz

Maximizar

A
A={1 ] g} n* (v.a6.a)
E-
submetida a
e B H][™» ]=[0
gmax 5 _1 g+ p snr
min - I
= S S Moo L',
{v.46.b)
v.2.3 - Metodo de Solugao: 0 Algoritmo Simplex

Uma das caracteristicas principais do algoritmo de
Livesley jé descrito e fazer o incremento do fator de colap-
so atraves da equagdo de equilibrio {V.0f.a). No problema
desenvolvido para a adapta;go da estrutura, o fator da limi-
te de adaptagio aparece nas condicoes de restrigao e nao na
equagao de equiiibrio, visto tratar-se de esforgas internas
auto-equilibrados, ou seja, sao nulas as forcas exnternas
aplicadas. Dessa formwa, considera-se que talvez seja poss{—
vel modificar-se o algoritma de Livesley para utiliza-lo
também nesse tipo de praoblema; cantudo, no presente trabalho
optou-se por um algoritmo jé bem conhecido: o Algoritmo

Simplex.
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Como se sabe, o conjunto de 5olu93es viaveis de um
problema de Proqrama¢;o Linear e convexae, isto é, toda in-
terpulap;n linsar de qualquer par de pontos do conjunto tam-
bem pertenceré aoc conjunto. Se o problema admitir 5olup;a
étima, esta ser; atingida para, pelo menos, um vertice do
con junto de sulupges viaveis dease problema; oada vertioe
nada mais é do gue uma snlug;a bésica puss{vel. Ora, admi-
tindo-se, claro, que o problema tenha sulup;o, se entre as
snlu¢3es basicas viaveis se encontra uma que e 6tima, nada
mais légico do que procurar a sulqun otima gerando-se as

primeiras.

Partindo de uma 5alug;u hasica viavel inicial, o
Simplex nada mais e da gue um algoritmo capaz de gerar solu-
g;es basicas viaveis cada vez melhores ate chegar a uma que

nao pode mais ser melhorada: e a solu¢;o otima.

Os principais passos seguidos pela algoritmo jé
foram descritos quando da apresentaggo do algoritmo de
Livesley, pois comao foi dito este ultimo baseia-se nas mes-
mas ideias fundamentais do algoritmo Simplex. #f grande res-
triggo que se faz a esse algoritmo e que, sendo um me todo
para resalver qualquer problema de Prugramaggo Linear, ganha
generalidade, mas perde no que diz respeito a exigir a apre-—
5enta¢;o do problema numa forma padr;u, somente trabalhando
com variaveis n;o—negativas, o que acarreta um aumento con-
sideravel na guantidade de armazenamento e tempo de proces-
samento necessarios. Maiores informagaes a respeito desse

algoritmo podem ser obtidas em [20].
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cariTULO VI

A ANALISE ELASTO-PLASTICA COMO DPCﬁO

vIi.1 - Formulap;na 0s Problemas de Cunverg;ncia

Com a formulag:u apresentadna - possivel ainda ob-
ter o colapso via analise elastn—pléstica uma vez que sao0
conhecidas as expressses da matriz de rigidez (IV.16.d), das
leis gonstitutivas (IV.lS.a) e das fargas elésticas internas

'

{I1v.29.b); mas para esse tipo de analise sB0 necessarios

ainda alguns comentarios e definipges expastos a seguir.

O ponto de partida para a solupgu do problema

elasto—pléstico sera a equagao {IV.32). Considerando-se o

comportamento do material no oaso mais geral tem-se uma ana-
lise nao-linear fisioca que regquer um metodo iterativo de so-
lug;o. 0 metodo utilizado foi uma das variapges do Metoda
de HNewton-Raphson, denonimado Metaoda Secante de HNewton-
Raphson MHodificado {Hsh), descrito em [21,22]. MNesse me todo
equilibra-se as forgas externas oom as forgas elastioas in-
ternas ao final de cada iteraggo, acresaentando-se cada in-
cremento de deslocamento calculado ao deslocamento total jé
existente ate que a estrutura chegue ao colapso. i determi-
naggu desse ponto e sempre problemética pelo fato da matriz
de rigidez tangente aproximar-se da singularidade guando o
problema =se aproxima do ocolapso. Isso provoca difiouldades

r
numericas, meamo quando se usa um oontrole de desloocamentos,
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porque impede que a carga de colapso real! seja obtida. Uma
primeira tentativa no sentido de achar um oriterio de oon-
verg;nuia confiavel e com pouca instabilidade esta descrita

por VAZ[23].

Por analogia com a curva deslocamento versus forga
para um sistema conservativo de um grau de liberdade apre-
sentada na figura (VI.01), o incremento de energia de defor-
mﬂp;o total na iteragao k sera dado pela area hachurada da

figura, ou seja,

T
1 .
BUR = -5 [ Ek + Ek—l ] [ A S ] (Vi.ot.a)
onde Ek e u, representam, respectivamente, as foregas elasti-
cas Iinternas e os deslocamentos nodais na iterag;n k. ¢

trabalho potencial das forgas externas nessa itera¢;0 a

(vi.o1.bB)

-

"

Dessa forma, a energia de defnrma¢50 total na iteragso k e

dada pela soma dos incrementos ate a referida etapa, isto é,
Rk

A energia potencial total para um sistema conser-

vativo pode ser dada por -

n=U+ W {(vi.on2)



2

Figura VI.@I- Curva Deslocamento versus Forca para 1grau de liberdade
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Para materiais de comportamento perfeitamente d&ctil, a ex-
pressao {(VI.02) pode ser colocada na forma grafica da figura
(vI1.02). O Principio da Energia Potencial Total Minima es-
tabeleage que dentre todos os campos de deslooamento poss{—
veis (g), existe um, correspondente a oonfigurap;o de equi-
iibrioc do sistema conservativo, gQue torna easa energia po-

tencial um minimo: e& o ponto (n ':eq) da figura (VI.02),

min
onde : = liuall. Calculando-se esse ponto de equilibrio para
cada £ variando de zero a um valor limite (Er) para o com-
portamento elaﬁto-plésticn do material, obtem-se o gréficu
da figura (VI.03), analogo ao da figura (VI.02). Quando
gaorre 0 colapso todo incremento do trabalho potencial das
cargas externas se transforma em trabalho interno pléstico,

nao havendo incremento da snergia potencial total; nesse ca-

s0 vale a equa¢;o

= 0 {(vi.o3)

fissim, n e maximo de £ =0e e minimo de £ = £ .

, L)
O criterio de convergencia inicialmente adotado
seria baseado nestas conclusoes. Calculando-se =z para cada

itera;go, o colapso seria atingido quando

8 . ToL (VI.04.a)
sa
e
2
LT o, (vi.na.n)

5u-
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FiguraV1.@2 _ Energia Potencial Total versus Norma dos
Deslocamentos

==

: 7/ A

_dlao
dia

FiguraV|. @3 _Condicdo de Equilibrio para cada Valor da
Forca Aplicada
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onde TOL e um par;metrn de tolerancia especificado. Contu-
do, apesar de parecer simples, mesmo depois dea varias tenta-
tivas nao foi poss{vel estabelecer um valor de TOL que fosse
completamente independente das caracteristicas particulares
do problema analisado. Em pesquisas posteriores utilizou-se
outro oritério; considerando-se na fase pléstica uma pequena
rigidez tangente de maneira a permitir que a estrutura con-

tinuasse a se deformar, o colapso seria atingido quando

22 5 ToL (VI.05.a)

su’
ande agora TOL e um pargmetro independente do problema em
questso. Entretanto, a consideragao dessa rigidez tangente
£icticia na fase pléstica por vezes levava a uma carga de
caolapso maior do que a aobtida pela analise limite via Pro-
qramacsn Linear pelo fato de permitir-se gque a estrutura pu-
desse ter uma rigidez maior do que na realidade teria. 0
criterio realmente adotado foi a gque pareceu mais intuitivo:
sempre que a estrutura ultrapassa a carga de colapso, fato
esse detectado quando ha diverggncia no Metodo de Newton-
Raphson Modificado, o incremento de carga @ diminuido numa
seqﬁgncia tal que, gquando a diferenga entre as cargas obti-
das em duas iteragaes convergentes sucessivas estiver abaisxo
de determinada tolerancia especificada considera-se que o
colapso foi atingido. Esse criterio apresenta bons resulta-

dos 2 uma precisao bastante boa.
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Vi.2 - O Mecanismo de Colapso

O grande problema desse tipo de analise e a possi-
bilidade de varias charneiras se plastificarem na configura-
qgn de colapso sem gque todas fagam realmente parte do meca-
nismo de ruina. A maneira de diferencia-las & bastante tra-
balhosa em termos computacionais e baseia-se na ounsideraogo

da estabi!fzaggo das ratagges.

ﬁpés algumas anélises, observou-se que ao atingir
o valor de plastifica¢;u maximo algumas charneiras tinham a
sua rnta9;n estacionada, ou seja, o seu valor nao mudava de
maneira significativa, enquanto ocutras continuavam com a ro-
tagga crescente. Fazendo-se um qréficn gcarga versus rntaggo
na charneira, pode-se representar esses dois tipos como nas
figuras {VI.04.a,b). As charneiras que se estabilizam (ina-
tivas) nac farao parte da confiquraggu de colapso; somente
as que continuam a deformar-se {ativas) constituirac o meoca-
nismo final de ruptura, conforme intuitivamente e de se es-
perar oonsiderando-se a prépria ideia do processo de plasti-

Eicaggo.

Todo esse procedimento, entretanto, apesar da sim-
plicidade, e bastante difioil de se implementar de uma forma
automatizaday por exemplo, qual sera a tolerancia especifi-
cada para considerar que as rotagses se sstabilizaram? Nos
estudos realizados, notou-se gque essa tolerancia pode variar

muito de problema para problema.
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(G ) Chametras Inativas : estabilizadas
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(b) Charneiras Ativas : deformando-se

Figura VI04- Esquema da Estabilizacdo das Rotagdes
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A conclusao de tudo isso - que a analise elasto-
pléstica aparece comg uma opc;o pussfuel para nbtenp;n de
cargas de colapso, contudo, levando-se em conta os problemas
gque aparegem, considera-se a sua utilizaggo na analise limi-
te somente quando se deseja conhecer a historia das deforma-

pges ate o colapso.

vi.3a - Condensap;o Cinematicas Bedupgo do Numero Total de

Graus de Liberdade

Conforme jé foi dito anteriormente, algumas char-
neiras se estabilizam enqguanto outras continuam no processo
de deformnp;o progressiva. Jé que aquelas que se estabili-
zam naao farao parte da configuraggo de colapso, seria bom
que pudessem ser eliminadas da anélise, reduzindo-se, assim,

o0 numerc total de elementos e o numeroc total de graus de li-

berdade.

Seja a equag;o {1v.30). Num dado instante da ané—
lise tem-se i charneiras estabilizadas, isto é, inativas,
Esoolhe-se, ent:o, i valores de deslocamentos (g) entre os r
valores relacionados com as rota¢;es das charneiras inativas

& rearranja-—-se =a equap;n {IV.30):

7 PR I B
= T . T u, (vi.oe)

¢ H.. H. H.

~J ~ji  ~ju ~jw . 58
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onde

v = r - i
w =g - 1
J=e - i
§i representa as i oharneiras estabilizadas.

Pode-se considerar que as charneiras estabilizadas

formam painéis rigidus tomando-se §i = 0; assim,
= - [H'. I7"H u =J u {v1.07)
~i ~ii ~iv ~vu . o~y

Com a equaggo {ViI.0?) pode-se tambem escrever

=B u. (vi.os.a)
~r B r .an
onde
~i
u, =1y, (vi.os.b)
5
~
2
B=1]1 0 (vi.o8.c)
g I
L
u; = {vi.os.d)
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Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais:

ul £ = u; £, (vi.09.a)

Levando-se a equaggo (vi.oe.a) na equapgu acima:

-

u' BT £7 = wul E. (vi.09.B)
~3 ~ ~8 “Jd ~d
Para que a igualdade sempre se verifigque:
T
. =B f (vi.o9.c)

As equagges {vi.08.a) e (V1.09.c) representam o
Prino{piu da Cuntru-gradignnia. Seja agora a equag;o

{1v.32) tambem rearranjada conforme {VI.06}):

£ = "B u (vi.10)

Pré~mu1tip1icando-se (vi.10.a) por §T e levando-se em conta

as relagoes (VI.09.0) e (VI.008.2), tem-se

-~ R, u. (vi.11.a)
~d ~“4 ~d
onde
™ =BT kB {vi.11.h)
Com isso, foi wvisto ser realmente pussivel uma
oundensa¢;o uinemétioa no desenvolver da analise. f grande

vantagem desta teonica esta na redup;o‘gradativn da dimensao
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do problema e, consequentemente, tambem do tempo de proces-
samento total para a snlup;o; restando, ao final, somente as
charneiras pléstioas que fazem parte do mecanismo de colap-

s0, ou sejam, as charneiras realmente rompidas.

Note-se que para o sucesso dessa tecnica de con-
densag;o & neoessario que as charneiras que ae estabilizam
se jam detectadas corretamente; caso oontrériu, poder-se-ia
eliminar charneiras que fariam parte da cunfiguraggo de co-
lap=o, modificando-se assim a sulu¢;n real final. Ve ja-se

aqui, novamente, o import;ncia da especificaggn precisa de

uma tolerancia para a seleg;u de charneiras estabilizadas.
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caPITULO VII

a IHPLEHEHTQCEO COMPUTACIONRAL DO MODELQ

Tendo em vista =a verifionpgo de toda a formulag;o
apresentada, elaborou-se um procedimento computacional para
o modelo proposto. O programa esta codifioado em linguagem
de prugramag;u PASCAL por esta apresentar-se como a melhor
npggo em termos de portabilidade, legibilidade, facilidade
de prugrama¢;u, ducumentaggo, estrutura¢§n e manuteng;u. Na

~r e f . £ . ar ! .
versag atual, tres tipos de analise estatica sao possiveis:

= Analise Limite Via Prugrama¢5u Linear

{ Algoritmo de Livesley );

= ﬁnélise de ﬁdaptaqgo Estrutural Via Programap;o

Linear Me todo Simplex )i

= fnalise Elastu-pléstica Via Metodo Incremental

Iterativo Me todo de Newton-Raphson Modificado ).

Eriaste todo um sistema para detecg;a e aviso de
passiveis erras, tanto na geraggo de dados guanto na obten-

ggo de resultados.
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Basioamente pode-se dividir o programa em tres
blocos principais: o PRE-PROCESSADOR, o PROCESSADOR e o POS-
PROCESS5ADOR, descritos nos préximos itens. Alguns dos algo-
ritmos & procedimentos utilizados encontram-se tambem des-

oritos no ﬁpandice C.

VII.1 - O PRE-PROCESSADOR

E o respnnsével pela entrada e geracgu de todos os

dados necessarios ao tipo de analise pretendido: ao sair-se
do PRé—PROCESSQDDR, todos os dados necessarios para analise

estao prontos e dispaniveiﬁ, desde que nao tenha havido al-

gum erro grave nos comandos de entrada de dados.

Constitui-se de um interpretador em linguagem ori-
entada, de modo a facilitar o oontacto entre o usuario = o
programa, = de varios geradores de malhas, nés, elementos,
materiais, grupos de materiais e curvas momento versus cur-

I r

vatura. Assim, entre outras coisas, e possivel:
= Gerar malhas quadrangulares sendo dados os qua-
r ¥ ’ ~
tro nos dos vertices e o numerpo de divisoes dos

lados;

w Gerar malhas circulares sendo dados o no cen-
tral, o primeiro no da malha propriamente dita, o
;ngulo entre os raios do primeiro e do éltimo né e

¥ ~ N
o numero de divisoes desse anguloj;
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L4 . -
s Gerar nos sobre uma reta equidistantemente sen-
r . . . r . r
do dados o no inicial, o no final e os numeros dos.

4
nos que devem ser geradosy

« Obter o no da intersecg;o entre duas retas de-

finidas por dois nos incidentes cadaj

N
m Gerar incidencias .sendo dados o tipo de ineci-

dencia { zig-zag ou leque }s

m Fazer a oonsidera¢;n de simetrias sendo dados

apenas os eixos de simetria X e/ou Y;

s Gerar a curva momento versus curvatura sendo
I -
dadas as caracteristicas do ago e do concreto e as
L
armaduras com as diregoes & os recobrimentos res-

pectivas;

I
m Gerar todos os elementos-charneira possiveis
Ea) Is ~r . '
sendo dados tres nos nao-colineares. 0 programa
- - ’ - ~ -
se encarrega de verificar a pre-existencia de
charneiras e faz as alteragoes que se mostrarem

) Fa
necessarias nas incidencias;

= Caloular coordenadas de um no em £un¢;D de ou-

tro Jé definido;

w Manter ou alterar dados para uma analise poste-
rior sSem que seja neoessario fornece-los novamen-

tey
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s Gerar e especificar grupos de charneiras.

m Controlar a impresssu seletiva de dados e re-

sultados;

= Comandar a depuraQ;o discriminada da analise em
processo;

N

= Espeficicar tolerancias de convergenciaj

s Checar dados & carregamentos sem gque seja efe-
tuada a anélise, coantando, inclusive, com a plota-
gem da malha fornecida ou criada com a diferencia-

g;u entre elementos completos e degeneradosy

= A partir das restriqges nodais, determinar au-
tomatica = rapidamente os elementos que aestao ati-
vos, os que fazem parte do contorno ou estao sobre

eigtos de simetria.

Vii.2 - O PROCESSADOR

Representa o nora¢;o do programa, isto é, nele
processa-se toda a analise numerica do problema. Constitui-
se de um interpretador de ocoargas, de um analisador elasto-

pléstiuu e de um analisador limite.



134

0 interpretador de cargas considera a entrada das
cargas aplicadas, tambem em linguagem orientada; podem ser
especificadas forgas nodais, forgas concentradas e forgas
uniformemente distribuidas na superffcie, alem de momentos
fletores conforme descritos no item referente a dedUQ;ﬂ das
forgas nodais egquivalentes. Os analisadores, elastu-plésti—
00 ® limite, processam as analises elastica ou elasto—plgs-
tica ® a analise limite via Programaqgn Linear, respectiva-
mente. Os algoritmos utilizados sao os apresentados neste
trabalho, obhviamente. Sao geradas informa¢5e5 qgquanto aos
deslocamentos nodais, as rotagSEs e aos momentos nas char-
neiras; para o caso de anélise elastn—pl;stica tem-se ainda

informagoes socbre as energias e suas variagoes.

VII.3 - O POS-PROCESESADOR

Opera a saida gréfina da analise. Para cada car-
regamento, pode ser pedida a plotagem da oonfiguraggn inieci-
al, ou seja, da malha propriamente dita, da cunfigurag;u £i-
nal &, no caso da analise elasto—pléstica, das curvas nor-
ma_dos_desloocamentos versus energia_potencial_total & nor-
ma_dos_deslocamentos versus norma_das_forgas_—_externas. As
op¢3e5 de saida gréfica permitem a impresago em qualquer ta-
manho e ;ngulo de projeggu, ou se jam, perspectivas e/ou vis-

tas, inclusive legendas com texto expliecativo.

As figuras (viri.n01,02,03) wmostram o aspecto de
tres analises pedidas aoc programa. A figura (VII.D4) mostra
um esquema simplificado do tipo "Railreoad Diagram” com todas

as op¢;e5 dispnn{veis na versao atual do programa.
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SIDENTIFICACAO

#f FIGURA VIII.21.A4 - MALHA A

#2 LAJE QUADRADA SIMPLESMENTE APCGIADA NOS 4 LADOS
$DEPURACAQ

$ANALISE LIMITE CARGAS_ PROPORCIONAIS

$GEOMETRIA
NO 1 X 0.6 Y .0 FIXO
N 2 HX1.0 Y 0.0 F
NO 3 X @.3 Y .5 LIVR
NO 4 X O0.¢ Y 1.8 FIX
N 5 Xt.¢e Y 1.6 FI
TRIARGULO 1 2 3 G &1 T 2 3 3 G 1 TRIANG 3 J 4 G 1
TRI 4 1 3 G 1
$TOPOLOGIA
MATERIAL 1 FATOR 1.0
ACO FYE S0000@2.0 /7 1.15 TIPO A E 210000000.2
ALONGAMENTO ©.012® ENCURTAMENTO -©.0035
CONCRETO FCE 1390900.@ /7 1.4@ E 21000000.0
ALONGAMENTO @.0 ENCURTAMENTO -0.0@35

GRUPO 1 MATERIAL 1 ESPESSURA @.11
DIRECAOC 1 ANG 9.0 INF AS 0.001 R .01
SUP AS ©@.901 R @.0¢
DIRECAO 2 ANG @.0 INF AS 9.021 R 0.01
SUP AS ©.901 R .01
SHISTORICO FINAL 300.@ INCREM 5@.0
4FUNCOES FUNCAO { T .9 FT @.¢ T 1.QE+4 FT 1.QE+4
SCARREGAMENTO
# 1 FORCA CONCENTRADA CENTRAL
# 2 FATOR DE COLAPSO: TEORICO = 365.19 NUMERICO =
IMPRESSAO TOTAaL
FORCA CONCENTRADA 1.0 VARIACAO 1 NO 3
$PLOTAR CONFIG FINAL GRAFIC FORCA-EXTERNA GRAFIC
ENERGIA-POTENCIAL
SFIM

Figura VI1I.01 - Exemplo 1 de Arquivo de Dados
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S$IDENTIFICACAO
#1 FIGURA VIII.@6.D - MALHAa A ( 1¢ X 1@
#2 LAJE QUADRADA APOIADA NUM LADO E EM 1 COLUNA
$ANALISE LIMITE CARGAS_PROPORCIONAIS
$GEOMETR1IA
MALHA RETANGULAR NO 1 X @©.2 Y ©.@ COLUNA
NO 2 X 12.86 Y ©.0@
NO 4 X 2.0 Y 12.0
NO 3 X @.0 Y 12.0
RET 1 2 LIVRE DIVISOES 16 RE 2 4 LIVR R 3 & FIX
RETA 3 1§ LI D 10
INC 2 PRIMEIRO 1 GRUPO 1
$TOPOLOGIA
GRUPO 1 MATERIAL © ESPESSURA ©.11

DIRECAO 1 ANG 90.@ INF AS ©.021 R ©.0!L
SUP AS ©.0@01 R .01
DIRECAO 2 ANG @.9 INF AS 0.061 R 0.01
SUP A4S ©0.021 R Q.01

$HISTORICO FINAL 120.0 INCREM 10.0
$FUNCOES FUNCAO 1 T @.2 FT ©.@ T 1.0E+4 FT 1.QE+4

$CARREGAMENTO
# 1 FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA NA SUPERFICIE
# 2 FATOR DE COLAPSO: TEORICO = 1.37 NUMERICO =

FORCA SUPERFICIE 1.0® VARIACAO | T 0 @ @
$¢PLOTAR CONFIG FINAL GRAFIC FORCA-EXTERNA GRAFIC
ENERGIA-POTENCIAL

¢FIM

Figura V1I.02 - Exemplo 2 de Arquivo de Dados
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SIDENTIFICACAO
#1 FIGURA VIII.@9.A - MALEA A
#2 LAJE CIRCULAR APOIADA EM 8 COLUNAS
$ANALISE LIMITE CARGAS_PROPORCIONAIS
&GEOMETRIA
SIMETRIA_NOS_EIX0S X Y
NOC 1 ¥ &.@¢ Y ©@.0 LIVRE
NO 2 X 4.0 Y 2.2 COLUNA
NO 5 X 5.8 Y @.0 LIVRE
MALHR CIRCULAR CENTRO it INICIO 2 ANGULO 9@.@ DIVISOES 2
SOMENTE NOS GRUPO 1
MALHA CIRCULAR CENTRO it INICIO 5 ANGULO 9@.0 DIVISOES 4
SOMENTE NOS GRUPO 1
NO 1@ INTERSECAO S COM 2 7 LIVRE
NO 11 INTERSECAC 8 COM 4 7 LIVRE
INCIDENCIA GRUPO LEQUE 1 2 10 3 11 4
INCIDENCIA GRUPO LEQUE 11 4 9 8 7 3
INCIDENCIA GRUFO LEQUE 1@ 3 7 6 5 2
¢£TOPOLOGIA
GRUPO 1 MATERIAL @ ESPESSURA @.11
DIRECAO i ANG 9@.Q INF AS ©.0@1 R 0.01
SUP AS ©.001 R 0.01
R
R

e e LD

DIRECAO 2 ANG ©.® INF AS ©.001 2.01
SUP AS @.00!1 2.01
$HISTORICO FINAL 10@.@ INCREM 10.0
SFUNCOES FUNCAO 1 T 0.0 FT @.2 T 1.@E+4 FT 1.QE+4

SCARREGAMENTO
# 1 FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA NA SUPERFICIE
# 2 FATOR DE COLAPSO: TEORICO = 19.78 NUMERICO =

FORCA SUPERFICIE 1.@@ VARIACAO 1 T @ @ @

$PLOTAR CONFIG FINAL GRAFIC FORCA-EXTERNA GRAFIC
ENERGIA-POTENCIAL

SFIM

Figura VII.03 - Exemplo 3 de Arguivo de Dados
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(Tel) : TEXTO COM 7@ CARACTERES
® ¢ (101
@ { (I&2) {(= NMAKNOS
@ {( (I®&3) (= NMAXGRP
o (¢ (104)
@ ={ (105> (= NMAXMAT
@ ( (1@&6) {= NMAXFUN
{RO1>} : NUMERO REAL QUALQUER

2.0 ( {(RO2)

OPCOES DO INTEEFRETADOR:

1{(-=(-5)-=-======-~ +
| t
SIDENTIFICACAD --- # (I@1) (TOY) -—-——--———m
tr¢-——---------—-——-"""-""—"——"— e ——— +
I |
$ANALISE --~- ESTATICA --- (LINEARIDADE) --~~——-————---m—m————
| 1
- DINAMICA --- {(LINEARIDADE} --- (ALGORITMO)> -I
l |
I- LIMITE --- CARGAS PROPORCIONRIS ---~--===---- |
i I |
! |- SHAKEDOWN --- {LINEARIDADE) ----- I

i i
- CHECAR DADOS —-—--==-- - oo oo o mm oo I

(LINEARIDADE)
—== LINEAR - - - mm - mm o oo e e e
:— NAO LINEAR --- FISICA ----- :
:- GEOMETRICA —:
¢ALGORITMO)
ALGORITMO ——- NEWMARE ——~-—-———m - mmm e

i i
i- DIFERENCA CENTRAL -I

Figura VII.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN
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SGEOMETRIA --- (NO) (RESTRICAQ) -~-r-memee e e e e e e e e
I- NO {(I&2) (RESTRICAO) -|
I- (CHARNEIRA) ---=-===-=--- 1
i- (TRIANGULO) ---——————- H
- (NOS_SOCBRE_RETA) ----- 1

- (INCIDENCIAS) ----=---- |

I- (MALHA) --—-----ne————-- i
| I
I- ESPELHAR ~---———--—————— 1
i ]
i- o8 - --—-——-—-———-——-- |
{NO?
[{(-—-=m—— e m +
| H
NO {(I®2) --- X (R®1} - -——-—---—-——— - e —— I
1 1
|- ¥ (RO1} ---~—- |
1 1
- = (IQ02) ~----- |
| 1
I- {INTERSECAO) -I
{RESTRICAO>
-=~ LIVRE -==r-mrrm e e r e e e e e e e e — -
I |
I- APOIQ ---|
i l
i{- COLUNA --t
i |
[ - ENGASTE -1

{INTERSECAO?

INTERSECAO (122> (IQ@2) COM (I®2) (IQ2) ~--mwowmuee

{TRIANGULO?

TRIANGULO (I02) (I@2) (I@2) -~=~-———————— e

Figura VII.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN {continua¢o)
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{CHARNEIRA}

CHARHEIRA (I@2) - ——----=--=-==—- {IB2) —-—----mmmm———m -
1- + (104} -1 - + (104> -I
:— - (104 —: :- - (104> —:

--------------- GRUPO (I@3) -m-—-——--mmmmmmomm e

I- » (124) -1
{INCIDENCIAS?
1{-—-(+3}--+
1 !
INCIDENCIA --- GRUPO (I1@3) --- ZIGZAG ----- (102> --------
| §
|- LEQUE --i
{MALHA)
P(-———— s mm e +
I i
MALHA ~-- (RETANGULAR) -—--—-—-=--mm oo e m e
| !
1- (CIRCULARY -—--1
(RETANGULAR)
[ {mmmmm e mm e +
i I
b 1{--({=a)--+ l
11 1 !
RETANGULAR ---—- (NO) ———mmm o m e e
i !
I 1{~--(=4)--+ i
I ! i
l-—— (LADO) ~----——————=~-----—- i
I l
|- (DIAGONAIS)Y --—--—————————-- i
| 1
1- GRUPO (I@3) -----——————-——- I
! |
i- SOMENTE --- NOS ---—-———--—-- I
i {
I- INCIDENCIAS -1
(LADO>

RETA <(192) <I02) (RESTRICAQ) ———--=-———e-cce e

- DIVISOES {(I@4) --1

Figqura VI1.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN (continuagHo)
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{({DIAGONAIS)

INCIDENCIA DAS DIAGONAIS (IQ4) —-———————————mmm—m—oo o

! 1{-————+ 1
| | P
I- FIXf_EM --- K ---1
) i
i- Y -1
{(CIRCULAR)
f{-————--——— e - |
| i
CIRCULAR --- CENRTRO {I®2) -------—---——-—m—m———————m———————=~
I |
I- INICIO (I®2) ---=-=--—-—-—--- i
{ |
- ANGULO X (R@1l) ---=-===—-—- 1
t I
- ARCTG (ROt} ----————————- 1
t I i
| I- /7 (RO1) -1

|- DIVISOES (IQ4) —----=-----= i
|- SOMENTE --- NO§ --------- [
] i |
[ {- INCIDENCIAS -I
|- GRUPO (I@3) --=--==-==--== [
(NOS_SOBRE_RETA)
1¢--{-50)-+
| |
RETA (I02) (I1@2) NOS ——- (I@2) ——----mcmccmemcemcm— e e
{EIXOS_DE_SIMETRIA)

1= (=2})--+
{

SIMETRIA NO EIKO -—- X ——---—m—m - o mmmm e
i |
R [
1€ {~1@)=mmmm e +
t i
L i(--{+4)----- +
I ' Lo
$FONCOES --- FUNCAO (I®6) --- T (ROI) ———————meom—mmmm—— [
i ;
I- FT (RO1) -1

Figura VII.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN {(continuag3o)



S$TOPOLOGIA ---
1
{-

{MATERIAL?

MATERIAL (105>

{ACO)

ACO —--- FYEK <
H
{ -
l
|_
|
i

TIPO

{CONCRETO?

CONCRETC ---
t
-
!
| -

{QRUFPO?

GRUPO (I@3)

{DIRECAQO’

DIRECAC (IG4) ANGULOX <{(RO1)

/ (RO2)

{102

(MATERIAL)>

{GRUFPO)

RO2)

(|

A -1
{ !
i- B -1
i

FCE {(R@2)}

/ {R©2)

= {1I&2)

--- MATERIAL (1@

|~ ESPESSURA {(R@2)}

--—- FATOR_SEGURANCA (RO®2)

|- ALONGAMENTO MAXIMO (RO1>

!- ENCURTAMERTO_ MAXIMO (R@1i)
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I- (CONCRETO)

E (R@2)

E (R0O2)
1- ALONGAMENTO MAXIMO {(R31) --1I
11 i
|- ENCURTAMENTO MAXIMO {(R@1l) -I

———————————————— + I{-—-(=2)---~--+
(I [
————————————— {DIRECAGY ---1
1
-------- i
[{--{=2)--—-————=—mmomo o~ +
l |
—--— INFERIOR --- (ARMACAQO) ---|
! !
I- SUPERIOR -1|

Figura VII.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN ({(continuacHo)



{ARMACAO)

~-=- ARMADURA
|
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{R@2) ==—————— === m e e

|- RECOBRIMENTO (R@2) -I

i
i- MP (RO1>

$HISTORICO —-—-

$ITERACOES ---
i
{~-

$IMPRESSAD ---

$LINPAR MEMORI

Figura VII.O4

——————————————————— +
1
INCREMENTO (R@2) --—————=——mmmmmmmmmm o
|
FINAL (R@2) ------ |
———————————————————————————————————————— +
I
CORRECOES (I@4) ---—--——=———c-oreo— o —mmw-
i
TENTATIVAS DE_CONVERGENCIA (I@4) ------ |
i
f(mmmmmm e mmm e + 1

TOLERANCIA --- FORCA_RESIDUAL <(R0O02) --—-1I
I I
- DESLOCAMENTO (R®2} ---|{
I l
I- CARGA_CRITICA (Re2} --|
1 i

I- ZERO (R@2) —-——--————-—- |
———————————————————————— +
[
R +
| It
—————————— NOS =--——-——————— e m e
I 1
SIM -1 |- ELEMENTOS -1
bt i
NAO -| |- MATERIAIS -|

I 1
- GRUPOS ----1
| 1
- FUNCOES ---|

- Entrada de Dados do CHAPLIN (continuag3o)
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ETOP —————— e e m e — e
t¢-=(-3)-———==------ + I {-mmmmmmm—— - *
11 i
$CARREGAMENRTO --- # (Iei> (TOol) --—--- (FORCA) -------—---- I
i l
- (MOMENTO} ----1
I |
- (IMPRIMIR) ---|
| |
I- NAO EXECUTAR -I|
I I
I- GRAVAR ------- |
{FORCA?
{--—------------—- +
l I
FORCA --- {(CONCENTRADA) -=---m--cem e m e c e mm e mmmm— =
! I
|- (SUPERFICIE) -—-|
{CONCENTRAD#?
{--——f—— e e +
|
t{—(=2)-—-——-+ |
t Lo
CONCENTRADA (B@®1) --- PONTO_DE APLICACAO --- X (RO1i} ----—-

1 1ot
I- ¥ (R21Y -1 1
1

(CARGA_NODAL) ----~=~-—=—-==-oommm- i

{CARGA EM CHARNEIRA) ------wo-w--= [

Y T

{CARGA_EM_TRIANGULO)Y -----——-—-—-——-——- !

(CAROGA_ NODAL>}

Figura VI1.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN {centinuag3o)
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{CARGA_EM_ TRIANQULO?

—————————————————————— TRIANGULO (102> (I@2) (I®2) -------

|- VARIACAO (106> -I

{SUPERFICIE?

SUPERFICIE {(R@1) --- (CARGA_EM TRIANGULO) --------—-7—-———-=

{MOMENTO?

MOMENTO (R@1) --- (CARGA_EM CHARNEIRA) ---—-—--=--=--—--—-—--

{IMPRIMIR>

IMPRIMIR --- (ETAPAS) ——=—---——— - oo oo oo

f- NAO -1 1- HISTORICO --------=-=-- i
- ENERGIAS -------—=——-=— [
- RESPOSTA -—-------==-~- I

- (ESFORCOS_ IMPRESSO0S) -—|

(ESFORCOS_IMPRESSOS?

ESFORCOS == == === == = === mm o e o e o

I- SIM -1 i- ATIVOS ---1
1 | I
- RACG -1 - INATIVOS -|

'l

Figura VII.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN (continuag3o)
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{ETAPAS)
f{-—————— - +
| i
--- ANTES DA _RUPTURA -----------—--- REGIMELASTICO --=-=====
| (I [ |
I- DEPOIS DA RUPTURA-1 !- SIM -| 1- ESCOANDO ------ 1
I (I 1
I- NAO -1 1- ROMPENDO ------ 1
| |
|- ROMPIDA ------- 1
J{—m e e - +
1 |
SPLOTAR --- MALHA -———————— e e e e e e
| 1
I- CONFIGURACAO --- INICIAL -~-e-meme—m— j
| ! i i
| i- FINAL ---1 i
I f
|- GRAFICO --- FORCAS EXTERNAS -~-------- i
1 * {
1- ENERGIA POTENCIAL_ TOTAL -1
SDEPURAR -~~~ == === = = = e e e e e e e e
AR IM - oo o

Figura VII.04 - Entrada de Dados do CHAPLIN {continuag3o)
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CAPITULO VIII

APLICACOES

Foram analisados alguns dos exemplos encontrados
nas diversas referencias cuja solup;n se conhece ou estima-
se, Muitas nbserva¢3e5 interessantes puderam ser feitas en-
tre as respostas analitica e a obtida pelo modelo numerico
proposto. Nao se analisou um praoblema estrutural mais com-
pleno, principalmente, devido a implementaq;o atual da pro-
grama computacional tornar grande a gquantidade de memoria
requerida e demorado o tempo de snlupgu de problemas de
grande porte; mesmo assim, acredita-se gue nenhuma particu-
laridade importante deixou de ser investigada, conforme se

pode ver pela analise dos resultados.

Como muitas das referencias utilizam-se de outros
asistemas de unidades que nao. o adotado no Brasil {({s1), para
facilitar uma imediata identifioaggo dos resultadaos analiti-
cos & a utilizag;o dos valores geométrious - topolégicns das
meEsmas sem a necessaria convers;u, optou-se por valores adi-
mensionais coerentes entre sij evitou-se assim gque o presan-

te trabalho contivesse varios sistemas de unidades ao lango

do mesmo.
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— Problemas de Colapso Estéticu

¥iXI.1.1 - Exemplo 1: Laje Quadrada Simplesmente Apoiada,

Carregada no Centro

ne!er;noinl

[01], Volume I, pp 90-93, Exemplo 32.a

Caraateristionsx

= dimensoes da laje: 1.0 x 1.0
m,o= 38.13
s momentas resistentes:
m' = -3B8.15
r
s forca concentrada aplicada: P = 1.0

Resultados Para o Fator de Colapseo:

Malha Analitico Numérico
A 305.19
B 305.19
Cc 305.19 457.78
D 406.92
E 381.48

Comentarios:

Heste exemplo pade—se verificar que o wmodelo
proposto reproduz perfeitamente a configuragSD de
colapso analitica quando a malha permite a suoa
formagao, figuras {(VIII.01l.a,b). Entretanto, se a

malha nao a pode representar, um mecanismo de rup-
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tura aproximado e procurado atraves da forma¢;a de
painéis rigidos, figuras (VIII.Oi.oc,d,e). Melho-
res resultados sao obtidos quando se coloca char-
neiras nas direp;es de prav;veis linhas de ruptu-
ra, o que nao parece ser muito probleméticu uma
vez que a maior parte dos pnssiveis mecanismos de
colapso tem a sua forma mais ou menos bem conheoi-
da. Assim, o refinamento da malha #sta muito mais
ligado a disposipgo dos mlementos-charneira do que
a sua quantidade; em ocutras palavras, neste exem-
plo, obteve-se o0 mesmo resultado tanto com 8 quan-
to com 56 charneiras. E preciso deinar olaro que
um grande numero de elementos aproximar—se—; bas-
tante bem da ounfigurup;a analitioa de ruptura,
contudo, o0 que se deseja frisar e que isto nao e
neness;rio, meEsmo porque mecanismos de colapso
bastante diferentes podem ter seus fatores de co-

lapsao wmuito préximo:. no sentido de apiinagzo na

Engenharia.
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o &PSic

FIGURS vI11l.CL.A - MALHA A
LAJE QUADRADA SIMPLESMENTE APRIAOAR NCS 4 LACDOS

FORCA CONCENTRSDAR CENTRZL
FRTOR BE CCLAPSD: TEGQRICC = 305.13 NUMERICO = 305.18
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FIGURR VIII.CL.B -~ MALHA B
LAJE QUADRADA SIMPLESMENTE APCIADR N33 4 LADOS

FORCA CONCENTRADA CENTRSL
FaTCeR DE COLAPSO: TLORICC = 305.13 NUMERICDE = 305-19
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FIGURA VILII.-€1.C - MALHA C
LAJE GUADRADR SIMPLESMENTE SPOIRDR NOS 4 LADOS
FORCA CONCENTRADA CENTRAL
FETOR OE COLAPSQO: TEORICD = 20S.19 NUMERICD = 457.79
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FIGURA VII1.C1.D -~ MALHA D

LAJE QUADRACHS SIMPLESMENTE APQIADA N3OS 4 LADOS

FORCA CONCENTRADAR CENTRAL
FRTGR BE COLARPSD: TEORICE = 305-1% NUMERICO = HOE-3I2
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FIGURA VIII.C1.E - MALHA E
LAJE QUADRADR SIMPLESMENTE APQIADA N3OS 4 LADOS

FORCA CONCENTRGDA CENTRSL
FATCOR DE CeLAPSO: TEORICC = 305.19 NUMESICC = 331.438
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VIII.1.2 - Exemplo 2: Laje Quadrada Simplesmente Apoiada,

Carregada Uniformemente

Befer;nuiaSI
[24], pp 15, pp 393-398, Item 12.6

[25], pp 216-319, Exemplo 7.10

Caranter{stiuas:

= dimensoes da laje: i0.0 x 10.0

m = 32.73
. r
a momentos resistentes:
m' = 0.00
r
a forga de superticie aplicada: gq = 1.0

Resultados Para o Fator de Colapso:

Analitico
Config 1 Config 2 Contig 3
7.86 7.18 7.12
Malha Numérico
f 7.86
B ?.19
c 7.13

Cowmentarias:

Mostra-se aqui que a soluQSU melhora na medi-
da em que a malha se aproxima da configuragao "re-
al”. As malhas A4, B e C, figuras (viii.oc2.a,b,c},
tentam representar os possfveis mecanismos de co-

lapso (Cunfigura¢ses 1, 2 e 3) que na realidade
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foram snlugges testadas pelos emstudiosos da Teoria
das Linhas de Ruptura ao longo do tempo; atualmen-
te j; se sabe, atraves de estudos com funcionais,
que a solu¢;n correta para esse problema tem forma
semelhante a da Cnni‘iguraqgo 3, com a diferenga
que o leques circulares dispgem—se segundo um hi-
pérbole, cujo resultado fornece hr = 7.00 para fa-
tor de colapso. Contudo, nessas tres malhas tes-
tadas, os resultados analiticos sao reproduzidos
com precisgo; a pequena diferenga na wmalha { pode
ser explicada pelo fato de nac se estar represen-
tando com perfeipgo o aspeato circular da configu-
ra¢;u de colapsoj fato este que poderé ser melhor
visto num exemplo mais adiante. 0O que se deseja
ressaltar e que conforme os objetivos da anélise,
pode-se optar por uma ou outra malha sem que haja

perda significativa de preuisgu nos resultados.
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FIGURR VIII.CS.&8 -~ MALHA A/
L.AJE QUARDRSOR SIMPLESMENTE ARPOIADR NGS5 4 LAROS

FORCR UNIFORMEMENTE DISYRIBUIDR NA SUPERFICIE

FATCR SE CCOLAPSG: TEQRICE = 7.96 NUMERICO -

o 8rPcic
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FIGURS VII1.02 B - MALHA B

LAJE QUNORKDAR SIMPLESMENTE SPDRIABR NGS5 4 LADODS

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBULIDR NAR SUPERFICIE
FRTCeR GE CCOLAPSQ:  TECRICC = 7-18 NUMERICD = T-13
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FIGURR VII1.C2-U - MA'HA
LAJE QUADRSDR SIMPLESMENTE APDBIADA NOS 4 LADOS

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDS NA SUPERFICIE
FATSR SE COLAPSO:  TEORICE = 7-12 NUMERICO = 7.13
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VIII.1.3 - Exemplo 3: La,je Betangular Simplesmente
Apoviada, Carregada no Centro
.3
Beferencia:s

[01], Volume I, pp 114-117, Exemplo 34.h

Carncteristicas=
= dimensoes da laje: 6.0 x 10.0

= momentos resistentess

Config m m'
Limite r r
1 10.00 -30.00
2 20.00 -20.80
3 30.00 -10.00
s forga concentrada aplicada: P = 1.0
Besultados Para o Fator de Colapso:
Analitico
Malha
Config 1 Config 2 Conf ig 3
A
B 90.68 181.32 236.80
c
Humérico
Malha
Config 1 Config 2 Config 3
fa 90.67 181.33 236.91
B 90.67 181.33 272.00
C 114.67 228.33 262.67
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Cowentarios:

Neste exemplo estudou-se um caso em que trgs
cunfiguragges de colapso podiam se formar depen-
dendo da relap;a entre o= momentos resistentes ul -
timos positivos e negativos. A malha A, figuras
(viir.o3.a,b,c), permitiu a representa¢;o exata

das nanfigura¢5e5 de ruptura possfveis para cada

uma das relaqgesg a énica pequena diferenga na
Cnn£iqurag;n 3 pode ser atribuida ao fato de nao
se representar perfeitamente o caracter circular
da configuraggu de colapso verdadeira, ou seja,
aumentando-se o numero de elementos formadores dos
setares ecirculares, o resultado aproximar-se-ia
cada wvez mais da configura¢;n analitica exata,
contudo, 28 necessidade pr;tioa nao o justifica.

A malha B, figuras (VIII.03.d,e,f), contem
spenas uma das cunfigura¢;es pnssiveis {Conf igura-
Q;D 1), ocorrespondente somente ; relap;o de iden-
tidade entre os momentos resistentes ultimos posi-
tivos o negativoes.

A malha C, figuras (VIII.03,g,h,i}, nao con-
tem qualgquer das cunfiguraggeg de ruptura possi-
veis.

0O gue se pode ogounocluir dos resultados e que
quando o mecanismo de colapso nao esta presente na

malha, formam-se painéis r;qidns que tendem a re-

pres=ntar da melhor maneira possivel a configura-
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g;n de colapseo do problema. Muitas vezes, podem
fornecer uma ideia de como wmelhorar a malha e,
consequentemente, 0s resultados, embora isto nem
Sempre ocorra. Novamente dee ser wvisto que a
disposig;n dos elementas e bem mais importants que
a sua quantidade = gue a forma dos mesmos, maisa ou
menas distorecida, naoc tem aparentemente impurt;n-
cia relevante nos resultados, ao contrario dos

elementos finitos convencionais.
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FIGLARA VIII.03.E - MALHA B M = 20 . M- = 20 ]

LAJE RETANGULAR SIMPLESMENTE ARPCIADR

FORCA CONCENTRADA CENTRAL
FATOR BE CCOLAPSC: TEORICO = 181.32 NUMERICE = 181.33
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FIGURA VILI-C3.F - MALHA B C M = 30 , M- = 10 ]
LAJE ARETANGLLAR SIMPLESMENTE APDBIANA

FORCA CONCENTRSBDR CENTRSL
FATOR DE COLAPS0: TEORICE = 23E.3C NUMERICD = 272.00
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FIGURAR VII1.03.8 - MALHG € (C M = 18 , M- = --30 ]

LAJE RETANGULARR SIMPLESMENTE ARPOLADA

FORCR CONCENTRARDAR CENTRAL
FATOR DE COLAPSO: TEORICD = 90.83 NUMERICE = 114.87




170

H
i]

janl

s
g
(H
{
{
H

| A
w srcig

FIGURR ¥I11.03.H -~ M8IHR C ( M =20 ., M- = 20 ]
LRJE RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIRDA

FORCA CONCENTRADA CENTRAL
FATOR DE COLAPSD: TEORICO = 181.32 NUMERICO = 223-33
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FIGURY] VITE-03.1 - HMALHA C 1 M = 30 , M- = -10

LAJE RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA

FORCA CONCENTRADA CENTRSL
FATOR CE CCLAFPS0: TEDRICO = 236.80 NUMERICOD =
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VIII.1.4 - Exemplo 4: Laje Retangular Simplesmente Apoiada

com Furo Retangular, Carregada Uniformemente

Kﬂfer;nciaa

{24], pp 130-134, item 4.6, Solugao 4.4

Carauteristicns:

s« dimensoes da laje: 20.0 = 40.0
= dimensoes do furo: 10.0 = 18.0
m = 38.15
R r
s momentos resistentes:
m' = -38.195
r
n forga de superffcie aplicada: gq = 1.0

RBesultados Para o Fator de Colapso:

Analitico Numérico

1.45 1.45

Comentarias:

Com esta malha, figura (VIII.D4)}, mostra-se a
habilidade do modelo para tratar com descontinui-
dades, no caso, o furo e com possioeis conf igura-
cSes de colapso muito préximas. Tanto no valor do
fator de colapso guanto no wmecanismo de ruptura,

os resultados estao perfeitamente de acordo.
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FIGURR YII11.04
LAJE RETANGULAR SPCIADR CCM FURD CENTRAL

FORCA UNLFORMEMENTE CISTRIBUIDR NA SUPERFICIE
FATGR DE CCLAFSO: TECRICO = i1-45  NUMERICO = 1.45
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ViIi.1.5 - Egemplo 5: Laj= Betangular com Trgs Lados

Ad jacentes Engastados e Outro Livre, Carregada

Unifaormemente

Befer;ncia=

[25], pp 329-331, Item 7.9.3

Cnranteristicas:

= dimensoes da laje: 5.0 » 20.0

m = 38.15
. r
a momentos resistentes:
m' = -38.15
r
m forga de superffcie aplicada: q = 1.0

Resul tados Para o Fator de Colapso:

Analiticn Numérico

9.16 9.16

Comentarios:

Nesta malha, figura (VIII.O0S), representou-se
tambem varias configura¢aes de ruptura pussfueis,
contudo, mais uma vez o modelo identificou a con-

£igurac50 2 o fator de colapso corretos.
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FIGURA VIIi.GS
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~ Enremplo 6: Laje Quadrada Apoiada num Lado e

numa Coluna, Carregada Uniformemente

.
Beferencia:

[24], pp 202-207, Item 6.4, Solugao 6.1

Caraateristioasl

s« dimensoes da laje: 12.0 x 12.0

m = 38.15
s« momentos resistentes:
m' = -38.13
r
s for¢ga de superffcie aplicada: gq = 1.0

Resultados Para o Fator de Colapso:

Malha Analitico Numérico
A 1.12
B 1.07
C 1.07
D 1.37 1.06
E i.38
F 1.39
G 1.06

Cowmentarias:

A fim de verificar mais uma vez a habilidade
do modeloc em representar ou indicar o mecanismo de
colapso guando este nio se encontra presente, ana-
lisou-se a malha 4, figura {VIII.06.a), obtendo-se
um fator de colapso abaixo do previsto na referen-

-~ ~ .
cia. Com pequenas variagoes em relagac a malha
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iniopial, ariou-se as malhas B, C e D, figuras
(ViI1.06.b,c,d), obtendo-se esta ultima como o ca-
a0 mats desfavaoravel. Somente duas euplicapges
seriam passiveis: ou o modelo nao pgde representar
corretamente o problema ou a snlup;o annlition es—
taria correta para a oonfiguraqgu arbitrada mas
esta nao seria o caso ur{tico.

Como o modelo comportou-se muito bem para os
outros exemplos, o primeiro passo foi investigar a
segunda hipétese. Criou-se para isso a wmalha E,
figura (VIII.06.e), contenda a cnnfigurap;o anali-
tica da referencia e obteve-se o mesmo resultado
previsto por esta, confirmando-se estar esta ulti-
ma caloculada corretamente. Ainda na tentativa.de
verificar se o modelo conseguiria indicar uma oon-
figurapgo de ruptura préxima daquela analiticamen-—
te "gorreta®, analisou-se a wmalha F, figura
(VIII.06.f), onde mecanismos semelhantes ao anali-
tico, mas nac o analitico em 8ji, estavam presen-
tesy o resultado foi a representap;o pelo modelo
de um mecanismo bastante préuimo do previsto. Ja
com a quase perteza da veracidade da segunda hipé—
tese, analisou-se a malha G, figura (VIII.06.g),
onde estavam presentes =& oonfigura¢;u analitica
tida como oorreta e a obtida pelo wodelo a £fim de
que este determinasse gqual o caso realmente criti-
co; o resultado obtido foi que o caso mais desfavo
ravel para o problema esta muito mais préximo da-

quele apontado pelo modelo gque daquele da referen-

cia.



\\"’//

EEEEEE

FIGLURG VIIL.U7.9

LAJE CIRCU AR ENGASTADS

ORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAR NA SUPERFICIE
ATOR CE COLAPSO:  "elRILO =  18.31 NUMERICO =
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FIGLRR VIII.07.B
LAJE CIRCULAR ENGASTADA

FORCA CONCENTRGBDR CENTRSL
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FIGURR VIII.CE.AR NLHA A
LNJE QUADRARDAR APCIADR NUM LADO E EM I CCLLNA

FORCA UNIFORMEMENTE CLSTRIBUIDR NA SUPERFICIE
FATCR DE COLAPSO: TECORICE = 1.37 NUMERICD =

1.12
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FIGUARR VIIi.0C.B -~ MALHA B
LAJE QUADARARDOR RPOIADA NUM LADC E EM 1 COLUNR

FORCA UNIFORMEMENTE OISYRIBUIDR NA SUPERFICIE
FA"0R DE CCLAPSO: TERRICO = 1-37 NUMERICC = 1.07
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FIGURR VIIE.06.C - MALHA C
LAJE QUARDRRDR AFO1ADA NUM LADCG E EM 1 COLUNA

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDR NA SUPERFICIE
FaTOR SE CCLAPS3D: TEQRICC = 1.37 UMERICO = i-07
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FIGURS VIII.CE.D -~ MALHAR D
LAJE QUABRADR APOIADA NUM LAOO E EM 1 COLUNA

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAR NA SUPERFICIE
FRTOR OFE CCLAPSO: TECRICC = 1-37 NUMERICC = 1.08
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FIGURA VII1.06.E - MALHG E

LAJE QUADRRDS APOIADR NUM LADD E EM © CCLLUNA

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIGBUIDR NR SUPERFICIE
FRTOR OE COLAPSC: TECARICE = 1-37 NUMERICQ = 1-39




183

ok
X
Y
T APCIE
B ECLLNA
FIGURR VITI.G8.F -~ MALHA F

LAJE QUADRACA APOIACR NUM LADO E EM t CCLUNA

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBULDS NAR SUPERFICIE
FRTOR SE COLAPSOD: TECRICC = 137 NUMERICC = 139
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FIGLURSR VIEI.0E.G - MALHA G

LARJE QUADRKRDOR RPOIADAR NUM LANC E EM 1 COLUNA

FORCR UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDR NAR SUPERFICIE
FATGR DE COLRPSO:  TEQRICT = 1-37 NUMERICD

gPCIC

CCLUNA
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VI1I.1.7 - Exemplo 7: Laje Cirocular Engastada,

Carregada Uniformemente

LY
Beferenciat

[24], pp 265-267, Item 9.2, Solugao 9.1

Cnrnqteristioas:

= diametro da laje: 10.0
m.oo= 38.15
a momentos resistentes:
m' = -38.13
r
s forga concentrada aplicada: P = 1.0
e forga de superffcie aplicada: gq = 1.0
BResul tadns Para o Fator de Colapso:
Para P = 0.0 e g = 1.0:
Analitico Numérico
18.31 18.39
Para P = 1.0 e q = 0.0:
Analitico Numérico
479.39 480.07
Comentarias:
Mais uma vez o modela proposto representa

muito bem tanto o fator gquanto o mecanismo de co-
lapso quando este ultimo se encontra presente na
malha, figqura (VIII.0?.a,h}). As diferengas mini-
mas entre os valores analiticos e numericos deve-
s& simplesmente ao numero de elementos utilizados

para disecretizar a laje circular, que a prética
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torna desnecessério me lhorar. Note-se neste exem-
plo a soluggo de um problema de colapso com apenas

1l grau de liberdade!



viii.1.9
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Exemplo 8: La je Quadrada Simplesmente fpoiada,

com Momentos Resistentes ﬁltimus Diferentes em

Varias Secp;es1 Carregada Uniformemente

Beter;ncia=

[25], pp 426-427

Caracteristicas:
= dimensoces da laje: 8.0 x 6.0
= dimensces da regi;o com armadura
refargada: 6.0 x 6.0

s momentos resistentes na regiao com

mP = 76.30
armadura reforgada:
m' = -76.30
r
= momentos resistentes no resto da laje:
m, = 38.15
m' = -3B.15
r
s forga de superffcie aplicada: g = 1.0

Besultados Para o Fator de Colapso:

Analitico Numérico

25.04 25.04

Comentarios:

Este enremplo, figura {viir.os), visa mostrar
la jes armadas nao-uniformemente seguindo, aproxi-
madamente, a forma do diagrama elastico de momen-

tos fletores de maneira a encontrar uma solupgo
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r F

otima tambem em termoa de peso estrutural. Calo-

cando-se a armadura inferior em bandas, aproveita-
- - i -

se os materiais ao marimo. Casos como este ou

mesmo bem mais complexos, podem ser resolvidos com

facilidade pelo emlemento proposto, conforme pode

ser visto nesse exemplo.
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FIGURS VIII.0B - M1 = 39.15 M2 = :B6.3C
LAJE QUADRRDAR SIMPLESMENT RPOIADR

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAR NR SUPERFICIE
FRATOR SE COLAPSC: TEQRICO = 25.04 NUMERICC = 25.0¢

1n
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=
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VIII.1.9 - Eremplo 9: Laje Circular fipoiada em Oitao

Colunas Dispostas Circularmente, Carregada

Uniformemente

.
Referencia:

[25], pp 358-360, Item 7.13.1

Cnracteristicas:
= diametro da la je: 10.0

™~ dist;nuia radial de cada coluna ao centro

da laje: 4.0

m = 38.15
. r
s momentos resistentes:
m' = -3B.13
r
n forga de superffcie aplicada: q = 1.0
BResultados Para o Fator de Colapso:
Malha Analitico Numérico
f 19.23
—_— 19.78
B 19.64
Comentarias:
Este exemplo representa uma laje cogumelo. A

diferencga basica entre as malhas f e B, figuras
{viir.es.a,b), esta no numero de elementos utili-
zados. Pode-se ver gue os resultados mais uma vesz
sao muito bons e que o aumento da quantidade de
elementos nao acrescenta gqualquer ganho em termos
préticus pela diminuta diferenga entre os fatores

de colapso e nenhuma diferenga na configuracao de
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ruptura. Confarme j; se havia mencionado anteri-
ormente, quanto melhor se discretiza o mecanismo
circular mais se aproximam os resultados analitico
~
e numerico. MNo caso em quest;u, quando se disore-
tiza a laje circular com um numero pequeno de la-
dos, na realidade esta se representando uma iaje
poligonal e nac circular como se dese ja, dai a di-

ferenga nos valores, diferen¢a esta que, teorica-

mente, nao poderia existir.
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FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAR NR -UPESFICIE
FATCR DE COLAPSR:  TEORICO = . 8.78 NUMESICO = |
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VIII.1.i0 - Exemplo 10: Laje Retangular Apoiada num dos

Lados & em Duas Colunas, Carregada Uniformemente

nefer;noins

[25], pp 373-3680, Item ?7.16, Exemplo 7.16

Caraoter{stinnsl

w dimensoes da laje: 12.0 x 18.0

m = 93898.00
) . r
s momentos resistentes:
m' = -5898.00
r
m forga de 5uper£icie aplicada: q = 1.0

Resul tados Para o Fator de Colapso:

Analitico Numérico

687.46 £87.46

Comentarios:

Nesta wmalha, figura (UIII.ID), pretendeu-ce
mostrar um procedimenteo préticu, pu seja, tendo-se
uma laje, qual sera o seu fator de colapso e o
correspondente mecanismo de ruptura? Primeiramen-
te verifica-se o maior numero de conf iguragoes de
ruptura possfueis; cria-se, ent;u, uma malha cam
todas elas @ processa-se o modelo. 0O resultado
que se obtem e a selegsn da cun£igura¢;n de colap-
so mais desfavoravel dentre os mecanismos codifi-
cadas, conf orme se pode ver neste exemplo. 0O re-
sultado obtido confere perfeitamente com o da re-

r.)
ferencia.
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FIGLURA VIII.ie
LAJE RETANGULAR &POIADA N M LADD E EM 2 COLUNRS

FORCA UNIFORMEMENTE DI1STRIBUIDR NA SUPERFICIE
FATOR BE COLAPSO: TEORICO = €37.48 NUMERLICO = £§37.ug




198

VII¥.2 - Problemas de Adaptaggo da Estrutura

Nos exemplos que se seguem, devido a necessidade
de uma analise elastica conforme se paode ver pelo tento teo-
rico, os par;metros adotados, em unidades SI, foram os se-

guintes;

Para os materiaisi

CONCRETO AC O (tipo A)
£ - 15000.0 Pa £ - 500000.0 Pa
clk vk
¥ = 1.40 ¥ = 1.15
[ o 5
E, = 21000000.0 Pa E_ = 210000000.0 Pa
£,y = 0.00013 £y = 0.01
£, = -0.0035 £ .. = -0.0035

Para as armaduras:

A = 0.081 m o = 0.0f m

Na dire¢50 b

a; = 0.00f m* c' = 0.01 m
A_ = 0.001 m> ¢ = 0.01 m

Na dire¢§o Y
0.001f m> c' = 0.01 m

o]
o=
1]
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VIII.2.1 - Exemplo 1: Viga Continua de Dois Vaos Iguais,

Carregada no Centro de Cada Vao

N
Beferencia:

[15], pp t35-138, Item 6.2

r 4
Caracteristicas:

w comprimento de cada vao!: 1.0
i0.4a0

3
H

- momentos resistentes:
-10.00

2
il

s variagao das cargas concentradas aplicadas

em cada vao: O £ P £ 10.0

BResultados:

Para o Fator de Colapsa:

Analitico Numerico

6.00 &.00

Para o Fator Limite de Adaptagao:

finalitico Numérico

9.09 39.09

Cunentérins:

Conforme se poderia esperar da Eormulaggo, a
elemento-rotula eiastu—pléstica reproduz exatamen-
te os resultados analiticos como mostrado na figu-

ra (VIII.11).
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FATOR SE COLAPSD: TECRITR = £.00 NUSMERICR = G.CO
o ®
FGTOR DE COLAPSD: TEORICD =  G.0C NUMERICC =  G.0C
—
FATOR OE COLAPSO: TEORICC =  6.00 NUMERICO = 6 0O
cal

3\@/ @
FRTGR BE ABRPTACRO: TEORIEOD = 3-05 NUMERICC = 5-05

FIGURS VvIIT 11

VIGA CONTINLA COM DCIS vA0S (DENTIOCS

COLAPSE ESTRTICC £ CDMPURTRMENTL DE ASSPTACAL
FORCAS CONCENTRSDAS CENTRRIS
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Exemplo 2: Laje Retangular Continua de Dois

Vaos Iguais, Carregada no Centro de Cada Vao

Cnracteristioas:

» dimensoes da laje: 1.0 » 2.0

mr = 10.00
- momentos resistentes:

m; = -10.00

a variagao das cargas concentradas aplicadas

em cada vao: 0 ¢ P ¢ 10.0

Resul tados:

Para o Fator de Colapso:

Numérico

6.00

Para o Fator Limite de aAdaptacgao:

Numérico

J.22

Couent;rios:

Os resultados para o colapso estatico sao
perfeitamente reproduzidos; entretanto, o fator
limite de adaptag;o esté um poucgo acima de corres-
pondente ao caso da wviga continua vista no exemplo
anterior, figuras (VIII.i2.a,b,c,d)}. A enplica¢;o
que s#= pode dar - que a exist;ncia de elem=ntos-
charneira nas diagonais provoca, durante a analise
eléstica, um campo de deslocamentos ligeiramente

diferente daquele da wiga continua pela presenga
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das defnrmagses elasticas. Assim, sendo os momen-—
tos resistentes ultimos os mesmos nos dois casos e
os momentos maximos e minimos ligeiramente menores
na laje, o fator limite de adaptaqgo da laje tem
gue ser um pouco maior que o da wviga de modo a
“"gcompensar” esse sfeito. A 5itua¢;n torna-se ain-
da mais interessante guando se faz uma malha que
introduza efeitos de tur¢gu, jé que a Teoria das
Linhas de Ruptura, utilizada como base para a for-
mulaggo do elemento nao considera momentos torsio-
nais. Isto nao acontece na analise limite porque
ai nao se consideram as defurmap;es elésticas,
sendo o resultado o mesmo para gqualquer malha que
== tome. Dessa maneira, apesar de corretos, nao

de pode fazer uma total analogia desses dois exem-

plos entre si.
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FIGURS VIII.12.8
LAJE RETANGULAR CCM ODIS VAOS LDENTICCS
CCLAPSE ESTATICLC ¢ CARGAS PROPORCICNAILS 3

FORCAS CONTENTRRADRS NG VRO 1
FATGR OE CCLAPSC: NUMERICR = &.0¢C

m R’PIIC
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FIGLURA VILI-12.B
LAJE RETANGULAR COM DCOIS vACS iDENTICCS
COLAPSD ESTATICO [ CARGAS FROPORCICNALS I

FORCAS CONCENTRGBDRS NU VAD 2
FATOR OE COLAPSD: NUMERICO = &.0C
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FIGURG VIIL.12.C
LAJE RETANGULAR COM DO1S vADS IDENTICOS
COLAPSD ESTATICO ( CRRGAS PROPORCIONALS 3

FORCAS CCNCENTRBORS NCS vAOS 1 E 2
FATOR BOE COLAPSO: NUMERICO = &.QC
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FIGURS VIII.12.D
LAJE RETANGULARR COM DOIS VAROS LDENTICCS
COMPORTAMENTG DE ARDAPTACAC DA ESTRUTURS

FORCAS CCNCENTRSDAS NCS VAOS
FRTSR LIMITE DE ADARPTACARO: NUMERICO =

@O ARPTIC

m
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Exemplo 3: Laje Retangular Continua de Dais

Vaos Iguais, Carregada Uniformemente em Cada Vao

Carncter{stinas=

= dimensoes da laje: 1.0 x 2.0

m 10.00

r

» momentos resistentes:

m' -10.00
r

]

~r r
m variagao das cargas de superficie

aplicadas em cada vaa: 0 £ q £ 10.0

Resultadua:

Para o Fator de Colapso:s

Numérico

12.00

Para o Fator Limite de Adaptagao:

Numéricao

10.60

Cunent;riusa

Os comentarios para esse exemplo sao anélogus
ao do exemplo anterior, apenas com a diferenga do
tipo de carga aplicada, figuras (VIII.12.e,f,g,h).
Note-s=# &om ambos os exemplos que existe uma dife-
rencga razoavel entre os fatores de colapso estati-
co @ o limite de adaptagso; isto significa que fi-
car—-se—-ia contra a seguranga se se considerasse

apenas a possibilidade do colapso estatico.
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FIGURS VIII.i2.E
LAJE RETANGULAR COM DGIS VAOS LDENTICCS
COLAPSY ESTATICO ( CARGAS PROPORCICNALS 3

FORCA UNIFQORMEMENTE C1STRIBUIDS NA SUPERFICIE DO VACQ |
FATCR SE COLAPSD: NUMERICD = 12.C0

o GPCIC
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FIGURSG VIILI.i2.F
LAJE RETANGLLAR CCM DCIS VYAOS LOENTICOS
COLAPSE ESTATICE ( CARGRS PROPORCICGNALS )

FORCA UNIFORMEMENTE SLSTRIBUIDAR NA SUPERFICLIE 0OC VAQ 2
FATOR DE CCLAPSQ: NUMERICC = 12.0C
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FIGURR VIII-12.6
LAJE RETANGULAR COM 0015 vROS L[DENTICES
CCLAPSR ESTATICO ( CARGAS PROPORCIONAILS 1)

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDS NA SUPERFICIE DOS vABS ([ E 2
FATOR BE CLOLAPSO: UMERICD = 12.CC
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FIGURA VIII.12.H
LAJE RETANGULAR COM DO01S VAOS LDENTICOS
COMPORTAMENTO DE RDAPTACAD DR ESTRUTURS

FORCAS UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS NCOS VAGS

FATOR LIMITE OE ADAPTACAQ: NUMERICC = 10.60

o APCL
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ViII.2.4 - Exemplo 4: Laje Retangular Continua de Dois

Vaos Desiguais, Carregada Uniformemente

Caraateristiuas:

« dimensoes da laje: 1.0 x 3.0

m 10.00

r

™ momentos resistentes:

m! -10.00
r

~ £
s variagao das cargas de superficie

aplicadas em cada vao: 0 ¢ q ¢ 10.0

Besul tadas:

Para o Fator de Colapso:

Numérico

3.00

Fara o Fator Limite de ndapta¢30=

Numerico

4.07

Comentarios:

4 finalidade desse ultimo exemplo e apenas a
de melhor mostrar como processar um exemplo de
analise de adapta¢;n da estrutura as cargas apli-
cadas, Jé gque neste caso particular, o colapso es-
tatico @« mesmo o mais oritico, figuras (VIII.13.a,

hscsdlelfsgsh)-
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FIGURS VIII.13.A
LAJE RETANGULAR COM DCIS VACS BESIGURIS
COLAPSO ESTATICO ( CARGAS PROPORCIONAILS )

FORCA UNIFORMEMENTE OL1STRIBUIDA NA SUPERFICIE 00 VRO
FATOR SE CELAPSC:  NUMERICD = 12.00

)
i
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FIiGURA VIII.13.8
LAJE AE ANGLLAR COM BEIS VADS CESIGLAILS
OLAPSO ESTATICC (  ARGAS PROPORTICNARIS )

FORCA UNIFORMEMENTE SISTRIBUIDA NA SUPERFICIE SO VAR 2
FATCR BDE .CLAPSC: NUMERICO = -0C
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FIGLRS VILL.13.C
LAJE RETANGULAR CCM DOTS VAUS BESIGULAILS
COLAPSO ESTATICOD { CARGAS PROPORCICNAILS )

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAR NAR SUPERFICIE 0OC VAO 3
FRTGR DE COLAPSC: NUMERICOD = 5.0C
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FIGURS VvIii.13.D
LAJE RETANGULAR TOM 0035 VAOS DESIGUALS
CCLAPSD ESTATICC ( CARGAS PRUPDRCIONAILS )

FORCA UNIFORMEMENTE DISTRIBULIDA NR SUPERFICIE D03 VAOS i E 2
FRTGR DE CCLAPSD: NUMERICD = 6.00
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FIGURA VIEI.13.E
LAJE RETANGULLAR CCM D0IS VAOS DESIGUALS
COLAPSD ESTATICE ¢ CARGAS PROPORCICNAIS 3

FORCA UNIFORMEMENTE CISTRIBULIDR NA SUPERFICIE DOS vADS 2 E 3
FATGR DE €OLAPSB: NUMERICC = 3.03
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FIGURAR VIII.13.F
LAJE RETANGULAR CCM DC15 VACS DESIGUARIS
COLAPSE ESTATICD ( CARGAS PROPCRCICGNALS )

FORCA UNLIFORMEMENTE DISTRIBUIDA NA SUPERFICIE DOS vAQS i E 3
FATCGAR GE COLAPS0: NUMERICO = 5.00
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FIGURS VIII.13.C
LAJE RETANGULAR €CM D015 vAOS DESIGURIS
COLAPSQ ESTATICO ( CARGAS PROPORCIONARIS 3

FORCA UNIFDRMEMENTE DISTRIBUIZR NA SUPERFICIE D05 DOBIS VROS
FATOR DE COLAPSQD: NUMERICC = 3¢
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FIGULRR VIII.13.H
LAJE RETANGULLAR CCM DOCIS vAOS DESIGUALS
CCMPORTAMENTO DR RCRPTACAC DR ESTRUTURA

FORCAS UNTFERMEMENTE DISTRIBUIDARS NI35 VADS
FATOR LIMITE CE ADARPTACAD: NUMERICC = q4.07

0 RPELC
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CAPITULO IX
CONCLUSOES, DISCUSSOES, RECOMENDACOES E

SUGEETOES PARA NOVOS ESTUDOS

Ao longo de todo esse trabalho as principais oa-
racteristicas e restrnges do modelo proposto foram mostra-
das & discutidasj; ocontudo, alguns pontos merecem um wmaior
destagque. O numero reduzido de graus de liberdade por ponto
nodal e a definigao simples do oriterio de esocoamenta ( rup-
tura ) podem diminuir significativamente o esaforgo computa-
cional comparativamente com elementos finitos convencionais
para =a flexao de plaoas e adequados a analise elasto*plésti-
ca, FACCIOLI[29], pDA_FONSECA[ 30], desde que se defina a ma-
lha de manmira criteriosa e racional, espeocialmente levando-
se &m conta que a diPEQ;D das linhas de ruptura influencia
muito mais a gqualidade da resposta do que o numero de ele-

mentos ou pontos nodais utilizados na modelagem.

Ao oontr;ria da aproaimap;o atraves do funoional,
CHAN[{31], o modelo proposto parte da QDPMHLQQSD das matrizes
de interpola¢;o e rigidez a nivel de elementos, tornando-se
transparente & totalmente consistente com a metodologia tra-
dicional dos elementos finitosj alem do fato de tadas a va-

S L .
riaveis terem um signifiocado fisioo simples=.
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No gue se refere M implemantag;o computacional,
devido a forma de recorr;ncia, nao sao montadas as matrizes
de rigide= ao nivel dos elementos, = ainda mais, somente sao

anlouladas as aontrihuipges efetivas a matriz de rigidez =a

nivel da estrutura ocomo um todo.

Quando 2 malha nap contem a nuntigurag;u de colap-
s0 correta, o modelo oria mecanismos simpleas, sob a forma de
painéia, mostrando, por veszes, atraves da direg;o das char-
neiras rompidas e/ou plastificadas a tendenoia para a oonfi-
gura;ga de ruptura; dessa forma, dentro das possibilidades
da malha, pode-se ter uma boa idéia de como melhora-la de
maneira a aproximar-se cada vex mais do mecanismo de occlapse
correto. Entretanto, quando a unnfigurap;o de colapso obti-
da pelo modelo nao esta préxima da analitica, a diferenga

’ 4
entre o fator de colapso fornecido e« o teorico nem sempre &

pequena =m termos de engenharia pr;tica. Dessa maneira, .
importante que se tenha a priori uma ideia do meocanismo de
ruptura, embora isto nao se ja indispensével, pois - poss{vel
a atualizap;n cont{nua da malha de modo a oconvergir para uma
estimativa wmais real do fator de colapso atraves de, por
exemplo, um processo conhecido como £armu!a9;a hierérquioa,

que prop;e 0 refinamento da malha ou do polinamiu carante-

ristico baseado na analise de erros, RIBEIRO[32].

Apesar de mencionado no presente trabalho, a in-
fluenoia da relagan momentao versus curvatura dada para a lei
constitutiva nao e signifioativa para =a definig;o da oonfi-
gurag;o e do fator de ocolapso quando de uma analise elasto-

pléstica. Ainda como vantagem do elemsnto-charnsira existe
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a cnnsideraggo das caracteristicas do material atraves de
uma curva escalar gque pode ser fornecida para cada elemento
ou para um grupo de elementos, tornando a analise nao-linear
mais simples =, evidentemente, computaoionalmente mais
efiociente. Esse fato e bastante util na £nrmu1a¢;o da
analise din;mica, quando o ocomportamento histeretico pode

sm=yr fapgpilmente introduzido.

A analise de la jes com espessura variavel ou com
armaduras nao-uniformes pode ser feita com a mesma facilida-
de que se estuda a maioria dos casas analiticos apresentados
pela Teoria das Linhas de Ruptura. Desnecessario enfatizar

a oportunidade da aplicap;o direta do modelo a esses meamas

casas analitiuos atraves da simples discratizaggo da laje.

Um estudo interessante pode ser feito &am problemas
nao-lineares associados a analise de colapso plésticu. A
equaggn (V.01) refere-se ao estado inicial indeformado da
estrutura, como em gqualgquer analise linear eléstica comum.
Segue-se gque o mecanismo de colapso associade aoc fator kc
deve ser estritamente visto como um deslocamento infinitesi-
mal real a partir do estado inicial. Os vetores 6¥ e &u que
def inem esse deslocamento satisfazem 55 equagges de compati-

bilidade (IV.30), isto e,

(1¥.01)

o
h-
1]
Y-
cn
(1~}

onde H e a mesma matriz calculada para a geometria indefor-
mada da estrutura. Se um deslocamento finito real ocorre,

ne . . o . 4 .
entac a geometria muda e, assim, as eqguagoes de equilibrino
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(Iv.31) nao sao mais estritamente verdadeiras. Entretanto,
se H for alterada de forma a relacionar-se com a geometria
deformada, entao uma nova solupgo de (¥.01) pode ser obtida
fornecendo o valor de hc associado ao estado deformado. Pe-
la repetiggu desse processo pode-se tragar um quadro comple-
to de ocomo o fator de ruptura wvaria enquanto a estrutura
rompe., O interesse desse caso relaciona-se ao fato do meca-
nismo de nolapso algumas wvezes mudar 5 medida que as defor-

magaes da estrutura aumentam.

Uma extensao imediata da formulagso aqui apresen-
tada pode ser feita ao problema da utimizaQ;n estrutural.
Em geral, a determinap;o do projeto estrutural 6tima e com-
plexa e ultimamente tem sido objeto de muitas pesquisas. A
colouaggo de certos problemas de projeto pléstico sob a for-
ma de prugramag;o linear envolve um numero de hipéteses de
linearizap;u que devem ser mantidas em mente gquando do aces-
so as 5nlu¢;es numerioas. Entretanto, um problema de pro-
gramaQ;o linear e tao mais facil de rescolver do que um nao-
linear gue um otimo aproximado baseado na teoria linearizada

pode ser "melhor”, no sentido de custos globais, do que uma

solup;a mais “"exata”.

0 problema que se aconsidera normalmente e aquele
de escolher dimensoes ou oaracterfsticas geométricaﬁ de uma
dada estrutura de modo a ter um certo fator de colapso sob
determinado carrregamento fixado ou variével. Em geral,
existirao varios projetos atendendo a esse criterio. Para
se enconftrar uma solugso unica impsem—se a condicgu de que o

projeto deva ser, de algum modo, o melhor. O oritériu pré—
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tico adotado pelo engenheiro para selecionar o "melhor"” pro-
Jeto seria, normalmente, o custo; contudo, os custos reais
539, frequentemente, Eungges nao-lineares = descontinuas das
vari;veis de projeto. Escolhe-se, ent;o, o peso da estrutu-
ra coma a funpgo que define o seu merito. Explioitando-o em
fung:;o das ocaracteristioas que se& gquer otimizar pode-se,
juntamente ocom . as Qonsideragses do projeto pléstico, colocar
0o problema sob a forma de prngramap;n linear e, resoclvendo-

o, encaontrar-se o projeto étimo.

Se ja, por exemplo, escolher uma segao transversal
de um ou mais elementos de pértina plano ou treliga de uma
dada estrutura submetida a um esforgo constante. Conside-

rando-se o peso linear do membro i dado por:

w, o= €. a, (IX.02)
i i i
onde
a;, = p; A - {IX.03)
e sendo Py o peso espeoifioo do material, -
Ri a area da 5eq;o transversal e
£ o camprimento do elemento,

o pesp total da estrutursa seré

W= z w, = e a {1x.04)
i
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Toemando-se, agora, por aprnximap;u, o momento re-
sistente ultimo em cada elemento como Eunp;o linear do par;-

metro a. apropriado,; pode-se escrever:

m - 'B a (IK.05.a)
e o - ar
m.="Bg (IX.05.B)

onde Sg e Ig relacionam o peso linear dos elementos aos res-
pectivos momentos resistentes ultimos. Assim, o problema de

programap;o linear a resclver ei

Minimizar

M
W= { 0 e } ~ (1X.06.a)
a
submetidao a
H 0 = [ £
I M
1 B b 0 {IX.06.h)
s a
-I "B ¥ L0

Para considerar-se o caso de cargas variando entre

certos limites, toma-se f como sendo uma combinagao linear
- ’ -

de certos sistemas basicos de carregamento (gi), mantendo-

se, contudo, as restricEES impostas pela linearidade:
£ =B, £ (IX.07)

- L4 - -
Combinando-se warias cargas £i segundo uma matriz F, chega-

se a
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{ix.08)

Im
]
o |
m

Imaginando-se gque os multiplicadores ﬂi este jam restringidos

par algum sistema de restrigaes lineares

RBgxf {I%.09}

-~

I ~
o problema a solucionar e, entaa,

Minimizar

"
W= { 0 ¢" o } a (1X.10.a)
8
submetido a
[ H 0 -F ] = [0 )
r n
I B O 3 |0
- a { (1X.10.b)
-I "B 0 |0
g
g 9 R £ | £

Essa aproximacan produz um projeto gue nao rumperé
sob qualquer carga atuando isoladamente entre os limites
prescritos. Entretanto, nao garante o mesmoc para uma se-
qﬁgncia gualquer de cargas atuando dentro desses limites.
Esse tipo de prajeto teria que ser feito atraves da analise
do comportamento de adaptagao da estrutura as cargas, tambem

jé visto neste trabalho.

Em adicgu as hipéteses de linearizagSD mencionadas
anteriormente considerou-se gque os pargmetrus de projeto (g)

pudessem wvariar continuamente. Issp claramente limita a
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utilidade da aproximagga guando se considera as estruturas,
tendo em vista, por exemplo, que as sepaes de ago vgm sempre
padronizadas. Essa limitaggo pode ser superada pela tecnica
conhecida ocowmo praqramaqga inteira, mas a sua noﬁplexidade

torna-a de valor prétinn duvidoso.

Como sugestoes para futuras pesquisas, aparecem:

= O estudo de um controle de ductilidade da 5e9;o

que, conforme J; foi enfatizado, e suposto ser atendidoj

= a introduggo na furmula¢;o dos efeitos de mem-
brana que aparsoem nas grandes defnrmap;es, permitindo assim
a eonsiderap;n de esforgos axiais & a generalizagga do mode-

r 7
lo tambem para a analise de cascasj

m o estude oriteriosoc da relap;o entre a rntnp;o
dos elementos e A curvatura da laje, visto ser esta funda-
mental para que se possa porrigir os deslooamentos nodais =

7 e
assim implementar a analise dinamicaj

= a veritinag;o da possibilidade de utilizar-se o

modelo no estudo da flambagem de placas;

= a extensao da metodologia a elementos finitos
mais sofisticados e equagaes de restrip;u generalizadas
atraves da cunstru¢;o de superf{cies de colapso dos momentos
m, m & m com a vantagem de poder levar em conta os efei-

b ¥ Xy
tos de torggu;
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= o estudo da possibilidade da inclusao do Modelo
de Subcamadas[33] nesse tipo de formulagao de modo a poder
se oconsiderar materiais r{gidn—pléstions com endureacimento

na Prugramaqgo Linear;

) - & forﬁu1a¢go de um elemento finito adegquado ao

estudo de problemas da Mecanica dos Solos, por exemplo, fun-

da¢;es, atraves do enfoque dado nesse trabalhoj

Camo se pode ver, apesar das inoursoes no campo da
analise limite via pragramaggn linear serem bastante reocen-
tes, a vastidao de possibilidades indica um futuro promis-
sor. Evidentemente 2xistem problemas gque precisam ser me-
ihor estudados e, consequentemente, solucionados, especial-
mente no que se refere ;s operagges matrioiais nos algorit-
mos de programap;n linear; oontudo, oom o desenvolvimento
répidn e continuo da tegnologia de hardware = software oom-
putacional, veja-se os prooessadores vetoriais, este fator
nao parece ser de forma alguma restritivo. Mesmo assim,
grande némero de pesquisadores tem se dedicado a esse estudo
ultimamente & excelentes resultados tem sido obhtidos. E um
novo horizonte gue se2 abre em termos de um melhor, mais ra-
cional e mais economico criterioc de dimensionamento das es-

truturas & gque esté a um passo da tao alme jada utimizap;a

estrutural.
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APENDICE &
CURVA APROXIMADA MOMENTO VERSUS CURVATURA PARA SECGOES

RETANGULARES DE CONCRETO ARMADO COM ARMADURA DUPLA

Eeja a seg;o transversal retangular de conareto
armado com armadura dupla da figura {a.01) submetida a fle-
Kao pura. 0 objetivo e substituir a curva real por uma cur-
va aproximada que bem defina a relaggo entre o momento fle-
tor atuante e a ocurvatura da smp;o. Sequndo estudos de
BIGNON [16], a curva gue melhor se apresentou e composta de
tres trechos lineares que representam fases distintas por
que passa a seggo e, consequentemente, as tensoes durante a
ap;o gradativa do aumento de ocarga, oconforme pode ser visto
na figqura {(A.02}. Conheoenda-se, ent;o, os tres pontas que
definem o limite de cada trecho e sabhendo-se que, inioial-
mente, a se¢;o encontra-se totalmente descarregada, tem-se a

curva aproximada perfeitamente definida.
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VISTA PF PRENTE VISTA LATRRAL. PEFOAMALPM
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As &

. __ViNRA NEUTRA

Figura A.Dl. Sec¢do Transversal Retangular de Concreto Armado com Armadura Dupla
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M
M ® -
" Figura A.@2 .. RelogGo
1 ®
Momento x Curvatura
(Aproximada)
Mg @
A * vt
d-r nPoA
fﬁl T ]
] x5
e
Es >
& o ER) Y -bi//A/'e./
s
- Lisiigh NEUTEA,
(a) Aco T o 0854
Al Tnpa B |
E(%)
ol
Ry (b)Concreto
By
07ey £ 0o &)

Figura A.@3 . Curvas Tensdo x Deformacdo Segundo as Normas
Brasileiras
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fa.1 - Os Tres Pontos gue Definem a Curwva
f.1.1 - O Ponto F: a Primeira Fiasura do Concreto
Tracionado

No inicio do carregamento, quando a salinitapgn
externa e pequena, mantem-se intacta a zona tracionada do
concreto, podendo, assim, ser levada em considera¢;o no cal-
culo da resistencia fihal. Desde o inicio ate o ponto limi-
te F, quando ocorrem as primeiras fissura;ges do concreto,
valem as leis gerais da Resistencia dos Materiais, inclusive
a Lei da Hamoqeiniza¢;a. Messa fase, a profundidade da li-
nha neutra pode ser determinada pela oondip;u de passagem
pelo centro de gravidade da seg;u homogeneizada, conforme
atesta o Teorema dos Homentas Estéticas, garantindo ser nulo
o momento estatioco em relac;:;o a pusi;‘.;n da linha neutra.
Homogeneizar a set;);u nada mais e do que substituir-se =as ar-

maduras por segges de concreto eguivalentes da forma

A _ =a_ A ' (a.01.a)
sC e s
A' = a A’ {p.01.b)
|sC e 5
onde
ES
a, = (a.01.c)
E
c

sendo Es o modulo de elasticidade langitudinal do ago e Ec G
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médulo de elasticidade longitudinal na origem do diagrama

~r "~ - r
tensaoc-deformagao de um ensaioc de compressao no concreto ar-

mado,

ma jorado eventualmente para incluir os efeitas da ve-

locidade de defurmnggu. Assim, a profundidade da linha neu-

tra e dada por

aonde

sendo

Dessa
sendo

se ja,

onde

Y =Y, t 3 (a.02.a)

a4 =-bBb t {a.02.c)

forma, pode-se definir a rigidez nesse trecho como

igual a rigidez elastica da se¢;n homogeneizada, ocu

C = E_1 {a.03.a)

+ & _(t -c - vy )2

I {a.03.b)
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1 - B¢ (a.03.c)

12

- o~ ¥ -
A curvatura de fissuragao e calculada considerando
~ -
se a sua correspondencia ao £stado no qual o bardo traciona-

L4 - - -
do do concrete alcanga o alongamento maximo permitido Eogt

¥ = —= {a.04.a)
O momento de fissuraggo correspondente é, entSo, dado por
= .04.b
M, =C ¥, (n.0 )
Note-se que, caso se considere o concreto nao re-
sistindo a gqualquer tipo de esforco de tra¢50, ista é, sendo
nula o alongamento ma x i mo permitido, o ponto E.cnincidiri

com a estado inicfial da 5E¢5u, ou seja, com a origem da cur-

va.

A.1.2 - O Ponto P: o Escoamento do fico Tracionado

Com o aumento crescente da solicitaggu, chega-se a
um nivel de tensaes tal que a armadura tracionada comega a
entrar em escoamento; este primeiro escoamento e o que defi-
ne o ponto P, Esse ponto pode ser determinado de forma ite-

rativa com o seguinte procedimento:
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Passo 1t Fixa-se £ = &£ e o = f , corresponden-
- s y 5 y

tes aoc inicio do escoamento do ago e o = -0.85
fcd;

Passo 2: Seja =a itera¢;o i. Inicialmente arbitra

=« um valor para £.9

Passo 3: Calculando-se a profundidade y da linha
neutra e a defnrma¢;o da armadura comprimida E;
tem-se, através do diagrama ten5;o—de£orma¢;u do

ago, a tensac atuante na armadura compriwmida a;;

Passo 41 Caloula-se# o valor do esforgo normal re-

duzido atuante, dado por‘

{pn.03)

’ ¢ R B ~
onde ﬂé e a area de concreto cowmprimido na seg¢ao.

Passo 3: Se IN! estiver fora de uma tolerancia
especificada, entao corrige-se a deformagao do

concreto comprimido com

i i-1
. . £ - € .
it+1 i-1 c c i—1
‘e = fe - i i-1 N
N - N
{(a.06)
e retaorna-se ao Passo 3. Caso contrario, chegou-

se ao ponto de plastificagac da armadura traciona-

da que corresponde aea esforgo normal nulo.
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O momento de piastificaggn Mﬁ pade ser, entgn,

calculado com

= 2 [ ——t - ¢ . —.._—t —
MP = ﬁc oc. 5 al | + Rs as[ 5 c ]
¥ [ t [ 4
+ A'c o (p.07.a)

aonde

e a profundidade do ponto de aplicaggo da re-

’ - -
sultante da area de concreto comprimido na

secao.

I
A curvatura correspondente e calculada com

£
¥p = - —c (p.a7.p)

A.1.3 - 0O Ponto RK: a Defnrma¢50 ltima no Concreto

Comprimido

Define-se esse ponto como aquele em gue o concreto
sofreu esmagamento, isto é, atingiu o encurtamento ma x imo
permitido (‘cc) a0 mesmo tempo em gue o agn atingiu a seu

alongamento ma x imo (sst). Assim, a curvatura e dada por

¥ = (a.08.a)
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e o momento de ruptura Hr caloulodo atraves da equap;o

(a.07.a) com as tensoes correspondentes as deformagses desse

estado.

A.2 - Os Diagramas Tensaoc Versus Deformap;n

Os procedimentos e considera¢3e5 descritos no item
anterior sao validos para guaisquer diagramas tensao-defor-
maggu compat{veis adotados para o ago e para o concretao. No
presente trabalho, adotou-se os diagramas preconizados pelas
normas brasileiras, que podem ser vistos na figura (a.03}).

Assim, para o ago do tipo £,

E = se ls | < e |
5 " g s v
o, = {pr.09.a)
Eyd se Issl > lsy[
onde
£
e = Y3 {r.09.0)
4 E_

Para o ago do tipo B, tem-se

E = se e | <« 0,7 tg_1
s ) ;- -3
£ o4 _ =3 .
o = { X T+ J X 4+ 4500 £ - 49 -
5 10 y b 4 S

sa. SE 0,? isyl £ IES| £ isyl

£ se te 1 » 1&gt
s b4

{p.10.a}
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onde
' = £t 0,002 {n.10.b}
E =7 - 225 e, {a.10.a)
Para o concreto, considerou-se o diagrama parébola
ret;ngulu conforme a figura (A.03.bh}. Assim,; a érea de con-
creto comprimido & a profundidade do ponto de aplicaggo do
esforcao resultante dessa area podem ser expressos, respecti-
vamente, por
A* =k _y B {a.11.a)}

a' = k_y (A.11.B)

onde

se 2 < i | < 3,5
[ =

(p.12)
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8 + ?c =
— se 0 g lscl £ 2
4 (6 + 5 )
c
k = 1
2 -_—
1 £, + 1 =
=+t = — se 2 « g | ¢« 3,5
t (3 +2)
c c
(a.13)
onde
£, = 1000 £ (aA.14)

Nas expressoes (f.09,10,12,13,14) as incognitas
devem ser utilizadas com seus valores decimais reais, isto

inglui, evidentemente, o sinal.
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APENDICE B

PROVA DA DERIVACAOC DO MODO DE COLAPSO

O Algoritmo de Livesley converte o conjunto de

equagses de equilibriu
AE=Xx1£%f=HHN (B.01.a)

numa serie de equa¢3es da forma

T

£ = fg M {B.01.B)

a equa¢;u {B.0i.b) é o resultado de uma série de
apiicagzes do Processo Padrao de Redup;o de Gauss-Jordan as
linhas de 5 - H- As equa¢ge5 de compatibilidade correspon-

dentes transaformam-se de

u=1"u (B.02.a)

¢ = H u (B.02.b)
para

u="1" *u (B.03.a)

T *y {B.03.b)

18
]
(k-

2
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onde *E pode ser visto como um vetor de deslocamentos gene-
ralizados gque correspondem a *g no sentido de trabalho. Se

a equagao {B.03.b)} for olhada ac final do Terceiro Passo do

algoritmo, tera a formas

basica [ ? o 1 o0 0 0 0]
basica ? g 0 1 0 a 0 , 3
nao-basica ? T 2?2 9% 2 272 % 9
basica 9 i 0 0 ¢ 0 0 *
ndo-basica { ? =12 2 2 2 2 9 ki
nao-basica | ? ? 72 72 7 7 17
~ . 9
nao-basica ? 2 2 2 7 71 ? ;
]
linha k' - basica Pk' 0 ¢ ¢ t 0 @ ) /
t
coluna k
{B.04)
ande
7 indica um coeficiente gqualquer que nio e
obrigatoriamente 0 ou 1}
k! identifica a variavel basica gque atingiu um

dos seus limites

sendo a coluna k' identica a linha pivotal de "H. Desde que
c momento basico nk. atingiu um dos seus limites, a variavel

de defurmagaes carrespondente ¥ pode naa ser nula; entre-

k L]
tanto, todos os gutras momentos basicos estio estritamente
dentro dos respectivos limites; consequentemente, as defor-
macges correspondentes tem que ser nulas. Como, pela equa-

¢ao {B.04), cada variavel basica ?i' e igual ao seu desloca-

» . * ~
mento u, associado, segue-se gue todos os u, tem de ser
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iquais a zero, exceto por *uk. Assim, a equaggo {B.0D4) tor-
na-se
¥ = coluna k de *gT *uk = linha k de *g *uk
{B.05)
e a equap;o {(B.03) leva a
u = coluna k de *ET *uk = linha k de *l *uk
{B.0G)
sendo esse g resultado que se desejava provar. *uk é o mexl-

tiplieador arbitrario que determina a quantidade de deforma-

¢;o da estrutura como um todo.
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APENDICE C
PROCEDIMENTOS E ALGORITMOS UTILIZADOS NHA IMPLEMENTAGAC
DO PROGRAMA CEAPLIN PARE DETERNINAGAO DE

CARGAS E COHFIGURACEES DE COLAPS50O EN LAJES

intes e durante a implementagzo do programa compu-

tacional CEAPLIH (CHArneiras g!éstiaas via Programac¢aa Line-

ar}, com o modelo propasto foram necessérius estudos e adap-
ta¢ges de pracedimentos gque o tornassem eficiente e facili-
tasse o contacto com o usuario. fAlguns desses procedimen-
tos, obviamente, os mais relevantes, encontramwm—-se neste
apgndice expostos sob a forma de problemas seguindo-se-lhes

ot
as solugoes encontradas.

C.1 -~ Obter Todas as Possfveis Charneiras a Partir dos TrSs

Nos de um Tri;ngulo

O aobjetivo agqui e o de evitar gque se tenha que
analisar todas as interfaces da malha de elementos de modo a
fornecer corretamente os quatro (trgs) nos de cada elemento.
Com o procedimento agui descrito; a cowmpatibilidade de en-
trada de dados com programas de elementos finitos convencio-
nais jé existentes e completa. Dados, entso, tres nos for-

mando um tri;nguloz
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Fal
Passa 1: Ordena-se crescentemente esses tres
,
nos;
. ! )
22332_g= fis charneiras passiveis de serem gera-

"~ el i
das saa exatamente os tres lados do trianguloy

- I I
dessa forma, analisa-se& as sequencias de nos

£ r Fa
no 1 no 2 no 3

F L £
no 2 nog 3 no 1

r I I
no 1 na 3 no 2

’
Note-se que assim, as dois primeiros nos de cada

- ne
sequencia estaraoc sempre em ardem crescente;

e o
Passo 3: Para cada uma das sequencias verifica-se
I
na tabela de elementos formados se Jja existe a
IS
charneira que tenha como nos inicial e final os
N . . ks P - .J' . .
dois primeiros nos da sequencia. Se Jja existir,
) . r - . r r
entao o terceiro no da segquencia sera o gquarto no
da charneira;j senao, gera-se a charneira com os

[, L . M
tres nos da sequencia.

Duas uhservapaes adicinnais devem ser feitas. A
primeira e que os elementos gerados ficam em ordem crescente
de modo a facilitar a buscaj no caso do programa em quest;u,
utiliza-se uma arvore binaria pela eficiencia e rapidez de
armazenamento e pracura. A segunda e gue esse procedimento
permite gue muitos erros possam ser detectados; por exemplo,
se ao se tentar colocar o quarto no em uma charneira, este
Jé existir, pode-se enviar uma mensagem de duplicidade, ou

Fad
mesmo erro, nas incidencias.
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€C.2 - Colooar os Nos 3 e 4 nas Pusigges Corretas a Partir

da Incidgnoia do Elemento

’ F

Conforme Jja foi visto anteriormente, o no 3 dao
elemento-charneira deve ficar no sentido de y, isto é, a sua
coordenada y deve ser positiva. Como seria absurdo exigir-
s= gue no instante na definig:o das inoidencias nodais do
elemento asse criterio fosse respeitado, criou-se um proce-
dimento de modo que os nos 3 e 4 pudessem ser dados em qual-
quer sentidoj a préprio programa se encarrega de coloca-los

nas posigoes corretas.

QO algoritmo para tal e muito simples. Seja a fi-
gura {(C.01). Os vetores que vao do no inicial ao no final
da charneira {(12) e do no inicial ao no fornecido como sendo

o no 3 (Tﬁ) sao dados por

17 - - T+ B, 7 {(c.0t.a)
e
L ]
i3 - -8 T+ B 3 (c.01.b)
onde
niJ. = v, - ‘IJ {Cc.01.c)
Bij = x‘i - X, (c.o01.d)
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FiguraC.0! _ Identificaco dos Nos 3 e 4

(b) ®

Figura C. 02 _Angulos Entre os lados e a Charneira
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Utilizando-se# o produto vetorial, gera-se um ter-
ceiro vetor perpendicular a ambos e formando com estes um

triedrao direto:

7 1 R
17 x 13 - -A B 0| =24 o (c.02.a)
-fA B o
13 13
onde
A=A B - A B (C.02.b)
i3 12 12 13

Assim, se esse vetor gerado tem o mesmo sentido de

Z { ou z ), isto é, se A » O, entao o no 3 reaimente esta no

sentido de y positivo, sen;o, os nos 3 e 4 estao em posigges

invertidas e devem ser trocados.

€C.3 - Determinar os ﬁnguloﬁ entre os Lados do Elemento =

a Charneira

Geja a figqura (C.02.a}. Pela trigonometria, a co-
~ -—3 -3
tangente do menor angulo entre duas retas ijJj e jk pode ser

dada por

m, .
cotg a, = (c.03.a)
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onde

a. .
m.., = - 1J (c.03.b)
ij
i}
a.
m, = - —3I% {c.03.¢c)
Jk B
jk
Aa.. =Y. - Y. (c.03.d)
ij i J
B.. = x. - X. (C.D3-E‘)
ij J i
ij = Yj - Y, {Cc.03.¢)
Bjk = X - XJ {c.03.g9)

Substituindo-se as expressoes (C.03.b,c) na ex-

pressao (C.03.a), chega-se a

Bi‘ B'k i n.k
cotg T = 4 _J Jd = cotg a
B..  A. + A.. B.
ij Jjk 1j Jjk

ki

{c.04)
Aplicando-se a equagao {C.04) ao elemento-charneira da figu-
ra (C.02.b), tem-se as eupressoes para as cotangentes dos

lados com a charneira propriamente dita:

12 23 12 23

cotg a _ = (c.05.a)
A - A B
12 23 12 23
B + A A
31 13 31 12
cotqg aza =
A - A B
31 12 3 12
o 12 Bal + ﬁ:z RBI {C.05.b)

a 4] B
Iz 21 12 31
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4z 21 2 21
cotg a. =
B A - A B
4z 21 uz 21
12 qu + alz 31
= - (C.05.c)
4] - A
12 42 12 42
B B + A i
21 14 21 1
cotg & .=
B A - A B
21 1d 21 14
B B + A A
_ 12 id 12 id (c 05 d)
B A - A
12 14 112 14
C.% - Determinar um Pass{vel Ponto de Intersec¢;o entre

Duas BRetas

Ee jam as retas 12 e 34 interceptando-se no ponto P
conforme a figura (C.03). A reta 13 encontra-se na forma

parametrizada

{c.06.a)
Y=Y - A t
1 12
onde
D ¢ t g1 (C.06.b)
Note-se que, no ponto 1, t =0 e, no ponto 2, t = 1. A

equacgo geral da reta 34 e dada por
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Figura C.04 _
Localiza¢go de um Ponto em
Relagdo a um Triangulio

Figura C.@5_Decomposicdo de Momentos na Direcdo
da Charneira
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a ¥ + B ¥ + C = 0 {c.07)

SBubstituindo-se a equap;o {C.06.a) na equaggu {C.07) e colo-

.
cando-se t em evidencia, tem-se

t = - 3d 1 R 1 34 (C.DB)

Entgu, se o0 valor de t atender a inequaggo
(c.06.b}, o panto de interseccgo P pode ser calculado levan-
do-se esse valor na equaggu (C.06.a); caso contrérin, o pan-
to de Intersec¢59 esta fora do segmento de reta Tﬁ, n;o sen-—
do, portanto, valido para os prnpésitos dese jados. Note-se,
ainda, que a denominador nulo na equapgn {C.08) significa
gque as retas 530 paralelas ou coincidentes, nao havendo en-

t3o intersecgan ou Infinitas intersecgoes.

€C.J3 - Localizar um Panto P em Relaggu a um Trisnguln Dado

Quando se deseja um refinamento automatico da ma-
lha, tendo-se definido os carregamentos em rela¢§u aos eixos
de referencia globais pode-se deixar por conta do algoritmo
a localizacgu do ponto de aplica¢5u da carga e a considera-
¢5o da sua cnntribuicgu para os esfor¢gos nos elementos. Um
puﬁsivel procedimento para a 1ocaliza¢50 do ponto P, sendo
dadas as suas coordenadas 2 os pontos que definem é trigngu—

lao, figura {C.04), esta descrito a sequir.
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Suponha-se, inicialmente, apenas para efeito de
visualizaggo, que o ponto P encontra-se dentro do tri;ngulu.
Unindo-o aos tres vértices, define-se tres areas cujos valo-

res podewm ser calculados com

S, = —5— { A, X, + B Y, +C _ ) {(c.08.a)
1 .

S, = —5— { A E, + B Y, +C_, ) {c.08.b)
1

§, = —5— { A X, +B Y, +C } (c.o08.c}

Assim:

e § « 0 ou § < 0 ou S < 0
1 2 3

entao P esta fora do tri;ngulu
senao se Sl >0 e 52 > 0 e 53 > 0
entao P esta estritamente dentro do tri;ngulu
senao se Sl = 0
ent3o se S2 = 0
entao P coincide com o no 3
senao se 33 = 0
entao P coincide com o no 2
senao P esta sobre o lado 33
senao se S = O

2

entao se 53 =0

~ F i
entao P coincide com o no 1

senac P esté sobre o ladao Yﬁ

5::‘1;9 ?_ esté sobre o lado ﬁ
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C.6 - Contribuigso do Momento numa Direp;o Qua lquer

aa Momento na Direg;u de uma Charneira

fAte agora considerou-se gue as direpges das arma-
duras fossem ortogonais e seguindo a dispusic;a dos eixos X
e ¥; entretanto, em muitos casos, eristem outras armaduras
que podem nao seguir essa determinapgu mas cuja influencia
pode ser relevante para o momentoc resistente da charneira.
0 objetivo deste item e calcular a cnntribuig;o desses mo-
mentos. Segja, entaa, a figura (C.05). Decompondo-se o mo-
menta *E atuante numa direq;;o 8 segqundo as direpges Xely¥,

tem-se

m o= *m cos B {Cc.09.a)
*
mY = m sen 8 (c.09.h)

Pela equapgu (111.01') pode-se escrever

mo= { *m cos 8} cos’a + { *n sen B ) sen® a

{C.10)

Apos ser trabalhada, a equagao (C.10) pode ser reescrita co-

mo= *m [ sen B + { cos B - sen B ) cos® a ]

{c.10")
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Sendo esta a oontrihuiggo na direggn da charneira. Multi-
plicando-se esse momento pelo comprimento da charneira, tem-

s o momento resistente total.
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