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O homem & uma corda estendida entre o animal e o Super-
homem: uma corda sobre um abismo. Perigoso. passar um abismo - pe
rigoso seguir esse caminho, perigoso olhar para -tras, perigoso te
mer e parar.

A grandeza do homem consiste em ser uma ponte e nad uma
meta; o que se pode amar no homem, & ser ele uma ascengao € . um
declinio.

Amo aos que nac sabem viver sendo com a condicgao de

perecer, porque, perecendo, eles passam além.

Amo a todos 0s que sao como essas gotas pesadas que
caem, uma a uma, da sombria nuvem suspensa sobre os homens; anun
ciam gque & préximo o relampago; e eles perecem por serem seus
anunciadores.

(Nietzsche - Assim Falava Zaratustra)
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Este trabalho apresenta a formulagdo direta do Mée-
todo dos Elementos de Contorno para a analise do problema da
torcac elastica e elastoplastica de sélidos de revolugao.

O problema em estudo. & tri-dimensional; porém, de-
vido & sua natureza axissimétrica, pode ser tratado comoc bi-di-
‘mensional, com a analise sendo feita no plano r-z do sistema de
coordenadas cilindricas (r;6;z). 'Além disso, as suas equagoes
sdo desacopladas daguelas gque aparecem guando o caso axissimé -
trico geral €& considerado.

‘A formulagdo desenvolvida emprega a solugac funda-
mental axissimétrica, isto e, o deslocamento fundamental é aque
le produzido por um anel de cargas circunferenciais unitario a-
tuando em um corpo elastico infinite. As incégnitas do proble-
ma (ou condigdes de contorno prescritas) sao o deslocamento trans
versal angular e a forg¢a de superficie correspondente.

As tensdes cisalhantes sao calculadas da maneira a
deguada: as tensoes nos nds do contorno sdo calculadas através
das forcas de superficie e derivadas dos deslecamentos interpo-
lados; as tensdes nos pontos internos selecionados sao calcula-
das através da equagao integral correspondente. '

A discretizacao .numérica emprega elementos de con-
torno lineares ou guadraticos na analise elastica enquanto que,
na analise elastoplastica, emprega elementos de contorno linea-
‘res e células internas triangulares lineares. O problema elas-
toplastico €& resolvido utilizando um método incremental iterati
vo com uma formulacdo tipo deformacoes iniciais, aplicada ao
critéerio de escoamento de von Mises.
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This work presents the direct formulaticn of the
Boundary Element Method for the analysis of elastic and elasto-
plastic torsion of solids of revolution.

The problem under consideration is tri-dimensional;
however, due to its axisymmetric nature, it may be treated as
a bi-dimensional one, with the analisys being made in the r-z
plane of the cylindrical coordinate system (r;0;z). Further-
more, its equations are uncoupled from the others which appear
when the general axisymmetric case is considered.

The formulation employed uses an axisymmetric
fundamental solution, i.e., the fundamental displacement is
that produced by a unit ring source acting in an infinité =
elastic body. The problem unknowns (or prescribed boundary
conditions) are the angular transverse displacement and the
corresponding surface traction.

Shear stresses are computed in the appropriate
way; boundary stresses are calculated from surface tractions
and derivatives of interpolated displacements and stresses at
selected internal points are obtained by using the corresponding
integral eguation.

The numerical discretization employs linear or
quadratic boundary elements for the elastic analysis and for
elastoplastic applications, linear boundary elements and linear
triangular internal cells are used. The elastoplastic problem
is solved by using an initial strain incremental iterative
procedure,in conjunction with the von Mises yield criterion.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A analise de tenses em sbélidos de geometria axissi
métrica é um problema tri-dimensional, sendo conveniente, em fﬁg
¢ao da geometria apresentada, a utilizacado de um sistema de coor
denadas cilindrico para executa-la. Se as condigbes de contorno
sdo também axissimétricas, as variaveis presentes na analise tor
nam-se angularmente independentes, o gque reduz a dimensao do pro
blema em uma unidade, passando o mesmo a ser tratado como bi-di-
mensional, Neste caso, o estudo & feito sobre uma secao meridio

nal do sdlido, definida no plano r-z.

Problemas axissimétricos séo encontrados em ' muitas
aplicacdes praticas, tais como: vasos de pressao, turbinas, cer-
tos tipos de tubulagbes, etc, o que justifica a procura e o em -
prego de metodos numéricos computacionalmente eficientes e de

boa precisao numerica para a sua solucgao.

0 Metodo dos Elementos de Contorno se presta muito
bem a esse tipo de analise. A paffir da solugao fundamental tri
dimensional de Kelvin, referida ao novo sistema de coordenadas ,
pode-se obter a solucgaoc fundamental axissimétrica por superposi-
cdo de efeitos, integrando-se aquela ao longo de uma circunferén
cia de raio p , conforme apresentado em [1]. Os deslocamentos
fundamentais sao, entdo, os correspondentes a anéis de cargas nas
direcdes radial, circunferencial e axial, aplicados em um meio

elastico infinito e de intensidade unitaria.



Como o estudo esta sendo feito no plano da secdo ge
ratriz do solido de revolucao, o estabelecimento das equacdes in
tegraié‘ de contorno implica na discretizagac - para efeito de
analise elastica - somente de um meridiano do solido, o gque e
feito utilizando-se elementos unidimensionais sobre os guais se
interpolam os valores dos deslocamentos e forgas de superficie ,
que constituem as variaveis reais do problema (formulagao direta
do método). A discretizacdo apenas do contorno (o eixo de sime-
tria ndo necessita ser discretizado) implica numa. grande redugao
na preparacido dos dados necessarios para se executar um programa
de computador, que &€ uma das caracterlsticas mais importantes do
método. Além desta, as outras caracteristicas sdo também conser
vadas, a saber: a) sistema de equacoes lineares de ordem reduzi-
da, b) calculo de tensdes e deslocamentos somente nos pontos in-
ternos selecionados e c) boa precisaoc na resolugéo de problemas

onde ocorre concentracdo de tensdes.

Muitos autores tém—se dedicado ao estudo do proble-
ma axissimétrico utilizando o Método dos Elementos de Contorno .
Problemas envolvendo carregamento radial e axial foram estudados
por CRUSE e outros [2] e KERMANIDIS'{B]; com a utilizagéo de for
mulacoes diferentes do método. O primeiro autor também conside-
rou no seu estudo a agao de cargas térmicas e forgas centrifugas;

o Gltimo, a torcao.

RIZZO e outros [4], no seu estudo do problema da
torcao, apresentam um procedimento. alternativo para a obtengao
da solucdo fundamental axissimetrica, procedimento este baseado
na equagao de.equilibrio de Navier e na solugéo fundamental tri-

dimensional para problemas de campo 1/R; na qual R & a distan-



cia do ponto fonte ac ponto campo.

MAYR [5] tambem analisa o problema axissimétrico en
volvendo carregamento radial e axial e tambem apresenta uma for-
mulacao para problemas de elasticidade axissimétrica com condi -
¢bes de contorno arbitrarias. Em [6], o autor e colaborador ana
lisam o problema. da torgao e apresentam exemplos que ilustram a

eficiénecia e a precisdo do método.

A aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno a
problemas gue envolvem nao linearidade fisica e relativamente
recente: somente em 1971 apareceu a primeira publicacdo que tra

tava do assunto.

Se a aplicagao do. método é recente, mais recente a-
inda & a sua formulagao geral. Para a analise de problemas ine-
lasticos, ha necessidade de se discretizar o dominio para gque se
ja considerada a influéncia das deformagles inelasticas (formﬁli
gao tipo deﬁormacées.iniciais) ou das tensdes correspondentes a
essas deformagdes Iformulagéo tipo tensoces iniciais). Essa dis-
cretizagao & feita utilizando células.inteinas sobre as gquais sao
‘interpolados os valores dos termos inelésficos (deformagées ou

tensodes) .

A maior dificuldade encontrada para o desenvolvimen
to da formulagéo.qeral'foi a obtengéo das expreésées corretas pa
ra o calculo das tensées nos pontos internos, isto é, das deriva
das das integrais de dominio, relativas aos termos inelasticos .
Aqui a derivacao, ao contrario da derivacdo das integrais de con
torno, néo pode ser efetuada diretamente sobre os tensores funda

mentais. Somente em 1978, BUI [7] apresenta um artigo no qual e



le demonstra a existencia de um "termo livre", resultante da de-
rivagao das integrais de dominio, que nd3o havia sido considerado
em nenhuma publicacdo anterior. A integral de dominic & gqual es
se "termo livre" & associado deve, contudo, ser calculada no sen

tido de valor principal.

Em 1979, TELLES e BREBBIA [15] apresentam a formula
¢ao completa do método para problemas‘de plasticidade bi e tri -
dimensionais, incluindo ai as expressces corretas das derivadas
das integrais dos termos plasticos e os "termos livres" associa-
dos. Essas expressoes, levando em conta as duas formulacées‘(dg
formagdo inicial e tensdo inicial), estdo apresentadas em [8] jun
tamente com um procedimento alternativo mais geral - baseado na
aplicagao de um campo uniforme de deformacdes plasticas nas equa
goes integrais discretizadas - que permite calcular diretamente
as integrais no sentido de valor principal, mais os "termos li-
vres" associados. O uso desse procedimento e recomendado gquando
as funcdes de interpolacao utilizadas séo:ae ordem elevada (a in
tegracac de células triangulares lineares nao-acarreta grandes di
ficuldades e, tendc em conta a minimizagéo do esfor¢o computacio
nal, deve ser efetuada diretamente). A obra citada também apre-
senta .uma formulacao viscoplastica do método, que possibilita tra
tar de problemas que envolvem plasticidade, viscoplasticidade e

fluéncia de uma maneira unificada.

A extensdo da formulacdo para problemas axissimétri
cos envolvendo carregamento radial e axial, seguindo o procedi -
mento descrito na referéncia [8], ja foi efetuada pelo mesmo au-
tor e apresentada em [9,16] para problemas elastoplasticos. 0
problema da torgéo elastoplastica ja foi analisado por CHEN [10],

porém,com a utilizacdo de uma formulagidc diferente, na qual as



tensSes nos pontos internos sdo calculadas de forma menos preci-

sa através da derivacgao numérica dos deslocamentos.

Este trabalho apresenta uma formulagao direta do Mé
todo dos Elementos de Contorno para o problema da torcdo elasti
ca e elastoplastica de cilindros de secdo transversal circular
com- didmetro variavel. Para a analiseelastica foram implementa -
dos os elementos linear e éuadrético;' para a analise elastoplastica,
elementos lineares e células triangulares lineares {(que sao inte
gradas de maneira adequada). A formulacao utilizada foi a das
"deformagoes iniciais" (associada ao critério de escoamento de
von Mises). As tensdes nos. pontos internos sao calculadas dire-
tamente, através das equagdOes integrais correspondentes, prescin
dindo-se do esquéma de derivacgao numéricardos deslocamentos apre

sentado em [10].

E importante observar que,na analise elastopldstica, so—
mente a regiao do dominio onde se prevé a ocorréncia de deforma-
gOes plasticas necessita ser discretizada, somando-se essa carac

teristica do método as demais.



CAPITULO II

TEORIA BASICA

II.1 - A TORGCAO ELASTICA DE SOLIDOS DE REVOLUGAO

Seja a analise elastica de tensées de um ‘cilindro
com secao transversal circular de diametro variavel, isto &, do
s0lido gerado a partir da rotacgao de uma segao meridional em re-
lacdo a um eixo e submetido a agac de conjugados aplicados nas

extremidades e/ou ao longo da sua superficie lateral.

Definindo um sistema de coordenadas cilindrico

(r;8;z) - no qual o eixo de rotagao do cilindro coincide com
0 eixo 2z e a posigdao de um elemento no plano de uma segao
transversal & definida em funcao das coordenadas r e § - o©b-

tém-se, para esse sistema de coordenadas, o tensor de tensdes re

presentado abaixo

r ro rz
T = Ter 06 Tez (IT.1)
Tzr Tze Gz

As componentes de deslocamento nas direg¢des radial

e circunferencial podem ser designadas por u,. € uy; € a compo -

nente na direg¢doc z , por u, . Em funcao de U. s ug © u, en-

contram-se as seguintes expressoOes para as componentes do tensor

de deformacdes



Ju u_ 1 Bue Ju
£ = —Y : g, = — 4 — —2 £ = —
r ar 6 r r 386 ‘' "=z az
I _ l (l aur + aue i@)
ré 2''‘r 38 dr ~ r

(11.2)
au Ju
1 r

£ = = (=—— -_—

rz 2 ‘5z * or

Buz
)

]
r 9

£ - 1 {
6z ~ 2 ‘5z *

As equacoOes diferenciais de equilibrio de um elemen-
to infinitesimal, supondo a ausencia de forgas de volume, sao

as seguintes

Bar . l Brre . arrz \ or-ce o
ar r 38 3z r -
3T 1 97T 30 T
re Bz zZ . rz _
= * T Y + o + = 0 (II.3)
3Tre . 1 aoa ) BTBZ . s Trg _ .
ar r 96 3z r

Conhecido o estado tensicnal em um ponto qualquer,as
componentes da forca de superficie que atua sobre um plano gque
passa através desse ponto sdoc calculadas a partir da considera
cao de equilibrio. Obtém-se, entaoc, a seguinte relag¢do matri-
cial

p=1TmDn (IT.4)

T € o tensor de tensdes no ponto considerado;

n representa a normal ao plano; em funcdc das suas compo



nentes n = [n n n_J e
- r 6 Z

o) representa a forga de superficie; em funcao das suas

T
componentes p = [p. Py P,]

Para a resolucdo do problema apresentado, admite-se
a validade da Lei de Hooke, isto &, que a analise de tensoes se-
ra feita em corpos constituidos por materiais elasticos isotropi
cos. Utilizando-se o metodo semi-Linverso [14] - através da hipd
tese de que a Unica componente de deslocamento ndo nula é a cir-
cunferencial Uy - e considerando que, devido a simetria, essa
componente ndo nula & independente da variavel angular © P o

problema da torc¢ao fica caracterizado pelo seguinte conjunto de

equagoes
coL1 (e Y
re = 2 ar r
(relacdes deformacgao-deslocamento)
(I1.5)
R )
Bz - 2 3z
TrE) = 2G€re
(Lei de Hooke] (II.6)
Tgz = 268y,
(G & o module de elasticidade transversal do material}
e
9T aT T
ro bz , 2 X8 _ (I1.7)

or * 3z r



Comc se demonstra em [14], a hipotese adotada
(ue Z 0) conduz a uma solucao adequada que satisfaz a todas as

equagdes da elasticidade.

O problema da torgao também fica completamente ca -
racterizado pela equacdo de equilibrio de Navier (equagao (II.7)
expressa em termos da compeonente circunferencial de deslocamen-

to u

3%u 3%u 1 ou u
6 e, 2 8 _ 8 _ (II1.8)
ar? 9z2 r or r?

Resolvida a equagdo acima (analiticamente ou numeri
camente), as componentes de deformacdo sdo obtidas atraves das
equacdes (II.5). e as componentes de tensdo, através da Lei de

Hooke (equacbes (II.6)).

"0 tensor de tensoes fica reduzido a

0 Tre 0
T = Ter 0 Tez (IT.92)
0 T,8 0]

A forca de superficie p , dada pela equacao (II.4),

se reduz & sua componente circunferencial Py ¢

T
p= [0 py 0]
com  py dado por
Pog = Tre®r * Toz"z (11.10)

ou, em funcgao de Ug
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Pg = G{ 57— n_+ n_) (II.11)

II.1.1 - TENSOES PRINCIPAIS

As diregoes principais sio obtidas atraves da reso-

lucdo do sequinte sistema de equagdes

(1 - AI)n = 0 (II.12)

-~ -~

onde I & a matriz identidade de ordem trés.

Para gue a equacao acima tenha soluc¢des nao trivi -
ais, o determinante dos coeficientes deve ser nulo, resultando em

(apds a expansdo do determinante):
3 _ 2 2 - )
A (Tre + TBZ)h = 0 (IT1.13)
0Os invariantes escalares I1, 12 e I3 . habitualmen

te utilizados no calculo das dire¢des principais, sdc os seguin-

tes:

I»I = 0
I, = t2, + 2 (II.14)
I, =0

As tensoes principais - raizes da equacdoc (II.1l3) -

sao iguais a



0 estado

res

sao nulas, seque dal que o tensor desviador de tensdes S &

gual ao tensor

11

+ T

(II1.15)

Uma vez que G, + 0,5 + Og = tem-se caracterizado

3 0,

de cisalhamento puro.

As diregoes principais sdo representadas pelos veto

V2 re Tez

h— 1 1 =

C . . -
/2 | x Toz
=r% |5, 1 .

Como as componentes normais do tensor de tensdes T

i-

T ; asim, os invariantes dos dois tensores tam

bém sdo iguais, isto é

= 0

_ 2 2

= Tre + Tg, (11.17) .
= 0

E importante observar que, ao contririo dos eixos cir

culares de secgdao transversal constante, o deslocamento circunfe-

rencial

U, ndo € mais proporcional a distdncia do eixo de rota
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cdo, isto &, os raios de uma segao transversal se encurvam duran

te a torgdo. Também & importante observar a independéncia deste
problema em relacdo aquele que envolve carregamento radial e a-
xial, ou seja, a analise elastica de tensées de um sb6lido de re-
volugao submetido a acao de cargas radlais, circunferenciais e
axiais pode ser feita considerando-se, separadamente, a acao das
cargas radiais e axiais e a acao das cargas circunferenciais. Pa
ra o primeiro caso, o sistema de equagoes diferenciais de equili
brio (II.3) fica reduzido as duas primeiras equagodes, a terceira
sendo identicamente satisfeita; o segundo caso constitui o obje
to de estudo deste trabalho e serd analisado numericamente, por
meic de sua eguagao integral caracteristica, através da formula-

cdo direta do Método dos Elementos de Contorno.

I1.2 - PLASTICIDADE: TEQRIA E EQUACOES CONSTITUTIVAS

Plasticidade & uma propriedade gue permite que um
material se deforme continua (sem ruptura) e peamanentfemente, a-
té um certo nivel de carga, apds o seu limite elastico ter sido
ultrapassado. A ocorréncia de deformacgdes residuais (deformacdes
permanentes) e a dzpendéncia do estado de deformacao final em re
lacao as varias etapas de aplicacdo do carregamento sdo caracte-

risticas da plasticidade.

Na teoria classica da plasticidade, adotada neste
trabalho, as deformacgdes plasticas sido independentes do tempo

de permanéncia do carregamento.

Considere-se o diagrama tensao-deformacao apresenta
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do abaixo (Figura II.1) e correspondente ao ensaio a tragao de
um corpo de provas cilindrico. Entre os pontos 0 e A ha uma
relagdo linear entre as deformagées e as tensodes, o comportamen-
to do material nesse intervalo & linear: apds a remogao do carre
gamento, o cilindro volta ac seu comprimento inicial. O ponto A
& o chamado fimite efastico ou ponto de escoamento ("yield point")
do material. Este ponto, uma vez atingido, indica o inicio da o
corréncia de deformacdo residual (permanente)} chamada deformacao
plastica. A medida que a tensaoc resultante da aplicagdc do car-
regamento ultrapassa a tensdao correspondente ao limite elastico,
a deformagdo total aumenta consideravelmente, com grandes acres-
cimos de deformacio correspondendo a pequenos acréscimos de ten-
sdo. Essa correspondéncia - deformagao plastica adicional <+ ten
sdo adicional - & chamada encruamento ou endurecimento ("hardening")..
Uma vez atingido o ponto B , chamado ponto de carga m&ximaou;wﬂ
to de instabifidade , o corpo de provas comega a se deformar ra-
pidamente e rompe em C . O ponto B, portanto, representa o li-

mite de aplicagdo da teoria da plasticidade.

ED ! ee -

Figura II.1 - Diagrama tensdo x deformacdo convencional



14

Se em qualguer ponto entre o Limite efastico A e o
pontec de carga maxima B o carregamento é retirado, o descarre-
gamento ocorre segundo a linha A'B', paralela 3 linha eléastica
OA e também representada na Figura II.l. Uma parcela da defor-
macdo total &, entéo, recuperada e a outra permanece como defor-
magdo residual, isto &, considera-se a deformacao total como sen

- e P
do composta por uma parcela elastica, €  , e uma parcela plasti-

€ = e + gF (I1.18)

O recarregamento do corpo tambem se da através da
linha B'A' e ndo havera escoamento ate que o ponto A' seja
novamente alcancado, apdos 0 gue, com o prosseguimento do carrega
mento, completa-se o tragado da curva aco longo do segmento A'B.
Nesse caso, o ponto A' pode ser consideradoc o novo ponto de
escoamento e o ponto A passa a representar o ponto de escoamen

to inicial.

Neste trabalho, sera utilizada a teoria isotropica
de endurecimento, gue esta associada a hipotese de que o endure
cimento & igual tanto na trac¢do quantc na compressao. Consequen
temente, o diagrama tensdo-deformacido completo &€ admitido simé -

trico em relacgac ao ponto 0.

Assim, para simplificar, sO sera considerado o caso c > 0.

Com respeito a Figura II.1, em relagao ac ponto de

escoamento inicial, o comportamento elastico ocorre guando

g -0, < 0 (IT.19)
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Uma vez ultrapassado o valor da tensdao em A , esta

condicdc muda; agora, © comportamento elastico ocorre gquando
g - ¢ < 0 (IT.20)

onde 0, € a nova tensdo de escoamento e varia a medida gque o

escoamento prossegue.

Para um material que apresenta endurecimento line-

ar (Figura II.2), %5 varia de acordo com a seguinte equagao

g =0 T eP (IT1.21)

na qual E & o modulo de elasticidade longitudinal e
E., &€ a inclinagao da parte do diagrama que corresponde

ao comportamento elastoplastico.

A incI.ET

incl. E

P i €&

Figura II1.2 - Diagrama tensao x deformacao para material com en-

durecimento linear
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Recordando a condicao apresentada em (II.20), o com
portamento plastico s € possivel se a condicdo apresentada abail

X0 & satisfeita
g - C = 0 (I1.22)
4 condicdo acima pode ser generalizada, a partir da
definicao de uma funcdo de escoamento f(¢) , como segue
f(o) = K {I1.23)
0 pardmetro K & fungao do trabalho plastico reali
zado por unidade de volume.

A equacdo (II.23) implica que sempre gue a funcao f

atinge o valor da constante K o escoamento tem inicio.
A equacao (II.22) também pode ser escrita como

F(o:K) g -0_ = 0 (I1.24)

As equagdes (I1.23) e (II.24) estao sujeitas as se-

guintes restrigoes

f(o) < K (II.25)

F(0;K) < 0 (II.26)
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IT.2.7 —- CRITERIQO DE ESCOAMENTO DE VON MISES

0 exemplo apresentado na segao anterior & relativa-
mente simples, a medida que envolve uma Gnica componente do ten-
sor de tensdes e apresenta um ponto bem definido, a partir do
gqual o material se comporta inelasticamente, o que simplifica o
critério de escoamento (equagdo (II.24)). Na pratica, porem,fre
guentemente ocorrem problemas nos gquais o estado de tensao em
um ponto envolve todas as componentes do tensor de tensodes que
sdoc diferentes de zero. O critério de escoamento {II.24) deve ,
entao, ser generalizado para poder englobar as varias combinacgdes
possiveis de tensdes. Para o problema em estudo, uma vez que a-

penas duas componentes do tensor de tensoes sao nao nulas, o cri

tério de escoamento torna-se o seguinte

fitr_.;: 1

0 ) = K (1T.27)

Bz

Como neste problema nao ha tensoes normais, T e

rd
Tgy podem ser representadas pelos invariantes do tensor desvia-
dor de tensdOes e a equagdo acima pode ser escrita da maneira u -

sual, apresentada em [11], como segue
£(3,) = K (II.28)

Obtida a expressac geral do critério de escoamento,
& necessario encontrar uma relacdo funcional entre f(J2) e K,
0 que constitui o primeiro passo da analise elastoplastica. Essa
relacao sera cbtida através do critério de escoamento de von Mi-
ses, ou teoria da energia de distorcac, que assume que O escoa -

mento comega quando a energia de distorc¢ao,para um dado nivel de



18

carregamento, se igualaa energia de distorcdo, no escoamento, a
tragdo simples. A energia de distorgao Uy Ppara o problema da

torgdo é igual 3 energia de deformagdo eldstica e & dada por

_ 1 _ 1 a2
Ud = 3@ J2 = (T + 1% ) {(I1.29)

Para o escoamento a tracgao simples, tem-se

2
_ 1 9o
Us = 36 3 (IT1.30)
e a condicdo de escoamento torna-se
2
2 2 _ 9
Teg * Tog = 3 (IT.31)
ou
2 2 - g
/3 L PIEIETIE (II.32)
expressao que se associa rapidamente a equagao (II.27).
= - - :
Como 01 03 /Tie + z O Cri

tério de von Mises preveé o escoamento quando a tensdo principal

& igual a 1//3 vezes a tensdo de escoamento a4 tragdo simples.
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II.2.2 - EQUACOES DE PRANDTL-REUSS

Como as deformagées plasticas dependem do modo de
aplicacdo do carregamento, torna-se necessario, em geral, calcu-
lar os diferenciais ou incrementos dessas deformacgoes durante msvé
rias etapas de aplicacgdo do carregamento e obter as deformagoes

plasticas totais através de uma integrac¢do ou de um somatorio.

Uma relacdo conveniente para a determinagao dos in-
crementos de deformacio plastica & dada pelas eguagoes de Prandtl-
Reuss. Essas equagOes assumem gue em cada instante do carrega -
mento o incremento de deformagdo plastica & proporcional a ten -

sdao desviada, isto &

dagj = ;4 A ,  i,j=r,6,z (II.33)

ou, especificamente para o caso da torcao

dege degz
- = < = di (IT.34)
rd 0z
0 fator de proporciocnalidade dA pode variar ao

longo do processo de carregamento, mas & sempre positivo.

As equagOes de Prandtl-Reuss também implicam gque os
eixos principais dos tensores de tenstes e de incremento de de -
formagoes plasticas coincidem. Resta, agora, determinar o valor
da constante di; & conveniente, para esse proposito, definir uma
tensao equivalente ocu efetiva g, © um ineremento de deformacac

plastica equivalente ou efetive deg , da seguinte maneira

o /3 /3, /3 2o+ 1l (IT.35)

e
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p _ /2 /JaLaP 4. _ 2 P
dee = 3 deij deij = /f(ds

= re)z + (degzlz (IT1.36)
3

Voltando a equagdo (II.33), o fator de proporcio-
nalidade dA pode ser obtido em termos das formas equivalentes

o e deP , Ccomo segue

e e
V3 p 2 2
2 oal - a1 )t 4 (@ T,
/3 p e
7 e = o3
e, finalmente
3 dEz
dyx = 5 e (IT.37)
e

As relacoes tensdo-incremento de deformacdo plas-

tica (II.34) tornam-se

p 3 deg
re =I5 Tre
(IT.38)
P 3 dez
deg, = 3 E;_ Toz

A partir da utilizagao da tensdo equivalente, o]

critério de escoamento de von Mises pode ser escrito como

g = 05 = 0 (IT.39}

com a tensdao equivalente sendo usada como a fungdo de escoamento.
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Deve-se observar que a equacgao (II.39) é& inteira-
mente equivalente a equagdo (II.22}, utilizada para o caso unia-

xial.

A resolugéo do problema depende, entao, de se en-
contrar uma relacao entre a tensao equivalente Ge € 0 incremen
to de deformacdo plastica equivalente dsg , 0 que sera feito u-
tilizando o conceito de trabalho plastico. © trabalho plastico
por unidade de volume representa a energia armazenada durante a
deformacao plastica e & dado por

awP = S, . aeP., = 2 7 dap + 2T def

ij ij ro rd (IT.40)

Substituindo (II.37) em (II.40), obtém-se a ex -

pressao do trabalho plastico em fungdo das formas eguivalentes

dwp = o0_ de

o g

(I1.41)

A hipotese de endurecimento ( Atradin-hardening )
sera utilizada para estabelecer uma relac3do funcional entre a

tensao de escoamento o, € a deformacao plastica equivalente

eg , definida abaixo

P _ P

€ = dee (I1.42)
com deP dado pela equacac (II.36).

e

A hipdtese mencionada acima define a deformacio
plastica equivalente como sendo uma medida do trabalho de endure

cimento. Assim sendo, assume-se que a funcdo de escoamento e
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funcdo da deformacdc plastica equivalente, o gue permite escre -

ver

o, = H(eg) (II.43)

e a relacao funcional entre o e P

o e~ pode ser determinada ex

perimentalmente. Em aplicagées praticas, entretanto, a relacgdo
funcional fornecida pela equagac (II.43) € baseada no diagrama

tensao-deformacao uniaxial, no qual a abcissa e a ordenada sao
trocadas por P e Oy respectivamente, como indicado na Figu-

e

ra II.3., Essa relag¢ao viabiliza o uso da equagao (II.38).

Figura II.3 - Relagdo entre a tensido equivalente e a deformagao

plastica equivalente
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II.2.3 - RELAGOES DEFORMAGAO PLASTICA - DEFORMAGCAO TOTAL

Estando de posse da relagao funcional entre a
tensao de escoamento ¢, e a deformagac plastica equivalente eg
e tendo em vista a utilizacdo de métodos iterativos para a reso-
lugdo de problemas elastoplasticos, & Gtil obter-se um conjunto
de equacgOes que possibilitem a determinacac dos incrementos de

deformacdo plastica a partir das deformagdbes totais.e sem a utili

zacao explicita das tensdes ([11]).

Seja um dado nivel de carregamento e os correspon
dentes estados de tensac e de deformacgdo plastica acumulada. Se
o carregamento sofre um pequeno acréscimo, as deformag¢bes plas-
ticas adicionais, correspondentes a esse acréscimo, podem ser re
presentadas por Aezj e as deformagcdes totais podem ser repre -

sentadas da seguinte maneira

ey = eij + eEj + Aegj (II.44)
onde E?j € a parcela elastica da deformagdoc total, ja inclui-
da a deformagao elastica adicional produzida pelo acréscimo de
carga, e Egj & a parcela plastica acumulada, na qual ndo esta
incluido o incremento de deformacgido plastica Aegj correspon -

dente ao acréscimo de carga.

Para o estabelecimento das equagdes envolvendo sQ
mente deformagdes, & conveniente definir um fensoxr de deformacdo

total modificado como segue
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' — _ P
Eij = Eij Eij (IT.45)
ou
e'. = €5, + neP. (IT.46)
1] 1] 13

Subtraindo-se a deformacdo modificada volumétrica
(Eik/3) dos elementos da diagonal principal na eguacac (II.46) ,

encontra-se a seguinte expressdo para a sua forma desviada

e'. = 5. + AP, (11.47)
1] 1] 13
ou
e!. = Eii + AeP (11.48)
ij T 2G ij :

Utilizando-se as equacoes de Prandtl-Reuss (II.33),
a equagao (I1I.48) pode ser escrita como

B (II.49)

;
L = —
ej5 = UV + 5@y} beiy

i]
Procedendo de maneira analoga a utilizada para a
obtencace da equagio (II.37) e definindo uma defoamacac fotal equd

valente moddificada

2 L} 1
S v 3 eij eij (I1.50)

obtem-se

1 et
V¥ 36X T hep (II.51)
e

e, de (II.49), obtém-se a seguinte expressdo para os incrementos

de deformacao plastica
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p Aeg
Agij = a eij (II.52)

Particularizando as expressoes anteriores para o

caso da torgao, as seguintes expressoOes sao encontradas

- deformacao total modificada = deformacdo total modificada des-

viada
T
' _ v _rb p
“re °r6 T 272G * AErB
(II.53)
T
' _ ¢ _ _9z p
foz = %z = 3@t Dy
- deformacac total equivalente modificada
e, = = (e’ 4 (e2 ) (I1.54)
et /3 rb 6z *
- incrementos de deformacdo plastica
p AES
Ag = e!
ro Eet ro
{(IT.55)
b Aeg
Ag = — e!
Bz Eet Bz

A determinacao dos incrementos de deformacdo plas-
tica esta condicionada a determinagdo do incremento de deforma -
cdo plastica equivalente Aeg . Substituindo a expressao (I1.37),
correspondente ao fator de proporcionalidade AX, em (II.51), ob

tém-se
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g £
1+ ep = _e_; (IT.56)
3GA€e Aee
que fornece
p ‘e
ﬁEe = Eet + §E (II.S?)

Como a condicdo aprésentada em (II.39) deve ser sa
tisfeita ac longo de todo o processo, Ou pode ser substituida
por ¢, na equagao acima. Uma vez gque o, corresponde a ten -
sdo de escoamento uniaxial apds a aplicacao do incremento de car

ga, seu valor e ainda desconhecido. Contudo, este valor pode ser

obtido, aproximadamente, através do desenvolvimento de uma serie

de Taylor scbre o valor anterior (1-1) Obtém-se, entdo
. . dg
o {i-1) (i-1) o
UO = GO + ( azg ) AEg + . (II.58)
ou
_ (i=-1) (i-1) ,.,\.P
O, = O, + H Ase {I1.59)

Substituindoe (II.59) em (II.57) e resolvendo para
&sg , obtem-se
{i-1)
t %
3G + {i_1}H'

3Ge
e

>
m

e
]

(IT.60)

Para materiais que apresentam endurecimento linear,

a expressao (II.60) se simplifica para

= et (II.61)

3G + H'

3Ge - (GO+H'€g)
Ae

(o]

onde H' & constante e igual a
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H' = (II.62)

expressdo analoga a presente em (II.21).

Em (II.61), a deformacao plastica equivalente ez

corresponde ao somatdorio dos (i-1) incrementos anteriores.

IT.3 - EQUACOES DA TORCAO ELASTOPLASTICA

No contexto da teoria das pequenas deformacodes, as

sume-se que as deformacoes totais possam ser representadas por

Ju u
- 1 0 _ 8 _ e P
¥ T 3 ( 3ir  r )= “re * Ers
(I1.63)
S R B
6z = 2 3=z - 0z oz

Considerando as deformagdes plasticas como deforma
goes iniciais, a aplicacdo da Lei de Hooke a parcela elastica do
tensor de deformacdes totais fornece as sequintes expressdoes pa-

ra as tensoes

Ju u
_ _5__8 P
Trg = G( 3r | r ) - 2GEr8
(IT.64)
Ju
_ _ 8 P
Tz = G 3z - 2G€62

Em termos de "tensoes iniciais", as expressoes an-

teriores tornam-se
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Ju u
_ 6 _ _8 P
Tyg = G or r b -t 8
(IT.65)
au
_ 9 p
Tz = G377 - Yoz

Neste trabalho utilizou-se a formulacac das defor-
magoes iniciais para se efetuar a analise elastoplastica. O mé-
todo incremental-iterativo utilizado, descrito nas referéncias
(8] e [11], sera discutido no Capituloc IV, onde é apresentada a
formulagao do Método dos Elementos de Contorno para o problema da

torcadao elastoplastica.
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carPiTULO TIII

0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A TORCAO ELASTICA

ITTI.1 - A SOLUGAO FUNDAMENTAL AXISSIMETRICA

A solucgdo fundamental axissimetrica corresponde ao
campo de deslocamento produzido por um anel de cargas circunfe-
renciais unitario atuando em um meio elastico infinito e pode
ser obtida a partir da solucgac fundamental de Kelvin para pro -
blemas tri-dimensionais, seguindo o procedimento apresentado em

[1] e reapresentado no Apendice A deste trabalho.

Em termos da fung¢ao de Legendre de ordem zero

Q+1/2(y), essa solucdo pode ser escrita na forma

1

oy 2t (T 1)

ug(E;X) =

na qual ¢ representa o anel fonte e X , o anel campo, de acor

do com a Figura III.f%.

A seguinte notacao foi utilizada:

p = r(g) ; 2, = z (&)
r = r(X) : z = z (X}
2 =2z-1z, (TIT.2)
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o r
(%) X

TA

Figura III.1 - Anel fonte e anel campo

A funcao de Legendre Q+1/2(7) pode ser expressa coO-
mo uma combinacdc de integrais elipticas completas do primeiro
(K} e do segundo (E) tipos e a solucao fundamental pode ser apre
sentada como

1 1
412G prv(r+p)?+Z°

up (£5%) = {(r?+p%+32)K(m)+ [ (r+p)2+3?]E(m) }  (III.3)

onde m & o chamado parametro das integrais elipticas, €& igual

ac guadrado do modulo dessas integrais e e dado por
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m= k? = - —der (III.4)
1+y {r+p)2+z?

As tensdes fundamentais sao obtidas atravées da subs-
tituigao de u;(g;x) nas equagoes {(II.6), o que conduz as se -

gquintes expressodes

1 1

{=2(2p2+r2+2%22)K(m) +
812 pr2v(r+p)? +z2

*
Tre(E;X) =

v [3((rep)2+32) + (E2+p?+27) (0®-r7427) 0 1y

(r-p)2+22

(III.5)
(X)) = L (k) - ExeTr2) g,
41n? prv (r+p)?+z? (r-p)2+%22

A forga de superficie fundamental, obtida através da

equacao (II.10)}, & igual a

py (£:X) = 15 (£;XInp (X)+1y, (£:X)ng (X) (III.6)

onde n_(X) e nj(X) sdo os cossenos diretores da normal exteri

or a um contorno I e X e T

Como a unica componente ndo nula do deslocamento pro
duzido pelo anel fonte &€ a circunferencial, o Indice ¢ nao
mais serd utilizado para representa-la, o mesmo acontecendo em

relacdo a forga de superficie associada; portanto:

u*(£:X) = ujle:X) ; p*(E:X) = ph(£:X)

u{X) = ugy(X) ; p{X) = py(X)
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ITI.2 - IDENTIDADE DE SOMIGLIANA

Seja um sdOlido de revolucdo definido por um dominio

o~

¢ e um contorno T , em estado de equilibrio representado por

Trg? Tayr €pgr Egp, + W EP (ndo ha forgas de volume). Seja tam

bém um corpo infinito, de dominioc Q* e contorno I'*, que con

tém o sdlido de revolugdo em estudo e cujo estado de equilibrio

*

gz

* *

& representado por T T
P P ro!’ "oz’

*
E g ¢F , u* e p¥,

Admitindo que as propriedades elasticas sdo validas
para os dois corpos, obtem-se a seguinte identidade a partir da

aplicacao da lei de Hooke
* . * . _
2[Tre(E,X) Ere(X) + TSZ(E'X) EGZ(X)] =

= 201, (X) el (E:X) + T, (X) €} (£;X)] (III.7)

ou,com a notagac simplificada e integrando ambos os lados

*

Eez}

+ 17 an (III.8)

- rf 0z -
fe Re

*
ESZ]dQ = 2 [Tr £

8 “ro t

Dz
onde fg & o dominio obtido quando se retira de f um tordide
com secao meridional de raio € e contorno TI'e e com centro no
anel fonte. Esse procedimento elimina a singularidade que ocor

re quando £ € I e £ = X.

Tendo em vista a simetria do problema, a egquagao

(IT1.8) pode ser integrada em relagac a & (df2 = rdédrdz), for -

necendo
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[
* *
21 2[1re e * Tz sez]rdﬂ =
‘e
:
x *
= 21 2[TrB €rg * Tag Eez]rdQ (III.9)

‘e

onde 0 corresponde a um dominio bi-dimensional no planec r-z,
de contorno T , do qual foi retirado um circulo de raio ¢ e
contorno Te , com centro no ponto fonte, para formar o domi -
nio Qe (Figura III.2). A referéncia ao anel fonte, do espago
tri-dimensional, sera feita utilizando-se a designacdo ponto fon
te, do plano bi-dimensional; analogamente, o anel campo sera

designado por pontc campo.

Q

Figura III.2 - Secao meridional do sélido de revolucao
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Substituindo as relacoes deformacdo-deslocamento
(I1.5) em {(III.9), obtém-se

f

* ,ou u * au
21 [Tre 3r "z * Yoz 3z ]rd“ =
Qe
[ *
Ju*® u* au
- 21 [Tre (ﬁ -— ; }+ TBZ 3"2 :Irdﬂ (III.10)
‘ Qe

Integrando por partes e considerando a equacgao dife-

rencial de equilibrio (II.7), obtém-se

21 pfurdl = 21 u*prdr (III.11)
T+T ¢ r+T¢

gue corresponde ao teorema da reciprocidade (segundo teorema de

Betti).

Seja, agora, o estudo das integrais de contorno cal-
culadas sobre Te¢ para a situagdo limite, isto &, quando e-+0.

Verifica~-se que

e>0

lim 271 J u*prdl’' = 0 (III.12)
Te

A integral a esquerda em (III.11) pode ser decompos-—

ta da seguinte maneira

21 [ p*urdl = 21 J p*[u(X)-u(g)lrdl + u(g) 2n p*rdrl
Te Te Te

ees (IXII.13)

Tomando-se O limite quando e+0, a primeira integral
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a direita na equagdo acima se anula devido & hipdtese da conti-
nuidade dos deslocamentos; a segunda pode ser calculada analiti
camente - utilizando-se a expressao apropriada para p* quando
os argumentos vy em (IITI.1) sac pequencs - ou a partir da defi
nigao de que a solucgido fundamental corresponde a um anel de car
gas circunferenciais unitario aplicado em ¢ . A utilizacdodes

ta definig¢doc conduz a

lim u(g} 21 p*rdl = wu(f) (IT1.14)

e>0 FE

A identidade de Somigliana para o deslocamento u po

de, entao, ser escrita como

uf{g) = 21 _u*(g;x)p(x)r(x)dr (X) - 21 p*(&£;X)u(X) r{X)dar(x)
r T
(ITII.15)

na qual o contorno T corresponde a um dos meridianocs do soli-

do de revolucao.
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ITIT.3 - CALCULO DAS TENSOES NOS PONTOS INTERNOS

A identidade de Somigliana € uma representagdo con -
tinua dos deslocamentos em pontos do interior do corpo; as com-
ponentes das tensoes nos pontos internos podem ser obtidas atra
vés da sua derivacao em relagéo as coordenadas do ponto fonte e

da substituicao nas relacdes tensao-deslocamento apresentadas a

baixo
- su(f) u{f)
TrB(E) = G[ 70 - }
(ITII.16)
_ su &)
Tez(g) = G dzg

A substituigao de (III.15) em (IIX.16) fornece as se

guintes expressdes para as componentes de tensao

du* (£;X) _ u* (£:X) |

.
Tre(E) = G 2I [ p(X)r(X)dr(x) -

)1 9p p -

- G 21 [ap*‘g‘x’ _REEX) [ xyr (x) AT (X)
It ap o J

(ITI.17)

au* (£ ;X)

Tez(g) = G 2T p(X)r(X)dr({xy -

Bzo

r
— G 21 3p*(:X) L (x)r (X)dT (X)
3z
[®)

Para a obtencao das derivadas dos tensores fundamen-

tais (deslocamento e tensdoes), as seguintes relagbes sao empre-—
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gadas
drk(m) _ E(m)-(1-m)K(m)
dm 2m (1-m)
{(ITI.18)
dE(m) _ _E(m}-K(m)
dm 2m

As expressoes resultantes da derivagao dos tensores

fundamentais estdao apresentadas no Apéndice B.

IIT.4 - EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A identidade de Somigliana néo permite a obtengdc do
deslocamento e, consequentemente, das tensOes nos pontos inter-
nos enquanto houver deslocamentos e/ou forgas de superficie in-
cognitos no contorno. Portanto, torna-se necessario encontrar
uma forma limite da equagac {(III.15) para o caso em gque o ponto

fonte & pertence ac contorno.

Seguindo o procedimento apresentado em [8], encontra-
se a seguinte equacao, denominada Equagdo Integral de Contorno

(z e T):

cle)ulg) + 21 | p*(£;X)u(X)r(X)Ar(X) = 21 | u*(£;X)p(X)r(X)ar (x)

r T
e {ITIT.79)

na qual a integral ao lado esquerdo deve ser calculada no senti

do de valor principal de Cauchy.



38

Para pontos internos, c¢(f) = 1 ; para pontos do con

torno gue possuem uma unica normal, c(£) = 1/2 .

Em aplicacgdes praticas, c¢(f) e seu valor principal
associado sdo calculados de maneira indireta, quando a equagao
integral de contorno & utilizada para representar um movimento
de corpo rigido (no caso da torgao, o movimento de corpo rigido
corresponde a uma rotacdoc em torno do eixo da pecga). Esse cal-

culo indireto sera apresentado posteriormente.

III.5 - DISCRETIZAGCAO E SOLUCAO NUMERICA DAS EQUACOES INTEGRAIS

Para a solugéo numérica da eguagdo (III.19) e, conse
quentemente, das equagoes (III.15) e (III.17), assume-se inici-
almente o contorno T representado por uma s£rie de elementos ,
sobre os quais o deslocamento e a forga de superficie sao inter
polados utilizando os valores nodais correspondentes desses ele
mentos; a seguir; aplica-se a equacéo {ITI.19) na sua forma dis
cretizada para cada ponto nodal ¢ do contorno, com as inte -
grais sendo efetuadas sobre cada elemento e, finalmente, impoe-
se as condicoes de contorno (deslocamentos e forcas de superfi-
cie prescritas) ao sistema de equag¢des lineares formado, cuja

resolugdo fornece os valores das incognitas.

As coordenadas cilindricas r‘j)

dos pontos locali-
zados sobre cada elemento Fj . do contorno discretizado, sdo

expressas. em termos da funcgao de interpolacdo ¥ e das coorde-

nadas nodais r(m) do elemento atraves da seguinte relacao ma-

tricial
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3 oy (III.20)
na gqual o superindice m se refere ao numero de nds do contor-

no que definem a geometria do elemento.

Da mesma maneira, o deslocamento e a forca de super-
ficie sao interpolados sobre cada elemento Fj utilizando a

dos

lil(n) e

fungao de interpolagac ¢ e os valores nodais E(n)

deslocamentos e forcas de superficie. Obtém-se, entdo, as se -

guintes relagoes matriciais

(3)

u - 1~1(n)

(III.21)
(3) (n)

Aqui, o superindice n se refere ao numero de nos
do contorno que definem a lei de variacao do deslocamento u e
da forga de superficie p sobre cada elemento 'y . Neste tra
balho, m=n , o gue implica que ¥ = ¢ . BAssim, elemento line-
ar significa gque o elemento possul geometria linear e variagao
linear para o deslocamento e a forga de superficie, a mesma de-

finicao sendo valida para elemento gquadratico.

Se o0 contorno I e discretizado em N elementos ,

a versao discretizada da equacao (III.19) para o i-&simo nod £4

€ a seguinte

Il 2
U 12

clgdulg;) +: [sz p*?rdl"jll_:}(n) =
1 j -
I'j . I'j

[2H u*@rdr]p(n)
J L )

... {IIT,22)
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As funcdes de interpolagdo que constituem ¢ s30

expressas em termos de um sistema de coordenadas intrinseco n;

em fungdo desse sistema, pode-se escrever

ar = |J|an (III.23)

onde |J| & o Jacobiano da transformacdo, definido por

dr, 2 dz, 2 dr
o] = /[f—ﬁ) + (Eﬁ’ = & (III.24)

Quando ¢ nod Ei nac pertence ao elemento Fj ' as
integrais apresentadas em (III.22) podem ser calculadas numeri-
camente, através da gquadratura de Gauss, como apresentado abai-

X0

1

K
hys = 21| prordr = 2m prer|J|dn = 2n E tpror), |I]y w,
r. -1 . =
j
(III.25)
! K
g;q = 20| wrordr =21 urer|J[an = 2nk§1 (wror), 3], w
T. -1 -
3

onde K representa o numerc de pontos de integracac de Gauss e

Wy, ¢ O peso associado a cada ponto de integragéo.

Quando o no Ei coincide com um dos nés do elemento
a ser integrado, utilizam-se procedimentos alternativos para se
efetuar a integracic. Tais procedimentos serdo discutidos poste

riormente.

Para a integracdc numérica, representacgoes polinomi-

ais sao empregadas (aproximac¢Oes de Chebyshev) para as integrais
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elipticas K(m) e E{m) gue aparecem nas expressdoes correspon-
dentes aos tensores fundamentais. O pardmetro u dos polind-
mios & igual ao gquadrado do modulo complementar de tais inte -

grais e & definido como

(SR
Y

o= k' =2 1 -k = fr=p)fy (I1I.26)

{r+p) 2+ 22

Obtém-se, assim, as seguintes aproximagdes (segundo

(12])

Km = ] awb s end) ] bt
i=0 * WoiZp 7
(FII.27)
§ i 1 % i
E(m) = c.u + £n(—=) d.u
i=0 * Wiz %
nas quais
n
ag = &n 4 ; by = 1/2 ; .E a; = n/2
i=0
(III.28)
n
cg = 1 : dg = 0 ; .{ c; = 1/2
i=0

Neste trabalho n=4 , o que fornece um erro maximo

-8 -
da ordem de 10 . segundo a mesma referencia.

0s valores dos coeficientes dos polindmios, para n=4,

estdo no Apéndice C.

A aplicagaoc da equacado (III.22) aos NN nos do contox
no fornece um sistema de NN eguagoes lineares, com a seguinte re

presentacac matricial
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(c + Mu = Gp (III.29)

-

na qual os vetores u e p contem os valores dos deslocamentos
e das forcas de superficie dos nos do contorno. A matriz diago
nal ¢ pode ser incorporada a matriz H , resultando na seguin

te representacao

Hu = Gp (I11.30)

Os coeficientes das diagonais principais das matri -
zes HeG sao obtidos através da integragdc de elementos que
contém o no £;, € a sua obtencdo,como ja foi mencionado ante -
riormente, na3o & imediata, isto €, ndo se da atraves da integra
cdao direta dos elementos como esta representado em ({III.25). Os
coeficientes da diagonal principal da matriz H - que correspon
dem ao "termo livre" ¢ mais a sua integral no sentido de va -
lor principal associada - sao obtidos mediante a aplicacao de
uma rotacao de corpo rigido (que nao produz esforcos) ao solido
analisado. A equacao (III.30}, aéés a aplicacdo de um giro uni

tario, torna-se
Hu = 9 (III.31)

Os coeficientes da diagonal principal sdo, entdo,ob-
tidos como seque (os indices repetidos nao implicam em soma)
-3 0 32
i5 T3 r; # (III.32)
0 calculo dos coeficientes da diagonal principal da

matriz G depende da fungao de interpolacdao adotada e sera i-

lustrado quando os elementos empregados para a discretizacao fo
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rem apresentados.

Aplicando-se as NN condigles de contorno, a equagio
(ITIT.30) pode ser reordenada e o sistema resultante tem a se -

quinte representagao matricial

Neste sistema, A & uma matriz cheia de ordem

(NNxNN), y & o vetor das incognitas e f , o vetor que con -
tém as contribuigbes dos valores prescritos. Em aplicagbes pri
ticas, a matriz A & formada diretamente, prescindindo-se da

formacao das matrizes H e G .

Uma vez resolvido o sistema (III.33), o deslocamento
e as tensoes nos pontos internos sﬁo obtidos atravées do emprego
das equagoes (III.15) e (III.17) na forma discretizada. A inte
gragdao ao longo do contorno, nesse caso, & efetuada sem proble-

mas, pois nao ha integrais singulares.

E importante observar que o deslocamento e as ten -
sOes se anulam quando r=0. Como 0os tensores fundamentais tam—
bém se anulam guando & ou X pertencem ao eixo de rotagdo, pa-

ra essa situagao a equacao (III.22) se reduz a
clgylul(g,) = 0 (ITI.34)

com c(gk) =1 e u(Ek) = 0 , como fol mencionado acima. En -
- tao, a k-ésima linha da matriz H possui um Gnico coeficiente
nao nulo, o coeficiente hkk = clgk), engquanto que a k-ésima 1i

nha da matriz G possui todos os coeficientes nulos.
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Para a solucdo numerica das equagoes (III.15),

(ITI.17) e (III.19) foram utilizados dois tipos de elementos: o

elementc linear e o elemento quadratico.

III.5.1 - ELEMENTO LINEAR

Para o elemento linear (Figura III.3), as fungdes de

integracdo ¥ e ¢ s3ao iguais a

Y o= 2 = (4, ¢,] (III.35)
onde
by = l(‘l- ) e $, = il {1+n) (ITI.36)
1 = Zvn 2 72 n .
Figura III.3 - Elemento linear
Em funcgao da figura acima, os vetores g(m), u(n) e
(n)

T
P podem ser representados esquematicamente como [( )1 ()2]j,
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com os indices 1 e 2 representando, respectivamente, os nos

inicial e final do elemento Fj .

0 Jacobiano da transformacao & constante e igual a

metade do comprimento do elemento, isto e, [JI = £/2.

e g,. , definidas em (III.25),

As submatrizes h i3

~17
sio de ordem (1x2) e podem ser representadas como (o indice i

se refere ao no Ei ; 0o Indice 3j , ao elemento T4 )}

1

s F (N

Byg = Ihyy hyoly 2N | prieq eplrdn
-1

(I11.37)

ne

¢ 1
i3 = [9517 94215 = 20 3 u*fé, ¢ylrdn

]
-1

Quando &, c¢oincide com um dos nos do elemento Fi,

i
isto e, quando ¢ = X

n = __fiﬂf___ - 1 (ou u = 0) (III.38)
{r+p) " +22

e a integral eliptica XK{m) apresenta singularidade logaritmi-
ca, enquanto que E(1) = 1. De acordo com o seu desenvolvimen-

to polinomial (primeira expressac em (III.27)),

Kim) = En(—%T) + 0 (k'? £n k') gquando k'»0 (m>1)
ee. (ITITI.39)
Para contornar essa dificuldade adicional, tendo em

vista a obtencido dos coeficientes da diagonal principal da ma -

triz G , uma solucgdo bastante satisfatoria e obtida lembrando
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que uma funcao qualquer f(o) = (a-R) £n|a—8| possuli o seguin-

te comportamento
fla) = (a-B) £n|a B| +. 0 quando a8 {ITT.40)

Assim, e efetuada uma transformacdo ndo-linear no
sistema de coordenadas intrinseco, transformacdo tal que o seu
Jacobiano se anula na singularidade, e integra-se normalmente u

tilizando a quadratura de Gauss.

Quando Ei coincide com o no inicial do elemento
Fj (nd6 1), a singularidade ocorre para n=-1 ; a transformacgio

requerida € a seguinte

14+¥ (TII.41)

N o= - % (1-¥2)+y  ;  |J]

(notar que para ¥ = -1 , |J] 0.

0 elemento 931 da submatriz g,

iy correspondente

ao no singular, € calculado como segue (o élemento 952 e cal-

culado normalmente)

1
£
g, =21 =L | w2 |1+ Ty oe|r ey ay (IIT.42)
i1 2 2 2
-1
Quando Ei coincide com o no final do elemento Fj
(nd 2), a singularidade ocorre para n=1; a transformagdo re -

gquerida agora € a seguinte

I}
—_
b
e

n = % (1-92) +¥ ; |J| (ITI.43)

0 ).

(notar que para Y =1 , [J|
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0 elemento 92 da submatriz gij ;, correspondente
ao no singular, €& calculado como segue (o élemento 944 é cal-

culado normalmente)

% [1 + %(1-w2l+w]r(1-w)dw (III.44)

)
£.
9ip = 21 3 Ju*

-1

II1.5.2 - ELEMENTO QUADRATICO

Para o elemento quadratico (Figura III.4), as funcgoes
de interpclagado Y e ¢ s3o iguais a
¥ = ¢ = [¢1 ¢y ¢3] (III.45)
onde

¢, = % nf{l-n) ; ¢, = (1-n) (1+n) ; ¢4 = % n (1+n)
... (ITI.46)

u= G+ Ou, v Gpu,

Uy OU Py P=Op,+ O,0,+ ypy

Figura III.4 - Elemento quadratico
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Em funcdo da Figura III.4, os vetores E(m}' u(n) e
E(n) podem ser representados esquematicamente como
T
[( )1 (), )3]j , com os indices 1,2 e 3 representando ,

respectivamente, 0s nos inicial, intermediario e final do ele -

mento rj .

As submatrizes h e g ydefinidas em (III.25),

2y ® 9y
sao de ordem (1x3) e podem ser representadas como
¢ 1

12 Bigly = 21 | P*leq ¢, ¢31[Irdn
)1

hjy = [hy,
(I1T.47)
1
i1 932 93314 = 20 | u* 6, ¢, 631 |3|rdn
-1

[g

te]

ij

Para a obtencao dos elementos da submatriz gij cox

respondentes a singularidade nos nds inicial ou final, empre -

gam-se as mesmas transformacoes apresentadas. em (III.41) e
(II1.43). ¢Quando ¢ nd singular € o no intermediario (no 2), o
elemento correspcndente - di0 ~ é calculade como segue

1 1

(1-Y¥) ko N (14"‘1‘)

g, = 21 [ u*e) rlg| S5 av + 2n J urel r|J| 25— av
-1 -1

oo (III.48)

As seguintes transformacoes foram empregadas para

9+ n o= Jz' [w -—12— (1+w2)} : |l =% (1-¥)
(II1.49)
¢35z n = % [w + % (1+w2)} ;g = % (1+9)
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A obtencdo das transformagdes (IIT.41), {(III.43) e

(ITII.49) esta apresentada no Apéndice D.

III.6 - CALCULO DAS TENSOES NOS NOS DO CONTORNO

0 calculo das tensdes nos nds do contorno ndo requer
nenhuma integracao e so depende dos valores do deslocamento e
da forca de superficie interpolados sobre os elementos do con -
torno discretizado. As tensées 830 calculadas empregando as

expressoes abaixo

du(X)  u(X)
tre(X) = p(X)nr(X) - G a e T n, (X) [n; (X)
(IIT.50)
du (X) u{Xx)
TBZ(X) = p(X)nZ(X) + G ar (%) + %) nZ{X) n, (X)

A derivada de u(X) & calculada diretamente sobre

as fungoes de interpolagao.

As equagées (II1.50) constituem o caso mais geral ,
no qual a torgao tambem pode ser produzida por um carregamento
distribuido ao longo da superficie lateral da peca. A deducdo
dessas equgades, para o caso elastoplastico, esta apresentada
no Apéndice E; a redug&o para o caso elastico é feita tomando-
se as componentes de deformacéo plastica ali presentes iguais

a Zero.
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ITTI.7 - APLICACOES NUMERICAS

Nas aplicag¢des numéricas apresentadas a seguir, o
conceito de nd duplo & utilizado para simular a descontinuidade
de forga de superficie no contorno e, também, para simular uma

mudanca brusca na geometria da sec¢ao meridional.

0 ndé duplo consiste em dois nés do contorno com as
mesmas coordenadas, sem nenhum elemento entre eles (nao se cria
um elemento de comprimento nule). A Gnica limitagdo pratica na
utilizacdo deste conceito ocorre guando ambos os nds possuem O
deslocamento como condigio de contorno, isto &, quando o deslo-
camento é prescrito nesses nos coincidentes. Tal situacao gera
uma matriz A singular. Além disso, a hipotese de continuida-

de dos deslocamentos deixa de ser satisfeita, pois seria possi-

vel prescrever deslocamentos diferentes nesses noés coincidentes.

Um procedimento alternativo para contornar essa di
ficuldade foi proposto por CHAUDONNERET [17]. Nas aplicagOes nu
méricas apresentadas neste trabalho, entretanto; nao houve ne -
nhum caso no gual fosse necessario prescrever o deslocamento nos

dois nos coincidentes.
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III.7.% - EIXO TRONCO CONICO

Quando a superficie lateral esta descarregada, o]
problema da torcdo do eixo tronco conico possui a seguinte solu

cdao [14]:

a4 = crz (I11.51)

3G (r2ez2) '’

T = ——=Sr s = —=—CrZ (III.52)

7] 5/2 8z : 542
r (r2+z?) (rz+z?)

onde

c = - (IIT.53)
2N (2/3-cosa+1/3cos?a)

Na expressao acima, M & o momento torgor gue atu
a nas extremidades do eixo. O angulo o« esta definido na Figura

ITIL.5.

A secgdo meridional do eixo e as duas discretizacgdes

utilizadas na analise estao apresentadas na fiqura a segquir.
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Figura III.5 - Secdo meridional e discretizagdes do contorno

Esta aplicagdo numérica possui duas finalidades: em
primeiro lugar, mostrar a convergéncia dos resultados em funcao
do refinamento da "malha" de elementos de contorno, o gue foi
feito com a utilizagao do elemento linear; em segundo lugar,com
parar os resultados obtidos com a utilizagao dos elementos line-

ar e quadratico para a mesma discretizacao (discretizacgao b).

Foi imposto um campo de deslocamento { equacao

(IT1.51)) nas extremidades do eixo e , na superficie lateral ,
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foi prescrito o valor nulo para a forca de superficie. Como a
finalidade deste exemplo & simplesmente didatica, adotou-se pa
ra a constante ¢ em (III.53) o valor ¢ = 1000; para o modu-

1o de elasticidade transversal, adotou-se o valor G = 800.

Os resultados obtidos para o deslocamento u e

para as tensoOes cisalhantes «<__ e , nos nds da superficie

T
ro 6z
lateral comuns as duas discretizac¢des, sao apresentados nas ta

belas III.1 e III.2, respectivamente.

E importante observar que: os valores dos desloca
mentos foram obtidos apds a resolucao do sistema de equagoes
(IIT.33) gue, por sua vez, & formado a partir da aplicagao da
equagao integral (III.22) a cada no do contorno: os valores das
tensOes cisalhantes foram obtidos com o emprego das eguacoes
(II1.50), ou seja, atraves da derivacao dos deslocamentos in -
terpolados, o gque nao fornece resultados muito precisos e tor-

na a convergéncia mais lenta.
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NG SOLUGAO DISCRET. DISCRET.
EXATA (a) (b)
A 0,41409 0,41409 0,41409
B 0,30422 0,30490 0,30438
C 0,23292 0,23387 0,23316
D 0,18404 0,18476 0,18422
E 0,14907 0,14941 0,14916
F 0,12320 0,12318 0,12319
G 0,10352 0,10352 0,10352
Observacoes:
1 - Os valores dos deslocamentos estdo multiplicados por 102%.

2 - 0s nés A(A') e G(G') sao nos duplos; dal a razao pela gual
os deslocamentos em A e G coincidem com os deslocamentos

prescritos em A' e G', respectivamente.
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Tabela III.2 - TensOes cisalhantes nos nos da superficie lateral

SOLUCAO EXATA DISCRET. (a) DISCRET. (b)

Tre Tez Tre Tez Tra Tez

A 0,66254 1,32508 0,57024 1,14049 0,612%  1,22593
B 0,41723  0,83445 0,42772 0,85544 0,41941 0,83882
C 0,27951  0,55902 0,28578 0,57156 0,28109 0,56217
D 0,19631 0,39262 0,20083 0,40166 0,19742 0,39484
E 0,14311  0,28622 0,14633 0,29266 0,14393 0,28787
F 0,10752 0,21504 0,10926 0,21852 0,70808 0,21615

G 0,08282 0,16563 0,09051 0,18103 0,08620 0,17240

Os resultados relativos as tensbes nos pontos in -
ternos selecionados, obtidos com ¢ emprego das equacgdes inte -
grais apropriadas {(equagoes (III.17)), sao apresentados na tabe

la a seguir.
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Tabela III.3 - TensOes cisalhantes nos pontos internos selecio

nados
PONTO SCLUCAO EXATA DISCRET. f{a) DISCRET. (b}
xe 9z ro oz 'ro Yoz
H 0,19560 0,68460 0,18781 0,67418 0,19373 0,68188
I 0,10490 0,41961 0,10218 0,41798 0,10422 0,419
J 0,06005 0,27022 0,05%24 0,27108 0,05985 0,27040
K 0,03626 0,18132 0,03604 0,18282 0,03621 0,18168
L 0,022%0 0,125%4 0,02282 0,12760 0,02288 0,12635
M 0,11712 0,35136 0,11631 0,35408 0,11691  0,35200
N 0,0725¢ 0,24185 0,07242 0,24448 0,07251 0,24248
0 0,04671 0,17126 0,04665 0,17375 0,04669 0,17188
P 0,11040 0,27600 0,11065 0,27974 0,11046  0,27685
o) 0,07283 0,20029 0,07292  0,20341 0,07285 0,20105
As trés tabelas anteriores mostram a convergeéncia
dos resultados em funcao do refinamento da discretizacio. Em

relacdo as tabelas III.2 e III.3 & importante observar que, pa
ra a mesma discretizagéo, o emprego das equacoes integrais for
nece resultados mais precisos para as tensoes. Por exemplo ,
com a utilizagao da discretizagdo b , o maior erro encontrado

nos nos do contorno foi de 7,5%; nos pontos internos seleciona

dos, esse valor caiu para 0,95%.
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Nas tabelas seguintes,sao apresentados os resulta -
dos relativos a discretizacdo b e obtidos com a utilizacgdo dos

elementos linear e quadratico.

Tabela III.4 - Deslocamento nos ndos da superficie lateral

NG SOLUGAQ ELEMENTO ELEMENTO
EXATA LINEAR QUADRATICO
A 0,41409 0,41409 0,41409
B 0,30422 0,30438 0,30419
C 0,23292 0,23316 0,23290
D 0,18404 0,18422 0,18403
E 0,14907 0,14916 0,14907
F 0,12320 0,12319 0,12320
G 0,10352 0,10352 0,10352

Tabela III.5 - Tensoes cisalhantes nos nds da superficie lateral

NG SOLUCAD EXATA ELEMENTO LINEAR ELEMENTO QUADRATTCO

Tre TE)z T

T T

0 0z ré Toz

A 0,66254 1,32508 0,61296 1,22593 0,65359 1,30717
B 0,41723 0,83445 0,41941 0,83882 0,41116 0,82232
c 0,27951  0,55%02 0,28109 0,56217 0,27646 0,55292
D 0,19631 0,39262 0,19742 (,39484 0,19462 0,38923
E 0,143117  0,28622 0,14393 0,28787 0,14209 0,28418
F 0,10752  0,21504 0,10808 0,21615 0,10690 0,21381

G 0,08282 0,16563 0,08620 0,17240 0,08240 0,16480
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Tabela III.6 - TensoOes cisalhantes nos pontos internos selecio-

nados
PONTO SOLUCAO EXATA ELFMENTO LINEAR ELEMENTC QUADRATICO
Tre TBz Tre Tez Tre Tez

H 0,13560° 0,68460 0,19373 0,68188 0,19551 0,68443
I 0,10490 0,41961 0,10422  0,41911 0,10488 0,41950
J 0,06005 0,27022 0,05985 0,27040 0,60036 0,27014
X 0,03626 0,18132 0,03621 0,18168 0,03625 0,18126
L 0,02290 0,12594 0,02282 0,12635 0,02289 0,12590
M 0,11712 0,35136 0,11691  0,35200 0,11709 0,35124
N 0,07256  0,24185 0,07251 0,24248 0,07253 0,24177
0 0,04671 0,17126 0,04669 0,17188  0,04670 0,17120
P 0,11040 0,27600 0,11046  0,27689 0,11036  0,27591
0 0,07283  0,2002% 0,07285 0,20105 0,07281 0,20022

Os resultados apresentados nas trés ultimas tabelas
comprovam a superioridade do elemento quadratico sobre o elemen
to linear, embora os resultados obtidos com a utilizagdo do e-
lemento linear possam ser considerados satisfatorios. Para al-
guns nos do contorno, os resultados obtidos com a utilizacio do
elemento linear foram melhores do que aqueles obtidos com a u-
tilizac@o do elemento quadrdtico. Isso pode ter ocorrido devi
do a derivacao dos deslocamentos interpolados (equacgdes (III.50)}.
Para -0os pontos internos selecionados, os resultados obtidos com

a utilizacac do elemento quadratico foram sempre melhores.
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IIT.7.2 - CILINDRO COM CAVIDADE ESFERICA

Seja o cilindro com uma cavidade esférica interna e
suficientemente longo, de tal maneira que a presenca da cavida
de nao se faga sentir no contorno, isto &, de tal maneira que
0 mesmo se comporte como um cilindro maci¢o no que diz respei-
to ao campo de deslocamento e de tensGes no contorno (Figura

I1II.6).

N
N

Figura III.6 - Cilindro com cavidade esférica interna

A imposigdo do campo de deslocamento
u = orz {ILI.54)

nas suas extremidades - tal campo de deslocamento corresponde
a solugdo analitica da equacdo de Navier (II.8) para o proble-
ma da torgdo do cilindro macig¢o - gera uma unica tensdo nao

nula no contorno, a tensao Tgy * igual a

Tgy = Gar {ITI.55)
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Em (III.54) e (III.55), o e o fator de proporciona

lidade, dado por

o = EME (III.56)
onde
M - momento torgor correspondente ao campo de deslocamento
imposto;
J - momento de inércia da secdo transversal deo cilindro
macigo.

Os valores adotados para o médulo de elasticidade trans

versal e o fator de proporcicnalidade foram os seguintes:

G = 800

a = 0,0025

A Figura III.7 representa a secao meridional do cilin
dro e a primeira discretizacdo utilizada na analise (discretiza
¢ao (a)). Refinando a malha, cada elemento & dividide em outros
dois, de mesmo comprimento, com a introducdo de um novo ndo en -
tre os dois nos ja existentes (discretizagdo (b)). O mesmo pro
cedimento foi seguido para o segundo refinamento {discretizacao
{(c}}. Assim, em relacao as discretizacdes (a), (b) e (<), a
circunferéncia que define a cavidade esférica foi discretizada
com o auxilio de oito, dezesseis e trinta e dois elementos line
ares (ou quatro, oito e dezesseis elementos quadraticos), res -

pectivamente.
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t/a = 0,15

[ 3

hta - 0,45

Figura III.7 - Se¢do meridional do cilindro

Os resultados obtidos para a tensdo resultante nos nos

. -~ . . . 2
da circunferencia que define a cavidade - T, = Jrre + ng -

e a sua solucao exata estac representados na figura a seguir.
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TP
1,26
- 2Mt
p=
= at
100
0,75
tedrica
= discr, a
e discr. b
0,50 | o discr. ¢©
z
0,25 | \d
r
o 4 + + + + T
o 225 45° 675 90" v
Figura III.8 - Tensao resultante no contorno da cavidade

Na regido da cavidade ocorre concentracdo de tensoes
e, com excecao dos pontos scobre o eixo r na Figura III.7 (se
cdo media), a tensao T.p assume valores naoc nulos. A Tabela
III.7 apresenta os valores obtidos para a relacao entre a ten-
sao Tg, ROS pontos da secao média e nos pontos de mesma ab -

cissa pertencentes ao cilindro macigo.
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Tabela IIT.7 - Concentracao de tensOes na secao media

PONTO A§S£§§A DISCRET. {a) DISCRET. (b) DISCRET. (c) 6z
(CTLINDRO
MACICO)
A 0,150 1,108 1,213 1,241 1,50
B 0,152 1,284 1,261 1,242 1,52
c 0,160 1,179 1,179 1,180 1,60
D 0,200 1,054 1,058 1,059 2,00
E 0,320 1,005 1,005 1,005 3,20
F 0,640 1,000 1,000 1,000 6,40
G 0,980 0,988 1,001 1,000 9,80
H 1,000 1,000 1,000 1,000 10,00

A tensdo nos pontos E, F e G ¢é muito proxima daque
la encontrada nos pontos de mesma abcissa e pertencentes ao ci-
lindro macico , ou seja, a concentragdo de tensoes sO ocorre na

vizinhanca da cavidade.

Para se ter idéia da precisdo dos resultados apresen
tados na Tabela III.7, foi adotada uma variagao linear para a

tensao T
6z

cdao média, foi calculado através da integragdo de Tgy @O lon-

go dos sete segmentos lineares obtides. Comparando-se esse va-

ao longo do eixo r e o momento torgor, nessa se-—

lor calculado aproximadamente com aquele correspondente ac cam-
po de deslocamento imposto (III.56), as diferencas encbntradas
foram: -0,7% para a discretizagao (a); 0,06% para a discretiza-
cdo (b) e 0,0004% para a discretizacao (c}. Cabe observar gue

a interpolagao linear adotada no calcule do momento possuil ape-
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nas um objetivo didatico, uma vez que as tensdes nos pontos in -

ternos sao calculadas diretamente, com o auxilio das equagdes in

tegrais apropriadas.

A utilizagdo de elementos quadraticos (discretizacgdo
(c)) forneceu, para a tensdc resultante nos nés da circunferén -

cia que define a cavidade, os resultados representados na figura

abaixo.
/e
1,25 s
- 2Mmt
p-
T ad
100 |
.\
075 | \\
\ tedrica
P O elem. linear
® elem, quadratico
0,50 ® coincidentes
z
025
T
o 4 + + + +
0 225 45° 675 a0 ¥

Figura III.9 - Tensao resultante no contorno da cavidade

A Figura III.8 mostra a convergéncia dos resultados

em fungdoc do refinamento da malha de elementos de contorno; a

Figura III.9 mostra a eficiéncia do elemento linear gquando com
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parado com o elemento quadratico.

ITI.7.3 - CILINDRO COM ENTALHE SEMICIRCULAR

Seja o cilindro com um entalhe semicircular e sujei-
to a acdo de conjugados aplicados nas extremidades, como repre-

sentado abaixo.

hia= 13

Figura III.10 - Cilindro com entalhe semicircular

Na regidc do entalhe ocorre uma grande concentracdo
de tensces e, com excecao dos pontos sobre o eixo r na Figura

IIT.10 (secaoc média), a tensao T g assume valores nao nulos.

4 Figura IIT.11 representa a discretizagdo utilizada
na analise, na regido vizinha 3 circunferéncia que define o en-

talhe, e os valores obtidos para a tensac T nos pontos per-

Sz

tencentes a secao média. No né A, a tensdo é maxima: T = T

A
8z max
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z
+ elenﬁento quadratico
o elemento linear t
+
-
3]
& =
5 =B
+ E
&
&
A [
T r
Figura III.11 - Discretizacdo na vizinhanga do entalhe e tensao
nos pontos da  secao média

A relacdo entre a tensdo no no A (T_-

) e a maxima ten
max s

sdo encontrada em um cilindro maci¢o de raio (a-b) e sujeito a a
cac de conjugados de mesma intensidade dos aplicados no cilindro
considerado aqui (pontos de abcissa (a-b)),obtida com a utiliza-

¢do dos elementos linear e quadratico e por outros autores [6],é€

a seguinte:



T -
max

2M

M(a-b)°>

67

1,40 : Elemento linear
1,42 : Elemento quadratico
1,57 : Willer

1,67 : Sonntag

1,33 : Kermanidis

1,42 : Wert
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CAPITULC v

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A TORCAO EIASTOPLASTICA

IV.l ~ IDENTIDADE DE SOMIGLIANA PARA PROBLEMAS ELASTOPLASTICOS

Para problemas elastoplasticos, a equacdo (III.9)

deve ser escrita como segue

e

2o (X) + To (£:X) ef (X)]r(X)dn(x) =

20 [ 2[t;e(£;X) €
&

uE

= 21 J 2[t o (X) el (£:X) + 1,.(X) ey, (£:X)]r(x)dn(x)  (IV.1)
f

€

Na equacao acima, €§8(X) e €5 (X) representam as

6z

parcelas elasticas das deformacdes totais €re(X) e eez(x). A-

léem disso

e _ p
ere(X) = Ere(X) - er(X)

(Iv.2)
e _ P
Eez(X) - Eez(X) - eez(x)

onde EE e EE representam as parcelas plasticas.

Zz

A substituigac de (IV.2) em (IV.l) conduz a seguin-

te equacao
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.
X ' % _ * *
21 2[Tre €re * Thz aez]rdﬂ = 21 2[1re €.o * Tog eez]rdﬂ +
Qe ‘Qe
f
: * P * P
+ 21 2['rre €rg * Tog saz]rdﬂ
‘ Qe
.. (IV.3}

Integrando por partes as duas primeiras integrais em
(IV.3) e tomando o limite quando e+0 (de maneira andloga a do
capitulo anterior), obtém-se a identidade de Somigliana para ©
problema elastoplastico e na gqual se considera as deformagéesplég

ticas como deformacdes iniciais:

u(g) = 20 | u*(£;X)p(X)r(X)Ar(X) - 21 | p*(£;X)u(X) r(X)dr (X)+
Ir r

£ 41 | [exo(esx) 2 ) v 1 (60 ef (0 Irdex)

" ee. (IV.4)
ou, simplificadamente
uleg) = 21 [ w¥prdr - 21 J p*urdP + 41 [ T*Eprdﬂ {IV.5)
T r Q2
com
* * *
L= {Tre TElz]
e
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A equacao integral de contorno correspondente ao pro
blema elastoplastico & andloga & equacdo (II1.19), a diferenca fi
cando por conta da integral de dominio relativa as deformagoles

plasticas, a exemplo da equacdc (IV.4), e & igqual a

c(glu(g) = 2r | u*prdr - 21 | p*urdr + 4n | t* ePrde

r ) & L. (1v.6)

Os valores de c(f) sao os mesmos ja apresentados

no capltulo anterior, secdo (III.4).

IV.2 - CALCULO DAS TENSOES NOS PONTOS INTERNOS

Para o calculo das tensdes nos pontos internos, vi-
sando o estabelecimento das equacdes integrais apropriadas, a
equagao (IV.4) deve ser substitulda nas equacgdes (II.64) e, como
no casc elastico, as derivadas devem ser tomadas em relagdo as

coordenadas do ponto fonte, isto é:

: su(g) u(t) P
rre(g) = G 55 - = - 2G ere(a)
(IV.7)
- du(g)
Tg(8) = G Tz, © eh, (2)

As derivadas acima podem ser aplicadas diretamente
sobre os tensores fundamentais nas integrais de contorno; a de-
rivagao da integral de dominio relativa as deformacdes plasti -
cas requer maior atencao. Voltando a deducaoc da identidade de

Scmigliana, essa integral possui a sequinte representacido for-
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mal guando se toma o limite quando «-0

Vv = lim 41 o* <P ran (IV.8)
g>0 Qs~ -

e as derivadas sdao representadas por

I
V- oar 1lim { 2> t* P rap }
ap 3p -~ -
e~>+0
Qe
(IV.9)
.
VoL o4n 1im [ 2 t* P rag )
dz2g 924 - =
e+0
Qe
Seguindo o procedimento apresentado em [8], isto é ,
definindo um sistema de coordenadas polar com centro em £ e

raio polar paralelo ao eixo r do sistema de coordenadas cilin-
drico, a integra¢@c no dominio fica restrita a uma integracdo na
direcao angular e a outra na diregdo radial sendo gue, nesta 0l-
tima, o limite inferior de integragao {(e) & funcdo da posicdo do
ponto fonte (de suas coordenadas). Esta dependéncia leva & uti-
lizacao da formula de Leibnitz para a derivacdo de integrais cu-
jos limites dependem de um parametro. A aplicacdo dessa férmula

conduz as expressdes abaixo

at™ [
% = Al = P ordn - 1im AL Py * rRr,_dr
p ap - R - - r

Q Re0 7€ T
1 (IV.10)

at*® [

I 4T *
3V = 4TI 3z Ep rdg@ - lim = EP(E) T rR,zdF
3zZg g C R0 ¢ Jp

nas quais as integrais de dominio devem ser calculadas no senti-

do de valor principal: Iy define uma circunferéncia de raio Rg
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e R, e R, representam as derivadas de R (direcdo radial do

r Z

sistema de coordenadas polar) em relagdo as coordenadas r e 2

do ponto campo.

As integrais de contorno apresentadas em (IV.10) de
vem ser calculadas levando-se em conta o comportamento da funcgdo
de Legendre Q+l/2(y) para argumentos vy pequenos {isso por-
que pode-se tomar R, tao pequeno quanto se desejel. De [13] ,

obtém-se a seguinte expressao para Q+l/2(¥)

. 1 it
{(Iv.11)
d 1 1
dy Q+l/2(Y) = T 7 =D

Desenvolvendo as expressoes para as tensdes funda -

mentais em funcdo de (IV.1ll) e integrando em T3 , obtém-se

5 T*_(£:X) 3% _(£:X)
aV. ro P 8z P P
rri 40 J |: Ere(X) + ——— SBZ(X):Ir(X)dﬂ(XHEre(E)
3p ap
i)
(IVv.12)
5 t* (£:X) 3T (£:X)
T oo oar re P ) =227 P ) lrman @+ (g)
Zo 1z reo 3z 0z 0z
Q o 0
556(5) e a%z(g) sao os chamados "termos livres”.
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As equag¢des integrais correspondentes as tensdes s3o

as seguintes

- 3u* _ u* ap*_ p*
Tre(E} = G |21 J(ap -3 ) prdl - 21 (ap -5 yurdr +
T r
31> ¥ 3t* T
ro ro, p 8z gz, P
+ G 41 [ [( 50~ 5 )er6 + | TR )EBZ rdg -
9]
P
- G Ere(E)
(IvV.13)
[ aut ap”
rez(E) = G |21 3;5 prdr - 20 T urdr +
‘T r
I BT* at* .
+ G 4T ré . .p b2 P | rag -
o azo ré azo bz
_ P
G ey, (E)

Agrupando as equagdes (IV.13), obtém-se a sua repre

sentacdo matricial

1{£) = G |2m J 'u*prdl - 2I J "p*urdr } +
T T

+ G 4 [ 'rx cPrde - 6 1 P(e) (IV.14)
Q

na qual I & a matriz identidade de ordem (2x2).
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IvVv.3 - DISCRETIZACAO E SOLUGAO NUMERICA DAS EQUACOES INTEGRAIS

Para a soclucao numérica das equagoes (IV.5)e (IV.13),
a partir da solugac da eguacao integral de contorno (IV.6), o
contorno I & discretizado em uma série de elementos sobre os
quais sao interpblados os valores do deslocamento e da forga de
superficie (como foi feito na secdo (ITII.5) do capitulo anteri -
or) e a parte do dominio onde se preve a ocorréncia de deforma -
¢oes plasticas €& discretizada com o auxilio de células internas
sobre as quais sao interpolados os valores das deformacdes plas-

ticas utilizando os valores nodais correspondentes.

Uma vez que a discretizagaeo do contorno e o calculo
das respectivas integrais ja foi discutido anteriormente, nesta
secdao estudar-se-3, em detalhes, a discretizacdo do dominioc e o

calculo das integrais relativas aos termos plasticos.

Aqui, novamente, as coordenadas cilindricas r(J)

dos pontos localizados sobre cada célula. Qj’ do dominio discre-

tizado, sdo expressas em termos da funcgdo de interpolacdo ¥ e

das coordenadas nodais E(m) da célula através da seguinte rela
cao matricial

na gual o superindice m se refere ac numero de pontos gue defi

nem a geometria da célula.

p

re ©

Da mesma maneira, as deformacgdes plasticas ¢

P

oy sdo interpoladas sobre cada célula ﬂj utilizando a fungao

de interpolacido © e os valores nodais eP(n) QJas deformacdes
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plasticas, isto é

EP(j) EP(n)

=]

(IV.16)

O superindice n se refere ao nimero de pontos do
dominio (chamados "pontos de tensdo") que definem a lei de vari

acdao das deformacdes plasticas sobre cada célula Rj .

Como no caso elastico m=n e como sO existem duas

componentes de deformacdo plastica ndo nulas, entdaoc V¥ =

(L= |

Se o contorno I & discretizado em N elementos
e o dominio Q (ou parte dele) em M celulas, a equacido (IV.6)

possul a seqguinte versao discretizada para o i-é&simo no £y

N
c(eputey) + ) |21 | prerarju™ -
=1 T.
J
N « (n) | % ’e (n)
= Y |2n uerdr(p' o+ Y |4n 1 ordQ EP (IV.17})
j=11 r. i=1 0.
] J

As integrais de dominio relativas aos termos plas-
ticos podem ser calculadas numericamente, sem dificuldade, guan
do a célula nac contem o nd fonte. Quando isso acontece, essas
integrais apresentam uma singularidade que €& eliminada mediante
uma mudanca de sistema de coordenadas. A integracdo das célu -

las singulares sera discutida na prdxima secao.

A aplicacao da equagdo (IV.1l7) aos NN nés do con
torno fornece um sistema de NN equagdes com a seguinte repre-

sentacao matricial
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Hus= Gp + D &F (IV.18)
na qual as matrizes H e G sdao as mesmas ja obtidas na analise
elastica e a matriz D é a matriz resultante da integragao no

dominio.

0 calculo das tensdoes nos pontos internos & efetuado
de maneira idéntica. A equacdo (IV.14), para o ponto £+ POS

sui a seqguinte versdo discretizada

N N
T(gi) = ) G[ZH 'u*¢=rdI‘:|p(n) + ) G|:2H 'p*@rdf‘]u(n)+
- 3=1 SR B -4t
I, r.
] 3
M [
* {G[A}n 'I*Erdﬁjgp(n) GTeP () (IV.19)
J=1 o,
j

Na equag&o acima, as integrais de dominio relativasacs
termos plasticos podem ser calculadas numericamente, sem difi -
culdade, quando a celula ndo contem ¢ ponto fonte. Quando isso
acontece, a integrag¢do so € possivel no sentido de valor princi

pal; essa integracado também sera discutida na prdxima secdo.

A aplicacao da equacao (IV.19) aos NP pontos internos
selecionados fornece um sistema de equagOes com a seguinte re -

presentacao matricial

T = 'Gp-'Hu~+ (D' + C")eP (IV.20)
na qual C'e a matriz que representa os"termos livres" e D' &

a matriz resultante da integrac¢do no dominio. As matrizes 'G e
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'H resultam da integracao no contorno e equivalem as matrizes

G e H da equacao {IV.18).

~

0 calculo das tensées nos nos do contorno néo re-
quer nenhuma integragao. As expressOes correspondentes as ten-
soes constituem uma extensao daquelas apresentadas em (III.50) ,
levando em consideracdo a contribuigao das deformagées plasticas.

Obtém-se, entdo, para X ¢ T

du(X) : u(X)
Tre(X) = p(X) nr(X) - G T T nz(X) nZ(X) -
- 2602, x) n x) - B (x) n (X)) 0y (0
(Iv.21)
du {X) u(X)
rez(x) = p(X) nz(x) + G T T T nZ(X) nr(X) -
-~ ze[egz(x) n (X) - EEG(X) n, (X)1 n_(X)

A Unica derivada que aparece continua sendo a do des
locamento, calculada diretamente sobre as fungodoes de interpola -

cao.

A aplicacao das equagbes (IV.21) aos NN nds do con
torno fornece um sistema de equagdes com a seguinte representa -

gcdo matricial

T = Gp-Hu+ Q € (IV.22)
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. c c ~ . - .
na qual as matrizes G~ , H e D sao equivalentes as matri-

a— ~ ~

zes 'G, 'H e D' apresentadas em (IV.20).

De modo a unificar o procedimento para o calculo das
tensoes nos NN nds do contorno e NP pontos internos seleciona-
dos, as equacoes (IV.20} e (IV.22) devem ser agrupadas, extenden
do, assim, a representacao da equacao (IV.20) aos nos do contor-

no e aos pontos internos selecionados.

A aplicagao das NN condigbes de contorno e a reorde
nacao das NN incognitas conduz as seguintes representacdes das

equagdes (IV.18) e (IV.20)

Ay = £ +D¢P (IV.23)

11
n
|
o=
e
+
I_h
+
)
*
@
o]

(Iv.24)

nas quais a contribuicao dos valores prescritos esta incluida em
fe f', y € o vetor das incognitas e D* = D'+ C' (para os

ndos do contorno C' = 0 - & importante esta observacao  uma

vez que, unificado o procedimento para o calculo das tensdes, a

notagao utilizada & a apresentada em (IV.20)).

A pré-multiplicacdao da equagao (IV.23) por §_1 for

nece

y=xkeP i m (IV.25)

Se ndo houvesse deformagoes plasticas, isto &, se

P - 0, a equacdo acima se reduziria a

rm
1
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y=mn (Iv.26)

ou seja, a solugdo elastica do problema para deslocamentos e for

cas de superficie no contorno.
Substituindo (IV.25) em (IV.24), obtém-se

T =B e” +n (IV.27)

Aqui, n corresponde a solugao elastica para as

tensdes; além disso

K =2 1p =1

=2

I
(o
t+h

(IvV.28)

1
|
w]
*
|
(]
VR
fa
it
"*.‘
|
P
13-

E importante observar que, uma vez formadas, as e-
quagoes (IV.27) e (IV.25) sdo independentes, ou seja, na resolu-
cao de problemas que envolvem n3o linearidade fisica s & neces-
saria a utilizag¢do da equacdo (IV.27), relativa as tensodes. A-
lém disso, o fato de se utilizar equagdes integrais apropriadas
para o calculo das tensdes nos pontos internos proporciona resul
tados mais precisos e, principalmente,maior eficiéncia computa -
cional, pois prescinde-se do calculo dos deslocamentos nos pon -
tos internos selecionados e da sua posterior derivacdo numerica,

como & proposio em [10].

Em termos de eficiéncia computacional, deve-se ob -

servar que a matriz A pode ser formada no campo da matriz B .

BpOs a resolucdo do sistema de equacdes - para as incognitas em
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vy e para K - a matriz B & formada e a equacdo (IV.27), gera-

da. Assim, as Unicas matrizes que precisam ser armazenadas sao

as matrizes K e B .

Para a implementacdo numerica das equagées (Iv.5) ,
(Iv.6) e {(IV.14) foram utilizados elementos lineares e ceélulas
triangulares lineares. A implementac¢do dos elementos lineares ja
foi discutida no capitulo anterior e o mesmo procedimento foi se

guido aqui.

IvV.3.1 - CELULAS TRIANGULARES LINEARES

Para as células triangulares lineares, as funcgodes
de interpolagao sao expressas em termos de um sistema de coorde-
nadas homogeneo (n1;n2) (Figura IV.1) e o Jacobiano da transfor-
magao & igual a duas vezes a area do triangulo. As funcgdes de

interpolacdo ¥ e ¥ s3o dadas por

]|
H
el
I

(IV.29})

ny = 1 - (n1 + n2) .
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K’
2 10.1)
;
—_——
3 K
(1,0)
{0.0)
Figura IV.1 - Ceélula triangular e definigdo do sistema de coorde

nadas intrinseco (n1;n2)

Os vetores r(n) e Ep(n)

sao formados por subve-

. - T
tores do tipo [t () )1 ; que correspondem aos "pontos de

tensao" 1i=1,2,3 localizados nos vértices da célula.

-

Para a formacao da matriz D, cada célula Qj con—-

tribui com uma submatriz dij de ordem (1x6) do tipo

(0 Indice i se refere ao ponto fonte; o indice Jj, a célula)

- * * *
d;4 = «4m [ti7 "y Iiz2 "2 Ti3z "3l

rdg (IV.30)
Para a formagac da matriz D' (no que se refereaos
pontos internos), cada célula Qj contribui com uma submatriz

'gij de ordem (2x6) do tipo
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1 —_ 1 * ] * I
dj; = 4n [ty ong 'thomny Ty nglrde (Iv.31)

A integragdo numérica das células que ndo contém o
ponto fonte (ceélulas ndo singulares) pode ser feita utilizando a

quadratura de Hammer, como segue

K
- x = _ - -
gij = AT ™ % rde = 8n Aj k§1 (t*or), w,
‘0. -
J (Iv.32)
[ K
' _ [ - vk
gij = 4T ™ % rde = 8m Aj k§1[ T¥%r), W
‘a. -
J

onde K representa o numero de pontos de integracio, W, O pe-

so associado a cada ponto e Aj representa a area da célula.

Todavia, nao € possivel proceder assim para o caso
em gue o ponto fonte coincide com um dos vértices da célula a
ser integrada (célula singular). Para se calcular essa integral
e obter os elementos das submatrizes gij e lgij corresponden-—
tes ao no singular, & necessario efetuar uma mudanga de siste -

ma de coordenadas, definindo um sistema de ccordenadas polar (R;¢)

com centro no ponto fonte (ponto +y na Figura IV.2).



83

_ - 2A
Ri0) = chosdJ + aTser@

/

Figura IV.2 - Sistema de coordenadas polar com centro no ponto
fonte vy € Qj

Em relacdo as coordenadas r-z do sistema cilindri-
co definido previamente, as coordenadas homogéneas (n1:n2) 830

dadas por

1 o
"« = 7 (2Aa + bar + aaz) (IV.33)

O indice o representa o ponto ao gqual se refere a

funcao de interpcolacaoc e

a =Y - T . b =z, - =z
o ¥ R ' o B Y
(IV.34)
2AO = Yr,Z =Y Z
o B™y B
A = % (b,la2 - b2a1) & a area da célula

com o = 1,2,3 para B = 2,3,1 e v = 3,1,2
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Em relacdo ao sistema de coordenadas (R;¢), obtém -

se a seguinte expressdao para as coordenadas homogéneas (n1;n2}

R

. = 6GY TN (ba cos¢ + a, seng) (Iv.35)

=1

onde éaY e o valor da funcdo de interpolacado no ponto singular

5 = (IV.36)

As coordenadas r = r{X) e =z = z(X) do ponto cam
po sao dadas por

r = p + R cosé¢

(IV.37)
Z = ZO + R sen¢

Substituindo as expressdes acima nas expressdes cor
respondentes as tensodes fundamentais, obtém-se (genericamente) a

seguinte representagdo para as tensoes fundamentais

¥ {g;X)
t:e(E;X) - K8 : T;Z(E?X)
R R

?SZ(E;X)

ou

¥ (£:X) ¥ (£;X) (IV.38)

®—=

E importante mencionar que a singularidade s ocor-

re nas parcelas de ?re e wsz gue sao multiplicadas pela inte -

gral eliptica E(m).

Seja,entdo, uma submatriz d.. de d,. , de ordem
’ ; ~ij ~1i7

{(1x2) ,definida por
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o - *
gij = 47 f T nardQ (IV.39)
Q

3
Em relacaoc ao sistema de coordenadas (R;4), a expres

sac acima pode ser escrita como

95 R(¢) 9 R(6)
d".‘.:ljm4nJ [ 1wﬁerRd¢=1j.m4n[ J ¥ § rdrds
~17] R~ « ~ o
e+0 e~+0
¢1 € ¢1 £
.. (IV.40)

Em (IV.40) fica patente a vantagem de se utilizar o
sistema de coordenadas (R;¢), pois o Jacobiano dessa transforma-
cao IJ| = R elimina a singularidade. Devido ao comportamentoda
integral eliptica E{m)} (E{m) - 1 guando k' » 0) a integragdo nao o-

ferece mais nenhuma dificuldade adicional, mesmo quando vy =a .

Em virtude da complexidade das expressoes envolvi -
das, integra-se numericamente em relagao a R e em relagdo a ¢

utilizando a quadratura de Gauss. Assim,

d,. = 4 ————— (¥n r), w —_— W (Iv.41)
~1) 2 ko1 |e=q - @ 24 2 k
onde
(¢2'—¢1) ~ - -
_ e ¢ Jacobiano para a integragao em relagao a ¢
2
(n pontos de Gauss),
R(¢5) ) )
é o Jaccobiano para a integracao em relagao a R
2

(m 'pontos de Gauss) e

Wy € W, sao os pesos associados aos pontos de integracgao.
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Seja,agora, uma submatriz 'dzj de ‘dij , de or -
dem (2x2), definida por
v 39 _ ok
dij = 41 T nardﬂ (Iv.42)
Q.
]
Em relagao ao sistema de coordenadas (R;4), a ma-—
triz 'E* pode ser representada como
P B (Iv.43)
~ R2 -~
e a expressao (IV.42) pode, entdo, ser escrita como
b R{) ¢2IU¢)
t % : oy _ 11 ll"
gij = ii? 41 " gnaerRd¢ = iig 41 R fnarde¢
$,°€ ¢1 £
ees. (IV.44)
Para vy # o tem-se § = 0, a singularidade € eli

ay
minada e a integracao pode ser efetuada

naloga a apresentada em (IV.41).

Para o calculo da submatriz

no singular (isto &, gquande Yy = a}, a

normalmente, de maneira a

rq%,
ij

correspondente ao

integragdo apresentada em

(IV.44) deve ser efetuada no sentido de valor principal de Cau -

chy, ou seja, deve-se levar em consideragac a contribuicao

todas
tegra
valor
ceito

Apéndice F deste trabalho.

as células adjacentes que contem o ponto vy .

numericamente nas duas diregdes, a integral no sentido

de integrac¢ao por partes finitas apresentado em [1] e

A integral em relacdo a ¢

de

Como se in-

de

principal {(em relagao a R) & calculada aplicando-se o con-

no

& calcu-

lada normalmente, utilizando a quadratura de Gauss.
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A integracao nas diregdes radial e angular do sistema
(R;¢) pode, também, ser utilizada para o caso mais geral, no qual

o ponto fonte Ei nao coincide com nenhum dos ndés da celula. Em

relagdo a Figura (IV.3), as submatrizes dij e 'dij sdo obtidas

da seguinte maneira

Figura IV.3 - Caso geral para a integracao de celula ndo singular

. 03 (R3le) | ¢y (R3le)
diy = 47 ¥ Ny rdRd¢ + 41 ¥ Ny rdRdé¢
b R, (¢) ¢ R, (¢)
172 30 ... (IV.45)
e
. b3 (Ryte) 02 (R3lo)
Igij = 417 ‘g e TR d¢ + 41 'Y nar-ﬁ-d¢
b Ry () 45 "Ry (4)
e.. (IV.45)

Nas expressoes acima, ﬁa continua sendo dado pela
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expressao (IV.35) e Sy © R_(¢) sao dados pelas expressOes abai
X0
= oL - ‘ ‘ )
aay = 3R (rBzY r zg + b +az) (IV.47)
~2A S,
R (¢) = ! (IV.48)

b cos¢ + a_seng
a o

IV.3.2 - O METODO DAS SUCESSIVAS APROXIMACOES ELASTICAS

As equagodes (IV.25) e (IV.27) serao resolvidas atra-
vés de um método incremental-iterativo conhecido como Método das
Sucessivas Aproximag¢oes Elasticas, descrito nas referéncias [11]

e [8].

Levando em consideragdo as equag¢oes apresentadas na
segao (II.2), do Capitulo II, as equagoOes mencionadas acima po-

dem ser escritas da seguinte maneira

y = K(P + 2eP) 4 m (IV.49)

T = B(eP + 2cP) +n (IV.50)

Nas equacgoes acima, eP representa o vetor das de -
formagdes plasticas acumuladas até a correspondente ao ﬁltimo a-—
créscimo dado ao carregamento (sem inclui-la) e m e n represen

tam as solucgdes elasticas associadas ao carregamento.
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0 processo incremental-iterativo para a solugdo das
equagoes {(IV.49) e (IV.50) se inicia a partir da reducdo da maxi

ma tensao equivalente (o ), encontrada nos nds do contorno

e,max

ou nos pontos internos, a tensdo inicial de escoamento Og ¢ @a-

traves de um fator de carga inicial AO definido como segue

x = (IV.51)
ou seja, o processo se inicia a partir do Gltimo nivel de carga
em relacao ao gual o material ainda se comporta elasticamente.

Definindo-se um incremento de carga w , o fator de

carga correspondente ao i-ésimo incremento & dado por

A, = A, + AW (Iv.52)

Note-se gue o incremento de carga w pode variar ao
longo do processo; na implementacgao desenvolvida neste trabalho,

entretanto, w & constante para cada problema.

As equagOes (IV.49) e (IV.50) podem, entao, ser es -

critas comoc

¥ = 5(59 + Agp) * Aym {IV.53)

T = g(gp + AEP) + Aig {(IV.54)

Para um dado valor de ki , 0s incrementos de defor-
macao plastica sdo determinados iterativamente para cada né do

contorno ou ponto interno selecionado comc segue:
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a. Calculo das tensoes (equacgde (IV.54)) ;

b. Calculo de:
aée e Eéz (equagéo (I1.53))
(equagao (I1II.54))

Asg > 0 {equagcao (II.60)}) ;

c. Verificagao da convergencia: comparagac do ultimo valor cal-

culado para Aeg como O anterior:

d. Calculo dos incrementos de deformagdao plastica

~-e

6z

e. Inicio de uma nova iterac¢do apos a consideracao de todos os

nos do contorno e pontos internos selecionados,

Obtida a convergéncia, aeP é adicionado a &P e

-~ -~

0 processo descrito acima tem inicio para um novo fator de carga.

Deve-se observar que somente a equagao (IV.54) & u-
tilizada ao longo do processo incremental-iterativo e que a e-
quagdo (IV.53) s e utilizada apOs a obtencao da convergéncia. A
lem disso, as matrizes KeB e os vetores men sao gerados
apenas no inicio do processo e nao se alteram, 0 que representa

uma grande economia em termos computacionais.
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IV.4 - APLICACOES NUMERICAS

IV.4.1 - CILINDRO VAZADO COM SECAO TRANVERSAL CONSTANTE

MATERIAL PERFEITAMENTE PLASTICO

Impondo-se o campo de deslocamento

u = qarz (IV.5%)

ao cilindro considerado, o momento torgor correspondente ao

primeiro escoamento € igual a

N
M = LZo g _b, (1V.56)

onde a e b representam, respectivamente, os raios externc e
interno da seg¢ao transversal do cilindro. O fator de propor -

cionalidade o associado a esse momento € dado por

1

5i6

Para o > o, tem inicio a plastificacao da segao
transversal. O momento torgor correspondente ao campo de des

locamento imposto € dado pela seguinte expressdo:

_ _ 2Ma* Yo 1 So, 3 1 4
M = M(Oﬂ) = 3 '7? 1 - W(G&) - 7] Gob [IV.SS)
Para
g =2 0
o = ap = %o /3 {1v.59)

ocbtém-se o momento torgor correspondente a plastificacgdo de to

da a secgao transversal:
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= 21 3 _ h?
M = 3 73- {a b*) {(IV.60)

Para a relacgdo b/a = 0,4 , tem-se Mp/Mo= 1,28, ou
seja, o maximo momento torgor que pode atuar na segdo transver
sal do cilindro em estudo & 28% maior do que agquele correspon-
dente ao primeiro escoamento. Assim, a imposigdo de um campo
de deslocamentoc com o > ap somente produz um acréscimo de de

formagdes, o valor do momento permanecendo inalterado.

0 diagrama M/MO X o , correspondente a solugao exa
ta do problema, e a discretizacado utilizada para a analise nu-

mérica sdo apresentados na figura a seguir.

Em funcao dos resultados obtidos para a forga de
superficie, apds a resolucdo da equacac (IV.25), o momento M(a)

fol calculado da seguinte maneira:

M(a) = J 2I p(X)r2 (X)dr (xX)
j r

onde p(X) representa a forca de superficie interpolada linear
mente sobre os elementos da base do cilindro (na superficie la
teral, p(X) = 0) e dIr{X) = dr(X). Para a = 0,0025, o erro

cometido na avaliacao do momento foi de 0,17%.
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M’Mo
128 O0—-0- e
1.0 z
oo MEC —I;
T

- tedrica

h/a =02 L .
b T a o
bia =04
1,083 20 2,706 o 103

Figura IV.4 - Diagrama M/M0 X o e discretizacao utilizada na

analise

Devido ao comportamento da deformacdo plastica -

P P
Coz = Eez(r)

direc¢ac r .

- a secao meridional foi melhor discretizada na

Na tabela a seguir sao apresentados os valores de
Tgy © sgz correspondentes a scolucdo exata do problema [11] e
os obtidos numericamente, para o = 0,0030 (a secao transver -

sal esta totalmente plastificada), nos pontos de ordenada nula.



Tabela IV.1 — Tensoes e deformagdes

Qo eixo

r
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plasticas nos pontos sobre

8=r/a SOLUCAO EXATA M.E.C

Tog Eg;'103 Tez 652'103
0,4 4,330127 0,293671 4,330127 0,293671
0,5 4,330127 1,043671 4,330116 1,054134
0,6 4,330127 1,793671 4,330113 1,820648
0,7 4,330127 2,543671 4,330113 2,560140
0,8 4,330127 3,293671 4,330114 3,331507
0,9 4,330127 4,043671 4,330118 4,054946
1,0 4,330127 4,793671 4,330127 4,793671

carga foil

al, para

Neste preblema, o valor adotado para o incremento de

w = 5%;

a = 0,0030,

foi

A

o}

0,360727.

o valor obtido para o fator de carga inici-

Foram necessarios,

portanto, treze incrementos de carga para restabelecer o campo

de deslocamento imposto inicialmente.
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IV.4.2 - CILINDRO MACICO COM SECAO TRANSVERSAL CONSTANTE

MATERIAL PERFEITAMENTE PLASTICO

Analcogamente ao problema anterior, o campo de deslo

camento
u = ora

& imposto ao cilindro considerado. Tomando-se b = 0 , as ex-
pressoes (IV.56), (IV.57), (IV.58) e (IV.60) sao particulariza

das para este problema.

A relacao Mp/Mo = 1,33 indica gue o0 maximo momen-
to torgor que pode atuar na secao transversal do cilindro em
estudo & 33% maior do que aquele correspondente ac primeiro es
coamento. A plastificac¢do de toda a secgdo transversal corres-
ponde a uma situacdao limite, pois Tez = 0 para r=0. Alem

disso, a expressao (IV.59) ndo pode ser particularizada: quando

b0, oo,

0 diagrama M/MO x o , correspondente a solucac exa
ta do problema, e a discretizacgdo utilizada para a analise nu-
mérica sdo apresentados na figura a sequir. Como no problema
anterior, M(a) foi calculado em func¢dao dos resultados obtidos

para a forga de superficie.



M/

1.33 .

1.0 z

oo MEC ]h

— tedrica

hraz=02

1083 20 30 40 L8

Figura IV.5 - Diagrama M/MO X a e discretizacao utilizada na

analise

Novamente, a secdo meridional foi melhor discretiza

da na direcao r .

Na tabela a seqguir saoc apresentados os valores de

e gf correspondentes a solucdo exata do problema [11] e

Toz 8z

os obtidos numericamente, para o = 0,0040, nos pontos de orde

nada nula.
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Tabela IV.2 - Tensoes e deformagdes plasticas nos pontos scbre

0 eixo r

ser/a SOLUCED EXATA M.E.C.
T, P .10° To, e .10°

0,1 1,60 0,00 1,603454 0,00

0,2 3,20 0,00 3,211027 0,00

0,3 4,330127 0,293671 4,330127 0,307779
0,4 4,330127 1,293671 4,330085 1,325528
0,5 4,330127 2,293671 4,330127 2,322294
0,6 4,330127 3,293671 4,330065 3,348276
0,7 4,330127 4,293671 4,330126 4,327085
0,8 4,330127 5,293671 4,330044 5,359634
0,9 4,330127 6,293671 4,330124 6,315230
1,0 4,330127 7,293671 4,330127 7,293671

Neste problema, ¢ valor adotado para o incremeﬁto de
carga foi w=5%; o valor cbhtido para ¢ fator de carga inicial,
para o = 0,0040, foi A = 0,2705483. Foram necessarios,por -
tanto, cinguenta e quatro incrementos de carga para restabele-

cer o campo de deslocamento ‘imposte inicialmente.
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IV.4.3 - CILINDRO MACICO COM SECAQ TRANSVERSAL CONSTANTE
MATERIAL COM ENDURECIMENTO LINEAR
Como anteriormente, o campo de deslocamento
U = Qarz

é imposto ao cilindro considerado, possibilitando comparar os

resultados obtidos com a solucao exata do problema [11].

Neste problema, como nos dois apresentados anterior
mente, a fronteira plastica & determinada teoricamente da se -

guinte maneira:

rp = aBp (IV.61)
onde
Bp = E%E %% (IV.62)
Como a tensao Toy varia linearmente com r -
Tgy = Tgy(X) = Gar - até o primeiro escoamento, entdo )\O=Bp

Para os valores abaixo

o = 00,0025
a=>5,0

Op = 7,5

G = 800

E = 2000

o cilindro comega a plastificar (teoricamente) a partir da po-
sigao rp = 2,165 (Bp = 0,43301). O valor encontrado para o
fator de carga inicial foi lo = 0,43299, o que fornece um

erro de 0,005% na determinacdo da fronteira plastica.
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Seja o parametro de endurecimento m e a variavel

Ty r definidos como segue:

O diagrama T4 x 8, para m=0,00; m=0,10 e m=0,20, e a dis
cretizacao utilizada na andlise numérica estdo representados
na Figura IV.6. E importante observar que scmente a regido do
dominio onde foi prevista a ocorréncia de deformacdes plasti -

cas necessitou ser discretizada.

K
09
08
06
z hta =02
04 v
h
r
02
|
a |
ELASTICO PLASTICO
0.2 0.4 0.6 0.8 10 B

Figura IV.6 - Diagrama Tg X B e discretizag¢ao utilizada na
analise
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Nas tabelas abaixo saoc apresentados os valores de
Tgy, © de egz correspondentes a solugac exata do problema e os
obtidos numericamente, para m=0,04 e m=0,10, nos pontos de

ordenada nula.

Tabela IV.3 - Tensoes e deformac¢des plasticas nos pontos sobre

©c eixce r para m=0,04

B=r/a SOLUCEO EXATA M.E.C.
Tog 8%2.103 Toz 652.103

0,1 1,00 0,00 Q,9299790 0,00

0,2 2,00 0,00 1,999532 0,00

a,3 3,00 0,00 2,999118 0,00

0,4 4,00 0,00 3,997675 0,00

0,5 4,352606 0,404621 4,352430 0,401206
0,6 4,386163 1,008648 4,385841 1,002460
0,7 4,419720 1,612675 4,419410 1,606661
0,8 4,453277 2,216702 4,452844 2,208516
0,9 4,486834  2,820729 4,486616 2,816527
1,0 4,52039 3,424755 4,520391 3,424755
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TAbela IV.4 - Tensoes e deformagdes plasticas nos pontos so -

bre o eixo r para m=0,10

ber/a SOLUCEO EXATA M.E.C.
T, e 102 T, & e

0,1 1,00 0,00 0,999796 0,00

0,2 2,00 0,00 1,999558 0,00

0,3 3,00 0,00 2,999217 0,00

0,4 4,00 0,00 3,998083 0,00

0,5 4,386896  0,383190 4,386568 0,380877
0,6 4,471642  0,955224 4,471024 0,950908
0,7 4,556387  1,527258 4,555813 1,523235
0,8 4,641133  2,099292 4,640258 2,093266
0,9 4,725879  2,671326 4,725467 2,668472
1,0 4,810625  3,243360 4,810625 3,243360

Como os valores adotados para m $Sao pequenos, ao

erro cometido na determinacaoc da tensao T corresponde um

Bz
erro maior no resultado obtido para a deformacac plastica Egz
(comparar os valores apresentados nas Tabelas IV.1 e IV.2, pa-
ra m=0,0).

Neste problema, o valor adotadeo para o incremento de
carga foi w=10%., TForam necessarios, portanto, quatorze incre

mentos de carga para restabelecer o campo de deslocamento im -

posto inicialmente.
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IV.4.4 - CILINDRO COM CAVIDADE ESFERICA

MATERIAL PERFEITAMENTE PLASTICO

0 cilindro do exemplo III.7.2 e novamente analisa-
do, agora com a consideracdo de que € constitulido por um materi

al perfeitamente plastico.

Para o = 0,0030 (o campo de deslocamentc imposto
& o0 mesmo da analise elastica) e 0y = 12,5 , a fronteira plas-
tica estd suficientemente distante da cavidade e , consequen-
temente, da concentracao de tensdes que ocorre ali, e pode ser
determinada de maneira exata, como se o cilindro considerado fos
se macico (Figura IV.7). Sendo M, © momento torgor correspon
dente ao primeiro escoamento, a relagao entre o momento elasto-
plastico M , associado ao campo de deslocamento imposto, e Mo

€ a seguinte: M/MO = 1,24.
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a = 00030

MM, -1,24

——

L o ponto interno

plastificado ]

.

06a O4a

Figura IV.7 - Zona plastica resultante da aplicagac do campo de

deslocamento u = 00,0030 rz

Em relacdo a Figura IV.7, deve-~-se observar o nume-
ro reduzido de células utilizadas para se efetuar a analise e -

lastoplastica.

As Figuras IV.8 e IV.9 representam as zonas plasti
cas - obtidas de maneira aproximada - correspondentes aos fato-
res de proporcionalidade o = 0,0054 e « = 0,010. A regiao pro
xima 3 cavidade foi melhor discretizada devido a concentracao de

tensdes que ocorre ali.
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Para o = 0,0054, M/MO = 1,31 e o efeito da con -

centracao de tensCes ja se faz sentir na determinacio da frontei

ra plastica.

. o a- 00054

MIM =131

0 ponto interno

plastificado

Figura IV.8 - Zona plastica resultante da aplicacdo do campo de

deslocamento u = 00,0054 rz

Para o = 0,010, M/Mo = 1,33 e a secac média ja es

ta totalmente plastificada.
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* a = 00100

MiM,=1,33

o pontd internc

plastificado

Figura IV.9 - Zona plastica resultante da aplicagdo do campo de

deslocamento u = 0,010 rz
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Iv.4.5 - CILINDRO COM ENTALHE SEMICIRCULAR

MATERIAL PERFEITAMENTE PLASTICO

Para a anadlise da torcdoc elastoplastica do cilindro
apresentado no exemplo III.7.3, admite-se um material perfeita -

mente plastico e a imposigaoc do campo de deslocamento
u = oarz

nas suas extremidades. Na superficie lateral, & prescrito o va-

los nulo para a forca de superficie.

Para 0y = 11,0 , com os valores adotados para o fa
tor de proporcionalidade o , somente a regiao do dominio proxi-
ma ao entalhe foi discretizada para se efetuar a analise elasto-
plastica, devido a grande concentracio de tensdes que ocorre al.
Assim, para o = 0,00105 foram utilizadas vinte e quatro célu-
las; a zona plastica e a discretizagao estao representadas na Fi
gura IV.10. Para o = 0,00152 foram utilizadas noventa e seils
células. Comoc a zona plastica (Figura IV.11) nao se extendeu a
todo o dominio discretizado, esse numerc de células pode ser re

duzido, a discretizag¢do se restringindo somente a regiao plasti-

ficada.

Nas Figuras IV.10 e IV.11 também estao representa-

dos os valores obtidos para a tensao T nos pontos da secdao me

Oz
dia. Os momentos elastico e elastoplastico, associados ao campo
de deslocamento imposto, sao designados por M, e M , respectiva

mente; MO € o momento correspondente Ao primeiro escoamento.
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QO ponto  interno

plastiticado

o elastico

e efastopldstico

o @ = 0,00105
8 T o 1 4
. 3 o :”: MM, =1,35
8 3  (NME

Figura IV.10 - Zona plastica resultante da aplicagao do campo

de deslocamento u = 0,00105 rz



O pontoc interno

plastificado

o a= 000152
1r ™ L
* e J8 MIM, =173
) EI-'.“-
@ | Is
Figura IV.11 - Zona plastica resultante da aplicag¢do do campo

de deslocamento u = 0,00152 r=z
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CAPITULO V

CONCLUSOES

A formulacao axissimétrica do Método dos Elementos de
Contorno conserva a sua eficiéncia computacional e precisdo numé-
rica e traz, também,a vantagem adicional da analise bi-dimensio -

nal de problemas tri-dimensionais.

Para se apresentar os resultados relativos aos exem -
plos dos capitulos III e 1V, foram implementados dois programas
computacionais em linguagem FORTRAN 77 - um programa para as ana-
lises elastica e elastoplastica, no qual foram utilizados elemen-
tos e celulas triangqulares lineares; outro somente para a analise
elastica, com a utilizacdo do elemento quadratico. Foi utilizado
um micro-computador do tipo PC/XT e uma impressora de 132 colunas.
Optou-se pela utilizagao de tal equipamento tendo em vista somen-
te a depuracac dos programas; entretanto, a rapidez na execucaodo
programa, para a analise elastica, serviu de estimulo para que
a analise elastoplastica também fosse implementada ai. Embora o
tempo de processamento tenha aumentado bastante para esse tipo de
analise, devido, principalmente, a integracao no dominio, isto
e, a formagao das matrizes K eB, a utilizacdo do micro-compu-~
tador nao se tornou inviavel gragas as vantagens que o mesmo ofe-
rece em comparacgaco com um terminal de computador e também porgque
as matrizes K e B, como ja foi comentado anteriormente, uma vez
formadas permanecem inalteradas durante toda a execugao do pro -

grama.

Tendo em vista a otimizagdo do programa, foi utiliza-
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da uma integragéo seletiva dos elementos na qual o numero de pon-
tos de integragao & fungao da distancia do ponto fonte ac nd me -
dio (ou, no caso do elemento quadratico, nd intermediario) do ele
mento a ser integrado. Essa integracdo seletiva também foi utili
zada para as celulas nao singulares, quando se efetua a integra -
géo nas direcdes radial e angular (equagoes (IV.45) e (IV.46)) .
Ja uma segundé versdo do programa, que foi implementada com a £for
mula de Hammer, utiliza sempre treze pontos para a integracgao das

células nédo singulares (equacdao (IV.32)).

A transformacao quadratica efetuada para a obtencgao
dos elementos da diagonal principal da matriz G , que permite re
alizar a integragao dos elementos de maneira unificada, evitando
a separacao das integrais elipticas e o uso de pesos logaritmicos,

também contribuiu para a otimizagao do programa.

Estando de posse das expressées corretas das deriva -
das das integrais de dominio relativas as deformagoes plasticas ,
pode-se estabelecer as equagées integrais apropriadas para o cal-
culo das tensdes nos pontos internos e garantiu-se a filosofia do
metodo, uma vez que ¢ uso da derivagéo numérica dos deslocamentos
para a obtencao das tensdes nos pontos internos fica definitiva -
mente descartado. As equagées integrais proporcionam maior efici
éncia computacional e melhor precisdo numérica nas aplicac¢des pra
ticas do método, pois as aproximagées numéricas das principais in
cognitas do problema (deslocamento e for¢a de superficie) sio man
tidas apenas no contorno, com excegao do campo de deformagdes plas
ticas, que & aproximado no dominio. A Unica derivagédo numérica que
continua sendo utilizada & aquela para o calculo das tensées nos

nos do contorno, procedimento Jja consagrado em trabalhos anterio-
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res ([8), [91).

Os exemplos relativos a andlise elastica permitem
a comparac¢ao entre os elementos linear e quadratico, compara -
cdo esta que mostra as qualidades do elemento linear: a compa-
ragdao dos resultados obtidos através da discretizagéo {b) no
exemplo (II.7.1} com a solucdo analitica do problema, mostra o
quanto o elemento linear & eficiente; evidentemente, o uso de
elementos quadraticos, para essa mesma discretizacdo, forneceu
resultados melhores. Quando ha cavidades ou entalhes no proble
ma analisado, como no caso dos exemplos (III.7.2) e {(III.7.3) ,
o elemento gquadratico simula melhor a geometria do contorno, sen
do menor o numero de elementos requeridos para a discretizacdo

da cavidade.

A utilizagéo de nos duplos permitiu simular bastag
te bem a descontinuidade das forcas de superficie no contorno ’
tendo sido também utilizados no caso de mudanca brusca da geome
tria, comc no exemplo (III.7.2) no qual os nds inicial e final

da circunferéncia que define o entalhe sao nés duplos.

A analise elastoplastica de problemas que apresen-
tam cavidade requereu uma boa discretizag50'do dominio devido a
concentrac¢ac de tensdes, gque ocorre na vizinhanc¢a da cavidade ,
e a interpolagéo relativamente simples das células. Optou-se ,
entretanto, por utilizar um maior nimero de células a implemen-
tar células de ordem superior (quadraticas, por exemplo), o que
conduziria ao procedimento alternativo apresentado em [8] e a-
carretaria um esforco computacional maior. Os exemplos (IV .4.1),
(IV.4.2}) e (IV.4.3), ainda que envolvam corpos de geometria sim

ples, ilustram a eficiéncia do método para esse tipo de analise.
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Neste trabalho utilizou-se uma formulagéo tipo defor
macgoes iniciais; que & restrita ao critério de escoamento de
von Mises; sugere-se, entéo, que seja desenvolvida uma formula -
gao tipo tensOes iniciais, mais geral e que possibilita o uso
dos criterios de escoamento de Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager. A implementagao dessa formulagéo mais geral per

mitiria,também, uma comparagao com a formulacdo utilizada aqui.

0 que torna bastante atraente a implementacdc do Me-
todo dos Elementos de Contorno para a analise de problemas envol
vendo nao linearidade fisica, tais como plasticidade, viscoplas-
ticidade e fluéncia, é o fato de gque a solugdo completa do pro-
blema pode ser obtida utilizando-se uma simples relac¢dao matrici-
al que envolve as tensoes, a sua solucdo elastica e as deforma -
cOes inelasticas (equagao (IV.54)). De uma maneira geral, as
rotinas empregadas para a solug¢do desses problemas séo essencial
mente procedimentos explicitos nos quais, normalmente, o numero
de iterag¢odes (plasticidade) ou de intervalos de tempo (viscoplas
ticidade e fluéncia) requeridos para a convergéncia e elevado.De
vido a sua relativa simplicidade, o que facilita a implementacdo
de varias formulagﬁes, o problema da torgéo elastoplastica pode-
ria ser analisado utilizando-se o procedimento implicito apresen
tado em [16] e gue se caracteriza por um numero minimo de itera-
¢oes e um maior esforgo computacional a cada iteracgdo. A imple-
mentacéo desse procedimento implicito forneceria subsidios para
a discussao a respeito dos tipos de problemas aos quais a sua

utilizagao seria vantajosa.
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APENDICE A

OBTENCAO DA SOLUGCAO FUNDAMENTAIL AXISSIMETRICA

Seja a solucao fundamental tri-dimensional de Kelvin

. R: Rz
k(%) = ! [(3-4v)6,. + = =L (A.1)

161 (1-v) GR J R R

que representa o deslocamento do ponto X na direcao j produ-
zido por uma carga concentrada unitaria aplicada no ponto & e

na diregao i , na qual:

i, 3 =1,2,3(x,y,2)

§.. & o delta de Kronecker: §,. =
ij 1]

R e a distancia entre o ponto fonte £ e o ponto campo X

R = (RiRi)1/2
e
Ri = %;{X) - x,(£)

Definindo-se um sistema de coordenadas c¢ilindrico
(r:4:2), as solugdes fundamentais axissimétricas sdo aquelas cor-
respondentes a anéis de carga (anéis fonte) de intensidade unita-
ria, com as cargas atuando nas direg¢des radial, circunferencial e
axial, e podem ser obtidas da solugao fundamental de Kelvin (A.1)
utilizando-se o principio da superposigao de efeitos (o material
& admitido elastico linear), isto &, integrando-se a mesma (apos

as transformagdes necessarias) ao longo de um circulo de raio p.
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Para tanto, define-se

@ = T (£)B(E)T*(£:X)T(X) (3.2)

onde §*(g;x) & a representacao matricial de (A.1), na qual

Xy =T cosd ; Xy = T sen¢ e X3 = 2 ; T & a matriz da trans -

formacdo de sistema de coordenadas e P & a matriz que assegura

~

* P s . ~
que u corresponda a cargas unitarias nas novas diregoes.

As matrizes T e P sao as seguintes:

~

[cos¢  -send

T = seng cosé 0 (A.3)
| 0 0 1
?/(cos¢%éen¢) 0 0

P = 0 1/ {cos¢—-send} 0 (A.4)
N 0 0 1

Finalmente, as solugdes fundamentais sdao obtidas in-

tegrando-se U* como segue

21

P T TR '

com i,j = r,¢,z.

As solucgoes fundamentais u;j(g;x) sao, portanto,in

dependentes da variavel angular ¢.
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APENDICE B

DERIVADAS DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS EM RELACAO AS

COORDENADAS o E 2, DO ANEL

FONTE

As tensdes nos pontos internos sdo calculadas atra -

ves das equagoes integrais (III.17)}, apresentadas abaixo

(£)

Tre

TeZ(E)

onde

op*
3Z¢o

G |2m | ( u*y ordr
- —)pr -
op b /P
L r

*
- ¢ |21 J 297 prar - 21 J
L Ip

aTre n + 3‘1’62 n
ap r ap z
oT at

ro 8z
Sz, n,. + 57 ny

Em funcao das expressoes abaixo

n
[t}

(r+p)? + 2°

2 ~2
ri+p’ 42

2 2 a2
2p +r +22
2 2 -~2
p -r°+2

(r-p)2+§2

210 J (gﬁf-- P*y hrdr
0 o
T

(B.1)

*
EE— urdTl

az
r 0

(B.2)



obtém-se

Ju*
ap

*
BTra

ap
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1z { _rm EzE()}
Gog -K(m) + 5, !
:
—  _ _[F. K
5T 518550[ ro (m) + Grp E(m)]

1
2r STSSSo [Frz Kim) + Grz E(m) ]

.
—s—— [F K(m) + G E(m)]
2p 815580 zZp Ze

(F K{m} + GzZ E(m)]

22

(B.3)

(B.4)

(B.5)



onde

rp

Grp

Yz

rz

F
Zp

zp

ZZ

zZZ

86{85(283—381)—8
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254]

2
- 485(4p S

5156(-2s3+355) + 68185(57—81) + 5,8,8, +
2
2[20 5,858, 5254(55510 + S1S8)]
Sg
z(55155 - 8284)
[s.5,(28,+S.) - 25.,5.89,.]
z{8,8, - 25.5. + 274 175 17> }
P2 173 S
5
2[8286 - 38185)
_ [2prx 56(55-251) + 25255510]

175354¢)

~2
Z (S1—S2) -

S

[2252(2s1+55) - 5155(52+222)]

5

S

5

{B.6)
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APENDICE C
EXPANSAO POLINOMIAL DAS INTEGRAIS ELIPTICAS K e E
As integrais elipticas completas K{(m) e E(m}, respecti

vamente do primeiro e segundo tipos, possuem as seguintes aproxi

macoes polinomiais (expressoces (III.27)):

‘zl i 1 ‘zl i
K(m) = a.u- + ¢n (=) b.u
i=o * L=
(C.1)
e i 1 4 i
E{m) = ] c,u- +4in (=) ] d.u
i=0 Hoi=o0

nas quais o parametro u dos polindmios é igual ao guadrado do md

dulo complementar das integrais.

Os coeficientes da aproximagao polinomial da integral

eliptica K(m) sac dados na tabela abaixo:

i a; bi

0 1,386294361 0,5

1 9,666338350 (-2) 1,249855468 (-1)
2 3,589980090 (=2) 6,880295505 (=2)
3 3,742539571 (-2) 3,328521016 (-2)

4 1,451338556 (-2) 4,418398230 (-3)
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Para a aproximagao polinomial da  integral eliptica
E(m), os coeficientes sao os seguintes

i c. d.

i i
0 1,0
1 4,432515145 (-1) 2,499836641 (=1)
2 6,260761942 (=2) 9,200109374 (-2)
3 4,757404429 (-2) 4,069468414 (-2)
4 1,736314854 (-2) 5,263789328 (-3)

Nota: Os coeficientes devem ser multiplicados pela poténcia de

10 entre parénteses.
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APENDICE D

TENSOES NOS NOS DO CONTORNO

Sejam as equagoOes (II.64) e (II.10), apresentadas a-

baixo e relativas a um no gqualquer X E€T

_ Su _uy _ P
Tvg = G{ar r) 2GErB
(D.1)
_ su _ P
Toz = G 37 — 2Geg,
P = Tre nr + Tez nz (D.2)

Em (D.2), n.en, sao os cossenos diretores da nor-

mal externa ao contorno e, em funcao da Figura D.1, tem-se:

I = COs o ;

I'lr = COs &

nz= sen

Figura D.1 - Vetores normal (n) e tangente (t) ao contorno T
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A substituicidc de (D.1) em (D.2) conduz & seguinte

expressdo para a forga de superficie

P = G[-EH - %)n + Bg nz} - 2G(ep n_ + e n) (D.3)

Seja,agora, a derivada do deslcoccamento u na dire -

¢do tangente ao contorno, que & dada por

{D.4)

onde n! e n! sdo os cossenos diretores da tangente ao contor
no. Em funcdo dos cossenos diretores da normal, a expressao (D.4)

pode ser escrita como

du _ u au
ar = "3 Ptz (b.5)
, au ou
Combinando (D.5} e (D.3) e resolvendo para 37 © 3z ¢
obtem-se

Su o _du, 82, Pn+2(eP n_+ e n_)n (D.6)

ar dr ‘'z r'r G I re’r pz "z’ xr *

du du n +2nn +2a420¢P n + P nin (D.7)

9z dr 'r r rz Gz ro’r Bz 2"z '

A  substituicdo de (D.6) em (D.1) e de (D.7) em (D.2)
fornece as seguintes expressdes para o cdlculo das tensdes  nos

nos do contorno
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_ du , u i} Py _ P

T.g = PO - G(dr * 7 nz)nz 2G(arenz seznr)nZ {D.8)
. o odu, u _ P P

Tez = p,nz + G(ﬁ + - nz)nr ZG(EGZHI’ - Erenz)nr {D.9)

As expressoes correspondentes a analise elastica sdo

P -0 e €2 =0 nas expressoes anterio-

obtidas tomando-se €rp = €42

res.

A derivada gue aparece nas expressoes corresponden —
tes as tensdes & calculada diretamente sobre os deslocamentos in

terpolados, isto €, sobre as fungoes de interpolagdo. Assim:

du
du _ _dn
ar dr (D.10)
dn
Para o elemento linear,
dau _ 2™
dn 2 {(D.11)
e
a £
dn ~ 2 (D.12)

As expressées (D.8) e (D.9) sao particularizadas de
acordo com a posicao do no X , isto &, se ele coincide com o
no inicial (no 1) ou o nd final (ndé 2) do elemento. £ importan
te observar também gue n.en, sdo constantes e dados simples

mente por
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=]
1l
=}
[}

(D.13)

Para o elemento quadratico, conforme o nd em estudo
coincida com o seu nod inicial (1) ,intermediario (2) ou final (3),
a derivada apresentada em (D.10) deve ser calculada para n=-1,
n=0 e n=1, respectivamente., Para o calculo dos cossenos direto
res da normal, o mesmo procedimento deve ser seguido, conside -

rando-se gue

a = arc tg -dr/dn (D.14)
dz/dn
Os valores finais das tensOes, para nos comuns a

dois elementos,s3o iguais a média aritmetica dos valores calcu-

lados utilizando-se a contribuicao de cada elemento.
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APENDICE E

CALCULO DE INTEGRAIS SINGULARES USANDO A QUADRATURA DE GAUSS

As integrais associadas aos elementos da diagonal
principal da matriz G apresentam uma singularidade logaritmi-
ca. Objetivando calcular numericamente essas integrais atraveés
da guadratura de Gauss, utilizam-se as transformagoes naoc linea

res (IXII.41), (II1.43) e (III.49), cuja dedugdo é apresentada a

gui.

Seja,entao, uma funcao qualquer £(n) , singular
no ponto 17 e que deve ser integrada numericamente no interva-
lo {-1;1] que contém o ponto singular, isto &, -1<n<1. Efetua -

se a seguinte mudanca de variavel

n = a¥? + b¥ + ¢ (E.1)

e as seguintes condigOes sao impostas:

para n = =1 ; ¥ = -1 ,
para n = 1 ; ¥ = 1 , (E.2)
para n = 1 ; %% =0

A equacao do segundo grau em Y
a¥? + b¥ + {c-n) = 0 (E.3)

obtida de (E.1) possui as seguintes raizes:

-b+v¥b?-4a(c-n)
2a

! =

(E.4)



125

-b-vb?-4a(c-n)
2a

Assim, para cada valor de n existem dois valores de VY.

Impondo  as condigdes de contorno, obtém-se o sistema de equagdes

abaixo
a-b+c¢c = -1
(E.5)
a+ b+ c = 1
cuja resolugac fornece
b = ‘l ; a = =¢C (E.G)

Da condicao de extremo para o ponto singular n=T7,

obtem-se
2a¥ + b = 0 (E.7)
e,consequentemente, b?-4a{c-1) = 0 nas expressoes de Y' e y"

correspondentes a n = n , ou seja, ¥ & raiz dupla da egquacgao

(E.3) para n=n

Se
b2~4a(c-n) = 0 (E.8)
entao
1-4a(-a-7n) = 0 (E.9)
ou
4a® + dan + 1 =0 (E.10)

Resolvendo para a , obtém-se as raizes a' e a" e

os valores correspondentes ¢' e c":
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(E.11)}

2
n 'T-‘s - 52_1 . ﬁ + v ﬁz_‘]

Nota-se gque, como -15ﬁ§1 , & e c so terdo valo-

1, © que implica em

a' = a" = - _%_ e c' = ¢" = -0 (E.12)

A transformagac requerida quando a singularidade o
corre em um dos extremos do intervalo de integragao &, consequen

temente, dada por

31

1

n=-— ¥2 o+ ¥ 4 5 (E.13)
ou
n 2
n = —5— [1—W‘)+ vy (E.14)
com
dn _ =
v - 1 nvy {E.15)
A integracgao fica da seguinte maneira
1 1 _
J f(nyan = [ £l %(1-?2)+¥](1—5W}dv (E.16)
-1 -1
A substituicdo de N = -1 e de 1 =1 em (E.14)

fornece, respectivamente, as expressoes (III.41) e (III.43) cor-

respondentes a singularidade nos nos inicial e final do elemento.



127

Quando a singularidade ocorre para Tn=n qualgquer,

a integral deve ser dividida em duas outras, como segue

1 n 1
[ f(n)dn = [ f(n)dn + l £(n}dn {E.17)
-1 -1 n

A primeira integral a direita possui singularidade
noe seu limite superior e a segunda, no seu limite inferior. In-
troduzindo mudancas de variaveis tais que os limites de integra-
¢ao dessas duas novas integrais coincidam com os da integral ori

ginal, obtém-se

1 (1 - ~
£(n)dr (1+n) fl:(1+n)gl+(ﬂ_1)]dp' .
- 4 =1

1
. (1_n) f[(1_n)prl+(n+1)]dprl (E.18)

2

/=1

Agora, a primeira integral a direita apresenta sin
gularidade para p'=1 e a segunda,para p"=-1, 0 que permite a
utiliza¢do da transformacdo quadratica (E.14), e conduz & seguin

te expressao para a integral de £(n)

1 1
£(n)dn (1+n) J f[11+“’ {%(1-w2)+w1+ il%?l](1—W)d? '
-1 1

1
. 1-n) J f[(1—n)[_%41_w2)+y]+ lﬂ%ll](1+W)dw
-1

co. (EL19)

Para 1 =0, obtém-se a expressdo (III.49) correspon

dente a singularidade no no intermediario do elemento quadrati-

COo.
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APENDICE F

CALCULO DO VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY POR INTEGRACAO

NGO SENTIDO DE PARTES FINITAS

0 calculo das integrais no sentido de valor princi
pal de Cauchy pode ser efetuado aplicando-se o conceito de inte-

gragac no sentido de partes finitas as integrais envolvidas.

Seja a integral no sentido de valor principal abai

XO:
b (s-£) : b
fir)

- 1 11 f(r)
I-= =) fir)dr = iig.{ Tsr dr + Te=sT dr} , a<s<b  (F.1)

a a (s+€)
na qual a fungcao f(r) satisfaz a condicao de Holder*em s e

f(s) # 0 , o que implica gue a singularidade & de ordem um.

As duas integrais a direita em (F.1) podem ser cal
culadas aplicando-se © conceito de integragao no sentido de par-

tes finitas, resultando em

I = I' + 1"

onde

(*) Uma fungdo satisfaz a condigdo de HOlder num ponto s se:

|£(x) - £(s)]| < a-R%(x;s)

onde A & uma constante qualquer e A > 0 ,

0 < a <1 e

R{r:s) & a "distancia" entre r e s
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rs
I = / £(r) dr
(r-s)
@ (F.2)
‘b
f(r)
"o _ ¥
I = ¥ (r-—-S) dr
‘s
e representa uma integral por partes finitas,

A integral por partes finitas & um funcional line-
ar e continuo no qual se incluem as integrais regulares; conse -
quentemente, muitas propriedades dessas integrais (ndo todas) sao

validas para a aquela [1].

Efetuando uma mudanca de variaveis tal que os in -
tervalos de integragao nas expressoes (F.2) se reduzam a interva
los de comprimento unitario, as seqguintes expressdes devem ser

usadas para o calculo das integrais I' e I":

s 1
' f t —5)t
I (LEL) dr = - [ (a i) +5] dt + f(s) £n|a-s|
a 0
(F.3)
b 1
" f f[(b-s)t
t (éf;) dr = - i) *S) gt + £(s) tn|b-s|
s 0

As formulas para a integracao numérica das expres-
soes (F.3) foram apresentadas por Kutt (maiores detalhes na refe
réncia [1]) e possibilitam uma integracdao tipo Gauss: n pontos
de Kutt sdo suficientes para a integracao de um polindomio de
grau (2n-1). Com a utilizacdo de tais formulas, as expressdes

(F.3) tornam-se as seguintes:



130

I' = £ixr) dr = - E fl(a-s)t;+s]lw, - f£(s) £n|a-sl
- (r-s) Sk 1 i
a =
(F.5)
b _ 1
v - } £(r) dr = ] £l(b-s)t;+slw, + £(s) Ln[b-s]
(r-s) i=1
S

onde ti e w; representam, respectivamente, as coordenadas dos

pontos de integracgdo e os pesos associados.

A integragac numérica da expressao (IV.44), com a
utilizagao do conceito de integracao no sentido de partes fini -

tas no que diz respeito a direcdo radial, e efetuada como segue:

¢ R(¢) ¢y R(¢)
g G . 1 1 - _ 1 ] = | —
dij = lim 41 J J R ? na rdRd¢ = 411 J % R g nu rdRd$ =
e+0 $.70
by 1
(¢2_¢1) m n -
= 41 5 yo{ [('¥rn ) pw,] + '¥(0) KnIR(¢k)|}wk
k=1 £=1
... (F.86)
onde — & o Jacobiano para a integracao em relagdo a ¢ e

W & W, sao o0s pesos associados aos pentos de integra -

cao de Gauss {m pontos) e de Kutt (n pontos).

Nos exemplos apresentados no Capitulo IV, a utili-
zagdo de seis pontos de Kutt para a integragdo na direcao radial
forneceu resultados satisfatdorios, os testes realizados com a u-
tilizagao de mais pontos indicando ser esse numero suficiente.

Esses pontos e os pesos associados estdo na tabela abaixo.
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Tabela F.1 - Pontos e pesos de Kutt para a integracaoc no senti-

do de partes finitas

by Wi
-0,65560816022445 (=~2) -0,33717851540107 (1)
0,93250153550835 (=1) 0,17235190974106 (1)
0,30044628880792 0,81251173429234
0,55944819710306 0,46830973648468
0,80082123500722 0,26182782473225
0,95995583420686 0,10561676109088

Os numeros devem ser multiplicados pela poténcia

de 10 entre parénteses.
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