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SOLUCAO DE PROBLEMAS DE AUTOVALOR GENERALIZADOS
ATRAVES DO METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCQOS

E DO ALGORITMO DE LANCZ0S COM ORTOGONALIZACAQO SELETIVA

Osni Aparecido Marques

Dezembro de 1986

Orientador: Luiz Landau

Programa: Engenharia Civil

0 prop6sito deste trabalho é analisar a eficiéncia de
algumas técnicas de solugdo de problemas de autovalor de matri-
zes simétricas, esparsas, de grandes dimensdes. Para tanto, é es
tudada uma versdo em blocos do Método de Iteragdo por Subespa-
¢os, utilizando-se ou ndo aceleradores de convergéncia. Estuda-
se também uma versdo com ortogonalizagdo seletiva do Algoritmo
de Lanczos, para tornd-lo numericamente estdvel.

Tais métodos sao entdo, aplicados a solugdo do proble-
ma de vibragdes Tivres de um modelo simplificado e de dois mode-
los reais de estruturas offshore, com o intuito de se estabele-

cer limitag¢des, dispositivos de melhoramento e gqual o mais reco-

menddvel para um determinado tipo de estrutura.
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Science {(M.Sc.)

SOLUTION OF GENERALIZED EIGENVALUE
PROBLEMS USING BLOCK SUBSPACE ITERATION METHOD

AND L ANCZOS ALGORITHM WITH SELECTIVE ORTHOGONALIZATION

Osni Aparecido Marques

December, 1986

Chairman: Luiz Landau

Program: Civil Engineering

The purpose of this work is to analyse the efficiency
of some techniques to solve the generalized eigenproblem of
large, sparse, symmetric matrix pencils. A block version of the
Subspace Iteration Method, considering or not convergence
accelerators is studied. It is also examined a version of the
Lanczos Algorithm with selective orthogonatization, in order
to avoid numerical instabilities.

Those methods are applied to the free vibrations
sglution of a jacket platform simplified model, a self-elevative
drilling unit and a jacket platform. Several questions concern-
ing the studied methods are addressed, trying the stabilishement

of the best suited method for each structure analysed.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A solugdo de um problema de valor préprio associado a
uma matriz A qualquer, de ordem n x n, consiste em determinar um
escalar A, denominado autovalor, e um vetor x ndo nulo, denomina

do autovetor que satisfagam a relagado

=4

X = X X (I1.01)

ou, evidenciando-se o0 autovetor

(A -A1) x =0 (1.02)

~ A~

sendo I a matriz identidade.

A expressdo (I1.02) possibilita concluir gque se deve

ter

det (A -2 1) =20 (1.03)

pois a existéncia de uma solugdo ndo nula para x implica que a

matriz (A - X I) deve ser singular.

0 cdlculo do determinante (1.03) resulta em uma equa-

¢do com o0 seguinte aspecto, onde Ci sdo constantes,

AN+ C, =0 (1.04)



gque € uma equagado polinomial do n-ésimo grau e que possui n raf

zes reais ou complexas, distintas ou ndo.

Portanto, as raizes do polindmio caracteristico

p(X) = det (A - AL) (1.05)

sdo os escalares gue satisfazem (I.02). Como conseguéncia, sdo
n os autopares (A,x) que satisfazem (I.01). Os autovetores x,

salvo raras excegbes, sdo sempre ndo paralelos (LANCZOS [1]).

Uma vez calculados os autovalores, o autovetor X5 pode
ser determinado substituindo-se 0 correspondente autovalor Ai em
(1.02) e resolvendo-se o sistema resultante. E natural que uma
ou mais incdgnitas deverdo ser arbitradas pois apds a substitui-
¢do do autovalor Ai a matriz (5 - Aii) resultard singular, acar-
retando um nimero de incdgnitas maior que o nimero de equagdes.
No entanto, para matrizes de grandes dimensdes outros procedimen
tos numéricos (BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH e PENZIEN [4], WIL
KINSON [5]), relacionados com iteragles vetoriais ou polinomiais
ou com transformagdes de matrizes, deverdo ser empregados, pois

sao muito mais eficientes.

Sdo vdrias as dreas da Engenharia que requerem salu-
¢des de problemas semelhantes ao definido em (I.01). No caso es-
pecifico da Andlise Estrutural, quando da utilizagdo de métodos
numéricos que envolvem discretizagdes, como o Método dos ETemen-
tos Finitos, as solugdes aproximadas sdo obtidas por meig de re-
solucdes de sistemas de equagdes com tantas equag¢des quanto forem

0s graus de liberdade, resultantes das discretizagbes, suscetiveis a deslo-



camentos ou rotagles. Problemas de autovalor que resultam das ma
trizes desses sistemas de equagdes estdo relacionados com o estu
do da carga critica de flambagem ou frequéncias naturais e modos
de vibragdo da estrutura. Nesta Gltima aplicagdc o problema de
autovalor, resultante de um problemas de vibragdes livres, pode

ser generalizado na forma (BATHE [2], CLOUGH e PENZIEN [4])

=

g=xMg (1.06)

onde K e M sdo, respectivamente, matriz de rigidez e de massa da
estrutura, simétricas, de ordem nxn, oriundas de discretizagfes.
A solugdo de problemas desta natureza, envolvendo matrizes com
um grande numero de equac¢des é, portanto, o motivo deste traba

Tho.

0s autovalores X que satisfazem (I1.06) correspondem as
frequéncias naturais elevadas ao quadrado (wz) e 0s corresponden
tes autovetores g aos modos de vibracdo da estrutura. Para uma
estrutura ndo sujeita a movimentos de corpo rigido, a matriz de
rigidez K, correspondente aos deslocamentos e rotagdes possiveis,

é positiva definida (BATHE [2]), sendo vdlida a relacgdo

< h3 b < An—1 < An (I.07)

A expressao (I1.06) pode ser escrita simultaneamente pa

ra 0s n autopares que a satisfazem como

1 =

F=M3 A (1.08)



sendo @ a matriz modal, cujas colunas sao os modos de vibragao

ordenados,

¢=0¢2,¢ ... 2, ] (1.09)

r~

e A a matriz espectral, diagonal, cujos elementos sdo 0s autova-

lores ordenados

(1.10)

Os modos de vibragdo podem ser tomados de maneira a sa
tisfazerem uma M - ortogonalidade (BATHE [2], CLOUGH e PENZIEN

[4]), o que possibilita escrever
M B =1 (1.11)

onde I é a matriz identidade com elementos possuindo a unidade

de massa. Como consequéncia de (I.11)
' M= (1.12)

Pré-multiplicando-se (I1.08) por @T e substituindo-se

(I.171) conclui-se que

' KE =4 (1.13)



com os elementos de A possuindo como unidade o reciproco da uni

dade de tempo elevada ao quadrado.

Do ponto de vista matemdtico, a base de vetores forma-
da pelos modos de vibracao gera um espago vetorial de dimensdo n
onde qualquer campo de deslocamentos compativel da estrutura es-
td contido, ou seja, pode ser escrito como uma combinagdo linear
da base. Do ponto de vista fisico, as frequéncias naturais e seus
respectivos modos de vibragao estdao intrinsecamente ligados as
propriedades dindmicas da estrutura, sendo gque a importdncia de
cada um deles é definida pela excitagdo a qual a estrutura esta

submetida ou pela andlise que estd sendo feita.

As frequéncias naturais possibilitam verificar se a es
trutura corre risco de entrar em ressonancia, sob
a agdo de um determinado carregamento varidvel com o tempo e tam
bém, por comparagdo com as frequé&ncias obtidas através de instru
mentacdo na estrutura construida ou instalada, detectar alguma
falha de execu¢do ou algum dano, como por exemplo fadiga em al-

guma parte da mesma.

Além disso, 0s modos de vibragdo sdo extremamente tdteis

na solucdo da equagdo de movimento

Mi + Cu + Ku = f(t) (1.14)

onde u, 4, U sdo, respectivamente, vetores de deslocamentos, ve-

locidades e aceleragdes, C é a matriz de amortecimento e f(t) #é

0 vetor de cargas externas varidveis com o tempo.



A utilizagdo dos modos de vibra¢do na solugdo da equa-
cdo (1.14) constituem o Método de Superposicadao Modal (BATHE [2],
CLOUGH e PENZIEN [4]) que, através de uma transformagdao de coor-

denadas do tipo
u = § X (I.15)

juntamente com as propriedades definidas em (I.%11) e {I.13), pos
sibilita resolver a equacao (I.14) em termos de coordenadas ge-
neralizadas x. Quando tal esquema é utilizado ocorre o desacopla
mento das equagdes, ou seja, a diagonalizagdo das matrizes envol
vidas, desde que a matriz C seja proporcional as matrizes de ri-
gidez e de massa. Em caso contrdrio consegue-se uma vantajosa re
du¢do do niumero de eqgia¢des, embora accpladas. Mesmo para a-
ndlises ndo lineares este procedimento é inteiramente vdlido, co

mo demonstrado por LANDAU [6].

Em todas as situagBes citadas torna-se desnecessdria a
solucdo completa do problema (I.08), pois geralmente sdo utiliza
das apenas algumas frequéncias e modos de vibragdo. Ainda assim,
mesmo que a solugdo do problema (1.08) esteja voltada somente para
as "p" primeiras frequéncias e modos, esta tarefa é bastante ar-
dua, pois as matrizes envolvidas frequentemente tem ordem supe-

rior a 1000.

Portanto, a medida que as analises e as estruturas se
sofisticam, torna-se imprescindivel a utilizagdo de algoritmos

que agilizem a solugdo do problema (I1.08).



Este trabalho tem entdc, como diretriz, um estudo cri-
tico de algoritmos eficientes para a solugdo do problema (1.08),
direcionados para estruturas que proporcionem sistemas com gran-
de nidmero de equag¢Bes. Para tanto, sdo apresentados dois algorit

mos:

- 0 Método de Iteracdo por Subespacos (BATHE [21, PARLETT
[3], CLOYGH e PENZIEN [4]), em uma versdo em blocos, cujo desem-
penho é consideravelmente melhorado com a utilizagdo de um acele

rador de convergéncia do tipo translagdo de origem, ou "shift";

- 0 Algoritmo de Lanczos (BATHE [2], PARLETT [3]), em
uma versdo que utiliza uma técnica de ortogonalizagdo seletiva e
onde se introduz, também, uma monitorac¢do - da ortogonalidade

dos vetores gerados pelo algoritmo.

Ao texto deste trabalho foi dada a seguinte disposig¢ao:

Capitulo II: Sdo apresentadas técnicas e conceitos re-
lacionados com a solucgdo de problemas de autovalor, que serao u-
teis nos demais capitulos. S3o mostrados, nesta ordem, a Ortogo-
nalizagdo de Gram-Schmidt, o Quociente de Rayleigh, as Iteragdes
Inversa e Direta, o Método de Jacobi Generalizado, a Sequéncia

de Sturm, a Andlise de Rayleigh-Ritz e os Subespacgos de Krylov.

Capitulo III: E feita uma andlise do Método de Itera
¢do por Subespacos em sua versdo bdsica e em uma versdao em blo-
cos, com ou sem acelerador de convergéncia. Através de um peque-
no exemplo sdo mostradas as caracteristicas de cada versao do

método.



Capitulo IV: E feita uma andlise do Algoritmo de Lanczos
e, na sequéncia, introduzida a técnica de ortogonalizagdo seleti
va para preservar a ortogonalidade entre os vetores gerados pelo
algoritmo. Um pequeno exemplo ilustra o funcionamento do algorit

mo e as consequéncias da perda de ortogonalidade.

Capftulo V: 0s algoritmos estudados sdo aplicados a so
lucdo do problema de vibragfes livres de um modelo simplificado
e de dois modelos reais de estruturas offshore, procurando-se

sempre fazer uma comparacdo entre o desempenho de cada um deles.

Capitulo VI: S3o expostas conclusdes oriundas dos re-
sultados obtidos nas andlises das estruturas apresentadas no Ca-
pitulo V, relativas ao comportamento de cada algoritmo, visando
definir qual o algoritmo indicado para um determinado tipo de es
trutura. Sdo expostas também particularidades detectadas durante
o trabalho de pesquisa assim como sugestdes para melhoramento dos

algoritmos e para continuidade deste trabalho.



CAPITULO TI

GENERALIDADES

I.1 - INTRODUCAO

0 objetivo deste capftulo é estabelecer uma conexdo en
tre o capitulo introdutério e os capitulos seguintes, procurando
recordar ou tornar familiar ao leitor alguns conceitos, métodos
e algoritmos que serdo citados posteriormente, relacionados com
a solucdao de probiemas de autovalor. 0 que serd aqui apresentado
estd bem documentado nas referéncias citadas, sendo por isso des

necessdrio o desenvolvimento de extensas demonstragdes ou dis-

cussoes.

II.2 - ORTOGONAL IZACAO DE GRAM-SCHMIDT

A Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt (BATHE [2], PARLETT
[3]) é uma técnica que possibilita obter um vetor X ortogonal a
um vetor z, a partir de um vetor x ndo paralelo a z, através da

expressdo

(11.01)

U=l
H
1>
'
[
™~N

onde

N
I

a = (I1.02)

N
N
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Para se obter o que foi estabelecido em (I1.02) basta
pré-multiplicar os termos da expressdo (I1.01) por ET e lembrar
que o produto interno ETE deve ser nulo, devido a imposigdo de

T

ortogonalidade entre ambos, e que o denominador z'z € incluido

no caso de z ndo ter sido normalizado.
A ortogonalizagdo de x pode ser feita com relagdo a vd
rios vetores FA i=1,...,m , ndo paralelos a x , extrapolando-se

(I1.01), ou seja

3 m
X=X - I o.z. (IT.03)

onde

N
— —t

Ix

(11.04)

N
i~

Caso os vetores z. correspondam a autovetores gi , de-
ve ser imposta uma M-ortogonalidade, em concordancia com a pro-
priedade (I.11), o que permite reescrever as expressdes (I1.03)

e (I1.04) como

o:g. (11.05)

o, = ghmx (I11.06)
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II.3 - QUOCIENTE DE RAYLEIGH

0 Quociente de Rayleigh (BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH
e PENZIEN [4], WILKINSON [5]) aplicado ao problema de autovalor

(1.06), para qualquer vetor x ndo nulo, é definido como

T
X Kx
p(x) = —3 (11.07)

x Mx

ot ot

Supondo-se que x possa ser escrito como uma combinagao 13

near dos modos de vibracao

entio, a substituicdo de (11.08) em (II.07), e utilizando-se as re-

lagdes (1.71) e (I.13), permite escrever

A 82+ ay8h ¢ L+ a8l
61 * 62 * * an
ou
A A
2 { 2 } 2 { n w 2
§° + £ §& + + — |8
o(x) = A, L ; A1 | 2 > Ay | n (11.10)
51 + 52 + + Gn
ou ainda
A A
[ Tl }6? + [ Tg }Gg + v 88
n n n
p(x) = — 5 5 5 (I1.11)
61 + 62 + + 6§
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Lembrando que 0 < A, < X, ... < A, através de uma sim
ples inspecdo dos fatores que multiplicam k1 e An nas expressoes

(I1.10) e (IIl.11), respectivamente, conclui-se que

p(x) < A, (11.12)

>t
-
| A

>
"

;= min (o(x)) (11.13)

Para x = g. ¢ imediato que p(x) = X;. A existéncia dos
termos em somatdéria nos numaradores e denominadores nas  expres
sges (I1.10) e (I1.11) permitem concluir que um autovalor € sem-

pre um limite inferior do Quociente de Rayleigh.

.4 - ITERACAO INVERSA

A Iteracao Inversa (BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH e
PENZIEN [4], WILKINSON [5]) é uma ferramenta bastante eficiente
para o cdlculo de um autovetor e, se necessario, do corresponden
te autovalor, desde que este esteja situado entre os menores au-
tovalores do problema definido em (I.06). Consiste em repetir um
certo numero de vezes, dado um vetor de partida Xq» arbitrdario

ndo nulo, os seguintes procedimentos:
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=

@ 2541 =
i+  —
(X501 MX549)

ol

L— — final

Desde que o vetor de partida ndo seja ortogonal ao pri
meiro autovetor, g1, serd para este que, apds um certo nlimero j

1 A +
de iteragbes, o vetor X541

convergird, como é mostrado no Apéndi
ce A. A normalizagao feita no passo (:) torna desnecessdria a
multiplicacdo pelo autovalor {(que é desconhecido) no passo C),
presente no problema original, além de impedir que a convergén

cia ocorra para um miltiplo de g&,.

Como ndo se dispdem de meios para, a principio, fixar
um numero limite de iteragdes, é conveniente utilizar o Quocien-
te de Rayleigh, visto no item anterior, para se obter uma aproxima-
¢do do autovalor a cada iteragdo e, acompanhando a convergéncia
deste, acompanhar também a convergéncia do respectivo autovetor.
Desta forma, fixando-se p(z1) = 0 e uma precisdo ou erro relati-

5

vo admissivel, ERROR, igual a, por exemplo, 10 7, a Iteracdo In-

versa toma o seguinte aspecto:
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X, 2 KX.
= _ o ~itl~~i+]
@ p(Xi41) = o

(1) caso | etRi) - (x| ERROR, pare

L——— final

Caso se tenha uma nocado da distribuigdo dos autovalo-
res, é possivel fazer com que a Iteragdo Inversa convirja mais ra-
pidamente através de uma ou mais translagdes de origem, ou"shift",
do sistema cartesiano que contém o polinbmio caracteristico do
problema de autovalor, como mostrado no Apéndice A e ilustrado

na Figura II.7.

Com a introdugdo do "shift", tem-se

(I1.14)

>
1t

=
+

oo

R = K - uM (11.15)
Kg = n¥g (11.16)
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b PO
h—n‘l——ﬁrja
v ~
L]
N, |
|
|

— P ——m

Figura II.1 - Translagdo de Origem (“shift")

Portanto, ¢ problema de autovalor passa a ser resolvi-
do em termos do residuc n. Apds o residuo ter alcangado a preci-
sdo desejada,o autovalor real é obtido por meio de (I1.14). Des-
ta forma,consegue-se uma convergéncia mais rédpida para um auto-
par de interesse se for tomado um "shift" préximo ao autovalor

correspondente.

A ITteracdo Inversa pode perfeitamente ser empregada pa
ra a obtengdo de vdrios autopares,desde que o vetor da iteragdo
seja mantido ortogonal pela técnica de Gram-Schmidt, vista no
[tem I1.2, aos autovetores encontrados em iteragdes anteriores.

IL5 - ITERACAC DIRETA

A Iteracdo Direta (BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH e
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PENZIEN [4]) desfruta da propriedade de convergir para os auto-
vetores correspondentes aos maiores autovalores, Para o problema
de autovalor definido em([1.06) pode ser colocadada sequinte for-

ma 2

@ x4 - GT W

Ry
2
XieqM%54q)

L——— final

Como, ao contrdrio da matriz de rigidez K, a matriz de
massa M ndo é necessariamente positiva definida, é possivel ado-
tar um “"shift" para tornar sua decomposicgao possivel (BATHE [2]),
viabilizando a resolugdo do sistema de equacgles no passo(:).Da mesma manei
raquena Iteragdo Inversa, vista no item anterior, a Iteragdo Dire
ta pode ser suplementada com ¢ Quociente de Rayleigh para um a-
companhamento da convergéncia do autopar, possibilitando inter-

romper ¢ processo iterativo quando for conveniente.

Por intermédio de um raciocinio andlogo ao apresentado

no Apéndice A, para a Iteragdo Inversa, mostra-se que a taxa de

An—1
Ao
para um vetor de partida ndo ortogonal a gn. Com a introdugao de

convergéncia do autovetor na Iteragdo Direta é dada por

um "shift" p a convergéncia se dard para um autovetor gj com razao

| *p-u

A *
|"3-u]
tivo, pois neste caso Ap estd ng numerador.

0 que torna o "shift" pouco atraente no processo itera-
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£ natural que aqui também seja possivel calcular ou-
tros pares de autovalores e autovetores desde que seja imposta a
ortogonalidade entre o vetor de iteragdo e 0s autovetores obti-

dos anteriormente.

1.6 - METODO DE JACOBI GENERALIZADO

0 Método de Jacobi Generalizado (BATHE [2], PARLETT
[3]) aplicado ao problema de autovalor (1.06) fundamenta-se nas

propriedades (I1.11) e (I.13), ou seja

(I1.17}

HH
.....|
=
HeH
1l

(11.18)

HH
-..1
=~
HeH
n
=

{
!
l
l

Tomando-se K,=K e M,=M, o Método de Jacobi Generaliza-

do constrdi a sequéncia de matrizes

_ ol N
Ko = RiK4Ry
T
K3 = RoK,R,
. (11.19)
. ?
T
Kerr = BiKeBy
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- 3\
Mg - 51M151
T
My = RoMHR,
: > (11.20)
.
Mes1 = BMeRy

com matrizes de rotagdo Bk que possibilitem diagonalizar 5k+1 e

ﬂk+1 e que tém a seguinte forma

., (11.21)

e + + T ™
]
'
]
1 L]
f——
1
1
1
¥
1
]
1
]
]
]
|
|
|
fa—
—_
>
=
[sT]
a

— M M E e ————— = - ———
—d

col.i

-
O
Q

onde o e B sdo constantes que devem permitir anularem-se simulta

neamente os elementos (i,j) em ﬁk e ﬂk'

Entdo, para k -+ o«



19

Ek+1 — f (I1.22)
Tk+1 — i (I1.23)
5152 e Ek — @ (11.24)

Contudo, a transformagdo de M, ., na matriz identida

de ndo é necessdria,pois é possivel fazer

- K(k+1) -
11
(KT
11
 Lkt1)
A = 22 (11.25)
L —Tk+TY '
Mo2
(k+1)
knn
m: +1:
L nn -
_ : -
K+1) ]
m
11
L
1
g = 5152‘°‘Ek LD . (I1.26)
1
+
m
nn
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Considera-se que a cada vez que os elementos (n-1,n}

Kes1 € Meag

tudo, quando isto ocorre,é intuitivo gue os elementos que foram

de forem zerados completa-se uma "varredura". Con-
zerados anteriormente tiveram seus valores alterados, partanto

mais de uma varredura deve ser feita.

IL7 - SEQUENCIA DE STURM

Uma sequéncia de polindmios pi(x), i=1,..., k, formam
uma Sequéacia de Sturm (BATHE [2], PARLETT [3], WILKINSON [5])se

as rafzes A(j+1) (3)

do polindmio pj+1(x) "separam" as rafzes A
do polindmio pj(x). Por "separar" entenda-se gue a seguinte rela

¢dan € satisfeita

(1) 5 1D 13y

; <ayd <y i) (11.27)

A(j)<l
1 =
sendo m o grau do potlindmio pj(x) e m-1 o0 grau do polindmio

p (x}. A Figura I1.2 mostra, a titulo de exemplo, uma sequéncia

J+1
de polindmios que satisfazem (I1I1.27).

Desta forma, considerando-se o problema de autovalor

(1.06), os polinBmios
p. (A 0y = etk a1y (11.28)
satisfazem (I11.27), formando uma Sequéncia de Sturm {BATHE [2]),

sendo que as matrizes 5(1) e M(1) sdo de ordem n-1, obtidas eli

minando-se as Gltimas 1 Tlinhas e colunas de K e M.
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Pz2ix }; ;| Piix)

Pa(x)

P3(x)

Pi{x ) 0.05x*-0.7375x%0.3375x + 0.35
P2(x)= 0.2 x> 1.8x

Ps{x) < 0.1 x>~ Ol x - 0.2

Pa(x)= x -1

Figura II.2 - Polindmios que formam uma Sequéncia d2 Sturm

Na solucdo do problema de autovalor expresso pela equa
¢d30 (1.06) deve-se observar que, para um dado "shift" u, o nidme-

ro de elementos negativos na matriz D,na decomposigao de Gauss

K - uM = LDL (11.29)

é igual ao ndmero de autovalores menores que o “shift" (BATHE
[2]). Portanto, o nimero de autovalores existentes em um interva
1o (uA,pB) pode ser determinado tomando-se a diferenga entre 0

nimaro de elementos negativos em D, e D, nas decomposic¢oes
g “B ¢ <A
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K - upl = Laaly (11.30)
e
K - M = EBQBLE (I1.31)

Em termos dos polindmios definidos em (II.28), o nime-
ro de autovalores menores que o "shift" é iqual ao nlmero de po-
Tintmios pi(p) menores do que zero (PARLETT [3], WILKINSON [5]).
E na repaticdo desta propriedade que se baseia o Método da Bi-
seccdo (WILKINSON [5]), conveniente para a determinagdo dos auto
valores de matrizes com largura de banda muito pequena, como é
0 caso das matrizes tridiagonais (PARLETT [3], WILKINSON [5]). A
Figura I1.3 procura mostrar o funcionamento do Método da Bisec-
¢do, onde os numeros 1 entre circulos indicam a i-ésima bisec-

¢do, voltada para a determinagdo, por exemplo, de A3.

I SN
! N
[ L
1 Py
| P
| }I' |
[N
NG N\ .
A v Mo iﬁ‘ﬁ/ch Asg Ag X
|
1
|

Figura II1.3 - Funcicramento do Métodc da Biseccadc
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II.8 - ANALISE DE RAYLEIGH-RITZ

0 Método de Ritz (BATHE [2], CLOUGH e PENZIEN [4])} ob-

jetiva tornar possivel a escrita de um vetor g como uma combina-

¢do linear de certos vetores g1,1=1,...,m, da seguinte forma
m
g = 12151931 = ¥s (IT.32)
onde
Yo [y by--.0, ] (I11.33)

Os vetores pré-estabelecidos . formam uma "base de
Ritz", enquanto os 61 sdao as "coordenadas de Ritz" a serem deter

minadas de maneira a satisfazer (I1.32).

Por sua vez, a Andlise de Rayleigh-Ritz (BATHE [2],
PARLETT [3], CLOUGH e PENZIEN [4])objetiva encontrar vetores
@i, i=1,...,m, gque estando contidos no subespago vetorial gerado
pela base de Ritz melhor aproximem os autovetores desejados do
problema (I1.06). Os procedimentos que permitem obter tais veto-
res g., i=1,...,m, sdo derivados do Quociente de Rayleigh, defi-

nido por (I1.7),aplicado ao vetor @ que, por meio de (I1.32), con

duz a
m m
I 8.8.k..
QTETSE’.Q j=1 i=1 ! 343 *
(@) =" 7 r— = 2 (11.34)
§ ¥ MYS L5 8.6.m.. m
j=1 §=1 N

sendo
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Ko = 4K (11.35)

1]

IR R (11.36)

Como o Quociente de Rayleigh é um limite superior do
autovalor, como mostrado no Item II.3, a melhor aproximag¢do para
o mesmo & obtida através dos valores 61 que minimizam (II1.31).En
tdo, diferenciando-se (I1.34) em relagdo a 6i’ as uUnicas varid-

veis na expressdo, tem-se

M m
3p (&) 2m % 8.k.. - 2k £ §.m. .
o= B j=1 3 1 (11.37)

s,
Usando p=-—§—, a condigdo de minimo
m

) | (11.38)

m
.51( ij " o 1J)(‘Sj =0 i=1, , M (11.39)
J

que pode ser escrita como
KS = oMg$ (11.40)

sendo
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R=v'ky  (axa) (11.41)
e

= _ wl

M= Y MY (gxq) (11.42)

A solucido do problema (I1.40)} fornece m autovalores

PqsPos--.sP que sdo aproximagbes dos autovalores h1,A2,...,km
bem como autovetores Qi, i=1,...,m, que possibilitam encontrar
0s autovetores desejados @1, i=1,...,m, por meio de

B. = ¥s. (11.43)

Portanto, a expressao (II.40) pode ser escrita para oS

m autovalores p e autovetores § simultaneamente como

KA = Fps (11.44)
e consequentemente
§ = YA (I1.45)

I.9 - SUBESPACOS DE KRYLOV

Sequéncia de Krylov (PARLETT [3]) é a sequéncia de m

vetores, dada uma matriz A e um vetor de partida y, definida por

(xsﬂx,ﬁzx,.--ﬂm'1x) (11.46)
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Por sua vez, Subespago de Kry]ov,ﬂ(m(x), é 0 subespago

gerado pelos m vetores da sequéncia (II1.46), ou seja

K(y) = span(y,Ay,...,A" 'y)

Com este tipo de subespago, mesmo
de m, consegue-se boas aproximagdes para oS
vetores da matriz A. Como se pode notar, o0s

sequéncia (11.46}) podem ser assimilados aos

(I1.47)

para valores modestos
autovalores e auto-
vetores gue formam a

oriundos de uma 1te-

ragao vetorijal, direta ou inversa, com a matriz A.

Todo um estudo sobre Subespagos de Krylov pode ser encon-

trado no trabalho de PARLETT [3], bem como a Teoria de KANIEL e

SAAD, relacionada com a analise dos erros cometidos nas aproxima

¢fes que estes subespagos obtém para as solugdes do problema

(11.48)
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CAPITULO TII

O METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS

.1 - INTRODUGAQO

0s processos de cdlculo de autovalores e autovetores
relacionados com iteragdo vetorial podem ser empregados eficien-
temente na determinagao de vdrios pares de autovalores e autove-
tores, desde que o vetor da iteracgdo seja mantido ortogonal aos
vetores encontrados anteriormente, em concorddncia com o que foi
exposto nos Itens I11.4 e II.5. Baseados neste fato, CORR e JENN-
INGS [7] propuseram uma iteragao simultdnea com vetores mantidos
ortogonais entre si pela técnica de Gram-Schmidt, vista no Item
[I.2. Utilizaram-se da Iteragao Inversa, que converge para 0S me
nores autovalores, pois tal trabalho estava relacionado com o es
tudo de vibracg¢des estruturais, onde os autovetores ou modos de
vibragdo correspondentes as menores frequéncias naturais, e con-
sequentemente aos menores autovalores, geralmente sdo mais impor

tantes.

0 Método de Iterac3o por Subespagos (BATHE [2], PARLETT
[3], CLOUGH e PENZIEN [4]) & uma técnica derivada da iteracao si
multdnea, porém muirto mais elaborada, pois o gque se busca € um
subespacgo vetorial de dimensdoc m que contenha boas aproxima-
¢6es dos autovalores e autovetores de interesse, contidos no es-
paco vetorial de dimensdo n, solugdo do problema. A Andlise de
Rayleigh-Ritz, mostrada no Item 11.8, possibilita a projecdo do
problema de autovalor de dimensdc n em um problema de dimensao

reduzida m que pode ser resolvido, por exemplo, pelo Método de
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Jacobi Generalizado, visto no Item II.6. Deve ser utilizada esta
versdo do método porgue as matrizes projetadas, de dimensao m,
sjo cheias, independentemente das caracteristicas de banda das
matrizes de dimensdo n ou da matriz de massa ser diagonal. As
propriedades (II1.17) e (I1.18), nas quais o Método de Jacobi es-
td baseado, asseguram a ortogonalidade entre o0s vetores que es-

tdo sendo ijterados.

Portanto, o Método de Iteragdo por Subespagos pode ser

sumarizado conforme apresentado na Tabela III.T.

ITERAGCAO INVERSA SIMULTANEA
+
RAYLEIGH-RITZ

+

JACOBI GENERALIZADO

METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS

Tabela III.17 - Esquema do Método de Itera¢do por Subespagos

A convergéncia do método é mensurada tomando-se o erro
relativo entre os autovalores obtidos em iterag¢des consecutivas.
Verifica-se que os autovalores calculados e 0s erros relativos
relacionam-se como mostrado qualitativamente na Figura III.1, ou
seja, os erros relativos sdoc menores para o0os menores autovalores.
Isto decorre do fato da convergéncia ser mais rdpida para 0S au-
tovetores correspondentes aos menores autovalores, caracteristi-
ca herdada da Jterac¢do Inversa. Este comportamento sugere a uti-

lizacdo do método em blocos, onde todos o0s autovalores e autove-
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tores seriam calculados mais ou menos com a mesma precisdo. As-
sim que os vetores de um bloco ocu subespago convergirem toma-se
outro bloco e o método é continuado. Fixando-se um erro relativo
admissivel, a convergéncia é considerada alcangada quando este
for satisfeito para o numero de autovalores a serem extraidos do

subespacgo.

-

[=]
2
k]
@
x
[«
e
b

_.r

y\

Fig.III.1 - Relagdo entre os autovalores e os erros relativos

.2 - O METODO DE ITERAGAO POR SUBESPACOS PADRAO

Este trabalho considera como padrdo, o Método de Ite-
racdo por Subespacos proposto por BATHE [2], que se encontra re-
sumido no Quadro III.1, onde é dado também o ndmero aproximado
de operacgdes requeridas em cada passo do método (WILSON e ITOH
[10]) para uma matriz de massa M diagonal e uma matriz de rigi-
dez K com largura de banda média b. A dimensdo do subespago é fi
xada no menor valor entre Z2p e p+8, sendo p o nimero de freguén-
cias e modos de vibragdo a serem determinados. Com tal esquema,
ou seja, m > p, sdo poucas as possibilidades de algumdos p modos

de vibragdo desejados ser M-ortogonal aos vetores de iteragdo de
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partida, pois aguele ndo seria detectado pelo método.

0s vetores de iteracdo de partida, no passo A.1, podem
ser tomados de vdrias formas (BATHE [2], PARLETT [3], CORR e
JENNINGS [7], BATHE e RAMASWAMY [8]), impondo-se porém a condi
¢do de independéncia linear entre os mesmos. No presente traba-
lho o primeirg vetor é tomado simplesmente como a diagonal da ma
triz de massa, enquanto que os demais sdo tomados como colunas
da matriz identidade, com a unidade nas posicdes correspondentes
aos maiores quocientes m../k.., elementos diagonais das matrizes

11 11

de massa e rigidez.

Na parte iterativa propriamente dita, parte B do méto-
do, é possivel fixar um nimercg de iteragdes que podem ser feitas

NMITE.

Para a solugdo do problema de autovalor reduzido, no
passo B.3, utiliza-se o Método de Jacobi Generalizado, pelas ra-
z0es expostas no item anterior. A convergéncia, no passo B.5, &
monitorada por meio dos erros relativos dos p menores autova-
lores do subespago. Para tanto, o erro relativo, ERROR, € geral-
mente fixado em 1072,

0 Método de Iterac¢do por Subespagos Padrdag tem grande
reputacdo entre os analistas estruturais em parte pelas vanta-
gens oriundas da Iteragdo Inversa (como a convergéncia) e da And
lise de Rayleigh-Ritz e em parte pela confiabilidade decorrente
de uma ampla utilizacdo. Mesmo assim, trabalhos como o de BATHE
e RAMASWAMY [8] e YAMAMOTO e OHTSUBO [9] propdem dispositivos pa

ra melhord-lo,
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QUAGKO TII.1 - METODO DE ITERACAQ FOR SUBESPACOS PADRAO

A - Calculos Iniciais
A.l1 - Dimens3o do Subespace : m = minimo de (2p,p+8)
A.2 - Selecdo dos Vetores de Iteracdo de Partida Yl
A.3 - Fatoragio de K
e’ - x n.o.=Nb%/2
B - Iterasdo pcr Sibesraces - 1 = 1. ... NMITE

B.1l - Iteracgo Inversa

T = = r.
LDL x1+l = Y1 n.o.=2%.b
B.2 - Projec¢do das Matrizes
. ol 2
Ki+l = x1+1KXi+l = X1+1Y1 n.o.=Nm
I Y = a2
Mien = B0 7 Kty n.o.=lm
B.3 - Solucio do Problema de Autovalor Reduzido 3
KinQia " Ma®aha n.o.=i0u
B.4 - Melhor Azrowirvagdy dos Vetores d= Tteracdo
Y =Y 0 n.o =¥m2
i+l 1+17i+1 .

B.5 - Teste da Convergéncia

| AL x(l’l <TOL? j=1, ... p

J B
(1+)
.

SIM - -> PARE

N2O ---> B.1
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Com o objetivo de mostrar o seu funcionamento, o Meto-
do de Iteracdo por Subespagos Padrdo é utilizado, no kxemple III.T, na
determinacdo das 6 primeiras frequéncias e dos correspondentes
modos de vibragdo de um pértico espacial de 12 nds e 16 elemen-

tos.

L3 - O METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS

A relagdo entre a convergéncia, medida pelos erros re-
lativos, e os autovalores, mostrada na Figura III.t, sugere a
possibilidade de se resolver o problema de autovalor por etapas,
em blocos. Assim sendo, se, por exemplo, devem ser obtidas as
8 primeiras frequéncias naturais e o0s correspondentes modos de
vibragdo de uma estrutura, tal solugdo poderia ser obtida por
meio de dois blocos, determinando 4 frequéncias de cada vez. A
dimensdo do subespago é fungdao do numeroc r de autovalores e au
tovetores a serem extraidos do mesmo e pode ser definida pelo a-
nalista estrutural ou tomada como no item anterior. Os vetores
de um bloco devem ser mantidos ortogonais aos g autovetores
convergidos em blocos anteriores e isto pode ser feito pela téc-
nica apresentada no Item II.2. Caso esta ortogonalizagdo ndo se
ja feita a cada iteragdo, a caracteristica de convergéncia da
Iteragdo Inversa, apresentada no Item 1I1I1.4, poderd ser respon-
sdvel pelo aparecimento de cdpias indevidas de autovalores e au-
tovetores em blocos distintos. Mesmo que os vetores de partida
de um bloco sejam ortogonais a autovetores jd obtidos, a orta-
gonalizagdo deve ser feitaypois os erros de truncamento podem oca

sionar a perda de ortogonalidade.
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EXEMPLO III.1

£ = 2.1x10%gf/cm?
v = 0.2
o = 0.002Kg/cm’

didmetro dos elementos

1,2,3,4 : 20cm
9,10,11,12 : 25cm

demais : 30cm

N = 48

b = 59

p = 6

m= 12

ERROR = 1072

Nimero de itera¢des necessarias : 9

FREQUENCIA | ERRO RELATIVO | ITERACAO NA QUAL
(rad/s) FINAL CONVERGIU
1 2.0985 ~107%3 32
2 2.3319 ~10724 32
3 2.9140 ~10" "4 52
4 5.7831 ~19723 42
5 5.8469 ~19723 32
6 6.5079 ~10°8 92

Ndmero tedrico de operagles realizadas : 1.0x106
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0 esquema proposto para o Método de Iteragdao por Sub-
espacgos em Blocos é dado no Quadro III.2. Em virtude da ortogona
lTidade que deve ser mantida em relagdo a autovetores convergidos
anteriormente, estes devem ser obtidos com a precisdo ou erro re
lativo especificado, razdo de ndo se impor um nimero de itera-

¢des para cada bloco, ou subespago, na parte B do método.

A titulo de ilustragdo, o Exemplo III.2 mostra o funcio
namento deste método na obtencgdo das 6 primeiras frequéncias do
pértico espacial utilizado no Exemplo III.1, com uma grande eco-

nomia de operag¢fes em relagdo ao procedimento anterior.

Como neste caso o analista estrutural pode definir a
dimensdao do subespago, os vetores de partida devem ser tomados
com um pouco de cuidado, de maneira a evitar os problemas discu-
tidos no item anterior. Um esguema testado que se revelou efici
ente é o que introduz a unidade em m posi¢gdes em cada um dos
m vetores do subespago. Essas posigOes sao determinadas pelos
maiores guocientes mii/kii também discutidos anteriormente. As-
sim sendo, para um subespago de dimensdo 4, por exemplo, em um
problema de ordem 100 com os maiores quocientes mii/kii corres-
pondendo as posigfdes diagonais 12,13,30,38,49,70,87,etc, o pri-
meiro vetor teria a unidade nas posigdes 12,13,30 e 38, o0 segun-
do nas posic¢bes 13,30,38 e 49 e assim por diante, com as demais

assumindo o valor zero.

.4 - O METODO DE ITERACAC POR SUBESPACOS COM SHIFT

0 desempenho do Método de Iterac¢dao por Subespagos em

Blocos pode ser consideravelmente melhorado com um acelerador de
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QUADRO IIT.2 - METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS

Calculos Iniciais
A.1 - Dimensdo do Subespaso : m = fixada pelo usuaric

A.2 - Fatoragdc de K
T

LDL" = K n.

Calculo dos Autovetores em Grupos
Selecdc dos Vetores de Iteracdo de Partida Yi

Iteragdc por Subespagos

C.1 - Ortogon. de Yi contra autovetores 3j& encontrados n.
C.2 - Calculo do Vetor de Forga Inerglal
F1+1 MY. A . n.

C.3 - Iteragdo Inversa - . .

e’y - F n.

i+l 1+1

C.4 - Projegao c¢as Matrizes

G T
Av " YaFin n.
B .. =X MK, =X %
141~ M4+ T Ratia n.
C.5 - Solugdo do Problema de Autovalor Reduzido
A% T Bin®iahiag n.

C.6 - Melhor ﬁproxlmacéo dos Vetores de Iteracido
Y =Y

1+1 1+1Q1+1 B

C.7 - Teste da Convergéncia

- .
TOLMAX = maximo Aél Do A;I) 5=1, ... r
{1+1)
A5
TOLMAX < TOL :
Se velores encontrados = p ——-> PARE
Se velores encontrados < p ---> B

TOLMAY > TOL -—-> C.1

=Nb%/2

.=2Nmg

.=2Nm

.=2Nmb

.=Nm

1

.=Nm

. =R



BLOCO 1:

Nimero de iteragdes

EXEMPLO III.2
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N = 48

b = 59

p = b

m=4 (2 blocos)
ERROR = 107°

necessdrias

5

FREQUENCIA | ERRO RELATIVO | ITERACAO NA QUAL
(rad/s) FINAL CONVERGIU
1 2.0985 ~1076 52
2 2.3319 ~1078 5a
3 2.9140 ~107° 52
BLOCO 2:

Nimero de iteragdes

necessdrias

b

FREQUENCIA | ERRO RELATIVO | ITERACAO NA QUAL
(rad/s) FINAL CONVERGIU
4 5.7831 ~107¢9 22
5 5.8469 ~10"18 32
6 6.5079 ~1078 62
Nimero tedrico de operagdes realizadas 3.7x105
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convergéncia do tipo translac¢ao de origem, ou "shift". Tal dispo
sitivo proporciona uma convergéncia mais rdpida na Iteragdo In-
versa, conforme discutido no Item Il.4, e no Apéndice A. Baseados
nestes fatos, WILSON e ITOH [10] desenvolveram um método aplica-
vel a problemas de autovalor de grandes estruturas, mostrado no
Quadro III.3. Associando o numero aproximado de operag¢des reque-
ridas em cada passo a uma vasta experiéncia profissional, esses
pesquisadores concluiram, através de algumas simplificagdes, que
a dimensdo ideal do subespago para o caso € aquela corresponden-
te a raiz quadrada da largura de banda média b, da matriz de
rigidez K. O numero de iteragles a serem feitas com cada “shift"
é definido também pelo nimero de operag¢des requeridas em cada
passo e é, portanto, funcdo das matrizes envolvidas e da prdpria
dimensdo do subespago. Algumas modificagdes foram feitas no mé-
todo originalmente proposto para que o analista estrutural tam-
bém possa utilizar sua experiéncia, nos passos A.1 e A.Z2 do Qua-

dro III.3, para cada tipo de estrutura a ser analisada.

0s vetores de partida utilizados, no passo B.1, seguem
0 esquema proposto no item anterior, enguanto que cada "shift"yu
no passo B.2, é tomado verificando-se a convergéncia dos autova-
lores, onde A g o0 iltimo autovalor a ter convergido e A g 0
proximo a convergir. Para autovalores bastante prdéximos, ou seja
A+ A < 0.01 y, o shift é fixado em O.99Ak. Este esquema de
"shifts" também é interessante no sentido de que o nimero de ele
mentos negativos na matriz D, na fatoragdo do passo B.3, indi-
ca o numero de autovalores menores que o "shift" aplicado, con-
forme exposto no Item II.7, possibilitando detectar a possivel

perda de algum autovalor pelo método. Entdoc, os p autovalores

devem ser calculados em grupos de m-1, pois o autovalor corres-
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QUADRO III.3 - METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS COM SHIFT

Calculos Inicilais
A.l1 - Dimensdc do Subespaco : m = miximo de [4,/b) ou especif. pelo usuario

A.2 - Nimero de Iteracdes para cadas Shift

2

NMITE = miaxieo de [2,(Nb2}/(3Nm +2Nmb+10m3}] oy especif. pelo usuario

Calculo dos Autovetores em Grupos

B.1 - Selegcao dos Vetores de Iteracio de Partida Y1

B.2 - Translacdo da Origem (Shift) : py = Ak + 0.9(X A ) ou p= 0.99

k+1 "k k
B.3 - Fatoracdo de K
e’ =% -k -un . n.o.=Nb’/2
Iteracdo por Subespacos - 1 =1, ... NMITE
C.1 - Ortogon. de Yi contra autovetotes j& encontrados n.o.=2Nmgq
C.2 - Calcule do Vetor de Forg¢a Inercial
Fi+l = HYiAl n.o.=ZNm
C.3 - Iteracdo Inversa
T _
LDL X1+1 l-"i+l n.0.=2Nmb
€.4 - Projecdo das Matrizes
_ oyl a2
Ai+1 = xi+1Fi+1 +1;Bi+1 n.o.=Nm
I =¥l 3 Y
B1+1 - X1+1KX1+1 xl+1Y1+1 1.0.=NE
C.5 - Solugac do Problema de Autovalor Reduzidc 3
Aiafia T Bin®iatig n.o.=10m
C.5 - Melhor éproximacéo dos Vetores de Iteragdo 2
Y " Hin%e . n.0.=Nm

C.7 - Teste da Convergéncia

TOLMAX = maximo A§1+l) - Agl) j=1, ... ml
y (1*1)
]
TOLMAX < TOL :
Se velores encontrados = p ---> PARE
Se vetores encontrados < p ——> B.}

TOLMAX > TOL :
Se 1 ¢ NMITE ---> C.1
S5e 1 = NMITE ---> B.2
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pondente ao m-ésimo autovalor servird para a definigdo do primei

ro "shift" para o préximo grupo.

Quando se utiliza a técnica de "shifts" os autovalores
encontrados sdao na realidade residuos, ou seja, as "distdncias"
dos autovalores reais ao "shift", como discutido no Item I1.4,

gue correspondem a solugdo, ﬂ1+1, do problema reduzido

Kie1Qie1 = BiqQiaa8i4y (IIT.01)

Contudo, incorporando-se o "shift" em ambos o0s termos

de (II1.01) tem-se

Kig1Qieq + uMi 0 Q040 = Mg Qyyq (Hypy +oul) (111.02)

ou

cuja solugdo fornece os autovalores propriamente ditos e que cor

responde ao procedimento feito no passo €.4 do Quadro III.3.

0 funcionamento do método é mostrado no Exemplo III.3,
para o cdlculo das 6 primeiras frequéncias da estrutura utiliza-
da no Exemplo III.1. Embora neste case o numero tedrico de opera
¢des tenha sido maior do que no exemplo anterior, os tempos de
processamento de cada problema indicam o contrdrio, como mostra
a Tabela III.2. Isto provavelmente se deve as caracteristicas de
esparsidade da matriz de rigidez K, apesar de duas fatoragdes a-

dicionais, uma vez que foi feito wum nidmero menor de iteragdes.
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TEMPO DE
EXEMPLO PROCESSAMENTO
{Segundos)

IT1T.1 33
IT1I.2 15
[II.3 14

Tabela II[.2 - Tempos de processamento para os Exemplos

[11.1, I11.2 e III.3



EXEMPLO I1I.3
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N = 48
b = 59
p =656
m =4 (2 blocos)
ERROR = 107°
BLOCO 1:
Nimero de iteragdes necessdrias 5
FREQUENCIA ERRO RELATIVO ITERACAO NA QUAL
{rad/s) FINAL CONVERGIU
-8 a
1 2.0985 ~10 Hd
2 2.3319 ~ 1077 52
3 2.9140 ~ 1070 52
BLOCO 2:
Nimero de iteragles necessdrias 3
FREQUENCIA ERRO RELATIVO ITERAC@O NA QUAL
{(rad/s) FINAL CONVERGIU
4 5.7831 ~10" 14 2a
5 5.8469 ~10-10 32
6 6.5079 ~10-8 33
Nimero tedrico de operagfes realizadas 4.6x105
Histéria dos “shifts" (NMITE = 3):
?1 H, L5}
! b T T T 1 - A
O A% A A s e
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CAPITULO 1Iv

O ALGORITMO DE LANCZOS

IV.1 - INTRODUGAO

0 Algoritmo de Lanczos (BATHE [2], PARLETT [3])} é ori-
gindrio do "Método de Iteragles Minimizadas" publicade em 1950
por LANCZOS [11] como uma técnica de solugdo de problemas de au-
tovalor de operadores integrais e diferenciais lineares. Contu-
do, tal método foi visto mais como uma técnica de tridiagonaliza-
cao de matrizes e, devido a problemas de instabilidade numérica,
preterido a favor de outros algoritmos, como o de Givens e o de
Householder (BATHE [2], PARLETT [3]). Somente no come¢o da déca
da de 1970 é que o0s estudos de PAIGE [12,13] revelaram que o Al-
goritmo de Lanczos poderia ser utiiizado eficientemente na solu-
¢do de problemas de autovaior de matrizes simétricas e esparsas

de grandes dimensfes do tipo

11>

X = AX (IV.1)

A esses estuydos seguiram-se os importantes trabalhos de KAHAN e
PARLETT [14], no qual se fez um estudo dos limites de erro do al
goritmo, o de GOLUB e UNDERWOOD [15], no qual se sugeriu a utili
zagdo do algoritmo em blocos, o de SCOTT [16], a respeito da con
vergéncia do algoritmo, e o do prdprio PAIGE [17], sobre a preci

sdo e a eficiénecia do algoritmo.



43

Desta forma, considerando-se o problema de autovalor

definido em (1.08)

K§ = MPA (Iv.02)

s o

uma transformagdo de coordenadas do tipo

$ = QS (IV.03)

i

possibilita escrever

ou
(IV.05)

ou ainda, pré-multiplicando-se ambos o0os termos da expressao

(1v.05) por Q' MK~

Impondo-se a Q uma M-ortogonalidade tem-se
QMg =1 {IV.07)
onde 1 € a matriz identidade com os elementos possuindo a unida-

de de massa. A substituicao da propriedade (IV.07) na expressdo

(IV.06) possibilita escrever
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sa”t = gTmkmes (1v.08)
Definindo-se
@y By
By op By
T-0q'm Mg - e (1v.09)
%1 By
i Bn—1 %n .
e
e, 1/A2
o 1/2
o= 2 : 2 - 4] (1V.10)
i S, | i 1/An_

chega-se ao problema

(IV.10) na expressao

Is = 3¢

cujos autovalores o sdo,

do problema (IV.02)} e cujos autovetores s relacionam-se com

do autovalor, substituindo-se {IV.098) e

(Iv.08)

(IV.11)

portanto, os reciprocos dos autovalores

0s

autovetores do problema (IV.02) através de {(IV.03).

0Os termos g, € 51

brando-se que

; da matriz T podem ser deduzidos lem

(Iv.13)
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0 que permite escrever, pré-multiplicando-se a expressdo (IV.09)

por Q,

ar

"
1=~

MQ (IV.13)

Considerando-se entdo uma submatriz Qj’ de dimensdo

nxj, tem-se, por intermédio da expressdo (IV.13),

T.
1 ~J
9
nxn nxn nxj nxn nxJj
(1v.14)
S
T. §
~j R
09
= ) + 3
Q; 0§
C . N
JIxJ N
N
I\
N
L -
nxj nxj Pi%4¢1 T Ly
ou entdo
k" TMQ, = Q.T. + r.e: (1v.15)
~ ] J~J ~J~]

sendo gj um vetor candnico.
A expressdo (IV.14) pds-multiplicada por gj resulta em

-1 _
K MQJ = Bj_qgj_1 + ajﬂj + Ej (IV.16)
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ou

fazendo-se

Como, através das expressodes (IV.07) e (IV.14)

T Lj M Lj
ﬂj+1Mﬂj+1 B, B, 1 (1v
J J
e
Thge =1
. = g.MK Mg, 1V
%5 7 8558 =4 (
conclui-se que
T
. = My, Iv.
By = Vo5l (
T
, = . . IV.
@y = gsMr; (

- T 8. 4. . - a.d. Iv.
Lij = Bj185.1 - @39 (

r. = E-1M9j (IV.

17)

18)

.19)

.20)

21)

22)

Entdo, dado um vetor de partida 94 arbitrario de médu-

lo unitdrio, o Algoritmo de Lanczos constrdéi uma sequéncia de ve

tores, através das expressdes (IV.17), (IV.18), (IV.21) e (IV.22),

que

formam uma base para o Subespaco de Krylov, definido pela expressdo

(11.47), sendo que neste caso tem-se

A= KN (1v.

23)
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Como se pode notar, na expressdao (IV.17) é feita uma
ortogonalizacdo pela técnica de Gram-Schmidt, apresentada no I-
tem II.2. Neste caso entretanto, a ortogonalizagdo é truncada,
feita apenas em relacdo aos dois Uultimos vetores g <calculados,
0 que ndo traria problemas caso a precisdo da aritmética utiliza
da fosse infinita (PARLETT [3], PAIGE [13]), ou seja ndo ocor-
ressem erros de truncamento. Como 15t0 n3do se verifica na reali-
dade, ap6s um certo ndmero de passos 0s vetores gerados pela ex-
pressdo (IV.17) tornar-se-3do paralelos e esta € a causa da ins-
tabilidade numérica do algoritmo. A perda de ortogonalidade de-
pende das caracteristicas das matrizes envolvidas bem como da
precisdo € da aritmética utilizada, definida como sendo o menor

nimero da aritmética finita que satisfaz (PARLETT [3])

1 +e > 1 (IV.24)

A consequéncia da perda de ortogonalidade se faz sentir na deter
minagdo de cépias indevidas de autovalores e autovetores pelo

algoritmo (PARLETT [3]).

Verifica-se, porém, que mesmo para um pequeno ndmero
j de passos o Algoritmo de Lanczos consegue obter boas aproxima-
¢b6es para alguns autovalores e autovetores do problema (IV.02).
Isto possibilita sumarizar o algoritmo como apresentado na Tabe-
1a IV.1, sendo que neste caso a base de Ritz vai sendo construi-
da a cada passo e tem, portanto, dimensao variadvel, ao contrdrio

do método apresentado no capitulo anterior.
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SUBESPACOS DE KRYLOV

+

GRAM-SCHMIDT

+

RAYLEIGH-RITZ

ALGORITMO DE LANCZOS

Tabela IV.1 - Esquema do Algoritmo de Lanczos
0 Algoritmo de Lanczos tem tido também uma ampla utili
zagdo na resposta de estruturas submetidas a carregamentos varid
veis com o tempo, onde os vetores g por ele gerados sdo utili-
zados como uma base que possibilita uma transformagao de coorde-
nadas na equagao diferencial de movimento, jd definida em (I.14),
MU + Cu + Ku = f(t) (IV.25)

objetivando simplificar sua solucgdo.

Portanto, fazendo-se

1=

(I1V.26)

e considerando-se

f{t) = fg(t) (1V.27)
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o esquema proposto por NOUR-OMID e CLOUGH [18] utiliza as rela-

¢des (IV.07) e (IV.09) para transformar a equagdo (IV.25) em

)X + x = Bieq9(t) (1V.28)

C=aM+ a15 (I1v.29)

A matriz Ij é como mostrado em (IV.09), porém de ordem j, e 0 ve
tor e, € o vetor candnico correspondente a primeira coluna da ma
triz identidade de ordem j. A solucdo da equacgao (IV.28) pode

ser feita entdo por algum método de integragdo no tempo (BATHE
[2]) ou por superposicao das respostas das equag¢des desacopladas

através dos autovetores de Ij.

Ji o esquema proposto por COUTINHO et alii [19] utili-

za 0s autovetores aproximados
.= Q.Y Iv.30

para o desacoplamento das equa¢des expressas em (IV.25}, sendo

que a matriz Y corresponde a solugdo do problema de autovalor
KY = YA (IV.31)
onde

(Iv.32)
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Nota-se que devido a propriedade (IV.07) o problema de autovalor

{IV.31) assume uma forma mais simples.

Em ambos os procedimentos apresentados o vetor de par-
tida g, € obtido pela solugado de

-]=
B,ay = K'F (IV.33)

invocande-se {(IV.27).

Tais procedimentos sdoc muito eficientes pois conseguem
determinar o nimero J necessdrio de vetores na base através da impor
tdncia de cada um deles na resposta dindmica, 0 que possibilita
interromper o algoritmo (NOUR-OMID e CLOUGH [18], COUTINHO et
alii [19]). Isto significa que os mesmos conseguem filtrar ou a-
proximar os modos de vibragdo que sdo excitados pelo carregamen-

to e que de fato contribuirdo para a resposta dinamica.

Desta forma fica estabelecida a diferenga da utiliza-
c3o do Algoritmo de Lanczos voltado para a resposta dinamica e
para a solugao do problema de autovalor. Enquanto no primeiro ca
so a sequéncia de vetores é truncada de forma a conter a influén
cia do vetor de cargas, e devem ser tomadas sequéncias diferen-
tes para carregamentos diferentes, no segundo a sequéncia € con-
tinuada de maneira a obter boas aproximagdes para 0s autovetores

e autovalores reais, gue independem do carregamento.
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IV.2 - O ALGORITMO DE LANCZOS BASICO

A forma mais simples do Algoritmo de Lanczos para a so
Tugdo do problema de autovalor (IV.02) é dada no Quadro IV.1. O
gue fica em divida é o ndmero j de passos que devem ser fei-
tos. E natural gue o mesmo dependa do nimero de autopares a se-
rem calculados e também da capacidade de armazenamento disponi-

vel no equipamento no qual ¢ algoritmo estiver implementado.

0 vetor de partida g4 no.passo 1 é tomado arbitraria-
mente (O0JALVO [20]) e somente em alguns poucos casos € que o mes
mo serd responsdvel por uma demora na convergéncia (SCOTT [16]).
A convergéncia do algoritmo depende também da separagdo dos auto
valores e serd mais lenta para autovalores mGltiplos ou agrupa-

dos {(PARLETT [3]).

Um aspecto interessante do algoritmo é que tanto os me
nores quanto os maiores autovalores sdo aproximados pelo mesmo
e ndo necessariamente de uma forma ordenada. Outro aspecto impor
tante é que a qualidade com a qual os pares de Ritz (A,8), obti-
dos pelo Algoritmo de Lanczos, aproximam oS pares (k,g) do pro-
blema (1V.02) pode ser mensurada sem ser necessdrio o cdlculo

dos mesmos. Isto é consequido através da norma residuail (PARLETT

[31).

By = lesjjl (1V.34)
deduzida no Apéndice B, onde Sji corresponde ao dltimo elemento
do autovetor 31,1=1,...,j, do problema reduzido, na sétima opera-

¢ao do Quadro IV.1. Portanto, se a norma Bji correspondente ao ve-
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QUADRO IV.l - ALGORITMO DE LANCZOS BASICO

Fixar 80=0. q.~0, q1=arbitrario (tal que qIMqlml)

0

Para i=1,...3} repetir os passos 2 até 6

Kfi = !'lq.1 (resolver para Ei) n.o.=2Nb+N
oy = q?ﬂfi n.o.=2N
r, = Fi T B 9. T2 7 n.o.=2N
Bi = (rff!*lr.l)l/2 n.o.=2N
944 =__}__ri n.o.=

By

Resoluc¢do do problema de autovalor TS = S6

Calculo dos autovetores: Y = QS
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tor de Ritz
51 = Q.s. (IV.35)

assumir um valor pequeno, o0 mesmo, juntamente com 0 respectivo
Xi’ serdo uma boa aproximacdo de um autopar do problema (IV.02).
Boas aproximagdes podem ser obtidas, como se pode notar na ex-
pressao {IV.34) independentemente da magnitude de Bj' PARLETT {3]
propde que sejam considerados aceitdveis todos os pares (X,8)

cujas normas residuais Bji sejam inferiores a norma residual 11-

mite
LIM _ : _
By = Ve Jlj” = Ye'max(e) (1V.36)

quando o problema a ser resolvido é semelhante ao problema
(IV.01). Como os autovalores da matriz tridiagonal, neste caso,

sdo os reciprocos dos autovalores desejados, o limite
gLt = (IV.37)
é mais razoavel,

A norma residual definida em (IV.34) pode ser concebi-

da intuitivamente se a expressdo (IV.35) for expandida como

T E I N + ...t g, L.t .S, )
@i 17 5252 EJ_1SJ_1 EJSJ (1v.38)
onde s, k=1,...J, denota, para efeito de simplificagao, o k-ési-
mo elemento do vetor s.. Caso @1 seja uma boa aproximagdo para

um autovetor do problema (IV.02) no passo j-2, por exemplo, é na-
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tural que os prdéximos vetores de .anczos ndo terdo componentes
significativas no mesmo e isto se manifesta em valures pequenos
ara s. e S..
P i-1 %

Os autovalores da matriz tridiagonal (IY.09) podem ser
eficientemente determinados pelo Método de Bisecgdo, descrito no

Apéndice (, uma vez que, considerando-se

p,(u) =1 (Iv.39)

pelu) = [As-ul = Ap-yp {(1V.40)
Ixy-u By ,

piln) = = (hpu)(hg-u) - 8] (1v.42)

P (k) = (h-wpe _{w) - 85, pe_, () (1v.42)

0 que facilita a aplicagdao da Sequéncia de Sturm na solugao do

problema de autovalor

S. = 5.0 (IV.43)

no sétimo passo do algoritmo bdsico. Uma vez obtidos os autovalo
res, 0s autovetores da matriz tridiagonal podem ser calculados
por meio da Iteragdo Inversa, 3 qual é possivel aplicar a técnica

de "shifts", discutida no Item [[.4.
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0 Algoritmo de Lanczos Bésico aplicado a estrutura do
Exemplo III.1, em um total de 15 passos, tem seus restultados mos
trados no Exemplo IV.1. Nota-se a limitacadao desta versdo simples
do algoritmo, refletida na perda de ortogonalidade entre os veto
res da base, 0 que acarretou o aparecimento de cdpias indevidas

de autovalores e, consequentemente, de autovetores.

Alguns dispositivos possibilitam, entretanto, contor-
nar o problema da perda de ortogonalidade entre os vetores gera-
dos pelo Algoritmo de Lanczos. A proposta apresentada por PARLETT
e SCOTT [21] consiste em uma ortogonalizacgao seletiva, que serd
discutida no préximo capitulo. Por sua vez, 0JALVO [20] adota
uma reortogonaliza¢do total entre os vetores g pela técnica de
Gram-Schmidt, de formasemelhante a proposta de PAIGE [12]. JIANG
NING e XIANGLIN [22] também utilizam-se de uma reortogonalizagdo
total, mas baseados nas caracteristicas de convergéncia do algo-
ritmo fazem-na apenas quando estritamente necessdario. 0 esquema
sequido por CULLUM e WILLOUGHBY [23] simplesmente ignora a perda
de ortogonalidade,mas suplementa o algoritmo com testes baseados
na Sequéncia de Sturm, apresentada no Item I[.7, que possibili-
tam definir se autovalores repetidos sdo copias ou se sdo de fa-

to decorrentes de uma multiplicidade.

Na realidade a perda de ortogonalidade entre o0os veto-
res de Lanczos ndo é catostrdfica pois ela é um indicio de que
pelo menos um dos pares de Ritz (X,8) estd convergindo para uma

solucdo do problema (IV.C2) (PARLETT [3]).



EXEMPLO IV.1

9q = .78664E-02 { 1 1

Nimero de Passos = 15

As 6 primeiras freguéncias, em ordem crescente, no 152
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Frequéncia Norma
(rad/s)
2.099 ~10~V
2.099 ~10"2
2.332 ~107 13
2.332 ~107
2.914 ~1077
5.783 ~10710

passo:

Ortogonalidade entre alguns vetores de Lanczos apds 15 passos:

i laMail | lapMasl | lasMagl | lagha;l | lagha;]
1 1 ] ; -

2 ~10722 1 - ]

3 <0781 | L1070 - _

4 ~1078V | L1072V | q0722 1 ]

5 <1071 | 10720 10712 | 10720 1

6 ~10718 | 10718 | 10718 | 10718 | gg-?]
7 S S R T Sl BT L N BT Rl I Y S
8 <1071V | 10710 | 10710 | Lqpn T | <03
9 ~1077 ~1077 ~1077 ~10"7 ~10"1°
10 ~0.006 | ~0.006 | ~0.008 | ~0.003 | ~1073
11 ~0.412 | ~0.457 | .0.562 | ~0.215 | ~1073
12 10.288 | ~0.300 | ~0.283 | ~0.102 | ~i0”3
13 ~0.269 | ~0.180 | ~0.285 | ~0.144 | ~1073
14 ~0.501 | ~0.325 | ~0.589 | ~0.293 | ~1073
15 ~0.003 | ~0.003 | ~0.004 | ~0.010 | ~0.008

Nota-se a perda de ortogonalidade,

refletida em cdpias de autovalores.

apos o 109 passo,
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IV.3 - O ALGORITMO DE LANCZOS COM ORTOGONALIZACAO SELETIVA

A proposta adotada neste trabalho para evitar o proble
ma da perda de ortogonalidade na sequéncia de vetores gerados pe
lo Algoritmo de Lanczos é a sugerida por PARLETT [21], que a uti

liza na solugdo do problema de autovalor

Ax = Ax (IV.44)

sendo A uma matriz simétrica. Tal proposta pode ser perfeitamen-
te estendida & solugdo do problema de autovalor (IV.02) como 0
préprio PARLETT [3] e NOUR-OMID et alii [24] o fizeram,

A técnica de ortogonalizagdo seletiva baseia-se funda-
mentalmente nas seguintes propriedades (PARLETT [3], PARLETT e

SCOTT [21]):

— A ortogonalidade entre 0S5 vetores qi,i=1,...,j, gera
dos pelo Algoritmo de Lanczos € preservada até que um dos veto-

res de Ritz comece a convergir.

— 0s vetores de Lanczos e os vetores de Ritz que ainda
ndo convergiram tém componentes significantes dos vetores de

Ritz que convergiram anteriormente.

Considerando-se ent3ao que a'expresséo (IV.15) possa

ser escrita como

- E, (IV.45)
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onde gj € relativo aos erros de truncamento da precisdo finita
da aritmética, tem-se que apds um cerio nimero de passos a pro-
priedade (IV.07) ndo é mais satisfeita, sendo que é possivel es-

crever

I

:
1y - Ml < . (1v.46)

J
Assim sendo, apds Kj ter ultrapassado um certo limite
deve ser feita uma pausa no algoritmo para que sejam calculados
os bons vetores de Ritz. Feito isto, os vetores de Lanczos 9j+1
e ﬂj+2 deverdao ser ortogonalizados contra os mesmos, O gue garan
tird uma ortogonalidade aceitdvel até a préxima pausa. E do fato
da ortogonalizagdo ser feita apenas em relagdo aos bons vetores
de Ritz, de acordo com as propriedades citadas, que decorre 0 no

me do procedimento.

Um constante monitoramento da ortogonalidade entre o0s
vetores de Ritz que convergiram e o (j+1)-ésimo vetor de Lanczos

pode ser feito por meio de um limite < no produto |§TMQJ+1L que

J+1
indica se o0s vetores . e , devem ser ortogonalizados con-

tra o vetor de Ritz @.

Um aspecto extremamente atraente deste procedimento €
que os parametros de monitoramento Kj e Tj+1podmnser calculados
sem a necessidade do calculo explicito dos produtos g§mgj e
QTMEj+1 como & mostrado nos Apéndices D e E, respectivamente, O

valor limite aceitdvel para tais parametros pode ser fixado em

Je' (PARLETT [3], [21]).
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0 Algoritmo de Lanczos suplementado com a técnica de
ortogonalizagdo seletiva encontra-se resumido no Quadro IV.é e
seu funcionamento é mostrado no Exemplo IV.Z2 para a estrutura u-
tilizada no Exemplo III.1. 0 nimero de vetores suficientes, no
G1timo passo do algoritmo, € tomado como cerca de 1.5 vezes o nid
mero de autovalores e autovetores desejados (OJALVO [20]). Isto
significa que o algoritmo é continuado até que tal ndmero de pa-
res de Ritz tenham convergido poié, de acordo com o que foi dis-
cutido anteriormente, a convergéncia ndo ocorre necessariamente
de forma ordenada, o que poderia ocasionar perdas de autovalores

e autovetores caso o algoritmo fosse interrompido prematuramente.

0 vetor de partida que tem sido utilizado é aquele
cujos elementos sao tomados como oS quocientes dos elementos da
matriz de massa, diagonal, pelos elementos correspondentes na ma
triz de rigidez, ou seja,

M1 M2z o Man

r. = — (1V.47)
~0 o Lkyq ko nn

com resultados satisfatdorios.

Em virtude do Algoritmo de Lanczos investigar apenas o
Subespago de Krylov gerado pelo vetor de partida norma]izado 31; ele ndo se
ria capaz de detectar, a principio, a existéncia de qualguer au-
tovetor que tivesse projegdo nula neste subespago, como no caso,
por exemplo, dos autovetores correspondentes a autovalores muiti
plos. Contudo, os erros de truncamento introduzem componentes em
todas as direcdes e tais autovetores, embora com uma convergén-
cia mais lenta, podem ser encontrados (PARLETT [3] e PARLETT e
SCOTT [21]).
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QUADRO IV.2 - ALGORITMO DE LANCZ0S COM ORTOGONALIZACAO SELETIVA

Fixar q0=0. r°=arbitrério, Bo=(rgnr0)l/2

Para os passog 2 a 10 : i=l,...nfmero méximo de passos permitido

Ortogon. r. contra os vetores de Ritz indicados e recalcular ﬁi-l

q, = Bl L n.o.=N
i-1

KFi = Mqi (resolver para Fi) n.o.=2Nb+N

SR s _
ai = t:[.ll'!r.1 n.o.=2N
r,=T - Bi-lqi—l ma,9 n.o.=2N

_ T 172 -
Bi = (riHri) n.o.=2N

Atualizar Kk
Caso K</ el~---> B.2

Resclver TS = 86 e calcular os bons vetores de Ritg.
Se o nimero de vetores & suficiente pare.
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Nimero de Passos = 12
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As 6 primeiras frequéncias no 122 passo

Frequéncia

(rad/s) Norma Passo em que convergiu
2.099 ~107? 62 (12 pausa)
2.332 ~1072 62 (12 pausa)
2.914 ~1077 12¢ (32 pausa)
5.783 10-10 80 (22 pausa)
5.847 10-10 82 (22 pausa)

48.782 ~107° 129 (32 pausa)

Ortogonalidade entre alguns vetores de

Lanczos apds 12 passos

i laMasl | laghasl | lagMasl | lagha;l | laiMa; ]
1 1 _ ] ] )

2 ~10722 1 . ] ]

3 ~107%3 | 10722 1 ; -

4 ~10722 | 10722 | Lq07%2 1 -

5 ~10721 | <0720 ] L0719 | <9720 1

6 <0719 | ~10719 | <1078 | <1718 ] g
7 ~1018 | 10718 | 90718 | g7 18 | g8
8 ~10718 | 10718 | g1 | L9718 | g0
9 T LA BT S A Y, S A IS T A B T
10 ~10"15 | 10713 | g0 TR | ~q0715 | L0
11 ~10" 13 | 10713 | 10713 10713 | L1070
12 ~1071% | <1071 | 10770 | Lm0 ] Lqp7TB

cépias de autovalores.

para o numero de passos efetuados, 4 freqguéncias existentes

tre 5.847 rad/s e 48.784 rad/s.

0 algoritmo

Tal

ndo

A ortogonalidade entre vetores foi

detectou,

preservada e ndo hd

entretanto,

en-

fato ndo é raro em problemas

que envolvem sistemas com um ndmero reduzido de equacgdes.
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CAPITULO V

APLICACOES

V.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo os algoritmos estudados sdo utilizados
na solugdo do problema de vibragdes livres de trés modelos de
plataformas metdlicas para exploracdo de petréleo no mar. Primei
ramente sdo apresentados os resultados obtidos em uma andlise
de um modelo simplificado, concebido de maneira a possuir os mes
mos mecanismos pertinentes a um modelo real. Em segundo lugar €
feita uma andlise de um modelo de uma plataforma autoelevatdria
onde, para efeito de simplificacdo, o treligamento das pernas &
substituido por elementos de rigidez e inércia equivalentes. Por
fim apresentam-se os resultados da andlise de uma plataforma me-
tdlica estagueada, projetada para uma ldmina d'dgua de 170m (MAR

QUES et alii [27,28]).

As andlises foram feitas em um computador Burroughs 6800,
com 6 Mbytes de memdria principal, do Nicleo de Computagdoc Ele-
trénica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. A palavra do
referido equipamento possui 48 bits. 0Os algoritmos foram escri-
tos em linguagem FORTRAN e as varidveis reais foram declaradas
com precisdo dupla. Isto fez com que a precisdao € da aritmética

fosse da ordem de 10_22.

Para efeito de simplificacdo os algoritmos serdo abre-

viadoes da seguinte forma
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M.I.S5.P.

Método de ITteracgdo por Subespagos Padrdo

M.I.S.B.

Método de Iteracdo por Subespagos em Blocos
M.I.S.B.S. = Método de Iteracgdo por Subespacos em Blocos
com Shift

A.L.0.5. = Algoritmo de Lanczos com Ortogonalizagdao Seletiva

V.2 - MODELO SIMPLIFICADO

0 Modelo Simplificado analisado corresponde a estrutura
discretizada por meio de elemantos de pértico espacial, mostrada
na Figura V.1. Tal discretiz¢ao resultou em 132 graus de liberda-
de e uma largura de banda média, para a matriz de rigidez K, igual
a 47. A massa do convés e dos equipamentos €é simulada através da
distribui¢do de massas concentradas nos nds da mesa do modelo. Um
certo numero de molas lineares simula a interagdo entre ¢ solo ad

jacente e as estacas de fundacgdo.

As 15 primeiras frequéncias naturais e periodos deste

modelo sdo dados na Tabela V.1.

A Figura V.2 mostra o desempenho dos algoritmos estuda-
dos tomando-se como base o tempo de processamento necessdrio para
a determinagdo de uma série de pares de frequéncias e modos de vi
bragdo. E interessante observar que o A.L.0.S revelou-se o mais
eficiente para a determinacdo de até 10 frequéncias. A partir daf,
o M.I.5.B.S. tornou-se mais eficiente. Tal fato € explicado psla  relacido
existente entre a rigidez e a massa do modelo que determinou um
salto para frequéncias agrupadas, logo apds as 6 primeiras frequén

cias, relativamente bem separadas, como mostra a Tabela V.1. Per-
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cebe-se que foi a partir deste salto que a convergéncia do
A.L.0.S. comegou a ficar majs lenta, de acordo com o exposto no
Item IV.3. Como este modelo ndo envolve uma discretizacdo refina

da, tal fendmeno foi decisivo a faver do M.I.S5.B.S,

K=100 kN/m

32\

|

140m

I3m

(e} JAQUETA (bYESTACAS

Figura V.1 - Modelo Simplificado
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MODO DE w T
VIBRAGAO (rad/s) (s)
1 2.614 2.404

2 4.584 1.371

3 | 5.711 1.100

4 7.201 0.873

5 8.541 | 0.736

6 8.842 0.711

7 17.859 0.352

8 23.265 0.270

9 26.557 0.237

10 28.995 0.217

11 30.313 0.207

12 35.231 0.178

13 35.979 0.175

14 37.560 0.167

15 38.140 0.165

Tabela V.1 - Frequéncias Naturais e Perijo-

dos do Modelo Simplificado

As versdes em bloco do Método de Iteragdo por Subespa-
¢0Ss passaram a ser utilizadas na determinagdo de um nimero - de
frequéncias superior a 6 pois de outra forma as dimensdes dos
blocos torna-Tos-iam invidveis. Para a determinagdo de um ndmero
de frequéncias superior a 10 passou-se a utilizar como dimensdo
dos blocos a raiz guadrada da largura de banda média da matriz

de rigidez. Tal dimensdo revelou-se ser a mais eficiente, como
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mostra a comparacdo feita na Tabela V.2 para 3 blocagens diferen
tes, ﬁa determinacdo, por exemplo, das 20 primeiras frequéncias
do modelo simplificado. £ importante esclarecer que para todas
as blocagens foram utilizadas duas iteracgdes por shift, ou seja,

o default do algoritmo.

M.I.5.P. M. I1.5.B.5§

m=28 m=11 m=8 m=6
Nimero tedrico de 7 6 6 6
operacgdes 1.2x10 9.6x10 6.8x10 5.56x10
Tempo de processamento
normalizado 1.00 0.69 0.51 0.37
Ndmero de :
iteracdes 14 35 32 33
Nimero de
blocos - 2 3 4

Tabela V.2 - Iteracdo por Subespacos: M. I.S.P.xM,I.S.B.S.

Com respeito ao A.L.0.S. verificou-se que a convergén-
cia dos autovalores ocorreu praticamente de forma ordenada e que
neste caso, para um nuimero de autovalores a serem determinados
major do que 10, o numero suficiente de bons vetores de Ritz po-
deria ter sido tomado menor do que o valor costumeiro. A Tabela
V.3 contém algumas informacgdes sobre o A.L.0.S. na determinacgdo
de 2, 6, 10 e 20 frequéncias. Observa—se, neste Gltimo caso, que
o numero elevado de pausas realizadas se deve & caracteristica

de distribuigdo das frequéncias, mostrada na Tabela V.1. Para es
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te modelo reduzido fixou-se em 40 nimero méaximo de passos per-
mitido no A.L.0.5. 0 menor valor de B, foil detectado no 302 pas

so, correspondendo a .76496x10-4. Em virtude dos menores autova-

lores convergirem mais rapidamente € de se esperar que 0S mMesmos

possuam normas residuais menores e sejam,

consequentemente, mais

precisoes.
NOMERO DE NUMERQ DE NOMERO DE NORMA RESIDUAL
FREQUENCIAS PASSOS PAUSAS Minima Madxima
2 12 3 .35146E-10 | .36500E-09
6 19 6 .35146E-10 | .52086E-07
10 29 11 .35146E-10 | .10315E-06
20 40 17 .35146E-10 |- .17173E-05

Tabela V.3 - Informagdes sobre o A.L.0D.S.

V.3 - MODELO REAL DE PLATAFORMA At TOELEVATORIA

Esse tipo de plataforma, cuja discretizacdo pode ser
vista na Fiqura V.3, é utilizada para prospeccdo e perfuragdo em
Taminas d'dgua que ndo ultrapassem 100 metros. 0 modelo aqui uti
Tizado foi discretizado em 90 nds, com 96 elementos finitos de
pértico espacial, resultando em 531 graus de liberdade e uma lar
gura de banda média para a matriz de rigidez igual a 203. As and
lises foram feitas com o convés da plataforma em sua posigaomais

alta.
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14
i
‘ll
8
8

Figura V.3 - Discretizagdo do Modelo de Plataforma Autoelevatdria
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As 20 primeiras freqguéncias deste modelo sdo dadas na
Tabela V.4. E interessante notar o aparecimento de frequéncias
miltiplas e agrupadas. Cada uma das fregquéncias repetidas corres
ponde a uma das pernas da plataforma, ou seja, a modos de vibra-

¢do localizados.

0 desempenho dos algoritmos estudados pode ser visto
na Figura V.4, Tomando-se como base os resultados do modelo ante
rior, nesta e na préxima aplicagdo utiliza-se apenas a Versdao
com "shift" do M.I.S.B.

E importante destacar-se o comportamento atipico do
M.I.5.B.5. para este modelo. A explicagdo para tal fendmeno é en
contrada na forma do espectro de frequéncias do mesmo. Como 0s
resultados colhidos correspondem a utilizagdo de dois blocos, no
ta-se que os melhores foram obtidos quando os agrupamentos de
frequéncias foram calculados em blocos distintos. Verificou-se
também que as frequéncias repetidas mais altas convergiram len-
tamente e que, para atguns "shifts" aplicados apds um agrupamen-
to ter convergido, uma certa perturbacdonos autovalores do mesmo

refletiu-se em um ligeiro aumento dos erros relativos.

0Os resultados obtidos para o A.L.0.S. ndo apresentaram
problemas para a determinagdo de até 4 freguéncias. Para um nume
ro maior de frequéncias verificou-se que a multiplicidade dos
mesmos ndo era detectada de imediato. Verificou-se, por exemplo,
que as frequéncias correspondentes a 11.230 rad/s convergiram no
172, no 239 eno279 passos do algoritmo, sendo que frequéncias
mais altas convergiram antes dela, como uma frequéncia correspon

dente a 133.95 rad/s, que convergiu no 152 passo. Este comporta-
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MODO DE w T
VIBRAGAOQ (rad/s) (s)
1 0.546 11.503
2 0.698 8.992
3 5.245% 1.198
4 11.204 0.561
5 11.230 0.560
b 11.230 0.560
7 11.230 0.560
8 11.574 0.543
9 12.312 0.510
10 16.176 0.388
11 16.602 0.378
12 28.747 0.219
13 28.747 0.219
14 28.747 0.219
15 28.914 0.217
16 29.016 0.2186
17 29.485 0.213
18 46.513 0.135
19 46.513 0.135
20 46.513 0.135

Tabela V.4 - Frequéncias Naturais e Periodos do Modelo de Plata-

forma Autoelevatdria.

mento jd era esperado, de acordo com o exposto no Item IV.3, mas
pode ser contornado de algumas maneiras. A primeira possibilida-
de € permitir gque seja feito um nimero maior de passos, estabele

cendo-se uma quantidade maior de bons pares de Ritz necessdrios.
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Uma segqunda possibilidade, mais elegante, consiste em se utitizar
o A.L.0.S. em blocos, ortogonais entre si, simultaneamente (PARLETT
[3]). E natural que o ndamero de operag¢bes necessarias resultaria
aumentado, mas: ndo significativamente porque o ndmero de passos
em cada bloco seria reduzido, uma vez que ocorreria convergéncia
para autovetores diferentes em todos os blocos utilizados. Esta
proposta é reforgada ainda mais quando se considera que foram ne
cessdrios 40 passoé do algoritmo, o mdximo permitido no caso, pa
ra que 25 frequéncias convergissem, e que a frequéncia de 46.513
rad/s nao foi detectada. 0 ndmero de fregquéncias que convergiram
corresponde aos bons pares de Ritz qué o algoritmo havia detecta

do, para os quais foram necessdarios 19 pausas.

As Figuras V.5 a V.8 mostram as interessantes configura
¢des dos 4 primeiros modos de vibragdo do modelo de plataforma

autoelevatdria analisado.

V.3 - MODELO REAL DE UMA PLATAFORMA CONVENCIONAL

0s procedimentos ja discutidos anteriormente fioram tam
bém utilizados na andlise de uma jaqueta metdlica convencioné],
similar as plataformas encontradas na Bacia de Campos, a princi-
pal &rea de producgdo de petrdleo da costa brasileira. A Figura
V.9 apresenta uma perspectiva da discretizagdao da jaqueta, em um
total de 437 nds e 1097 elementos de pértico espacial, resultan-
do em 2463 graus de liberdade e uma largura de banda média para
a matriz de rigidez igual a 689. A Tabela V.5 apresenta as 20

primeiras frequéncias naturais desta plataforma.
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Figura V.5 - 12 Modo de Vibragdo (w = 0.546 rad/s)
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Figura V.6 - 292 Modo de Vibragdo (w = 0.698 rad/s)
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Figura V.7 - 32 Modo de Vibragdo (w = 5.245 rad/s)
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Figura V.8 - 42 Modo de Vibragdo {w = 11.204 rad/s)



78

Figura V.9 - Discretizacdo da Jaqueta Metdlica
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MODO DE w T
VIBRACAO (rad/s) (s)
1 1.714 3.666
2 1.860 3.378
3 3.106 2.023
4 3.197 1.965
5 3.510 1.790
6 4.894 1.284
7 4.941 1.272
8 5.300 1.186
9 5.316 1.182
10 6.292 0.999
11 6.308 0.996
12 6.514 0.965
13 6.985 0.899
14 7.072 0.888
15 7.307 0.860
16 7.456 0.842
17 7.544 0.833
18 7.937 0.792
19 8.225 0.764
20 8.339 0.753

Tabela V.5 - Frequé&ncias Naturais e Periodos da Platafor

0 desempenho dos algoritmos estudados pode ser

na Figura VY.10.

ma Convencional

visto
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-

E interessante notar que nesta aplicagdo, assim como
na primeira, a determinagdo dos autovalores pelo M.I.S5.B.S5. pas-
sou a ser mais eficiente do que o M.I.S.P. para um niumero de au-
tovalores maior do que a raiz quadrada da largura de banda da ma
triz de rigidez. Para se ter idéia do desempenho dos dois méto-
dos, na determinagdo das 50 primeiras frequéncias do modelo, 0
M.I.S.P., com um subespago de dimensdo 58, necessitou de 29 ite-
ragbes, 0 que corresponde a 1682 resolugdes do sistema de equa-
cbes. J&d o M.I.S.B.S., com dois blocos de dimensdo 26, considera
~da ideal, necessitou de 40 iteracgdes, ou seja, 1040 resolugdes,
-sendo que;foram necessarios 8 "shifts", feitos a cada & iteragdes,
cujas decomposic¢bes da matriz de rigidez representaram 26,3% do

tempoe total de processamento da andlise.

0 A.L.0.S. por sua vez tem, nesta aplicacgdo, uma distri
bui¢do de frequéncia ideal, ndo sendo verificados os problemas das
aplicacgdes anteriores. Para este tipo de estrutura o A.L.0.5. pra
ticamente ndc necessita de aperfeicoamentos e é importante gue
ele seja comparado com o M.I.5.P. Considerando-se, por exemplo,
a determinag¢do das 5 primeiras frequéncias e modos de vibragao
deste modelo, o M.I.S.P., com um subespago de dimensdo 10, reali
zou-a em 11 iteracgdes, ou seja, foram necessdrias 110 resolugdes
do sistema de equagdes, enquanto que o A.L.0.S. necessitou de
29 passos e, conseguentemente, o mesmo ntimero de resolugdes do
sistema de equagdes. Desconsiderando-se os tempos de processamen
to necessdrios para montagem de matrizes de elementos, matrizes
globais e decomposi¢do da matriz de rigidez, o A.L.0.S5. requereu
37.1% do tempo total de anédlise, enguanto que o M.I.S.P. 66.6%.
Embora no A.L.0.S. ndo se possa desprezar o numero de operagdes

necessdrias para o calculo de a Bj, ortogonalizacdo seletiva e

-is
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da solugdo do problema de autovalor da matriz tridiagonal, quan-
do das pausas, ele é ainda menor do que para a. obtengdo das ma-
trizes projetadas, resolucdo do sistema de autovalor reduzido pe
1o Método de Jacobi e para a obtengdo de uma melhor aproximagdo

dos autovetores, no caso do M.I.S.P.

Com respeito a precisdodoA.L.0.S., verificou-se que
na determinagdo das 15 primeiras frequéncias, por exemplo, a me-
nor norma residual foi da ordem de .15074E-10, enquanto que a

maior da ordem de ,55824E-06.

A titulo ilustrativo, as Figuras V.11 a V.13 mostram
as configuragbdes dos 3 primeiros modos de vibragdo, globais. As
Figuras V.14 a V.16 mostram o 72, o 82 e o 92 modos de vibragado,

localizados, modos de vibracdo de painéis.
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Figura V.11 - 12 Modo de Vibragao (w = 1.714 rad/s)

Modo de Flexado
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Figura V.12 - 22 Modo de Vibracdo {w = 1.860 rad/s)

Modo de Flexao
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XXX LA ALALA

Figura V.13 - 32 Modo de Vibracgido {w = 3.106 rad/s)

Modo de Torgdo
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I TX XXX XXX

Figura V.14 - 72 Modo de Vibracdo (w = 4.941 rad/s)



XX X XXX XIX X

Figura V.15 - 82 Modo de Vibragao (w = 5.300 rad/s)



X EXIX XX XX XX

Figura V.16 - 92 Modo de Vibracgao (w = 5.316 -rad/s)
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

A solugdo de problemas de autovalor reveste-se de espe
cial importdncia em Andlise Estrutural Dinamica, pois as frequén
cias naturais e modos de vibragdo contém uma série de informa-
¢cdes que estdo intimamente associadas as propriedades de inércia
e rigidez das estruturas. Estas solugdes, entretanto, requerem
um grande esforgo computacional e os algoritmos e métodos que as
viabilizam devem ser os mais eficientes possiveis. Tal exigéncia é
ainda mais rigorosa quando € necessdria a considerac¢dao das sofis

ticagdes introduzidas nas andlises e nas proprias estruturas.

Este trabalho se propds entdo, a realizar uma avalia-
¢do criteriosa de algumas versdes de técnicas conhecidas de solu
¢do do problema de autovalor, procurando definir gual o mais in-
dicado guando as estruturas analisadas sdo de grandes dimensdes
e envolvem, consequentemente, um grande nlmero de equag¢des, fato
comum as estruturas de plataformas maritimas de prospec¢do, ex-

ploracgdo e producdo de petrdleo.

Desta forma, discutiu-se em primeiro lugar duas ver-
sfes do Método de Iteracao por Subespagos. A primeira consiste
da utilizagdo do referido método em blocos, onde as frequéncias
e modos de vibragado sdao calculados em grupos, ndo simulténeos.
Tal dispositivo objetiva obter frequéncias mais ou menos com a
mesma precisdo e com economia de operacgdes, uma vez que os blo-

cos, ou subespagos, podem ser tomados com dimensdes menores do



90

que a versdo tradicional do método. A segunda versdo utiliza tam
bém uma técnica de blocagem e inclui a utilizagdo de um acelera-
dor de convergéncia do tipo translagdo de origem, ou “shift". Co
mo, para cada "shift", deve ser feita uma nova fatoracdo da ma-
triz de rigidez, poderia parecer, a principio, que esta versdo €
desvantajosa em reiagdo a anterior. Entretanto, ndac é o que se
verifica, pois o "shift" é capaz de aumentar significativamente

a velocidade de convergéncia do método. Os testes efetuados reve
laram que tal dispositivo se torna atraente quando o nidmero de
frequéncias e modos de vibragdc a serem determinados € relativa-
mente grande, superior a raiz quadrada da largura de banda média
da matriz de rigidez. Este valor corresponde também, a dimensado
do subespago considerada ideal, ou seja, a dimensdo na qual a
convergéncia dos autovalores ocorreria com um menar ndmero de o-
peracdes. Se bem que o numero de iteragdes a serem feitas para
cada "shift" possa ser fixado arbitrariamente, o nimero que se
revelou mais eficiente € o que iguala as operagdes do processo i
terativo com aquelas necessdrias a fatoragdo da matriz de rigi-

dez.

Portanto, o Método de Iteragdo por Subespacos em Blocos
torna-se mais eficiente quando suplementado com um acelerador de
convergéncia. Tal técnica € recomenddvel principalmente para es-
truturas que ndo apresentem agrupamentos de frequéncias, ou
clusters, acentuados com multiplicidades de autovalores. Com res
peito aos gastos computacionais, apenas o tempo de acesso a memd
ria auxiliar é ligeiramente maior, uma vez gue a matriz de rigi-
dez e os autovetores convergidos estdo, geralmente, 14 armazena-
dos, e a cada novo "shift" ou iterag¢do, respectivamente, devem

ser chamados a memdéria principal.



91

Por sua vez, o Algoritmo de Lanczos, discutido em se-
gundo lugar, é um procedimento elegante e simples, sendo que a
inica operacgdo dispendiosa no mesmo é relativa a fatoragdo da ma
triz de rigidez. Contudo, verificou-se gue o mesmo deve Ser Su-
plementado com algum mecanismo que possibilite a preservagdo da
ortogonalidade entre os vetores por ele gerados. A omissdo desta
precaucdo se reflete na determinagdo de cépias indevidas de auto
valores e autovetores. A solu¢do adotada, que torna o algoritmo
aplicdvel a uma série de problemas, consiste de uma ortogonaliza
¢do seletiva, na qual se faz um monitoramento da perda de ortogo
nalidade. Este monitoramento possibilita também que as pausas, pa
ra a solucdo do problema de autovalor reduzido, da matriz tridia

gonal, sejam feitas apenas gquando necessdrio.

A versdo implementada do Algoritmo de Lanczos com Orto
gonalizacdo Seletiva mostrou-se extremamente eficiente quando a-
plicada aos modelos reais de jaquetas metdlicas. Para que o algo
ritmo seja utilizado com igual eficiéncia em problemas onde exis
tam autovalores repetidos, como é o caso das plataformas autoele
vatérias, onde a convergéncia é mais lenta, sugere-se uma imple-
mentacdo do mesmo em blocos simultdneos, ortogonais entre si. Um
esquema de reinicializagbes também é conveniente quando um gran-
de nidmero de frequéncias for requerido, para que seja possivel
trabalhar com matrizes tridiagonais de ordem ndo muito grandes,
embora neste caso sempre sejam perdidas informagbes. Deve-se re-
saltar por fim, que o algoritmo se utiliza basicamente de trés
vetores e que, devido a isto, a matriz de rigidez fatorada pode
sey praticamente mantida em memdéria principal. 0 tempo de acesso
a meméria auxiliar seria entdo, quase que relativo ao armazena-

mento e recuperacdo dos vetores de Lanczos e dos bons vetores de
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Ritz.

Além disso, uma outra possibilidade de aplicagido do Al-
goritmo de Lanczos diz respeito a sua utilizagdo na determinacgdo
de autovalores situados em um intervalo especificado, conforme
proposto por ERICSSON e RUHE [25], através da utilizacdo da téc-

nica de "shifts".

Os proprios vetores de Lanczos podem ser utilizados co-
mo vetores de partida para os processos iterativos por subespacos
(BATHE e RAMASWAMY [8], WILSON e ITOH [10]). Supde-se uma conver-
géncia mais rdpida neste caso, pois tais vetores geram uma base
para um Subespa¢o de Krylov, que desfruta, por sua vez, da pro-
priedade de aproximar autovalores e autovetores satisfatoriamen-

te.

Ultimamente, uma série de trabalhos tem trazido novamen
te a tona a utilizagdo de algoritmos iterativos para a solucgdo de
sistemas de equag¢des lineares, como o préprio Algoritmo de Lanczos
(PARLETT [28], COUTINHO et alii [29]). Baseados em . tal " fato,
NGUYEN e ARORA [30] propdem a utilizagdo do Método de I[teracido
por Subespacos associado ao Método dos Gradientes Conjugados
(HAGEMAN e YOUNG [31], AXELLSON e BARKER [32]), sendo vislumbra-
da a possibilidade de se adotar uma técnica de "shifts" também
neste caso. Procurando-se entdo, seguir um raciocinio semelhante,
sugere-se por fim, a elaboragdo de um procedimento que utilize
dois Algoritmos de Lanczos em conjunto, tanto para a solucdo do
sistema de equag¢des lineares, a cada passo, quanto para a solu-
¢do do problema de autovalor generalizado, conforme exposto nes-

te trabalho.
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APENDICE A

A CONVERGENCIA NA ITERACAO INVERSA

Supondo-se que o vetor de partida possa ser escrito co

mo uma combinag¢do linear dos autovetores
n

Xy =) S8 - B (A.01)
k=1~ -

Tem-se, na Iterag¢do Inversa

para i = 1 : %, = K~ 'Mx, (A.03)
32 E_1ﬂ51
Xo =TT o T T T -] T (A.04)
(3oMx)* L i) Tek e ) 70
- -1 (K-1M)251
para i = 2 : x5 = K "Mx, = T 7 T (A.05)
[(E ME1) E(E M51)]2
X5 (k™" %x,
X, = - = S — (A.06)
~3 T - .t - - T
(RGMx5)2  LOOCT M) %x ) TMO(KT M) ¥x) 12
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para i = j : x. = s )T T T (A.07)

=

3= Ha-yip? (A.10)

~ —~ ~

Substituindo-se as expressdes (A.01) e (A.10) em({A.07)

e sendo A uma matriz diagonal (expressdo (I.10))

B7F g8

X., 4 = : S — =
= eI 1) TieaTIE 58y 17

~ e

FrJs $aJs
(sTa 95 Mpa"ds)2  (sTa"%s)

—~— o~ e ~ e ~

Wl

h]
e

n
oL ((X_) Gk) ] (A.11)

Assumindo-se 0 <« A1< AZ cee < X, » Para J » = 0 quoci

‘g

ente (3—)", na expressdo (A.11), serd desprezivel, o que propor

~
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ciona

~ 812,

X . = —% 1 =4 (A.12)
”J+1 (6$)2

~1

confirmando-se a convergéncia de x. ara .
g Xj4q Para g,

Caso exista multiplicidade de autovalores, 0 < A1 = 12

= A< A

< ) 1 3 -
. 4 X, a convergéncia se dard para o autove

tor correspondente a um dos m autovalores repetidos que tenha
maior participagdo no vetor de partida, ou seja, o valor madximo

S

de 61, 62, cee 6

A taxa de convergéncia para g1 pode ser mensurada atra

vés do limite (BATHE [2]).

(A.13)

sendo || || a norma euclidiana.

Por meio de (A.11), desprezando-se os termos de ordem

superijor no denominador

J

~ 0, %2 M n M
ij+1 = QT g— (;—) 92 ...t g—(;—) Qn (A.14)

1 2 1 n

e
~ 52 AT 3 Gn A1 I
X: =g, + . —(—) d,+ ...+ —(—) ¢ (A.15)
] 1 5. A 2 5. ) n
1 2 1 n
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Entao
§, A, J § A, Y
? 1
£ (__) gZ +. ..+ _n (_l) g
§, A §, A :
. 1 2 1 n
r == =
¢
= 8, A i-1 JP -1
- (_‘) 252 oot - (—) Qn
61 )\2 61 An
2 .2
62 A1 ? 6n A1 !
<) e D
81 A 81 Ay v, 3o, T
- A A B -1
, , e e Y
J-1 § a7
8 A
[_3 (= } +...+{_ﬂ (=1 }
\ 61 A2 61 Rn’ (A.16)
uma vez gue, como anteriormente, para J - o 0 quociente
Ay J
1 . .
(7;) , k2, 0«< A1 <Ay ... < A, serd desprezivel.
Para autovalores miltiplos 0 < A1 = AZ B Am , M < n,
a taxa de convergéncia é dada por
A
ro,o= (A.17)
g
m+1

Por sua vez, a taxa de convergéncia para k1 é avalia-

da por (BATHE [2])

(X541

p{’)‘(‘J) - A‘]

r, = &im
A Joe

(A.18)
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onde p(x.,,) € o Quociente de Rayleigh definido como

N (A.19)

(A.19)
n 8y 2 A, 23-1 n 8, 2 A 23-1
) () (5] ) () (5
(x. ) = k=] k=T
CAPSPS n s 2, 23 1 noos 2,23+
Ky (M k 1
) (5 (50 ) 5 —23
k=1 k=1 k (A.20)
e, da mesma forma
n 2 . 2j-3
. M
) () (3)
Lo k
pls5) =X =5 7,237 (A.27)
) ()
k=1 %1 Pk

Entdo, substituindo-se as expressdes (A.20) e (A.21)

em (A.18) e deprezando-se os termos de ordem superior

- ;\1 -1 3\2 - }\1
(L) - -
] 2 1 )\1 ;\1 2
Y‘A = ~ -3 -1 - 3 ? = (T’) (A.22)

A A by A 2
9 1 2 2

(—) - ——=— (—) - —

|2, A A Ay
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Para autovalores miltiplos, O < A, = X, ...= X

m< n, a taxa de convergéncia é dada por

L (A.23)

0s resultados expressos em (A.16) e (A.22) permitem
concluir que a convergéncia é mais rapida para o autovalor e se

rd tanto mais rdpida quanto maior for a separacdo entre os autovalo-

A
res, ou seja, quanto menor for o quociente AT .
2
Com a introdugdo de um "shift” u demonstra-se, de

maneira andloga, que as taxas de convergéncia dos autovetores e

autovalores tornam-se

r, = max |——o (A.24)
£ sy Pp M

(Aj-“)z (A.25)

r = max _— A.25
A Pt Ap - M

A.26

Xp*u ( )

Portanto, verifica-se facilmente que, para um "shift"
tomado préximo a A1, as razoes de convergéncia serdo menores
do que as dadas por {A.16) e (A.22), sendo esta conclusdo per-

feitamente extensivel a outros autopares.
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APENDICE B

NORMAS RESIDUAIS DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES

CALCULADQOS PELO ALGORITMO DE LANCZOS

Seja (A,#) uma solugdo exata do problema de autovalor

Kg = AMg (B.01)

jd definido em (I1.06).

Entdo

g-k'ng =0 (8.02)

> =

ou, fazendo-se
of - K Mg = 0 (B.03)
Portanto, pré-multiplicando-se a expressdo (B.03)} por

g§+1m, onde Q541 € o vetor gerado pelo j-ésimo passo do Algorit

mo de Lanczos,

T -1 _

Hj+1ﬂ (g - K™ 'Mg) = 0 (B.04)
ou

T T -1
Elj+*|pi@’e - ﬂjﬂﬂﬁ Mg = 0 (B.05)
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Tomando-se a expressdo (IV.15)

e pré-multiplicando-a por g§+1ﬂ , tem-se

ou

T -1 T
. .M MQ. - g.,.MQ.T. = B.e.

considerando-se que
8541 7 Bk

Desta forma, se (e,4) é um par de Ritz, no
passo do Algoritmo de Lanczos, que aproxima {e,d) na
(B.03), tem-se, substituindo-se e tomando-se a norma

da expressdo (B.05),

I o). q428 - al, g | -

MQ 58 - g, MKT MO s, ||

(B.06)

(B.07)

(B.08)

(B.09)

j-ésimo
expressao

enclidiana
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jii = 6.5 expressao (IV.43))

T
- Bjﬁjii |

{(através da expressdo (B.08))

| = B.. (B.10)

sendo Sji 0 j-ésimo elemento do vetor Sy
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APENDICE C

O METODO DA BISECCAO

Pela facilidade com a qual a Sequéncia de Sturm pode
ser avaliada em uma matriz tridiagonal, o Método da Bisecgdo
torna-se a técnica mais eficiente de cdlculo dos. autovalores

deste tipo de matriz.

Fixando-se entdo, um intervalo no qual os autovalores
da matriz tridiagonal devem ser determinados, o Método de Bisec
cdo calcula um autovalor por vez e ao mesmo tempo obtém para os
demais. Seja, por exemplo, uma matriz tridiagonal que tenha co-

mo autovalaores

e, = 2.1 )

® = " f (c.o1)
85 = 3.5

Oy = 5.2 J

e o intervalo, ou seja, as estimativas minima e maxima dos auto

valores
RMIN = 0 3
(€.02)
RMAX = 6
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Método de Bisecgdo procederia da seguinte forma:

12 AUTOVALOR

12 Bisecgdo: u = 0 = 3 (C.03)

+
(=]

[R%]

A Sequéncia de Sturm indicaria a existéncia de 2 auto

valores menores que 3, portanto, este "shift" passaria a servir

como estimativa mdxima dos 2 primeiros e minima para os demais.

|
+
(&%)

[pe]
L1}

Bisecgdo: u = = 1.5 (C.04)

(%]

Este "shift" passaria a servir como estimativa minima

para os dois primeiros autovalores pois a Sequéncia de Sturm in

dicaria a ndo existéncia de autovalores menores do que 1.5.

Biseccio: p = L5 *3) 5 95 (C.05)

2

Lo
=%}

A Sequéncia de Sturm indicaria 2.25 como uma estimati

va mdxima para o primeiro autovalor e minima para o segundo.
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Esquematizando:

RMIN @eE O RMAX

t H [ | Il

o '
- T T ' T
0 ] 1 81 8 93 6, e
22 AUTQVALOR
Esquematizando:

RMIN (@ RMA X

f '# E '!; ‘ ' ' -
0 &, 16, 0y 04 )
32 AUTOVALOR
12 Bisecgdo: u = ié_i_ﬁl = 4.5
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A Sequéncia de Sturm indicaria 4.5 como uma estimati

va mdxima para o terceiro autovalor e minima para o quarto.

Esquematizando:

Y

42 AUTOVALOR

Esquematizando:

-

RMIN @ Q) RMAX
y S
;
{
1
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Desta forma, para cada autovalor, sdo feitas bisec-
¢des até que a diferenga entre as estimativas minima e mdxima

seja inferior a um limite pré-fixado.

Portanto, o Método de Bisec¢gao pode ser utilizado in-
dependentemente da distribuic¢do ou multiplicidade dos autovalo-
res. Caso alguns autovalores sejam conhecidos, é possivel evi-
tar que os mesmos sejam recalculados, subtraindo-se o nimero de
autovalores conhecidos menores gue um certo "shift", do nidmero

de autovalores indicados pela Sequéncia de Sturm.
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APENDICE D

MONITORAMENTO DA ORTONALIDADE ENTRE

05 VETORES DE LANCZOS
- PAUSA NO ALGORITMO (PARLETT [21D -

Seja Kqoum limite superior do erro de truncamento co-
metido na normalizagdo de um vetor de ordem n, em qualquer pas-

so do Algoritmo de Lanczos, de maneira que
| 1 - gTMg. | < k (D.01)
j~=j ' ="
E natural que k, dependa, entre outros, da rotina de

extragdo da raiz quadrada, de detalhes do programa e da prdpria

dimensdao do vetor.

Supondo-se que sdo conhecidos nilmeros Cj’ em qualquer

passo do algoritmo, tais que

.
I QsMas,q I < gy (D.02)
define-se
[ k. ]
;o 2, 4 2
) 7 //
Kj+1 = = _E_ [ kj ok (KJ-KT) + 4 gj ]
.o K
R (D.03)
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Reescrevendo-se entdo a expressdo (IV.46)

| < x. (D.04)

.
|1, - Que J

J~=3

tem-se por particionamento

Tun | T
1. - Q.M Mg .
T _ .
lj+1 - Qj+1MQj+1 [ T - - - - - -~ (D.05)
T T
Qj+1MQJ 1 ﬂj+1MQJ+1

e, consequentemente

T T 7
. “IJ - ngQJ+1 IH - QJMQJ+1 “
”lj+1 - Qj+1ﬂgj+1ﬂ < N —————— HT ——————— =
| |
9j+1MQj Rl Qj+1MHj+1
|
= l--1-- (D.06)
|
ou
1., - Q. .MQ < K
Li+s 5erMQs4q 1l 2 Ksag

Como, considerando-se a expressao (IV.14),

r.
~J (D.07)

B

L5+1
a precisdo aritmética finita acarreta
=)~~~

T 1 T Tua
1Q5M9 5441 < By 1Q5Me 50+ 195185 | (D.08)

sendo que Ej leva em conta o erro introduzido na divisdo Bj e
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cujos elementos sdao, naturalmente, pequenos, dependendo da pre-

cisd0 e relativa do equipamento.

Por intermédio da expressdo (IV.45), tem-se

g (6TMey - 915 ¢ Eg) e (-09)
e, portanto,
QiMrs = Q3N (KTTMO - QT+ Ej) kg
= L(7'm0 )5 - QiMasT T e + QIME e
= [I1;05M0; - ;riMQ; - EjMO; - QMR ;) e+ QiME e,
(substituindo-se (IV.45)
S 0- Iy - QHep) ¢ (Ly - QM0 TyT ey - Ejgy s
+eriMQies + QIME e,
- [- T30y - Q5M0y) + (1; - 45M0)] - Ejhay ¢
" eglajik ey - ag v e (1 - QHR;) Tyeg ¢ ei0iMEe ] ¢
+ QME e,
(transportando-se (D.09))
C e+ d. (D.10)
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onde
T T T
.= . - Q.MO. .- - LB . - . . .
€5 7 ULy - Q51050 Ty - (L5 - g585) T {Ly - QM05)0 ¢
(D.11)
T T T 1 "
= - . .+ . + . - . L
d; EMa; + 2Q ME e, + (g;MK Mgy - oj) gy (D.12)
Novamente, por particionamento
- N T ~
( Qj_2~ﬂJ_1
.\
: "Q'J'1”‘9"J
(L - ;M50 &5 = L bt T8R800 By
To- ﬂjﬂﬂj .
- ﬂjﬂﬂj_1
\ J N J
(D.13)
e
T T
; IJ-1QJ_1MEJ EJ_1Bj 1 (1 HJMEJ)
~j (13 - Qj@gj) -
a: (1 - QTME ) - BT q. Mg,
J J~=J J-123-1~2]
(D.14)
Considerando-se agora
1M, || < (D.15)
....1'.._..9,1-1-‘] = Cj .

para i < j , a norma euclidiana da expressdao (D.11), utilizan-

do-se as expressoes (D.13) e (D.14), resulta em



I ™~ T
[ - Qj_gﬂﬂj_q
-
- ngﬂj
”C'”= a. + T - gT Mg .
~j ; r J ﬁ Jj-1~=j-1
1 - .Mq .
HJ~QJ i
= ﬂjﬂgj“T
L ) L

(notar que o elemento (j,j) na matriz Ij -

- T
(Ljq = e5lian) 85908, €5-1
T
(1 - Ejﬁgj) qj L
T \
- Q5 0May

9
T - Sj_1ﬂﬂj_1r Bj_1

T
fa do-s . JMg.|=
(fazendo-se |g; Mg l=lg
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- ||(~J_1 OLJ.;_J._1)||;J._1 + Bj_1(cj_1 TP 2k, ) + Icmjlx1
(D.16})
Sendo
AMAX = maior a de Ij-1 (D.17)
AMIN = menor a de Ij_1 (D.18)
BMAX = maior B de 13_1 (D.19)
tem-se
. - a.l. X - a. . - + BMAX
”(13-1 aJlJ_1)H < max {AMA TELY MIN} + 2
(D.20})
Desta forma, fixando-se
Ky = ne (D.21)
desprezando-se a parcela gj em (D.12) e inicializando-se
tq = € : - Co : ' : . (D.22)

a divisao da expressdo (D.16) por Bj possibilita a obtencgdo de
;j e, consequentemente, o cdlculo de kj+1 através da expressao
(D.03).

Portanto, quando Kj+1 indicar que a ortogonalidade en-
tre os vetores de Lanczos atinge niveis inaceitdveis, deve ser

feita uma pausa no algoritmo para que sejam calculados os bons
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pares de Ritz e seja procedida a ortogonalizag¢do contra os mes-

mos. Entdo, k.

i L. @ Cj-1 podem ser reinicializados com

J
emax(6) (D.23)
onde Bji g 0 minimo Bji acima do minimo aceitdvel, para que seja

possivel definir a prdxima pausa.

Apds o algoritmo ter feito uma pausa no passo j € pos-

sivel definir

TMAX = maior autovalor de Ij (D.24)
TMIN = menor autovalor de Ij {(D.25)
e entao

J ] -+ B,
ITiq = oLyl ¥+ 8 (D.26)

onde
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J - . e
g (D.27)

j . .
e [[Ty.q - @ 4l € avaliada como em (D.20).
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APENDICE E

MONITORAMENTO DA ORTOGONALIDADE ENTRE OS VETORES

DE LANCZOS E OS BONS VETORES DE RITZ
Sendo (A, @) um bom par de Ritz, tem-se
K@ = Mg + 3 (E.01)
onde ep € um vetor de residuos.
Considerando-se a expressdo (IV.45)
g} CE. (£.02)
pis-multiplicando-a por gj g reagrupando-a

- By g9 - ey ¢t Ejg (E.03)

C
1
1=
30
<,

Considerando-se agora que

L5 7 BiGi4q (E.04)
e, da expressdo (E.O01)
T, . =T T

g'k= XBM+ e (£.05)

a expressdo (E.03) pré-multiplicada por @TM resulta em
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T 1 T 1 T,-1 T
M85 = 5 B May - 5 gk May - B Mg, 485 4
(E.06)
T T
- Mg.a. + ME .
Fazendo-se
1B'Ma.| < 1. (E.07)
it =7

e desprezando-se, para efeito de simplificacdo, os termos relati

vO0S a0s erros, a norma da expressdo (E.06) resulta em

onde
o = (£.09)
X

Portanto, a férmula de recorré&ncia (E.08) é atualizada

a cada passo e toda vez gue a mesma exceder a tolerdncia, g e

J+1
5j+2 sdo ortogonalizados contra @, e entdo ¢ se aproxima da n

precisdo relativa da aritmética.

Desta forma, 1T pode ser interpretado como um arranjo
de duas colunas e tantas linhas quantes forem os bons pares de

Ritz.
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