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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requi
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O presente trabalho versa sobre o uso da téc
nica de subestruturacao no calculo de frequéncias naturais e
modos de vibragao. Dois metodos de reducao de graus de liber
dade, através da subestruturacao sac apresentados:o de Guyan
e o de Craig & Bampton. As acuracias desses métodos sao com-
paradas por meio de exemplos numéricos de estruturas tipo
portico plano, analisados através de um programa automatico,
gque se encontra em anexo. Estes exemplos evidenciam a grande
eficiencia do método de Craig & Bampton, permitindo concluir
que a sua adequada aplicacao conduz a um excelente modelo nu
mérico, de dimensoes reduzidas, apropriado a determinacdo da
resposta dinamica de estruturas, no caso em que nesta se

tenha a participacdo apenas dos primeiros modos de vibracao.
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DETERMINATION OF DYNAMIC CHARACTERISTICS OF
STRUCTURES THROUGH SUBSTRUCTURING AND RE-
DUCTION OF DEGREES OF FREEDOM
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The present thesis deals with substructuring
in dynamic analysis of structures. Two methods for reducing
degrees of freedom are presented: Guyan method and Craig &
Bampton method. Exemple problems of plane frame structures
are presented to illustrate and to compare the accuracy of
theses methods. The analysis of these structures is done
through the computer program annexed at the end of this the-
sis. These exemple problems show the great efficience of the
Craig & Bampton method, allowirg to concludé that its adequa-
te aplication leads to an excellent numerical model, - with
small dimensions, suitable for determinating the dynamic res-
ponse of structures, in the case that its response has the

participation of only the first vibrations mode.
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Capitulo - 1

INTRODUCAO

I.1) Objetivos e Descricao do Presente Trabalho

A analise de uma estrutura pode ser abordada
de duas maneiras: por métodos numéricos ou por métodos analil
ticos. Estes ultimos, devido as particularidades dos modelos
estruturais, conduzem, normalmente, a equacoes diferenciais
complexas, guase sempre inviaveis de serem resolvidas. A so-
lucdo numérica, além de considerar de forma mais de perto as
peculiaridades da estrutura, tem a grande vantagem de poder
ser programada em computadores digitais, através da algebra

matricial, a gual permite uma notacao bastante compacta.

Com o avanco da tecnologia, os modelos estru-
turais foram ficando cada vez mals arrojados, conduzindo, ge
ralmente, a um numero muito grande de eguagdes e, conseguen-—

temente, exigindo computadores bastante potentes para a sua



resolucdo. Este fato levou a utilizacao de técnicas de progra
macdo relativamente complexas, para se tirar o maximo partido
da esparsidade das matrizes dos sistemas estruturais.S3do exem
plos tipicos dessas técnicas o armazenamento e resolugao de
sistemas de equacgoes por altura efetiva de coluna e ou pela

técnica de solucao frontal.

Paralelamente, tem~se desenvolvido diversos mé
todos de redugdo do numero de graus de liberdade de um siste-
ma estrutural, na fase de sua analise. A téecnica de subestru-
turacdo, ja largamente empregada na analise estatica, pode
também ser muito Util na condensacao de graus de liberdade em
andlise dinamica. Neste caso, contudo, a elaboracao dos pro -
gramas computacionais correspondentes nao & tao imediata como
no caso da andlise de uma estrutura como um todo, ou seja,nao

fracionada em subestruturas.

Podem-se enumerar algumas vantagens que funda-
mentam a importincia da técnica de subestruturacdo, quais se-
jam:

1) Em certos casos, a capacidade do computador

ndo é adequada para a resolucao da estrutura como um todo;

2} Em determinados modelos estruturais, como &
o caso da fuselagem de um aviao, existe a necessidade de se
fazerem diferentes tipos de analises em partes diversas da es

trutura;

3) Quando o projeto é muito grande,varias equi
pes de técnicos sac necessarias para o seu desenvolvimento.Ca
da uma fica responsavel por uma parte do modelo estrutural.Atra-
vés da técnica de subestruturacao, & possivel acoplar as di -
versas subestruturas e assim proceder a uma analise da estru

tura comc um todo; e

4) Verifica-se uma grande economia de esforcgo

computacional, quando a subestruturacao € utilizada, nos se-
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FIGURA I.1% |
DIVISAO DO AVIAQ EM VA'RIAS SUBESTRUTURAS .

CGFIGURA 3 DA REFERENCIA -1)

guintes casos:

a) Quando a estrutura apresenta partes iguais;

b) No caso em que a nao linearidade fisica

ocorre em partes localizadas da estrutura; e

c) Quando, em analises sucessivas, tem-se que

mudar o projeto estrutural, em partes localizadas.

O presente trabalho versa sobre o uso de sub -
estruturacido na determinacdo das caracteristicas dinamicas
(frequéncias e modos de vibracao) de sistemas estruturais. As
aplicacdes numéricas foram efetuadas em modelos tipo portico
plano. Com o objetivo de reduzir o esfor¢o computacional na
resolugaoc do problema de autovalor _Igg = _I}}Q/_\ , onde K e
a matriz de rigidez da estrutura, M a sua matriz de massa, A
a matriz dos seus autovalores (quadrado das frequéncias), sao
descritos ao longo deste texto as técnicas desenvolvidas pbr

Guyan e Craig & Bampton. Estas técnicas reduzem as ordens das



matrizes do problema supracitado. Tal objetivo e alcancado
através de uma mudanca de coordenadas a nivel de subestrutura.
Esta operagao permite obter as matrizes de massa e de rigidez
de cada subestrutura bastante reduzidas, quando referidas as
novas coordenadas. Como as matrizes do modelo estrutural com-
pleto sd3o obtidas por superposigao adequada das de suas subes
truturas, a redugaoc nas ordens destas implica, obrigatoriamen

te, na reducido das ordens daquelas.

Asmatrizes referenciadas as novas coordenadas,
ditas generalizadas, sdc obtidas através da pré e pds-multi -
plicacao das matrizes de massa e rigidez das diversas subeg
truturas (até entdo em coordenadas fisicas) por suas respecti
vas matrizes de mudanca de coordenadas na forma transporta e
normal .... Estas sao formadas pelos modos normais de vibra -

cdo e de restricao de cada subestrutura.

A condensacao de graus de liberdade mencionada
acima, assim como o uso da técnica de subestruturacgao na ana-
lise de problemas dindmicos sd3o detalhados no terceiro capitu
lo deste trabalho, e foi baseado nas referéncias 2, 6, 10 e
12.

0 capitulo dois versa sobre a formulagao do
problema dindmico de sistemas continuos, através de sua dis -
cretizacao por coordenadas generalizadas, e foi fundamentado

mas referencias 10 e 11.

A analise e a comparacdo de resultados sao fei
tas no quarto capitulo deste trabalho, através de exemplos nu
méricos, usando ou nao, as técnicas de subestruturacao com
condensacgao de graus de liberdade sugeridas por Guyan e Craig
& Bampton. Para tal, foi desenvolvido um programa em lingua -

gem FORTRAN, o gual se encontra em anexo.



1.2) PRINCIPAIS NOTACOES
As notagoes utilizadas sao sempre definidas
na primeira vez que ocorrem ao longo deste texto. A seqguir

descreve-se o significado das principais notacoes empregadas.

[ ] - matriz retangular ou guadrada ( o mesmo & in

dicado com um til sob o nome da wvariavel).

{ } -~ matriz com uma coluna ou vetor ( o mesmo e
.

indicado com um til sob o nome da wvariavel).

V (x,t) - deslocamento de pontc em um modelo estrutural unidi

mencional (fungao da coordenada x e do tempo t).

qi(t) - coordenada generalizada em funcao do tempo t.

n - numero de graus de liberdade.

%}i(x) - funcio desglocamento em funcao da coordenada Xx.

T - energia cinetica do sistema estrutural.

U - energia potencial do sistema estrutural.

Pi - forgas generalizadas

v - vetor  deslocamento da estrutura que contém as co

ordenadas generalizadas gq; -

M - matriz de massa da estrutura.
—~
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matriz de rigidez da estrutura.

vetor de forcas generalizadas da estrutura.
matriz dé.amortecimento da estrutura.
i-€simo modo de vibragao da estrutura.
i-ésima frequéncia da estrutura.

matriz dos modos de vibracao da estrutura.

matriz {(diagonal) dos quadrados das frequéncias de

uma estrutura.

namero de elementos finitos em que uma estrutura foi

dividida.

matriz de rigidez do e-&simo elemento finito de uma

estrutura.

matriz de massa do e-ésimo elemento finito de uma es

trutura.

matriz de amortecimento do e-ésimo elemento finito

de uma estrutura

vetor de carga do e-&simo elemento finito de uma es-

trutura.
matriz de mudang¢a de coordenadas da subestrutura s.

vetor de coordenadas generalizadas da subestrutura s

apods a mudanca de coordenadas.
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[Ident] -

gli -

matriz dos modos de restricdo da subestrutura s.
matriz identidade.

nimero de graus de liberdade interiores de uma subes

trutura.

nimero de graus de liberdade exteriores de uma subes

trutura.
gli + gle
matriz nula

matriz de massa da subestrutura s, apbs a mudanga de

coordenadas (reduzidas)

matriz de rigidez da subestrutura s, apos a mudanca

de coordenadas (reduzidar)
Lagrangeano da estrutura
vetor dos multiplicadores de Lagrange.

trabalho realizado pelas forgas externas que atuam

numa estrutura.

matrizes de uma estrutura, as quais sao compostas
por matrizes nulas e¢ de identidade das de suas subes

truturas.

vetor de coordenadas generalizadas da estrutura apos

mudanca de coordenadas.
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]

Expoentes

Indices

- matriz de massa da estrutura apds mudanca de coorde

nadas (reduzida) .

- matriz de rigidez da estrutura apos mudancga de coor

denadas (reduzida).

(]

mr

indica transposic¢doc de matriz.

a variavel em guestdo estad relacionada com o

e-esimo elemento finito de uma estrutura.

indicam graus de liberdade interiores e exte
riores respectivamente, nao vinculados, de

uma subestrutura.

a variavel em questdo esta referida a subes-

trutura s. ( s= x, @ ).

a variavel em gquestdo esta relacionada ao mo

do de restricao mr de uma subestrutura.



Capitulo - II

FORMULACAO DO PROBLEMA DINAMICO

IT.1) Discretizacao de Sistemas Continuos Através do Uso de

Coordenadas Generalizadas.

A andlise dinamica de uma estrutura, por exem-
plo a da fig., II.1, complica-se (1l1l) pelo fato de suas forcgas
de inércia serem geradas por derivadas de deslocamentos da es
trutura, e estes, por sua vez, dependerem fundamentalmente da
quelas. Este ciclo fechado causa x efeito pode ser soluciona-
do pela formulagao do problema através de equacgoes diferenci-
ais. Sendo a massa da viga da fig. II.l considerada distribuil
da continuamente aoc longo de seu eixo longitudinal, seus des-
locamentos e aceleragoes devem ser calculados em cada ponto des
te eixo, para gue as forcas de inércia correspondentes fiquem
completamente definidas. As equagoes diferenciais supracita -

das devem ser parciais, uma vez que a posicao ao longo do eixo



-10-

Pit)

ST

o e i

PR —

- ——
— o

g

B —
. o

— -

-

-

-

—_—
————— ]

™~ P
“_ FORGAS CE INERCIA

FIGURA T. 1§
CICLO ACAQ x REACAO DE UMA SOLICITACAO DINAMICA

(FIGURA RETIRADA Da REFERgNCiA 11)

da viga, assim como o tempo sdo tratadas como variaveis inde-

pendentes.

A analise de estruturas mais complexas,sob ' o)
enfogque acima descrito, €, na maior parte das vezes, impossi-
vel de ser executada, matematicamente, de forma explicita .
Com o objetivo de se obterem solugoes aproximadas de um pro -
blema dindmico, foram desenvolvidos modelos analiticos alter
nativos. Eles partem de suposicoes simplificadoras do compor-
tamento da estrutura a ser analisada, objetivando um desenvol
vimento matematico mais simples, sem, contudeo, muito se afasta

rem do comportamento dinamico real da estrutura.

Um deles & a discretizacao da estrutura atra -
vés de coordenadas generalizadas. Esse modelo & baseado na
suposicdo de que a deformada de uma estrutura pode ser expres
sa através de um somatdrio de uma série de deformadas - pa -

drao.
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Um exemplo simples dessa aproximacgao pode ser
visualizado atraves da fig. II.2, onde a deformada de uma vi-
ga simplesmente apoiada & expressa por um somatorio de defor-

madas-padrao em forma de sendides.

VvV (x)= E bi sen i x
i L

(IT.1.1)

As amplitudes dessas deformadas-padrao serao
as coordenadas generalizadas do sistema, e os infinitos graus
de liberdade da referida viga serao substituidos pelos infini
tos termos da série. A vantagem desse modelo analitico € que,
na maior parte das vezes, pode-se obter uma boa aproximagao
para a deformada real da viga, considerando-se apenas os ter-
mos iniciais da série. Desse modo, um sistema estrutural com:
trés graus de liberdade tera sua solugdao aproximada expressa

por uma série de trés termos, e assim sucessivamente.

Esta concepgao pode ser generalizada, substi -

tuindo-se as senoides sen i X , que foram assumidas como
L

deformadas-padrdo, por funcoes kPi(x); desde que sejam compa-
tiveis com as condigbes geométricas de contorno do sistema es
trutural, e gue mantenham a continuidade do mesmo, guando de-
formado. Pode-se, entdo, escrever ‘a expressao genérica para
os deslocamentos de gualquer estrutura unidimensional sob a

forma

vV (x,t) = Y, gl

n P

1
(I1.1.2)

Para qualquer conjunto de fun¢does deslocamento

%)i(x) , a deformada resultante da estrutura dependera de
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qi(t), o qual é responsavel pela amplitude da deformada no tem
po, e que sera referido, nesse trabalho, como coordenada gene-
ralizada. O namero n,de .deformadas-padrac assumido, constitui
o numero de graus de liberdade considerados nesse tipo de mode

lo analitico.

Diante do exposto, pode-se, entdo, partir para
a deducido das equacgoes de movimento de um sistema estrutural

continuo.

II.2) Equacoes de Lagrange

Uma das maneiras de se obterem as equacoes de
movimento de um sistema estrutural € através das EquaqSes de
Lagrange. Estas sdo obtidas a partir de gquantidades de energia
cinética e de energia potencial, em substituigao aos vetores
de forca e de deslocamento, como se verifica no emprego das

Leis de Newton para este tipo de deducao.

Pelo Principio de Hamilton, pode-se escrever:
£, r2
/({(T—U) dt  + / ys v\{’c dt
Z, z,

onde T & a energia cinética do sistema estrutural, U € a sua

1
o

(IT.2.1)

energia potencial (incluindo a energia de deformagao do siste-
ma e a energia potencial das forcas externas conservativas que
agem sobre o mesmo) e d Wnc e o trabalho virtual realiza-
do pelas forgas nao conservativas que agem neste sistema (in -
cluindo forgcas de amortecimento e forgas externas naoc conside

radas em U).

Para a maioria dos sistemas estruturais, pode -

-se exprimir a sua energia cinética em termos de n coordena -
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das generalizadas q juntamente com suas primeiras derivadas
em relagéo ao tempo qi; e sua energia potencial, apenas em
termos de coordenadas generalizadas q;- Quando as forcgas nao
conservativas agem através de deslocamentos virtuais (causados
por um conjunto arbitrario de variacoes das coordenadas genera
lizadas) & produzido um trabalho virtual, que pode ser expres-—
SO por meio de uma combinacdo linear dessas variacces de coor-

denadas. Sendo assim:

T =T {qlql’"'l’q ,EI_rC.I r---r@rt)
12 n'ELTE2 n (1I.2.2.a)
U=U(q Fas | r-'-:q:t)
172 n (I1.2.2.b)
JWnczPqul + P26fq2+ ... +'Pna(qn
{(IT.2.2.c)
onde Pl' PZ""’ Pn sao chamadas de forgas generalizadas.
Substituindo (II.2.2) em (II.2.1), tem-se:
tB
_’BLJCI1+_’-AL 4 9o * oo+ QT fa o+
aq; A 9 @ In
b

v QAT L4 + QT fdy + ... +r QT S 4, -
qu ?qz Qqn

_ QU Jfq - AV [ 4= - AU e
a 9 a9, & 9,

By LAy foeee P an> dt = 0

(IT.2.3)
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Fazendo a integracao por partes nos termos que

contém qu

b b b
[xydt: Xy - f}'cy.dt
a a a
t2 B>
2T chi dt=| 2 T Jq - (@ Ja; dt
da; a4 t;
fI
(11.2.4)
Considerando a condigao basica para que o prin
cipio de Hamilton seja valido, {qi (ty) = tfqi (ty}) = 0, tem
-se:
t
2 n _ _ ‘
{Z [- d (QT + QT - 20 +P{I C{qi} dt= 0
t]_ i=1 dt ? qi' 7 qu d 9;
(II1.2.5)
Como qu {i =1,2,3, ...,n ) s3o grandezas virtuais indepen-
dentes, a expressao acima sera satisfeita quando:
d QT> -  QrT + Qu = P,
dt 295 293 29
(IT1.2.6}

para 1 = 1,2, ..., n
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FIGURA Ir. 3
VIGA EM BALANGO SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO p(x 1)

As equacoes (II.2.6) sao as Equacoes de Lagran

ge.

II.3) Aplicacdo das Equagoes de Lagrange na Deducao das Equa-

goes de Movimento de Sistemas Continuos

Seja: o exemplco da fig. II.3. Baseado no mode-
lo analitico desenvolvido na primeira parte deste capitulo
(item II.1l), pode-se aproximar a deformada da estrutura por
(I1.1.2).

Como a expressao da energia potencial de defor
macido segundo Bernoulli-Euler (equacao II.3.2) contém V" (x,t)
(derivada segunda de V em relagao a x), as fungoes (Vi (x) de
vem ser continuas e ter suas primeiras derivadas em relagaoc a
x continuas. Além disso,\i)i (x) devem ser linearmente indepen
dentes e satisfazer- as seguintes condigoes de contorno do
do sistema estrutural em gquestdo:
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W, (0) = L,)'i (0) =0

desde que V (0,t) = V' (0,t) = 0 para gqualquer t.
As expressdes das energias cinética e de deformacao, segundo
Bernoulli-Euler, para a referida viga, podem ser escritas da

seguinte maneira:

Energia Cinética:

L
T= ;/ f At (n? ax
2 /o

(IT.3.1)

Energia Potencial

de Deformacao: L
U= 1 / E I(x) (V92 dx
2 0 (IT.3.2)

onde f(x) & a massa por unidade de volume, A(x) & a area da

secdo transversal, E & o mddulo de elasticidade do material e

I(x) o momento de inércia em relacao ao eixo z.

Substituinde (II.1.2) em (II.3.1l), tem-se:

L
n n
T =1 /(x) A(x) Z Wy (X g (e Z 5 (x) gyle) ax
2 )0 i=1 j=1
L n n
T = l/ /V(x) A (x) z;l Z—l Y, (x) HJj(x) g; () g5 (t) ax
2J)0 = 3=
. n n
T= 1 S S miso gy (t) gy ()
2  i=l j=1 (I1.3.3)
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onde
L

my = fﬂtx) A(x) &r)j(x) &|).l(x) dx (IT.3.4)
0

Procedendo-se da mesma maneira para com a ex -

pressao (II.3.2):

L n n
1} n
=1 E I . (x) Lt . {t) d
L n n
1] n
U=1 E I X ) At (t) 4
;/0 (x) 121 321 &|Jl(X) \1)3(}{) ql( ) qj( ) X
n n
U=l > kg e a0
2 i=1 j=1 (IT.3.5)

onde

L
Kij =/ E I(x) kl)i(x) Lljj(X) dx (IT1.3.6)
0

Escrevendo as expressoes (II.3.3) e (IT.3.5)
sob a notacdo matricial, tem-se respectivamente:
. T .

T= 1Y L 4 (II.3.7)

I
!

U= 1 ¥ R v (IT.3.8)

|
1
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onde:
4 d3 Myp Myp »s My k11 Kyoae--Kyp
9| . eV
¥o=q. b ¥ =g, p MMy Mpy eee My | K= dkpy Kope-Kon
q q , : )
LnA L _@nl h2 mnn_ _?nl kn2' 'knn
(II.3.9) (II.3.9.a) (II.3.10) (II.3.11)

Se o sistema estrutural estiver sujeito a for-
cas externas, como € o caso do exemplo da fig. II.3 ,suas cor
respondentes forgas generalizadas serao determinadas
do emprego de trabalho virtual:

através

L

n

v = pix,t) Jvix,t) dx = E: pi{t) Jﬁi(t)
0 i=1
{(I1.3.12)
por (II.l.2):
n
fow) = 20 fay G

(IT.3.13)

-
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Combinando (II.3.12) com (II.3.13), tem-se:

n In-
plx, ) > Y, (x) fa, () ax = > p,(t) fq (t)
: i=1 i=1

L

0
L

J/' pix,t) Y, (x) dx (IT.3.14)
0

logo, pi(t)

Substituindo (1II.3.3) e (I[I.3.5) na Equacao de
Lagrange (II.2.6), tem-se: ’

n n n
a 4 1 E : E ‘ m, . g.(t) q.(elf-1 2 1
J 1 J Ay ) g
dt gqj ( 2 ) 30T qu 2 i=1
S— : >
m,. q,{t) q,(t)|+ : 1 S k.. q.(t) g.(t)
=1 3t ] 39; 2 i=1 4§=1 1 71 )
n
> p; (t) (I1.3.15)
=1
3 : -] 2 ( S-
d 1 m,. [g.(t)] -1 1 m,.[4q.(t)]
—— —.—. 5 d 1] 3 1 aa. ) L 1] ]
dt qu :]:1 Q'qj 2 J 1
n 2
+ 12 {1 > k;o las (0)] = p, (t)
795\ 2 =1 i (I1.3.16)

para i=1,2,...,n
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n _ n
d . J.{t . : = .
Z LFE qj( )1 + I:Z klj o (ti] p, (t)
dt =1 j=1
(IT.3.17)
para i= 1,2,...,n
n _ n
P I o k.. . (t) = . t
:{: my g Gyle) ;gi i3 94 () = py (&)
=1 (I1.3.18)
para i= 1,2,...,n

Passando (II.3.18) para a forma matricial, ob-
tém-se a expressao que traduz o movimento de um sistema estru

tural ndo amortecido, submetido a um carregamento p{x,t).

M ¥+ XKV =P

~

(IT.3.19)

Sendo M a matriz de massa da estrutura definida por (II.3.10),
K a sua matriz de rigidez definida por (II.3.11), V¥V o vetor
deslocamento em coordenadas generalizadas, definido por

(IT1.3.9) e P o vetor das forgas generalizadas definido por:

Py (II.3.20)

em gue o termo genérico € dado por (II.3.14),

Com o objetivo de melhor esclarecimento,resol-
ve-se a seguir o exemplo da fig. II.3, baseando-se nas expres

soes até aqui deduzidas.
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Assumindo n=2, duas fun¢des que atendem as

condi¢des de contorno do problema anterior sao:

Y1) = (Ef

e

Yo (%) =(§f

L

Neste caso, por (II.l.2) tem-se:

V(x¢)=< > (B o+ () q, (t)

Por (II.3.4) , pode-se calcular os coeficien -

tes da matriz de massa da estrutura:

F(x) A(x) - X 2 X 2 dx = f(x) A(x) L
1 , (B) (%) s

=
I

(IT.3.21.a)
L
2 3
m = {x) A(x) X X dx = f(x) a{x) L
12 / f (8) (8) = C
{(IT.3.21.b)
L
3 3 :
m = Mx) A((x) X X dx = (x) A(x) L
22 fﬂ /0 ("ﬁ) (f) (9 7
{II.3.21.c)

E por (II.3.6), os da matriz de rigidez:
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11 2
(I1.3.22.a)

12 21
I L’
({II.3.22.b)
L
k22 = E I(x) 6x 6x dx = B I(x) 12
0 L} L’ L’
(II.3.22.c)
As forcas generalizadas sao obtidas por (II.3.
14):
L
2
0 3
(I1.3.23.a)
L
szt) =f f(v) (x)?’ dx = L £ (&)
0 L 4 (IT.3.23.b)

Substituindo (ITI.3.21), (II.3.22) e (IT.3.23 )
em (IT.3.19) pode-se, finalmente, obter a equacao de movimen-

to da estrutura da fig. II.3 em coordenadas generalizadas:

1 Esl‘ 4y 2 3 q,
‘I)AL > + 2EI -
1 1 a L’ 3 6 q
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Fﬁ{t)“
3
= L < P
f(t)
L 4
Supondo F = 1
A = 0,5
L = 420
E = 300.000.000
I = 11,2348
- f(t) = 0 ( caso de vibragoes 1i

vres)

em um mesmo sistema de unidades , tem-se:

B -] ] F - - - - —
42 35 @1 20 30 q4 0
< o + L. P = 9 B
35 30 L§2 30 60 q, 0
i 4L s I
Ou seja:
¥V o+ K ow o= 0 (a)

A solucgac do sistema de equagles é&:

7 4,4

£
I
(0]

i=1,2
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onde Cbi e wi sdo os i-ésimos autovetor e frequéncia, respec

~

tivamente, da estrutura em guestao.

Derivando (b) e substituindo em (a), cobtém-se:

N = CCIEIN - T
i= 1,2
E SR PRI (@
i= 1,2
K - oM W (e)
K ¢; = M W o e
i= 1,2
Ou ainda
K § =nu ¢ A (£)
onde
W2 o
§=[_(Pl ?2] © AR 5
0] w2

No caso do exemplo em guestao, o problema de

autovalor referido na equagao (f) fica:

2
42 35 [?l ?% _ 20 30 [?1 ‘P;l t:1 0

35 30 30 60

LI &)
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Resolvendo-o, obtém-se
= 0,381

W, = 7,681

Os valores exatos das duas primeiras frequén-

cias do exemplo em gquestdao sao

Wy 0,384

=
I

2,444

Comparando os resultados obtidos, chega-se a
conclusao que as fungées\yl(x) e\fb(x) escolhidas representam

bem apenas o primeiro modo de vibracao da estrutura.

Se o sistema estrutural estiver submetido a um
amortecimento viscoso, &€ possivel escrever as forgas generali

zadas correspondentes a esse tipo de amortecimento da seguin-

te forma:

n -
g;(t) = ;gi €i5 qj(t} (II.3.24)
onde

L
cij =L c(x) kl)i(x) \Ijj(x) dx e c(x) de

finido como um parametro de amortecimento, proprio da estrutu

ra em questao.

Desse modo, as forgas generalizadas do sistema

estrutural passam a ser expressas da seguinte forma:
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L
pi(t) =/ p(x,t) \Vi(x) ax - gi(t) onde o 19 termo representa a
0

acdo do carregamento p(x,t) referente a i-ésima coordenada ge
neralizada, e gi(t) é definido por (II.3.24) e reproduz o
amortecimento viscoso da estrutura segundo a esta mesma COOr-

denada generalizada.

Diante do exposto, a equagao (II.3.18) toma a

seguinte forma:

n ) n L .
> m,. g.(t) + 2~ g.{t) = pix,t) Y. (x) dx -g, (t)
j=1 ' J 0 + +

N k, .
3 3 jo1 13
(II.3.25)

para 1 = 1,2,...,n

Substituindo (II.3.24) em (II.3.25), obtém-se:

n 7 n L
;Ei M3 qj(t)+ fzi kij qj(t) i/'o plx,t) Y, (x) dx -
n -
) fgi i3 930 (II.3.26)

ou alnda:

n . . n . . n L
S m,. g.(t) + ¢, a.l{thy 3 k.. qg.lt) = pix,t)
j=1 13 7] i=1 i] 7J 3=1 13 7] 0

¥ (x) dx (II.3.27)

para i= 1,2,...,n
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Passando (II.3.27) para a forma matricial, cbtém
-%e a expressao gue traduz o movimento de um sistema estrutu -

ral amortecido submetido a um carregamento p(x,t}):

M ¥ + € VvV + K Vv = P

(IT.3.28)

onde C é a matriz de amortecimento da estrutura dada por:

€11 C12 - €in

€71 Co == €an
E:

Lcnl cn2 vt Cnn

(IT.3.29)

II.4) Discretizacdo de Sistemas Continuos Através do Método

dos Elementos Finitos.

Até o momento, os campos de deslocamentos dos

sistemas continuos estao sendo aproximados sob a forma
n
vV o(x,t) = i};l Wi (¥ g (e)

onde a combinacdc linear das n fungodes xpi(x) descrevem a de-

formada da estrutura como um todo, a cada instante.
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A medida que as estruturas vao ficando mais
complexas, a escolha de Hji(x) vaili se tornando cada vez mais
dificil, chegando, até mesmo, a ser impossivel para sistemas

estruturais com uma geometria complicada.

QOutra dificuldade seria a de automatizar esses
tipos de calculo através do computador, tendo em vista a va -

riacao de %)i(x) para cada nova geometria de estrutura.

Uma maneira de superar tais obstaculos & atra-

vés do método dos elementos finitos.

Este método consiste em exprimir a deformada
de toda a estrutura em termos de deslocamentos de alguns de
seus pontos. Com este objetivo, a estrutura é assumida COmo
sendo dividida em um determinado numero de elementos discre -
tos (elementos finitos), os quais sao interconectados somente
por um numero finito de pontos, os chamados nodais, cujos desg
locamentos representam as coordenadas generalizadas da estru-
tura. No caso da figura II.4 a viga foi dividida em 4 elemen-
tos finitos, cada um com dois pontos nodais, perfazendo um to
tal de 5 nds. A deformada da estrutura pode, entao, ser ex—
pressa através de (II.1.2), em termos das coordenadas supraci
tadas qi(t) e de um grupo de deformadas padrao w)i(x). Neste
caso estas saoc chamadas fungdes de interpolacgao, porgue defi-
nem a deformada de cada parte da estrutura compreendida, no

caso, entre dois nos.

No exemplo da figura II.4(b) e (c) sao mostra-
das as funcgodes de interpola¢gao associadas a dois graus de li-
berdade do nd 3: deslocamento vertical e rotagac, respectiva-
mente. Estas funcgoes podem ser quaisquer, desde gue sejam con
tinuas,tenham suas primeiras derivadas continuas e que satis-

facam as condigdes geométricas de contorno.
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(b)

{c)

e ¥
Yia . 93’(:‘

ot

FIGURA II. 4
VIGA BI-APOIADA DISCRETIZADA EM ELEMENTOS FINITOS

{FIGURA RETIRADA Da ﬂEfEligNCIA i1)

Diante do exposto, pode-se entao concluir que
as coordenadas usadas no método dos elementos finitos sao uma
forma especial de coordenadas generalizadas, e que as funcgoes
de interpolagdo deste método, nada mais sao, do que as defor-
madas padrao Hji(x)' mencionadas nos itens anteriores deste

capitulo, com as seguintes caracteristicas:

- representam deslocamentos, nao mais de toda a estrutura, e

sim de uma parte da mesma - de um elemento finito;

- sao compativeis com os deslocamentos nodais do elemento em

guestao.

Escolhidas as coordenadas generalizadas e as
funcoes de interpolacac de cada elemento finito, pode-se en-

tao escrever
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n
v, (x,t) = l; Wi ®)  q (b

e= 1,2,...,N

Onde e representa o elemento finito em questdo e N o numero

total de elementos em que a estrutura foi dividida.

Seguindo o mesmo raciocinio do iItem II.3 deste
capitulo, pode-se obter por (II.3.10), (II.3.11) e (II.3.20 )

as matrizes de massa m,, de rigidez k e vetor de carga p res

el
pectivamente de cada elemento finito da estrutura. Fazendo
uso de um dos processos descritos na referéncia (8), e possi-
vel montar as matrizes de massa M, de rigidez K e o vetor de
carga P da estrutura como um todo, a partir da superposicao
adequada de @e' Ee e Qe de cada um de seus elementos ( e=1,2,
...,N). Como, na maior parte das vezes, as caracteristicas de
amortecimento de um elemento e (ge) sao de dificil deter-
minacado, a matriz de amortecimento da estrutura como um todo

é obtida atraves de combinacgoes dos termos de M e K.

Diante do exposto, a equagao (II.3.238) fica

completamente determinada.
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Capitulo - III

SUBESTRUTURACAQ E REDUCAO DE GRAUS
DE LIBERDADE EM ANALISE DINAMICA.

III.l) Eguacionamento Basico

No capitulo anterior, foi comentado o uso
do método dos elementos finitos na discretizagao de estrutu -
ras solicitadas dinamicamente. Este método viabilizou a auto-
macao desses tipos de cdlculo, através do uso docomputador,fa
zendo com gue a analise de estruturas mais arrojadas tornasse

possivel de ser executada.

E medida que as estruturas vao ficando mais
complexas, a sua discretizacao em elementos finitos vai geran
do, cada vez mais, um nlmeroc maior de graus de liberdade, po
dendo chegar ao caso de ser impraticdvel a sua andlise dinami
ca, baseada nas equagOes de movimento do sistema estrutural

como um todo.



—-33-

Qutro grande obstdculo a ser enfrentado no
projeto de estruturas mais complexas (caso de estruturas ae-
roniuticas), € gue, normalmente, suas partes sao projetadas
e produzidas por organizagoes diferentes. Este fato dificul-
ta a montagem de um modelo em elementos finitos, para toda a

estrutura, de uma maneira oportuna.

Por estas e por outras razoes, ja menciona-
das no primeiro capitulo deste trabalho, foram desenvolvidos
métodos que permitem, para a maioria dos casos de carregamen
to, a divisao da estrutura em subestruturas,a fim de reali -
zar suas analises individuais. Foram também desenvolvidas
técnicas de sintese modal, a nivel de subestrutura, objeti -
vando uma redugao do sistema de equagoes, no caso da estrutu

ra ser analisada como um todo.

No presente trabalho, s6 serao abordadas as
técnicas sugeridas por Guyan e Graig & Bampton, devido as
suas simplicidades, bons resultados e facilidades de imple -

mentacao numérica.

Com o cbjetivo de facilitar a  compreensao
do processo de subestruturagao com redugao de graus de liber
dade, seri desenvolvida a sua teoria baseada num exemplo de
modelo estrutural nao amortecido, submetido a vibracgoes li-
vres e que seja dividido apenas em duas Subestruturas.
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SUBESTRUTURA o¢ SUSESTRUTURA P

O NOS INTERIORES { INDICE I )
® NOS EXTERIORES [INGICE €}

FIGURA 1.1
SISTEMA ESTRUTURAL FORMADO A PARTIR DE DUAS SUBESTRUTURAS

Seja a estrutura da figura III.l. Podem-se
distinguir dois tipos de pontos nodais para cada subestrutu-
ra: os interiores e os exteriores. Denomina-se no interior
aquele gue nao se liga diretamente a nenhuma outra subestru-
tura e nem a condicoes geométricas de contorno da estrutura
como um todo. NO exterior & aquele que faz parte do sistema
estrutural de uma determinada subestrutura, mas gque nao aten

de ds condigOes anteriores.

Diante do exposteo, tendo-se . como base .. a
discretizacdo de sistemas estruturais pelo método dos elemen
tos finitos, pode-se, entao, escrever para cada subestrutura,
a equagao (II.3.19), agrupando em submatrizes os graus de

liberdade (coord. generalizadas) relativos a nds de mesmo ti

po:
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FM M | -v}ﬂ rK K | [y | i
211 YIE M1 STT SIE b4 Er
g > + < > = q b
7 . T
Mg Meg Vg KiE XEE Ve Po
L s { 48 L 15 L ds L - S
(III1.1.1)

s= X, 3

0 indice I representa os graus de liberdade interiores, o E ,
os de fronteira (exteriores) e o s, a gque subestrutura a egua-

cao esta referida.

Com o objetivo de se reduzir as ordens das ma -
trizes de massa e de rigidez da equacao (III.l.l) ou seja, a

nivel de cada subestrutura, as técnicas de Guyan e de Craig &

Bampton podem ser postas com a seguinte mudanca de coordenadas:

s= x, 3 (III.1.2)

sendo 55 a matriz de mudanca de coordenadas da subestrutura s

e Bs o vetor de suas novas coordenadas, as generalizadas.

ITI.2) Transformacao de Coordenadas Segundo Craig & Bampton.
(2 e 6)

De acordo com Craig & Bampton, a matriz As da

equacado (III.1l.2) é definida da seguinte forma:
[@] IT LH] IE

(ol

ET [Iden‘t:]E

(ITI.2.1)
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-

onde [Ident]_. - é a matriz identidade, [@]II é a matriz
s

dos autovetores da subestrutura em questao, {(considerando os

noés exteriores fixados) definida por (III.2.2), e [H]TE a

dos seus modos de restricao.

[Q]IIS = [{d)}glirl {dj}gli_',z {d?}gli,gli:js

(IT1.2.2)
gli = n® de graus de liberdade interiores da subestrutura s.

Os autovetores da subestrutura s sao obtidos

resolvendo o seguinte sistema de equagoes:

[ISII - Do 911] @1, = 2
S S
(I11.2.3)
sendo EII e MII as matrizes de rigidez e massa da sub-
s S
estrutura s , relativas, apenas, aos seus graus de liberdade
interiores. ATI & a matriz diagonal dos autovalores da
s
subestrutura s, assim definida:
- 2 1
wl
2
w2
AYS: - :
wl
gli
— ~1T
(ITT.2.3)

gli = n? de graus de liberdade interiores da subestrutura s
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A matriz dos autovetores, ou dos modos nor -
mais de vibragao definida por (III.2.2) e obtida por (III.Z2.3),

normalizada em relacao a matriz de massa, permite escrever:

W, 1] - [

IT II 1T
5 S

(I1I1.2.4)

[@T] K1 [ﬂ = A

iI
TI II S
s s
(ITT.2.5)

0s modos de restricao da subestrutura em
questao sao definidos como sendo as deformadas estdticas dos
graus de liberdade interiores do subsistema, devido ao deslo
camento unitario de cada um de seus graus de liberdade exte-
riores, mantendo ©s restantes fixos. Podem ser obtidos, por-
tanto, como respostas a deslocamentos unitarios, na frontei-

ra, sem forg¢as restritivas nos nds interiores. Assim:

Kir X1E Y Q
q 3 = q b
KT Vi P
-TE I*-SEIE L" E ~E s
Jd g - S - -

(I1T.2.6)

Fazendo a multiplicacao da primeira linha ,
tem-se:

g
+
<
fl
(o]

K K
~II Ig ~“IEg ~ Eg (ITI.2.7)
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QOu ainda:

V/ = =K K V
Ig “11 1E, s

S (ITI.2.8)

Pela propria definigao, para cada modo de res-
trigao, tem-se um deslocamento unitario na direcac de um grau
de liberdade exterior, permanecendo os demais nos de frontei-

ra indeslocaveis (vide fig. III.3). Desse modo, obtém-se por

(I11.2.8) um vetor W . para cada vetor Vg iou seja, um
S s
modo de restricao da subestrutura para cada Q'E .
=]
1
V4 _ 0
Eg - 0
mr=1 .
0 s (I11.2.9.a)
0
Ve = |1
mr=2 0
0 )s (ITTI.2.9.b)
0
nr=gle .
i S (III.2.9.c)

mr= n9 do modo de restricao

gle = n? de graus de liberdade exteriores da subestrutura em

questao.



—39-

-1
v _ K v
{'Is} mr BIIS ~1E ‘{ E;} mr

paramr =1, 2, ..., gle

Reunido os vetores V & e 4V I
g mr g mr

em matrizes distintasg, obtém-se (III.2.10) da seguinte for -
ma:

-1
mr=1 mr=2 mr=gle i mr=1

(IT1.2.10)

(Ir7r.2.11)

Substituindo (III.2.9) em (III.2.11),chega-se a :

{?I% {WI} '"”“{”IJ =
mr=1 mr=2 mnr=gle

0 0 "1 |(111.2.12)
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& NOS EXTERIORES

O NOS INTERIQRES

FIGURA I 2
UM MODO NORMAL DE VIBRACAO DE UMA OETERMINADA SUBESTRU-

TURA

(FIGURA GCOPIATA pa REFEREKCiA 6)

® nds EXTERIORES
© NOS INTERIGRES

FIGURA IX. 3
UM MODO DE RESTR!(}EO DE UMA DETERMINADA SUBESTRUTURA

a
[FIGURA COPIADA DA REFERENC!A &)
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Observando-se (III.2.12), conclui-se que a terceira matriz do
segundo membro & uma matriz identidade e, portanto, pode ser
retirada do produto. Dessa forma, chega-se 3 expressao dos mo-

dos de restricao da substrutura s, assim definida :

[&] ={w } {w} y {WI} -
IES I _ 5 mr=2 S mr=gle
mr=1

~IT I--SIE
s

(IIT1.2.13)

As figuras III.2 e III.3 dao uma melhor vi
sdo do gue sejam modos normais de vibracao e de restricao de

uma subestrutura.

Diante do exposto, a transformacac de coordena

das dada por (IIL.1l.2) pode assim ser escrita:

¥ 1 By
¥g = = By By 7 24
Y E ~E
S
s.

(ITI.2.14)

ou ainda:
7 - 7
v 1 [Q] 11 [QLE B;

g E [O] ET [IdengEE B
dg L J s

(ITTI.2.15)
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Por (I11.2.15), obtém-se:

Y = [@] 11 By o+ [H]IE Pr
S s <] s
(III.2.16)
e
Vg = B (IIT.2.17)
S S

As matrizes de massa e de rigidez nas novas coO

ordenadas sao dadas por:

M — ]

Y1 Y1E
ﬁ = AT A =
- ~s5 ~S ~s _ _

1."*"I]'E:I E\"IEE

|s
(I11.2.18)
e
[ & o |
B11 Q
E. = al =
o “s ~s  ~S§
o) K
L EE] o
(I11.2.19)
Onde assubmatrizesM . e K, ; s8o obviamente diagonais, e da
s s

das por (III.2.4) e (III.2.5). Quanto as restantes sao obti -
das por:
N - M + M (1] + [H] (.. [H] + M
YEE_ EE, ET, IE_ g, it (Mie Y Pre_)

(II1.2.20)
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Kee = ¥gp  * g1 [n E
S s
(ITI.2.21)
M = [Q] M [H] + M
-1E_ e T, IE IES)
(IT1I.2.22)

Na concep¢do de subestruturacao até aqui desen
volvida, nenhuma aproximaééo foi introduzida; relativamente a
reducao de graus de liberdade. Pretendendo-se, no entanto,
atingir tal objetivo, a matriz de transformacac de coordena -
das, dada por (III.2.1l), deve ser montada com apenas alguns
dos primeiros modos normais de vibracao da subestrutura em
gquestao. Este fato implicara na reducao das ordens das matri-
zes de massa e de rigidez da subestrutura, quando referidas

as novas coordenadas.

III.3) Transformagao de Coordenadas Segundo Guyan (12)

De acordo com Guyan, a matriz QS da equagao

(I11.1.2) & definida da seguinte forma:

[H]IE

[Ident]EE

S (III.3.1)

onde [Ident]EE & a matriz identidade e [H]IE a dos mo -
s s

dos de restricao da subestrutura s, jad definida em (ITI.2.13).
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Diante do exposto, pode-se concluir que a ma-
triz de mudanca de coordenadas sugerida por Guyan, € um Caso
particular da proposta por Craig & Bampton, sem levar em con-
sideracao os modos normais de vibracao das subestruturas. Des
se modo, ao se aplicar a transformacao de coordenadas propos-—
ta por Guyan, sempre serao reduzidos todos os graus de liber-
dades interiores, nao havendo, portanto, a possibilidade de
se optar pela reducdo de apenas alguns deles, como & possivel

na transformacao de coordenadas sugerida por Craig & Bampton.

Assim, as expressoes (III.2.18) e (III.2.19)to

mam, respectivamente, as seguintes formas:

— T pu—
D--';s - %s Ilﬁs ELs B I'::‘IEES
{I1T.3.2)
Es = 52 B By = IgEE
s (ITT.3.3)
onde,
M _ T - T T
"EEg = [Hlyg ¥y Hlpg + Mg Hlg + [Hlg
< S S s S s
M + M
~1E ~EE (III.3.4)
e
- T -7 T
Kpg = [Hlpg Kyp  [Hlpg + Kpp  [Hlgp + [Hlgg
s S s =} s s S
K1 * %gp

(ITII.3.5)
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£ importante notar que o significado fisico
das coordenadas generalizadas referentes aos graus de liberda
de exteriores é mantido tanto na condensacdo sugerida por
Craig & Bampton, quanto na de Guyan, e 0 seu nUmero nao & re-
duzido. Isto pode constituir uma limitacdo, no caso de subes-

truturas com um grande numero de nés de conexao (exteriores).

III.4) Equacdes de Movimento Utilizando Subestruturagao

Voltando ao exemplo da fig. III.1l, os desloca-
mentos na interface das duas subestruturas tém gue ser iguais,

portanto (10):
B«  ~ By (III.4.1)

E as forcas geradas na mesma regiao sao relacionadas pela se-

guinte expressao:

o

P + P =
7 Eq Eg -~ (ITI.4.2)

As Energias Cinética e Potencial da estrutura

sao obtidas pela soma das correspondentes de cada subestrutu-

ra. Desse modo, por (II.3.7), (II.3.8) e (III.1.2) pode-se
esrever:
.T — s T _ ] . . T -
T = % EE M B =% B, M. B, + % ,B-e ﬂg Beg
{(I11.4.3.)
T = T = T =
U = 1 B K B =1 B K + 1 B K B
i Ll - - i— - .ﬁld ~ aof j Ne ~€ M@
{I1T.4.4)
onde
- _ T
M = A, M, Ay (I1I1.4.5)
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onde B
~ oL

onde

Hcd]

=l

lg

=l

2g

=l

99

onde

-S|

gl
2p B =
. ~p
B
g
i 4
My Mo
M1 Yoo
LMgl M,
r— -
K11 Koo
Ko1 o9
S

e

=1

Pl I

(IT1.4.6)

(IT1.4.7)

(ITI.4.8)

(IIT.4.9)

ov iRy
[

B o

g"d

(IT1.4.10)
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Kip By o-- Kyg

Ke = | Fa1 Ra2 1+ Kog
K K :..R ITI.4.11
L gl g2 g9 ( )

g = n? de graus de liberdade da subestrutura apds a transfor

macao de coord.

Substituindo (III.2.1) em (III.1l2) e aplicando
a transformacdao, recem obtida em (III.4.1), pode-se escrever
a equacdo de restricao (III.4.1) em termos das coordenadas ge

neralizadas B

-1 I
[ (0lg; [Identl. 1, = [ [Olgg tldent]EE](a
B B
“E |u E
é
(1I11.4.12)
Ou ainda:
D B= 0 (IT1.4.13)
onde
D = [ [O]EIQ [Ident] EE_ [O]EIé ~-[Ident] FE i
(ITI.4.14)

e B é definido por (III.4.9), contendo

Joe)
o

o8]
1
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O Lagrangeano da estrutura como um todo pode

assim ser definido:
: T
L = T - U + g D B (II1.4.15)

onde T e U sdo as Energias Cinetica e Potencial da estrutura,
obtidas por (I1I.4.3) e (III.4.4) respectivamente; T €& o ve-
tor dos multiplicadores de Lagrange, D € a matriz definida
por (III.4.14) e B € o vetor deslocamento referido as . novas

coordenadas generalizadas.
Com base em (III.4.15) pode-se entao, escrever

0 sistema de equacdes de movimento da estrutura, aplicando as

equacoes de Lagrange, ja definidas em (II.2.6):

- (3 P
S ~g
(ITI.4.16)

onde g’ pode ser B, ou I e B_ sdo as forcas generalizadas.
28

No caso de vibragoes livres, as Unicas forgas
da estrutura sao as geradas na interface das subestruturas,de
finidas em (III.4.2). O trabalho originado, por uma variagao
de deslocamento { nesta regiao, pode ser escrito como se se-
gue:

dw = (dvg ) P v+ (Vg ) P

L a é
e (ITI1.4.17)

Por (III.4.1) pode-se escrever (III.4.17) da seguinte forma:

§W = ( 4dwg )T (B, + B )

* é (III.4.18)



como

dv

e passand

L = 1
2
)
+ 2
i=1
Mas

=49

Substituindo (III.4.2) em (III.4.18), tem-se

;{W = 0

= ) =P = 0

g (III.4.19)

Substituindo (III.4.3) e (III.4.4) em (III.4.15)

o para notacdo indicial, tem-se:

g g% _ . . EE g
M. B, B, - 1 s> RK..B,B
i=1  §=1 313 2 i=j 421 I *3
g
jéa Diy I3 By (III.4.20)
g ;B g g
.G .= D.. . B,
(III.4.21)
Fazendo a substituicao de (III.4.19),(III.4.20)

e (III.4.21) em {III.4.16), obtém-se:

a 2 1 = B)°-1 > K. (B)°s s
1 . B. - . . B + ZD
dt 25 Z j=1 3 4 2 3=1 *J j=1
9 ] = B, (B)'-1 > F.B) + S D..C. B
- y . . - K.. . R . i
ol BT SIS E e L B BT At LR~ R R

{ITII.4.22)

i=1,2,...,9
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ou ainda

— —y 13 73 J i3 73 =1 7ji 73
=1
at J
i= 1,2,...,9 (II1.4.23)
Fazendo a derivada em relacgao ao tempo de

(II1.4.23), tem-se

3 g by
M,. B, + ;;l Kiy By - D.. ¢: =0

J=1 ij 3 ] 1=1 Ji ]

i=1,2,....,9 (III.4.24)

Escrevendo (I11.4.24) na forma matricial, ob -

tén-se:
M B E B = DY q
2 o2 v & =2 5 2 = (III.4.25)

gue juntamente com (IIIX.4.13) formam o sistema de equacoes de

movimento da estrutura.

Por (III.4.12), tem-se:

- -1 {

B = [Ident] g [0),; By + [Identl . B - [0l By }
é fo a « « ~ é (]

ou

Bp = 0 By + [Idently, Bp -0 B

E, Iy EE, “E Ig

onde EE esta em funcao de QI R EE QI .

e
e « % é
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Usando esta ultima equacdo, & facil obter a se

guinte expressdo para as coordenadas generalizadas B

—~

- r l’]}
B, (Taentl . 9 0 1B, ]
~ o
B 0 [Ident] 0
B = 4 "B« - EE@ - <B. b
- ~E
B &«
]2’@ ~I@ 0 0 [Ident]IIc)
B 0 [Ident] 0 B
~E ~ EE -~ ~I
L g N ol 47
(IT1.4.27)
ou ainda:
B = S R (II11.4.28)
onde
[Ident]IIa- ] .0
0 [Ident] Q
§ - EE@
0 0 [Ident]II
é
0 [Ident]EEq 0
(IT1I.4.29a)
e
}-3-’1,‘
E = ~J gEa‘ b
(IT1I.4.29b)
B1
| 8]
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Por (III.4.29a) e (III.4.14), chega-se a con -
clusao que

B s =0
- (III.4.30)

Derivando (II1I1.4.28) duas vezes em relacac ao

tempo, obtem-se:

B = 5 R (III.4.31)

Substituindo (III.4.31) em (III.4.25), tem-se:

BEs B+ KsB =0D'¢
(ITI.4.32)
Pré-multiplicando ambos os membros da equagao
. T -
acima por S obtem-se:
s Bs B+ g Rgro-siRg
({III1.4.33)
ou ainda
ﬁ‘R+ﬁR=O
™~ o S i~
{IIT.4.34)
onde:
E—1 T_
M=§ M S (IIT.4.35)
= T -
K = &S 5 % {ITT.4.36)
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sT o' ¢ =(p s)" ¢ = 0 por (IIT.4.30)

O sistema de equacgoes - (III.4.34) traduz o
movimento da estrutura como um todo submetida a vibracoes li-

vres.

As expressoes até aqui deduzidas permitem, por
tanto, que se combinem as vantagens do uso da subestruturagao
com as decorrentes de uma transformacao de coordenadas , que
possibilita uma redugdo substancial do numero de graus de li-
berdade a considerar e, consequentemente, uma economia rele -

vante de operacoes a serem efetuadas pelo computador.
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Capitulo IV

ANALISE E COMPARAGAC
DE RESULTADOS

Com o objetivo de comparar a eficiéncia dos mé
todos de reducgdo de graus de liberdade, ao nivel de subestru-
turas, preconizadoes por Craig & Bampton e por Guyan, foram
analisadas trés estruturas tipo pértico plano, através do pro
grama automatico, gque se encontra em anexo. Para cada uma de-
las, foram calculadas as frequéncias e os modos de vibracado ,
usando ou nhao, as técnicas supracitadas. Foi suposto como exa
tos os resultados obtidos sem o uso de subestruturagaoc e ser-
viram de base para o calculo das acuracias dos dois métodos
de condensacgaoc em estudo. O calculo das frequencias e dos mo-
dos de vibracgac das subestruturas ou da estrutura como um to-
do foi feito através da iteragac por subespagos e do método

de Jacobi.
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12 Exemplo:

Seja a viga bi-engastada da fig.IV.l, a qual &
constituida por 14 nos e 13 barras. Uma das maneiras de se re
duzirem seus graus de liberdade & dividi-la em tres subestru-

turas e condensar os nds interiores das mesmas.

A fig. IV.2 mostra a viga em questao dividida
em trés subestruturas e a fig. IV.3, a mesma viga, apds a re-
ducdo dos nds interiores. Como a estrutura analisada &€ do ti
po pdrtico plano, pode-se notar pela fig. IV.2 uma reducgao de
9,12 e 9 graus de liberdade nas subestruturas 1, 2 e 3 respec
tivamente, no caso do método de Guyan ser aplicado. Empregan-
do o método de Craig & Bampton, o numero de graus de liberda-
de a ser reduzido & igual ao somatdorio dos nds interiores das
diversas subestruturas multiplicado por tres (portico plano )
e subtraido do numero total de modos de vibracéo, de todas as
subestruturas, utilizados na montagem de suas respectivas ma-
trizes de mudanca de coordenadas. Desse modco, no caso de ser
usado 4,6 e 4 modos de vibracao na montagem das matrizes de
mudanca de coordenadas das subestruturas 1, 2 e 3 respectiva-
mente (vide quadro 1), o numero de graus de liberdade reduzi-
dos & igual a (3 + 4 + 3 }) X3 = (4 + 6 + 4 ) = 16. No caso
de ser usado 3,5 e 3 modos, o numero total de graus de liber-
dade reduzidos & (3 + 4 + 3)X 3 - (3 + 5 + 3 ) = 19 .

0 quadro 1 fornece os resultados das oito pri-
meiras frequéncias da estrutura em guestaoc. A primeira linha,
de titulo "sem subestruturacao”, da as frequéncias da viga
calculada sem o uso de subestruturagao. Esseé resultados fo -
ram tomados como mais exatos € serviram de base para o calculo das
acuracias dos métodos de reducao de graus de liberdade aborda

dos neste . trabalho.

Fazendo uma analise dos resultados, chega-se a

conclusao que a reducao de Craig & Bampton fornece melhores



~56—

s 293

- — N

¢
FIGURA {V-1-VIGA Bl - ENGASTADA CONSTITUIDA POR

14 NOS £ 13 BARRAS-

SUBESTRUTURA @ SUBESTAUTURA @ SUBESTRUTURA @

% |

izslzs}zslzs'
! b oo !

I
¢

I
o- NOS INTERIORES
*+- NOS EXTERIORES

FIGURA IV -2 - DIVISAO DA VIGA DA FIGURA IV-1 EM

~
TRES SUBESTRUTURAS:

100 l 1040

[P -
-

FIGURA IV-3. VIGA DA . FIGURA IV-1 APGCS REDUGAO DOS

NOS INTERIORES -



RESULTADOS

REFERENTES A ESTRUTURA

CRAIG $ BAMPTON

QUADRO | COMPARACAQ DOS
ld
DA FIGURA V-] ,USANDO 0OS METODOS DE
E DE GUYAN-:
FREQUENCIAS
4 ({HZ)
METOQODOQ
DE REDUCAO D ' e 29 3¢ 49 59 69 7 e ae
GRAUS DE LIBERDAD
* L lne monos
”ﬁr ,:- RO 138, 45713 369 , 57046 TI8,37281 TES , 48267 1188, 44343 |isas snsnry 16 84,028720 | 2290 420982
%% 0 A
AN
@vﬁé 4
N ACURACIA — — — —_— e — e —
o NP MODOS ®
w 4 P I55,48828 |369,63225 713,48678 76%,80479 | 1155, 99608 |1544 37409 | 1602, 08319 | 2299 3832
'é 1 L]
t&h{p )
g} ACURACIA 00,0008 % 00,0146 % 0,01B9% %] 0,0088 % 0,047 8 % 00,0380 %] 00,2430 % | 0,308%8 %
?
<) N? MODOS *®
e 138,45828 | 369,63225 [713,4867H T66,07008 1186,99608 | 1648,30048 | 1689, 083I9| 2 295,883)2
(_,Qh N 3,5, 3
Q
Qv."‘ ACURKCIA 0,0008% 00,0146 % 0,0189 % 0,0793% % 00,0478 % | 00,2893 % 0,2430 % 0,389%8 %
2
,\t’ N MODOS 138 ,486866 | 5370,22T733 714 ,47006) 778 ,792%8 1T7,01987 —_— e —_—
ha Mo 2,0
Gh «Q 1 X .
& '
Qv» ACURACIA 00,0070 % 0,17 586 % 0,538 % 1,34 985 9 1,867T3 9% —_— ——— —
N MODOS =
0,0,0 136 , 00040 376,68278 859, 92924 —— _ ——er —_— _—
4Y
o ACURACIA 0,8070 %| 1,9223 % | 20,54 azed —_— _ _ . -
VIBRAQEO '(AUTOVETORES) USADOS NA MONTAGEM DA MATRI Z DE

s — N? DE

MUDANGCA

MODOS DE
COORDENADAS

DE

DE CADA

SUBESTRUTURA -
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resultados que a redugac de Guyan, e gue aqueles sdo tac mais
precisos quanto maior for o numero de modos de vibragdo (auto
vetores) usados na montagem da matriz de mudanca de coordena-

das de cada subestrutura.

Verifica-se gue a reducao de Guyan, apresenta
uma discrepancia de 20,54% na terceira frequéncia de vibragao
da estrutura. Fazendo uma comparagac do terceiro modo de vi -
bragac calculado por Guyan, por Craig & Brampton e sem © UusO
de subestruturagaoc, conclui-se que o método de Guyan, no caso
deste exemplo, ja fornece o terceiro modo um pouco distorcido
em relacdo ao exato, nao acontecendo o mesmo com o método de

Craig & Bampton (vide fig, IV.4).

29 Exemplo:

A segunda estrutura analisada & constituida
por um poOrtico planc engastado na base. Com o objetivo de em-
pregar os metodos de Craig & Bampton e de Guyan, a estrutura
foi dividida em duas subestruturas. No caso da aplicagao da
técnica de Guyan, foram reduzidos 12 nds (12 X 3 = 36 graus
de liberdade) da subestrutura 1 e 4 nés ( 4 X 3 = 12 graus de
liberdade) da subestrutura 2 (vide fig. IV.6). Empregando o
método preconizado por Craig & Bampton, como ja foi explica-
do no exemplo anterior, o nimero de graus de liberdade a ser
reduzido depende do nimero de modos de vibracao de cada subes
trutura, usados na montagem de suas respectivas matrizes de
mudanga de coordenadas. Sendo assim, de acordo com o gquadro 2,
gquando sao empregados 24 e 6 modos de vibracao na montagem
das matrizes de mudang¢a de coordenadas das subestruturas 1 e
2 respectivamente, consegque-se uma redugao de (12 + 4 ) X 3 -
( 24 + 6 ) = 18 graus de liberdade. No caso do uso de 15 e &
modos, tem-se uma reducgao de (12 + 4) X 3 - (15 + 6)=27 graus

de liberdade. E relativamente ac ultimo exemplo do quadro 2 ,
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QUADRO 2

COMPARACAO

DA FIGURA IV-5 ,USANDO OS METODOS DE
E DE GUYAN-

DOS

RESULTADOS

REFERENTES A ESTRUTURA
CRAH3§ BAMP TON

REQUENCIAS
€rooo {HZ)
w - g e Q ¢ ? 62 e 9
DE REDUCAOD D ' 2 3 4 5 7 8
AT
+ SN MODOS
¢ 27, 98284 By, 16319 161,850 469 163,76720 199 ,51657 241,48077 261, 42 814 307,69348
.)be .'.0
NS : -
a" @ ACURACIA — - — "
'S N® MODOS a
Q?\ 0*_ 24,6 27,98287 868,16658 16),51394 163 ,78777 199, 67869 241,50833 261,64659 30T, 76646 é‘
BS v
VQ ACURA:CIA 0, 00011 % 0,00385% | 0,00873 %| 0,00648 % 0,0351{64% G,01141 % 0,08367 % 0,08300 %
2
?
& - N MODOS 27, 986288 88, 16849 ] 181 ,561489¢1 163, 77963 | 198, 62142 24, BAITS 261, TRETI 307,82 107
@% o 15,6
o Q‘\
Qv ACURACIA 0,00014 %| 0,008601 %] 0,00633 %} 0,01370 %| 0,063085 %| 0,028256 %| 0,14089 %| 0,07400 %
N N? MODOS »
- 27,986289 e8 , 17070 161 ,81873] 184, 2186062 | 199,970385 241 885207} 308 ,01110 529,27999
Yy o83 .
\ /
Q‘,‘* ACURACIA 0,00018 % 0,00802 %| 0,00869% ] 0,28140 %| o, 22794 % 0,02983 %| 17,81866% 7, 080393 %
N® MODOS =
* 0. 0 20 370409} 80, 82397 168,233 9] 204,96484 275,088 T 298,15901 362, 87T3868] 495,96658
1
0*“ !
@ ACURACIA 1,36802%§ 2,6777T4 % 4,16613% )] 29,163868%] 37, 8067832%| 23, 4T7112%)] 30,80434%] 6),23782 %
» -« N® DE MODOS DE VIBRAOI\O (AUTOVETORES ) USADOS NA MONTAGEM 0 A MATRIZ OE
MUDANGA DE COORDENADAS DE CADA SUBESTRUTURA -
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quando se emprega 5 e 3 modos na mudan¢a de coordenadas das
subestruturas 1 e 2 respectivamente, consegue-se uma reducao
de (12 + 4 ) X3 - (5 + 3 ) = 40 graus de liberdade. Foram
calculadas também as frequéncias e os modos de vibracac sem
o uso de subestruturacao (éonsiderados como exatos), para

analise da acuracia dos dois métodos em estudo .

Comparando os resultados, tidos como exatos ,
com os calculados pelos métodos de Guyan e Craig & Bampton ,
confirma-se, mais uma vez, a superioridade deste ultimo em
relagdo ao primeiro (vide quadro 2). Nota-se tambem, que a
acuracia do método de Craig & Bampton melhora com © ' aumento
do namero de modos de vibracao usados na montagem das matri-

zes de mudanca de coordenadas das subestruturas.

39 Exemplo:

Este exemplo constitui-se de um portico engas-
tado na base. Objetivando a reducac de graus de liberdade,di
vidiu-se a estrutura em trés subestruturas e reduziu-se oS
nos interiores de cada uma delas (vide fig. IV.8 , IV.9 e
Iv.10).

0O guadro 3 fornece os resultados obtidos usan-
do as duas técnicas de redugdo de graus de liberdade,através

da subestruturacac, abordadas neste trabalho.

Fazendo uma analise comparativa, pode-se notar
que o método de Guyan apresentou uma discrepancia de 20,8%

ja na primeira frequéncia de vibracdo. Verifica-se também queo
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metodo de Craig & Bampton tornece resultados razoavels, quan-
do s3o usados 3,2 e 2 autovetores nas matrizes de mudanca de
coordenadas das subestruturas 1,2 e 3 respectivamente. O au -
mento do numero de modos de vibracao (autovetores) utilizados
na montagem destas matrizes nao contribui, neste caso, para
a melhoria da precisdao do método. Este comportamento deve-se
ao fato de gque os modos adicionais correspondentes ac aumento
do numero de autovetores usados na mudanca de coordenadas das
subestruturas, nhao contribuem para os primeiros modos de vi -
bracao da estrutﬁra como um todo. Como nas suas determinacoes
sio feitas aproximagdes inerentes ao método e as operagées‘em
ponto flutuante, os resultados em vez de melhorarem, tendem a
plorar.

/
APOS
INTERIORES

A



QUADRO 3: COMPARACAO

DE GUYAN:

DOS RESULTADOS
’
DA FIGURA IV-8 USANDO OS METODOS DE CRAIG& BAMPTON

\
REFERENTES A

ESTRUTURA

FREQUENCIAS

: (HZ)
METODO
DE REDUCAO D '8 2 3¢ 42 8¢ 62 re 8@
GRAUYS D LIBER
¥ 0«‘:’ N2 MODOS
n,“’ ,\Qo —_— 41,8651 9 152,94306 li184, 76999 210, 53232 219 ,96211 273,8879! 301,465852f302,66423
Q'
S Y — —
o @ ACURACIA —— —_— e —— — ——
NE. MODOS
\(" * 15, 6 6 4),857710 148,65874 igga, 312858 203,28498 204,819135 223,700083 | 2080,02626 | 208% ,867104
@EAP
[¥] Q ,
q;"* ACURACIA c,6881 % 2,8032 % 1,9 259% 3,4423 9% 6,80 41 % 18,5268 % T,1118 % 4,29 29 %
° N® MODOS =
v.\ 0\\ 9 4.4 41, 87751 I8, 660859 | 188,46036| 203, 47779 | zoa,87236 | 223,773590)] 200,9000e5)] 2e9,P4713
« H 1
(J?&Q j
,bV" ACURACIA 0,687 % 2,79 48 % 1,9972 % 1 ,3508 % 6,8801 % 18 ,3002 %| 8 ,79172 %] 4,2347 %
L] N® MODOS »
o « 4:,50026 148,86007 189, 70435 | 208, 63033 214,608174 230,09369 298, 27519 | 298,82149
C‘Q.Qqq“o 3,2 ,2
Qv-" ACURACLA 0,6803% % | 2,68 95 % 2,8705% 2,32 83 % 2,4005 % 15,7008 %| 1, 0883 2% |1,2386 ¢
N® MODOSSK
$0,57464 213,29972 2268 ,93838 | 256, ,06219 339,97972 336, 91380 379, 4T845]| 466,23929
v+ 0, 0,0
- /
&\3 ACURACIA 20,8033 % | 39, 46 34°% 22,8222 %] 21,6280 %) 54,5628 % | 30, 3090% 28,0772 %] 54,0450 %
#a - N DE MODOS DE VIBR&CA.O (AUTOVETORES) USADOS NA MONTAGEM DA MATRI Z DE
MUDANCA DE COORDENADAS OE CADA SUBESTRUTURA -
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Capitulo V

CONCLUSQES E SUGESTOES PARA
DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Entre outras, a principal razao da utilizac¢do da  técnica
de subestruturac¢ao em um programa automatico decorreria de
um balanco entre os beneficios em tempo de computagdo nas
analises que se pretende realizar e o esforgo de programa-

¢a0 que seja necessario para o conseguir.

A adequada aplicacao do Método de Craig & Bampton conduz a
um excelente modelo numérico de dimensodes reduzidas, apro-
priado a determinacao da resposta dindmica de estruturas .
no caso em gue nesta resposta se tenha a participacgao ape-

nas dos primeiros modos de vibragao.

As primeiras frequéncias de vibragdo livre ndo amortecida
de uma estrutura, calculadas adequadamente pelos métodos
de Craig & Bampton e de Guyan, aproximam-se bastante dos

valores exatos para a maiocria das estruturas.

Os resultados obtidos pelo método de Craig & Bampton sao

mais precisos que os determinados pelo metodo de Guyan.
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5) O método de Guyan exige um menor esforgo computacional que
o método de Craig & Bampton, por este necessitar do calcu-
lo de alguns modos de vibragaoc de cada subestrutura para a

montagem de suas matrizes de mudanga de coordenadas.

6) A precisdao do método de Craig & Bampton aumenta com O
acréscimo do numero de autovetores usados na montagem da
matriz de mudanga de coordenadas de cada subestrutura, se
estes contribuirem efetivamente para os modos de vibracao
da estrutura como um todo que se queira calcular. Este fa-
to concorre para méjorar o esforco computacional na anali-

se de estruturas pelo método em gquestao,

7) A continuagao deste estudo poderia ser feito através de:

7.1) Emprego das técnicas de condensacao abordadas neste
trabalho em outros tipos de estruturas tais ceocmo gre-
lha, treliga plana, trelica espacial e portico espa -

cial.

7.2) Analise de estruturas submetidas a vibracgoes forcadas,
empregando subestruturacao e redugdao de graus de 1li -
berdade.

7.3) Emprego da técnica de subestruturagao em estruturas

divididas em mais de um nivel de subestruturas.

7.4) Em certos casos, como no calculo de estruturas "off -
shore", existe o interesse na determinacao de alguns
modos de vibracdao da estrutura que nao fazem parte dos
‘primeiros modos. Uma maneira de obté-los, usando a
tecnica de subestruturag¢ao com redugao de graus de 1i
berdade, seria utilizando a transformacao de coordena
das preconizada por Craig & Bampton com a seguinte al
teragao: ao invés da matriz [@]II conter os primei -~
ros autovetores da subestrutura ss, ela seria forma-
da por um conjunto de vetores linearmente independen-

tes, por exemplo os de Ritz.
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ANEXO - PROGRAMA AUTOMATICO
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- FLUXOGRAMA GERAL DO PROGRAMA -

ENTRADA DE DADGS DA ESTRUTURA COMO UM TODO E SUA IMPRESSAO
PARA VERIFICAGCAO

MONTAGEM DO VETOR APONTADOR DA ESTRUTURA COMO UM TODO

1
v 2 N
= 2 TRUTURAS
\I I, N DE iUBES uUTu Da
LEITURA E IMPRESSAQ DOS DADOS DA SUBESTRUTURA [
1

MCNTAGEM DO VETOR APO‘NTADOR DA SUBESTRUTURA ]

|
MONTAGEM DA MATRIZ DE R!GIDEZ DA SUBESTRUTURA I EM

S KYLINE

- I -
CONSIDERACAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO DA SUBESTRUTURAI
1
MONTAGEM DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE DA SUBESTRUTURA I
£EM "SK‘:LINE"

REDUCAC DE CRAIG © ?

[cALcuLO DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES DA SUBESTRUTURA ﬂ
1

2 | -TRANSFORMACAO DA MATRIZ K¢ , RELATIVA A SUBESTRUTURA I, DA FOR
| ma "skYLINE" PARA RETANGULAR:

© |_MONTAGEM DA MATRIZ DE MUDANGA DE COORDENADAS RELATIVA
8| W suBesTRUTURA I

~ |-DESCONSIDERAGCAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO DA SUBESTRUTURAI
E -OBTENGAO DAS MATRIZES DE MASSA E DE RIGIDEZ DA SUBESTRUTU
I{RATEM COORDENADAS GENERALIZADAS (MATRIZES REDUZIDAS)  ~

1
MONTAGEM DAS MATRIZES DE MASSA E DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA COMO
UM TODC, EM "SKYLINE" E EM COORDENADAS GENERALIZADAS (MATRI

ZES REDUZIDAS ), A PARTIR DO "ESPALHAMENTO" DOS TERMOS
DAS MATRIZES DE MASSA E DE RIGIDEZ ,TAMBEM EM

COORDENADAS GENERALIZADAS, DE CADA SUBESTRUTURAI

<

CONSIDERAGE\O DOS VINCULOS DA ESTRUTURA COMO UM TODO

CA‘LCULO 00S AUTOVALORES E AUTOVETORES ©OA ESTRUTURA
COMO UM TODO EM COORDENADAS GENERALIZADAS

OBTENGAO DAS FREQUENCIAS E DOS MODOS DE VIBRA

CAO OA ESTRUTURA COMO UM TODO EM COORDENADAS

FISICAS
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2) Apresentacao das Rotinas gue Integram o Programa.

2.1 ) Programa Principal

)

Compoe-se de:

a)
b)

c)

d)

e}
£)

g)
h)
i)
3
1)

m}

n)

o)

p)

q)
r)

Entrada e impressao de dados da estrutura.
Montagem do vetor apontador da estrutura.
Leitura e impressac de dados de cada subes
trutura.

Montagem do vetor apontador de cada subes-
trutura.

Chamada da subrotina RIGSKY.

Consideracao das condi¢oes de contorno de
cada subestrutura.

Chamada da subrotina MASSKY.

Chamada da subrotina SSPACE.

Chamada da subrotina TSIESR.

Chamada da subrotina CHPERF.

Chamada da subrotina MOCRAG ou MOGUYA.
Desconsideracdo das condigoes de contorno
de cada subestrutura.

Chamada da subrotina MUTIVE.

Montagem das matrizes reduzidas de massa e
rigidez da estrutura.

Considerag¢ao dos vinculos existentes da es
trutura.

Chamada da subrotina SSPACE.

Transformacao de coordenadas generalizadas

para fisicas.

Subrotina RIGSKY

Paz a montagem da matriz de rigidez de cada

subestrutura, usando a técnica de armazenamen

to em "Skyline".
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2.4

)
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Subrotina MASSKY

Faz a montagem da matriz de massa consistente
de cada subestrutura, usando a téecnica de ar-

mazenamento em "Skyline'.

Subrotina SSPACE

Calcula os primeiros autovalores e autoveto
res, usando .iterac¢des por subespaco. Ela é
composta por gquatro subrotinas:

a) Subrotina DECOMP:

Fatora a matriz de rigidez de cada sub

estrutura:

K = LDL "

~

onde | € uma matriz triangular inferior
e D & uma matriz diagonal.
b) Subrotina REDBAK

Faz a reducdo e a retro substituigao dos

vetores de iteracao.

c) Subrotina MULT

Faz a multiplicacao de B por RR armazenan-

do o resultado em TT.

d) Subrotina JACORI

Resolve © problema de autovaler e auto -
vetor, wusando a técnica de iteracao ge

neralizada de Jacobi.
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Subrotina TSIESR

Modifica a técnica de armazenamento da matriz

§IE de cada subestrutura. Passa de"Skyline

para retangular.

Subrotina CHPERF

Obtém o valor de EII resolvendo ¢ sistema:

= =X , onde . K__ & armaze -

*
X ~1T

~IT EII ~1E
nado em "Skyline" e Fir € - K sao matrizes
retangulares.

Subrotina MOCRAG

Faz a montagem da matriz, segundo Craig, que
viabiliza a mudanca de coordenadas de fisicas

para generalizadas,
Subrotina MOGUYA

Faz a montagem da matriz segundo Guyan, - a
qual viabiliza a mudanca de coordenadas de fi

sicas para generalizadas.

Subrotina MUTIVE

Faz a multiplicagao de uma matriz armazenada
em "Skyline" por uma retangular: RET = B * Y,
onde B € a matriz armazenada em "Skyline", ¥
€ a matriz retangular e RET & a matriz solu -

cdo retangularizada.
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3 ) Manual do Programa

3.1 ) Sinopse

Este programa destina-se ao calculo de vibra-
coes livres ndo amortecidas em estruturas tipo pdrtico plano,
formadas por barras de eixo reto e segao transversal constan-
te.

Na analise estrutural, pode ser usada a téc-
nica de subestruturacao em apenas um nivel, quando, na entra
da de dados, o nimero de subestruturas (NSUB) for superior a

un.

Quando existem mais de uma subestrutura, es-
te programa faz uso da reducao de graus de liberdade , a ni

vel de cada subestrutura, segundo os processos desenvolvidos

por Craig & Bampton ou Guyan.

Para o calculo dos autovalores e autovetores
& utilizado o método de iteragao por subespacgo juntamente
com o de Jacobi, onde o armazenamento das matrizes de massa
consistente e de rigidez & feito por altura efetiva de colu-

na "Skyline".

_ Para a introdugao das condigoes de contorno,
seja a nivel de subestrutura ou da estrutura como um todo, e
usada a técnica de se colocar um numerc muito grande na dia-
gonal da matriz de rigidez, correspondente a diregéo de des~

locamento restringida.

Na versao atual, este programa pode resolver
estruturas com até 29 ndés e 44 barras, podendo-se aumentar ou

diminuir este nimero alterando-se adequadamente os "dimensiond'.
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N3o ha limitacao para o numero de subestrutu -

ras a que uma estrutura estara subdividida, desde que esteja

de acordo com os dimensionamentos de vetores e matrizes.

3.2) Ficha

3.2.1)

3.2.2)

3.2.3)

3.2.4)

3.2.5)

O objetivo do programa € a analise de
vibra¢des livres ndo amortecidas em por
ticos planos rigidos usando subestrutu-

racao e reducdo de graus de liberdade.

Autor:

Larrey Cysne

Data de implantacao:

novembro/85

Linguagem
FORTRAN

Computador:
IBM 370/4341 com 2 mega bytes de memd

ria e 1 unidade de disco 3330

3.3) Caracteristicas.

A) Sentidos Positivos em um no i:

L
3
- l— 19——!3

!

2
B) Todas as barras de uma subestrutura devem

ter o mesmo Modulo de Elasticidade (E).
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C) Tanto a numeracaoc da estrutura como : as
das subestruturas devem comecgar pelos

nos interiores.

D) As freguéncias calculadas sao fornecidas

em Hgz.

3.4 ) Entrada de Dados

Nao serao dadas explicagoes sobre as  varid-
veis neste manual.

Os dados devem ter coeréncia na unidade.

3.4.1.) Titulo (6 cartoes)

- Obra: 50 espagos alfanuméricos ( 1

cartao)

- Cliente: 50 espacgos alfanuméricos
(1 cartao)

~ Unidades: . comprimento: 10 espagos
alfanuméricos (1 cartao)

. Méd. Elasticidade: 10 espagos al-
fanuméricos (1 cartio)

. Frequéncia: 10 espégos alfanumé -

ricos (1 cartao)

. Dens. Especifica: 10 espagos alfa

numéricos. {1 cartao)

3.4,2 ) Dados sobre a estrutura: (1 cartio)

il

NSUB niimero de subestruturas.

NNT = namerc total de nés da estrutu

ra ( O 19 nd de cada subestru-
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NROOQOTF

NMAX

MXNJ

MINI

MNROOT

NRED

tura engloba todos os graus de
liberdade interiores). Entao :
NNT = niimero de nds exteriores
de cada subestrutura apds o
acoplamento + nimero de subes-
truturas (no caso da ' Redugao
de Graig). NNT = nimero de nds
exteriores de cada subestrutu-
ra apds o acoplamento ( no ca-

s6 da Reducao de Guyan).
= numero de autovalores e auto
vetores desejados para a es-

trutura.

namero maximo de barras den-

it

tre as subestruturas.

nimerc maximo de nds dentre

as subestruturas

= numero minimo de nds ° iterio:

res dentre as subestruturas.

numero maximo de autovalores

dentre as subestruturas.

= varifvel que indica se nao
serd usada  subestruturacao
ou casc contrario, se sera
usada redugao de Craig ou de
Cuyan: NRED = 0 nao subes -

truturacao
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NRED = 1 Red. de
Guyan
NRED = 2 Red. de
GCraig

[Format u*-(BISH

3.4.3) Constantes e "Chaves" do Programa ( 1

3.4.4)

Cartio)

RTOL = tolerancia para convergencia no

calculo dos autovalores.

NITEM= numerc maximo de iteragoes por
subespacgo permitida - usado no
calculo dos autovalores e auto-
vetores.

IFPR = "Chave" de imprimir ou ndo  os
autovalores e autovetores an -

tes de ter atingido a convergen
Se IFPR =
Se IFPR =1 ,

cia. 0 , nao imprime.

imprime.
[Format —— (E 10.2, 215)]

NNSUB (1) (1 cartao)

Vetor que armazena o n? de nos de cada
subestrutura desacoplada, apos a redu-
cao de Craig ou de Guyan. Cada termo
dé vetor sera igual ao namero de nos
exteriores da subestrutura I + 1 {redu
de

( redu

gdo de Craig) ou igual ao numero

nos exteriores da subestrutura I
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¢do de Guyan).
[Format — ( 5 I 5) ]
3.4.,5.) NDNT (I,J) (1 cartao)

Matriz de incidéncia da estrutura como
um todo apds redugao e acoplamento das
subestruturas. I — linha = n? da subeg
trutura; J— coluna = n¢ dos nds da
subestrutura I. Os dados sao colocados
num mesmo cartaoc seguindo a ordem das

subestruturas.

[Format-—+(1015ﬂ

3.4.6_) Alguns dados ( 1 cartao )

NJA = nimero de nds da estrutura como

um todo que tenha pelo menos um apoio.

KH = 3 * { 0 somatdorio do ne de nos
de cada subestrutura,consideran-
do~-as nao acopladas e na¢ reduzi

das).

[Format (215ﬂ

3.4.7 ) Consideragaco das condigoes de contorno

da estrutura ( NJA CartCes )

I = n? do nod
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IEST]1 = direcao x
IEST2 = diregdo y Se = 0 — livre
IEST3 = rotagao S = 1 —> restringida

[Format——+ (4 1 59

3.4.8) Dados scbre as Subestruturas (NSUB car-

toes)

I = numero do primeiro né de cada subes
trutura, na numeragao global da es-
trutura, apds reducao e acoplamento

das diversas subestruturas.

NROOT = numero de autovalores e autoveto
res desejados para cada subestru
tura e que serao utilizados na

reducdo de Craig

[Format—-( 21 5)]

3.4.9) Dados sobre as Subestruturas:(l cartao)

N = nimero de barras da subestrutura

NJ = numero de nos da subestrutura

NT = nimero de nos interiores da subes
trutura

NROOT = nimero de autovalores e autoveto-
res desejados ‘para a subestrutu
ra

E = Modulo de Elasticdidade da subes -
trutura.

[Format-——u(415, E 10.2)]
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3.4.10) Coordenadas e Restricoes dos Nos das

Subestruturas: (NJ cartoes)

K = nimero do nd da subestrutura

X(K)= coordenada % do no K

Y (K) = coordenada y do no K

IRL(K)= restrigdc do nd K. Se IRL(K)=
1, estad restringido— no exte
rior da subestrutura. Se IRL
{(K) = 0, nd livre — nd inte-

rior da subestrutura.

[Format (I5, 2F10.3, 15)]

3.4.11) Caracteristicas das Barras das Subes-

truturas: (N cartoes)

I = namero da barra

NDN(I,l) = no inicial da barra I

NDN{I,2) = n6 final da barra I

AX(I) = area da secao transversal
da barra I

IZ(I) = momento de inércia da bar-
ra I

RO(I) = peso egpecifico da barra I

OBS: 1) O0s itens {3.4.9) a (3.4.11) devem ser repeti
dos na ordem apresentada tantas vezes guan -

tas forem as Subestruturas.

2) Caso o usuario nao queira usar subestrutura-

30,0 programa interpreta como se toda a  estrutura
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formasse apenas uma subestrutura. E os seguin-

tes itens de entrada de dados sio necessarios:

(3.4.1)

(3.4.2) com NSUB = 1
(3.4.3)
(3.4.4)
(3.4.9)
(3.4.10)
(3.4.11)

apenas 1 vez
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