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O TEOREMA DA ACOMODACAO E SUAS APLICACOES

Fabio Rosa da Fonseca
Julho de 1984

ORIENTADOR: Sydnev M. G. dos Santos
PROGRAMA: Engenharia Civil

Inicialmente procuram-se rever o0s conceitos basi-
cos do calculo estrutural na fase plastica, prosseguindo com

suas vantagens e depois com alguns métodos de resolugdo.

Dai em diante comega-se o estudo da Acomodagao Es
Zrutunal. Mostram-se os ensaios executados por NEAL e SYMONDS em
pOrticos metalicos, e em sequida se demonstra o teorema da acomo

dacaoc sob dois angulos: momentos e tensdes residuais.

Finalmente tecem-se conclusoes sobre os métodos de

calculo plastico levando-se em conta o teorema da acomodagio.

Como apéndice inclui-se o cdlculo plastico aplica-

do ao concreto armado, nas apresentagées de BAKER e de MACCHI.



ABSTRACT QOF THESIS PRESENTED TO COPPE/UFRJ AS PARTIAL FULFILL-
MENT OF THE REQUIREMENTS FOR THE DEGREE OF MASTER QF SCIENCE
(M. Sc.}

THE SHAKE-DOWN THEOREM AND ITS APPLICATIONS

Fabio Rosa da Fonseca
July, 1984

CHAIRMAN: Sydnevy M. G. dos Santos
DEPARTMENT: Civil Engineering

In this work, the basic concepts related to the
plastic design of structures are reviewed. The advantages and

some methods of the plastic design are presented.

The shake-down problem is studied. The tests of me
talic frames carried out by NEAL and SYMONDS are shown and the
shake-down theorem is proved, in terms of residual bending mo-—

ments and residual stresses.

Conclusions about the plastic design, taking into

account the shake-down theorem, are given.

The plastic design of reinforced concrete, accor

ding to BAKER and MACCHI, is also commented.
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LISTA DE NOTACOES

fyk - tensao de escoamento

C - resultante de compressao

T - resultante de tracgao

z - brago de alavanca na segao
méim - momento elastico limite

- momento elasto-plastico

ep
m, - momento de plastificacao
B - nicleo elastico
Sp - setor plastico
Y - fator de forma
W - carregamento qualquer
W, - carregamento de colapso plastico
¢ - rotagao
Cg - combinagao de i, j a j. 0 < j < i
W, - carregamento de colapso incremental
W, - carregamento de colapso por plasticidade alternada
W - carregamento de acomoda¢io

m - momento residual
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ix

momento solicitante

momento eldstico

segao genérica

momentce residual particular
momento elastico maximo

momento elastico minimo

rigidez eléastica

mddulo de elasticidade longitudial
gquantidade dimensional

incremento infinitesimal
deformagao unitaria

deformacaoc elastica

deformacao permanente

tensao total

tensao para comportamento elastico
tensao residual

tensao de acomodacgao

deformagao de acomodagao

energia ficticia de deformacgao (Koiter)
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- resistencia caracteristica do concreto a compressao
- area de ago

- grau de hiperestaticidade



CAPITULO I

CONCEITUACOES E DEFINICOES

No cdlculo na fase pliastica existem dois caminhos
classicos, muito afins, poré&m, basicamente distintos: a verdfiea

¢ao e o prefeto.

Na verdificacdo: a estrutura & conhecida em geome-
tria, propriedades mecanicas e seu material constitutivo. Pesqui

sa-se a carga de colapso.

No procjete: as cargas de colapso e as propriedades
mecdnicas do material sao adotadas. Projeta-se uma estrutura que
em geral, terd gue atender a condigOes arquitetdnicas e econdmi-

cas, além das resistentes.

1.1 - MOMENTO DE PLASTIFICACAO, CARCA DE COLAPSO E ROTULA PLAS-

TICA
Consideremos uma viga bi-apoiada de se¢ao retangu-
lar com uma carga concentrada P, no meio do vao (Figura l.a),
constituida de um material que tem a lei tensao-deformagac mos-—

trada na (Figura 1l.b).
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Inicialmente suponhamos que P assuma um valor tal
que a segao central da viga (mais solicitada) ainda esteja em
regime eldstico. O diagrama de tensdes nessa secao serid o mostra
do na (Firgura l.c). E bom lembrar que, o binirio resultante des-
se diagrama estara resistindo ao momento causado pela carga P

. ~ - P{
no meio do vao gque & —/—,

4
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Agora imaginemos que P va aumentando. Ele cresce
até gue as fibras, mais afastadas da linha neutra na segao C

atinjam a tensao de escoamento(fyk): as demais, continuam em re-

gime elastico.

Essa € a situagdo em que o cidlculo eldstico conven
cional indica a estrutura como inservivel. Tal carga, assim con-
cebida, recebera a notacdo P (Figura 1.d). Ao momento resisten-

-~ = s o lim
te da segao C daremos o nome, momento elfdstico limite m.,", due

sera obtido do bindrio do diagrama de tensdes na (Figura l.e).
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Fig. 1l.d
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Fig. l.e

Fazendo-se com que P cresca ainda mais, ou seja,
P > P_, sera facil perceber que outras fibras da se¢do C entra-
rao também em plastificacdo (atingirao Ofyk)? as restantes, ain-
da em regime elastico, formardaoc o chamado nicleo efdstico (B)
mostrado na (Figura 1.f); e mais outras secOes prdximas & cen-

tral terdo algumas fibras escoadas; comegarid a surgir o setor plas

tico (SP) como na (Figura l.g).

- fyk

Fig. 1l.g



0 momento que a segao C estarid suportando chamare-
mos de momento elasto-plastico (mep) e sera dado pelo binario do

diagrama de tensoes da (Figura 1.f), assim:

2_p? 2
n b(h“-£7) +f b 8
ep vk 4 vk 6

Finalmente faremos com que P ultrapasse © valor de
Pep’ de maneira que toda a segao C escoe, (Figura 1l.h). Essa for
ca, batizaremos carga de colapso Pc' isto e, aquela que faz a es
trutura ficar na iminéncia de ruina, bastando um acréscimo infi-

nitesimal para que a mesmx se deslogque COmo um mecanismo cinema-

tico.

Fig. 1l.h

- fyk

fyk

Fig. 1.i



Nesse estdgio o momento resistente da secgao receberia o nome  de
momento de plastificacac mp, que tera seu valor dado pelo bini-

ric do diagrama da (Figura 1.1i), situagao limite tedrica:

bh
|C| =|T|=f_ =2
vk 5
h
z:-
2
n = bh?
j yk © o,

No calculo plastico, assim como no calculo elasti-
co, as estruturas serao supostas como se fossem constituidas de
hastes. Tal medida, por um lado ignorou a existéncia do setor
plastico nas pecgas escoadas, mas por outro simplificou bastante
o tragado dos diagramas e calculos em geral, e o que & mais im-
portante, nao prejudicou o confronto tedrico-experimental. Por-
tanto a se¢do plastificada (segao C) serd representada por um
pequeno circulo pintado em negrito, chamada de rotufa plastica
{rp), na gual estard atuando o momento de plastificacdo (mp)
(Figura 1l.j). Admitiremos que acima deste valor a rotagdo & 1li-
vre. As rdtulas plasticas deverdao aparecer nas extremidades das
barras ou nos pontos de aplicacao das cargas concentradas, pois
sendo as hastes retas, os diagramas ser3o sempre lineares. Para
carga uniformemente distribuida scbre a barra, a posigéo da rp
nao & conhecida & priori, mas com a aplicacao dos métodos gue
trataremos mais adiante a sua localizacao, bem como a carga de

colapso, sao facilmente detectadas.
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A relagao do momento de plastificacdo com o momen-—

to elastico limite daremos o nome de fator de forma (v)

Como o nome indica esse fator depende essencialmen-
te da forma das segoes. A Tabela I reune virios tipos de secad ew

ago.

1.2 - ESTADOS LIMITES

l.2.1 - Estado Limite da Elasticidade

Alcangar-se-& este estado quando em algum ponto da

pega for atingida a tensac de escoamento.

1.2.2 - Estado Limite da Plastificacao

O surgimento da primeira rdtula plastica no siste-
ma estrutural determina esse estado. O niimero de articulacoes

plasticas necessdrio para tornar esse sistema um mecanismo depen



SECAC FATOR DE FORMA (v)
)
Retangular 1,5
!Y Eixo X-X
| | |
« ! Y 1,15
Secao "i" ‘_‘"_"——'4“‘ I
i Eixo Y=Y
l jY ) 1,67
Circular cheia -__ 1,70
t=24d, v=1,40
Circular wvazada 16
t << 4, v=1,27
|X Eixo X-X
ot | —+ 1,17
| b Eixo Y-Y-
t_____ . } Y
t =0,15b, v = 1,80
o
X

Tab.

I




dera, em geral, do seu grau de indeterminacio estatica.

1.2.3 - Estado Limite de Resisténcia ou Estado de Ruina ou Con-

figuragao ou Estado de Colapso

Quando a estrutura estiver na iminéncia de se des~
locar. O colapso pode ser paircial ou total. O Parcial ocorre
quando uma ou mais partes da estrutura tornam-se mdveis. Ja 0
colapso Lotal, s se configura com o deslocamento da mesma cComo

um todo.
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CAPITULO IT

VANTAGENS DO CALCULO PLASTICO

Os motivos que levaram 3 adogao do calculo em regi

me plastico, podem ser assim enunciados:

a)

c)

d)

A economia que 0s projetos realizados nessas bases podem des-

frutar, por conduzirem a cargas limites maiores;

A propriedade de certos materiais de apresentarem patamar de

escoamento;

A possibilidade de se admitir, com aproxima¢dao compativel com
as aplicagoes, que as secdes totalmente plastificadas se com-

portem como articulagodes;

O melhor conhecimento da situacdo de colapso com andlise mais
objetiva do que ocorrera e de como a estrutura podera calap-

sar-se;

A facilidade com que se podem determinar as cargas de .colap-

50.
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CAPITUIO TIII

TEQREMAS GERAIS

O par de teoremas que forma a base de todo o calcu
lo estrutural na fase plastica, & conhecido como feocremas ge-

hals.

Esses teoremas foram formulados por GREENBERG e
PRAGER; dividem-se em teonema estatico ou do equilibrio plastico

e teorema cinematico ou das cadelas plasticas.
O teorema estatico pode assim ser enunciado:

"Se para uma dada estrutura for possivel determi-
nar um diagrama de momentos fletores decorrente do carregamento
W, coerente e estaticamente admissivel sem gue em nenhum de seus
pontos se ultrapasse mp, esse W sera menor quando muito igual 3

carga de colapso plastico Wc";

O feonrema cdnematico serd dito da seguinte forma:

"Se uma dada estrutura estiver submetida a um car-
regamento W, que corresponda a qualquer mecanismo que lhe seja
compativel, esse W serd maior ou igual 3 carga de colapso plasti

(o]o) Wc“;
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W o> W,

Portanto, a carga de colapso estara sempre acima
de um valor numérico obtido por consideracdes estdticas e abaixo
de outro determinado por imposigoes cinematicas. Assim podemos
dizer que o feorema estatico (safe theorem) fornece um Limite in
fenicn, e o cinematico (unsafe theorem) um Limite superion da

carga de colapso.

Esses teoremas podem ser reunidos num sd, o feche-

ma da undivocdidade, que diz:

"Se para uma estrutura hiperestdtica (grau o) su-
Jeita a um carregamento W, determinarmos um diagrama de fletores
coerente, estaticamente admissivel e tal que em a + 1 segdes o
momento seja o de plastificacao, esse carregamento serd o de co-

lapso™.
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CAPITULO IV

METODOS DE CALCULO NA FASE PLASTICA

Calcular uma estrutura na fase plastica, significa
pesquisar o mecanismo menos resistente, ou seja, a cadeia gue
irad conduzir ao menor valor de W. Serao apresentados brevemen-

te, quatro métodos para esse fim, a saber:

Método das tentativas;

Método da associacao de mecanismos;

- Método da distribuicao de momentos;

Método das desigualdades.

4.1 - METODO DAS TENTATIVAS

Consiste simplesmente em experimentar diversas ca-

deias, e ir pesquisando o W de menor valor.

As tentativas nada valeriam, nao fossem os teore-
mas de Greenberg e Prager, pois cobtido um W menor que os ante-
riormente calculados, nada poderiamos afirmar sobre a existéncia

de um mecanismo ainda mais fraco, ou seja de menor W.

Faremos duas aplicagoes para dar maior entendimen-

to ao método.
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Na primeira deseja-se calcular a carga de colapso
de um poOrtico bi-engastado, no qual todas as barras se plastifi-
cam com o momento mp' 0 quadro esta sujeito a duas cargas concen

tradas como na (Figura 4.a).

0 grau de indeterminacao do pdrtico, & 3, portanto
S3ao necessarias quatro rodtulas plasticas para tornd-lo um meca-

nismo. Qs possiveis mecanismos a ensaiar sdo:
p

(a) (b} (c)

Basta usar o principio dos trabalhos virtuais pa-

ra um pegueno e arbitrario deslocamento em cada um dos mecanis-—
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mos. W X lw
l mg mp
A
(a)
Mp Mp #7 —_
d- £
(b)
(c)

WL - m_ . 40 = 0
P
m
£

nac sera necessario en-
saliar pois a carga ver-
tical trabalhard negati
vamente, ou seja, have-
ra um alivio de plasti-
ficagdo na rdtula, re-
sultando numa carga de
colapso supericr a dos

demais mecanismos.

Portanto, fazendo uso do teorema cinemitico, a car

ga de colapso sera:

m
W_=3-L£, e 0 mecanismo de ruina, o (C}. O diagra

c £

ma de momentos no colapso serda o da (Figura 4.b).
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Mp

m, I T

Fig. 4.b

A segquir vemos na (Figura 4.c¢) um outro portico,
no qual as barras resistem até& um momento mp. Procura-se a carga

de colapso plastico associada a ele.

d

Zm

2m

[ 2m | 2m

Fig. 4.c
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Sendo igual a 2 o grau de hiperestaticidade da es
trutura, serao necessdrias trés rdtulas plisticas para configu-

rar o estado de ruina.

Lembrando~-se que os locais provaveis para o surgi
mento de rdtulas plasticas sdo as extremidades das barras e os
pontos de aplicagdo de carga concentrada, observa-se que no ca-
so esses locais perfazem um total de 3, indicando a possibilidg

de de ensaiar apenas uma cadeia, (Figura 4.d).

2m
Mp 1W Mp
— —..g-w —
Mo 2m
0.~
| 2m | 2nm |
Fig. 4.d

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais para

uma deformagac arbitraria 0, vem:
W «+20 + W. 20 - mp . 56 =0

. W, = 1,25 mp (numericamente)
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0 diagrama de momentos fletores no colapso sera o

da (Figura 4.e).

T, Y mp
/c =) m
]
1
3™

Fig. 4.e

4.2 - METODO DA ASSOCIACAC DE MECANISMOS

Consiste em combinar os mecanismos singelos de to-
dos os modos possiveis, a fim de encontrar o menor valor de W,

valendo-se do principio dos trabalhos virtuais (P.T.V.).

Para uma estrutura complexa, o nimero de cadeias a
estudar serd muito grande; mas o que se verifica & que grande
parte delas pode ser eliminada em face de observagdes faceis e

imediatadas.

Os mecanismos singelos sao: de andar, viga, e nd.

Veja (Figura 4.f).
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—
1

andar viga no

Fig. 4.f

Exemplificaremos, primeiramente, com um portico de
dois andares, com momento de plastificacao mp em todas as bar-

ras, submetido a cargas concentradas, como na (Figura 4.g).

lZw
w_
?
w -
{
Y e T
Y S l
1 1 1
Fig. 4.9

Sao cinco os mecanismos singelos:
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ta) (b) (c)

o A

oo ;/7

b -
¥
${
N

0 nGmero de mecanismos a ensaiar sera:

1 2 3 4 5 — o5 _ =
C5 + C5 + C5 + C5 + C5 = 2 1 31

Abaixo vemos a Tabela II com as combinagcoes dos me

canismos.
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CADEIAS
Cé a, b, ¢, d, e
Cg ab, ac, ad, ae, bc, bd, be, cd, ce, de
C; abc, abd, abe, acd, ace, ade, bcd, bce, bde,
cde
Cg abcd, abce, abde, acde, bcde
Cg abcde
TAB., II

Consegue-se eliminar vinte e cinco mecanismos por

motivos tais como:

- mecanismo constituido de mais de sete rdtulas plasticas

ab) ;

- impossibilidade de ser ensaiado sozinho (ex.:

- mecanismo com dois graus de liberdade (ex.: ae).

Restando, assim seis mecanismos possiveis,

quais trés sao singelos,.
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Mecanismo de andar inferior:

2w
" l
{
w B —
Mp Mp
8 {
mp Mp ]
Mecanismo de andar superior:
2w
o
mp My
6 !
W mp Mp

Mecanismo de viga:

mp jzw mp
W
E—
W
Mp

2w - 4 =
L0 mpG 0

m
w=2-P

£

£9-4 @:O
W mp

W

I
Y
& b

2Wee = 4 =20
6] mp

m
w=2-E
£
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Mecanismo de andar superior + viga (be)

2w
W l mp_ﬁh
o _.] m, !l 3Ly - 6 m,0 =0

mp” ¢ Mp L
m
{ Ww=2-2
| £

kerrrrd -

¢ | ¢ |

Mecanismo de andar total (abcd)

lzw
w
mp 4 W (£ + 20) - 6 m 0 =0
b
w —I'_
Mp m

8 4 w=2-R

Mmp Mp o | »E

Mecanismo de andar total e viga (abcde)

4

2w
S AN
7 Wo (€ + 2£) + 2wle - mp86=0
Li —_
g m, ] 5 £
| L ¢ ]
1 b il
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sendo portanto, o mecanismo de colapso, o formado pela associa-
m

cao de todas as cadeias singelas (W, = 8 L), que fornece o dia-
5 ¢

grama de fletores da (Figura 4.h).

Adiante examinaremos a carga de colpaso do porti
co estudado no item anterior, sd que agora substituindo a carga
concentrada sobre a viga por sua equivalente uniformemente dis-

tribuida (Figura 4.1i).

| _T

Zm
w/4

¢ ¢ ¢ v+ 4§ 1851 ] W

2m

| 4m

.

Fig. 4.1



830 trés os mecanismos singelos:

a) de viga

b) de nd

¢} de andar

aplicando o P.T.V.:

W 204 _p40=0

4 2 P

W =4 mp {(numericamente)

nao pode ser ensaiado

sozinho

nac pode ser ensaiado

isoladamente
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Matematicamente teriamos que ensaiar Cé + Cg +
+ C% = 2® - 1 = 7 cadeias, mas as que sao formadas por associa-

¢oes dos mecanismos acima possuindo um nimero de rdtulas plisti
cas maior que 3, (a + 1), serdac abandonas; como & o caso de

(ab}, e, (ac).

d) mecanismo (bc)

mp W, . 26 - mp3® =0
Mg

. VR

w=15 mp (numericamente)

e) mecanismo (abc)

APLICAGAO DO P.V.T.:

w.29+3"-§9.4-m3e-m291=0
4 2 P- P
W . 20 + Wx0 | d = m 30 - m 0 (25—) =0
4 2 P P 4~x
wi2z +3% -n (12_:_5) = 0
2 P4—x
W= m (12—x)
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Para se obter o minimo de W, basta igualar a de-

rivada de W a zero, vem:

(8-x2/2)-(12-%) (-x)

P (8-x%/2)%

com x # £ 4

8 + x%2/2 + 12x x? =0

1
1

- x%/2 + 12x - 8 = 0

O iinico x possivel & 0,7 m, o outro estarid fora

da estrutura.
W= 1,46 mp (numericamente)

Sendo portanto o mecanism¢ formado pela associa-

cao das trés cadeias singelas, o de colapso.

O diagrama de fletores no colapso (WC = 1,46 mp)

serda o da (Figura 4.j).
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Mp
e
s
s
m
0,08 m p__| P P -
rd
RNE mp
Y

092 mp—"

L [ 0,5 Mp
002m, \q

Fig. 4.3

4.3 - METODO DA DISTRIBUICAO DE MOMENTOS (M.D.M.)

Esse método desenvolvido por M. R. Horne, consis
te em distribuir os momentos desequilibrantes nos nos de modo a

cbter o diagrama final da estrutura.

O suporte desse método &€ o teorema estatico.

O M.D.M. conduz diretamente & cadeia de colapso
ou, indiferentemente, a limites que enquadram a carga de rulna
entre valores tao proximos quanto se queira.

O M.D.M. possui guatro passos distintos:

19 Passo: arbitram-se para as hastes diagramas coerentes com os

carregamentos, e que satisfagcam ds equacoes da estiati

ca, exceto guanto ac equilibrio dos nds.



29

29 Passo: ajustam-se os momentos de modo a equilibrar os noés,
realizando paralelamente propagacgoes, a fim de que as
equagoes da estadtica continuem satisfeitas em cada

haste.

39 Passo: verifica-se o equilibrio da estrutura como um todo e
promove-se 0 ajustamento das reacgoOes; consequentemen-
te alteram-se os diagramas gue devem ser reajusta-
dos. Isso pode sempre ser conseguido de muitas manei-
ras; a preferéncia serd dada aquela que acelerar o
tragado do diagrama com o + 1 momentos proximos e com
valores altos. Como as vezes isso nao ocorre, fazer-

se-a necessario o passo seguinte.

42 Passo: tenta-se baixar a grandeza de alguns momentos, subin-
do-se a de outros, de modo a conseguir a + 1  secgdes

com momentos bem proximos e mais altos que os demais.

Para melhor compreendermos esse método ilustrare

mos com duas aplicagodes.

Um guadro bi-rotulade com todas as barras poden-
do assumir um momento de plastificacao mp, esta sujeito a uma
carga concentrada horizontal e outra distribuida na direcao ver

tical, simultaneamente, como na (Figura 4.k).
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w/2/¢
W ENEENENEERERERY

a c b

2¢

Fig. 4.k

NOTAS: A convengao adotada serd a de Grinter: o momento com sen

tido horario no nd, & dito positivo.

Na barra com carga distribuida o coeficiente de propagacdo do

momento, das extremidades para o centro sera 1/4.
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1o Passo: Diagrama coerente (Figura 4.£)

we
724 w%4
I Ar
T UL “2
wi
Wl g
2
-— -— W
4 2
Fig. 4.£¢

29 Passo: Calculo dos momentos deséquilibrantes em cada nd

24 2 24

Wi

_We oW _ 11
2 24 24

WL

A seguir vemos a Tabela III, que distribui esses dese

guilibrios.

39 Passo: O desequilibrio estrutural sera medido pela compara-

gdo das reagoes horizontais com a carga W.

Reagao horizontal 0,229 W + 0,272 W = 0,501 W

Des. estrutural W-0,501 w= 10,499 W

que foi incluido na Tabela III na linha assinalada com (*).
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Mi Mg M, My Mlj;
0,5 1/24 1/48 1/24 0,5
- 0,271 - 0,271 0,07 - 0,23 - 0,23
0,06
0,229 - 0,229 0,15 - 0,272 0,272
0,25 - 0,25 0,06 - 0,25 0,25 (%)
0,06
0,479 - 0,479 0,27 - 0,522 0,522
TAB. III
Observando a Tabela III vemos que a 12 segao a
se plastificar é a b, com uma carga W = 1,92 %f < Wc (teorema

est@tico). A segunda rétula pldstica apareceri na secao a e as-

sim constituindo o mecanismo de andar (Figura 4.m).

W./2¢
we LdeddiiEiiA]

Fig. 4.m

Na iminéncia de ruptura o pbdrtico tera o diagrama

de momentos visto na (Figura 4.n).
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Fig. 4.n

A seguir e proposto o dimensionamento de um pérti
co de dois andares em aco, sujeito a varias cargas concentra-

das, como na (Figura 4.0).

1ton 1ton
Jton
C I F I I
Im
2 ton 2 ton
Jton L
B I E v H
Im
A D G i
v 7;}/7 1
I 4m | 4m I
T

Fig. 4.0
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1¢ passo: Diagrama coerente (Figura 4.p)

22 passo: Calculo dos momentos desequilibrantes em cada nd

Ay

AM

AM

C

E

MM

AW

AM

H

I

0,5tm 05tm
1,5 tm 1,5 tm /]/]’]
s }
0,5 Im 05 tm
yd 11m 1tm
oV & &/
P4 o/ o
P — i Fﬁn it o
= LT f ~ P
4tm SN[ 7 f\ X
R Y LS
4tm d 41im >
Ttm
Fig. 4.p

1,5 tm
2t
- 2,5 tm
1,5 tm
- 3,5 tm

1 tm

Iim

1,5im
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A Tabela IV reune os coeficientes de propagacao

de momentos, numa barra:

MOMENTO A ESQUERDA |MOMENTO NO CENTRO DO VAO|{MOMENTO A DIREITA
1 0 1
1 1/2 0
0 - 1/2 1
TaAB. IV
(1)

Com o auxilio da Tabela IV e distribuindo os
momentos desequilibrantes nos nds, construimos a Tabela V.(a) e

(b).

3?2 passo: O desequilibrio estrutural sera medido pela compara-

g¢ao das reagoes horizontais com as cargas na mesma di

regao.
i + b +
L reacgao horiz., = B2 Ep * e = 3,04
3
Deseqg. estrut. = 6 - 3,04 = 2,96 t

A parcela que deve ser adicionada a cada um des-
ses momentos & 2,96 tm gue aparece na linha assinalada com (*)

na Tabela V(b).

(1) sobre a escolha dessa tabela, vide Neal
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CB CF I FC FE FI 11 IF IH
1,5 0,5 0,5 |- 0,5+ 1,5 0,5 0,5 |- 0,5 1,5
-1 1 0,5 +0,25]- 0,5 |- 0,5
0,25(- 0,5!- 0,5 |- 0,5 |- 0,25
0,5 0,5 0,25[- 1 1 0 0,5 |- 1 1
0,5 0,62 1,16
- 0,25 0,25(- 0,12 0,29|- 0,58(- 0,58
0,10(-0,21{- 0,21|- 0,21|- 0,10
0,75 0,75{ o0,23|-1,21| 1,41|- 0,21| 0,69{- 1,58} 1,58

TAB. V{a)
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a ~
Observando a mesma tabela vemos que a 1. secao a
se plastificar & a inferior aoc nd E, com um momento de plastifi-
cagao m, = 6,22 tm. A ruptura dar-se-a com © aparecimento de

trés rotulas plasticas na cabega dos pilares AB, DE e GH, confi-

gurando assim o0 mecanismo de andar inferior, como na {(Figura
4.0).
B E H
A D G
Fig. 4.0

De posse desses resultados o passo final para o
dimensionamento do pdrtico em questao serd a consulta das tabe-
las de perfis de ago fornecidas pelos fabricantes, de modo a

atender ds solicitagbes com certa margem de seguranca.

Tendo essa aplicacao sentido apenas didatico, ima
ginaremos que as barras tem secao retangular (b x h), que deter-

minaremes a seguir:

7 b = 10 cm
% h m, = 622.000 kg.om
b £ = 2.400 kg/cm?

o bh?

4
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4.4 - METODO DAS DESIGUALDADES

Desenvolvido por Neal e Symonds,o método das desi
gualdades, foi preterido pelos anteriores, devido a sua complexi
dade. A partir do advento dos computadores eletrdnicos, que re-
solvem com excepcional rapidez sistemas de grande numero de equa

g¢oes do 19 grau, esse método voltou a ser usado.

Assim como o0 método anterior, este possui cinco

passos bem definidos, a saber:

1¢ passo: Determinagao do nimero midximo de r&tulas plisticas pos

siveis (n);

29 passo: Determinagao do niimero de momentos fletores que podem
ser expressos em funcao dos demais (n). Esse nUimero &
igual & diferenga entre a guantidade de rdtulas plasti

cas e o grau de hiperestaticidade da estrutura (a):;

39 passo: Determinacao dos (n) momentos en funcao dos demais;
492 passo: Imposigao dos limites inferior e superior, aos fleto-
res posicionados nas possiveis rdtulas plasticas. Isto

significa que teremos 2n desigualdades nas n posigoes;

5@ passo: Resolucgdo das desigualdades impostas no passo ante-
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rior.

Para fixarmos melhor esse método, vamos resolver

dois exemplos.

O primeiro trata-se de uma viga bi-engastada com
capacidade de absorver um momento de plastificacgdo mp, que esta
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido, W. ver
(Figura 4.r).

w
AREEENEEENE S

£

CEEie

b

Fig. 4.r

12 passo
n=3
%‘1 2 3%
-l*' fre [ £r2
— 1 1
29 passo
a = 2, pois sb existe carga vertical
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39 passo
Cower Myt My
m, =
8 2
40 passo
-m < m, < m
p—-— 1-"p
-m. < m, <m
p—-"2-"p
-m <m, <m
p— 3-'p
5¢ passo

we2 My tomg

supondo que as secgdes 1 e 3 se plastifiquem, vem:

we?

0 <

o
I
e}

O diagrama de fletores no colapso serd o da (Fi-

gura 4.s).
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= 3
-

Fig. 4.s

0 segundo constitui-se de um pdrtico bi-engastado

como na (Figura 4.t). Sabendo-se que a viga e os pilares supor-

tam, no maximo, um momento mp, deseja-se investigar a carga de

ruptura da estrutura.

w
2W o
4m
w
T > —
4m
bt
{ 4m [ 4m
1 1
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1@ passo
¢
n ==& b - d
a [ N
29 passo f
&
a = 3
n=6-3=3
32 passo
Exprimiremos os momentos My, W, € M em funcao de
my My € m,; fazendo usc das trés cadeias singelas.
W
my l my
4 p
8
4w - moo-mg - 2mc =0
M
s
77
4m 4m |
1 q
my
4m
]
W 4W -m, - 2m - m, = 0
v Me —_— d a £
4m
Mg
2274 -
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2W . , -k
My
4m
m, W L 10w - m, = my - 1/2 my =
o
8 _
A m - 1/2 me = 0
I'!'Iff L

Fazendo algumas substituigOes nas trés  equagoes

acima, chegamos as relagdes:

AW - m, - 2m

T3 b c
m, = - 8 W + m, + m,
me = lew - 2ma - my + 2mc
49 passo
- mp <m, < mP - mp <mg < mp
- mp <m < mp - mp <mg < mp
- mp <m, < mp - mp S me < mp
592 passo

A resolugac dessas desiqualdades sera obtida por

meio das quatro tabelas seguintes.
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NOMERC my m, f(mE, W)

1 m
P

2 m
P

3 1 m
P

4 -1 m
P

5 m
&

6 T
"p

7 -1 + 4 W
"p

8 1 m - 4 W
P

9 1 m - 8 W
B

10 -1 m + 8 W
p

11 -1 m + 16 W
D

i2 1 m_ - 16 W
p

TAB. VI
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NUMERO m_ Iy, f(mp, W)
= (1) m
p
= (2} - m
P
= (3) 1 m
P
= (4) -1
» mp
= 2(5) + (7} -1 3mp + 4 %W
= 2(6) + (8) 1l 3mP - 4 W
= (7)) + (11) -2 - 2 2mp + 20 W
= (B) + (12) 2 2 2mp - 20 W
= (9) 1 1 m - 8 W
P
= (10) 1 -1 m + 8w
p
= (12) + 2(5) 2 1 3mD - 16 W
= (11) + 2(6) 2 -1 3mp + 16 W

TAB.

VII
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NOMERO M f(mp, W)

I = (a) 1 mp

IT = (b) -1 mp

IIT = 2(c) + (g) - 2 4mp + 20 W
IV = 2(d) + (h) 2 4mp - 20 W
V = 2(e) + (h) 2 8mp - 12w
VI = 2(£) + (g) - 2 8mp + 12 W
VII = (e) + (1) 1 4mp - 4 W
VIII = (f) + (j) -1 i, + AW
IX = (e) + (&) 2 6mp + 20 W
X = (£) + (m) -2 6mp + 20w

TAB. VIII
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lim
NOMERO £(m_, W)

P INFERIOR SUPERIOR
21 + III 6m + 20 W - 0,3
2IT + V 1om, - 12 W 0,8
2T + X Bm - 20 W 0,4
ITI + v 12m, + 8 W - 1,5
IV + X lOmp - 40 y 0,25
2VII + VI lom, + 4 W -4
2VII + IIT lZmp + 12 W -1
WIT + X Lam, - 28 W 0,5
21T + IX Bm + 20 W - 0,4
I1T + IV lOmp + 40 W - 0,25

TAB. IX
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Observando a Tabela IX vemos que a carga de rulna

e WC = 0,25 mp, conduzindo ao mecanismo de andar. O diagrama de

fletores neste estiagio serd o da (Figura 4.u).

Mp

, ‘ Mp
m 7/’
P
|SaBEe 05m,

m | 05m
P T ekl

Mp e

Fig. 4.u
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CAPITULO V

INTRODUCAO A ACOMODACAO (SHAKEDOWN)

. -

Os métodos de andlise limite de estruturas ja
apresentados baseiam-se na hipOtese de que as cargas atuantes so
bre as mesmas provocam o colapso independentemente de sua se-
quéncia de agdo e mantendo invariavel seu sentido de aplicacdo,
ao sofrerem certos incrementos proporcionais, cuja magnitude PO
de ser facilmente calculada. Nestes casos, guando as cargas al-
cangam seus valores criticos, o colapso se denomina proporcio-

nal ou plastico.

Daqui para diante estudaremos um outro tipo de S0
licitagao, no qual os limites de variagdo das cargas sio especi
ficados mas que a sequéncia de aplicagao das mesmas, ainda que
considerada estatica, & desconhecida. E denominado caxniegamento
nepeiide vaniadamente. As cargas de neve e de vento exemplifi-

cam bem esta situagdo.

Grﬁning e Kazinczy foram os primeiros a verifi-
car, que sob carga repetida variadamente a estrutura pode ruir
devido ao eventual escoamento desenvolvido em algumas de suas
pecas, mesmo gue nenhum dos carregamentos aplicados,isoladamen-

te, seja grande suficiente para causar o colapso plastico.

Neste sentido a estrutura pode entrar em ruina

sob dois aspectos, que se denominam:
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a) plasticidade alternada;

b) colapso incremental.

A carga limite, a partir da gual um ou outro des-
ses dois efeitos pode acontecer, denomina-se cairga de acomoda-
¢do da estrutura, O valor dessa carga & inferior ou no maximo

igual ao da carga de colapso plastico.

A analise da acomodagao estrutural & mais dificil
do que a correspondente pesquisa de colapso plastico, por gque
a acomodacdo & essencialmente um fendmeno eldstico, e a andlise
eldstica & necessaria para cada combinagao de cargas independen

te gque possa ocorrer.,

5.1 - PLASTICIDADE ALTERNADA

Em uma segdo de estrutura sujeita a agdao de car-
gas variaveis repetidas, o momento fletor oscila entre dois va-
lores extremos que podem ser de sinais iguais ou contrarios. Se
os sinais sao opostos, as fibras extremas da segdo suportam com
pressac e tragao alternadamente. Quando as cargas nos diferen-
tes ciclos sao reversiveis e essas fibras alcancam o limite de
escoamento, localiza-se na segaoc uma articulagao plastica. Have

ra plasticidade alternada com fadiga plastica,

Esse fendmeno &€ bem semelhante ao da fadiga elds-
tica. A diferenca fundamental entre eles reside no fato de que,

na elastica o maximo de tensao estd no regime eldstico de mate-



rial, e o escoamento ocorre somente perto dos pontos de alta con
centragao de tensao, enquanto que na plasticidade alternada
porgoes aprecildveis do material sdo repetidamente  solicitadas

além do limite elastico.

A ruina por plasticidade alternada apresenta a ca
racteristica fundamental de instalar-se antes que se formem as
a + 1 rotulas plasticas necessadrias para que se alcance o fim
da resisténcia de um sistema estrutural o vezes hiperestitico,
come ocorre geralmente com as cargas proporcionalmente incremen
tadas até& seu valor critico. Ao passo que o colapso ciclico se
produz na maioria dos casos pela ruptura da secao mais sclicita
da alternadamente, enguantoc o resto do sistema pode permanecer

hiperestatico.

5.2 - COLAPSO INCREMENTAL

Qutro tipo de ruptura, que nao difere substancial
mente do anterior, & provocado guando em uma segdo sujeita a
cargas variaveis repetidas, o momento fletor oscila entre dois
valores extremos de mesmo sinal, com o maior deles excedendo o
limite elastico. Em cada fase de aplicagado de cargas'néo rever-
siveis, a deformacao nas articulagOes plasticas do sistema  se
incrementa em um valor finito; apds determinado niimero de ci-

clos, produz-se o colapso por excesso de deformacao.

Para que uma estrutura alcance o limite de sua re

sisténcia por colapso incremental, & necessario que o incremen-
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to sucessivo nas rotagoes se produza em um numero suficiente de
articulacgoes plasticas, de modo tal gque todas elas se estabele-

¢am simultaneamente, transformando a estrutura num mecanismo.
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carITULO VI

TEOREMAS DA ACOMODACAQ

Nesta segao daremos o fundamento do cdlculo das
cargas de colapso incremental Wi, e de plasticidade alternada
Wa, sendo que a acomodacao WS ocorrera para a menor dessas duas
cargas. Em linguagem matematica, teremos:

se. W, > Wa W, =W

se, W, > W, +~ W, =W,

6.1 - TEOREMA GERAL DE ACOMODACAO

"Se & possivel encontrar uma distribuigdo particu
lar de momentos residuais, gue permite todas as variacgodes de
carregamento entre seus limites extremos para um comportamento
puramente el&stico, entdo a estrutura ter-se-i acomodado, mesmo
gue a distribuigao real de momentos residuais existente na es-
trutura, ja acomodada, nao seja necessariamente a distribuicao

inicial".

O teorema acima esclarece a condig¢do para que a

acomodagcao da estrutura ocorra.

A acomodagao foi estudada em materiais diicteis,

em gue a descarga pode ser considerada linear. Desta maneira o
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momento residual numa dada segao pode ser calculado segundo a

sequinte relacao:

sendo m, © momento residual na secgao i, M; © momento solicitan-

te e My O momento linear eldstico na mesma secdo.

Desde que para um dado carregamento, Mi e u; sa-
tisfacam ds condig¢des de equilibrio, isso implica em que o mo-
mento residual m, deva satisfazer tamb&m essas condigdes, ja en
tao com carregamento externo inexistente. O sistema de momentos
residuais quer real ou hipotético, que satisfaz 3s propriedades

das equagdes de equilibrio para carregamento externo nulo, & di

to auto-equilibrado.

Aplicando o que ja foi mencionado até aqui, passe
mos ao calculo do sistema de momentos residuais auto-equilibra-
dos, na viga bi-engastada da (Figura 4.r) que foi objeto de
analise do item 4 da segaoc 4. Inicialmente carregaremos a viga
até sua carga de colapso plastico, W, =16 EE, gue solicita a
estrutura como na (Figura 4.s). A seguir descarrega-se a pecga.
Como na descarga o comportamento & linear, isso importa em in-
verter-se o sentido de W.; traga-se o diagrama elidstico (Figura
6.a) e soma-se ao diagrama anterior, obtendo-se entdo, o diagra
ma de momentos residuais da (Figura 6.b). Os diagramas momento-

curvatura das segoes central e extrema da mesma viga s3o focali

zados na (Figura 6.c).
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24

gl E 4
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Fig. 6.a
Z| E
4 E
1
t 3 |
1 f 1
Fig. 6.b
m 4 im
,——-1
[ 3"
Mg +--- L
P 9
L Mg £/
% Mo
- ——=t-mp
8
Se¢do centra!l Secdo extrema
Fig. 6.c

6.2 - TEOREMA SIMPLIFICADO

O teorema da acomcdacao depende fundamentalmente
do modelo usado na relagao momento-curvatura. Aqui pretendemos
formular o teorema para um tipo ideal de diagrama, mostrado na
(Figura 6.d), no qual o momento de plastificacdo & mp € 0 inter

valo maximo de variacao do momento eldstico e 2 m,e



57

Fig. 6.d

Teorema: "Se & possivel encontrar uma distribui-
cao de momentos residuais Hi que satisfaga em todas as secoes

transversais i 8s equagoes:

mg +ou < (m )i {(6.1)
- min )
mo+ a2 - (my) (6.2)

e que & estaticamente admissivel, entdac o pdrtico ter-se-3a aco-
modado, mesmo gue o momento residual existente nao seja necessa

riamente o da distribuigdo m,".

O primeiro a estabelecer esse teorema foi Bleich,
gue o demonstrou para estruturas de até dois graus de indetermi
nagao; depois atuou Melan e o demonstrou para trelicas com va-
rios graus de hiperestaticidade. Finalmente, Neal adaptou a de-
monstragao de Melan para o caso de estruturas aporticadas cujas

pecas possuissem o diagrama da (Figura 6.d),

Se o carregamento ciclico ultrapassar um valor
critico, o pdrtico n3o entra em acomodagdo, e sim em ruina; por

plasticidade alternada ou por colapso incremental. E importante



58

saber-se prever o tipo de colapso da estrutura, ocorrido pelo
nac atendimento &s condigdes de acomodagao. Associando as ine-

quagdes (6.1) e (6.2) vem:

max

equivale dizer entao,

max min
U -W < 2(mp)i (6.3)
A nao satisfacao da inequacao (6.3) implicard na

ruptura do pdrtico por plasticidade alternada, enguanto gue as

inequag¢des (6.1) e (6.2) indicam o colapso incremental.

6.3 - TEOREMA DA ACOMODACAO PARTICULARIZADO

Neste item apresentaremos o teorema para o  caso
mais geral da relacao momento-curvatura (Figura 6.e). Foi Neal
qguem estendeu o teorema de acomodacac, para pdrticos cujas pe-
cas possuissem o tipo mais real de relagdo momento-curvatura gue

lim
e

ten my, como romento de plastificacao e 2 m o limite maximo de

variagao do momento elastico.

Assim, as condigOes necessadrias para a estrutura

entrar em acomodagao sao as seguintes:

m, + uiF < (m ), (6.4)
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m
Il
mp
mymiff'
e -
Lim
—_ .'me
____:mp
Fig. 6.e
- min
m, + My > - (mp)i (6.5)
max min lim
ul - ul < 2 o )i {(6.6)

Notamos que as inequacgoes (6.4) e (6.5) s3o idén-
ticas ds inequagoes (6.1) e (6.2), portanto também indicam o
colapso incremental. A inequagao (6.6), vai representar a plas-
ticidade alternada. Essa inequagac poderia ser apresentada em

fungao de um fator de forma, como abaixo:

(6.7)

A hipdtese simplificadora adotada nesse Gltimo mo
delo, estabelece-se no fato de que a variagao maxima do momento
elastico a cada ciclo & constante, o que contraria o comporta-
mento real de pegas de material ditil, tal como o ago. Esse efei
to observado por Bauschinger, recebendo portanto seu nome, mos-
trou que a variagao maxima do momento elastico se altera a cada

novo ciclo de carga, come na (Figura 6.f).
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Myt

—mp

Fig. 6.f

Dal a idéia de substituir a inequagao (6.6) por

max min in
T - . < M
i i — er

in - lim
no qual MY e um valor em geral menor gue 2 mg . Apesar des-

er
se teorema ainda nao ter sido provado, ja deu lugar a algumas

poucas aplicacgoes.

6.4 - TEOREMAS DO COLAPSO INCREMENTAL

0s teoremas estdtico, cinemdtico e da univocidade
podem ser estabelecidos para © colapso incremental de maneira
inteiramente andloga aos teoremas gerais do colapso plastico

apresentados na segao 3.

Teonema esfatico do colapso incremental. "Se =~ &
possivel encontrar uma distribuicac particular de momentos resi
duais em todo o pdOrtico e a ela se possa somar, separadamente,
o maximc e o minimo momentos elasticos correspondentes & carga
limite W, sem exceder o momento de plastificacao em qualguer se

¢do transversal, ent3ac o valor de W & menor ou igual & carga de
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colapso incremental Wi".

W < W,
- i
Teornema cinematico do colapso incremental. "O va-

lor de W correspondente a um mecanismo de colapso incremental
compativel com a estrutura, serd maior ou igual 3 carga de co-

lapso incremental Wi".

> R
Wo> W,
A combinagao desses dois teoremas fornece o teore

ma abaixo.

Teonema da univocidade do colapso incrementafl,"Se
para um dado valor de W, uma correspondente distribui¢ao de mo-
mentos residuais estaticamente admissivel pode ser encontrada,
e a ela sao somados separadamente o maximo e o minimo momentos
eldsticos referentes ao mesmo W sem que =m alguma secdo seja ul
trapassado o momento de plastificacao, mas que ele seja atingi-
do em um nimero suficiente de segoes, fazendo a estrutura trans
formar-se num mecanismo, esse valor de W serd igual 3 carga de

colapso incremental Wi“'

Como nao poderia deixar de acontecer, as ferramen
tas de calculo da carga de colapso incremental sao analogas as
de calculo do colapso plastico. Dois métodos foram desenvolvi-
dos para esse fim, o das tentativas e o da associagdo de meca-

nismos. Devido & extrema semelhanca aos métodos de mesmo nome
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ja& apresentados, apenas aplicaremos esse filtimo na prbéxima se-

cao.
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CAPITULO VII

APLICACAO

Seja um pdrtico em ago de secao transversal I, no
qual a viga possui o triplo da rigidez (EJ) dos pilares e ainda
pode absorver até o dobro do momento de plastificagao mp dos
mesmos. Estd submetido a cargas horizontal concentrada e verti-

cal distribuida com seus limites assinalados na (Figura 7.a).

{o,w/20)
v
EEEREENENENNENE
3EJ,2m,
im
(-w,2w)
H » -
EJ,m, sm
AN Ed,mp
20m | 3m
Fig. 7.a

Deseja-se comparar a carga de colapso plastico com

a carga de acomodagao.

Na analise do colapso plastico devem-se utilizar

os limites maximos das cargas vertical (V) e horizontal (H), (Fi

gura 7.b).
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Ww/20
Li iy v $ I TTTTT]

2W

Fig. 7.b

Usaremos o método da associacao de mecanismos pa-

ra calcular essa carga limite. Sao trés os mecanismos singelos,

a saber:
)
GWD
Im
Im ® 8
-
Im %9
A 7%7 7 77
| 20m | | 1om | i0m | | 20m
1 i i 1 T 1
(a) (b) ()
andar viga horizontal viga vertical

0 numero de mecanismos a ensaiar serid:

Ch+ Ci+Cy=2%-1=7

dos quais tré@s [(a) + {(c); (a) + (b) + (c); (b) + (c)]| sdo eli-

minados por constituirem sistemas com dois graus de liberdade.
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Restando apenas os mecanismos singelos e o compostc do mecanis-
mo de andar e o de viga horizontal. Abaixo vemos a resolugao

dos mecanismos possiveis:

MEC (a) 20 . 30 -m_ ;20 - m .2 .===20
P P 3
W= 0,56 m (numericamente)

MEC (b) W09 20 o 20 - 2m . 20=0
20 2 p P
w=1,2 mp {(numericamente)

MEC {c) 2w ., 36 - mp « 40 = 0
W=20,67 mp (numericamente)

MEC (a) + (b)

W/20
EERNEERENEERE
3m
3m
2. 9 T
P
3 Im
20m
4
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W ~30+ % L0 o F e 40, X0,
2 20 p 3 20-x
-oam o+ X2y -
P 20-x
W6 + %) = m (X3 4 3%
2 P3 20-x

{13/3 + 3x/(20-x))
p
6 + =
2

ou

W = mp (260/3 - 4/3x) (7.1)

120 + 4x - x*/2

Para encontrarmos a menor carga de colapso asso-
ciada a esse mecanismo composto, basta derivarmos a equagao
{(7.1) em relagéo a x e igualarmos a zero; feito isso substitui-

remos o valor particular de x na mesma equacao, assim:

(-4/3) (120 + 4x - x7/2) - (4-x) (282 _ 4,3 x)

dx (120 + 4x - x2/2)°%

- 160 - 16 X + 2 x? - 1040 + 16 X + 260 X - 4 x%2 =0

3 3 3 3 3 3
- 506,7 + 86,7 x - 0,7 x% = 0
6,5
o - - 86,7 78,1 _ ou
- 1,33 123,6

0 valor de x que nos interessa @ 6,5 m, pois o ou
tro tem sentido apenas matematico. Prosseguindo com os calcu-

los, vem:
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W= 0,62 m_(numericamente}
P

Portanto, pelo teorema cinematico, podemos afir-
mar que o mecanismo de colapso proporcional & o de andar, for-

necendo a carga Wc = 0,56 mp.

Para o calculo da carga de acomodagciao necessita-
mos dos diagramas elasticos de fletores para as cargas V e H,
separadamente. As se¢Oes criticas do pdrtico, bem como sua orien

tacdo estdo assinaladas na (Figura 7.c).

4

; * 3

S)sr— —————————— —IJ\5
3m ; :
. "I I
- 24\: i
Im | :
14 | '
e |
I

Im [ 6
8 b

LI P 5

20m l

Fig. 7.c

A seguir vemos a Tabela X que calcula a envoltd-

ria dos momentos elasticos nas seg¢Oes criticas.



SECOES

2 3 4 5 6
3,89 v -7,58 v -19,04 Vv . 29,62 V -21,74 Vv 12,66 V
Ye -2,03 H 0,68 H 0,39 H 0,01 H - 0,39 H 0,49 H
max g 2,23 W 1,36 W 0,78 W 1,50 w 0,39 W 1,61 W
(W/20,-W) (0, 2W) (0, 2W) (W/20,2W) (0, -W) (W/20,2W)
mn o -4,06 W -1,06 W 1,34 w -0,01w.. | . -1,87W. -0,49 W
(0,2w) (W/20,-W) (W/20,~W). (0,-wW) (W/20,2W) (0, -W)
ymax_, min 6,29 W 2,42 W 2,12 W 1,51 W 2,26 W 2,10 W
Mom, plast. mp mp ...... mp 2m mp mp

TAB. X

89
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v = 1,15 (consultando a Tabela I)

A carga de plasticidade alternada sera

max min 2 m
(u -y < —R
v
2 m
6,29 w_ < —£R
2~ 1,15
. Wa =0,28 m_ > Ws

Para o colapso incremental teremos que ensaiar as

mesmas cadeias do colapso plastico.

6 "%9 -
im
(a) Im
-8
L 20 m Im
2,
3 R
El ~ 4,06 W > - m,
my + 0,78 W < mp
mg = 1,87 w > - mp
me + 1,61 w < mp

Na situagao limite as desigualdades desaparecen.
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m, = ~m_+ 4,06 W

1 P

my = mp - 0,78 W (7.2)
m.=-m + 1,87 W

5 p

mg = mp - 1,61 W

Sabendo-se que o somatdrio dos trabalhos dos mo-
mentos residuais nas rdtulas plasticas € nulo, pois a cadeia en

contra-se em equilibrio com cargas externas nulas, vem:

R + 2w = 0 (7.3)
5 6
3
substituindo as equagoes (7.2) em (7.3), chega-se a:

W =0,47 mp (numericamente)

-8 9 e
(b) J\//\

298

9m

e
S
3
R
o
3
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no limite:

my = - mp + 1,34 W
H4 = 2mp - 1,50w (7.4)
mg = - mp + 1,87 W

usando I mi Oi = 0, vem
m3(—6) + m4(26) + m5(—0) =0
- my + 2m4 - mg = 0 {7.5)

substituindo as equagdes (7.4) em (7.5), tem-se

Ww=20,97 mp (numericamente)

(c)
3m

28 —

Im

Im

no limite:
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Hl = - mp + 4,06 W
EZ = mp - 1,36 W (7.6)
53 = - m + 1,34 W

como ¥ Hi 0, = 0, vem:

ﬁl(-Q) + 52(26) + 53(—6) =0

(7.7)

substituindo as equagdes (7.6) em (7.7), tem-se:

W = 0,49 mp (numericamente)

(a) + (b)

-1,636  ——4-

1,96 6 im

no limite:
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Hl = - m, + 4,06 W
54 = 2mp - 1,50 W (7.8)
55 =-my o+ 1,87 w
EG =m, - 1,61 W
como I ﬁi 0; = 0, ven:

ml(—G) + m4(l,96®) + m5(—l,638) + m6(0,676) = 0

+ 1,96 m, - 1,63 m_ + 0,67 m,_ = 0 (7.9)

m 4 6

1 5

substituindo as equagoes (7.8) em (7.9), tem-se:
W= 0,65 mp (numericamente)

Embora afirme o teorema cinem@tico do colapso in
cremental, que a ruina se dé para o mecanismo de andar com
W, = 0,47 mp, a estrutura ja terad ruido para um valor bem infe-
rior a este W - Diremos assim que a acomodagéo, neste caso, al-
cangar-se-a por plasticidade alternada, ou seja, WS =W, = 0,28

mp.
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CAPITULO VIII

COMPROVACAO EXPERIMENTAL

Por volta de 1950, em Cambridge, Neal e Symonds
executaram uma série de ensaios de miniatura de pbrtico retangu

lar, em aco doce. Cada quadro foi submetido a cargas H e V como

|

na (Figura 8.a).

Secdo transv. 1/16 pol2

Ao todo testaram-se sete pdrticos. Em dois usou-
se o controle de colapso, nos quais H e V aumentavam proporcio
nalmente até a ruina. Em trés, o ciclo de carga era tal que H e
V assumiam valores entre zero e W, Nos dois restantes, H varia-

va entre zero e W, enquanto V, entre -W e W.

A (Figura 8.b) mostra a curva carga contra defle
x30 horizontal ao nivel da viga, para um dos pdrticos submeti-
dos a carga proporcional. A deflexao hc, calculada a partir da
carga de colapso WC foi plotada no mesmo grafico com um pequeno
quadrado em negrito. Essa minliscula diferenca foi motivada pe-

las aproximag¢oes envolvidas nos cdlculos, rigidez dos nds e
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engastamento perfeito no pé do quadro. De fato, comprovou-se
gue as deflexoes experimentais excederam as previstas, porque os

apoios permitiram um certo movimento.

120 —
— i ..—.-. 0] _..._.7__._
80 W
o ;
= H=W, V=W
ol
0 1 1 | | |
0 0,25 0,5 0,75 10 1,25
h (in.)
' Fig. 8.b

Nos trés primeiros testes de acomoda¢ao, o ciclo

de carga foi o seguinte:

(i) H

{ii) cargas removidas

I

(iii) H =W, V = 0

(iv) cargas removidas

E nos outros deis, foi:
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(ii) cargas removidas

(iii) H

We V=-W

(iv) cargas removidas.

Para ambos os tipos de ensaio, a deflexao h foi

registrada ao final da etapa (i) H =V = W.

O detalhe real do programa de carga para cada ti
po de experimento esta mostrado nas (Figuras 8.c e 8.b). Em
ambas, & dada uma familia de curvas, cada qual associada a um
valor de W fixado. As ordenadas representam a deflexdo horizon-
tal h. As abscissas dao o niimero n de ciclos de carga. As cur-

vas tracejadas indicam o comportamento tebrico de cada pdrtico.

Fig. 8.c Fig. 8.d
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Na (Figura 8.c), as cargas 86,8 £b e 90,374b,
iguais respectivamente a 1,77 mp/ﬂ e 1,85 mp/ﬂ, correspodem ao
limite experimental e tedrico de acomodagdo do pdrtico particu-
lar. Ja para outra figura esses limites se apresentam para as

cargas 78 £b (1,60 mp/ﬂ) e 82,9 /b (1,70 mp/ﬂ).

Comparando os resultados tedricos e de ensaios,

podemos dizer:
(1) As deflexOes sao inexatas pelas razodes ja discutidas;

(2) As deflexoes tedricas para qualquer valor de W foram calcu-
ladas no pressuposto de que o pOrtico estava livre de ten-
sOes residuais antes do comego do ciclo de carga particular
Apesar de todos os quadros terem sido tratados cuidadosamen
te com calor para remover qualquer tensao residual surgida
na montagem, pelo caminho que os testes foram conduzidos,
cada portico realmente possula tensdo residual devido ao

possivel escoamento ocorrido em ciclos anteriores.

Dando prosseguimento & anadlise do experimento,
constituiram~se para os dois pdrticos ji discutidos dois grafi-
cos (Figura 8.e e 8.f), onde a deflexao horizontal ao final da
etapa (i) & plotado contra a carga. O ponto incluido num peque-
no quadrado representa a deflexdo calculada para h carga de aco

modagao tedrica W..

A partir dal, algumas conclusdes foram tiradas:
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(3)
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Congirmagao qualitativa - Repeticdo de ciclos de carga in-
ferior a um valor limite (WS), causam pequena ou nenhuma de
flexdaoc., Se W exceder tal limite, o incremento total de de-

flexao torna-se consideravelmente grande e apresenta-se so-

mente restringindo pelo encruamento das hastes.

Congirmacao Quantitativa - Para os pdrticos cujo limite de
carga era H(W, 0) e V(W, 0) a experiéncia e a teoria concor
dam bem (Figura 8.c). Por outro lado, para aqueles em que
os limites eram H(W, 0) e V(-W, W), a concordancia nio foi
tdo satisfatdria, pois os valores de WS obtidos pela expe-
riéncia divergiram em mais de 5% dos tedricos. Essa discre-
pancia foi devida & diferenca entre a distribuic@o de momen

tos real e a calculada.

Para valores de W excedendo a ws, as curvas tedricas h-n
apresentam-se lineares, enguanto que as experimentais mos-
tram ligeiro declinio 3 medida que n cresce. Esse efeito po
de provavelmente ser atribuido ao encruamento, que efetiva-

mente aumenta © valor de mp.

120 120
sl [/ — 80
= H (w,0) = H {W,0)
= v (W,O) = y (w’_w)
40 40
0 I l Y 1 0 | ] i |
0 025 05 075 10 0 025 05 075 10
h (in} h (in)

Fig. *# Fig. 8. Fig. 8.f



79

CAPITULO IX

DEMONSTRACAC DO TEOREMA DE ACOMODACAO

Demonstraremos a validade do teorema da acomoda-

¢do por dois caminhos:

a) distribuicao de momentos residuais

b) distribuicao de ten:=0es residuais

Suponhamos que exista uma distribuicao de momen-

tos residuais m diferentes da distribuicao m que representa o}

sistema de momentos residuais satisfazendo & inequacao (6.1).
m=M-=-1yu (9.1}

Em uma segao genérica, o momento residual m re-
sulta da diferen¢a do momento real M na segao, provocado por um
certo sistema de forgas e o momento eldstico p devido ao mesmo
sistema de forgas (descarga linear). O momento residual m deve,
em consequéncia, estar em equilibrio com cargas exteriores nu-

las.

Consideremos a guantidade dimensional B, defini

da pela relagao:

=y 2
B=-1—J {m-m) ° 59 (9.2)
2
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onde EJ & a rigidez a flexao do elemento e a integral engloba

toda a estrutura ao longo de seu comprimento S.

A & uma guantidade positiva, pelo guadrado que
afeta o parentese no numerador. Quando as cargas sofrem um pe-
gueno aumento, produz-se um incremento 8@ nas rotagoes das arti
culacoes plasticas localizadas na estrutura e o momento resi-

dual, por sua vez, sofre um incremento d&m.

O incremento 6B se obtem diferenciando (9.2):

_ Sm

B = [ (m-m) — ds (9.3)
g EJ

0 valor (m-m) pode ser introduzido na equagao

dos trabalhos virtuais, separando a parte eldstica da estrutu-

ra, das rotulas plasticas.
J (m-m) — dS + I (mi—mi) aei =90 (9.4)

Os momentos residuais estao em equilibrio com
cargas externas nulas, por isso a eg. (9.4) & igual a zero. m,
e Ei sdao os momentos residuais hipotético e efetivo, em uma ro-

tula genérica i, cuja rotacao relativa ©; sofre um incremento

80, .
i

Das Egs. (9.3) e (9.4) se deduz:

1
|
1
=
|
=3
(o]
@

5B {9.5)
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Se demonstrara a diante, que o produto indicado

na eq. (.5) & sempre positivo ou nulo.

(m = @m,) 80, > 0 (9.6)

Para isso, suponhamos que em uma segao qualquer,

onde se localiza uma articulacdo plastica, se cumpre:

. o= m, < . < m, 9.7
m; my 0 ou my m, ( )
. ~ max, —
Pela inequacao (6.1) tem-se que My TAmL < (mp)i,
assim
max
. + . < . .
My m, (mp)l (9.8)
mas, u?ax +m, o= M?ax’ onde M?ax € 0 maximo momento possivel

de ocorrer numa seg¢aoc i quando o momento residual & m, . Assim

iax < (mp)i,e ocorrendo plastificagdo nessa secao MTax:
= - (mp)i, e pela condigac de paridade de sinal 8, < 0 (o traba
lho dissipado pela rdtula plastica & sempre positivo). Portan-
to aei deve ser negativo, ou nulo no caso de nio haver plastifi

cacao.
De forma similar se demonstra que quando
m, -m, >0 (9.9)

© incremento Bei € positivo ou nulo e se cumpre em ambos ©os ca-
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sos a Eq. (9.6), do gqual resulta que o incremento ¢B da eq.
(9.5) & sempre negativo ou nulo. Sendo B uma quantidade dimen
sional positiva, seu incremento ndo pode ser negativo e em con-

sequéncia, sO pode ser nulo.

Para que isto seja possivel, se deve cumprir:

Se demonstra assim que a distribuicgao hipotética
de momentos residuais coincide com a distribuicao efetiva dos
mesmos. Portanto, qualquer distribuicao de momentos residuais
que satisfaga as inequagdes (6.1) e (6.2}, deve necessariamente
coincidir com a distribuigao m, constituindo assim a  condicgdo

necessdria e suficiente para que ocorra acomodacao estrutural.

A demonstrac¢ao do teorema de acomodagdo em rela-
cao a distribuicao de tensdes residuais & devido a Koiter. Con-
siderando um elemento estrutural sujeito a um sistema de forcas
variaveis repetidas, em um instante genérico do processo de car
ga e descarga sucessivas, a deformagio £ unitaria de tragéo ou
compressac € a soma de uma deformagao elastica €, que  cumpre
a lei de Hooke e de uma certa deformagao permanente ep indeter-

minada
+ £ (9.10)

A tensao total ¢ provocada pelc sistema de car-
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gas atuantes resulta, em cada uma das segdes da estrutura, na
soma da tensao Og devida ds mesmas cargas, se o comportamento da
estrutura fora perfeitamente eldstico e da tens3o T,.es COTTES-
pondente a distribuicao de tensdes residuais ou autotensdes,que

permanecem na estrutura guando se anulam as cargas exteriores.
g =0_ + 0 (9.11)

A tensao de acomodagao se define como a tensao

residual gque cumpre a seguinte condicao:

f est e £ (9.12)

Og €& a tensao de escoamento do material em tra-
cao e compressac simples. O teorema enuncia que se existe uma
distribuicao de deforma¢des permanentes de acomodagio €egr tal

que as tensoes correspondentes Oogp CUMpram a eq. (9.12), a es-

trutura se acomodari.

Em relagac 3s tensdes, o principio dos traba-

lheos virtuais exprime:

¢e = J g £ 4dv (9.13)
v

A integral engloba todo o volume da estrutura. O
trabalho externo pode ser também expresso em funcdo da energia

dissipada pelas cargas nos respectivos deslocamentos.
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Para demonstrar o teorema de acomodacdo, Koiter

considera uma energia ficticia de deformacgdo K:

K = L; o (0res = Togt)” AV (9.14)

Se demonstrara que K & constante enquanto ndoc hia
escoamento em alguma parte da estrutura e decresce quando este
existe. Por outro lado, K nao pode ser negativo, o gue implica
que sO pode produzir-se na estrutura uma guantidade limitada
de rdtulas plasticas. Quando a estrutura se acomoda, K se anu-
la. Isto ocorre para o =g e nao & possivel que se produ-

res est

zam mais deformagoes plasticas no sistema. e um valor cons

g

est
tante, enquanto que Oves varia ao se incrementarem as forgas ex
teriores, que produzem novos aumentos nas rotagdes das rotulas

plasticas.

Um aumento infinitesimal das solicitac¢oes define
para a fungado K, um incremento K e para a tensdo residual, um

incremento &g .
res

8G
SK = J —XLES (4 -6 ) 4av (9.15)
v

De acordo com as Egs. (9.10)}) e (9.11):

[
€ Ep ) { )
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o -0 =0 - (o + o) (9.17)
Em consequeéencia a eq. (9.15) se transforma:

§K = jv (§e - Gee) lo - (Uest + oe)] av -

- Jv sey |0 = (0ggy + o) | av (9.18)

€ € a deformacgao real e e, a deformacao corres-
pondente a um comportamento perfeitamente eldstico da estrutu-

ra.

e ec,, en consequéncia, sao deformagdes compati
vels com certos deslocamentos da estrutura e sua diferenca tam-
bém o serd. A primeira integral da eq. (9.18) expressa a ener-

gia provocada pelas cargas exteriores em equilibrio com as ten-~

sces |o - (O gp + )

A tensao real ¢ e as tensoes (Uest + oe) estao
em equilibrio com as mesmas forcas exteriores e a energia dissi
pada por sua diferenca &, portanto, nula. Em consequéncia, a

primeira integral € igual a zero e a eq. (9.18) resulta:
8K = - J Sep lo - (Ogg + a ) [ av (9.19)
v
Se demonstrarad a seguir que o incremento &K nao

pode ser nunca positivo, devido a que a integral resulta sempre

positiva ou nula.
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Supondo que seja
e > 0
P
¢ escoamento se produz, entao, por tragéo e o=£f,.

vk

De acordo com a eq. (9.12):

+ <
a Oq £

est vk

Suponhamos agora que
e < 0

0 escoamento se produz por COmMPressao e se cumpre:

est e vk

Por Qltimo, se

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

a integral & nula. Mostrando assim, que para qualquer valor de

Gsp o produto

+ o0 )] >0

6€p lo - (Oest e -

(9.24)

€ sempre positivo e o incremento 6K resulta portanto menor ou
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igual a zero. Enquanto ndao se produz escoamento no sistema a
eq. (9.24) & nula e nao existem incrementos 6K na energia ficti
cia de deformagao K, a qual permanece constante. A medida que
se desenvolvem as rotacgoes nas rdtulas plasticas do sistema, a
magnitude de 8K aumenta e, em conseqguéncia, a fungao K decres-
ce. Quando esta Gltima se anula, a estrutura se encontra acomo-

dada.

As demonstracgoes do teorema da acomodacac de um
sistema estrutural em relagao ds distribuicoes de momentos resi
duais ou de tensoes, sao iqualmente validas, em razao da inter-
dependéncia existente entre ambas. Particularmente preferimos a
primeira face a sua maior facilidade de compreensao e por tra-
tar apenas com entidades (momentos) envolvidas diretamente no

tecrema.
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CAPITULO X

CONCLUSOES

Com respeito aos métodos de calculo do  colapso
plastico, a priori nao existe uma razao para escolha desse  ou
daquele método. A preferéncia deve ser dada ao gue melhor se
adapte a aplicacgao, proporcionando assim, maior agilidade 3 so-
lucdo. Particularmente, sempre gue possivel, procuramos usar o
método da associagdo de mecanismos, apenas por motivos constru-

tivos.

Comparando os resultados dos Ultimos exemplos
dos itens 4.1 e 4.2 podemos concluir que a estrutura comporta-
se melhor sob carga distribuida, tendo em vista que essa carga

foi cerca de 17% superior & carga concentrada.

A carga de acomodacao & estreitamente ligada a
andlise eldstica da estrutura, portanto, pode ser determinada
tanto para carregamentos aplicados diretamente a4 peca, como pa-
ra variacoes de temperatura ou recalqgues de apoio, ao passo que
a carga de colapso plastico apenas & calculada para o primeiro

desses tipos de solicitacgido.

Comprovamos que o carregamento repetido variada-
mente exige uma "performance" muito mais apurada da estrutura,
sendo no caso do pdrtico da segao 7, possivel uma carga 50% me-

nor que a do colapso plastico para o mesmo se acomodar.
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Ainda na segao 7 podemos observar que o mecanis-—
mo de colapso proporcional coincidiu com o de colapso incremen-
tal, ou seja, mecanismo de andar. Esse fato foi fruto do mero
acaso, pois o colapso incremental se obtem de uma analise elas-
tica completa, enguanto o proporcional, apenas pela aplicacgdo

do principio dos trabalhos virtuais 3s cadeias cinemdticas.

Apesar de nos referirmos apenas a estruturas em
ago neste trabalho, poder-se-ia também fazer a analise do colap
sO proporcional para pecas de concreto armado. Para tanto & ne-
cessario gue a pega seja subarmada, isto &, a armadura de tra-
gao comece a escoar antes do rompimento por compressio do con-
creto. Com issoc o momento de plastificacao mp para uma segao re

tangular (Figura 10.1) & dado por:

fﬁCAS
2b £

mp=f_fk.AS.(h—

onde, gﬁ;tenséo de escoamento da armadura
fd{tenséo de ruptura por compress3do do concreto
Ag area da secao transversal da armadura
h altura Gtil da peca

b largura da peca
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Ja o estudo de acomod-cac para estruturas em con
creto torna-se inviavel seja pela fragilidade desse material &
tracao, em face a acomodagao, em geral, ser alcancada por plas
ticidade alternada, ou pela fissuragao excessiva, no caso menos

comum daquele limite ser atingido por colapso incremental.
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