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Resumo da Tese Apresentada A COPPE/UFRJ como parte dos requisi-

tos necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNQ APLICADO A
PROPAGAQEO TRANSIENTE TRIDIMENSIONAL DE ONDAS

Adolfo Ricardo Castro Bustamante

Julho de 1986

Orientador: Webe Joao Mansur

Programa : Engenharia Civil

0 método dos elementos de contorno & aplicado aos
fenbmenos de propagacac de onda governados pela equacao de on-
da que possam ser representados por uma fungao escalar ou poten
cial. A representacaoc integral da equacaoc de onda, (equacao in
tegral de Kirchhoff) & implementada para problemas tridimensio-
nais e transientes atraves de um programa computacional em 1lin

guagem FORTRAN.

Estudou-se a influencia nas solugoes numéricas
das diferentes aproximacoes ou fungoes de interpolacao no tempo
para as variaveis, e do valor do intervalo de tempo em relagao

a discretizagao ou malha de elementos de contorno.

Utilizou-se a formulagcao de elementos constantes
e foram analisados quatro exemplos atraves do programa desenvol

vido.



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment

of the requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHQD TO
TRIDIMENSIONAL TRANSIENT WAVE PROPAGATION

Adolfo Ricardo Castro Bustamante

July, 1986

Chairman : Webe Joao Mansut

Department: Civil Engineering

The boundary element method was applied to study
wave propagation fenomena represented by scalar functions

(potential).

A FORTRAN computer code was developed to solve
numerically the integral equation for three-dimensional scalar

wave equation (Kirchhoff integral representation).

The influence in the numerical solution of employing
different time interpolation functions for boundary variables,
and analisis of the best choice of time intervals concerning a

boundary discretization was studied.

Constant elements in space were employed and four
numerical applications were carried out using the computer code

developed.
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CAPITULO I - INTRODUCAO

Para a explicacao da verdadeira natureza da luz,
foram desenvolvidas diferentes teorias, Na primeira metade do
seculo XIX a luz era interpretada como a propagacao de uma per-
turbagao em um meio elastico ou &ter. Assim foi possivel expli
car alguns fenomenos da reflexao e refracao da luz, no entanto
o fendmeno de difracao, nome dado por Francisco Maria Grimaldi
era inexplicado atée que em 1818 Fresnel apresentou uma compreen
siva teoria da difragao na qual combinou as ideias de Huygens

das ondas secundarias e as idéias das interferéncias de Young.

Para Fresnel, assim como para todos os cientistas
do século XIX, a ideia de propagacao implicava na existéncia de
um meio transmissor ou eter (rno caso da luz se denominou eter
luminoso). Fresmnel sugeriu que as ondas de luz eram ondas trans
versais neste eter sem ondas longitudinais, nesse tempo as on

das transversais elasticas nos solidos nao eram ainda conheci

das.

Teorias posteriores como a eletromagnética e quan
tica da luz substituiram a teoria da propagacao em um éter, nao
obstante esta teoria estabelecida por Crimaldi, Young, Huygens.
Fresmel, Kirchhoff e muitos outros serviu para explicar tambem
diversos fenOmenos que acontecem no campo da fisica e engenha
ria, assim por exemplo a concentragao dinamica de tensoes em sé
lidos pode ser estudada como o resultado da difracao de ondas
elasticas quando paSS;m atraves de discontinuidades geometricas
[10], pois Poisson em 1829 reconheceu que uma perturbagao elas-

tica em geral esta composta de ondas longitudinais e ondas trans

versais.



A equagao integral estudada e implementada nume-
ricamente nesta tese € a equacao integral de Kirchhoff, a qual
foi utilizada e ainda serve na otica para explicar alguns feno-

menos de difracao de ondas luminosas (3, 25].

Em problemas de propagagao de ondas existe uma
grande variedade de aplicacgoes em engenharia, como propagacao de
tensoes e deformacoes em solidos, scattering de ondas acusticas,
distribuig¢ao de corrente em linhas de transmissao, ondas de su-
perficie em liquidos, etec., 05 quais estao matematicamente go-
vernados por equagoes diferenciais parciais ou equagoes de on

da, cuja variavel pode ser uma grandeza escalar ou vetorial,

Nesta tese aplica-se o método do elemento de con
torno a equagao de onda para problemas transientes com variavel
escalar, podendo entao representar fenOomenos por uma fungaoc de

ponto ou potencial.

Demenstra-se como o metodo pode ser aplicado nes
te tipo de problema e com certas vantagens em relagao a outros
métodos de analise numerica, especialmente no que se refere a
consideracao de dominios infinitos, pois como sabemos neste ca-
so o metodo das diferencas finitas ou o método dos elementos fi
nitos requerem que se termine a malha do dominio, estabelecendo
assim um contorno artificial o qual pode refletir ondas que in-
terferirao nos resultados numéricos, podendo até invalidar a ana

lise,

E estudado com a formulagao de elementos cons
tantes o comportamento das solugoes numéricas quando sao utili-
zadas diferentes funcoes de interpolacao para aproximar as va

riaveis no contorno, e tambem @ analisada a influéncia do valor



do intervalo de tempo no comportamento das solugoes em relagao

a uma determinada malha.

No desenvolvimento da tese o capitulo II apresen
ta uma breve introducao da teoria basica de propagacao de ondas,
sao vistas as ondas elasticas da elastodindmica e sao descritas

as ondas acUsticas e eletromagnéticas em forma concisa.

0 capitulo III esta dedicado 3 representacac in-
tegral da equagao de onda deduzida a partir da equacao de onda
escalar usando a solugao fundamental tridimensional e o método

dos residues ponderados.

No capitulo IV o metodo dos elementos de contor-
no € aplicado 3 equagao integral de onda para no capitulo V se
fazer a implementacao numérica dela. No capitulo VI descreve-
se brevemente o fluxograma da implementacao computacional do pro
grama do qual & listada a rotina mais relevante no Anexo A no
final da tese. O capitulo VII contém quatro aplicacoes numéri-
cas que servem para a analise dos diferentes resulta
dos pelo uso das distintas fungoes de interpolacao para as va-
riaveis envolvidas, assim como da influéncia do intervalo de tem
po para a marcha no tempo. Finalmente no capitulo VIII temos

as conclusoes relativas ao trabalho desenvolvido.



CAPITULO 11 - FENOMENO DE PROPAGA;EO DE ONDAS
2.1 - INTRODUGAO

Apresenta-se no presente capitule algumas defi-
nigoes e conceitos associados aos problemas de propagagao de
ondas. Maior enfase e dada ao caso de propagacgao de ondas emn
um meio elastico governadas pelas equag¢oes de elastodinamica,
descrevem-se também resumidamente o caso das ondas acusticas e

eletromagnéeticas.

2.2 - PROPAGAGAO DE ONDAS

0 processo pelo qual uma perturbagﬁo em um pon-
to do espago se propaga ate outro ponto sem nenhum transporte
neto da materia ou de material & o fenomeno fisico de propaga-

gao de ondas.

Este fato acontece em um meio no qual a energia

pode ser armazenada na forma de energia cinética e potencial.

Quando temos uma onda livre viajando, uma regiao
do meio perturba a regiao vizinha, formecendo-lhe energia. Es
ta regiao do meio por sua vez perturba outra zona vizinha cau-
sando um fluxo de energia em uma diregao determinada. Esta ener
gia vai sendo transformada de energia cinetica em potencial e

vice~versa de um ponto para outro na diregEo de propagacao.

A velocidade de propagagao da perturbacgao, ou
gsimplemente denominada velocidade de propagagﬁo esta determina

da pela constante do meio,

Movimentos ondulatorios ocorrem no vacuo (ondas

eletromagneticas), em gases (ondas de som), em liquidos (on-



das hidrodinimicas) e em solidos (ondas elasticas); as ondas

eletromagnéticas podem atravessar gases, liquidos e solidos.

2.3 - TIPOS DE ONDAS. CARACTERISTICAS GERAIS

As caracteristicas ou parametros que definem uma
onda sao seu comprimento onda A, sua velocidade de propagacao

€, sua frequencia f e sua amplitude A (figura 2.3.1).

1* 4&
ampiitude rnplitud
Disﬁlncii‘ l Tempg
—¥ comprimentg periodo, T
de onda, A
Figura 2.3.1 - Parametros Fisicos de uma Onda

0s parametros cumprem as relacoes seguintes

¢c=1£f.4 (2.3.1)

T =1/f

Sob o ponto de vista da forma de avango da pro
pagagao temos o caso das ondas planas, onde todo ponto situado
em um planc tem a mesma perturbaggo ou fase do movimento, sen-
do este plano perpendicular 3 direcao do movimento. No caso
das ondas denomihadas esfericas, todos os pontos situados a
igual distancia de uma origem o ponto tem a mesma perturbagao
ou fase do movimento, estas ondas avan¢am radialmente no espa-

co, sua variacao mo tempo pode ser de forma qualquer (Figuras 2.3.2a e b).
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Figura 2.3.2 - Ondas Planas e Esféricas no Espacgo

Com respeito ao movimento das particulas em re-
lacao 4 direcao de propagacao temos as denominadas ondas longi
tudinais cujo movimento das particulas coincide ou tem a mesma
direcao do sentido de propagacaoc e as ondas transversais em que
as particulas movimentam-se em uma direcgao perpendicular ao sen
tido da propagagao, neste caso transferindo energia atraveés de

planos ortogonais ao avancgo da onda.



Algumas ondas nac sao exclusivamente transversais
ou longitudinais como & o caso das ondas que propagam-se na agua,
cujas particulas descrevem trajetorias elipticas enquanto a on-
da propaga-se, também & ocaso em um solido semi-infinito com as

ondas de Rayleigh propagando na superficie.

As ondas luminosas no entanto sao transversais,
o campo elétrico e o magnetico sao perpendiculares a direcao de
propagacao; as ondas aclsticas ou de som sao do tipo longitudi-

nal.

As ondas podem ainda classificar-se como uni, bi
e tridimensionais conforme o niumerc de dimensoes do meio em que

elas propagam-se.

Segundo o comportamento de uma particula do meio
pela passagem de uma onda durante o tempo em que esta se propa-
ga pode-se produzir um pulsc ou onda Unica, assim cada particu-
la do meio material permanece em repouso ate ser alcancada pela
onda e move-se por um curto periodo de tempo voltando a  seguir

a0 repouso.

Se uma serie de pulsos & propagado produz-se en-
tao um trem de ondas e se & periodico o trem de ondas sera pe-

riodico.

Com respeito ao tipo de problemas de propagacao,
podemos ter aqueles de comportamento transiente ou nac estacio-
narios e de comportamento harmonico no tempo, ambos de grande im
portancia em muitas areas da fisica e engenharia e requerem di-
ferentes metodos de formulagao e solugao. Se considerarmos o ter
mo nao homogéneo na equacgao de onda, ou fungao de fonte, entao

podemos falar de problemas de radiagao de ondas quando a fonte



¢ nula e temos condigoes iniciais prescritas para o problema. 0
caso de obstaculos com certas condigoes de contorno prescritos in
teragindo com algum campo de ondas incidentes {(caso de fonte nao
nula e frequentemente considerada como ondas planas que vem do

infinito) sao denominados problemas de "scattering”.

2.4 - ONDAS ELASTICAS

As diferentes classes de onda que podem ser pro-
pagadas por um solido elastico sob certas condigoes podem ser de

duzidas das equag¢oes da elastodinamica.

Equacoes da ELastodinamica

Um corpo linearmente elastico, isotropo e homoge
neo £ + I' (onde Q e o dominio do corpo e [ seu contorno)
fica definido por duas constantes elasticas independentes (Figu

ra 2.4.1).

Estas constantes elasticas podem ser as constan-

tes de Lame A e G, onde

B
2(1 + v)
(2.4.1)

s o EV
(1 - 2v(1 + V)

Sendo E & o modulo de Young e Vv o coeficiente de Poisson.

Para escrever as equagoes usaremos notagao indi-

cial onde os Indices (1, 2, 3) representaram 0s eixos coordena-
- - bl -

dos (x, y, 2). Para a diferenciagao usaremos a virgula com no

tagao indicial, por exemplo Uiy T Bui/BXJ.
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Figura 2.4.1 - Corpo Tridimensional com dominio Q

e Contorno T

A seguir se apresentam as equacoes basicas da elas

ticidade linear e a obtengao da equagao do movimento de Navier.
a) Equacoes do Movimento

Oij,j + pbi = pu, (2.4.2)

i3 bi e u; (i, j =1, 2, 3) sao as componentes de

onde ¢
tensao (Figura 2.4.2) forcas de corpo de volume e vetor de
deslocamentos respectivamente; p e a densidade de massa. Os

pontos superiores nas variaveis indicam diferenciacao parcial

em relagao ao tempo t, isto & U = 3u/at?.



b)

c)

Relacoes Deformagoes Especificas - Deslocamentos

onde

10-22
=
X 0, T 12
2 a; 137
' 5 ol
T % 01
| P D - 5 ) W
OIZV/IJ_ .’6_
--
’/Un T ¢
b
Ca2
'>Q
Figura 2.4.2 - Coﬁponentes de Temsao

€4
1]

10

€.,
1]

e,

i,]

1.1

(2.4.3)

sao as componentes de deformacoes especificas.

lei de Hoohke

onde

8

i3

o..
1]

e o delta de Kronecker definido como

A

£

kk

8.,
ij

+ 2G €,
1

]

(2.4.4)
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d) Condicces de Contorno

Ei(x’ t) = gi(x, t) X € Fl
(2.4.5)
t (5, t) = Oij nJ = ti(E’ t) X € F2
onde T = Fl + F2 e ai’Ei’ nj sao os deslocamentos prescri

tos, forgas de superficies prescritas e cosenos diretores da

normal no ponto onde sao consideradas as forcas de superfi-

cie (Figura 2.4.3).

Xy

X3

Figura 2.4.3 - Componentes das Forcas de Superficie

e) Condigoes Tniciadls

Ui(‘fs 0) = uiO(}'(') X £  + T

(2.4.6)

(g
~
>

L 3
o]
~—r
1§

(x)

. t.
. 1¢ -~

Usando a equagao (2.4.3), as equagoes (2.4.2) e a segunda de
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(2.4.5) podem ser escritos em funcgao dos deslocamentos, con-

forme mostrado abaixo.

Uij = A uk,k aij + G(ui,j + uj,i) (2.4.7)
£, = G(u, +u, . n, +—2_u _ n) (2.4.8)
i i, J,i ] 1-2v 1, 1
aui
onde ui,n = 5 = ui,J . nJ

Substituindo (2.4.7) em (2.4.2) obtemos a equagao do movimen

to de Navier em termos dos deslocamentos.

P u. .. . = pU. 2.4,
(A + &) u1,13 + Guj,ll + pr puJ (2.4.9)
2 _ A2 2 -
ou (C1 Cz) ui,ij + C uj,ii + bj uj (2.4.10)
onde ¢ e (C sao respectivamente as velocidades das on

1 2 -

das P e § respectivamente, descritas mais adiante.

Propagacac de Ondas PlLanas em Dominio Infindito

Sem considerar forgas de volume a equacao (2.4.9)

pode ser escrita como
GVPu + (X + G) YVeu = pi (2.6.11)

Sendo u o vetor de deslocamento, V e V2 sao o operador gra

diente e laplaciana respectivamente definidos por:

_ .d .3
T o= hiax Y i b i ooy
1
2 92 ] 3
v ox? 5xz ' Bx2
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onde i , i2 e 13 sao os vetores unitarios mostrados mna Figu
R - = Al

ra 2.4,1, Seja um deslocamento plano propagando com velocidade
C em uma direcao definida por um vetor unitario de propagagao

n definido por

u=f(x .n - Ct) e (2.4.12)

onde e e 1N sao vetores unitarios que definem as diregoes do

P

movimento e da propagacao respectivamente; x e o0 vetor po-

sigao do ponto onde u & congsiderado e X . n = constante des

~ —~

creve um plano normal a =n, Assim, (2,.4.12) representa uma on-

da plana cuja velocidade de propagagao e C.

Substituindo (2.4.12) em (2.4.11) e utilizando as

relacoes seguintes

T.u=(n.e £ .10 - CO
T W= (c o) £°(x s m - co)
Vo= £M(x s m - Co) e
= c® £7(x s m - ) e
sendo f', £f" derivadas de fungEo f em relagao a (§ *n - Ct)
obtemos
e e + (A+G) (n.e)n - oc? el f" (x . n-cCt) =0
ou (G - pC2)§-+ (A+6) (n.e)n =0 (2.4.13)

Como n e e sao dols vetores diferentes a equagao (2.4.13) so

pode ser atendida de duas maneiras
(a) e=+n

e (b) n.,e=0
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Com a condigao (a) temos entao e . n =+ 1 e de (2.4.13) obte

mos

Y

o gqual significa que o vetor dos deslocamentos associado com uma
onda plana elastica propaga com velocidade C1 na mesma dire-

¢ao da propagacgao. Isto e, uma onda do tipo longitudinal.

Neste caso a rotagao Vxus=s Q}x e) f'(x.n - ct) =0,
razao pela qual a onda longitudinal & definida como irrotacio-

nal, tambeém & denominada de onda primaria ou onda P.
No caso da condigEO (b) temos que ambos termos da
equagEo (2.4.13) devem anular—-se, este ocorre para:

/2
)

c=¢c¢. =

=l

cujo significado implica que o vetor dos deslocamentos associa-

dos com uma onda plana elastica propagando com velocidade C, tem

uma diregao ortogonal 3 direcao de propagacao. A divergencia
Y « u=20, por esta razao esta onda e dencminada de onda rota-
cional. Onda secundaria, distorsional ou onda § sao outras

denominagoes também encontradas na literatura. Ceralmente o pla
no formado pelas coordenadas X, e X sao escolhidas para con
ter o vetor 0, isto &, a diregao do movimento vetorial da on-
da P (Figura 2.4.4). O vetor do movimento da onda § pode ser
decomposto em duas componentes, uma no plano formado pelos eixos
coordenados X1 e X2 e a3 outra na perpendicular ac plano. Es
tas componentes sao denominadas "onda SV" e "onda SH", ondas de

corte polarizadas vertical e horizontal respectivamente, As on

das P e 8V formam as componentes do movimento plano en-
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quanto a onda SH representa o movimento antiplano.

Quando estas ondas vao propagando e encontram uma
descontinuidade, entac fenomenos de reflexao, refracao e difra-
cac sao produzidos. A resultante do movimento da onda & uma su

perposicao de todas as contribuigoes.

X X2

[y

e
Ul{onda-gVy)
Y (ofrda-p) U (onda- SH)

_—

X

1?

<

{b) {c)

Figura 2.4.4 - Propagacao de Ondas Planas. (a) No Espaco
(b) Ondas P e SV (c) Ondas SH,.
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Ondas de Rayledilgh e Love

Em um corpo elastico e possivel ter outro tipo de
ondas as quals propagam-se na superficie e penetram somente um
pouco no interior do corpo. Estas ondas sao denominadas ondas
de superficie e a mais simples e a onda de Rayleigh [6} que ocor
re na superficie livre de um sdolido semi-infinito, isotropico e
homogéneo, E uma onda importante porque as grandes perturbacoes
ou distorsoes do horizonte produzidas nos terremotos sao devi-
das as ondas de Rayleigh. Sua amplitude diminui exponencialmen

te com o aumento da distancia em relagao 3 superficie livre (Fi

gura 2.4.5).

Velocidade tnstantarmea - Direcgdo da propagagaoc da onda
. —_—
da particula

Onda de superficie
instantanea

Figura 2.4.5 - Ondas de Rayleigh

0 movimento das particulas sao eliplicas retrdgadas em contras-

te a orbita eliplica direta para as ondas de superficie na agua.

Também e possivel o tipo de onda denominada onda
de Love [6] que e uma onda do tipe SH, onda polarizada de cor

te horizontal devida 3 exist@ncia de diferentes camadas sob a
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superficie livre com diferentes velocidades de propagacao c,.

2.5 - QUTROS TIPOS DE ONDAS
2.5.1 - Ondas Eletromagneticas

0 meio pelo qual as ondas eletromagneticas se pro
pagam nao possui nenhuma elasticidade e inércia, mas o transpor
te de energia esta na capacidade de armazenar energia nos cam-
pos eletrico e magnético. O campo eléetrico & equivalente ao cam
po de um movimento de um fluido irrotacional e as formulagoes ma
tematicas do movimento de ondas acusticas e ondas eletromagneti

cas gao similares (37].

Se E e H gao os campos elétricos e magnéti—.
cos ambos com magnitude e diregao em cada ponto em um meio homo
geneop e isotropico de constantes dieletrica k e permeabilida-
de magnetica Y sem condutividade elétrica o, entao as equa-

goes de campo §a0:

k 9E _

EE—VXH
) (2.5.1.1)
Cat LIRS I S )
VeH=0

7+ E=0

onde C & a velocidade de propagacao da onda eletromagnetica no
vacuo. James Clerk Maxwell reconheceu em torno de 1863 que es-—
tas equacgoes poderiam ser combinadas resultando em equagoes de
onda para o campo eletrico e o magnetico. Assim ele predisse a

existéncia de ondas eletromagnéticas quando nao haviam suspei-

tas de sua existéncia. Estas ondas sio do tipo transversal,
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Ao combinar as equagaes (2.5.1) tem-se as equa-

coes das ondas elétrica e magnética respectivamente.

2
gtf = c? V2E
(2.5.1.2)
32n a2 o2
2y - ¢’ vH
com k = p =1 (vacuo) e sendo V? o Laplaciano.

2.5.2 - (ndas Aclsticas

As ondas de som ou acuUsticas sao ondas do tipo
longitudinal. As moléculas do ar movimentam-se na direcao  de
propagacac, nac existem alternadamente picos e vales como nas on
das mna agua superficial, senzo alternadas compressces e dilata-
goes. O ar tem massa, densidade e volume elastico. A elastici
dade faz com que o fluido resista aoc ser comprimido voltando pa
ra seu estado original, a inercia & dada pela densidade de mas-
sa do fluido, tendo assim as duas propriedades para uma propaga

¢ao de uma perturbacao através de ondas.

As equacoes do movimento de ondas acusticas de

pequena amplitude e em um processo adiabatico (39] sao:

d3p _ 1 3%p
ax? C2 2t?2
(2.5.2.1)
¥ 1 3%
dx2 C2 39t

A primeira equacgao governa a onda acustica ou de

pressao e a segunda governa o deslocamento das particulas do ar.

C & a velodiade de propagagao de onda acistica

no meio e ela esta dada por:
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YPO
c = —_— (2.5.2.2)
P
onde
Y = Cp/Cv sendo Cp o calor especifico e pressao constan

te e Cv o calor especifico a volume constante; p & den

sidade do fluido e P, € a pressao inicial do fluido.
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CAPITULO 111 -~ EQUAGAC INTEGRAL DO CONTORNO PARA PROBLEMAS TRAN
SIENTES GOVERNADOS PELA EQUACRO ESCALAR DE ONDA

3.1 - INTRODUGCAO

A equacao escalar da onda & encontrada governan-
do diversos fencmenos fisicos tais como, movimento transversal
de cabos e membranas, movimento longitudinal de barras, determi
nagao de distribuigao de voltagem e corrente em linhas de trans
missoes eletricas [1], "scattering" de ondas aclsticas por obsta
culos de diversas geometrias [14], [15], [19], [28}, etc. Pode
mos acrescentar também que algumas equagoes diferenciais par-
ciais podem ser reduzidas a um conjunto de equacoes de onda usan
do os potenciais definidos por Lame [12], (6], como mno caso da
equacao de Navier para problemas 2-D, esta pode ser substituida
por equacoes de ondas escalares e que sua representacgao na for-
ma integral permite uma compreensao mais direta das variaveis f1

sicas presentes em um determinado problema.

Neste capitulo abrangeremos a transformacao de
equacao escalar da onda na forma de equacao diferencial parcial
numa equagao integral. Usaremos a solugao fundamental ou fun
¢2o de Greenm para dominio infinito com o método dos residuos pon
derados para tal fim, obtendo a denominada equagao integral de
Kirchhoff ou equacgao de potenciais retardados de Kirchhoff a
qual e encontrada em eletromagnetismo [30}, em hidrodinamica Fﬂ],
nos fenomenos de difracgao da luz [3), [25) explicados pela teoria

escalar.
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3.2 - EQUAQEO DE ONDA ESCALAR TRANSTIENTE

A equacgao de onda escalar nao homogénea é:

2 1 5%u _
v u_ET NTZ = =Y (3-2.1)
onde u e o potemcial ou variavel fisica; vy @& a denominada

densidade de fonte com dependencia do espago e tempo, t o tem

po e C a velocidade de propagacaoc da onda.

As condigoes de contorno associadas a um problema

de dominic 8 e contorne [ s3o:

Essencdiadls u = u em T
(3.2.2)
R au _
Naturais P=735%FP em T,
onde T =71 + T p & a derivada de u em relacac a direcao

H 2?

n ou mormal a ', u e p indicam valores conhecidos de U e

P no contorno. p pode tambem ser escrito como P = Wl"E, on

de Vu & o gradiente de u e n o vetor unitario normal a T,

Temos ainda condigoes iniciais:

u(x, 0) = Uo(g)
(3.2.2)
v(x, o) = vo(g) em x £ 0 em t = O
~ , gu
u, e v, sao os valores prescritos para u e 3¢ oo t=0 no

dominio § incluindo seu contorno T,

3.3 - FUNQEO DELTA DE DIRAC

Quando trabalhamos em fungoes de Green & necessa-
rio empregar funcoes delta de Dirac. Em uma dimensao a delta

de Dirac tem as seguintes propriedades:
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§(x - a) =0 quando x # a
8(x - a) = » quando x = a
(3.3.1)
+o0
e §(x - a) f{x)dx = f(a)

-_— 0

As derivadas do delta de Dirac sao tais que:

é(n) (x - a) =0 quando x # a e
+oo (3.3.2)
§( (x - a) £(x) dx = (1" £ ()
n n
onde 6(n)(x - a) e fUU(a) Sa0 giﬁﬁ(x-a) e 'iﬁéé?l . res-

pectivamente. O anterior pode ser ampliado para um dominio bi
ou tridimensional considerando que o delta de Dirac pode ser de

finido como:

d(q - 8) =0 quando q ¥ s

e §(q - s8) f£(q) dQ(q) = £(s)

onde s e q representam dois pontos no dominio Q.

3.4 - SOLUQKO FUNDAMENTAL TRIDIMENSIONAL

A solugao fundamental ou fungao de Green para a
equagﬁo de onda escalar & a solucao da equagﬁo (3.2.1) para um

dominio infinito e uma fonte concentrada:

Y = 41 8(q - s) &(t - T) (3.4.1)
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A equacao (3.2.1), para este caso pode escrever-

se:
s Kk,
Veu = u fC° == 47w 8(q - s) &(t - 1) (3.4.2)
K L . .
onde u e o potencial devido a uma fonte representada por um
impulso em t = T localizada em g = s; q e s sao os deno-

minados pontos campos e fonte respectivamente na teoria do po-

tencial, cuja notagao sera mantida neste capitulo.

~ * .
A solugao fundamental u , tem as segulintes pro

priedades:

L ) Causalidade
*
u (q, t; 8, T =0 quando C(t - 1) < |q - s (3.4.3)
sendo Iq - s| a distancia do ponto campo gq ao ponto
fonte s.

L4 ) Recdprocidade

* *
u (g, ty; s, T) = u (s, - T35 q, - t) (3.4.4)

L44L) Translacac no Tempo

* *
u (g, t + t,s s, T 4+ t,) =u (g, t; 5, T) (3.4.5)

~ % ~
A solucao fundamental u em duas dimensoes [5),

[16J, e:

W, £ s, D) = ST ECT)Z ~— H[c(t-r)—r] (3.4.6)

onde H & a fungao de Heaviside, dada por:

H(x - a) =
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Em tres dimensoes a solugao fundamental[ll],[S],

(32) =

G|r/C -t - 1) _
T

* C
u (q, t: 5, T) = ;6F*C&-Tq (3.4.7)

onde r = |q - s (Figura 3.4.1).

X3
Figura 3.4.1 - Definigao do Vetor r
3.5 - EQUACAO INTEGRAL DE KIRCHHOFF (PARA A REPRESENTACAO DE

EQUAQKO ESCALAR DE ONDA TRANSIENTE)
Quando t e substituido per T, a equagcao (3.2.1)

fica

2
viu(q, 1) - 53-3%%§149-= - y(q, O (3.5.1)

e usando a propriedade da reciprocidade (equacao 3.4.4), pode-

mos escrever a equacao 3.4.2 (11, 5], como !

1 32u( ;
1 3%u (q, t; s, T)

2 *
Ve u (q’ t; 8, T) - Cz T2

- 4m §(q - s) &(t - T) (3.5.2)
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*
Considerando que u € u satisfazem as equa-

~ - - +* *
goes (3.4.2) e (3.5.1) respectivamente e aleém do mais u e u
- » - - . . * *
supoem-se distribuilidos respectivamente nas regioes Q+T e 4T

(Figura 3.5.1) as quais tém as mesmas propriedades fisicas e

* -
tal que contem a §£ + T.

{ X2

- X

X3
Figura 3.5.1 - Regiao Q* + I'* contém a  + T

A solugao fundamental relativa ao espago infini-
to u deve obedecer as condigoes de radiagao e regularidade com
T* colocado no infinito, isto assegura que nao existem ondas vol
tando do infinito ao interior do corpo. Se considerarmos uma
grande esfera Zr de raio r, c¢entrada num ponto I, a qual
contem o contorno I da regiao em consideracao (Figura 3.5.2)
e com r aproximando ao infinito e impondo a condigao que 0
campo em { nao recebe nenhuma contribuic¢do de EIr obtemos da
equacgao integrél de Kirchhoff (3.5.17), a condicaoc de radiacao

de Sommerfeld:

lim r[%i v = GJ =0 (3.5.3)
r c

T

e a condicao de regularidade

lim u = Q {(3.5.4)

r>©
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X3

Figura 3.5.2 - Simulac3do de um Dominio Infimnito

por uma Esfera Infinita

Seja a seguinte relacao de residuos ponderados pa

ra a equacao diferencial (3.2.1).

t+ L
2. &= - *
(V2 u - E%—g?%}+ y) u dQ dT = (p-p) u 4T d1 -
o ‘Q o -T,
t+
- *
- (u-u) p 4l dt (3.5.5)
o'l
* au* + . .
onde p = 5 t representa t + € sendo € arbitraria-

mente pequeno.

Usando o teorema da divergencia duas vezes ao ter
mo que contem o Laplaciano da equagao (3.5.5) e integrando por

parte duas vezes com relacao a T para o termo que contem a de

21

T obtéem-se [5]

rivada no tempo,
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+ +
t

t
z:k
J J(u*p-up*) dl dt + ](VZU*'"C%S_TUF)udeT*‘
o/l o ‘0
(3.5.6)

t+
d@2 = 0

t* "
* *
Q Q

Levando em conta a condigao de causalidade, temos:

+
du % =t

31_—11

I
[

(3.5.7)

Portanto a equagEo (3.5.6) pode escrever-se como:

+

tt t
] (u* P - UP*) dI' dt - ] 4m 8(q - s) 8(t - T) udQ dt +
r Q

o} e}
(3.5.8)
t+
* v an ! *y dQ = 0
u oy dt - = (v0 L uo) df =
0 ‘0 Q
* 3 * % &
— u — -
onde Vo = T e Uo 1
T=0 T=0

Usando as propriedades de fungao delta de Dirac

no segundo termo da esquerda da equacao (3.5.8) e adotando que

v e u sao nulos em § temos:
0 o]
t+
1 *
u(s, t) = T u (g, t; s, 1) plg, 1) dI'(q) dT -
o ‘T
1
1 ES
i p (q, t5 s, T) ulq, 1) dI'(q) dt {3.5.9)
Jo T
ft+
1 *
+ T J u (g, t; s, 1) y(q, 1) dfq) dT
‘o /Q
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Colocando a solugao fundamental dada pela equacaoc

(3.4.7) e usando suas propriedades a integragﬁo no tempo e eli-

minada.
0 primeiro termo do lado direito da equacao (3.5.9)
fica:
tt t+
1 * 1 1
H u pdl" dTt = H T 6(1.‘/(: - (t - T)) p(q, T) dt dT =
o T r 0
{3.5.10)
t+
1 1 1 1
=71 5+ | 8(t-rtr)plq, 1) dtdl = — | —p(q, tr) dT
P 0 r ,
onde tr =t - r/C, e o "tempo retardado".

Para o segunde terme do lado direito da equagao

*
(3.5.9) devemos obter p

x % 3r dux
piq, ty s, T = [u (4, t; s, r)] = 5 (3.5.11)

Logo:

* o % - = 6([1-/(:] - [t - r]) + %3—31, 6[(r/c) - (t-r)] (3.5.12)

Ficando finalmente:

p. = 3¢ {- }-12- §(t - tr) + £ L [(S(T - tr)J} (3.5.13)

Assim podemos escrever:
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tt tt
_ ar _ 1 _
[ J p udl dt [ T J { ;E'G(T tr) +
o /T T o]
(3.5.14)
1 3 [ _ )
+E‘?ﬁ 6(T tr) UdT d.].—|
Considerando a equacao (3.5.14) pode ser escrita
como:
et
J p* udl’ dt J %% {5% u(g, tr) +
o /T r
, = [3’“1 (q, r)} dT (3.5.15)
Cr {3dt _
T=tr

A Gltima integral do lado direito da equagao (3.5.9
que contém a densidade de fontes pode ser transformada como in-

dicada abaixo,

t+

. .
J ’ u vy 44 d4r
IRAY gy

It
=
S —
rt
+
<2
P
e
-
=
L —_
o
~
,_‘
1
ot
(a1
Mo
o
—1
[
o)
]

(3.5.186)

Colocando os resultados finais da integrais indi
cadas nas equacoes (3.5.10), (3,5,15) e (3.5.16), a equacgao in-

tegral (3.5.9) fica:

1 1 1 |°or(s, q) 1
u{s, t) = T [ TG, D plq, tr) dI'(q) + 7= [ 50(q) {rz(s, q)u(q, tr) +
T T

) }dl“ + Zlﬁ J ﬁy(q, tr) d(q) (3.5.17)
T=tr Q

. 1 su(q, t)
Cr(s, q) {91
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Na expressao anterior & colocada entre parénteses
a dependéncia das variaveis em relagao a coordenadas de campo

a fonte, para melhor clareza destas relagoes.

A equagao (3.5.17) & conhecida como equagao inte
gral de Kirchhoff e & considerada a representagao matematica do

principio de Huygens.

Assim a equagao integral (3.5.17) fisicamente es
tabelece que o potencial em um ponto s no instante t pode ser
calculado das contribuigoes de potenciais e fluxos no contorno
produzidos em instantes anteriores, mais uma contribuigao de uma
fonte potencial distribuida relativa tambem a tempos anteriores.
Esta diferenca de tempos deve-se ao tempo que demoram em viajar

as contribuicoes com velocidade C ate o ponto s.

Para usar a equacgao integral de Kirchhoff para o

- .. . ou

calculo dos potenciais em pontos internos deve-se conhecer u, b
au ~ . - . .
T do contorno, a fungao da fonte Yy e as condigoes 1ni-

ciais, mas, os valores relativos ao contormo devem ser previa
mente conhecidos. Isto pode ser feito a partir de uma nova equa
cao integral, que & a equagao (3.5.17) particularizada para o
contorno, neste caso existirao integrais de contorno singulares

que devem ser calculadas no sentido principal de Cauchy.

Quando o contorno e uma superficie suave do tipo
Liapunov [24] ("superficie que possui plano tangente e normal uni
cas em qualquer de seus pontos mas nao necessariamente curvatu-
ra em cada ponto"), o dominio £ pode ser aumentado por uma se
mi-esfera pequena de raio €, cujo centro esta no ponto s do

contorno (Figura 3.53.3).
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Figura 3.5.3 ~ Dominio Aumentado por uma Semi-Esfera de

raio € no ponto § do Countormno

Assim, a equacao integral (3.5.17) sem considerar

2 integral de fonte fica:

. 1 1 1 or |1
u(s, t) = i - p(q, tr) 4T + s w6 17 u(q, tr) +
T—FE T—TE
1 {3ulq, 1)
Cr |57 _ dr +
T=tr
{(3.5.18)
1 1 1 ar 1

+ E ? 'p(q. tr) dr' + H _a'ﬁ?z_ U(q, tr) dar +

1—‘8 I-‘E

1 or 1 |3u(g, T)

*7m | wmor |at o dr

T T=tr

Quande € + o T -FE + T resultando nos seguin-

tes valores, para as integralis sobre T

indicados na equacgao
(3.5.18), a dedugao de tais integrais pode-se encontrar na refe

rencia {5].

1 1 -
L= - plg, tr) df = 0 (3.5.19)
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1 or 1 1
I, = HJ a—g?i— u(q, tr) dT = 5 u(s, t) (3.5.20)
T

€

du
§¥'(q, T) dl' = 0 (3.5.21)

1 =L | 3l
3 4w 3N Cr _
T T=tr

€

A equacao integral de Kirchhoff usada no contor-

no fica:

1 _ 1 1 1 ar 1
i-u(s, t) = o J ;—p(q, tr) dr + Y J 5 L?E u(q, tr) +
r T

au(qs T)

}w}—J Ly(q, tr) an (3.5.22)
_ m T
T=tr 0

Se considerarmos uma fonte concentrada em g =qS,

podemos escrever

y(q, t) = £(t) &8(q - 9g) (3.5.23)

e a integral da fonte sera:

f(tr) _ _ f(t - r(s, @ /C) _
J — S(q qs) de = J ) 8(q qs) df
Q 1
) f(t - I(S’ qs)/C) - f(trs) (3 < 24)
T(S’ qéj rS ot

onde trs = t - rS/C

m
H

n
1in
|
=]

Assim a equagao (3.5.22) pode~se ser escrita na

seguinte forma:
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%—u(S, t) =-£F % plq, tr) dI' + f# gﬁ- f%-u(q, tr) +
T r
1 jule, D ar + Lltrs) (3.5.25)
Cr |3t =tr 4 r

Se generalizarmos a equagEo {3.5.25) por uso do

coeficiente C(s), a equacao ficara:

C(s) u(s, t) = ﬁ%' %’P(q, tr) 4T' + L ot {jL u(q, tr) +

4T on |rz
r r
1 [%ulqg, T) f(trs)
+ Cr 5'{_'—'—'—-——'- darl’ + m———- (3.5.26)
T=tr s
0 se o ponto S esta fora do dominio
onde C(s) = { Y, Se o ponto S esta no contormo T
1 Se o ponto S esta no dominio

Podemos notar que (3.5.26) nao tem integracao no
tempo, mas existe a dependencia atraves de todas as variaveis as
sumidas como campos em relacao ao potencial assumido como fonte

pela funcgao tempo retardado tr = t - r/C.

. ar . .
A derivada ’E pode ser escrita na segulnte forma:

3r i
e T YLt RLs s A= (3.5.27)

iia}
=]

l'i

Assim podemos escrever:

f

1 r .o 1
C(s) u(s, t) = i%‘ %‘P(q, tr) dT + Y 3;5—2-1¥-u(q, tr) +
T r
1 |du{g, T) f(trs) (3.5.28)
M T df' + 70+

1=tr 5



34

CAPITULO 1V - METODOS DE ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO A PRO-
BLEMAS TRIDIMENSIONAIS TRANSIENTES GOVERNADOS PE-
LA EQUAQKO DE ONDA ESCALAR

4.1 - INTRODUGAD

Usaremos funcgoes de interpolacao no tempo e no
espa¢o as quais em geral podem aproximar de uma forma diferente
¢ peotencial u, sua derivada normal p, como tambem a de-
rivada do potencial em relagao ao tempo. Estas fungoes de in-
terpolacao sao similares as usadas no método dos elementos fini
tos. Este procedimento permite que a nossa equagao integral (3.5.26)
possa ser discretizada em relacaoc ao tempo e espaco atraves de
valores nodais para as incognitas, resultando um sistema de equa
coes algeébricas lineares ficando assim ao alcance dos algoritmos
computacionais. Para o calculo dos potenciais em pontos inter-

nos & usado o mesmo procedimento colocando C(s) = 1 em (3.5.26)

como € usual no metodo dos elementos de contorno.

Para o avango no tempo de forma discreta conside
raremos que a cada intervalo de tempo At um novo problema de-
ve ser resolvido, assim ao final de cada "time-step”" conhecem-se
os valores de u{g, t) e p{(q, t) no contorno, que juntamente
com'os valores obtidos em "time-steps'" anteriores vao permitir
o calculo das incognitas nodais para o intervalo de tempo seguin
te, portanto a equacao integral & aplicada de 0 a At, At a
2At, etc., Nossa origem no tempo e o tempo igual a zero, onde
conhecemos as condigoes iniciais no contorno do problema. Condi

- * ] - - -” - g .
¢oes 1iniciais no dominio nao foram consideradas no trabalho.

Como a equacgao integral nao tem integragao no tem-

po, diminui o processo de calculo numérico, mas em contraparti-
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da faz aumentar a complexidade dos algoritmos de solugao numeéri
ca, por causa das relacgoes entre as variaveis atraves de tempos

retardados.

4.2 - DISCRETIZAGAO

Adotaremos nesta tese aproximagaes constantes pa
ra as variaveis em relagao ao espago, enquanto em relagao ao tem
po, serao consideradas duas possibilidades: constante e linear.
No capitulo V sao apresentados os esquemas para os tipos de com

binagaes que serao estudados.

4.2.1 - Discretizacao no Espaco

Seja o contorno [ dividido em N elementos que
geram NN nos. O potencial wu(g, t), a derivada normal do po
tencial p(g, t) e a sua derivada em relagao ao espacgo ﬁ&h t)
de um elemento X qualguer serao constantes mno proprio elemento.
Ao adotarmos a formulagao de elementos constantes, podemos escre

ver entao para o dominio do elemento K,(q € Fk):

u(g, t) = u (1)
plq, t) = p, () (4.2.1.1)
A geometria do proprio elemento sera apro
ximada linearmente; se & e n definem as coordenadas natu

rais do proprio elemento, as coordenadas globais dele podem re-

lacionar-se as naturals como:
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NS
x = L X . ¥.(g, n)
4=1 kg *e*7?
NS
y = L Y, ¥, M) (4.2.1.2)
k=1
NS
=1
onde Y, (L, n) sao fungoes de interpolagoes lineares iguais as
empregados no MEF [7} em problemas bidimensionais. Nesta for-
ma um vetor de posicao r(x, y, z) de um ponto qualquer do ele
mento K, fica definide pelas coordenadas naturais I e T atra
ves da fungEo r{(z, n).
Assim a area dS de um elemento diferencial dTI',
[7], [2], sera dado por:
ar or
ar = | 7| dz dn
or ar 2 2 232
sendo | 1 | = 3% * ol ~ (J1 + I+ Ja) (4.2,1.3)
- (2y 2=z _ 39y 3z
onde Jl (ag an BT] 3€)
J, = (EE oz _ 9x EE)
2 on 9T L 9n
= (9% 9y _ 9x 9y
T2 = G a0 7 am ap
Agora, se escrevemos a equacao integral para um

determinado instante de tempo

ra todo nd J

t mAt (m, inteiro npatural) P2

do contorno, teremos a seguinte expressao ao subs
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-

tituir os valores de u{q, t), p(gq, t) e wu(g, t) pelas suas

aproximacoes

N p, (tr)
4drc{s.) u.(t) = I l3[, dz dn
] ] k=1 R. k
k
N [ (R*D
+ X ~Jk u, {tr) |Jl dz dn
R3 k k
k=1 Jl.. _]k
k (4.2.1.4)
(B * E)Jk .
pL | = IE LS en) 3], dg dn
- CR% K k
k—l Jl_‘ Jk
k
+ f(trs) com J=1, 2,3 N
R
S
Sendo tr =t - R k/C e trs = t - RJS/C

A expressao (4.2.1.4) escreve-se como:

N
z J o (&, M) Py (ET) dE dn +
r

4rwc{s .) u.(t)
N K1
k

Bjk(c, n) uk(tr) dy dn + (4.2.1.5)

1
J
I'k

. f(trs)
+ I ij(C, n) uk(tr) dt dn + “§g~——
Pk

onde
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|3
k
a. (¢, n) =
ik Rjk
|J|k + (R * n),.
= k
B. (&, n) J (4.2.1.6)
jk R?k
|J], * (R + n)
_ k ~ Jk
ij(c’ T]) - C Rz.

Rjk € a distancia entre o no J (fonte) e um ponto do dominio
(campo) do elemento K, isto e:

Rip = 185 = &l

Devemos notar que os coeficientes ujk’ Bjk

e
ij dependem da posicao relativa entre o no J e o elemento
K, os quais sao funcao das coordenadas adimensionais L e n
do proprio elemento K, assim pode-se aplicar integracao nume-
rica para as integrais em (4.2,1.5) por quadratura gaussiana. E

possivel para os termos que contem o coeficiente «a integrar

jk
analiticamente com singularidade do tipo 1/R em certos casos

especilais.

Mais ainda temos que discretizar o tempo, o qual

sera feito a seguir.

4.2.2 - Discrhetdizagac do Tempo

Para proceder a discretizacgao do tempo adotare-
mos o intervalo At como unidade de avango, seu valor vai de-
pender de diversos fatores que influenciam a qualidade dosgresul

dos numericos.

Para discretizar o pseudo-tempo tr, que & o tem
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po retardado, funcao do tempo e espaco simultaneamente e levan-
do em conta que em geral este tempo mao sera um multiplo exato
do intervalo At o qual & considerado que nao varia durante o

processo, teremos,

tr = t - R/C

onde R t = mht (m=1, 2, 3, ...)

]
2]

|
LO
©

0 valor de tr pode ser decomposto em uma parte

inteira e uma parte fraciomaria, isto &:

tr = mbAt - (n + W) At (4.2.2.1)

n

onde n = parte inteira de R/CAt e p = R/CAt - n, parte fra
cionaria de R/CAt - m; U wvaria portanto entre O e 1 (Figura
4.2,2.1).

"4

(m)

Figura 4.2.2.1 - Definicao dos Valores de n e u.
Esquema do Tempo Retardado e Posi-~

coes Nodais.
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Para aproximar linearmente wu, p, u dentro do in

tervalo At, wusamos as fungoes de interpolagoes lineares

It
=
I
o

e, (W)
(4.2.2.2)

Il
=

e, (W

Entao, adotando o superindice para indicar a po-

sicao do indice nodal no tempo, temos:

uJ(t) =1L§
u, (tr) = € uimrn) + e, uém—n—1) = rél 3 ém—n—r+1)
p () =g pm™ v g, p T o rél e, o ) (4.2.2.3)
Lk(tr) “e *(m-n) e, *(m-n-1) _ ; e Gém-nfr+1)
r=1

Notemos ainda que o anterior pode generalizar-se
para aproximacoes de ordem superior, quadraticas, etc, aumentan
do por conseguinte o numero de posigcoes nodais ou nos mo tempo

dentro do intervalo de tempo At.

4.3 - DIFERENCIAGAO NUMERICA PARA u

numericamente empregaremos a

Para obter ﬁiT)

formula de diferengas atrasadas de Newton, [34)

Ty _ 1
" - At

c U(T_f) com (4.3.1)

o] f

C

N 1
N1
(9]
I
)

f 0

(T
u( ) em termos de valores de u em temos ante-

ficando assim
riores e do mesmo instante T. Exploraremos neste trabalho duas

possibilidades:



41

L) Thes pontos

Neste caso tem-se

F = 2
c, = 3/2
(&4.3.2)
c, = -2
c, = 1/2
LL) Dodis pontos
Fo=1
c, =1 (4.3.3)
c,. = -1

Portanto podemos escrever agora ﬁk(tr), usando (4.3.1) e a ter
ceira de (4.2.2.,3)

- —] — 2 — p— p—
u(m n-r+1) _ 1 | T OF e .. u(m n-r+l1-f)

€
1 F k Ac r=1 f£=¢

ﬁk(tr) =
r

I N

4.4 - EQUACAO INTEGRAL DISCRETIZADA

A equacao (4.2.1.5) com a discretizacao do tempo
e a formula de diferenciacao numerica apresentada pode ser es-

crita da forma seguinte:

,

4C(s ) u" = I I u.k(c, nj er(u) pim—n—r+1) dn dz +
J k=1 r=1 } .]
T
k
N R=2 |
-] 1
Loz 8. @ m e u" P dnar e 4ad)
k=1 r=1 It ]
k
N R=2 F
1 —n-r+1-f £(t
L I I 5 ij(c, m e (W ugﬁ o ) dn dg + —%%359-
k=1 re=l f=g¢ r S
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[ SV
]
=
[~
(%
=

com

Ao compararmos a equacao anterior com a equacao
integral de contorno para problemas de potencial governados pe-
la equagao de Laplace ou Poisson, podemos notar que o primeiro

somatdrio da equacao (4.4.1) fornece a matriz ¢ e o segundo

somatdrio formece a matriz H, denominagao usual no M,E.C., as-~
1 3%u
€2 3Jt

sim o terceiro triplo somatdorio & a contribuigao do termo
da equagao de onda e o quarto termo & o termo inhomogéneo. 0 co
mentado anteriormente porem deve ser tomado unicamente num sen-
tide formal, porque a matriz H resultante final na equacgao
(4.4,1) esta formada pelas contribuicoes do segundo e terceiro
somatorios da propria equaggo; g e G mesta formulagEo nao

sao cheias em geral, podendo ate serem matrizes diagonais.

Ao integrarmos numericamente por quadratura gaus
siana as integrais definidas na equacao (4.4.1) e efetuar o de-
senvolvimento dos somatorios em relagcaoc a f e 1 o0s Indices
superiores resultantes nas variaveis u e p podem-se escre-

ver na forma:
(m - 1) (4.4.2)

onde m & o Indice que indica o atual "time-step" e o Indice i
e a soma das contribuic¢ces dos indices =n, r e f. Notemos que
como At @& constante os valores assumidos pelo Indice i resul
tam ser independentes da marcha no tempo. Os coeficientes re-
sultantes para u e p devido ao processo anterior podem ser

associados a este Indice i e assim podemos escrever:
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N I, . s
4ic(s:) uh = I I Gg;) p(m 1 +
1 I k=1 i=T Ik k
o
N I» . s
vz gl . ) flors) (4.4.3)
. jk R
k=1 1=I0 )

Rg = |§J - Q| e trs = mAt - R /C

Observemos que a variavel i tem um valor mini-
mo Io devido ao valor de n minimo, isto &, o que correspon-
de a menor distancia entre o mo | e o ponto de integracaoc mais

perto de j; lembrando (4.2.2.1) temos.

R, ) =
n min = —Jo W (parte inteira)
C « At
Loge I = n min. que acontece quando 1 = 1 e
f = 0o, devendo-se observar que o valor menor possivel de se en

contrar para Io ¢ igual a zero.

Da mesma forma a variavel 1 tem dois maximos,

.. m-1i .
I1 para os coeficientes pé ) e outro 12 para os coefici-

entes de uim_l)

ponto que existe um somatdrio a mais em rela-

gao ao indice f no terceiro termo de (&4.4.1)

Entao, sendo

(R.k) -
n max = —a—_maX (parte inteira)
C At
temos:
12 = nmax + R + F - 1
(4.4.4)
e I = nmax + R - 1
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quando n = 1n max , r =R=2 e f=TF

4.5 - FORMAGCAO DO SISTEMA DE EQUAGOES

Quando nos queremos achar as incognitas no con-
torno empregaremos a equacao (4.4.3) com C(sj) = 1/2, neste ca
s0o temos:

? =z 5 oa® Dy Ty D) i) flErs) (4.5.1)

jk Tk k1 i ik Pk Rg

trs mAt - RS/C

Em forma matricial e separando as incognitas relativas ao ulti-

mo intervalo de tempo m, (as variaveis u e p para valores

anteriores ao "time-step” m sao conhecidos), temos:
(o) . (m) (0) ,(m) L2 (1) (m-1) I (1) ,(m-i)
H U =G P + & H i) + Z G P + 8 (4.5.2)
i1 - o o1 - - 2

Usando as condig¢oes de contorno tipo Dirichlet,

Newman ou Cauchy (mistas) para o problema, e deixando no lado
esquerde as incognitas do contorno obtemos

I

2
AX=C+ L H
- - i=1 i=1

I; . \
+ I g(l) pmi) | o (4.5.3)

(i) [(w-1i)

onde C, vetor de constantes dado pelo produto dos coeficien
(o) (0) :
tes ij o ij por seus correspondentes valores prescritos

no contorno.

A matriz A, matriz e composta de coeficientes

do tipo Hgi) e Ggi) em forma adequada, para as incognitas do
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contorno,

X  vetor da incdgnitas do contorno

S  wvetor de constantes pela contribuicao da fonte f(trs)/RS

Se efetuarmos os produtos matriciais

(1) E(m_i) e G(i) P(m“i)

H

obtemos
é § = 9 + §O + 90 + § (4'5'4)
I s
onde G, = I g(1) p(m-i)
=z ioy - L
I .
= 5 H(l) u(m 1)
~0 fo1 ~ po
Em G, e H_ estarao contidos os valores nume-

ricos devido 3s condicoes iniciais quando (m-i) for igual a

ZE€ro.
Somando os vetores de constantes tem—se
é § = § (4.5.5)
= + + +
sendo B=C+H +G +§

Equagao (4.5.5) & um sistema de equagoes algébri
cas que fornecera portanto apos ser resolvide o wvalor das incobg
nitas no contormno, para o valor do tempo final do intervalo de

tempo considerado.
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4.6 - SOLUCAO EM PONTOS INTERNOS

Quando os valores de u e p sao conhecidos no
contorno pela aplicacao da equagao matricial (4.5.5), valores de

potencial dentro do dominio podem ser determinados usando (4.4.3)

com C(sj) = ], Neste caso obtemos:
N I, o, . N I, »

wo?= z 1 6l pl((m Dy r x HJ(;) uém b, %EE”’-)— (4.6.1)
k=1 i=T_ ] k=1 i=I_ S

onde J @ o indice para enumerar os pontos internos. Portanto
o potencial u no ponto intermo j e mo instante t = mAt e

dado por:

m 1
R SR (4.6.2)
onde
N I, . B
G, = I I Ggi) Pém 1)
k=11, (4.6.3)
N 12 . _
Ho= 1 1 omil) (e
1 1 k
k=11

Devemos notar que Hg;) e Gg;) sao diferentes
aos da equagao (4.5.1) postoe que agora o indice j se refere a

pontos internos.
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CAPITULO V - IMPLEMENTAGAO NUMERICA DE PROBLEMAS TRANSIENTES TRI
DIMENSTONAIS

5.1 - INTRODUGAD

Desenvolveremos mneste capituloc expressoes para os
coeficientes da equagao (4.5.1), com aproximacao linear no tem
po para u, p e u, mantendo a aproximacao constante no espa-
go para u e p. Para a diferenciacao numérica empregaremos a

formula de Newton (4.3.1) de diferencas atrasadas em tres pon-

tos.

Obtem-se tambem o valor analitico dos coeficien-

tes de p para certas situagoes especiails,

5.2 - ELEMENTOS PARA DISCRETIZAR O CONTORNO

Empregaremos elementos gquadrilateros para mode-
lar o contorno. Elementos triangulares [35] ou qualquer outro
elemento plano empregado no metodo dos elementos finitos podem
ser usados para tal fim. Nossos elementos sao constantes e a
geometria do corpo discretizado tem semelhanca com aqueles mode
lados com elementos tipo flat no metodo dos elementos finitos
(Figura 5.2.1). O elemento fica representado por um no K por

exemplo no centroide do quadrilatero.

De (4.2.1.1) temos que as variaveis u, p e u fi

cam aproximadas no elemento K opor:

ulq, t) = u, (t)
p(q, t) = p, (t) (5.2.1)
ula, ) = u, (¢)
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o NJ geometrico

Xz ¢ No funcional

X3

Figura 5.2.1 - Corpo Discretizado em Elementos Quadrilaterais

5.3 - DISCRETIZACAO NO TEMPO

L) Discretdzagdo

Como ja dissemos na secao (4.2,2.2) aproximaremos

a variagao de u, p e u dentro do intervale At de for-

ma linear e usande (4.2.2.1), temos:

(m~n}) e (m~n-1)

u(q, tr) = uk(tr) =€, Uy * €, 0,
p(q, tr) = Pk(tr) = €, pém—n) +E, pém—n—l) (5.3.1)
i, ) = g (o) =g, 0 4 g glmY
onde
tr = t - R/C

ou de forma discreta

tr

= mAt - {(n + HUYAt
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€, e €, sao fungoes de interpolacoes lineares em K con

forme mostrado na Figura (5.3.1), dados por

e, =1-H
(5.3.2)
e, = M
181 Igz
1 1
tn‘ tn+| ,t tn tn+| 4-=t
ff T 1
A ar |
Figura 5.3.1 - Funcgoes de Interpolacao Lineares no Tempo

Avanco no Tempo

A forma de avango no tempo & através dos saltos
discretos de tempo At, Por cada salto de tempo At a on-
da avanga uma distancia igual ao produto da velocidade de
propagagao € por At. Devido ao principioc da causalidade
e os tipos de aproximagoes no tempo empregadas existira in-
teracao entre dois elementos quaisquer desde que pelo menos
a distancia de uma sub-regiao de um deles em relacao aoc no

central do outro seja menor que a distancia percorrida pela

onda ate esse instante (Figura 5.3.2).

0 comentario obviamente deve-se a propria nature
za do fenomeno de propagagao; assim numericamente fica re-
fletido em que somente existirao coeficientes diferentes de

Zero na matriz A (4.5.4) das incognitas (equagao 4.5.4),
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para as variaveis que ficam afetadas mutuamente pelo avanco

da onda no primeiro intervalo de tempo At (m = 1).

Figura 5.3.2 - Propagacao da Onda a partir do Elemento J

e a sua Interacgao com o Elementc K.

Notemos na Figura 5.3.2 que para m = 3 a per-
turbacao somente abrange uma regiao que contém - 6 pontos de
integragao para os quais o valor de n & igual a 2, os res
tantes 10 pontos tem um valor de n = 3 (unidades intei-

ras da distancia € At.
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5.4 - DIFERENCIACAO NUMERICA

Empregando a formula de Newton (4.3.1) com tres

pontos atrasados para Gk(tr) em (5.3.1), teremos:

& (m-n) (m—n-1) (m-n-2)
- {Co Yk Ty 2 Yk ]

At k 1k 2 'k
Somando,
Gk(tr) g? CO £ uém-n) + (CO e, - C £,) uém—n-l)
(m-n-2) (m-n-3)
+ (C, €, C, Ez) uy +C, €, Uy {(5.4.1)
ou
. _ 1 _ (m-n) _ (m-n-1)
uk(tr) i 1,5¢(1 - u) u + (3,51 2) u, +
# 0,5 - 2,51) uPP) 4o 5 oY) (5.4.2)

5.5 - EQUACAQ INTEGRAL DISCRETIZADA. COEFICIENTES

Ao discretizar o contorno em N elementos qua-
drilateros e utilizando as aproximagaes definidas (5.2.1), (5.3.1)
e (5.4.2), temos a seguinte expressao para a eguacao integral

aplicada ao contorno em cada no j no centro de cada elemento.
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- —n-1
LN [ [a=w e e uplr)
2nu, = L ds +
J k=1 R
rk
N R = 1N — e
+ I oo (1 - W) T I S
- R k k
T
N R n ;
2.2 _ (m-n) _ (m-n-1)
' kE: @z ae (1o Wy * 355 - 2) gy *
Fk
—y—-2 —y—
£ (0,5 - 2,5 o™ 405 WP s
+§§Lr)- com j=1,2,3 ...0 (5.5.1)
S
Quando j = k a equagao {(5.5.1) contéem expres-

soes integrais as quais devem ser integradas no sentido princi-
pal de Cauchy por causa das singularidades do tipo 1/R e 1/R?,
embora quando & usada discretizacao linear o problema & contor-
nado devido a2 ortogonalidade de Fk e n, listo e R +n =0 nas
integrais segunda e terceira de (5.5.1), porem o comentario an-
terior nao & valido para discretizacio de ordem superior (qua-
dratica, cubica, etec.). A da primeira integral em (5.5.1) com a

singularidade do tipo 1/R pode em certos casos ser 1integrada

analiticamente.,

Se as integrais no dominio I, indicadas em (5.5.1)

sao efetuadas numericamente por quadratura gaussiana (7] com NP

pontos de integracao podemos escrever.
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N NP

amu{™ = p p {0 plem)  g(mtd) plmomen)
Tk |k jk

+ an) uém—n) + H£n+1) uim-n_1) .

ik ik
H§n+2) u(m—n-Z) + HEn+3) uém—n-a) .

. k K
J g

+ fI({trS) com i=1,2,3 ... N (5.5.2)
S

onde (Indice g suprimido)

o . I3l w

(1 -w
i R
ik
(n+1) _ LII W
szk = ¥
R n
(n) _ =+ = 1 -y, 1,5(L - u)
Hljk <z 7] w . ( T YT At ) (5.5.3)
H(n+1)=§.E|J|W 1_i+3.5 U—Z)
zjk R? TR C At
glov2) _ B . F 51w . (252 2,50
3jk R2 : C At
(n#3) B+ D 0,51
e T BV )

|J|, & o jacobiano do elemento K definido em (4.2.1.3), R no deno-
minador & a distancia entre o mo j e um ponto de integracgao g
ne elemento K, enquantoe R no numerador & o vetor de posigao

com origem em j e extremidade no ponto de integracao g do
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elemento K, por outra parte n e o vetor unitario mnormal a
superficie do elemento LR
0 fator peso W para integrar o dominio em duas

dimensoes € o produto dos fatores peso para cada uma das coorde

nadas adimensionais © e 7.

Por cada ponto de integragao tem-se um valor es-
pecifico de |J|, W, R e n, u, consequentemente existira um
H H H

numero de NP coeficientes H G e G para um

13 273 3? L 1 2

determinado no j e um elemento K.

Notemos que devido 3 propriedade de tramslagao mno
tempo os coeficientes anteriores sao calculados somente uma vez,
toda vez que ja nao dependam das condigoes iniciais. Cada coe-
ficiente esta associado com um unico valor de n (4.2.2.1) (par
te inteira da distancia R em unidade de C At), consequente-
mente destes NP valores de n existira um minimo e um maxi-
mo, decorrente da distancia minima ou maxima do no j ao ponto
de integracao mais perto ou mais afastado; sendo assim, podemos
recoordenar e somar coeficientes em relagao a n, nao sendo ne
cessario armazenar coeficientes em fungao de cada ponto de in-

senao

tegracao dando NP coeficientes H,, Hy, +.., G, e G,,
uma quantidade igual 3 diferenca do valor de n maximo com n
minimo. Isto forma parte dos algoritmos implementados mno pro-

grama computacional, com o objetivo de diminuir posigoes de me-

moria.

Um dos fatores mais importante e a escolha do va
lor de At, por enquanto sem analisar suas comnsequencias nos re
sultados numéricos, podemos ‘observar que se seu valor & grande,

entao o produto C At também o sera e consequentemente pode
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acontecer que o valor de n = R/C At (parte inteira), seja nu-
lo, isto significa que as matrizes H e G serao totalmente
cheias, devido ao principio de causalidade, o tempo retardado en

tre qualquer par de ndos e positivo.

Se em comntraposigao o valor de At fosse peque-
no de tal forma que o produto € At nao seja maior que o menor
tamanho do menor elemento mais pequeno da discretizagao, teremos
que as matrizes H e G seriam somente diagonais, qualquer coe
ficiente fora da diagonal & nulo. Isto acontece novamente em
virtude do principio da causalidade porque o tempo retardado so
e positivo quando trata-se do mesmo elemento no primeiro inter-
valo de tempo, qualquer outro valor do tempo retardado para ele
mentos diferentes sera negativo e consequentemente a solugao fun
damental & nula. Esta caracteristica permite que nao precise-
mos inverter matrizes para solucionar o sistema de equagoes bas
tando somente efetuar divisoes. Nossa implementacao computacio

nal permite ambas possibilidades e casos intermediarios.

Outras expressoes para os coeficientes H , -

G e G

! , bara diferentes aproximagoes sao obtidas em

5.6 - COMBINACAO DE APROXIMACOES. COEFICIENTES

Depois do estudo numérico das solucoes cujas con
clusoes estao contidas mo capitulo VII e VIII as combinagoes de

melhor comportamento nas solugoes foram:
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soes dadas em (5.5.3).

H e H

3 b

56 mudam os coeficientes G

soes (5.5.3) adotando-se

56

APROXIMAGAO NO APROXIMAGEO NO  NQ DE PONTOS PARA

ESPACO TEMPO DIFERENCIACAO NUMERICA
constante linear -
constante linear -
constante linear tres pontos
constante linear -
constante linear -
constante constante deis pontos
constante linear -
constante constante -
constante linear tres pontos
constante linear -
constante constante -
constante constante dois pontos

Para o esquema 1 os coeficientes sao as

expres-

No esquema 3 os coeficientes H,, H,,

sao os mesmos pontos que as aproximacgoes sao lguais,

e G dados por

1 2

(m)y _ 13l w
Gl. B R
(5.6.1)

(]
il
]

Estes coeficientes podem ser chtidos das expres-

o= 0.
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Para o esquema 2 e 4 obtem-se:

(n) R + @ (1L - p) 1
N R O R T A&t
jk
(n+1)_R = 4 u 1
H, ~—§5——-[J] WAig * T3t (5.6.2)
jk
H§n+2) 0
ik
R 2o,
jk
G, e G, estao dados por (5.5.3) para o esque-
ma 2 e (5.6.1) para o esquema 4. O0s coeficientes H, e H, 820

nulos devido ao fato que a formula de diferenciagao numérica so
L]

precisa de dois pontos neste caso e além do mais u & constan-

te.

Em todos os esquemas apresentados os coeficien

tes numericamente a excecgao dos valores para G e G

) indica

2

dos na secao 5.7.

Como dissemos antes, estes coeficientes vao sen-—
do calculados por cada ponto de integracaoc o qual gera uma gran
de quantidade de coeficientes, a reordenagao e soma final de to
dos eles sera feita em relagao a n, o qual permite determinar
o valor do n por subregiocoes do elemento K e nao em seus pon
tos de integracao, o nimero de tais subregioes com diferentes
valores de n resulte portanto ser igual & diferenca entre

n maximo e n minimo.
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Este esquema esta presente na SUBROTINA INSTEP no ane-
xo. Podemos ainda afirmar que esta diferenga n maximo - n mi
nimo para um determinado no fonte e elemento K equivale ao
numero de intervalos de tempo necessarios a partir do

no fonte para que a onda cruze totalmente o elemento X, o qual
pela sua vez depende da escolha do valor do incremento de tempo
At e da velocidade de propagacao da onda., Portanto gquando o

produto da velocidade da onda por o incremento de tempo At e

[1:2)

constante para diferentes valores de € e At, o fenomeno

o mesmo e consequentemente os resultados numéricos sao iguais.

5.7 - VALORES ANALITICOS DE G; e G,

As integrais presentes em (5.5.1)

R k

lﬂk
i _(m-n-1)

Fk

Sendo Y = R/C At - n definido na segao (4.2.2)
serao calculadas analiticamente quando j = k, isto e, para coe
ficientes da diagonal de G na primeiro intervalo de tempo nos

seguintes dois casos:
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Quando C At € menor que a menon dimensao de qualquen efe

mento (Figura 5.7.1}.

A
Figura 5.7.1 - Elemento Quadrilateral ecom a Onda
Confinada no Elemento.
Neste caso o valor de Gl e G, para o primeiro interva-
lo de tempo (m = 1), vale:
27 (CAt
-
G_-EO) = —(Li"—'_“)Rde drR = T C At
jk
0“0
(5.7.1)
2w Cht
1
¢ - K Rd6 dr = 7 C At
2, R
jk
o 70
onde RdB® dR = dT.

Notemos que Fk’ € a area da circunferencia de
raio C At e U = Clzt’ posto que n = 0 para a regiao
ry -

Ao usar uma aproximacao constante para p, 0s

coeficientes sao obtidos gob as mesmas condigaes anterio

res.
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¢{®) < 2w ¢ at
jk
(5.7.2)
(1) _
G, ' =0
ik

Quando C At @& malor a qualquer dimensde do maior elemen-

to da discretdizacac (Figura 5.7.2).

Figura 5.7.2 - Onda Propagando uma Distancia CAt maior

que qualquer Dimensao do Elemento Quadrilateral.

Para G, e G,, com aproximacao linear para p tem-se P?}

() _ A

.

ik C At

onde os angulos Bj, Yj e a longitudidade Rj estao defi

nidos mna Figura (5.7.2).

-

A, e oa area do elemento quadrilatero, C a velocidade de

propagacao de onda.
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No caso de aproximacao constante para p, tem-se:

) _ .
= .1 A2 % .
Gljk 121 Ri sen Bl q 1/(tg 81/2 tg y1/2)
(5.7.4)
SR
ik
Se para o primeire intervalo de tempo {(m = 1), a

circunferencia de raio € At interceptar os lados do ele
mento quadrilateral, a integracao analitica torna-se mais
dificil de ser feita porque o dominio L' e irregular e
deve ser definido comnsiderando os pontos de intercessao da
circunferencia com os lados do elemento (Figura 5.7.3). Es
ta possibilidade nao foi implementada no programa computa-

cional, e quando esta situacgao ocorre a integracao e feita

numericamente.

Figura 5.7.3 - Dominio I, mno Caso Geral e Pontos

de Interseccao.
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5.8 - CONSIDERACAQO DAS CONDIGOES INICIAIS

Como ja fol dito somente condigoes inieciais no
contorno sao consideradas, as condicoes entao para a origem no

tempo t = 0, sao:

u(x, 0} = u,
plx, Q) = P, x e I (5.8.1)
&(x, 0} = v,

As condigoes iniciais relativas ao potencial u

e a sua derivada normal p, fornecem valores constantes para a
matriz de termos independentes Eo e 90 em (4.5.4) ao ser
o (1) (i)

multiplicados por seus respectivos coeficlientes em e G

quando (m - 1) for igual a zero.

Consideracao especial deve ser feita em relacao
ao uso da formula de diferenciacao numarica pelo metodo de di-

ferengas atrasadas de Newton.

Quando @ usada a formula de tres pontos, precisa
mos conhecer até dois intervalos de tempo anteriores aos valo-
res do potencial, pois o ultimo & relativo a incognita atual,
portanto quando estamos iniciando o processo de marcha no tempo,
isto &, estando no primeiro intervalo de tempo, somente temos
dois pontos, portanto precisamos de um ponto a mals, o qual po-
de ser obtido em - At, aplicando a condicgao ﬁ(x, o} = v, ao
polindomio de segundo grau que vai sendo definido por trés pon
tos (Anexo B). Assim para o primeiro intervalo de tempo obtem-

se a seguinte expressao com somente dois pontos e a condigao ini

cial u(x, 0) = Vg
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(1) _ 1 )y _ _
u = i 2 u 2 v, =V, At (5.8.2)

Agora, no caso de utilizar a formula de dois pon

tos, o procedimento anterior nao & mecessario pois neste caso:

(1) _ 1 (1) _
u A ) Y g (5.8.3)
~ . R e {1
aproveitando a condigao inicial u, para avaliar u( ).
Devemos notar que quando empregamos (5.8.2), )

principio de translacgao no tempo (3.4.5), caracteristica da proe
pagagao de onda estudada & violada nos primeiros intervalos de
tempo pois os coeficientes H,, H,,..., G, e G, (5.5.3) vao
mudando em sua expressao algébrica segundo seja usada (5.8.2) ou
a formula com treés pontos (4.3.1), pela falta de pontos iniciais,
até que o avango no tempo tenha para qualquer elemento ja tres
valores de potencial, a partir dai os coeficientes ficam cons-

tantes ate o final da analise.

Uma alternativa para formulas de ordem superior
que utilizem mais pontos para a determinagao numérica de deriva
da (metodo de Houbolt [8]), € usar formula de trés pontos para
os primeiros intervalos de tempo até obter o numero suficiente
de valores para utilizar a formula diretamente, esta altermnati-

va nao foi implementada neste trabalho,
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CAPITULO VI - DESCRICEO GERAL DC PROGRAMA COMPUTACIONAL

6.1 - INTRODUCAD

Neste capitulo descreveremos de forma geral o pro
grama feito em linguagem FORTRAN atraves ‘das subrotinas mostra-
das num fluxograma, a rotina de maior interesse e listada no Ane

X0,

6.2 - DESCRICAO GERAL

0 programa implementado pode processar problemas
tridimensionais transientes contendo ate 100 elementos quadrila
teros e 80 intervalos de tempo aproximadamente, valores que po-
dem variar em fungaoc do tipo de problema desde que se utilize a
mesma capacidade de memoria, porem a limitacao principal & 0
numero de elementos. O numero de pontos internos em que pode-

se calcular o potencial & igual a 100. Utilizam-se dois arqui-

vos em memoria auxiliar para armazenar os coeficientes H§;) e
G§;) (equacao 4.5.1).

0 programa foi desenvolvido em linguagem FORTRAN
para o computador Burroughs 6800 do Nicleo de Computacgao Eletrd

nica da U.F.R.J.

6.3 - DESCRIGAO GERAL DAS ROTINAS

6.3.1 - ROTINAS DADOS

Esta rotina permite a entrada de dados do proble
ma em estudo. As variaveis necessarias para a analise com sua

respectiva fungao sao:
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Identificagao do problema

Numero de elementos de contorno

Nimero de pontos internos

Velocidade de propagagﬁo da onda

Intervalo de tempo para a marcha no tempo

Tempo maximo para analise

Tipo de analise 0: "onda confinada™

l: avango de onda maior que qual
quer tamanho de elemento no
primeiro intervalo de tempo

2: qualquer outra possibilidade

Nimero de nos que-definem a geometria do problema

Nimero de pontos de integracao numerica a escolher

para a analise

Vetores contendo as coordenadas dos nos

Vetores das coordenadas dos pontos internos

Matriz de conectividade dos elementos

Codigo das condicoes prescritas para o contorno:
0: u prescrito (potencial)

1: p prescrito (derivada normal)

Matriz com os valores das condicoes de contorno

prescritas no tempo que sejam diferentes de zero

Vetores contendo os valores das condigoes iniciais

que sejam diferentes de zero, u ,v. e p refe-

0’ o 0

rem-se aos valores iniciais para potencial, velo-
cidade e fluxo.
Vetor de valores de fonte potencial discreta no

tempo.
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6.3.2 - ROTINA FORM

Rotina que forma a equacao matricial A X=B. A

matriz das incognitas A, & formada de coeficientes das matri-
(o) (0} .

zes H e G reccordenando convenlentemente levando em
conta o valor prescrito das variaveis no contorno (equagao 4.5.3).
0 Vetor B & formado pelos produtos dos valores conhecidos no
contorno pelos coeficientes de H(o) G(O)

e (vetor C na equa

cao (4.5.4), mais a soma dos produtos H(l) . E(m_l)e QOJ pmrl)
(vetores Eo e 90 na equagEo (4.5.4)) correspondentes para

potenciais e fluxos retardados. A rotina nao calcula o valor

das fontes concentradas o qual e feito pela rotina FONTE.

6.3.3 ~ ROTINA FONTE
Esta rotina calcula a contribuigaoc de fonte con-

centrada, fornecendo os coeficientes do vetor S na equacao

(4.5.4).

6.3.4 - ROTINA SLNPD

Resolve o sistema de equacao lineares

>

b
n

=)

j=]

e}

=3}

—
I

pelo meétodo de eliminagac de Gauss, calculando u e p

timo intervalo de tempo.

6.3.5 - ROTINAS MULT t DIV

MULT rotina que calcula as incognitas segundo a
formula:

X =4 xB

onde A ' foi determinada pela rotina MINV, que calcula a in-

versa da matriz A.
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DIV calcula as incognitas como:

X; = A;; /By

quando a matriz A e diagonal.

6.3.6 - ROTINA SoLUC

Rotina que guarda em forma matricial em funcgao
do tempo as solugoes u e p resultados de SLNPD para o alti-

mo incremento de tempo.

6.3.7 - ROTINA RESULT

Ela entrega a salda dos resultados, u e p pa
ra os nos do contormno e o potencial nos pontos internos por ca-

da incremento de tempo ate o tempo maximo da analise.

6.3.8 - ROTINA INSTEP

Esta rotina € a mais relevante dentro do progra-
ma, e uma listagem dela em linguagem FORTRAN & mostrada no Ane

xo no final da tese.

Em termos gerais podemos dizer que a ROTINA INSTEP

efetua:

1 - Calculo dos coeficientes G,, G,, H,, H,, H, e H, da equa
¢ao (4.2.6) para cada ponto de integragao do elemento K em

relacao ao no fonte j.

2 - 0s coeficientes anteriores sao armazenados nas matrizes GG
e HH cujo numero de filas e igual ao numero de pontos de
integragao, e o numero de colunas & igual a 3 em GG, para

guarda G G e n por cada ponto e de 5 em HH, para ar

1? 2
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H H H e n do mesmo modo.

mazenar H 3 Hy

1 27?

Reoordenacgao e somatdorio dos coeficientes em GG e HH nas

matrizes AG e AH em relacao ao valor de n  maximo
e minimo para 0 elemento K em relacaoc ao no
fonte j.

As matrizes AG e AH sao introduzidas nas matrizes tridi
mensionais GM(I, j, k) e HM(I, j, k) que permanecem du-

rante todo o processo, as matrizes mencionadas em 2) e 3)

sao somente auxiliares.

Guarda o valor minimo e maximo de n para cada combinacgao
entre ndo fonte j e elemento K nas matrizes N, e N,.

Em N, armazena os valores minimos e em N, os maximos;

estas matrizes sao necessarias para efetuar o processo des-

crito em 3) e 7).

Seleciona das primeiras posicoes das matrizes tridimensio-
nais HM(i, j, k) e GMG, j, k)Y, as matrizes H e G que
contem os coeficientes para as incognitas u e p do Ulti

mo intervalo de tempo.

Calcula o produto dos coeficientes contido em HM e GM pe
los potenciais u e fluxe p vrelativos a tempos retarda-
dos que contribuem para o vetor das constantes independen-

tes,

~ FLUXOGRAMA
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Soluc

R:Distancia

Max. do corpo

Minv

X

Mult
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Result
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CAPITULO VII - EXEMPLOS NUMERICOS. ANALISE

7.1 - INTRODUGAO

Quatro exemplos diferentes foram processados atra
ves do programa computacional, o primeiro trata-se de uma fonte
concentrada atuando em um espa¢go semi-infinito, sendo a varia-
¢ao no tempo desta fonte dada por uma funcao analitica. Um se-
gundo exemplo refere-se ao problema de scattering para dois ti-
pos de ondas planas incidentes devido a presenca de um cilindro
circular como obstaculo (15]. 0 terceiro exemplo, trata da de-
terminacao da pressao em um ponto gerada por uma fonte concen-—
trada em uma caixa retangular de paredes rigidas t22]. 0 quarto
e ultimo exemplo analisa um corpo tridimensional submetido a uma
fun¢gao de forga que varia no tempo da mesma forma que a fungao

Heaviside, com duas condigoes de apoio diferentes.

Nos exemplos segundo até quarto analisam-se o compor-—
tamento das solucoes para os diferentes esquemas de combinacao
das fungaes de interpolaggo. Se estudara tambem o comportamen-
to das respostas para diferentes intervalos de tempo para 0 quar

to exemplo.

7.2 - EXEMPLO I. FONTE POTENCIAL CONCENTRADA EM UM ESPACO SEMI-

INFINITO

0 espago semi-infinito foi definido por 49 ele-
mentos quadrilaterais de lados iguais a 1000, (Figura 7.2.1) a
fonte concentrada esta localizada a uma altura de 2000 sobre o
;entro da malha (as unidades sao omitidas). Foram calculados as
potenciais em dois pontos internos e comparados os resultados do

elemento central da malha (elemento n? 25) com a solugao exata.
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Os valores exatos do potencial em qualquer ponto
do semi-espago, inclusive seu contorno sao obtidos a partir
da solucao do problema de duas fontes pontuais em um espago in-
finito, onde o plano de simetria x -y corresponde ao contor-

no do semi-espaco (ver Figuras 7.2.1 e 7.2.2).

z

7000

<

/T 77777
[T T 777
2t 4o x ST T X7 777

1000 /Z//////// VA4
% P X ; P (3500,3500,-1000)
00 N wy 77T T
4~ F e Y Fonte (3500,3500,-2000)
1000 I
- % X PZ (3500,3500,-3000)
Figura 7.2.1 - Fonte em Espaco Semi-Infinito
4
Fonte
* =
2000
Yn -x
n 3500
i 2000
‘ —{’—
Fonte
Figura 7.2.2 - Duas Fontes no Espago Infinito

A fungao de fonte concentrada em (3500, 3500, - 2000) &

100 tr

F(tr)

onde tr t - R/C R = IQF - q
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R & a distancia da fonte a qualquer ponto.

As condigoes de contorno do espago semi-infinito

sao: fluxo nulo em toda a superficie, assim fica como incognita

somente o potencial em cada elemento,

Na Figura (7.2.3) apresentam-se os resultados nu

mericos deste exemplo juntamente com a solucao analitica. 0 in

tervalo de tempo At usado foi 1000 e o valor da velocidade

de propagacao adotado foi igual a um.

/
120 4

P )
110 1 Ponto 1(350&35004000)

100

Ponto P (3500,3500;3000)
90 - 2

80 -
70 4

60

prﬂkﬁﬂﬁﬂﬁ

——o-—o--——analttico
M.EC.

o
5 ©
i .

Potencral

(7% )
o
i

Elem. N2 25 {3500,350C, 0)

-3
, TeTpoxio
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12

13 14

Figura 7.2.3 - Potencial em P,, P, e no Elemento n? 25

Se utilizou neste exemplo 16 pontos de integra-

¢ao; vimos ma Figura 7.2.3 como 0s pontaos P, (3500,

3500, - 1000) e P2 (3500, 3500, -~ 3000) recebem as ondas refletidas
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na superficie a partir dos tempos 3000 e 5000 respectivamen

te fazendo que seu potencial aumente.

7.3 - EXEMPLO II. SCATTERING DE ONDAS PLANAS POR UM CILINDRO CIR

CULAR

Neste exemplo & analisado o scattering de ondas
planas por um cilindro circular de comprimento infinito. O pro
blema e bidimensional e foi estudado por SHAW (15], que reduz a
equagao integral de Kirchhoff para duas dimensoes integrando ana
liticamente em relacao ao seu comprimento infinito, assim ele
emprega elementos unidimensionais ao longo do perimetro de uma

segao qualquer.

Compararemos os resultados obtidos para um cilin
dro de comprimento finito com os obtidos por SHAW para a mesma

secao e ondas planas incidentes.

A funcao de fonte concentrada da equagao integral
(3.5.25), f(trs) € substituida pelas funcoes que definem as

ondas planas incidentes; a equacgao integral fica:

$..(s, t)
W 1| 1
Futs, ) =+ L} Lp(q, tr) ar
T
1 R-n 1 9
+ "ﬁ 2 ﬁu(qs tr) ""1; (3_1;‘ 9, T)] dr’ (7.3.1)
r R T=tr)

onde ¢w e a onda incidente definida como:

L} Linean:

¢W = 0.5 (ct - x) H(ct - x) (7.3.2)

onde H(ct - x) & a fungao Heaviside.
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Linear-constante:
0.5 (et - x) H{et - x) quando ct - x <1

Py = (7.3.3)
' 0.5 quando ¢t - x > 1

As condigoes de contornmo do problema sao:

I
o

p(q, t) qeT em qualquer instante t.

As condigoes iniciais sao nulas, isto e:

U(.q, 0 =0

plq, 0) =0 q€eT

u(q, 0) = 0

A geometria do cilindro fica definida para um
raio unitario e a malha foi truncada nos planos z = 0 e
z = 1,4 ou =z = 1,75, Foram utilizados 72 e 90 elementos,
o perimetro contém 18 subdivisoes (Af = 20°), como & mos-
trada na Figura (7.3.1). A velocidade de propagacao ¢ e

unitaria. Foram utilizados 36 pontos de integracgao.

ESQUEMAS u P a Pontos para_D%ferenc1agao
Numerica
Linear Linear Linear Trés pontos
2 Linear Linear Constante Dois pontos
Tabela 7.1

As Figuras 7.3.2 a 7.3.4 apresentam os resulta-

dos para o scattering devido 2 onda incidente linear em
- . 0 0 o

tres pontos, localizados em O = 07, 90 e 180 e refe-

rideos a uma altura =z = 0,525 para ¢ caso de discretiza

cao com 72 elementos e no caso da malha de 90 elementos em
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a] a ] ] . . . s 1.75 el e + + . »

1.4

72 elementos 90 elementos

(a} { b)

Figura 7.3.1 - Cilindro Discretizado em 72 e 90 Elementos Quadrilaterais

z = 0,875, Para 6 = 90° o resultado & obtido da média en
tre os dois elementos adjacentes, pois nao existe um no de

elemento nessa posicao.

Os tres exemplos foram processados com 0 esquema
1. Na Figura 7.3.2 sao mostrados os resultados para discrg
tizagao com 72 elementos e intervalo de tempo igual a 0.25.
Na Figura 7.3.3 foi o caso de 90 elementos e intervalos de
tempo igual a 0.35. Para mostrar a influencia que tem 0
tamanho finite do cilindro, aumentam-se as coordenadas com
respeito a z em 40Z do problema com 90 elementos, man

tendo as demails constantes.

Pode-se constatar que na medida que o cilindro e mais
comprido os resultados tendem a ser mais paralelos com a

funcao ¢,, ou onda incidente.
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Figura 7.3.2 - Velocidade Potencial para 8=0°,900 e 180° em
z = 0,525 devido 3 Onda Plana Linear (At = 0,25 e 72
Elementos). Esquema 1.
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Figura 7.3.3 - Velocidade Potencial para G=OD,9O0 e 180° em
z = 0.875 devido a Onda Plana Linear (At = 0.35 e 90
Elementos) . Esquema 1.
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Figura 7.3.4 - Velocidade de Potencial para 6=00, 90° e 180°

em z = 1.225 (At = 0.25 e 90 elementos). Coordenadas

em 2z aumentadas 40%7. Esquema 1

Os exemplos a seguir referem-se ao scattering pa
ra a onda plana incidente linear constante (ver equacao 7.3.3).
Os esquemas 1 e 2 foram usados, e a malha desta analise tem 90

elementos.

Nas Figuras 7.3.5 e 7.3.6 se apresentam resulta-
dos para os nos do contormno do cilindro para 0 = 00, 90° e 180°
em uma altura =z = 0.875 e 2z = 1.225, este CGltimo valor e
407 maior qﬁe o anterior porque as coordenadas foram aumenta-
dos a fim de diminuir a influeéncia dos extremos nos resultados.

Ambos o0s casos foram estudados sob o esquema 1.
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Figura 7.3.5 - Velocidade Potencial para 9=O°, 90° e 180° em z = 0.875
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Velocidade Potencial ou Pressio
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devido a Onda Plana Linear—Constante (At = 0.5 e 90 Ele-
mentos). Esquema 1,

i
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.
I
i
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Figura 7.3.6 — Velocidade Potencial para 8=00, 90° e 180° em =z = 1.225

devido 3 Onda Plana Linear—Constante (At = 0.25 e 90 Ele-
mentos). Coordenadas em 2z aumentadas 40%. Esquema 1.
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Quando a formulagao dada pelo esquema 2 & wusada

.
obtem-se os resultados mostrados nas Figuras 7.3.7 e 7.3.8. Obser
vamos dols aspectos neste casoj quando as coordenadas sao aumen
tadas as curvas tendem aproximar-se mais do valor 0,5 a par-

tir de t = 6. Tambeém a mudanca para o esquema 2, faz diminuir

as oscilacoes dos resultados numericos.

Foram utilizados 36 pontos de integragao (6 em
cada direcao do plano dos elementos) e 40 "time-step" de 0.25

unidades.

08
0.7
05
0.5 - / _!alé;_gsglnfotlcq

; N 90°
e ) e
0.4 =80° -0 8- 180

0.2 + ; 1.75 Y EP—— --0.875
/

Velocidade Potencial ou Pressido

l » o

Figura 7.3.7 - Velocidade Potencial para 8=00,9OO e 180° em
z = (0.875 devido @ Onda Plana Linear—ConstaE

te (At = 0.25 e 90 Elementos)}. Esquma 2
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Tp(40)=221%3
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g
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i 6] 0 - W\m
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Tempo, t
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Figura 7.3.8 - Velocidade Potencial para 6=00, 90% ¢ 180° em
z = 1,225 devido a Onda Plana Linear-Constante
(At = 0.25 e 90 Elementos). Esquema 2.

Coordenadas em =z aumentadas em 407.

7.4 - EXEMPLO III. PRESSAQ EM UM PONTO DENTRO DE UMA CAIXA RE-

TANGULAR

Este e um exemplo estudado por GRONENBOM
[22) e[32], usando 376 elementos constantes [32] e 32 elementos
quadrilaterais quadraticos. A escolha do intervalo de tempo At
em relagao a discretizacgao ou malha foi um dos aspectos relevan

tes.

A caixa retangular esta definida pelos planos (as

unidades sao omitidas):
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dentro dela acha-se uma fonte concentrada localizada neo ponto

(1, 2, 3) dada por:

f(t) =0 t <Q
£(t) = 7.2338 x 10 ° * t * (t - 288) 0 <t < 288 (7.4.1)
£(t) = 0 £ > 288

A pressao esta dada por (32).

1
P=-903g - 30OV (7.4.2)

onde p e v sao a densidade do meio e v a magnitude de ve-

locidade definida por:

vi=u,. . u,. (7.4.3)

sendo u a velocidade potencial ou potencial,

As condigoes de contorno sao fluxo zero em todas

as paredes em qualquer instante, as condigoes iniciais sao de

repouso.

E calculada a pressac no ponto P (1, 2, 4), por
diferenciacao numérica da equacao (7.4.2), observou-se que )
segundo termino de equacao {(7.4.2) & desprezivel em relagao ao

primeiro nesta analise para qualquer valor do tempo.

Se discretizou a caixa em 54 elementos de contor
no quadrilateros de diferentes tamanhos, correspondendo a 9 por
face. VForam utilizadas as combinagoes das fungoes de interpola

cao definidas nos esquemas 1 e 2 da Tabela 7.1.

Nas Figuras 7.4.1 e 7.4.2 sao mostrados o valor

da pressao no ponto P (1, 2, 3) para um intervalo de tempo
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igual a 6; na primeira destas figuras utilizou-se o esquema 1 e
na seguinte o esquema 2.

Nas Figuras 7.4.3 e 7.4.4 mostram-se o valor de
pressao no mesmo ponto P considerando agora um intervalo de
tempo menor, igual a 4.5, novamente a primeira figura & obtida
no esquema 1 e a figura 7.4.4 sao o esquema 2. Um total de 36

pontos de integracao foi utilizado em todos estes exemplos.

160F -

140

reeseee MELC, (A%=5)
Sommis (Ref,22)

120

100

o T _
= pl67)=0:40:28
= 80
[
wo
. 60
e
O 40
20

3 72 108 144 180 2160 252 288 324 360 3% 432 t

Figura 7.4.1 - Pressao no Ponto (1, 2, 4) em uma Caixa
Retangular com Paredes Rigidas.

Esquema 1.
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valor assintotico (163.2)

oo MEC, (AT=6)
Sommis {Ref.22)

Tp( 67}=0:40:03

L 1 1 i 1 1 1 1 i i 1 .

72 108 144 150 216 252 288 324 3680 3% 4R

36

Figura 7.4.2 - Pressac no Ponto (1, 2, 4) em uma Caixa Retangular com

x 1000

Press3o

140

120

100

80T

60}

401

20f

60T

Paredes Rigidas. Esquema 2.

M.EC.(AT=45)
— _Sommus (Ref, 22}

Tot80)= 0:37:10

. i 1 1 1 ) L | 1 L ] Foay

I 72 18 144 180 216 2527 288 32

360 396 t

Figura 7.4.3 - Pressao no Ponto (1, 2, 4) em uma Caixa Retangular com

Paredes Rigidas. Esquema 2.
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valor assintotrco {163.2) : .
1111 = ANV AT
140 |
120 | ME.C,{AT=45)
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100
Tp(801=0:3508
80
o
(=)
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40
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& 20
3% 72 108 144 180 216 252 288 324 30 3% t-
Figura 7.4.4 - Pressao no Ponto (1, 2, 4) em uma Caixa

Retangular com Paredes Rigidas.
Esquema 1.

Observamos que quando e utilizado o esquema 2 da
combinagao de fungoes de interpolagao sao eliminadas praticamen
te as oscilagoes observadas nas Figuras 7.4.1 e 7.4.4 para os tem
pos finais. Para os tempos finais t > 288 a solucao exata e

o valor assintotico igual a 0.1632 (22].

7.5 - EXEMPLO IV. CORPO SUBMETIDO A UMA FORCA TIPO HEAVISIDE

Neste caso a topologia e condigoes de contorno usa
das fazem do exemplo a ser estudado como unidimensional. 0 cor

po esta limitado pelos planos
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Duas diferentes condicoes de contorno serdo uti-
lizadas, no primeiro caso (Figura 7.5.la) sao prescritos somen-
te fluxos nulos no contorno, exceto em x = 0 e x = a onde a
carga Ep wunitaria e aplicada subitamente e mantida cons-
tante ate o final da analise. WNo segundo caso fluxo diferente
de zero & prescrito em x = 0 onde a carga Ep unitaria ¢ tam
bem aplicada ~ subitamente e mantida constante até o final da
analise, e no plano X = a agora & prescrito potencial ou des-

locamento igual a zero (Figura 7.5.1b).

Ep
¥
1 — PH(t-0)
PH(t-0) e
- X
— fe—
- a
t
{a}
Ep |
Y
! ~ =
PH(t-0)— F x
—pt - .
o
-
N a
t
(b))
Figura 7.5.1 - Funcao de Forg¢a Heaviside e Condigoes de

Contorno.
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0 contorno fol discretizado em malhas de 54 ele-
mentos e 90 elementos quadrilaterais de igual dimensao., Utili-

zou-se em todos os exemplos 16 pontos de integracao e os esque-

mas de combinacao das funcoes de interpolacao foram:

ESQUEMAS u p u NQ Pontos para ?iferenciagao
Numerica
1 Linear Linear Linear Trés pontos
2 Linear Linear Constante .Dois pontos
3 Linear Constante Linear Tres pontos
4 Linear Constante Constante Dois pontos
Tabela 7.2

0 primeiroc conjunto de analises refere-se ao ca-
so das condigoes de contorno definidas na Figura 7.5.la. Em to
dos eles & estudada a solugao numérica do potencial ou desloca-
mento do ponto A localizado em x = 0, y = a/2 e z = af2, com
diferentes "time-step"” a fim de estudar o comportamento e esta
bilidade da solugao., Foram aplicados os esquemas 1 e 2 indica-

dos na Tabela 7.2,

Assim, nas Figuras 7.5.2 a 7.5.4 apresentam-se os
resultados para o deslocamento do ponto A (0, a/2, a/2) com a
discretizacao de 54 e 90 elementos sob esquema 1 com diferentes

intervalos de tempo

Podemos apreciar neste primeiro grupo de exemplos
que para a formulaggo baseada no esquema 1, a escolha do inter-
valo de tempo tem relacao direta com a estabilidade da solugao,
pois quando o incremento aumenta, a solugEo tende a crescer ex-
cessivamente a partir de c¢t = 7a, ou simplesmente a soluggo

desloca-se no eixo c¢t. Quando o valor de At & tal que a cir
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Y

(d}
Figura 7.5.2 - Deslocamento no Ponto A(O, a/2, a/2) para Diferentes

valos de tempo At. Malha de 54 Elementos.
Esquema 1 da Tabela 7.2.

P Hit+-0)
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i L // \\
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a ct
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Pa - - 3c
1} 3 Tp(51)20:4:07
2 -
1k
4
7
a
:y:l'_,_pHﬁ_m e _____anrmalitico
) 2Eu PHE-0) —a. = x AT a
Pa 2 - She ————MEC.
3F 3 Tp(80)=0=21:00
2 2
1
a
Y
s 2Eu PHI-0) 7 o P RH-0)
P — -
5 | P2
2 1
A\
/4
1 & /,
a

Inter-
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Y
PH(t-00 _
PHit-0) T - - anmatitico
»X —MECL.
5 [ 280
Pa
Tpl60)=0:24:30
2 r /\\
. // \
l,
1}t ’, o
/// \\ N
L N
3 8a ct

Figura 7.5.3 - Deslocamento no ponto A(0, a/2, a/2) para At = a/8c. Malha
de 54 Elementos. Esquema 1 da Tabela 7.2.
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MEC.

- p—

Tp{48)= 15440
AT=E-
Bc

Ny, N
6a 7a Ba ct
y et 3 -
PHit-0) =P HIT-O) ——___analitico T _(50}=1:45:18
2Eu 1 AT =R —  MEL
Pa 5
2 L
//\\ /'\\
/ \\ // \\
L o \
ay 5\ /
. N , Y
' a 2a 3a 4a 5a

Figura 7.5.4 — Deslocamento no Ponto A(D, a/2, a/2) soh Diferentes Interva-
los de Tempo. Malha de 96 Elementos. Esquema 1 da Tabela 7.2
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cunferencia de raio CAt com origem no centro do elemento fi-
ca inscrita dentro do elemento (Figuras 7.5.2d e 7.5.4a) o que
corresponde a At = a/6c e At = a/8c para as malhas de 54 e
90 elementos respectivamente as solugoes foram estaveis ap6s va
rias reflexoes de onda. Se valores ainda menores sao utiliza-
dos para At a solucao numerica para o deslocamento do ponto A,

torna-se novamente instavel (Figura 7.5.3).

Dos resultados anteriores podemos notar que quan
do mudamos a malha de 54 para 90 elementos o0 intervalo de tempo
para se obter as melhores solucoes diminue de a/6bc para a/8c.

O0s lados dos elementos sao a/3 e a/4 respectivamente.

Um aspecto diferente acontece quando & empregada

a formulagao do esquema 2, diferente do esquema 1 em relacao 4
. —~ . - . N -~ -

aproximagcao de u e a formula de diferenciacao numerica que es

ta baseada agora na formula que utiliza dois pontos.

Na Figura 7.5.5 se apresenta o deslocamento do
ponto A para At = a/8¢c o qual tinha um comportamenté insta-
vel segundo mostra-se ma Figura 7.,5.3; neste caso utilizando o
esquema 2 a instabilidade a partir de ¢t = 4a desaparece, mais
apresenta erros de precisao numerica, resultando a uma diferen-

- -~ - - "
¢a sensivel em relagao ao valor maximo no pico.

L
H{t-0}
p_ PHE-OT— . analitrce
2Ey X pr= 2 T
Pa — Bc —_— ME.C.
a 005
o8 A ~ N A Tol60R0253
AN
Y N 7N\ / \ N
Ll \ 2 \ \ \
/ Y Yy N \
. 4 N N s \
L L Y s N L N . -
‘ a 2a 3a La 5a 6a 7a 8a ¢

Figura 7.5.5 — Deslocamento no Ponto A(0, a/2, a/2). Malha de 54 Elementos.
Esquema 2 da Tabela 7.2,
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A instabilidade numérica que observamos nas Figu
ras (7.5.2a) e (7.5.2b) pode ser eliminada quando mudamos para
o esquema 2, mais o deslocamento comega gradativamente a dimi-
nuir tendendo ao valor 1 (nao mostrado totalmente), conforme in

dicado nas Figuras 7.5.6a e 7.5.6b, apresentada a seguir,

y .
— PH(t-0) a ——— —__analitico
4 P H(t-0) =
3 .‘gE_u X A3 —  __MECL.
a —L Tp(72)= 01605
2 3
Na 7N /\\ //\\ //
/ \ . N / N \\ I
Y . A 4
L v \\ /// N / N / ) 7
1 \v// \\/// \\/ /
a 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a ¢t
{a)
Y PH(t-0) L1t
P H($-0) il B —anairico
} 2Eu A - BT=3¢ o MEC.
Pa — Tp (48)=0:13:56
2+ ~ N
7 / \\ // \\ ’ \\
1 7 \\ - \' 4 \\
R , . g
A\ \ 7/ AN // ~
1 ) 4 1 N / L Ny 1 \l -—
a 2a 3a 4a 5a Ga 7a 8a ct

(b)

“Figura 7.5.6 - Deslocamento do Ponto A(0, a/2, a/2). Malha de
54 Elementos. Esguema 2 da Tabela 7.2,

Analisaremos agora o mesmo problema sob as condi
goes de contorno mostradas na Figura 7.5.1b. Foi comprovado tam
bem neste tipo de problema que o melhor intervalo de tempo para
se obter melhores solugoes numericas para o fluxo no ponto B{(a,

a/2, a/2) «corresponde ao observado nos exemplos anteriores,
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Estudaremos o comportamento do ponto B{a, a/2, a/2),
localizado no "engastamento'" utilizando a malha de 96 elementos,
dois diferentes "time-step", e com as formulacoes dos esquemas

3 e 4 da Tabela 7.2,

Na Figura 7.5.7, temos o fluxo ou derivada nor-
mal do deslocamento no ponte B(a, a/2, a/2), para o esquema 3,
isto é, p wusa funcao de interpolagao constante no tem-
po, e a derivada numerica de U usa trés pontos. O intervalo
de tempo escolhido foi a/8c. A Figura 7.5.8 mostra como 0s re
sultados anteriores sao modificados pelo uso do esquema 4, no

qual agora u usa funcao de interpolacao constante no tempo e

a formula de diferenciacao numérica emprega dois pontos.

Finalmente na Figura 7.5a tem-se a derivada nor-
mal do deslocamento do ponto B para o intervalo de tempo a/l4c

sob o esquema 4.

Cabe salientar que meste tipo de exemplo foram
empregados as formulacoes 3 e 4 cuja caracteristica mais impor-
tante & a de utilizar uma fungao de interpolagac constante para
p, devido a que a solugao analitica ou exata para p (deriva-
da normal do deslocamento em B) & uma fungao discontinua no tempo.
Quando foram utilizados os esquemas'l ou 2, uma grande instabilidade de
oscilagao em torno dos valores constantes & produzida, posto que
estes esquemas interpolam linearmente o fluxo p no tempo, for

cando a continuidade.
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Figura 7.5.7 - Derivada Normal do Deslocamento no Ponte B{a, a/2, a/2).
) Esquema 3., Malha de 96 Elementos.
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Figura 7.5.8 - Derivada Normal do Deslocamento no Ponto B(a, a/2, a/2).

Esquema 4. Malha de 96 Elementos.
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Figura 7.5.9 - Derivada Normal do Deslocamento no Ponto B(a, a/2, a/2}.
Esquema 4. Malha de 96 Elementos.
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CAPITULO VIII - CONCLUSOES

No presente trabalho desenvolvide pode-se obser-
var alguma das vantagens proprias do método dos elementos de con
torno em relacgao a outros métodos (elementos finitos, diferengas fi-
nitas). Uma das caracteristicas principais do metodo empregado
& a reducao do problema em uma dimensac, assim dominios tridi-
mensionais somente sao discretizados em elementos bidimensionais
pertencentes ao seu contorno. Alem do mais, podemos escolher
pontos do dominio nos quais nos desejamos avaliar as incognitas
ou variaveis. Entre as desvantagens usuais do método esta o fa
to que as matrizes que sao necessarias, nao sao simétricas, téem
pouca esparsidade e nao apresentam caracteristicas de banda. Es
te fato, embora seja uma caracteristica geral do metodo naocqu
re para a formulacao empregada no trabalho quando & utilizado o
esquema de marcha no tempo com um valor de intervalo de tempo
tal que o valor da distancia discreta de avango relativa a este
intervalo & menor ou igual a menor distancia entre dois pontos
quaisquer pertencentes a um mesmo elemento na discretizagao.Ngi
te caso a matriz das incognitas fica diagonal, portanto nao &
necessario inverte-la ou usar algoritmos para a solucao de sis-
tema de equagoes algebricas, bastando fazer simples divisoes pa
ra calcular as incognitas. Assim, tal matriz pode ser implemen
tada'mais eficientemente como um vetor de dimensao igual ao nu-

mero de elementos de contorno.

Uma vantagem importante & a possibilidade de con
siderar dominios infinitos, especialmente para evitar que ondas
sejam refletidas por contornos artificiais necessarios para ter
minar malhas como no caso dos elementos finitos e diferencas fi

niitas. Embora o desenvolvimento de elementos especiais [40] te
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nham contribuido muito para minimizar os erros decorrentes de
ondas artificialmente introduzidas, ainda assim no caso de pro-
pagagao de onda a malha de elementos convencionais deve ser ex-
tendida até uma distancia razoavel da regiao perturbada. E ne-
cessario indicar que as caracteristicas proprias dos fenomenos
transientes em propagacao de onda devem ser respeitadas na im-
plementacao numerica, isto &, que o fenomeno avango com veloci-
dade finita atraves do corpo ou meio, pois este fato esta pre-
sente diretamente no principio da causalidade na solugao funda-
mental, Assim na equagao integral de Kirchhoff, quando uma per
turbacao ¢ emitida no instante t em um ponto S, ela afetara

ao ponto Q no tempo (t + |§ - Q[/c), e nao antes:

Portanto ao se adotar elementos de ordem superior
(quadratico, cubico), deve-se observar que apesar da aproxima-
cao ser melhor o uso de elementos muitos grandes pode nao ser
adequado, pois equivale que a onda avance alem da distancia real
dada pela sua velocidade para um determinado tempo t. Coefici-
entes nas matrizes usuais H e G serao obtidos para mnds que
ainda estejam em repouso, ou que ainda nao estejam dentro do cam
po de acao da perturbagao. A utilizagio de elementos nao con-
formes & preferivel aos elementos conformes pois evita que um
ndo qualquer pertenca simultaneamente a diferentes elementos, o
que acarreta uma violagao mais reduzida do principio de causali

dade.

Qutros aspectos obtidos das aplicacoes numéricas
estao vinculados com os esquemas propostos para as combinacoes
das funcoes de interpolag¢ao no tempo para aproximar as variaveis

L] L]

u, p e u, e a formula de diferenciagao numérica para u. Dos

exemplos analisados vimos em todos eles a seguinte particulari-
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dade: quando existem intervalos para os quais a solucgao analiti
ca da variavel, seja fluxo ou potencial & constante no tempo, en
tao a solugao numérica oscila com respeito a solugcao analltica
quando interpolacao linear no tempo para fluxo e derivada de po
tencial € usada e mais acentuada quanto menor o intervalo de tem

po empregado.

No exemplo III, vimos claramente este fato; quan
do usamos para u uma funcao de interpolagio constante e a for
mula de dois pontos para a diferenciacao numérica desaparece a
oscilagEo para a pressao quando esta comega a ser constante wno
tempo. O anterior acontece tambem na variavel p ou derivada
normal dos deslocamentos do ponto B mostrados nas Figuras (7.5.7)

a (7.5.9), poils so e possivel obter boas solucoes numéricas quan

do a fungﬁo de interpolagao para p for constante.

A relacao intervalo de tempo - tamanho dos ele-
mentos, para nosso caso de elementos constantes no espago as me
lhores solucces sao obtidas quando a circunferéncia de raio CAt,
sendo C a velocidade de propagagao da onda e At o "time-
step", & a maior circunferéncia inscrita dentro do elemento, es
te fato permite que a matriz dos coeficientes das incognitas fi
que diagonal com as vantagens ja descritas anteriormente neste

capitulo.

Diferenga entre os tamanhos dos elementos para
manter tal critério devera ser estudado no futuro, embora em al
guns casos dos exemplos II existam diferencgas de até 40% entre o5
lados maior e menor de um elemento e no exemplo III ha tambem
diferengas de 407 da area do menor elemento em relacao ao maior,

e foram obtidos bons resultados. Uma implementagaoc de grande in
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teresse & a consideracao de subregioes que permitira analizar

propagacaoc de ondas em meios nao homogéneos.

Um aspecto incluido nos resultados dos exemplos
do capitulo VII foram os tempos de processamento (CPU), de cada
um deles, indicados sob a forma Tp(m) = H:M:S, onde Tp(m) g o
tempo de processamento de m intervalos de tempo At, em ho-

ras (H), minutos (M) e segundos (S5).

Finalmente, podemos dizer que pode-se obter bons
resultados numéricos com a formulagao desenvolvida nos problemas
de propagacao de onda apresentados, na qual o mé@todo dos elemen
tos de contorno mneste tipo de problemas tem certas vantagens par
ticulares constituindo-se numa boa ferramenta de analise numeri

ca.
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ANEXO A

LISTAGEM DA ROTINA INSTEP EM LINGUAGEM FORTRAN



sExlwly

xRN pREwRe

oo

™

SUBROUTINE INSTEP(XF»YFsZ2F»X1,X2»X3» RMAX,H»GrU»P»55-NAXS
*JrRe ¥ NXsHF» GMs NCL )

COMMON/NRI/NSL o NIsNLCoDTo NN THAXSDOMAX e NTYP,RM2T»X5,Y5,75
tp NTIMsNPIN
COMMON/NRZ/NICSG-54),N2054.,50),FT(542,80),U00543-,V0{54)

#, SFC{80), NON(S455),FP0(54)

DIMENSIDON X1C1),X2C13,X3(1),UCNX,803¥»PINXs802,HY{T7,8X,NXD
GRS NXANX)D

CIMENSTION XGCRILHG(B)» HHLBA- D) »GG{H4» 32, XX (358 )sR(Z224)

#p XLO3),AHLTI»AG(S)LFNC LI AYPC )

SUPRROTINMN GAUSS FORNECE PESUS E CODRDENADAS D05 PONTOS
D INTEGRACAD POR QUADRATURA GAUSSTANA

CALL GAUSS(HG-XG,NPIN)

COORDENADAS 00 NDO FONTE (CENTRDIDE) DO ELEMENTT 4

XPC1d=XF
XP({2)=YF
XP(3)=2F

NMIN=1000000
NMAXY=D

35=0.

H=0.

G=Ca
NPI=NPIN=NPIN
CDT=C=0T

DO 2 I1=1,NPI
D0 2 TI2=1,5
HHIT1+123=0.
0O 5 T1=1NPE

%01
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D0 S I2=1,3
S 66(I1,12)=0.

COOROENADAS DOS GQUATRO NOS EXTREMIDADES OF TCLEMONTO K

DO- 30 I=1»4

XX{1,1)=X1(NDN{K»TI+1))

XX (2, T)=X2(NDN(K-I¢1 )
30 XXU3,T)=X3(NON(K,TI+1D)

00 10 LX=1.NPIN
R1=XG{LX)
WI=WGL{LX)
DB 16 LY=1,NFIN
R2=XG{LY)
W2=HG{LY)
RP=1.0<-R1
SP=1.0=R2
RO=1.04+R1
S8=1.0+R2

FUNCOES DE INTERPOLACAD (REFERENCIA 7))

FNC1)=0.25+RP&SP
FN(2)=0.252R0Q=5P
FN{3)=0.252RQe35Q
FNCA)=0.25*RPx350Q

DO 15 I=1.,3
15 XL(I)=0.

CALCULD OE LAS COORCENADAS LO PONTOD DE
DO tLEMENTO K

INTEGRACZAD L

c01
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25

O 20 I=1»4%
XLOL)=XLO13+FNCT) =X (L »T)
ALCZ2I=XLL23+FNCEII&XN(2,1)

XLL32=XLU3)4FNTTIIeXX(3,1)
RIKL =0,

CALCULO DA DISTANCTA DO ELEMENTO J (CENTROIDE)D
AC FONTC DT INTEGRACAD L

DO 25 I=1+3
RIKL=RJIKL+CYXPCTII=XL(I)dnn?2
RJKL=SORTLRJIKL)Y
IF(RM.LT.RJIKL) RAN=RJIKL

CALCULD DE NLR (PARTCZ INTEIRA DE RJKL/ZC«DTY £ GL
(PARTE FRACCIUNRARIA DE RJXL/C*DT - NLR)

NLR=RJKL/CDT

GL=RJKL/CDT-NLR
CONDICADO DE CAUSALIDADE (RMAX=DISTANCIA PLRCORRINA
PeELA ONDA ATE O TEMPO ATUAL T=MsDIT)
IFCRJKLLGT.RAMAX) GO TG 10

MN=M=NLR

RMC=RMAX-COT

IFCRIKLLLTLRME +AND. MNL.GT.32 GO TOD 10

DETERMINACAG DOS VALORES DE NOMIN) E NOMAX) RELATIVOS
ENTRE O NO J4 E O ELEMENTO K

901
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3

35

FFOAMINZGT.NLR) NMIN=NLR

IFONMAXLLTLNLRY NMAX=NLR

El1,1)==0.2525P
R{1,2)==R(1.,1)
R{1le3)=0.25+50
R{l»4)==R{1l,3)
R{2,12=-0.25¢RP
R(2,2)==0.25%RE
R{2+,3)==R(2:+2)
RIZ»4)=-R{2s1)
EL=NPIN®{LX-1)+LY
RA=(XLL1I-XPCL))
RY={XL{2}=XP(2))
RI=(XL(3I)=XP(3))
D1l=0.

D12=0.

b21=0.

D22=0.

D31=0.

032=0.

00 35 I=1r4%
D11=011+#XX(1+13+R(1,1)
D12=012+XX(1oI0#H{Z2>T)
D21=021+XX{2,13*R(1.,1)
[22=022+XX{(2,1)%R(2>1)
D3I1=C31+XX(3,T)xR{L, 1D
D32=D32+XX(3,[)«RC2, 1)
Gi1=D2]1=*032~022%D31
G2=012=D31=-C11«D32
G3=011s20D22-012+D21
DO=Gla*24G2% 224632

DG C*' § JACOBIAND

LOT
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DG=SERTLDG)

LF(J.EG.K.ANDLNCLLERLDY 6D TO 390

COSENOS UIRCCTORES DA NDRMAL *A SUPLRFICIT

CN¥X=G1/DG
ChY=02/D¢
Chi=G3/DG

RPN=CNX#RX+LNY*RY+CNZeRY
FAC=RPN#DG#*W12W2/(RJIKL 222

COEFICIENTES H1,HZ2,H3,F4 POR CADA PONTO
BE INTEGRACAU

HACLL »Z)=NLR

HHCLL 21 d=FAC+((1.5-1.5#+GLY)/COT+(1.=-GL)/RINCL)
HH{LL»2)=FAC*{(3.5+GL~2.)/CDT+GL/RJKL)

HHOLL #3X=F AC&( 0. 5=2.5xGL )Y/ DT
HHCLL»43=FAC#D . 52GL/CDT

IF¢(MNLGT.3) GO TO 80

COEFICIENTES H1»HZ2eH3»h4 PARA O PRIMEIRD INTERVALD
DE TEMPO RETARDADY

AT=FAC®LC1.=GLI/RIKL$2 4% (2a=GLI/CDT)
A2=FAC*{2.#{GL=1.)/COT+GL/RJIKL)
A3=0.

Ab=0.

A5=FAC*(VO(K)®(2.%5L=1.))/C

80T
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65

P

75

80O

COLFICIENTES H1.H2,H3»HL PARA 0 SEGUNDO INTERVALOD

DE TEMPO RETARDADD

BI=FAC*{{1.-GL)/RIKL+].5x{1.=GLI/CDT)
B2=FAC*(GL/RJKL#{4.2EL-2.02/CET)
B3=7AC2{0.52(1.~5.«GL)/CDT)

84=0.

B5==FAC*GL*VU(K)/C

IF(MN.ES.1) GO TO B5
IFIMN.ER.2)Y GO TD 70
IF(MN.EQ.3) GO TO 75
GO 70 80

HH(LL>1)=A1

HH(LL »2)Y=A2
HHCLL»3)=4A3
HHCLL»4)=A4

55=55+45

G0 70 80
HH{LL»1)=RB1-Al
HH{LLr,2)=B2~A2
HH{LL,3)=B3-A3
HH{LL»4)=84~ A4
55=55+85

&l TG 80
HHOLL»1)=HH{LL»123~81
HH{LL,2)=HH(LL,2)~B?
HH(LL»3)=HHC(LL,»3)-8B3
HH{LL » & }=HH(LL» 4)-B4
COANTINUE

CALEULO DOUS COEFICIENTES 61 E G2

60T
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IF(RJIKLLLTLAMCY LG TO 10

GGILL,3)=NLR

[FINTYP.GE.2) GO 70 2100

IFCJL.EQ.K.ANDJNCL.ERLD)Y GD TC 10
2100 CONTINUE

FAC=W1lsaN24DG/RJKL

GG{LL,1)=(1.-GLI=«F AC

GGILL»2)=GL&FAC

10 CONTEINUE
IFCNMINLES.100C0060) GO TO 135

DETERMINACAD DOS VALDRES DE NCMIN) E N{MAX) GTRAIS
OU ABSCLUTOS PARA O NO J E 0O ELEMENTD K

IF{MICI» KD GT.NMINY N1 CJd»KI=NMIN
IFCNZ0JrK)LLTLNMAXDY NZ2LJ,H{I=NMAY

AIN=N1CJ»K)

MAX=N2(J.X)

EMAX=MAX=MIN+4

DG 85 I=1,7
85 AH(I)=0a.

ACUMULACAD DE CDEFICIENTES H1,HZ2sH3»H4 EM RELAEAC A N

0 90 LP=1.NPI

NR=HH{LP»5)
IF(NR.EQeaD.AND.MINL.GT.C) GO TO 9C
D0 86 IN=1,%

85 AH{NR-MIN#+INI=AH{NR-MIN#IN}+HH(LP>IN)
90 CUNTINUE

0Tt
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95

926
100

108

110

DO 95 I=1,5
AGTT }=0a.

ACUMULACAD OE COEFICEENTES G1 £

DD 100 LP=1,NPIT
NR=GGLLP,»3)

G2 EM RELACAD A N

ITFINR.EQLOAND.MINLGTLO0)Y GO FDO 100

DO %6 IN=1,2

AGCNR=MIN+INI=AGI{NR=MIN¢INI+GGLLP»INY

CONTINUE

CEYERMINATAD DAS MATRIZES HM £ GM

00 105 I=1,THAX
HMCT2Jd,K3=HM{T» 3-8 )+AH(I)
IMA=IMAX-2

DO 110 I=1,1MA
GMCTI»J-K)=GM{I-»Jd,K)HAG(ID)

IFINCL.GT.C) G0 TO 155
IF(NTYP.GE.2) GO TO 155
IF{".6T.13 GO TO 155
IFCtJ.NE.KI BO TO 15%

CALCULD ANALITICD DE G1 £ G2 E
NA MATRIZ GM

CALL INLOCCDT»XP»E¥XeC1C2-NTYP)
GM(1.,J,K)=C]
GM{Zs»dsK)=C2

INTRODUCAD DIRETA

111
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155 CONTINUE
MIN=N1CJ-KD)
IFCMINLEQLLIQ00000) GO TO 1875
MAX=NZ2C(J»K)
ITMAXN=MAX-NIN+4
IkA=IMAX-2

CETERMINACAD DOS COEFICIENTES DAS MATRIZES H £ G DAS
INCOGNITAS (UesP) £ DAL CONTRIBUICOLS DOS FLUXES £
POTENCTIAIS RETARDADOS

NP A=1
IFCMINLNELC)Y GO 7O 12%
H=hM{1,JsK3
G=GFI1sJ:K)
NPA=2
125 GO 115 I=NPA,IMAX
LNA=NINeI-1
NDIF=M-LNA
IF(MDIF.LT.0) GO TO 115
IFINDIF.EGLO) GB T8 112
SS=S5S5+HM{T,J»KI+UCK-NDIF)
LO 70 115
112 S5=55+HMUTI,JK)=UDLK)
115 CEONTINUE
DO 120 I=NPA,IMA
LNA=T+MIN-1
NDEF=M-LNA
IF(NDIF.LTL0) GB TO 120
IF{NDIF.EQ.O) GD TO 118
55=S5S5+GM (T, JaK)«PCK,NDIF)
GO 7L 120
118 S5=55+0MUL,dsK)xPOCK)
120 CONTINUE

11
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165 CONTINUE
145 RETURN
ENC

€1l
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ANEXQ B

FORMULA DE DIFERENCIAGAO NUMERICA, INICIO DA MARCHA NO TEMPO

A formula (4.3.1) de diferengas atrasadas com
tres pontos pode ser obtida com um polinomio de segundo grau (Fi

gura B-1), definido como:
u(t) = At? + Bt *+ C (B-1)

0s coeficientes A, B e C podem ser deduzidos

impondo as condicoes seguintes:

U= ug em t = tO
= t = t_ + At B-2
u u, . (B-2)
u = u t = t + 2At
2 (4]

Azssim obtem-ge:

1 1 1

A = Atz 12 u0 - u, + 5 u,

B = RS 3u_ + 4du, - u {B-3)
2At 0 1 2

cC = uO

Conhecidos os coeficientes do polinomio (B-1), po
demos obter u para o ultimo intervalo de tempo ou t=t0-+2At,
a equagao (B-4) & a equagao de diferenciagao de Newton com trées

pontos atrasados.
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| (F-1)
!
T
Y2
Y T-2)
T
ty Y ty
Figura B-1 - Aproximagao Quadratica de u em 2At
«+ 1 3 _ 1 -
L vl Y 2u1 + 7 Y (B-4)
Em t = to + At, tem-se
|
= gar (w2 7 ) (8-5)

Se o Indice nodal & usado como indice superior pe

demos escrever (B-4) como,

(1) _ 1 |3 (D) _ , (T-1) , 1 (T-2) _
u ——A-—E- iu 2u +-2-l.l (B 6)
e (B~5) fica:
o (- -2
u(T b = 5%; uT - u(T ) | {(B-7)
Quando iniciamos a marcha no tempo, e adotando
- (T=2) =
tO = - At podemos calcular u da expressao (B-7)
W (T2 o a3 (T71) 4 (D
onde u(T_z), u(Thl) uT correspondem respectivamente aos
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valores de u em t = - At, 0 e + At respectivamente (Figu-
ra B-2)
u
(t-1}
()
u
(t-2)
U 2
T
-At 0 At
Figuﬁg B-2 - Inicio da Marcha no Tempo
Como G(T-l) v, © u(T-l) 0® sao condigoes

iniciais, temos:

u(sz) = u(T) 2At Vo

Obtendo assim um terceiro ponto para aplicar a

formula (B-6) a qual portanto fica:

- 2uo - v, At (B-8)
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ANEXO C

INTEGRAGAO ANALITICA DE 6, E G

Apresenta~se no Amexo C a integragao  analitica
das expressoes (C-1), em certos casos especiails para os coefici

entes de p quando o no fonte e o no campo coincidem e gquando

se esta no primeiro intervalo de tempo (m = 1)
(i) _ (1 - )
UM I
J3 .
Tk |
(Cc-1)
(i+1) _ U
szj = T dT
1ﬂk

onde u = R/C At - n

Para o primeiro intervalo de tempo (m = 1) no
proprio elemento tem-se n = 0, portanto
H = R/CAt

L ) Caso quando ¢ dominic dado pela area da circungerénedia  de

raio C At  4ica confdinada dentro de elfemento.

Figura C-1 - Dominio I, para as Integrais
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27 (CAt : 21 CAt
Temos: 6% = Q=D pap qr {1 = R/CAE) pag ar
13 0’0 0’0
2 (CAt (2T CAt
= dé drR - E%F d6 dR = 2w CAt - wCAt = 7CAt
0“0 0“0
27 (CAL 2T (CAt
(1) _ L - R -
GZ_, ﬁRde dR = mde dR-TTCAt
33 0’0 0“0
Portanto:
Gfo) = 7 CAt
i3
(c-2)
Ggl) = m CAt
ji

Quande adotamos a formulagao constante para apro

ximar p no tempo, os coeficientes podem ser derivados fazendo

u= 0 em (1), assim obtemos:
GEO) = 27 CAt
ii
(c-3)
(1) _
G, © =0

ii
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i4) Caso quando a area do elfemento fica confinado dentro da

a

area da circunfenineia de raic C At

Figura €-2 - Dominio Fk para as Integrais

Neste caso temos que:

(1) _ Y _ _ dA =
6, " = z da = S8 o o A
1] T T T

_ Area quadrilatero _ Ak
CAt CAt

(C-4)

Sendo Ak, a area do elemento quadrilatero k

Para GSD) tem—se:
3]
(o) _ (1 - W) dA _ " _ | dA _ Ak
GIJJ R da =1 3 gda= R CAt
rk Fk Fk Pk

A integral J %? sera calculada no dominio mostrado ma Figura (C-3).
T

k
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Figura C~3 - Dominio para Integragao em Coordenadas Polares

Usando coordenadas polares temos:

o, (R(8)
dA _ | Rd8 dR _

R R dg dR = db dR

B A A e e

Determinagao de R(8)

Coordenadas do ponto C: (L o)

1?

Coordenadas do ponto D: (L,, cosd,, senc,)

Reta CD:

Seja y = mx + n a reta €D, impondo as condi-

goes que os pontos C e D pertencem Z reta obtém-se:

sten oy

m =
L,cos a, - %,
£,4; sen w,
n =
f,cos 0, - &,
L,sen o, _
Seja p = » entao a reta (D pode-se escrever:

Ezcos o, - 2

1 P (C_S)
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Reta KP

o
i

Se kx € a reta KP e tg 6, entao:

g
I

y = tg 6 x {(C-6)

Coordenada do ponto P:

Corresponde a intersecao das retas CD e KP, en

tao usando (C-5) e (C-6) tem-se:
tg O x = px - 2 p

Assim

p 2, tg 0 p £,

x:—.Eg—e._-.-_p_ e y:-

tg 6 - p

serao as coordenadas do ponto P.

Logo R(B) & a distancia entre o ponto K e o

ponto - P
: /— p L) (- p 2, tgd)?
R =
(®) = /Tege =917 ¥ ees - )2
P £,
0y = —— z
R(©) €26 - p 1 + tgh
o, (R(O).
Voltando a nossa integral d0 dR, temos:
0 ‘0
% S p 2 Gy 8
_ 2 _ sen -
R(B)d8 50 1+tg0® db = p &, €20 = p de
0 0 0
o
=p £ 1 1
P& senb - p cosB

o}
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onde integrando a fungao trigométrica anterior, finalmente tem-

se:
da _ _? L, L, (al - arctg p)/t - aret P)
R 1 +p2 | n 8 2 & 2
Ak
Se fazemos a, =y, + B, somamos as quatro areas Ak parciais

e reordenamos, obtemos [37].

(o) _ & [ _ Ak c-7
S e 1/(tg 8;/2 . tg v;/2)) - E (c-7)
(1Y _ Ak
e G e v
zjk CAt

Se a formulagao constante para aproximar p no tempo e usada,

entao fazendo Y = 0, obtemos:
¢ = T o senB, 1 [1/(tg B./2 . ¢ Y. /2)
1, . i i n B By/e - T8y
ik 1=1
(c-8)
(1)
Gz. 0



