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0 objetivo deste trabalho & apresentar o método de
superposicao modal como um procedimento para a analise estatica
nao linear geométrica de estruturas esbeltas, assim como, exami-
nar o emprego de uma base de transformagdo de.coordenadas consti
tuida por vetores .gerados de uma forma nao iterativa a partir de
um algoritmo do tipo Lanzos, como alternativa ao uso da base mo-
dal.

No método de superposicao modal tem sido tradicio
nalmente utilizado os autovetores como vetores base. Este proce
dimento tem como principal inconveniente o elevado custo computa
cional, devido ao carater iterativo da solucgdo do problema de au
tovalor. A adogao da base proposta reduz drasticamente este cus

to sem afetar a precisao dos resultados.

A viabilidade do algoritmo proposto € investigada
por meio de alguns exemplos, nos quais € comparado com o método
de superposicao modal classico e com os métodos de. analise nao

lineares do tipo Newton-Raphson.
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The purpose os this work is to present the method
of linear buckling mode superposition as a procedure for geometric
nonlinear static.analysis of slender structures, and to examine,
as an alternative to a modal basis, the wuse of a coordinates
transformation constitutes by vectors produced . in a non-iterative

way from a Lanczos algorithm.

In the method of buckling mode superposition the
eingenvectores have been tradionally used as basis vectors.
The high computational cost of this procedure, caused by.. the
iterative character of the eingenvalue problem, is its main
drawback. The proposed method reduces the computer time
requirements significantly without affecting the accuracy of the
results.

The viability of the proposed algorithm is investigated
through some examples. Comparisons with the .classical mode
superposition method and a full nonlinear analysis are presented

and the obtained results discussed.
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I. INTRODUCAO

A éplicagéo do método dos elementos finitos com
técnicas incrementais-iterativas na analise estatica nao linear
geométrica de estruturas requer um esforgo computacional sensi-
velmente maior do que o necessario para uma analise .linear. A
necessidade de obtencdo de varias solugles durante as diversas e
tapas de um projeto, desencoraja a utilizacao mais frequente de
analises nao lineares, devido aos altos custos envolvidos na so-

lucdo de problemas praticos.

Em conéequéncia, nos ultimos anos, tem-se investi
gado métodos de solucao mais eficientes para determinadas clas-
ses de'problemas. A constatacao que, em muitos casos de interes
se pratico, sdlug6es nao lineares podem ser obtidas a partir de
uma solucao linear, levou ao. desenvolvimento de metodos eépecial
mente adaptados para estas situacoes, conseguindo-se uma grande
eficiéncia. Um exemplo é a analise de estruturas esbeltas (vi-
gas, porticos, placas) que podem apresentar um comportamento pré -
critico fracamente ndo linear. Nestes casos avanélise do compor
tamento pré-critico pode ser satisfatoriamente realizada atraveés
de uma transformacdao de coordenadas que utilize os modos de flam

bagem do problema de autovalor correspondente como base.

0 método proposto (1), baseado nesta estratégia de
solucao, apresenta resultados a niveis de deslocamentos e esfor-
cos que se aproximam satisfatoriamente da sblugéo obtida por ana
lises nao lineares increﬁentais—iterativas, sem no entanto oca-

sionar grandes acréscimos no esforgo computacional. Um aspecto



importante € a possibilidade de conéideragéo.de diversos casos de
carregamento, que pode ser feita com éficécia aproveitando-se a
matriz de rigidez elésticé previamentevdeComposta. Cabe também
mencionar que este método permite Verificar, através do forneci-
mento de determinados indices, sé 0 sistema estrutural analisado
enquadra-se dentro da faixa de.utilizagéo do mesmo e, consequen-

temente, aquilatar a qualidade dos resultados obtidos.

A formulacao geral do problema nao linear geomé-
trico e do método de superposicdo modal sdo apresentados no Capi
tulo II e os passos gerais de sua implementacao computacional es

tao no Capitulo III.

‘No presente trabalho, examina-se a utilizacao de
uma base de transformagéo de coordena&as constituida de vetores
obtidos através de uma analise de Rayleigh-Ritz com os vetores de
Ritz gerados a partir de um procedimento nao iterativo baseado no
algoritmo de Lanczos, como uma alfernativa ao emprego tradicio-
nal da base de autovetores. Os prchdimentos_pafa géragio desta

base e da base modal sao mostrados no Capitulo IV,

Os elementos implementados foram w©s de trelica
(plana e espacial), e o de portico (plano e espacial). As matri

zes de rigidez desses elementos sao mostrados n01CapItulo V.

No Capitulo VI sao apresentados os exemplos e os
resultados comparativos com outros métodos. E finalmente no Ca-

pitulo VII as conclusdes.



II. EQUACOES DO PROBLEMA ESTATICO NAO LINEAR GEOMETRICO - METODO

DA SUPERPOSICAO MODAL

II.1 - Introducao

Neste Capitulo serao apresentadas as equagdes de
equilibrio para problemas geometricamente nao lineares com mate-
riais elastico-lineares, empregando o principio da minimizacao da
energia potencial total e o método dos elementos finitos como fer

ramenta de discretizacgao.

A seguir, essas equagOes serao particularizadas
para os casos com nao linearidades geométricas moderadas. Poste
riormente, sera apresentado o método da superposicdo modal que
desacopla o sistema de equacOes, atraves de uma transformacao de

coordenadas.
Serdao abordados ainda alguns topicos sobre a apli
cabilidade do método da superposicdo modal e a forma de calcular

os esforgcos em cada elemento.

II.2 - Formulacado das Equacoes de Equilibrio para Problemas Geo-

"metricamente Nao-Lineares com Materiais Elastico-Lineares (1)

As equacdes de equilibrio serdo deduzidas conside
rando a estrutura sujeita a grandes deslocaméntos, pequenas de-
formacdes e em regime elastico linear. Usa-se, na deducdo, o
principio de minimizacdo da energia potencial total e o método

dos elementos finitos como ferramenta de discretizacao.



Seja € o vetor que descreve o estado.de deforma-

cao .e g 0 correspondente vetor energeticamente conjugado que des-
3

creve o estado tensional, no sentido em que jNQtdg_representa a

energia de deformagao por unidade de volume i;deformado. Do mes

mo modo, seja u o campo de deslocamento e F o correspondente cam

po de forga.
A hipotese da linearidade do material implica que

= Ee, (I1.1)

~ o~

2 Q

onde E nao € uma funcdo de €. A energia de deformagao pode entao

ser escrita como

(I1.2)
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onde v € o volume do corpo na configuracao indeformada.

As forgas aplicadas sao supostas independentes da
deformagdo, para que. se possa considerar a energia potencial dessas

forgas igual ao simétrico do trabalho das mesmas, ou seja

f=-W=-ju F dv - (u~ F_ ds, (I1.3)

onde s € a superficie do corpo e F_ sao as forgas de superficie

prescritas em s.



A energia potencial total €
T = u + Q. (I1.4)

No equilibrio estatico o funcional m & estaciona-

rio, isto €, sua primeira variacao € igual a zero:

ém = [(8c" E € - 6u" F)dv - [su® Fgds = 0. (1I.5)

v S

Aplicando o método dos elementos finitos, supde-
se que o corpo seja dividido em regioes denominadas elementos fi
nitos. E define-se em cada elemento um determinado nimero de pon-
tos denominados nos. As variaveis definidas no corpo sdo entdo
expressas em cada elemento em termos de parametros nodais de fun
coes de interpolacao. No caso, expressando o campo de desloca-

mentos ‘u em termos dos n deslocamentos nodais r, tem-se
u=9r, (I1.6)

onde ® sao funcgoes de interpolacao definidas separadamente sobre
cada elemento finito e satisfazendo as condicoes de compatibili-

dades cinematicas entre os elementos adjacentes do dominio (10).

Substituindo (II.6) em (II.3)

a= -1t Jgtgdv+Jg>tljsds, (II.7)
A% S '



onde

R = ]@t F dv + {@t F_ds (I1.8)

sao as chamadas forcas nodais cinematicamente equivalentes, na
medida em que elas realizam o mesmo trabalho que as forgas apli-

cadas quando se da um campo de deslocamento expresso por (II.6).

O estabelecimento da expressao da energia de de-
formagao em termos dos deslocamentos nodais requer a introducgao
das relacoes deformacdao-deslocamento. No método dos elementos fi

nitos essas relacoes podem ser escritas como

e(r) = e (0 + (1), (11.9)
com

ep(n) = B% (I1.10)

en(@) = B1(2) 1, (11.11)

onde B° & fungdo somente das fungdes de forma ¢, e B'(r) € fungdo

de ¢ er (1,10).

Fazendo a variacao do vetor deformacao tem-se

8e = E\oﬂ}l(f)]éx: + 1}1((}}:) T. (I1.12a)



E devido a propriedade B'(a)b = B'(b)a (1,10)

de =

~

B°+231(r)}3r. (I1.12b)

Introduzindo-se (II.6), (II.8) - (II.12) em (II.5),
tem-se para 6r arbitrarios, as exatas equagdes de equilibrio n3o-

lineares
’ t
B°+2B1(riJ o dv = R. (I1.13)

Onde, de (II.1)

"
2t

1~3°+1~31(;)] T (I1.14)

€ a expressao nao-linear exata de ¢ em funcao dos deslocamentos

nodais.

A equacao (II.13) exprime o equilibrio entre as
tensoes internas e as forcas aplicadas na configuracao deformada

do corpo.

Substituindo-se (II1.14) em (II.13) obtem-se

(
UIE“ B vl |[FUE R @ 2o oE @ el -1 (L)
\%



Usando (II.14), a terceira integral em (II.15) po

de ser escrita como

2|B*%(x) ¢ av = 2{|C(0) dv (1I.16)

e}

v v

onde a matriz C & simé€trica e linear em relagdo ao vetor ¢ (1,10).

Usando-se a notacao

= JBOt E B® dv = K °, (I1.17)
~€ ~ ~ o~ ~ €
A\
Ky (o) = zjg(g) dv = ggt(o), (11.18)
4
K,(r) = J§°t E B!(r) dv, (I1.19)

as relacoes nao-lineares forca-deslocamento pelo método dos ele-

mentos finitos torna-se
(K@ + K@r = K001 = R, (11.20)

onde KS € entdao a matriz secante relacionando as forgas aplica-

das aos deslocamentos.

I1.3 - Classe de Problemas Moderamente Nao-Lineares

Neste item serao apresentadas as relacoes forga-
deslocamento para a classe de problemas moderadamente nao-linea-

res, a partir das quais o método de superposicdo modal sera aplicado.



Seja uma estrutura submetida a um carregamento AR

e Arp a solucao da equacao linear
KT = AR, (I1.21)

onde Ee’ denominada de matriz de rigidez elastica, € dada por
(II.17) e X € um parametro. Supondo-se que AT nao satisfaca
(I1.20), ou seja, que a verdadeira solugao r(A) do problema es-

trutural em questdao € nao-linear em A, tem-se
r(A) = X rot fd(k)’ (11.22)
onde gd(x) € uma parcela nao-linear em ).

Admitindo-se que existe uma familia de carregamen
tos ARy, proxima de AR (o sentido de proximo sera definido mais
precisamente adiante), cuja soluc@o elastica linear AT também sa
tisfaca (II.20) para valores de A pertencentes a um intervalo fi

nito de interesse, pode-se representar AR como
AR = A(R:i+AR). (I1.23)

Os verdadeiros deslocamentos (que satisfazem a

(II1.20)) para o carregamento (II.23) podem ser escritos como
g(x) = k§1+Ar. (I1.24)

Neste ponto sao examinadas as condigoes que a fa-

milia de deslocamentos Ar; deve satisfazer para que, além de so-
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lucdao linear, também seja solucao da equacao nao-linear (II.20).

A igualdade das solugoes das equacgoes (I11.20) e
(II.21) para um carregamento AR; significa que os termos nao-1i

neares da equacao (II.20), para este caso, sao despreziveis.

Partindo-se de (II.5), verifica-se que esse fato
equivale a se poder desprezar as parcelas nao-lineares B'(r)r e
Bl(g)éf nas expressoes de € (II.9) e e (II.12). Isto ocorre quan

do for possivel assumir que

B°r| >> [B'(n)r], (I1.25)

|B®sr| >> [B'(r)éx| . (I1.26)

A notacao usada nas desigualdades (II.25) e (I1.26)
indica que as componentes nao nulas da matriz ou vetor do 1lado
direito sao despreziveis com relacao as correspondentes componen

tes da matriz ou vetor do lado esquerdo.

De (II.25) - (II.26) conclui-se que para a familia
Ar; satisfazer simultaneamente (I1.20) e (II.21) 0os termos
A?l(fljfl e §1(A51)63 devem ser despreziveis em relacao res-
pectivamente a B'r, e B°6r , ou seja

~ ~

[B°ry| >> [AB'(ri)T.], (11.27)
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i§°651 >> [gl(xfl)arl. (11.28)
Levando-se em consideracao as condigoes (II.27)-
(II.28), a expressao (II.24) e a linearidade da matriz gl(g) em

relacao ao vetor r (1), tem-se as simplificagoes abaixo.

A variagao da deformagao (II.12) para 1(X) pode

ser escrita como:
Se = [B°+2B1(r)]6r = B%Sr+2B!(Ar)ST (I1.29)

e 0 vetor tensao como

oo |

o =E

BB (1) |1 =

= E B°+B1(XI1+Arf1 (Ari+AT) =

I

= E B°Ar1+B°Ar+ZBlcxr1)A;+Bl(Ar)AQ] (II.30)

I

Supondo-se, agora, que o vetor dos deslocamentos
adicionais Ar, devido a parte AAR do carregamento, € pequeno com
parado com Ar; (por causa da proximidade entre AR e AR;), pode-
se simplificar (II1.30), usando (II.28) com 6{ = A{, e obter-se

o = E|B°(Ari+Ar) + BI(Ar)A%]. (I1.31)

Substituindo-se as relacgoes simplificadas (II.29)

e (II.31) em (II.5) chega-se a
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~

J[§°+z§1(A§i]t §[§°(A£1+A£)+§1(A£)Ar dv = AR,  (II.32)
Vv

que expandida e fazendo-se uso de (II.17), (II.18), (II.23), le-

va a
\
gexfl+KeAr+AKg(gl)Ar+Kg(Ag)Ar + JB°t E B!'(Ar)dv|Ar =
= ARy +AOR (I11.33)
onde Ac & dado por (II.14) para Ar. Para {[Ar|| << ||[rr1]|, onde

la|| denota uma norma do vetor a, € possivel ignorar inicialmente
os termos de ordem superior em Ar, retendo-se somente a princi-
pal nao linearidade representada por Agg(gl)ér. Esta parcela po
de ser interpretada fisicamente como um acoplamento nao-linear en-
tre o estado de tensoes linear dominante o1 e a mudanga na geome

tria representada pelos deslocamentos Ar.

A expressao resultante
K AT1#K AT+AK (91)AT = ARy + AOR (II.34)

€ a relacdo forga-deslocamento para os problemas moderadamente nao
lineares. No entanto, observa-se que a parcela AR; do carrega-
mento e os correspondentes deslocamentos Ar: nao sao conhecidas.

Sendo AR conhecido, o vetor Ar; de (II.22) pode ser determinado

L

resolvendo-se (II.21) e o que realmente se procura € um método

para determinacao da parcela rq- De (II.23) tem-se
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A{L = Ary + AT, (I1.35)
onde

K,r2 = OR. (II.36)

De (II.35), (II.22) e (II1.24) chega-se a

AE = Afz T (A) (I1.37)
e

Ar = AgL - Ary 4 Id(k). (IT.38)

Usando-se (II.36) - (II.38) em (II.34)' obtem-se
Kehri + K Orarrg) + MK (02) (Arp ~Aravrg) = ARy + AAR, que efetua

das as multiplicagoes, equivale a
Kekfl'Fgexfz'+§e£d-+x2¥g(gl)fL _ngg(gl)zl *
+ 2K (91)1y = AR, + AAR. (IT.39)
Como r; € uma suposta resposta . linear entao
_ AZKg(gl)rl pode ser desprezada diante de Kexrl. Lembrando ain

da que Kekrl = AR; e de (II1.36), finalmente, tem-se

2 =
KeTa * MK lg)ry + 2K (ou)Ty = 0 (11.40)
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II.4 - Metodo de Superposicdo Modal (1)

0 método de superposicdao modal se caracteriza pe-
la utilizacdo, na determinacao de rq.» de uma mudanga de coordena
das para a base modal. Esse método e algumas de suas proprieda-

des sao mostradas neste item.

. n -
Seja X uma base do espagco R". Desta forma e pos-
- . -~ -
sivel escrever os vetores deslocamentos como uma combinagao line

ar dos vetores componentes da mesma, ou seja

r = Xa (I1.41)

r(a) = XB(A) (I1.42)

r (0 = Xy(n) (I1.43)
e de (II.22)

B = Ao * Y. (I1.44)

Introduzindo (II.41), (II.43) em (I1.40) e pré-mul
tiplicando-se por Xt (que sendo um conjunto completo de vetores,

niao reduz o nimero de equacles independentes) obtem-se
t 2 [t ]
(x*K Xy + A [} Kg(cl)XJa .

+ ALXtKg(01)§JY = 0. (I1.45)
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Observa-se que o desacoplamento das equacoes (II.45)
sO0 & possivel se a base X diagonaliza simultaneamente as matri-
zes K e Kg(cl). Se, alem disso, a base X € ortonormalizada em

relacao a K, tem-se

X'k X =1 (I1.46)

XtKg(ol)X = - A7t (II.47)

que equivaleria ao problema de flambagem linear

KX = - K (g, (11.48)
Nas equacoes (II1.46) - (II1.48) a matriz I € a matriz identidade e

A € uma matriz diagonal.

No entanto, verifica-se que nao & possivel se tra
balhar com a expressao (II.45), ja que n3o se conhece a priori o

vetor r; e em consequéncia a matriz Kg(01) nao pode ser calculada.

Adota-se entao como aproximacao de Kg(gl) a ma-
triz conhecida Kg(aL). E busca-se uma base X que diagonalize K

e Kg(oL) e que seja, por conveniéncia, Ke-ortonormal. Ou seja,

~

X'k X = 1, (I11.49)

XK (91X = - A7, (II.50)
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que corresponde ao problema de autovalor

KeX = = Ky (op)Xh. (11.51)

Agora ja € possivel se especificar mais precisa-
mente a hipotese assumida de proximidade entre AR e AR;. Essa
proximidade existe quando a diferenca entre os autovalores e au-
tovetores usando-se 01 = EB°K 'R, ou o, = EB°K;1R pode ser des-

<< ~e ~L ~~ o~
prezada.

Levando em conta essa simplificacao em (I1.46)

tem-se
v . -1
Yy = A?[R - xf} 0. (I1.52)

E de (II.42), (II.44)

— -1
r(A) = Xg = 5;% I - A'{l o, (11.53)
onde A contém os autovalores (II.51) correspondentes ao estado de
tensdes conhecido g, = ggogélg e X contém os correspondentes au-
tovetores. Deste modo, para situacOes satisfazendo as hipoteses
acima, a solucao nao linear T(}) € aproximada das informagGes con
tidas na solucao de Keg =Re de seu problema de autovalor asso-
ciado (I1.51). Os valores de o, necessarios em (I1.53), podem ser

calculados de

r, = XK Xa = q. (I1.54)
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Em seguida & apresentado um teste para verificar
se a resposta estatica linear pode ser a solugdao exata do proble

ma estrutural em estudo.

Com esse objetivo admite-se, inicialmente, que o

termo B!(r)r seja desprezivel em relacdo a B°r.

Levando em conta essa hipotese em (II.5), chega-

Se a expressao

IEREIRE] Elé"dv]z -}, (11.55)

v

que também pode ser escrita como

[Ife + Kg(gL)}f = R, (II.56)

Comparando-se as equagoes (II.56) e (II.21), cons

tata-se que
[Kglop x| << [K 1] (I1.57)

€ condicdo necessaria para indicar a verdadeira linearidade da

solugao r.

Substituindo a solugao estatica linear AT em

(I1.57) e pré-multiplicando-a por Xt, obtem~-se (II.57) expresso

em termos do método de superposicao modal. Qual seja,
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AL

%l << |al.

A condicao acima € satisfeita

/2] << 1,

(II.58)

S¢

(I1.59)

para todos oy # 0, onde a; € a i-ésima componente do vetor o, ou

se

o. =0 i=1,2,...,p,

(I1.60)

sendo p+l o menor elemento em A para o qual (I1.59) € verdadeira

dentro do dominio de interesse para os valores de A.

A expressao (II.60) fornece o
teriormente, para verificacao da validade da

near.

Uma propriedade importante da
Ty € que, usando-se a base modal, somente os

res contribuem significativamente para a sua

A equacao (II.52) expressa em

tes & igual a

-
1O
= |—2—|xa. .

'Y.
e 1- (A/2) 1

teste, referido an-

solucdo estatica 1i

parcela nao linear
primeiros autoveto-

representacao.

termos de componen-

(I1.61)
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De (II.61) e da definicdo de p (isto €, |A/Ai| << 1 para i > p)

tem-se
Yy << kai, i=p+l,...,n (I1.62)
e de B = da + y (I1.44)

B. = Aa. + y. = Aai, i>p (I1.63)

se que

P P
r(A) = Arp Z gly. e = }z §1Yi’ (I1.64)

onde X' & o i-ésimo modo de flambagem. O que implica que somen-

te os p primeiros modos sao significativos para a resposta.

Cabe mencionar que para um grande numero de pro-
blemas praticos o espectro dos autovalores de (II.51) possue va-

lores suficientemente afastados para que ocorra p << n, quando A

for restringido a condicdo 0 < |[A] < |X:i].

O proximo objetivo deste item & apresentar os cri
térios de aplicabilidade do método de superposigao modal. Para
isto, comega-se por representar os vetores Ar;, Ar e Ar em fun-
cao de grandezas usadas pelo método. Em seguida define-se a nor
ma no espago R™. E finalmente, aplicando a restrigao para pro-
blemas moderadamente nao lineares, sao obtidos os critérios re-

queridos.
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Para as solucgoes Ar, de (II.21) que nao satisfa-

L
zem (II.60) € possivel calcular os componentes Ar; e Arz, defini
dos em (II.35) - (II.36), simplesmente particionando o vetor a,
de (II.41), em dois vetores entre os elementos de ordem p e p+l.

Para este fim serdo constituidos os operadores T; e T, com a for

ma:

[ )

(1I1.65)

1O

que aplicados sucessivamente em o e levando em consideragao (II.35),

torna possivel escrever:

n
ATy = AXTioo=XA ) a.X',
~ ~a o~ p+1 1~
b (11.66)
ATz = AXT,a =A ) a.X'.
~ ~ A 1 1~

E a partir de (II.37), usando (II.43) e (II.66), che

ga-se a
Ar = X¢§, (11.67)

onde o vetor § & dado por

= A[%z + A(Q-x;)fi}g, (I1.68)

~

IO

ficando os seus termos expressos por:
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§. = |—  [ra. = B., i € p (I11.69a)

i 1_(A/ki) i i

e para i > p os elementos éi sao nulos em virtude das definigoes

de p e de Ta:
§. =0 , i>p (I1.69Db)

A condigao de ortonormalidade (II.46) indica o ti
po de norma a ser usada. Adota-se entao,

/2

Il = Lotk r (11.70)
~ ' g 2~~~

e

como norma para o espaco IR'. Do fato de K, ser simétrica e po-
sitiva definida, verifica-se que (II.70) atende as condigoes da

definicao de norma.
A seguir procura-se estabelecer um teste que per-
mita verificar a hipotese que || Ar|| << ||Ar:]||, usada para se

desprezar os termos de ordem superior em (II.33).

Aplicando (II.70) a AT1 € observando-se (I1.66)

resulta:
2 1 1 o
| xri]]. = =A% a" Ty o = =A% ) a2, (I1.71)
~ € 2 ~ ~ ~ 2 by

e de (I1.70) e (I1.67) - (I1.69) pode-se escrever
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‘]2
'—1—| al. (11.72)

Das expressoes (II1.71) - (II.72), a condigao

|| ax] <<[[Ar1]| pode ser escrita da seguinte forma

P [ ) /5 n —{1/2
1y [__1__ o? «wl |y w2 (I1.73)
2 |1 J 2 t

1—K/Ai

Observa-se que essa condicao nao pode ser cumprida

para valores de A -~ 0 a menos que

|p ' 2

2y etl =l << (I1.74)
2 |1 7 € - €

Além disso, das definigoes (II.23), (II.35), pode-

se mostrar que

= [lraf] 2 +]lr2]]? =
> - € €

= 1 4t. (11.75)
%

Logo, de (II.75) resulta um teste mais dtil para

verificacao de (II.74)
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o

p 1/2 p ‘ll/z 1/2
1 2 2 11 tyls 2 t
=)ol = =] RXDE] << r
2 1 2 i ~ :—L (II.76)

? ? 1 ’

o (=
g7~
_

envolvendo somente a carga aplicada R, a correspondente solugao

linear r, € 0s p primeiros modos de flambagem x*.

Se (II.76) nao € satisfeito, entao o método de su
perposicao modal nao descreve com suficiente precisao o verdadei

ro comportamento estrutural.

Cabe ressaltar que os casos que cumprem (II.76) vio-
lam a condicao mais restritiva (II.73) quando A+X;, a menos que
®120. Ja que na pratica o; identicamente nulo € impossivel, de-
vido a problemas numéricos, o método linearizado fica limitado o

seu emprego a valores de A satisfazendo:
A=< A < A+, (I1.77)

onde A,- e A1+ sao respectivamente os autovalores negativo e po-
sitivo de menor modulo. No caso em que os autovalores sao todos
positivos ou todos negativos, um dos limites em (II.77) & dado pe
lo cumprimento da condigao (II.25) ou pelo inicio da nao-lineari

dade do material.

Neste trabalho calcula-se os esforgcos em cada ele
mento tomando a expressao (II.20) a nivel de elemento e despre-

zando o seu terceiro termo do lado esquerdo, ou seja
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(kg *+ K5 (@))1r° = ’%, (11.78)

S

e = . .. - .
onde Ke € a matriz de rigidez elastica do elemento, r o vetor

com os deslocamentos relativos aos graus de liberdade dos nds per

e ~ .
tencentes ao elemento, o o estado de tensoes no elemento associ

~

e
g

- . ~ e e =
métrica do elemento correspondente ao estado de tensao ¢, e R™ e o

ado ao campo de deslocamentos r K (oe) a matriz de rigidez geo

e!

vetor que contém os esforcos requeridos no elemento.
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III. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Os passos para implementagdo computacional do mé-

todo da superposicac modal sao os seguintes (1):

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Solugdo do problema elastico estatico linear

(IT.21) para o carregamento aplicado R.

Solugao do problema de flambagem linear (II,S51)
resultante do passo 1 para os primeiros £ auto
valores e autovetores, onde geralmente na pra-

tica £ € p << n.

Calculo do vetor a (II.54).

Teste para verificar se a solugao eldstica 1li-

near € a verdadeira solucdo do problema (II.60).

Se o teste do passo 4 nao for positivo, testa-
se a aplicabilidade do método da superposicao

modal via (II.78).

Se o teste do passo 5 for positivo calcula-se
os deslocamentos nao lineares aproximados r(})

para o dominio de validade de X usando (II.53).

Calculo, se requerido, dos esforgos nos elemen

tos usando (II.78)}.
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IV. GERACAO DE BASES DE TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

IV.1 - Introducao

Como exposto no passo 2 do CapIitulo III, tradicio
nalmente a base de transformagao de coordenadas usada para desa
coplar (II.40) & constituida pelos & primeiros autovetores,

£ £ p << .

No entanto, o calculo do problema de autovalor
(I1.51) para estruturas de uso corrente exige, quase Sempre, um
grande esforgo computacional. Para contornar esse problema exa-
mina-se, no presente trabalho, a utilizagao de uma base de trans
formagao obtido através de uma analise de Rayleigh-Ritz com base
de Ritz gerada pelo procedimento proposto por Lanczos em substi-

tuicao a base modal.

Os procedimentos utilizados na obtengao das duas

bases distintas s3o apresentadas neste capitulo.

IV.2 - Método de Iteragio por Subespagos (8)

0 método de iteracdo por subespagos € utilizado na
geracdao da base modal. Esse método consiste, basicamente, na as
sociacao da técnica de iteracgado inversa simultanea com o método
de Rayleigh-Ritz. O ciclo iterativo inicia-se a partir de um

conjunto conveniente de q vetores de partida.
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O processo de iteragao simultanea com q vetores
linearmente independentes pode ser visto como uma iteragao com o
subespago gerado por esses vetores, denominado de E s que conver
ge para o subespago gerado pelos ¢ primeiros autovetores, denomi

nado de E_, quando k-w,

No inicio do ciclo iterativo 0s vetores expandem
o subespaco E;. A iteragdo devera continuar até Ek convergir pa
ra E_. Portanto, o método procura obter a convergencia do subes
paco como um todo ¢ nao a convergéncia individual de cada vetor

de iteracao para seu correspondente autovetor.

0 método inclui, consequentemente, as seguintes €

tapas.

Inicialmente define-se a matriz Y,, onde suas co-
lunas sao constituidas pelos vetores de partida. A seguir, a ca
da ciclo iterativo passa-se do subespacgo Ek para o subespaco

Ek+1’ k = 1,2,..., efetuando-se uma iteragdao inversa simultanea
KeTke1 =Xg(o0) ¥y (1V.1)

Usando o método de Rayleigh-Ritz, pesquisa-se no
subespaco Ek+1 as melhores aproximagles para os g primeiros auto
vetores e testa-se a convergéncia dos mesmos. Para isto, proje-

ta-se inicialmente os operadores Ko © Eg(gL) no subespago Ek+1
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=t
K -y kY
~€41 ~ k+tlveik+1
(IV.2)
_ <t
Ko (O ko1 = ¥ grr K000y

Posteriormente, resolve-se o problema de autova-

lor associado aos operados projetados:

o E

vergencia

nos

dos em X.

Ko, Qe =78

(o
k+1 ~8x+1

0 s 1k1 (1V.3)

Finalmente, determina-se a melhor base no subespa

kel (a base mais proxima possivel da base dos autovetores):

Terr 7 Dee1Rieen (1v.4)

0 ciclo iterativo € repetido até obter-se a con

Aer 785 Yyug 7 2 K= 1,2,5,000 (IV.5)

A convergencia sera alcancada quando k -, a me-

que os vetores Y; sejam ortogonais aos autovetores requeri-

IV.3 - Base de Lanczos-Ritz (2,3.,4)

A base proposta €& constituida de aproximagdes de

Rayleigh-Ritz calculadas a partir de vetores de Ritz gerados pe-

lo algoritmo de Lanczos com um vetor de partida adequado.
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0 procedimento de Lanczos consiste em construir,
sucessivamente a partir de um vetor de partida Y, um conjunto de

vetores ortogonais obtidos diretamente da sequeéncia de Krilov

-1 -1 2 -1 i
|:¥a Ee I“(ggs (Ee Ifg) Y:"'s (I‘Se Iw(g] X] L] (IV'GJ
ortogonalizando cada um deles em relagdo ao precedente atraveés

da técnica de Gram-Schimidt.

Um aspecto interessante € que 0S auto-espacgos or-
togonais a Y sdo também ortogonais aos vetores gerados pelo algo
ritmo de Lanczos. Como consequencia, observa-se que tgoricamen-
te ndo & possivel detectar modos ortogonais a Y no subespago dos

vetores obtidos pelo algoritmo proposto.

Isso significa que se o vetor r, fosse conhecide
e tomado como vetor de partida, se obteria através deste procedi
mento um conjunto de vetores contido no subespaco gerado pelos

autovetores nao ortogonais a r,.

Como 0 vetor r, nao & conhecido, adota-se para ve

tor de partida uma aproximacgao de Tyo tal como

~

tHh

(IV.7)

0]

onde f € um vetor proximo de AR, ou igual ao proprio vetor de car-

ga R.



cia de vetores

a K, a solucgao

Logo

ortogonalizados a

onde

e normalizados
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Deste modo, o algoritmo usado para gerar a Sequén

de Lanczos & a seguinte.

O primeiro vetor € obtido normalizando em relagdo

de

K.Yy = £ (IV.8)
_ — _ 1

Y= LY, 8= (T V) 4 (1v.9)

~ B

Os demais vetores sao calculados por

KoYy =-Kp(op)¥s y» 1= 2500050 (IV.10)

cada ciclo usando 05 seguintes procedimentos

~ _ i-l

=Y. - C.Y., IvVv.11
T o v
c. = Y'K V. (IV.12)
j o ~ierd
em relagao a K, ou seja

~ ~ ~ 1
=LY, e = Ytk Y./

~i g, ~1 i i~e-~i
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Este algoritmo € numericamente muito eficiente no
presente caso, visto que a matriz Ke ja foi previamente decompos

ta.

0 passo subsequente & a aplicacdo da analise de
Rayleigh-Ritz e o procedimento € o ja comentado na.segdo anteri-

or e expresso por (IV.2) -(IV.4).

Os vetores obtidos pelo método de Lanczos-Ritz,
serao denominadas neste trabalho de vetores Lanczos-Ritz. A efi
ciéncia destes vetores como base de transformacdo no método de
superposicdo & verificada nas aplicagdes apresentadas no Capi-

tulo VI.
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V. ELEMENTOS IMPLEMENTADOS

V.1 - Introducao

Neste capitulo apresentam-se as matrizes K., deno-
minada de matriz de rigidez elastica, e Kg(U), denominada de ma-
triz de rigidez geometrica, dos elementos utilizados nas aplica-

goes deste trabalho.

V.2 - Elementos Para Estruturas de Barra (11)

Os elementos implementados foram o de trelica (pla
na e espacial) e pdrtico (plano e espacial). Todos sdo do tipo
barra, Figura V.1, com eixo reto de comprimento L e secao trans-

versal constante de area A.

A YV

ZWw Figura V.|
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E no que se segue o campo de deslocamento u & re-
presentado por suas componentes nos eixos cartesianos, ou seja,

u = (u,v,w).

V.2.1 - Treliga Plana

Neste elemento considera-se somente a deformagao

axial €y sendo a mesma determinada por
. 2
- 3u, 1 {EI] , (V.1)
2

onde, conforme V.1, u e v sao respectivamente as componentes dos

deslocamentos nas diregdes x e y.

A matriz E reduz-se ao modulo de elasticidade lon
gitudinal E. E a relagao campo de deslocamento - deslocamento no

dais, u = ¢r, € dada por

1

u
v X

= { '}, onde £ = = (V.2)

u L

v 2

0 1-£ 0 & v
2 )

Levando em conta essas definigoes e de (II.17)-

(I1.18), obtem-se
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0 -1 0 0 0 0 0

kK =AB]0 0 0 0y gy A0 1 0-1] V.3
~¢ 1. {-1 01 of &~ L {0 0 0 O
0 0 0 0 0-1 0 1

sendo o0y, a tensao axial.

V.2.2 - Portico Plano

Na formulagao aqui empregada despreza-se a defor-
magao de cisalhamento, sendo considerado apenas as deformacdes

axials e de flexao, ficando €, neste caso, reduzido a:

2 2
g=e=ﬂ-avy+l[iﬁ}, (V.4)

sendo u e v deslocamentos axiais. Neste caso, COmMo No Caso ante
rior, E reduz-se ao modulo de elasticidade longitudinal e a rela

cao u = ér toma a seguinte forma:

1-¢ 6(5-£%)n (-1+45-3£%)Ln € 6(-£+£2)n (26-38%)Ln| |u,

u} Vi
_ JR"“L (V.5)

10 1-382+28% (£-28%+£%)L 0 3g7-26% (-g2+£%)L [RWZ

onde £ =X, n =2 ¢ Rw Tepresenta a rotacdo da secao transver-
L L

sal em torno do eixo z.
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Resultando de (II.17}-(I1.18)

AL*? |
I
0 12 simétrica
0 6L 4L2

Ke = %%‘ CAL2Z 0 0 0 : (V.6a)

I
0 12 -6L 0 12
0 6L 2L 0 -6L 4L?

sendo I o momento de inércia da seg@o transversal em relagac ao

eixo z, €

— 1
0
6 ., - .
0 —_— simetrica
5
2
, L 2L
K (o) = Jef 10 15 (V.6b)
~8 ~ L {0 0 0 0
0-L __L 4 &
5 10 5
2 2
, L 12 ,_L 2L
10 30 10 15
L _

sendo o, a tensao axial da barra.

V.2.3 - Treliga Espacial

Supondo-se o elemento de treliga espacial com as
mesmas caracteristicas do elemento de treliga plana, e fazendo uma

extensao do caso plano para o tridimensional, chega-se as matri-
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Zes a seguir:

1
0 0 simétrica
- EA 0 00 (V.7a)
~© L -1 0 0
0 0
0 0 0
0
0 1 simétrica
K (o) = SoA | 0 0 1 (V.7b)
~8 L 0 0 0
0 -1 0 1
[0 0 -1 1]

V.2.4 - Portico Espacial

Considerando-se a torcac e tomando o caso tridi-
mensional como uma extensao do caso plano, resulta para matriz

de rigidez elastica:

d
0 b
0 0 c
0 0 0 4 simétrica
0 0 -h 0 e
0 g 0 0 0 f
Ke = l-a 0 0 0 0 0 a (V.8a)
0-b 0 0 0-g 0 b
0 0-c 0 h 0 0 0 c
0 0 0 d 0 0 0 0 0 d 0 0
0 0-h 0 i 0 0 0 h e 0
0O g 0 0 0 j 0-g 0 0 0 f



onde:

E para matriz de rigidez geométrica:

Ifg(g) =

o O O O O O o O o o o o

o]

[oonn B & TR s B e B o B o

a o o o

o o O fH o W

©

jal

o]

o
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o o O O O o o o o

cC 0 O A o O n

O o o o LS N

2E1
—Z

simétrica

[on B v T v TS o B e B s
&O-OOQJ
LR o PR < T

= O

< O

(V.8b)



onde
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VI. EXEMPLOS

VIi.1 - Introdugao

O presente capitulo tem por objetivo a apresenta-
cao de exemplos de aplicagido que permitem efetuar uma avaliacao
do emprego do método de superposigdo modal no calculo da respos-

ta n3o linear geométrica.

Atraveés dos exemplos procura-se analisar a preci-
sdo dos resultados do método em funcdo da relagao ||£2[|: It |
e a sensibilidade da resposta com relagdo ao nimero de modos uti
lizados. Faz-se uma comparagdo dos resultados e do esforco com-
putacional entre o método de superposig@o com base modal e base
Lanczos-Ritz, e também com outros métodos classicos da analise

nio linear, principalmente com o método Newton-Raphson.

VI.Z - Exemplo 1

O primeiro exemplo & uma viga simplesmente apoia-
da discretizada com 4 elementos de portico plano e representada
na Figura (VI.2.1.). Apesar de sua simplicidade o exemplo & util
para se fazer uma primeira comparagdo entre os resultados do mé-
todo de superposicao modal e os obtidos com o método Newton-

Raphson, como também confronta-los com a solucdo da viga coluna.
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E = 2.xid"* kgf Zem®

I = 1958cm*
S = A=47,3em?
L L 5 L = 400cm
91 4|

Figura v1.2.1 Viga-coluna

Examinou-se a resposta nao-linear desta viga sub-
metida a 5 casos de carregamento. Os 3 primeiros casos, mostra-
dos na Figura (VI.2.2) e Tabela (VI.2.1), se diferenciam apenas pela
relacdo Q:P. O quarto caso encontra-se na Figura (VI.2.3). E o

quinto caso & igual ao segundo exceto que a carga P & de tracdo.

CAso|Q: P
Q
l 1 | 1100
-—
£ 2 2 |io:00
1 L/s2 3 |i00:100

Figura v1.2.2. Casos i-3 Tabela vt.2.1 Cosos i-3
Q
l M
(‘ P Q:M:P=10:15:100 (EM MCDULO)
o
#» o
L/2
—

Figura vi.23 Caso 4
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Em todos os casos a analise pelo método de super-
posicdo modal foi realizada utilizando-se 4 modos de flambagem co

mo matriz de transformacao de coordenadas.

Nas Tabelas (VI.2.2)-(VI1.2.6) encontram-se o desloca
mento e o momento fletor no meio da viga para cada um dos casos,
obtidos pelo método de superposigao modal (M.S.M.), pelo método
Newton-Raphson (M.N.R.) e pela solugao da equacao da viga-coluna
(vg-col) (9). Também nestas tabelas apresentam-se os respectivos

valores de || r

~L‘[ € ||{2||para cada caso.

DESLOCAMENTO TRANSVERSAL MOMENTO FLETOR
(cm) (kgf.m)

A

M.S5.M.|{VG-COL {M.N.R. |M.S.M. |VG-COL [M.N.R.
0,1 0,091 0,091 0,091 277 277 277
0,2 0,205 0,205| 0,205 612 612 611
,3 0,351 0,351 0,351 1.029| 1.029; 1.028
0.4 0,546 0,546| 0,544| 1.569| 1.569| 1.566
0,5 0,817 0,818| 0,814 2.305| 2.306| 2.300
0,6 1,224 1,225} 1,218 3.386| 3.388| 3.375
0,7 1,902 1,904 1,887 5.154| 5.158| 5.126
0,8 3,256 3,261 3,215| 8.638; 8.651| 8.553
0,9 7,314| 7,345| 7,105|18.987[19.060|18.505

A= 2537,66 ¢ {[xpl] = 0,142 5 [z || = 0,013

TABELA VI.2.2 - Caso 1: Relacao Q:P = 1:100
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DESLOCAMENTO TRANSVERSAL MOMENTO FLETOR
(cm) (kgf.m)

XA

M.S.M. |VG-COL [M.N.R. ! M.S.M. | VG-COL | M.N.R.
0,1 0,91 0,91 0,91 2,769 2.76% 2.769
0,2 2,05 2,05 2,05 6.116 6.117 6.113
0.3 3,51 3,51 3,51 10.285| 10.288| 10.274
0.4 5,46 5,46 5,44 15.687f 15.691) 15.655
0,5 8,17 8,18 8,13 23.055] 23.063] 22,969
0,6 12,24} 12,25 12,11 33.861| 33.878| 33.612
a,7 19,02| 19,04 18,59 51,538 51.578| 50.661
0,8 32,56|.32,61| 30,50 86.380| 80.506| 81.871
0,9 73,14 | 73,45| 54,64|189.865|190.601({146.580

Ay =2537,66; HfLi| =0,191; ”EZ|l =0,127

TABELA VI.2.3 - Caso 2: Relagao Q:P

= 10:100




43

DESLOCAMENTO TRANSVERSAL MOMENTO FLETOR
{(cm) (kgf.m)

A

M.S.M. {VG-COL [M.N.R. | M.S5.M. | VG-COL | M.N.R.
0,1 9,1 951 9,1 27.692} 27.694| 27.650
0,2 20,5 20,5 20,3 61.159] 61.168| 60.697
0,3 35,1 35,1 33,9 [102.854|102.876|100.542
0,4 54,6 54,6 50,2 |156.865(156.910|148.383
0,5 81,7 81,8 68,4 1230.548(230.633|204.348
0,6 122,4 |122,5 87,9 |338,613|338.784|266.526
0,7 190,2 (190,4 |105,9 {515.379|515.780(331.213
0,8 325,6 |320,1 |121,3 (863.804|865.0531394.687
0,9 731,4 |734,5 |133,9 |1898.658|1906.0091456,325

A = 2537,66; Ir Il =1,281 lra}] =1,273
TABELA VI.2.4 - Caso 3: Relagao Q:P = 100:100
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DESLOCAMENTO TRANSVERSAL MOMENTO FLETOR
(cm) (kgf.m)

YO

M.S.M.|VG-COL |[M.N.R. | M.S.M. | VG-COL | M.N.R.
0,1 0,923| 0,923 0,923 2.791| 2.791| 2.790
0,2 2,075 2,075| 2,073} 6.166] 6.167| 6.162
0,3 3,553| 3,553| 3,545) 10.373| 10.375| 10.362
0,4 5,520{ 5,520| 5,500} 15.826| 15.830| 15.794
0,5 8,268| 8,271| 8,219| 23.269| 23.278| 23.182
0,6 12,386(12,392{12,252| 34.190| 34.208| 33.937
0,7 19,240(19,257{18,801| 52.062| 52.104| 51.166
0,8 32,936(32,990|30,822| 87.3021 87.430| 82.680
0,9 73,997|74,315(55,078|191.993|192.739{147.744

A; = 2537,66; H§L|| = 0,192; lro |l = 0,129

TABELA VI.2.5 - Caso 4: Momento na Extremidade
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DESLOCAMENTO TRANSVERSAL MOMENTO FLETOR
(cm) {kgf.m)
X/ X

M,S5.M, |VG-COL |M.N.R. | M.S5.,M. | VG-COL | M.N.,R.
0,1 0,749| 0,749| 0,749 | 2.348| 2.348( 2.348
0,2 1,375 1,375] 1,376 4.378 4.378 4,379
0,3 1,906| 1,906( 1,908 6.164 6.162 6.166
0,4 2,362 2,363 2,366 7.756 7.752 7.758
0,5 2,759 2,760 2,765 9.192 9.187 9.195
0,6 3,109 3,108 3,115{ 10.502} 10.494( 10.504
0,7 3,416 3,417) 3,425| 11.706| 11.6%94{ 11.708
0,8 3,691 3,692 3,702} 12.821| 12.806} 12.823
0,9 3,938} 3,939 3,951| 13.862| 13.843| 13.862

A1 =-2537,66; Ir Il = 0,191; lr2 |} = 0,127

TABELA VI.2.6 - Caso 5: Forga P de Tracao
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Nos casos analisados, observa-se que os resulta-
dos do método de superposigdo modal concordam de forma acentuada
com os da solucdo da viga-coluna, independentemente do nivel de

carga atuante X.

Nos trés primeiros casos, comparando-se os deslo-
camentos e momentos fletores calculados pelo método de superposi
¢ao modal aos calculados pelo método Newton-Raphson, nota-se que
a discrepancia entre os mesmos ocorre para niveis de carga pro-
gressivamente mais baixos a medida que a relagao Q:P aumenta.
Nestes casos o aumento da relacdao Q:P implica no aumento da rela
¢ao szl[:Hlel, Tabelas (VI.2.2)- (VI.2.4), o que significa que a
medida que Q:P cresce os termos desprezados em (II.33) passam a

ser relevantes.

Cabe ressaltar a sensibilidade do método de super
posicao modal ao efeito de enrijecimento da viga no Caso 5, Tabg
la (VI.2.6) , obtendo resultados totalmente compativeis com os da

teoria da viga-coluna e os do método Newton-Raphson.

Vi.3 - Exemplo 2

Como segundo exemplo tem-se a trelica plana analil
sada por D.A. NAGY (1) e representada na Figura (VI.3.1). Neste
trabalho a trelica & submetida a 7 diferentes casos de carrega-
mento e sua resposta calculada através do método de superposigao
modal usando os modos de flambagem como base. Os resultados ob-

tidos sao comparados com os do método Newton-Raphson.
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Foram analisados os casos b, c, d e g proposto em
(1), representados na Figura (VI.3.2), usando-se 2 bases diferen-
tes. A primeira base € constituido pelos 5 primeiros modos de
flambagem (MD5) e a segunda pelos 5 primeiros vetores de Lanczos-

Ritz (LR5) gerados a partir da solugdc estatica linear.

Apresenta-se nas Tabelas (VI.3.1) e (VI.3.2) o deslo-
camento horizontal do nd 7 respectivamente para os casos b e g,
calculados através das duas versdes do método de superposigdo ci
tadas anteriormente. Da mesma forma, na Tabela (VI.3.3), mostra-
se para o caso ¢ o deslocamento horizontal do no 11. Enquanto
que na Tabela (VI.3.4) tem-se o deslocamento do no 12 para o caso

d.

Observa-se, nestes casos, que as duas versoes apre
sentam praticamente o mesmo resultado. Contudo, o custo computa
cional das analises com a base Lanczos-Ritz representaram em mé-

dia apenas 25% do custo das analises com a base modal.



CASO b

CASO g

DESLOCAMENTO HORIZONTAL NO 7

DESLOCAMENTO HORIZONTAL NG 7

A MD5 LR5

0.1 0.0099 0,0099
0,2 00,0221 0,0222
0,3 0,0376 0,0377
0,4 0,0580 0,0581
0,5 0,0862 0,0863
0,6 0,1279 0,1281
0,7 0,1966 0,1970
0,8 0,3329 00,3333
0,9 0,7387 0,7392

A A MD5 LR5

0,1 0,146 0,146
0,2 0,327 0,327
0,3 0,555 0,555
0,4 0,855 0,855
0,5 1,270 1,270
0,6 1,884 1,885
0,7 2,897 2,898
0,8 4,903 4,904
0,9 10,881 10,882

TABELA VI.3.1 - Deslocamentos

TABELA VI.3.2 - Deslocamentos

6F



CASO c

CASO d

DESLOCAMENTO HORIZONTAL NO 11

DESLOCAMENTO HORIZONTAL NO 12

e MD5 LR5

0,1 0,0018 0,0018
0, 2 0,0037 0,0037
0,3 0,0059 0,0059
0,4 0.0083 0,0083
0,5 0,0111 0,0111
0,6 0,0141 0,0142
0,7 0,0177 0,0177
0,8 0,0218 0,0218
0,9 0,0266 0,0266

A A1 MD5 LR5
0,1 0,0026 0,0026
0,2 0,0051 0,0051
0,3 0,0076 0,0076
0,4 0,0099 0,0100
0.5 0,0122 0,0122
0,6 0,0143 0,0146
0,7 0,0163 0,0166
0,8 0,0181 0,0181
0,9 0,0197 0,0202

TABELA VI.3.3 - Deslcocamentos

TABELA VI.3.4 - Deslocamentos

0S
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VI.4 - Exemplo 3

O terceiro exemplo & o portico plano (5) represen

tado na Figura (VI.4.1) e submetido aos dois carregamentos indicados.

4 T
E = 10000
e, A=
I, * O
e, P =100
Q = {casol)
Q = 10(caso2)
10xS
L i 4+

N
N
7]
L
[

b— 55 +

Figura vi1.4.1 Pdrtico plono

Para o primeiro caso de carregamento (Q:P=1:100)
sio apresentados na Tabela (VI.4.1} o deslocamento horizontal no
topo do portico (nd 33) e o momento de engaste no apoio {(né 1),
calculados através do método de superposicaoc e do método Newton-
Raphson. No método de superposig¢ao empregou-se como base 4 veto-
res de Lanczos-Ritz gerados a partir da resposta estatica line-
ar. Verifica-se, baseado nesta tabela, a boa aproximacdo dos

resultados encontrados pelos dois métodos.
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Figura vi1.4.2 - Desiocamento no 33

Analisou-se o segundo caso (Q:P = 10:100) atraveés
do método de superposicdo com bases de 2, 4 e 6 vetores de
Lanczos-Ritz, todos gerados a partir da solugao linear. O deslo
camento horizontal no topo (nd 33), calculado através do método
de superposicdao com as 3 diferentes bases, é¢ confrontado com o
obtido pelo método Newton-Raphson na Tabela (VI.4.Z). Constata-se
a boa concordancia entre os resultados do método de superposicao

com 4 e 6 vetores-base e do método Newton-Raphson.
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DESLOCAMENTOS NO TOPO MOMENTO NO APOIO

2N
LR4 M.N.R. LR4 M.N.R.
0,1 0,043 0,042 0,292 0,292
0,2 0,096 0,096 0.611 0,610
0,3 0,164 0,163 0,965 0,962
0,4 0,253 0,250 1,365 1,359
0.5 0,375 0,370 1,831 1,819
0,6 0,557 0,547 2,400 2,378
0,7 0,855 0,833 3,157 3,115
0,8 1,445 : 1,385 4,361 4,264
0,9 3,194 2,921 7,412 6,996

A = 8,84, r Il = 0,869; lr2]] = 0,077

TABELA VI.4.1 - Caso 1

Na Figura (VI.4.2) & apresentado, para visualizacao
do comportamento da estrutura e comparacdo com a analise linear,
o grafico carga-deslocamento horizontal no topo (ndo 33) para o

primeiro carregamento.
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CASO 2
DESLOCAMENTO HORIZONTAL NO TOPO
A/ A LR2 LR4 LR6 M.N.R,
0.1 0.438 0.428 0,428 0,427
0,2 0,983 0,957 0,957 0,953
0,3 1,678 1,629 1,629 1,613
0,4 2,600 2,512 2,512 2,482
0.5 3,886 3,732 3,732 3,665
0,06 5,806 5,536 5,536 5,383
0,7 8.995 8,503 8,503 8,102
0,8 15,360 14,361 14,361 12,296
0,9 34,423 31,742 31,741 ? 25,329
l
A, = 8,79; ”ELI = 1,161; itz |l = 0,773

TABELA VI.4.2 - Deslocamentos

Nas Tabelas (VI.4.3) e (V1.4.4) encontram-se os esfor
¢os atuantes no elemento 3, indicado na Figura (VI.4.1), obtidos
respectivamente pelo método de superposicdo e pelo metodo Newton-
Raphson. Escolheu-se especialmente este elemento porque o mesmo,
alem de ser um dos mais solicitados na estrutura, apresenta uma
mudanca no sentido dos esfor¢os com o incremento do carregamento.
Observa-se que o método proposto descreve com grande precisdao a
variacao dos esforgos, captando as mudangas nos sentidos do cor-
tante, processada entre os niveis A/X; = 0,5 e A/x; = 0,6, e do
momento fletor do no 3, prdcessada entre os niveis A/x:1 = 0,8 e

)\/)\1 = 0,9.



METODO DE SUPERPOSICAC - 4 VETORES LANCZOS-RITZ

M AXIAL |CORTANTE [MOMENTO NO 3{MOMENTO NO 6
0,1 | 20,9 0,73 2,87 1,19
0,2 | 44,5 1,31 5,90 2,48
0,3 | 71,9 1,65 9,11 3,87
0,4 [105,0 1,59 12,50 5,46
0,5 [147,1 0,83 16,02 7,29
0,6 |204,6| - 1,33 19,52 9,58
0,7 |292,9| - 6,72 22,44 12,98
0,8 [457,1| - 22,23 21,92 20,19
0,9 |923,7| - 98,15 - 8,45 54,44

NEWTON-RAPHSON

TABELA VI.4.3 - Esforgos Elemento 3

M AXIAL | CORTANTE |MOMENTO NO 3|MOMENTO NO 6
0,1 20,9 0,73 2,87 1,19
0,2 | 44,4 1,31 5,90 2,47
0,3} 71,7 1,66 9,10 3,88
0,4 [104,6 1,63 12,48 5,44
0,5 |146,0 0,91 15,97 7,22
0,6 [201,8] - 1,13 19,42 9,39
0,7 |284,7{ - 6,12 22,17 12,36
0,8 |425,8{ -19,16 21,42 17,44
0,9 |717,3| - 58,63 - 1,53 27,93

TABELA VI.4.,4 - Esforcos Elemento 3

9s
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Na Tabela (VI.4.5} sao comparados, para o Caso 2, 0s
custos computacionais, em termos de CPU (Central Process Unit),
do método de superposig@o com base modal, do método de superposi
cdo com base de Lanczos-Ritz e de método Newton-Raphsomn. Esses
custos referem-se a determinagao dos deslocamentos nodais nos 9
incrementos de carga utilizados para gerar os dados da Tabela
(VI.4.2). Nota-se¢ a grande eficiéncia do método de superposicido

com base de Lanczos-Ritz em relaciao as duas analises anteriores.

METODO CUSTO (%)
Lanczos-Ritz (4 vetores) 100
Sspace (4 autovetores) 670
Newton-Raphson 1.180

TARELA VI.4.5 - Custos

VI.5 - Exemplo 4

Como quarto exemplo efetuou-se a analise do arco
circular representado na Figura (VI.5.1), submetido a dois casos
de carregamento. A estrutura foi discretizada com o emprego de

40 elementos do tipo portico plano.
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= 40.22

Figura v1.5.] Arco

No primeiro caso de carregamento aplicou-se no
meio do vao uma forga P concentrada, vertical e de sentido de ci
ma para baixo. 0 segundo caso constitui-se de cargas identi-
cas ao do caso anterior aplicadas em todos os nos ndo restringi-
dos do arco, todas com o mesmo modulo P exceto as atuantes nos
nos 19, 20, 21 que sdo respectivamente iguais a 1.5 P, 2.0 P e
1.5 P. Esse segundo caso procura representar um carregamento si
métrico com uma imperfeicao visando ativar o primeiro modo de

flambagem.

As analises pelo método de superposiga@o foram rea
lizadas utilizando como base de transformacao 5 vetores de Lanczos-

Ritz gerados a partir da solugao linear.
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Realizada a andlise do primeiro caso de carrega-
mento, verificou-se a discordancia entre os resultados obtidos pe
lo método de superposicado e os obtidos pelo método de Newton-
Raphson. Ressalte-se que os valores encontrados para |r

.l

lr2]] foram iguais neste caso, denunciando a ndo aplicabilidade do

e
metodo.

Ja para o segundo caso as normas ||ra| e HrLH sdo
respectivamente 0,133 e 0,046, e o método proposto apresenta re-
sultados de deslocamento compativeis com os da analise nao line

ar completa, Tabelas (VI.5.1) e (VI.5.2).

DESLOCAMENTO DESLOCAMENTO ROTAGAO
Vi e HORIZONTAL (cm)| VERTICAL (cm) (10 ?*rad)

LR5 M.N.R. LR5 M.N.R. | LR5 { M.N.R.
0,1 0,039 | 0,039 |-0,087 |-0,087 | 0,081 | 0,081
0,2 0,087 | 0,087 ~0,179 |-0,181 | 0,184 | 0,184
0,3 0,149 | 0,149 |-0,278 |-0,283 | 0,320 | 0,320
0,4 0,230 | 0,231 |-0,385 |-0,396 | 0,504 | 0,504
0,5 0,344 | 0,346 !-0,502 |-0,528 | 0,767 | 0,770
0,6 0,513 | 0,518 |-0,632 {-0,691 | 1,168 | 1,177
0,7 0,793 | 0,808 |-0,779 |-0,925 | 1,846 | 1,876
0,8 1,351 | 1,409 |-0,949 |-1,402 | 3,220 | 3,349
0,9 3,019 | 3,918 |-1,150 |-4,867 | 7,385 | 9,635

A= 7,707, lxgll = 0,133, (irf| = 0,046

-TABELA VI.5.1 - Deslocamentos No 41 - Caso 2



59

DESLOCAMENTO DESLOCAMENTOQ ROTACAO
e HORIZONTAL (cm) | VERTICAL (cm) (10" 2rad)

LRS M.N.R. LR5 M.N.R. LRS M.N.R.
0,1 0,046 | 0,046 {-0,145 [-0,145 | 0,057 | 0,057
0,2 0,102 | 0,102 |-0,317 |-0,318 | 0,125 | 0,125
0,3 0,173 | 0,173 [-0,526 |-0,529 | 0,206 | 0,208
0,4 0,266 | 0,267 [-0,793 |-0,800 | 0,309 | 0,312
0,5 0,395 | 0,397 |-1,115 |-1,168 | 0,443 | 0,452
0,6 0,587 | 0,594 |-1,672 |-1,711 | 0,632 | 0,654
0,7 0,907 | 0,926 |-2,518 |-2,621 | 0,928 | 0,984
0,8 1,549 | 1,625 |-4,189 |-4,539 | 1,484 | 1,670
0,9 3,494 | 4,614 [-9,168 |-13,360 | 3,061 | 5,030

Moo= 7,7075  flrfl = 0,133; [[re] = 0,046

TABELA VI.5.2 - Deslocamentos No 21 - Caso 2

Nas Figuras (VI.5.2) e (VI.5.3) sdo tragados graficos
de deslocamentos em fungao da carga aplicada para uma melhor vi-

sualizagao da resposta estrutural.

VI.6 - Exemplo 5

A torre treligada da Figura (VI.6.1} foi analisada
por Rodrige (6,7) através de diversos métodos de analise ndo 1li-

near geométrica.

0 carregamento, a que a estrutura esta submetida,
foi dividido em 20 incrementos. Na Tabela (VI.06.1}, sdo apresenta

dos os deslocamentos u {diregd3o x) do no 18 para cada acréscimo
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de carga obtidos por Rodrigo em seu trabalho juntamente com

do método de superposicao.

AY
20
1
17 s
6.1m A= 2581x10%m?
. 1o E = 6,895MPa
P= 44,5 kN
S
s 14
6.Ilm
\ 2 NO CARGA
5.7.8.11,
R= P
) w 1 13, 15,17,19 x
17,19,19,20 P=-2P
6.m’
.
7
s « 1
{n
6.im
s nd >
1 : 2 ._—_.7{
z
X
4.57Tm
N _as7

Figura vi. 6.1 Trelica espacial
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A curva carga-deslocamento & representada na Figu
ra (VI.6.2}. Observa-se que a estrutura apresenta um comportamen-

to moderadamente nao linear no intervalo de carga em questdo.

A plkN)
44,50 - /
/
7/
/
//
35.60 ' /
/
/
/
/
/
26.70 - /
/
/
7/
7/

//

{7.80 4 V4
/// - .
y ---- Andlise tlinear
8.80- // — Andlise ndo-lineor geométrica
///
1 T T -
127 254 381 y(m

Figura v.6.2 Deslocamento no I8

Na Tabela (VI.6.2) encontram-se os esforgos axiais
na barra 1, indicada na Figura VI.6.1, em 10 diferentes incremen

tos de carga.
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b METODO
INCR. (KN)

(1) (2) (3) (4) (5)
2 4,45 | 0,305 | 0,305 | 0,300 | 0,303 | 0,305
4 8,90 | 0,628 | 0,628 | 0,616 | 0,625 | 0,628
6 13,35 | 0,970 | 0,970 | 0,948 | 0,966 | 0,970
8 17,80 | 1,332 | 1,332 | 1,297 | 1,328 | 1,334
10 22,25 | 1,718 | 1,718 | 1,664 | 1,713 | 1,710
12 26,70 | 2,129 | 2,129 | 2,050 | 2,124 | 2,136
14 31,15 | 2,583 | 2,569 | 2,456 | 2,563 | 2,577
16 35,60 | 3,040 | 3,040 | 2,883 | 3,034 | 3,053
17 37,83 | 3,290 | 3,290 | 3,104 | 3,282 | 3,305
18 40,05 | 3,548 | 3,541 | 3,331 | 3,540 | 3,567
19 42,28 | 3,817 | 3,817 | 3,564 | 3,808 | 3,839
20 44,50 | 4,097 | 4,097 | 3,803 | 4,087 | 4,126

ERRO (%) 0,00 0,00 |-7,18 | 0,25 | 0,69

CUSTO (%) 1400 1300 500 600 100

(1) Iterativo de Newton-Raphson;

(2) Iterativo de Newton-Raphson Modificado;
(3) Incremental Convencional;

(4} Incremental Modificado;

(5) Superposicao Modal (Lanczos-Ritz).

TABELA VI.6.1 - Deslocamentos u(m), Erros e Cus

tos dos Métodos

Na Tabela (VI.6.1) também se encontram 0s custos
computacionals e 0 erro para a carga total em cada procedimento
utilizado. Na analise pelo método de superposicido empregou-se 3

vetores de Lanczos-Ritz gerados a partir da solucao linear.
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P FORCA AXTAL ELEMENTO 1
INCR. (kN)
LR3 NEWTON-RAPHSON
2 4,45 30,39 30,39
4 8,90 63,15 63,10
6 13,35 98,48 98,39
8 17,80 136,70 136,44
10 22,25 178,09 177,60
12 26,70 | 223,12 222,19
14 31,15 272,12 270,65
16 35,60 325,70 323,52
18 40,05 384,44 381,37
20 44,50 449,05 445,04

TABELA VI.6.2 - Esforgo Axial (kN)

Verifica-se, portanto, que o método de superposi-
cao com 3 vetores Lanczos-Ritz apresenta, neste exemplo, um erro

desprezivel e uma grande eficiéncia computacional.

VIi.7 - Exemplo 6

Neste exemplo se analisou o portico espacial, re-

presentado na Figura (VI.7.1), submetido ao carregamento indicado.
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Figura vi.71 Portico espacial
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A base de transformacao foi composta por 5 veto-
res de Lanczos-Ritz gerados a partir da solugao linear como ve-

tor de partida.

Na Figura (V1.7.2) e Tabela (VI.7.1) sao comparados
os deslocamentos horizontais do topo do portico (ndé 24) obtidos

através do método de superposicdao e do método Newton-Raphson.

LA
0,85

0,50 -
0,75 -
0,500 -
0,375 4
M.N.R ¥ M.SM

01250 T

0.'25 N

uim)

Figura vi.7.2 - Deslocamento no 24
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DESLOCAMENTO HORIZONTAL
A/ A

LR5 M.N.R.

0,125 0,111 0,111
0,250 0,258 0,257
0,375 0,461 0,456
0,500 0,761 0,751
0,675 1,256 1,222
0,750 2,235 2,101
0,875 5,146 4,437

Ay =0,435; ”SL“ =12,22; Ira] 8,28

TABELA VI.7.1 - Deslocamento NO 24 (m)

A seguir, na Tabela (VI.7.2), sdo mostrados os valo

res das reacoOes vertical e momento-x no apoio (nd 2).

REACOES DE APOIO NO 2
A A FORCA Z (kN) MOMENTO-y (kN-m)

LR5 M.N.R. LRS M.N.R.
0,125 615,5 615,8 242,9 242,9
0,250 1254,6 1254,5 527,4 526,6
0,375 1931,0 19290 874,7 870,7
0,500 2672,9 2667,0 1325,4 1315,5
0,675 3545,3 3523,5 1972,5 1919,8
0,750 47438 4655, 3 3088,0 2961,1
0,875 72457 6774 ,0 5981,4 5339,9

TABELA VI.7.2 - Reagoes No Z
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As normas [rz|| e {|r;| foram iguais respectivamen-

te a 12,22 e 8,28, O tempo de processamento requerido pela ana
lise ndo linear pelo método de superposigdo representou cerca de
270% do tempo de processamento dispendido na solucdo linear. Ja
a analise pelo meétodo Newton-Raphson representou o equivalente a

6.800% do mesmo esforcgo.
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VII. CONCLUSOES

Na pratica, a analise estdtica ndo linear geomé-
trica de estrutura com utilizacdo de técnicas incrementais itera
tivas & bastante onerosa e muitas vezes invidavel. O método de
superposicdo modal surgiu como uma opgao computacional mais efi-
ciente na analise de estruturas esbeltas com comportamento fraca

mente nao linear.

Como foi mostrado nos Capitulos II e III, o meto-
do pode ser implementado sem maiores dificuldades em um programa
ou sistema de elementos finitos de andalise estatica linear ja e-

Xistente.

A analise ndo linear geométrica pelo metodo de su
perposicdo passa a ser uma extensao natural da analise estatica
linear, possibilitando ao analista uma visdo mais ampla do com-
portamento estrutural e permitindo obter solugoes confiaveis e e
ficientes com pequeno esfor¢co computacional adicional, evitando

o processamento de uma analise ndo linear independente.

Porém o método de superposicac modal tradicional-
mente emprega como matriz de transformagdo uma base de autoveto-
res. Este procedimento requer a solugdo de um problema de auto-
valor que & responsavel por uma grande parte do esforco da anali

5¢e.

Desta forma, e proposto um método que possibilite

a determinacido de uma base, alternativa a base modal, com o
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objetivo de obter uma maior eficiencia computacional. De fato,
conforme pode ser concluido a partir dos resultados das aplica-
¢Oes apresentadas, o algoritmo proposto & extremamente eficiente
na geracao desta base, proporcionando uma grande redugao no esforco

computacional, mantendo o mesmo nivel de precisao dos resultados.

Ainda nos exemplos apresentados, observa-se que
poucos vetores-base foram necessarios para solucdo pelo metodo,
e que o critério da relagdo entre as normas de ||r2f| e [[rp ][ mos
trou-se confiavel e bastante conservativo, ja que mesmo em Casos Com

a relagao ||r2]| ¢ |r

~L|| em torno de 0.6 foram obtidos bons resul

tados.

Deve-se ressaltar que o procedimento adotado apre
senta, também, para o cdlculo dos esforcos resultados compativeis

com o método de Newton-Raphson.

0 método proposto possui, desta forma, um crité-
rio confiavel que permite avaliar a qualidade dos resultados ob-
tidos indicando a necessidade ou ndo da realizagdo de uma anali-

se nao linear mais refinada.

Qutro aspecto € que o método oferece uma estimati
va da carga de flambagem da estrutura, sem se fazer necessario e
fetuar uma outra analise & parte. Foi observado que nas estrutu
ras tipo torre mesmo quando o critério de aplicabilidade nao foi
atendido, ainda assim, foi possivel obter rtesultados razoaveis
quando restringiu-se o parametro A a pequenos valores em relagao

a carga de flambagem.
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Finalmente, cabe salientar, que todas essas infor
macoes ¢ao obtidas com um pequeno custo marginal. Deste modo, a
credita-se que © metodo se constitue numa ferramenta atrativa,
podendo substituir com vantagens as anilises estruturais utiliza
das rotineiramente em diversos casos de interesse pratico tais
como, edificios altos sujeitos a cargas de vento, estruturas offshore

submetidas a cargas de ondas e torres em geral.
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