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AN APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD TO ELASTODYNAMIC
PROBLEMS IN THE FREQUENCY DOMAIN

Marise Castro Rebelo Fontenelle Dumans
November, 1985

Chairman : José Claudio de Faria Telles

Department: Civil Engineering
ABSTRACT

The Direct Boundary Element Method is applied to
solve general elastodynamic problems for homogeneous, isotropic
and linearly elastic bodies. The Fourier Integral Transform
technique is used to transform an elliptic parﬁial differential
equation with respect to time in an equation solvable . in the
frequency domain. This equation can be recast, through the
weighted residual method, into an integral equation which, via a

limiting process, yields the boundary integral equation.

The numerical formulation for the steady-state case
is presented. The numerical integration (Gaussian Quadrature) is
employed to evaluate all integrals except those in . the Cauchy
principal value sense which are performed analytically. The third
order tensors needed for the evaluation of internal stresses are

also derived.

Finally, three examples are presented. The results
are in excellent agreement with numerical, theoretical and other
authors' results. The Boundary Element Method is shown to be an

economical method for a wide range of practical problems.
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" RESUMO

0 Método dos Elementos de Contorno em sua formula
gao direta & utilizado para a solugdo de problemas elastodindmi-
cos envolvendo corpos homogéneos e elistico-lineares. Atravées da
utilizagao da transformada integral de Fourier, transforma-se a
equacdo diferencial parcial eliptica no dominio do tempo, em uma
equagao no dominio da fregiiéncia. O Método dos Residuos Pondera
dos &, entao, aplicado a esta equagdo para se obter a equagdo in
tegral nos pontos internos. Utilizando-se um processo de limite,

consegue-se finalmente a equagao integral no contorno.

A implementagdo numérica para o casc harmdnico &
desenvolvida. A integragao numérica (quadratura de Gauss) & uti
lizada para o calculo das integrais em elementos nao singulares.
Nos casos em que a singularidade pertence ao elemento, as inte-
grais sao calculadas analiticamente inclusive no sentido de va-
lor principal de Cauchy. Os tensores de terceira ordem necessa-

rios para o calculo das tensdes sdo obtidos por derivacgao.

Finalmente, trés exemplos sdo apresentados. Os re
sultados obtidos apresentam-se em excelente concordancia com os
de outros autores. O Método de Elementos de Contorno mostrou-se

econdmico para muitos problemas.
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NOTACCES
9 dominio do corpo
r centorno do corpo
G e )\ constantes de Lamé
v coeficiente de Poisson
v = v/ (1 + v)
E modulo de elasticidade
p densidade de massa
Gij simbolo de Kronecker
§(r) funcgdo delta de Dirac
F,i derivada espacial na direc¢ao i
f derivada temporal
t tempo
uj componentes do deslocamento

945 componentes da tensao
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componentes das forgas de superficie

componentes das forcgas de volume

componentes das deformagoes especificas

coordenadas cartesianas

coseno diretor da normal unitadria exterior ao con

torno

rotacional

vetor operador

divergente

velocidade de propagagdao das ondas primarias

velocidade de propagagao das ondas secundarias

freqgiiéncia da onda

periodo

nimero de onda ou freguéncia esgpacial

comprimento de onda ou periodo espacial

vetor unitdrio na diregao i
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componentes dos deslocamentos fundamentais harmé-

nicos

componentes das forgas de superficie fundamentais

harménicas

pontc fonte

ponto campo

distincia entre §{ e x
fungoes utilizadas em U;j e P;j

fungoes de Bessel modificadas da segunda classe de

ordem v

fungoes de interpolagao

vetores dos deslocamentos e das forgas de volume
transformados através da transformada integral de
Fourier

vetor das forgas de volume dividido por p

vetor das coordenadas nodais para um elemento

vetor dos deslocamentos nodais para um elemento



~(n) vetor das forgas de superficie para um elemento

G jacobiano da transformagao (para elementos de vo-
lune}

J jacobiano da transformagao (para elementos de area)

C, He G matrizes (equagoes (4.2.8))

L

matriz do sistema final de egquagoes

f _ termo independente do sistema final de equagoes.
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CAPITULO 1

INTRODUGAQO

O Método dos Elementos Finitos & o mais conhecido
método numérico atualmente. O dominio do corpo & subdividido em
uma colegéo de subdominios interligados, de formas simples, cha-
mados elementos finitos. O comportamento real da solugao é apro
ximado através de fungoes triviais, normalmente polindmios. Tais
funcoes sao unicamente definidas em termos dos valores aproxima-
dos da solugao (e possivelmente de suas derivadas) em certos pon
tos nodais localizados dentro ou no contorno de cada elemento. Es
ta aproximagao &, entao, obtida através da aplicagdo de alguma
técnica, como residuos ponderados ou algum tipe de principio va-
riacional (minimizagéo de energia), conduzindo, dessa forma, a

um sistema de equagOes simétrico e em banda, envolvendo valores

desconhecidos da solugao aproximada nos pontos nodais.

Ha, no entanto, certas classes de problemas em que
o método dos elementos finitos nao se comporta satisfatoriamente.
Pesquisas foram realizadas para se descobrir técnicas alternati-

vas, baseadas em equagdes integrais.

Nestas técnicas modernas, a equagao diferencial que
governa o problema & transformada em uma equagao integral defini
da ao longo da superficie, reduzindo dessa forma a dimensao do
problema de uma unidade. A superficie &, entao, discretizada em
um namero de elementos de contorno, ac longo dos guais, fungaes
polinomiais (dos tipos usados para elementos finitos) sao introduzi

das para a interpolagao dos valores da solugado aproximada entre



os pontos nodais. Isto permite o calculo das integrais, normal
mente através de um processo numérico, resultando em um sistema

de equagoes de menor dimensao.

0 Método de Elementos de Contorno apresenta carac
teristicas importantes, justificando assim a crescente populari-

dade adquirida:

1. sistema de equagoes reduzido;

2. facil entrada de dados e interpretacio dos re-

sultados;

3. aplicavel a problemas envolvendo regides semi-

infinitas e infinitas;

4. calculo seletivo e preciso das tensdes inter-
nas e deslocamentos em fase de pés—processameg

to;

5. boa performance na resolugao de problemas de

concentragao de tensoes.

Os problemas que podem ser descritos por equagdes
diferenciais parciais elipticas sao os mais estudados na litera-
tura de elementos de contorno. Tais problemas podem ser os en-
volvendo a equacgao de Laplace na teoria do Potencial ou a equa-

gao de Navier na Elasticidade.



O Método de Elementos de Contorno tem demonstrado
ser um método versatil e eficiente para muitos problemas de Enge
nharia como, por exemplo, na mecanica das estruturas, geomecidni-
ca, mecinica dos fluidos, condugao de calor e na engenharia elé-

trica.
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CAPITULO 2

EQUACOES DO PROBLEMA

2.1 - Introducao

Este capitulo define parte da simbologia e rela-

¢oes que serao utilizadas no desenvolvimento deste trabalho.
As equagoes apresentadas correspondem a teoria dos
pequenos deslocamentos para materiais homogéneos, isotrdpicos e

elastico-lineares.

2.2 — Elasticidade Linear

2.2.1 ~ Notacao Cartesiana Indicial

Os indices 1, 2 e 3 sao usados para substituir x,
v e z e os simbolos de somatdorio sao desnecessirios sempre que

um mesmo indice aparecer 2 vezes em um termo qualguer.

ex: ai al = aiy + az + ag
{(2.2.1.1)
akk = ay; + az:» + ass
2.2.2 - Simbolo Delta de Kronecker
1 se i=73
= (2.2.2.1)

i]



2.2.3 - Funcao Generalizada Delta de Dirac

A fungao generalizada Delta de Dirac tem as seguin

tes propriedades:

6{xy, x) = (2.2.3.1)

§{xg, x) dx =1 (2.2.3.2)

-0

2.2.4 - Constantes Elasticas

O material de um corpo representado por seu domi-
nio ¢ e seu contorno I' (Figura 2.1) & definido pelas seguintes
constantes elasticas:

G e A: constantes de Lamé
E: mddulo de elasticidade ou de Young
v: coeficiente de Poisson

As relagoes fornecidas por estas constantes sao:

G=_—_ (2.2.4.1)
2{(1L + v)



A o= 28V (2.2.4.2)

1 - 2v

O comportamento dinamico de um corpo eléstico—li

near & governado pelas seguintes equagdes:

2.2.5 - Equagoes de Movimento

Q

+

o
fl

pl, (2.2.5.1)
onde: o,.: cbmponentes do tensor de tensoes
b.: componentes das forcgas de volume
p: densidade de massa
u.: componentes do vetor deslocamento

As derivadas espaciais sao indicadas por virgula,
isto e, aoij/axi = Uij i enguanto que as derivadas tempcorais por
I
pontos.

2.2.6 - Relacoes Deformacao-Deslocamento

E.o= i (u. . o+ u. L) (2.2.6.1)
1] 2 i,] J.1
onde: ¢y @ tensor de deformagoes especificas de Cauchy

un. : componentes do vetor de deslocamentos



2.2.7 - Lei de Hooke

Gij = 2G Eij + A Ekk sij (2.2.7.1)

2.2.8 - Condigoes Iniciais

i

u, (x, t)

; 1 o)

para t = tp em O + T (2.2.8.1)

ﬁi (x, t) = v{(x)

onde: u;(x) e Vi(x) sao fungoes prescritas.

2.2.9 - Componentes de Forca de Superficie e de Tensao

As componentes de forga de superficie sao defini-

das pela sequinte relagao:
p; = O.. n. (2.2.9.1)

onde: nj: cosenos diretores da normal exterior ao contorno (Fi-

gura 2.2}.
Ao substituir os valores de eij(eqmqéo (2.2.6.1))
na equagao (2.2.7.1), obtem-se as tensoes em termos das deriva-

das dos deslocamentos:

g.. = G (u. 3 4 uj i) + A u §.. {2.2.9.2)
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Os valores de Oji (equagao (2.2.9.2)) ao serem subs
tituidos na equagao (2.2.9.l1), fornecem as componentes das for-
¢as de superficie:

au,
p., = G[—l + u, n.] + A u, . n, (2.2.9.3)
1 J J:] 1

an J.L

2.2.10 - Condicoes de Contorno

2.2.10.1 - Deslocamento

u, (x, t) = ﬁ; (x, t) para t > tg em I, (2.2.10.1.1)
2.2.10.2 - Forca de Superficie
pi(x, t) = 5; (x, t) para t > £ty em I'; (2.2.10.2.1)

onde a barra indica que os valores sao conhecidos em T = T; + T,

2.2.11 - Equagaes de Movimento em Termos de Deslocamentos (Equa-

coes de Navier)

Substituindo-se os valores de Oi.(agwg&)(2.2jt2n

J
na equagao (2.2.5.1), obtem-se a equagao de movimento de Navier

em termos de deslocamentos:

(A + G) u; jo +Guy o+ b =0p a. (2,2.11.1)
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2.3 - Ondas Primarias (P) e Ondas Secundarias (S)

A equagao (2.2.11.1) pode ainda ser escrita como:

(A + G) V (V-u) + G V2 3 + Sj = pﬁj (2.3.1)

ou

(A + 2G) V (VeW) - GV X (V X3) + Ej = pﬁj (2.3.2)
onde U: vetor de deslocamento
- o vetor operador V & definido por:
v=1, 2 +71, % +1, =2 (2.3.3)
9x, x5 X3
- o Laplaciano (V?) & definido por:
2 2 2
y2 = ©0° . 93" . 3 (2.3.4)
dx? ox2 ox?

Na auseéncia das forgas de volume (Ej = () obtem-se
2 tipos diferentes de ondas: ondas P (ou ondas primarias) e on-

das S (ou ondas secundarias).

Aplicando-se o rotacional a ambos os lados da equa

cao (2.3.1):

(rot u) (2.3.5)
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-5 ->
mas rot u 2w

It

(2.3.6)

> - o~
onde w & a rotagao de uma particula elementar.

Desse modo a equagao (2.3.5) podera ser escrita co
mo:

(2.3.7)

Aplicando-se agora a divergéncia a ambos os lados

da equacao {2.3.1):

(A + 2G) V%0 =

= o B (2.3.8)
onde © = u . = div 4= veu (2.3.9)
Ou ainda:
A+ 26 g2y _ 22? (2.3.10)
o t

As equagOes (2.3.7) e (2.3.10) pertencem a uma fa
milia de equagoes de onda da forma:

c2y2y = (2.3.11)

onde C & a velocidade da onda.

. >
Sendo @ uma mudanca especifica de volume e w uma

distorgio sem mudanca de volume (div w = 0), a equagao (2.3.7)
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representa as ondas de distorgao ou ondas secundarias (ondas S),
enquanto que a equagao (2.3.10) representa as ondas de dilatagao

ou ondas primarias (ondas P).

Assim, chamando:

c, = [Lﬂ] ' (2.3.12)
0

e

C, = —%—] | (2.3.13)

As expressoes (2.3.12) e (2.3.13) indicam que a
velocidade C, estd associada as ondas de dilatagao ou ondas pri-
mirias (P) e a velocidade C, estd relacionada as ondas de distor

¢ao ou ondas secundarias (S).

Quando as ondas de propagagao encontram uma des-—
continuidade, ocorrem os fendmenos de reflexao, refracao e difra
cao, sendo o movimento da onda resultante a superposigao de to-

das essas componentes.

Dividindo-se uma expressao pela outra:

1. - 2+ 2 (2.3.14)
C, G

Desde que » e G sejam positivos, tem—se que:
S1 1 (2.3.15)
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Dessa expressao, verifica-se gque as ondas C, (pri

marias) sao mais rdpidas que as ondas C: (secundarias).

2.4 - Eqguagoes de Navier em Funcao das Velocidades C; e C;

Substituindo-se na equagac (2.2.11.1) os valores

b.
(C} ~C%) u, ..+ Clu. .. +— = iij (2.4.1)
o

2.5 - Definicdo e Geometria das Ondas Planas

Considerando-se a equagao uni-dimensional:

3%y

- 2 3%u (2.5.1)
at? © oax?
e a solugao: u = ePt +ax (2.5.2)
c 2 23°%u 22
Assim 1 = p‘u = C°—— = C°g‘u (2.5.3)
ax?
ep= *+ Cgq (2.5.4)
Desse modo: u = aed(CtX) o p ~q(Ct-x) (2.5.5)

Se g = ik e introduzindo-se o fator ele, a equa-

gao (2.5.2) podera ser escrita:

u = Aei E{*(Ct+x) +€j. + Bei[__l_((—Ct+x), + e:l (2.5.6)
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A equagao (2.5.6) & a solugao da equagao (2.5.1)
para qualgquer k e €. O primeiro termo desta solugao representa
a onda que se aproxima enquanto gue o segundo a onda que se afas

ta.

A solugdo da equagao generalizada poderd ser ex-

pressa como:

. +
AelE{ (rev - Ct) + €]

u = (2.5.7)

> - - > . - ~
onde v & a normal a frente da onda, r a diregac de propagagao e

€ o angulo de fase.

As seguintes notagOes sao normalmente usadas:

Frequéncia : w = kC= 2 (2.5.8)
Periodo .7 = 20 (2.5.9)
kcC

Namero de onda

{ou fregiiéncia espacial): k = 2T (2.5.10)
Al

Comprimento de onda

(ou periodo espacial) : A = 2n (2.5.11)
k

1 .
A frequéncia &: w = €2m _ 21 , ¢ < AL (2.5.12)
A T

. ~ -
As ondas P se propagam na diregac r enguanto que
>
as ondas S num planoc normal a r. E usual decompor as ondas S em

SV e SH ao longo das diregoes indicadas na Figura 2.3:
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{a) a direcao das ondas SV corresponde a interse
¢ p e
c3o de um plano normal a direcdo r com o pla

. .. - ,
no vertical definido por r € © eixo X3.

(b) a direcao das ondas SH corresponde a interse
c30o de um plano normal a direcdo T com o pla

no X1¥Xz.

Quando os corpos apresentam uma superficie com
descontinuidade de material, aparece um tipo diferente de onda pla
na chamada “"onda de superficie", que se propaga paralelamente a
mesma. A perturbacao apresentada diminui exponencialmente i me-

dida que se afasta da superficie.

Quando os corpos apresentam uma superficie livre,
estas ondas sac chamadas "ondas de Rayleigh" (Figura 2.4), seu
deslocamento & eliptico, anti-hordrio e no plano de propagacgao.
Ondas de superficie com deslocamento perpendicular ao plano de
propagagao existem somente em semi-espagos em camadas e sdao cha-

madas "ondas de Love" (Figura 2.4).

2.6 - Equacao de Navier para o Caso Harmdnico

E importante, em muitos casos, prever o comporta-
mento dindmico de um corpo ou estrutura sob o efeito de uma exi-
tagcao harmdSnica. A resposta para tal solicitagao & uma _fungao
da freqgiiéncia. As condigoes iniciais podem ser negligenciadas as

sumindo-se a hipotese de que um tempo suficientemente longo se

passou, de tal modo que o estado estaciondrioc foi alcangado. Es
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ta situacgao pode ser representada matematicamente aplicando-se a

transformada integral de Fourier a equagao do problema.

Seja Y(t) a fungao a ser transformada:

V(w) = Fy = { pt) e TV gt (2.6.1)

e

wit) = P = L J Tw) et aw (2.6.2)
27 e

Integrando-se por partes a equagao (2.6.1), tem-

se:
pOi0 (iw) % P (w) (2.6.3)

Aplicando-se este procedimento a equagao (2.4.1),

as variaveis transformadas podem ser representadas como:

%mm)=F@ﬂLQ]=—w%. (2.6.4)

il
td

B.(x,w) = F [_T;)j (x,t)] (2.6.5)
Assim, a equagao de Navier se transforma em:

B.
(c? -¢c3) U, .. +c3uUu, ..+ -2+ WZUj =0 (2.6.6)

com as condigoes de contorno transformadas:
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U, (x, W) ﬁi(x, w) em [,

(2.6.7)

ﬁi(x, w) em T

Pi(x, W)

£ importante notar que as condig¢des iniciais nao
entram na formulagao e que a transformada da equagao de movimen-

to & uma equagado diferencial parcial eliptica.
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FIGURA 2.1 Corpo Tridimensional com Dominio @ e
Contorno [
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CAPITULO 3

FORMULACAQO DO METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 - Introdugao

Muitos problemas de Engenharia podem ser descri-
tos por algum tipo de equacac diferencial parcial e condigoes de

contorno prescritas.

As equacoes diferenciais parciais elipticas (e tam-
bém as parabdlicas e hiperbdlicas) podem ser transformadas atra-
vés de um processo de limite em equagoes integrais, produzindo
dessa forma uma equagao integral no contorno relacionando somen-

te valores das incdgnitas no contorno.
Este capitulo abrange as solugdes fundamentais, a
eguacgao integral para os pontos internos, as tensdes internas e

a equagac integral no contorno.

3.2 - Solugoes Fundamentais

A solucao fundamental corresponde a resposta de um
meio eldstico infinito a agdo de uma carga harmdnica concentrada

de freqiéncia w.

Esta resposta poderd ser obtida da equagac (2.6.6),

fazendo-se a seguinte substituigdo:

B = §(£, x)e (3.2.1)
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onde 6§(&, x)g representa a agao de uma carga concentrada dinami-
ca unitaria; §(£, x) & a fungéo delta de Dirac; & o ponto de apli
cagao da carga; x um ponto qualquer do meio e ¢ o vetor unitirio

na direcgao da carga.

Definindo r = | - x| como a distdncia entre 0s

pontos £ e X, a expressao (3.2.1) pode ser escrita como:

ne )3
I

§(r)e (3.2.2)

A equagao (2.6.6) pode ainda ser expressa da se-

guinte maneira:

(C? - c3) v (v+0) -cC2 Vv (Vx U) + wil = % (3.2.3)
> . R = e .
Decompondo-se U em dois potenciais A; e A,, isto
&, em suas partes irrotacional e equivolumial:
U= V(VE,) - V x V x &, (3.2.4)

. * )
Assumindo-se que B possa ser escrito em termos do

potencial escalar V:

B = vVé = (VW - ¥ x VxV)e (3.2.5)

e que: k; = 2i e k, = %4 (3.2.6)
C]_ CZ

Substituindo-se as equagoes (3.2.4), (3.2.5) e

(3.2.6) na equacgao (3.2.3):
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c2yv ! yvk, - k2R, + L 3\ +civxvVx {VxvVxZR, +kik, -
pC3 '
-V 2 =0 (3.2.7)
pC3
ou ainda:
c2yv | vwA; - ¥V x VxR, -k¥E, + -T2 L +C2VxVx {VxVxA;-
pCi
- 2 AY) >
- VVA; + kA - — e = 0 (3.2.8)
| ‘% pCh
A equag¢ao (3.2.8) sera satisfeita se:
VZK]_ - k%Kl = - L g
pC{
i (3.2.9)
viE, - k38, = - L 2
' pC3
L
Considerando-se que A; e A, estdo na direcio da
> = - > ~ . ~ . :
carga: A; = A,e e A; = A;e, as equagoes abaixo sao satisfeitas:
V2A, - kA, = - —Y
pCt
d (3.2.10)
VZa, - k3RA, = - v
oC3
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Ambas equagaes podem ser escritas na forma:

v
pC?

(3.2.11)

A equagao (3.2.11) corresponde a uma equagao dife

rencial que podera ser resolvida para cada caso:

3.2.1 - Caso Tri-dimensional

Neste caso §{(r) pode ser obtido como:

§(r) = - = p2(X) —s v = -1 (1 (3.2.1.1)

dn r A
Substituindo-se a equagao (3.2.1.1) na equacao
(3.2.11), tem-se gue:

y2a - k2a = —1 (4L, (3.2.1.2)

4mpC? r

-

Uma solugac particular para a equagao (3.2.1.2) &:

Ap=-—I — (&) = 2 (1 (3.2.1.3)
47pC?k?2 r Atpw? 1
A solugdo da eguagdo homogénea V?A - kZA =0 ¢
dada por:
ekr e—kr
Ah = C¢' — + C" (3.2.1.4)
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Assim:
_klr —k1r
A, = 1 (-l—)+c;e +cr &
4mpw? r r r
{(3.2.1.5)
kor -k,r
B, =—L (L) + ¢ € +cn ==
drpw? r r r

Os deslocamentos e as tensoes podem ser obtidos

por derivacado.

Para o calcule das constantes Cy, CY, C; e CJ bas
ta considerarmos o equilibrio numa pequena regido ao redor da
carga, bem como as condigoes de radiacdo. Desse modo os valores

das constantes sao obtidos:

Ci = ¢Ci =0

(3.2.1.6)
1

cy = ¢ =
4rpw?

Substituindo-se os valores das constantes nas equa-

¢oes (3.2.1.5), e depois na equagdo (3.2.4) obtem-se:

1 !
* = -
Uij _ 1] Gij xr'i L (3.2.1.7)

As componentes das forgas de superficie com nor-

mal exterior n sao:
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(

P,.* 1 dv _ X S.. or + r .n - %X n.r , -

1] o dr 13 3n ! r 11

! 2 r
- 2r 5 CEo -2 X r,r 9T 9% -2 U Qs
' rJ BnJ dr ' rJ 5n C dr dr

- % r o, n, (3.2.1.8)

or P S |

o =4 e Gij € o simbolo delta de Kronecker. As fungoes ¢ e

sao definidas como:

=kaor -kor 7 -k;r
g = & + 1 + 1 e _C 1 1 e
r kgr2 ksr r Cf k%r2 k,r r
(3.2.1.9)
-k.r 2 -kir
X = 3 + i + 1 € - C_Z 3 + i +1 e
k3r? k,r r c? {kir?2 kr r

3.2.2 - Caso Bi-dimensional

No caso bi-dimensiocnal, a mesma representagéo pa-
ra o movimento e as mesmas transformagoes sao feitas para obter

a equagao (3.2.11), sendo o operador V? agora bi-dimensional.

A fungao delta de Dirac em termos de potencial &

eXpressa Como:

S(r) = 4~ v2(n@) —> V = = on(r) (3.2.2.1)

2T 2T
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Substituindo-se a equagao (3.2.2.1) na equagao
(3.2.11), tem-se que:

VA - KA = - — 2 gn(r) C(3.2.2.2)

2mpC*

Uma solucao particular para a equagaoc acima é:

A = —2  on (3.2.2.3)
2Tpw?

A solucdo da equacgdo homogénea V?A - k’A = 0 & da

A = C' K¢ (kr) + C" Iy (kr) (3.2.2.4)

onde I, e Ky sdo as fungoes de Bessel modificadas da primeira e

sequnda classe de ordem ZzZero.

Assim:
A, = - —=— in @+ C} Ko (kir) + C! Io(k,r)
21pr2 '
{3.2.2.5)
A, = = 1 tn(r)+ C: Ko (kor} + C: I,(kar)
2mpw?

Os deslocamentos e as tensoes sao obtidos por de-

rivagao.

As constantes sao conseguidas por equilibrio e pe

las condigdes de radiagao.
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Os resultados para Uij* € Pij* sao dados pelas mes—

mas equagoes (3.2.1.7) e (3.2.1.8) com os seguintes valores para

b, xe a:

Y = Kol(kor) + £ Ky (kpr) - C2 K; {kx)
kzr . C1
c2

X = Kp(ker) - == Kp (kuir) (3.2.2.6)
Ca

onde K, & a funcao de Bessel modificada da segunda classe de or-

dem i.

Estas equagoes foram desenvolvidas para o estado
plano de deformagdo, no entanto, sao também validas para proble-

mas de estado plano de tensao desde que v (coeficiente de Poisson)

. N — v
seja substituldo por v = . Em ambos os casos, o valor de G

I+

permanece O mesmo.

Temos, ainda, que:

r ;= xi(x) - xi(g) (3.2.2.7)
- 1/2

r = [ri ri] (3.2.2.8)

r.

r, = _9°er _ i _ _ _°3r | (3.2.2.9)

’
9%, (x) r ax, (&)
n, = coseno diretor da normal na diregdo i
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X, (x) 0x2 (x)
dr . dr + — 9T - =r . n, (3.2.2.10)
on ax; (x) on 3%z (x) an

3.3 - Equacao Integral para os Pontos Internos

O método dos Residuos Ponderados sera utilizado pa
ra chegarmos a equivaléncia dindmica da Identidade de Somigliana,
usualmente conhecida em problemas estaticos. A vantagem princi-
pal deste método & que ele & geral e aplicdvel a qualquer proble
ma. Os conceitos basicos do método encontram-se no apéndice A

deste trabalho.

Através da transformagao da equagao diferencial par

cial eliptica (equagao de Navier) obtem-se a equagl3o integral.

Aplicando-se a relagao dos residuos ponderados 3

equagaoc (2.6.6), tem-se que:

B.
2 _ n2 2 2 _J * =
(C1 C3) Ui,ij + CzUj,ii + w Uj + - Uj,dﬂ
9]
(3.3.1)

= P. - P.r U* dar - U, - U,} p* ar

] J J J ]

I'z 1—|JI.

onde Ug_(j = 1, 2, 3) & interpretado como uma funcgao peso.

Integrando-se a equagao (3.3.1) por partes duas

vezZzes vem,
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+ B. U*¥ dp = - P. U* 4T - P. U* AT + (3.3.2)
J 73 1 ] 1 3
Q T2 '
+ U. p* AT + U. P*¥ Aar
i3 i
1—‘1 ‘FZ
- B.
onde B. = 3
] p

ou ainda:

2 _ 2 T X% 2 * 2ri%
{(c1 C3) Uy 34* +C3 Uy 4y w?U } U. an +
f
(3.3.3)
+| B, Utdn=-| P, U*dl + | U, P* dT
J 3 J 3 J 3
2 r r
A equagao (3.3.3) pode ainda ser escrita como:
BYU,dQ+ | PXU.dr=| B, U*de+ | P, UXdl (3.3.4)
13 J 3 J ] 1]
Q r £ r

que corresponde 3 identidade dindmica de Betti-Rayleigh.

Adotando-se como as componentes das forgas de vo-

lume Bg, as correspondentes a forgas concentradas harmdnicas de
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amplitudes unitarias, aplicadas no ponto £ de um meio infinito Q¥
que contém {2, em cada uma das 3 diregoes ortogonais dadas pelos

vetores ej (Figura 3.2), tem-se que:
B* = §¢ X) e. (3.3.5)
3 5 J
Tendo-se em vista gque:

glx) (&, x) dQ({x) = gl(&) (3.3.6)

Q*

Desse modo a primeira integral da equagao (3.3.4)

se reduz a:

fvj? Uy A2 = UL (E) ey desde que £ € @ (3.3.7)

Além do mais, adotando-se que cada carga dinamica
concentrada atue independentemente, Ug_e Pg poderao ser escritos
em fung¢do das solugdes fundamentais apresentadas no item 3.2 da

seguinte forma:

% — %
UJ Ui] (E! X) Pi

(3.3.8)

rd
*
It

*
. Pij (£, x) P,
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onde Pi =1

Uij* e Pij* representam o deslocamento e a forca de superficie na

diregao "j", no ponto "x", provocados por uma forga di
namica unitiria atuando na diregdo "i" aplicada no pon
to 'Ilgll

Assim, escrevendo-se a equa¢ao (3.3.4) para cada

componente P; atuando em separado, obtemos trés equagdes da for-

ma :
u, (&) + Pij*(E, x} Uj(x) dr (x) = Uij*(gf x) Pj(X) dar(x) +
r T
(3.3.9)
| U, w0 Ej(x) an (x)
£
A equacgao (3.3.9) & a equivalente harmdnica da

Identidade de Somigliana para deslocamentos que & também equiva-

lente, na teoria do Potencial, a Terceira Identidade de Green.
Esta equacgdo calcula o valor dos deslocamentos Ui
em um ponto qualquer interno £, em fungéo dos deslocamentos ¢ forcas de su

perficie no contorno e da integral das forcas de volume.

3.4 - Tensoes nos Pontos Internos

As tensdes internas sao calculadas através da di-

ferenciacao da equagdo (3.3.9) em relagao ao ponto fonte (£) e
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depois substituindo-se este valor na lei de Hooke (equagao
(2.2.7.1)):
oij(g) = Dkij P, dT - skij U, dr + Dkij B, d@ (3.4.1)
r r Y]
onde:
a3y, o * U, * dU.. ¢
Dkij = _2Gv_ 6ij kKL G ik, __Jk
1-2vy BXR maxj Bxi
(3.4.2)
ap_ . * oP,, * oP._*
SHIR _26y o k4 g ik n jk
] 1-2v 1) ax 0. X,
2 | i

3.5 - Eguacgac Integral no Contorno

Para o calculo da equagao integral no interior foi
utilizado o método dos Residuos Ponderados. Neste item, a equa-
¢ac no contorno serd obtida através do limite quando o ponto £

vai para o contorno.

A equacao (3.3.9) pode ser escrita para o corpo
apresentado na Figura 3.3a como (£ ndo pertence a S%: neste ca-

SO} :
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Pij*(i. x) Uj (x) dr(x) = Uij*(i, x) Pj (x) dr(x) +

T'+F€ F'+PE

(3.5.1)

+ Uij*(g, x) Ej (x) df(x)

uma vez que Ej*ﬁd Ujbd d2(x) = 0 na equagao (3.3.4).
Q
E
Ao tirarmos o limite guando o ponto £ vai para o
contorno, a equagac (3.5.l1) passa a ser escrita (Figura 3.3.b}:
Pij* (&, %) Uj(X) dr(x) = Uij*(ir x) Pj(x) ar{x) +

F_TE+F€ I‘-l"e-i-l"€

(3.5.2)

+ U..*(E, x) B.(x) dR(x
5% (€, %) By (x)
Qs
Fazendo-se para cada integral o limite 'quando ¢

tende a zero:

; * = i K )
Lim Pij (£, x) Uj(x) ar (x) 2im PL](E,:Q U]bd ar (x)+

e + 0 _ e + 0 T
T =T +T £
£ €

(3.5.3)

+ 2im Pij*(g, X) Uj(x) dr (x)

€ >0 r-T,
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A primeira integral & direita podera ser represen

tada como:

£im * _ Rim . _
o Pij ﬁ,x)Uj&)de cso | %j(&,m %jm)
?e Te
(3.5.4)
-
_ L£im *
UJ.(E)] dr{x) + o I;Jj(g) pij (£, x) dr(x)J

T
£

Devido a continuidade de Uj(x), o primeiro limite

a direita da equagdo acima & nulo, assim:

. _  fim
£im Pij*(g, %) U:.| (x) AT (x) = "Uj (£) Pij*(,i, X) dI‘(x)J

e + 0 e~ 0 | -
TE £
{3.5.5)
Lim
chamando cij(g) = ¢ %0 Pij*(E, x) dT {x) (3.5.6)
PE
tem-se que:
fim % _
a0 Pij (&, x) Uj(x) dar (x} Cij(E) Uj(i) {(3.5.7)
FE

0 desenvolvimento do limite para o calculo de Cij’

encontra-se no apéndice B deste trabalho.
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O limite da segunda integral da direita na equa-
¢ao (3.5.3) & equivalente a calcular a integral no sentido de va

lor principal de Cauchy.

As outras integrais nao apresentam singularidades

especiais podendo ser interpretadas como integragoes normais.

O coeficiente Cij pode ser generalizado para re-
presentar a integracgao de Pij* sobre a superficie parcial de uma
esfera infinitesimal de raio & centrada no ponto £. Se a tangen
te no ponto £ do contorno & continua (¢ontorno suave) o valor de
cij(g) = Gij/2; se o ponto § & interior ao dominio, a esfera e

completa e Cij(EJ =& (equagao (3.3.9)) e se £ & exterior ao

ij
dominio, Cij(E) = 0.

Entao

* =
Cij(g) Uj (g) + Pij (£, x) Uj (x) 4T (x)

N "
Uij*_(g, x) Pj(x) dT {x) + Uij (£, x) Bj(x) df(x) (3.5.8)

r Q

A equagao acima fornece uma relagao que deve ser
satisfeita pelas forgas de superficie e pelos deslocamentos no

contorno (incluindo as forgas de volume que sao sempre conheci-
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das). Portanto, gquando as condigoes de contorno sao aplicadas,
esta equagao pode ser usada para calcular as incdgnitas restan-

tes no contorno.
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X = ponto campo

£ =

FIGURA 3.1 Representagdo das Derivadas

ponto fonte



FIGURA 3.2 Forcas de Volume Correspondentes a Trés
Cargas Unitdrias Aplicadas nos DiregGes
ej no Ponto §
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CAPITULC 4

IMPLEMENTAGCAO NUMERICA DO METODO

4,1 - Introducao

Neste capitulo & descrito um procedimento numéri-

co geral para a solugao dos problemas de valores de contorno.

O problema agora se resume em encontrar a rotina

que possibilita resolver a equagao integral (3.5.8), com as con-

digoes de contorno abaixo:

(4.1.1)

Os passos principais estao descritos a seguir:

aj

b)

0 contorno T serd discretizado em uma série de
elementos sobre os quais Uj e Pj serao interpo

lados em funcao dos valores nodais (Figura 4.1);

a equagao (3.5.8) é escrita, em forma discreti
zada, para cada ponto nodal £ do contorno T e
as integrais sao calculadas (normalmente de
forma numérica) sobre cada elemento do contor-
no. Um sistema de N equacdes algébricas envol

vendo N valores nodais de deslocamentos e N va-
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lores nodais de forgas de superficie &, desta

forma, obtido;

as condig¢Ges de contorno (equagoes (4.1.1}) sao
impostas e, consequentemente, N valores nodais
(forca de superficie ou deslocamento em cada
diregao por nd) sao prescritos. O sistema de
equacoes pode, entdo, ser resolvido para obter

mos os N valores nodais incognitos.

Os valores dos deslocamentos e tensodes em quais

quer pontos internos £ podem ser obtidos, a posteriori, empregan

do-se a identidade de Somigliana e suas derivadas, também de for

ma discretizada.

Sendo as forgas de volume conhecidas, estas somen

te contribuem para o termo independente do sistema de equagoes.

clial:

c(g) uE) +

-

Expressando-se a eqguagao (3.5.8) em forma matri-

P* (g, x) U(x) dI'(x) = U*(g, x) P(x) dI(x) +

+ | UrE, x) B(x) an(x) (4.1.2)

£

onde g(g) e U(x) correspondem aos vetores deslocamentos nc ponto

fonte £ e no ponto campo x, respectivamente.
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Sendo:
C11 Clz Cla
Q(E) = Co Caa2 Cas {4.1.3)
Cst Caz Css
U, P B,
U(x) = Uz P(x) =| P2 B(x) = B2 (4.1.4)
Us Ps3 Bs
Ut UT» Uts {;¥1 PT, PTs
U*(£,x) = |U%, Us, U%, P*(E,x) = |P%, P%, P¥,
U3, Us, U3s P%, P%. P,
(4.1.5)
onde: C(&) & a matriz dos coeficientes Cij(i)
U(x) e P(x) sao os vetores deslocamentos e forgas de
superficie

U¥E ,x) e P*(£,x) sSac as matrizes fundamentais de deslocamen

tos e forcgas de superficie
E(x) & o vetor das forcas de volume.

4.2 - Procedimento Numérico Geral

0 objetivo da discretizacao € a aproximagao da

equagao integral de contorno por um sistema de equagoes simultdneas.
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0 contorno T & dividido em J elementos gerando N
nés onde estao associados os valores nodais de deslocamentos e
forgas de superficie. Ao longo de cada elemento, os deslocamen-
tos e forcas de superficie variam de acordo com as fungoes de
interpolagao, em termos dos valores nodais. Os elementos podem
ser retos ou curvos. O dominio 9 pode ser dividido em S c&lulas
de geometria conhecida para a integracgao das forgas de volume.
(3)

As coordenadas cartesianas X dos pontos do con

torno situados ac longo do elemento Fj Sao expressas em termos

{m)

das fungdes de interpolagao M e das coordenadas nodais X do
elemento na forma:
3y g (4.2.1)

—

Os deslocamentos e forcas de superficie sao apro-

ximados sobre cada elemento através do uso de fungoes de interpo

lagao N:

g(j) - x g(n) (4.2.2)
p3) -y ) (4.2.3)
onde g{n) e '™ contém os valores nodais de deslocamentos e for-

~

cas de superficie.

0 indice m na equagcdo (4.2.1) se refere ao niamero
de pontos de contorno necessarios para que a geometria de cada

elemento de contorno seja definida, enquanto que o indice n nas
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equagoes (4.2.2) e (4.2.3) se refere ao nimero de nds do contor-
no para o qual estao associados os valores nodais de deslocamen-—

tos e forgas de superficie.

Em aiguns casos a integral de volume pode ser le-

vada para o contorno a exemplo do que & feito no caso estitico.

Substituindo-se as equagoes (4.2.2) e (4.2.3) na

equacao (4.1.2), obtem-se:

J
C(g) U(g) + ] P* N 4T g -y U* N dF| P =
i=1 j=1

S
= Z U* E an : (4.2.4)

Como as fungoes de interpolagaoc N s3ao normalmente

escritas em termos de um sistema de coordenadas intrinsico (n;,

Nz, N3), tem—-se que:

It

dar |3 dn: dn:

(4.2.5)

ag = [G| dny dn.  dn;

onde J e G sao os jacobianos da transformagao para elementos de

area e de volume, respectivamente.
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Fazendo-se as seguintes substitui¢oes na equa-

cao (4.2.4):

K
1
J P* N ATl = J P*N |J] amy dnz = ) (3] W @* W)
T, = k=1
J
. i K
U* N dr =J9*1§T gl an = F |3 W, @ W) (4.2.6)
. -1 k=1
J
. I
J rBan=| UtBlglam dan ans = ] lol; W @ B)
-1 i=1
i,
obtem-se que:
J K
(n) (n)
Cle ) U™ )+ | D gl W ermu -
- j=1 |k=1
(4.2.7)
J K ] I
(n) ~
) Lolale B @ m[p™ = ] Iolsl; w w*B);
j=1 |k=1 L=1 [i=1

Esta & a equagao de elementos de contorno, onde K
e I sao os niimeros de pontos de integra¢do ao longo do elemento
e da célula, respectivamente e Wk e Wi os fatores de peso asso-

ciados aos pontos k e i.

Nos casos normais em gque Ei ndo pertence a Pj’ as

integrais sao calculadas numericamente utilizando-se os pontos

de integragao. Mas, nos casos em gque Ei pertence a Fj aparece
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uma singularidade, sendo mais econOmico e preciso calcular as in

tegrais analiticamente.

Se chamarmos:

= J P* N 4T
~J —~ ~
T.
J
g = [ U* N ar (4.2.8)
.
J
- * B
B, [ U* B dQ
QL

teremos que:

(4.2.9)

+
r~1
>
<
5
[
H.hﬂ =
1)
t¥d
B
|
~1
1|

Apds a aplicagaoc da equagao (4.2.9) a todos os N

nos gi do contorno, obtemos:

cu+§1u—§p=§ (4.2.10)
ou
(C + ﬁ) U-GP=38B (4.2.11)
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onde os vetores U e P contém os valores de deslocamentos e for-
cas de superficie em todos os pontos nodais e B contém a contri-

bui¢ao das forg¢as de volume.

A matriz quase diagonal C pode ser incorporada a

o~
matriz H para formar H:

e

Uu-g¢ g:]’g,' (4.2.12)

Apds a aplicacgao das condigoes de ocontormo na equa

gﬁo (4.2.12), o sistema pode ser reordenadco na forma:

o

Y = f (4.2.13)

onde A & uma matriz cheia e nao simétrica; o vetor Y & formado pe
los valores'nodais incdgnitos de deslocamentos e forgas de super-
ficie, estando a contribuigﬁo dos valores prescriteos (inclusive
as forgas de volume) incluida no vetor f£. A matriz A pode  ser
montada diretamente, sem a necessidade de se passar pelas matri-

Zzes H e g.

Uma vez que todos os valores no contorno sao pres
critos ou calculados pela equagao (4.2.13), os deslocamentos e
tensoes em qualquer ponto £ do dominio £ podem ser calculados pos
teriormente utilizando-se a equagao (4.2.7) para os pontos inter

nos:
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J
(n)
ug) = - 3} y oo lal, w,_ (p* M) _|U +
j=1 [ k=1 -~k ko=oTkye
(4.2.14)
J K s I
+ 1 Dolal W, @, ™ = g ool w, @B,
i=1 m=1 |[i=1 -

Derivando-se a equagao acima e substituindo-se os

valores na lei de Hooke (equagao (2.2.7.1)):

J 't K
(n)
o, (£) == 7% yoola), w, (s, M) U +
%n 5L [k=l Sl "k “Zen 2k
K
(n)
+ ) Yo |g], W, (D, N) P + (4.2.15)
521 [k=l ~'k Tk ~R,n-kJ ~
S I
+ Z .z IGIi Wl (Qﬁn B)l
m=1 i=1
onde:
%in = [Sian S2en 53ng
Pen = [P1en P2 D3£r;’

4.3 - Caso. Bi~dimensional com Elemento Constante

Nesta secgao, as fOrmulas estdo adaptadas para o

caso bi-dimensional com elemento constante.
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As forgas de volume serao negligenciadas, uma vez

que estas sao sempre conhecidas.

Sendo o elemento constante, os valores de desloca
mentos e forcgas de superficie nao variam ao longo do elemento Fj’
sendo iguais aos valores nos nds (figura 4.2).

Para tal caso as férmulas sao as seguintes:

4.3.1 - Coordenadas Cartesianas

=
U

. X1 X2
(1) _ = (m) _ ’ENI EN{I R (4.3.1.1)

X2

onde: I & a matriz identidade de ordem deis

N; e N; sao as fungbes de interpolagao dadas

por: N; =

N[

(1-1n e N»=2(1L+n) (4.3.1.2)
2

4.3.2 - Deslocamentos e Forgas de Superficie

: u u
AL e G AR S (4.3.2.1)

U, Uz

\ Jj \ J

: b, P,
pl3) - | Pr=. N p(n) = I ¢ & (4.3.2.2)

” PzJ - - - P,

S (7
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(3 p(3)

~

onde U sao respectivamente, os vetores deslocamentos e
forgas de superficie no ponto j com componentes nas diregoes x;

e Xo.

4.3.3 - Equacao no Contorno

A equacgao (4.2.4) pode ser escrita para este caso

como *
J
cg) ul™ 4 ) P* N 4T g(n) = 3 U* N ar g(n) (4.3.3.1)
i=11 j=1
r. r
] |
onde as matrizes fundamentais sao:
U;,* Uy Py.* Pio*
g* = E*,= {(4.3.3.2)
Uz * Uz, * Py * Pyo*

(4.3.3.3)

O
-
™y

I
thH

H

b=
Il
tHH

4.3.4 - Integracao Numérica

Quando o ponto Ei nao pertence a Fj’ o calculo nu
mérico das integrais Gj e éj &€ efetuado utilizando-se a integra-

cao tipo Gauss.

Como dr

|3 jdn (4.3.4.1)
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e sendo o jacobiano da transformacao:

2 2
13| = dﬁ] + (dXZ) - L (4.3.4.2)
Entao:
1 1 K
B.=| pwar=%| prran=2| pranzl § w e (4.3.4.3)
] - 2 ~ - 2 - 2 k=1 "7
T. -1 -1
J
1 1 K
G.=| vrnar=E| vrran=%| wranzd ] w oux (4.3.4.4)
~J T 2 T T 2) ~ 2 k=1°"
I. -1 -1
J
* * = i *
Os valores P k © U . Sao fornecidos por P i3 e

U*ij. Estes valores sao expressos em termos das fungoes modifi-
cadas de Bessel da segunda classe com argumentos complexos Kg(2),
K1 (2) e K2{2) e suas derivadas. Os argumentos z sao iwr/C, e

iwr/C,, onde r é a distancia entre o ponto fonte e © ponto cam-

Po.

Utilizando~se as fdrmulas de recorréncia, equa-
goes (C.41), todos os valores das fungoes modificadas de Bessel
da segunda classe com argumentos complexos podem ser obtidos dos

valores de Kp(z) e Ky (2).

As derivadas das fungoes sao calculadas  através

da equagao (C.42):
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dy _ _ iw P L 1 K, iwr| _ |Cy K, |iWE
dr Co C, r C: Ci Ci
{(4.3.4.5)
, {2 3 .
dX - - v fp (iwz) _ [Cp)t p fiwr|)
dr Co Cs C, C,
- 2 -
_ 2 [Kz iwr _ Cy K, iwr (4.3.4.86)
r L C, Cy C

Os valores de Kq (2! e K; (2Z) sdao obtidos pelas ex-

pansces em série destas fungdes (equagdao (C.33)).

4.3.5 - Integracao Analitica

As fungoes modificadas de Bessel da segunda clas-
se sao fungoes gue apresentam uma singularidade quando r -+ 0,
assim as integrais gj e Ej tornam-se singulares quando Ei perten
ce a Fj, devendo ser interpretadas no sentido de valor principal

de Cauchy.

Nc entanto, neste caso, a integral ﬁj e nula devi

do & ortogonalidade entre r e n. Dessa forma:

(4.3.5.1)

sk
i
o
*
=
oF
=
[
k‘—
|
tho
*
[N
=
I
o

Consequentemente somente a integral gj necessita

ser calculada. Retornando a notag¢ao cartesiana (figura 4.3):
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(2) R

= J U*, . dr = ZJ U*,. . dr (4.3.5.2)
1]

(1)

onde ( ) indica que os nimeros entre parénteses se referem ao nil

mero do ponto e nac a distancia.

Como U*ij =1 waij - Xr ., r . (4.3.5.3)

2TI.G l'l IJ

Substituindo-se este valor na equagao {(4.3.5.2):

R
iy = ;Er J o, . — X r;r; dr (4.3.5.4)

onde y e x sao fungoes de Ko (2z), K1 (2) e K, (2}.

Entao:
R R R R
1 c, |1

Udr = Kq(zp)dr + =Ky (zz}dr - —= = K (z;)dr (4.3.5.5)
0 0 o % Ci1 g 2
R R 2 R
J xdr = J Ky (zx)dr - {9-1] J K, (2 }dr (4.3.5.6)
0 0 C1 0
onde 2z, = ¥ o g, - iWr (4.3.5.7)
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Mas:

K, (2) = - z :Ku(z) + Ki(z):
K, (z) = —f :Kl(z) + Ku(Z):
Assim:

R R
L Ky{zldr = - K¢ (2)dr + -S E{l (2} - K, (O)]
pA iw

0 0

R R R
J Kz(z‘dr=—2[ lKl(z)d-'lf"i‘J Ku(Z)dr
O

onde z = ﬂ 7 = _Jﬂl
C C

Mas:

R A

( Kq(2Z)dr = — J Ky(2)d=z

0 W olo

cnde:

0 2 (1')23 3
24 2
+ [£0,2527)° 1+.l_+£_y_mé + . +
(21)%s 2 5 2
2,11
b (0,252%) [1+£+...+;+ L

n"Y%(2n + 1)

Z (
2
JKO(Z)dZ=Zi(l—Y—Qn§. ‘+QL& l+l_-Y_2’nE

(4.3.5.8}

(4.3.5.9)

(4.3.5.10)

(4.3.5.11)

(4.3.5.12)

(4.3.5.13)

(4.3.5.14)
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Assim:
r R R
1
= — §.. - a . . 4.3.5.15
13 vdr 13 xdr J:'1 r'J ( )
TG ‘ 0 0
L
onde i,j = 1,2
R 2 (R
_ Cso Cz Ca
wWdr = |—= Ky (z1}dr -= == | K1 (Z2) - == K3 {Z,) (4.3.5.16)
0 Cy o iw C1
R 2 (R R
J xdr = C2 J Ky (z;)dr - J K¢ (z2)dr -
0 (_31 0 0
{(4.3.5.17)
- 2€C: Kl(zé) - L K, (2,)
iw C1
onde: z, = WL z, = i¥E (4.3.5.18)
C, C,
7, = ¥R 7, = iWR (4.3.5.19)

4.3.6 - Solucoes Para Pontos Internos

As componentes dos tensores de deslocamentos e de

tensoes internas s3do dadas por:



.61l.

N N
n n 3
U. = P, G,. - : Uu. H,. 4.3.6.
l(E) ) ] 1] Z J ij ( 1)
n=1 n=1
N M
_ n
0;5(8) = ) LW Skii'm k +
n=1 m=1
(4.3.6.2)
N M
n
+ E E (Wm Dkij o k

onde M & o numero de pontos de integragéo ao longo de cada ele-

mento e os tensores de terceira ordem s3o:

2

2
D, . = - .t Ci” _ 5| ¢ _dx| _ || X | 5.. +
27 C,? dr dr C, r

3

+ 19 X r . § kT dy . X r Sik - 2 X - 2 r,r r o,

dr r P | dr rpj dr r ’ r 3 ’
e

I
3 2
2

Spiq = - — ‘lcl-z 1dv (C® ) -2 |G dx

1) 27 [ C,*t r dr |C,? r |C;| dr

2 ] 2 2 2

+ |Gt _ d’v _ 4a'x + |1 - S 4 n +

C,? J dr? dr? C,? r?

r _ L

£ 9r A1, Ci? _ 2 d?y _ 2 dy _ 2 a%x +

X an C,? dr* r dr dr?
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o4 i 9. X. - d_ﬁ R
r Co r dr 1]
2
+ d—-+§35~-=°’- X_L D a—r(r Gj_k+r d.k) +
r2 r dr r dr on '3 (1]

2 |9 _x
+ r,] r'k n; + r’i r'k nj-’ + , — o (nj 6ik + n, 3 k) +
()2 : a2 W
+.ri_r e Ci| X .- + 2 Ci| _ 2 ay _dx _ 1 dy +
! +J C:| r dar C, dr? dr? T dr)
2
+4r r.xr, 2 4 _ di . XX | 3 (4.3.6.4)
el d r dr dr? r? an

onde i,j,k = 1,2.

Nos tensores de terceira ordem, as derivadas se-
gunda das fungoes e yx podem ser calculadas dos valores das
funcoes modificadas de Bessel da segunda classe das duas primei-
ras ordens, utilizando-se as equagoes (C.42) e (C.43).

s [

@=_ w? Ko" dwr + K" wr| _ G2

dr? 20,2 Cs o C, C, o

(4.3.6.5)



onde:

K n

KO 1

Kl "

(z)

(z)

(z)

ST

P

K2 L1}

iwr| _
C»

3K; (z) + Ks(z)
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. .
Cz K,"
C1

iwr
C

= [:Kv—l(z) + ZKv(z) + Kv+2(z):}
Ko (z) + Kz(Z)Al

l

(4.3.6.6)

(4.3.6.7)

(4.3.6.8)

(4.3.6.9)
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pontos nodais

%Iemenm.

FIGURA 4.1 Discretizagdo do Contorno I
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X

T=-1

= 2E
W= 7

FIGURA 4.2

Representagdo

do

Elemento.
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FIGURA 4.3 Representagcdo do Efemento
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CAPITULO 5

COMPARACAO ENTRE SOLUGCOES ESTATICAS E SOLUCOES

DINAMICAS A BAIXAS FREQUENCIAS

Este capitulo abrange a comparagao entre solugdes
estaticas e solugoes dindmicas a baixas fregiliéncias. Tais compa
ragoes serao efetuadas para o caso bi-dimensional e para o caso

tri—-dimensional.

5.1 -~ Caso Tri-dimensional

Consideremos a solugao fundamental tri-dimensio-
nal. O deslocamento Uij* depende das fungoes ¥ e y. Estas fun-
¢Oes estdo expressas em termos de exponenciais na equagio (3.2.1.9).
Se os exponenciais forem substituidos por uma expansdao em série,

ambas fungoes se transformam em:

2 o n+23 n
p==> |1+S |4k, 3 Dt 2 n+|S ko) (5.1.1)
2r C;? . (n+l)(n+3) C n'
n=o0
w +
w=- L 1-&k, 3 D 1- (e sen® (5.1.2)
2r C:? (n+1) (n+3) C, n'

sendo ki, = iw/C,

Substituindo-se as expressdes acima na egquacao

(3.2.17), obtemos:
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2 © n+3 n
U, k=l Lo &k, 3 n+2 14{S2 Mai,
3 ampc,? ||2r C, 2 noo (+1)(n+3) C n! J
2 G n+3 n
- - -Gk, n 1- (C2f 7| tkam) rr sl 5.1.3)
Ci* o M+l (+3) C, nt |t
Utilizando-se uma outra notagao, teremos:
2
LR = —T Lo Sl v ok [6,. -
J ampC,? 2r Cc,? J

2

S R R O N S L TP P (5.1.4)
2r C12 ] ]

Para baixas fregliéncias, isto &, quando k. tende
a zero, o valor de 0(k,) também tende a zero, entao.

)
g,.x = Lt Ly gl 4L 1%, r | (5.1.5)

1] aﬁpCQZ 2r C,? 1) o Ci?

Substituindo-se os valores de o, C; e C,, obtemos

a expressao para o0 caso estatico:

U, * = 1 1 13- )6, +r T (5.1.6)
J 167G(1l-v) r J ’ rJ
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Seguindo-se o mesmo raciocinio para as forgas de

superficie, estas podem ser expressas COmo:

Pi.*=--]-'—,.lxa—rai.+r.ni +Arir.8—rB+rin.D (5.1.7)
J 41 an 3 ] ' rJ n y J

onde:

a = v _ X (5.1.8)
dr r

B =& _ & (5.1.9)
r dr

2

p = S - o & - X . ax| _ 2 (5.1.10)

C,2 dr dr 2rJ r

Substituindo-se os exponenciais das fungoes ye Y

por expansoes em séries, as expressoes acima se transformam em:

n+2 [1+ (cz/cl)ﬂ (kor) "

A= 1 sz-kk 2§
==L eyt g - - : (5.1.11)
r* G n=0 n+2) (n+4) n.
3 Cy2 2(n=2) (2 + 5n + 9) Gl | Goan)®
B== = |1- =2} k,? L n o 1- =2 | 22 (5.1.12)
r? 2 noo (@) (n#2) (n+3) (n+4) Ci n!
1 ¢,2 o [(C /C2)2 =2]n - (C1/Cs )21 - (Ca/c )nMj (kor)™
D=L—;-—3— + k22 z 1/C2 I 1/C2 271 2T (5.1.13)

m+2 +4) n'

As equagoes (5.1.11), (5.1.12) e (5.1.13) podem

ser escritas como:

2
A = -2 27 Lo (x,2) (5.1.14)
r? C12
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B=--2 |1 L0 (kp2) (5.1.15)
r2 C1
2
p=31 S2° 4 ¢ k%) (5.1.16)
I'z Clz

A baixas frequéncias, isto &, quando k, tende a
zero, o valor de 0 (k:22) também tende a zero. Assim, substituin
do-se as equagoes (5.1.14), (5.1.15) e (5.1.16) na equagac (5.1.7), tere

moSs a expressao para o caso estatico:
p.*x=- 1 1 13 |q_sy ai.+3rir. +
1] 8m(l-v) r? n J r v ]

+ (1 -2v) (ni r . -n.r ,) (5.1.17)

5.2 - Caso Bi-dimensional

Consideremos o caso das solugOes fundamentais bi-
dimensionais. As fungoes { e X, neste caso, dependem das fun-

¢oes modificadas de Bessel. Tais funcgdes podem ser expandidas nu

ma série crescente:

2 2 2
o= -2 en [B2| + 2 gn 2| | -1 1427 L f)_C2 +
2 2 C,? 2 2 c,? 4 Cc;2
o (z,2/4)"
+ Z An (5.2.1)
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2 @ (222/4)n
x=-2]1-|% + ] B (5.2.2)
[}
2 .Cl n=1 n. (n + l).
onde:
22 = kz]’_' (5.2-3)
Z1 = klr (5.2.4)
An = Cln in(z,) + Czn n(z,) + C3n (5.2.5)
Bn = an ﬂn(zz) + CSn in{(z,) + Cﬁn (5.2.6)
sendo ¢ _, C _,C _,C _,C e C coeficientes numéricos.
1n 2N 3N 411 511 &1l i

As equagoes (5.2.1) e (5.2.2) podem ainda ser es-—

critas como:

w=-—l—— (3 -4v) [en{r}+gn iw + oy _1
4(1 - v) 2 2
+ 1 [E.n (Co )+ (cz/cl)zzn(clﬂ + 0 (z228n (zp)) = (5.2.7)
2
4 (1 =-v)
X = = —E—— 4 0 (z2%2n(z5)) (5.2.8)

4(1-v)
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Para baixas fregiiéncias, isto &, quando z, tende
a zero, o valor de 0 (z:°9n(z,)) também tende a zero. Assim, subs
tituindo-se as equagoes (5.2.7) e (5.2.8) na equagdo (3.2.17), ob
temos o mesmo valor do caso estatico, acrescido do coeficiente
EW (este coeficiente depende da fregiiéncia tendo uma singularida

de logaritmica em w = 0):

—n————(}W)h1F]&.+r.r. + E_ (5.2.9)

Seguindo-se o mesmo raciocinio para as forgas de

superficie, as expressdes A, B e D podem ser expressas quando

Zs > 0, como:
2
a=-21 C2° 0 (kz z2 &n (22)) (5.2.10)
r C12
_ 2 Co?
B=-=11 - + 0 (ks 25 &n (z2)) (5.2.11)
2 : ,
r Cl
_ Cz?®
D == + 0 (kz ) in (Zz)) (5.2.12)
r C12
Substituindo-se as expressoes (5.2.10), (5.2.11)

e (5.2.12) na equagao (3.2.1.8), quando 2z, tende a zero, obtemos

a mesma equagao do caso estatico:

pi.*=———l——-_- ar (1-2v) 6, +2r +
J d4m(l-v)r | an | +J o

l

+ (1 -2v) [nir'j -ner]

{5.2.13)
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Com a analise feita, podemos concluir que as solu
¢oes fundamentais dindmicas se aproximam do equilibrio estitico
para os problemas bi e tri-dimensionais, quando a fregiiéncia ten
de a zero. Entretanto, existem diferencas importantes nestes dois
casos. Nas solugoes dindmicas tri-dimensionais a_freqﬁéncia po-
de ser nula, enguanto que no caso bi-dimensional tal fato n3o &
possivel devido a ocorréncia de singularidade neste ponto. Ou-
tras diferengas podem ser constatadas no caso bi-dimensional: os
termos abandonados nao tendem a zero com kg, mas com z. = Kor; e

uma constante & adicionada na representacdo do deslocamento.



CAPITULO 6

DESCRICAO DO PROGRAMA




.76.

CAPITULO 6

DESCRICAO DO PROGRAMA

6.1 - Introducao

A teoria apresentada nos capitulos anteriores foi

implementada para o desenvolvimento de um programa de computador

na linguagem FORTRAN, utilizando-se o computador Burroughs 6700.

Este capitulo fornece a estrutura do programa prin

cipal bem como a descrigao das subrotinas e fungdes utilizados.

6.2 - Estrutura do Programa Principal

O programa principal. & composto de 8 subrotinas,

estando o seu fluxograma representado na Figura 6.1.

6.3 - Descrigao das Sub-rotinas

6.3.1 -

6.3.2 -

DADOS: lé todos os dados necessdrios ao problema e cal
cula as velocidades de propagacac C; e C, através das

equagdes (2.3.11) e (2.3.12).

FORM: forma as matrizes ﬁ e G e monta a matriz A dire-
tamente, bem como o vetor VD gue ira formar o wvetor F
do sistema. Alguns coeficientes de A foram multiplica
dos pelo mbédulo de elasticidade transversal (G) para

que todos os coeficientes tivessem a mesma ordem de gran

deza. Este procedimento evita erros numericos.
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Para o calculo da matriz A foram utilizadas as sequin-

tes subrotinas:

NDIAG: calcula as matrizes gj e gj para pontos gque nao
pertencem ao elemento, utilizando-se a integragao numé
rica - integragao de Gauss. As fOrmulas utilizadas nes
ta subrotina sio as férmulas apresentadas na segao

4.3.4.

Para a escolha do nimero de pontos de integracao foi uti-

lizada a variavel SEL, definida por (ver Figura 6.2):
SEL = d/COMPR (6.3.2.1.1)
A medida que o ponto vai se aproximando do elemento, ne
cessita-se de um nimero maior de pontos de integragao. Assim
a variavel SEL realiza este controle.

Entao:

SEL < 1,5 —>" 10 pontos de integragao
1,5 < SEL < 5,5 —> 8 pontos de integracgao

5,5 < SEL —

v

6 pontos de integracao

Os valores para d e COMPR sao:

d = 1 ///(2x - X, - x,)%2 4+ (2y_ - ¥. - wm)? (6.3.2.1.1)
2 P : p



6.3.2.2 -

6.3.3 -

6.3.4 -

6.3.4.1 -

6.3.5 -
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.
COMPR = /(Xz - X1)2 + (yz - yl)z {(6.3.2.1.1)

DIAG: calcula a matriz Gj para pontos pertencentes ao
elemento, utilizando-se a integragao analitica. As f&r
mulas utilizadas nesta subrotina sao as formulas apre-

sentadas na secao 4.3.5.

RESOL: subrotina "standard" utilizada para resolver o
sistema de equagles A ¥ = £, utilizando o método de eli

minagac de Gauss.

INTER: calcula os valores dos deslocamentos e tensoes

internas, utilizando as equagoes (4.3.6.1) e (4.3.6.2).

COEF: calcula os valores das matrizes § e D através das
equagoes (4.3.6.3) e (4.3.6.4). As integrais sao de-

senvolvidas utilizando-se a integragao de Gauss.

RESP: imprime os deslocamentos e forgas de superficie
no contorno, juntamente com os deslocamentos e tensoes
nos pontos internos. Estes resultados sao impressos

de trés modos: na forma complexa, em mddulo e fase.

6.4 - Fungoes

6.4.1 - Fungoes Simples

6.4.1.1 - FMOD(X): calcula o valor do modulo do numero complexo.

Este modulo & calculado da seguinte maneira:
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seja X = A + Bi

FMOD(X)=/ (REAL (X))?% + (AIMA'G(X))Z‘ (6.4.1.1.1)

onde: REAL : parte real (=A)

AIMAG: parte imaginaria (=B)

FASE (X} : calcula o valor da fase do nimero complexo. Se
a parte real do numero complexo & nula, o valor da sua

fase & n/2; caso contrario, o valor da fase & dado por:

AIMAG (X}
REAL (X)

FASE (X) = tg (6.4.1.2.1)

6.4.2 - Funcoes Complexas

6.4.2.1 -

6.4.2.2 -

BK(M, Z): calcula os valores das fungoes modificadas de
Bessel de segunda classe de ordem zero e de ordem um
através das expansoes em série fornecidas pela equagao
{C.33). As expansoes em série foram utilizadas, uma
vez que ndo hid expansao polinomial para argumento com-

plexo.

Com os valores calculados para K¢ e Ky e utilizando-se
a relagao de recorréncia dada pela equagao (C.41), ob-
temos todos os valores necessarios das fun¢des modifi-

cadas de Bessel de segunda classe.

IKO(Z, R)}: calcula a integral da fungao modificada de

Bessel da segunda classe de ordem zero em relagac a va
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6.4.2.4

6.4.2.5

6.4.2.6

6.4.2.7

6.4.2.8

6.4.2.9
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ridvel r, esta variando de zero a R. Esta integral &
fornecida pela equagao {(4.3.5.14), onde Z & o argumen-

to wR/C.

XIS(R1l, R2): calcula o valor da fungao x utilizande a

equagao (3.2.2.6).

FI(R1l, R2): calcula o valor da fungao Y utilizando a

equacao (3.2.2.6).

DX DR(R1, R2): calcula o valor da derivada de ¥ em re

lacao a r, através da equagao (4.3.4.6).

DFIDR(R1l, R2): calcula o valor da derivada de P em

relagao a r, através da equagao (4.3.4.5).

D2X DR(R1, R2): calcula a segunda derivada de xy em re

lagao a r, através da equagao (4.3.6.6).

D2FIR(R1l, R2): calcula a segunda derivada de y em rela

¢ao a r, através da equagao (4.3.6.5).

B2K(M, Z): calcula a segunda derivada das fungées modi
ficadas de Bessel da segunda classe em relagao a r, u-

tilizando as equacgoes (4.3.6.7), (4.3.6.8) e (4.3.6.9),
wr
C

onde Z =
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Os dados a serem fornecidos para a utilizacgao do

programa sao os seguintes:

6.5.1 - Primeira Leitura:

NU(K) (K=1,5)

FORMAT (8I10/4F10.0, I10}:

= numero de elementos de contorno.
= nuamero de pontos internos.

= nilmero de superficies diferentes (m&

ximo de 5).

= namero do 4ltimo nd de cada super-

ficie diferente.

ET = modulc de elasticidade transversal
cp = coeficiente de Poisson
D = densidade
W = frequéncia
IND = indice do problema
=0 > superficie fechada
=1 > superficie aberta
6.5.2 - Segunda Leitura: FORMAT (2F10.0)

C_ e Cy = coordenadas x e y dos pontos internos.
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Terceira Leitura: FORMAT (2F10.0)

X e Y = coordenadas x e y dos pontos extremos dos ele-

mentos de contorno.

Quarta Leitura: FORMAT (Il10, 2F10.0, 110, 2F10.0)

KOD e CCP = condigoes de contorno.
onde KOD = codigo gque indica o tipo de condicao de con
torno dos ndés do elemento.
=) ——> deslocamentc prescrito
=1 —> forca de superfilcie prescrita.

CCP = walor prescrito.

6.6 - Saida dos Valores

6.6.1 -

6.6.2 -

O programa fornece a salda dos seguintes valores:
deslocamentos X e Y dos pontos do contorno: estes des-
locamentos estao na diregao das coordenadas cartesia-
nas x e y.

Modulo e fase dos deslocamentos.

forgas de superficie X e Y dos pontos do contorno: es-

tas forgas de superficie estao na diregao das coordena
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das cartesianas x e y.

Modulo e fase das forgas de superficie.

6.6.3 - deslocamentos X e Y dos pontos internos ——> estes des

locamentos tém diregodes x e y.

Modulo e fase dos deslocamentos.

6.6.4 - tensoes X, XY e Y dos pontos internos —> estas ten-

soes tém diregCes X e y.

Mddulo e fase das tensoes.
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 INICLO: |

FIGURA 6.1 Fluxogroma
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FIGURA 6.2 Pefinicio da Vaoridvel SEL



CAPITULO 7

EXEMPLOS



.87.

CAPITULO 7

EXEMPLOS

7.1 - Introducao

Este capitulo descreve os procedimentos utiliza-
dos para o desenvolvimento dos exemplos. Mostra ainda as compa-
racoes feitas entre os resultados obtidos pelo programa e os ja

existentes.

O primeiro exemplo consiste no estudo de uma bar-
ragem de terra sujeita a uma aceleracao horizontal do solo. O se
gundo, o calculo das matrizes de rigidez para fundagoes superfi-
ciais_e embutidas. J&a, o terceiro, consiste no estudo de uma ca
vidade cilindrica inserida num meio infinito sob a agao de uma on

da de compressao.

7.2 - Barragem de Terra

O objetivo deste exemplo consistiu no estudo do
comportamento de uma barragem de terra sujeita ao movimento do
solo, considerando-se a hipbtese de que sua base repousa sobre um
solo perfeitamente rigido. As condigdes de contorno, embora ir-
reais, foram implementadas para que se pudesse comparar os resul
tados com a solugao classica utilizando o método dos elementos fi-
nitos (33). As dimensces da barragem bem como o médulo de elas-
ticidade transversal, ¢ coeficiente de Poisson e a densidade se
encontram na Figura 7.1. A malha de elementos finitos utilizada

por Clough e Chopra (33} pode ser vista na Figura 7.2.
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As deformagoes de flexao produzidas na barragem
sao despreziveis, em virtude das condigbes de contorno utiliza-
das. Consequentemente, a barragem pode ser idealizada, através
da teoria "Shear Wedge", como uma viga vertical de cisalhamento
com largura variavel. A equagao da frequéncia através desta teo

ria & dada por:

Jo | w /5 B| =0 (7.2.1)

G
e O modo por
w*(y) = Jg W //ET(H - v) n=1,2,3,... (7.2.2)
n n
G
onde J, = fungao de Bessel de primeira classe de ordem zero.
H = altura total da barragem.

Quando n = 1 na equagao (7.2.1), encontra-se para

w; o valor de 8,01. A equagao (7.2.2) pode ser expressa COmMO:
wily) = Joj:o,oosm (300 - y) (7.2.3)

Na analise pelo programa aqui apresentado, o con-
torno foi dividido em 30 elementos e 5 pontos internos foram usa
dos, como mostra a Figura 7.3. A aceleragéo horizontal do solo
foi substituida por forgas de superficie gue variam linearmente .  (na
direcao aposta & aceleracao) representando as forgas de inércia

da barragem, atuando nas faces AB e BC (Figura 7.3).
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As condigOes de contorno para os ndés sao as  se-

guintes:

a) nds de 1 a 10 ——> deslocamento nulo.

b) nés de 11 a 20 —> forgés de superficie variando de 10 a 1
b/ ft% respectivamente.

c) nds de 21 a 30 —> forgas de superficie variando de 1 a 10

Lb/ft? respectivamente.

Inicialmente, foi estudado o movimento horizontal
do ponto B localizado no n5 20 (Figura 7.3), com a variacao da
freqiiléncia de 0 a 9 rad/s. Os resultados obtidos foram plotados
em um grafico em que as fregqgiiéncias foram assinaladas na abscis-
sa e o mddulo do deslocamento horizontal do ponto B, na ordena-
da. Verifica-se a existéncia de um pico no grafico; tal pico re
presenta o valor da fregliéncia fundamental que & dada por: w; =
7,78 rad/s. Comparando-se este valor com os obtidos pelo método
dos elementos finitos (Chough-Chopra) e pela teoria "Shear Wedge"
(Tabela 7.1), obtem-se os seguintes erros relativos: 0,9% e 2,8%%,

regpectivamente (Figura 7.4).

PROGRAMA ELEMENTOS FINITOS TEORIA "SHEAR WEDGE"

7,78 7,71 8,01

Tabela 7.1 - Comparagao dos resultados obtidos para a fregliéncia

fundamental.
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o Programa
—« = Shear Wedge Theory

FIGORA 7.5 ConfigueagGo do  Modo  Fundomentad
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A grande discrepancia observada entre o resultado
do programa e o da teoria "Shear Wedge" deve-se ao fato de que ao
serem desprezadas as deformagoes de flexdo a barragem se - torna

: - .
mais rigida.

A configuragao do modo em sua forma normalizada,
obtida através do programa, encontra-se na Figura 7.5, juntamen-
te com os resultados fornecidos pela teoria "Shear Wedge". Com-
parando-se estes dois perfis, observamos que existe boa concor-

dancia entre eles.

7.3 - Matriz de Rigidez de Fundacoes

O conhecimento da matriz de rigidez de fundagoes
& importante em muitos problemas de Engenharia. Em muitos casos,
as propriedades do solo ndo se apresentam uniformes com a profun
didade (normalmente verifica-se um crescimento no modulo de elas
ticidade transversal) ou ainda, um depdsito de espessura finita
& encontrado composto de algum tipo de rocha dura. Apesar des-
sas considera¢oes, a idealizagdo matemdtica usual considera 6 se

mi-espago homogéneo, isotrdpico e elastico-linear.

A importancia da utilizagao de elementos de con-
torno para o calculo da matriz de rigidez, & que automaticamente
0 amortecimento irradiadoc € considerado, e que um meio viscoelas
tico pode ser simulado através da introdugao de um modulo.de elas

ticidade transversal complexo (29).

A matriz de rigidez de fundagoes consiste na obten

cao de forgas ou momentos, necessarios para se produzir movimen-
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tos lineares ou rotagoes dindmicas unitadrias em uma fundagdo ri-
gida e sem massa, no semi-espago, mantendo-se fixo os demais graus

de liberdade.

Como a solugao fundamental satisfaz ao dominio in
finito, somente o contorno, isto &, a interface solo—fundagéo e
a superficie livre necessitam ser discretizados. Teoricamente, a

discretizacao da superficie deve se estender até& o infinito.

7.3.1 - Fundacoes Superficiais

Para as fundagoes superficiais, uma boa  solucgao
pode ser obtida desprezando-se os elementos da superficie livre.
Verifica-se que todos os termos que representam a influéncia dos
elementos da superficie livre sao zero, com excegao dagueles res
ponsaveis pela influéncia do movimento vertical no movimento ho-
rizontal e vice-versa. Contudo, sendo esta influéncia pegquena,

& comum despreza-la na interac¢dao solo-estrutura.

As dimensces da fundagao superficial, bem como as
propriedades do solo encontram-se na Figura 7.7. A interface so

lo-fundagao & discretizada em 8 elementos (Figura 7.7).

As condigoes de contorno utilizadas sdo as seguin

tes:

a) movimento horizontal

nos de 1 a 8 —> u, = 1 u =0
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b} movimento vertical:

nos de 1 a 8

>u,_ = 0 u = -1
X

c) rotagao:

para o calculo da rotagac foi utilizada a teo-
ria dos pequenos deslocamentos (Figura 7.6) na

forma:

FIGURA 7.6  Rotagdo

v =.n (para cada no}

onde 11 € a coordenada horizontal do no.

Desse modo, utilizando-se a relagao acima:

nos de 1 a 4 —> u, = 0 u_ = n

nos de 5 a 8 —> u, = 0 u_ = -n



.97.

Os resultados obtidos no programa foram compara-

dos com os de Jakub (30), cuja solugao & da forma:

K =Kqg (k + ifqd) (1 + 2iD) (7.3.1.1)
onde:
Ky = = matriz de rigidez estatica

k e d = coeficientes dependentes da frequéncia

fo = frequéncia adimensional — fo = WB/C,
C, = velocidade da onda cisalhante do solo
D = coeficiente de atrito interno do sclo.

A Figura 7.8 representa a variagaoc da matriz de
rigidez horizontal K com a variagao da distancia da superficie
livre a ser discretizada, para uma freqliéncia adimensional £, =
0,9. Observando-se este grafico, constata-se gue a influéncia
da superficie livre para este tipo de fundacdo & praticamente nu

la.

A variacao da matriz de rigidez de momento K¢ com
a fregiiénecia adimensional £y para um valor de G = 1, & represen-
tada na Figura 7.9. Embora o amortecimento interno tenha sido
desprezado, a parte imaginaria aparece, devido ao amortecimento
geométrico ou irradiado, isto &, a energia que se irradia para fo
ra e para baixo em diregao ao contorno, no infinito. A parte re

al decresce com o aumento de f,, acarretando uma redugao da rigi
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dez, entretanto a parte imaginaria aumenta, indicandoc um aumento

do amortecimento.

As Figuras 7.10 e 7.11 apresentam a parte real do
deslocamento da superficie livre quando um movimento harménico uni
tdrio (horizontal, vertical e rotagao) & aplicado a fundagao com
as freqiiéncias fq = 1 e fo = 0.5. Estes resultados apresentam ex

celente concordancia com os de Dominguez e Alarcon (2).

7.3.2 - Fundagoes Embutidas

Para o caso deste tipo de fundacgao, faz-se neces-
sario tanto a discretizagao da interface solo-fundagdo quanto da
superficie livre. Para se obter bons resultados, & medida que a
razao de embutimento E/B (Figura 7.12) cresce, necessita-se de

uma quantidade maior de elementos na superficie livre.

As dimensoes da fundagao embutida, bem como as
propriedades do solo encontram-se na Figura 7.13. A interface so
lo-fundagao juntamente com a superficie livre sdo discretizadas em

28 elementos (Figura 7.13).

As condigoes de contorno sdo as mesmas utilizadas

para a fundacgao superficial.

A Fiqura 7.14 apresenta a parte real do desloca-
mento da superficie livre quando um movimento harménico unitario
(horizontal, vertical e rotacao) & aplicado & fundagdo com a fre
gliéncia adimensional f, = 0.5. Os resultados obtidos apresentam

concordancia com os de Dominguez e Alarcon (2).
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A Figura 7.15 apresenta algumas sugestOes para a-

plicagao.

7.4 - Cavidade Num Meio Infinito

O terceiro exemplo consistiu no estudo de uma ca-
vidade cilindrica de raio p'e comprimento infinito, inserida num
meio infinito, elastico e linear, sob a influéncia de uma onda
plana de compressao (Figura 7.16). O estado de tensao ao redor
da cavidade, bem como o fator de concentragac dindmica de ten-

soes FCT sao determinados.

O problema corresponde ac de estado plano de de-
formagao, necessitando-se da determinacdo do estado de tensdo ao
longo de uma cavidade circular contida num plano carregado dina-

micamente por uma onda de compressao que apresenta as seguintes

tensoes:
Ux = Sp
Oy = E/U.-vﬂcx (7.3.1)
Ty = 0

A distribuigdo de tensoes & obtida através da su-
perposicdo das tensOes produzidas pela onda de pressdo num Reio
sem a cavidade com as tensoes produzidas pela aplicagdo de for-
¢as de superficie corretivas ao longo do contorno da cavidade, a
fim de gue apds a superposicgac dos dois casos, este tenha forgas
de superficie nulas (Figura 7.1%). O primeiro problema possui
solugao trivial, entdo, apenas o segundo precisa ser . resolvido

através do programa.
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Na analise pelo programa, o contorno foi dis-

cretizado em 24 segmentos retilineos de mesmo comprimento (Fi-

gura 7.18).
Os dados para a utilizagao do programa sdo os se-
guintes:
G = 11.600.000 2b/in?
p = 0,000734 2b - sec®/in"* .
p' = 10 in
v = 0,25
A intensidade da carga aplicada foi conveniente-
mente adotada como 5S¢ = -1 2b/in®, para que os valores da tensio

011 representem diretamente os valores de FCT.

Para se obter as condigOes de contorno prescritas-

forgas de superficie utilizou-se as seguintes fdOrmulas:

(7.3.2)

onde { e m sao 0S cosenos diretores da normal n com o eixo x e O ei

X0 y, respectivamente.

Para a solug¢ao do segundo problema, os sinais das

forcas de superficie P e Py foram trocados (Figura 7.19}).

Entrando com os dados acima no programa, este for

necera os valores dos deslocamentos u e uy nos pontos nodais.
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Assim, obtem-se os deslocamentos nos pontos de contorno (Figura

7.20) através das seguintes expressoes:

u_(a) = 1 (uxi + u J)
2
(7.3.3)
. i k
ux(B) = = {u + ux )
-1 1 j
uy(A) (uy + uy )
(7.3.4)
_ 1 i k
uy(B) = 5 (uy + uy )

Decompondo-se estes valores segundo os eixos x; e

X2, obtém-se u; e u; para os pontos de contorno A e B.

Finalmente, para o calculo de 0;;, utiliza-se a

seguinte expressao:

(2G 11 + v Tg22) {7.3.5)

O
o
oh
o
m
[

I

[

- 1 (1™ - uy’) (7.3.6)
L
sendo £, o comprimento do elemento.

G22 = p2 {p2 & o valor da forga de superficie no nd i na di

regao xz).

Superpondo-se estes resultados com a solug¢do tri-
vial para o primeiro problema, encontra-se o valor de o;; (total)

gue corresponde ao valor de FCT.
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A Figura 7.21 representa a variagao do valor abso
luto de FCT (o valor absoluto & utilizado porque ¢;; € um numero
complexo) com a variagﬁo do parametro wr/C,, para um valor de 8
igual a 90°. Este grdfico contém os resultados do programa, bem
como os resultados obtidos por Pao (22) e Pao e Mow (31) (resul-
tados numericos), os de Manolis e Beskos (27) (resultados utili-
zando um programa de elementos de contorno) e ainda os de Kirsch
(32) (solugao estatica). Comparando-se os resultados obtidos a-
través de programas de elementos de contorno, obsefva—se gque am-—
bos se aproximam. A causa desta diferenca deve-se ao fato de que
no programa desenvolvido neste trabalho foi utilizado elementos
constantes retilineos, enquanto que no desenvolvido por Manolis

e Beskos (27) foi utilizado elementos constantes curvos.

As Figuras 7.22 e 7.23, mostram os valores de FCT
do programa, os de Manolis e Beskos (27) e os da solugdo estati-
ca de Kirsch (32) para os valores de 8 iguais a 52,5° e 82,5°.
Comparando-se os dois resultados obtidos pelos programas de ele-

mentos de contorno, observa-se que os resultados se aproximam.
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FIGURA 7.20Q Deslocamentos nos Pontos do Contorno
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CAPITULO 8

CONCLUSAO

O presente trabalho consistiu na aplicagao da for
mulacao direta do Método de Elementos de Contorno para a solucao

de problemas elastodinamicos harmdnicos bi-dimensionais.

Um programa de computador foi desenvolvido utili-
zando-se elementos constantes. Os resultados obtidos para os
trés exemplos apresentados no capitulo 7, se aproximam dos conse
guidos através de outras técnicas, apresentando dtima convergén-

cia.

Comparando-~-se os resultados obtidos para o exem-
plo 1 através dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de
Contorno, verifica-se que estes apresentaram resultados maito bons
para a freqiéncia fundamental. Para a configuragdo do modo fun-
damental, foi também verificado que utilizando-se 30 elementos de
contorno os resultados eram satisfatdrios, enquanto que para o Mé
todo dos Elementos Finitos foi necessadrio uma malha com 100 ele-
mentos triangulares lineares e 66 pontos nodais. A economia pro
veniente da utilizagao de Elementos de Contorno & mais evidencia
da quando sao utilizadas regides semi-infinitas, como & o caso
do exemplo 2, onde & necessaria a utilizag¢ao de poucos ou nenhum
elemento na superficie livre. Com relagao ao exemplo 3, foram

igualmente obtidos Otimos resultados.

Muitos dominios fisicos podem ser idealizados co-

mo meios homogéneos e isotrdpicos, mas um modelo mais realistico
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seria considera-los nao homogéneos e anisotrdpicos. Estes con-
ceitos podem ser incorporados a presente formulagao, através da
utilizagao de sub-regides e o uso da solugao fundamental para
meio anisotrdpico. Sendo estas alteracdes realizadas com suces-
SO para o caso estatico, a extensao para problemas elastodinami-
cos ndo apresentaria dificuldades. Para a solugao de problemas
com grau de heterogeneidade elevado no sclo, a melhor maneira se
ria uma combinagao mediante a utilizacao de elementos finitos pa
ra a discretizagao da regido de grande heterogeneidade e elemen-

tos de contorno para simular melhor as condigoes de contorno.

Problemas de estado transiente podem ser resolvi-
dos incluindo no programa a inversao numérica da transformada uti-
lizando-se de métodos ja existentes. Tai inversao envolve somen
te a utilizagao de uma série de solugles para diferentes fregqiién

cias.

Concluindo, a presente formulagao apresenta exce-
lentes resultados para muitos tipos de problemas de Engenharia e
a extensao para problemas mais especificos pode ser conseguida

sem muita dificuldade.
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APENDICE A

METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Este método € uma técnica numérica para se aproxi

mar a solugao de uma equagdo diferencial parcial:

L{vg) = g em (A.1)
com as seguintes condigoes de contorno: essenciais F(vg) = pem I,
(A.2)
naturais: R(vq) =fem T,

onde L{ ) =operador diferencial linear

<
L=}
il

solugcao exata da equacgao

g,p e £ = fungoes de variaveis independentes

r =T, + Iz

A funcao teste v poderad ser expressa Como uma sé-

rie de fung¢oes independentes lineares ¢y ¢

N

v = X by (A.3)
k=1

onde O sao coeficientes indeterminados utilizados para aproxi-

mar vgyg.

Como na maioria dos casos v nao corresponde a so-
lugao exata vy, serdo encontrados erros no dominio £ e no contor

no I' com os seguintes residuos:
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E=L(v) - g em Q
E=F({v) - p em r (A.4)
E = R(v) - £ em I's

Estes residuos podem ser minimizados forgando-se
que a integral do produto do residuo pela fungao peso W seja nu-

la ao longo do dominio @ e do contorno T:

J Ewdk =20 em Q
&
(A.5)
J Ewdr =0 em T
r
ou
{ {L(v) ~ g} wda = - [ {F(v) - p] g{w) dr +
Q '
(A.6)

+ J {R(V) - f} wdar
r

onde g (W) & uma fungao de W tal que R = g(F).

2

As equagoes (A.5) representam a relagdo basica do

método dos residuos ponderados.
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Métodos numéricos diferentes sac gerados ao serem

utilizadas funcgoes peso (W) diferentes:

a) w = §lg, p) -+ método das diferencgas finitas,
etc...; onde 6(q, p) &€ a fun-
cao delta de Dirac.

b) w = ¢k onde k = 1, N + método de Galerkin gue consti
tui o ponto inicial do método
dos elementos finitos.

c) se W satisfaz a equacgao funda

mental L(W*) + d(g, p) = 0 + método de elementos de contor
no.

A vantagem da utilizacgao deste método para a for-

mulagac da equagao integral & que ele & geral e aplicavel a qual

quer tipo de problema. Desse modo se torna facil relacionar e

combinar o método de elementos de contorno com outro tipo

todo, como por exemplo o método dos elementos finitos.

de mé-
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APENDICE B

CALCULO DE C, .
1]

O valor correspondente a Cij é (Figura B.l):

C.. = 2im [ Pij*_(E, xX) dr(x) (B.1)

Assim, substituindo-se o valor de P..*  (equagdo

(3.2.2.6)) na equagao (B.l), obtem-se que:

C.. = %im L o7de X 6i. ar 4 . n,l -
1] = 21 dr r J 3n rJ
g-0 T
6 -—
- 2X n.r . -—-2r .r . ar| _ 2 dx r . r . or + (B.2)
r J el 1 t ] T dr r 1 ] In
2
+ |9 - | - X L X| g noloar
C,? dr dr r ! J
Usando-se coordenadas cilindricas, tem-se:
r = € (B.3)
or

°r - 1 (B.4)
an
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r , = . = = — = -n, (B.5}
1 an X . ax +

Utilizando-se o fato de que ¢+0, tem-se das fun-

¢oes modificadas de Bessel para argumentos pegquenos (equagoes

(C.48) e (C.49)) que:

AR s = (B.6)
C ke
2
K, ke ' = c (B.7)
C (ke) ?

dy e dx foram utilizadas as re-
dr dr
lagoes de recorréncia para as fungoes modificadas de Bessel (e-

Para o calculo de

quagoes (C.37) e (C.38)):

dv . L (B.8)
dr €

2
dx _ 1 Cz~ _ 1 {B.9)
dr £ c,2
X
2 =9 (B.10)
r

Substituindo-se os valores das equagoes (B.3},

(B.4), (B.S5), (B.6), (B.7), (B.8), (B.9) e (B.10) na. equagao (B.2)

tem-se que:
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e-+0

=t

Mas df = ¢ d ©

e Te varia de 6, a 6, (Figura (B.1l)}.

Entaoc:
82
1 di.
44 = — Si.d8=—3—(82—81)
J 2m J 27
01
Assim:
(62 - 61} 0
cC=—=
- 27
0] (8, - 91)
ou
(i = oz + o)
C = —
- 27
0 (H—.OL2+{11)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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Considerando-se o contornoc suave tem-se que

1/2

(B.16)
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onde n, e n, indicam Qs normais exteriores
unitdriags em pontos diferentes

FIGURA B.1 RepresentagGo do Contorno I para o Cdlculo
do Coeficiente Cjj
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APENDICE C

NOCOES SOBRE AS FUNCOES DE BESSEL

As Fungoes de Bessel de ordem n correspondem as so

lugoes da seguinte equagao diferencial:

2
2 dw + 2 2

dz? dz

dw

z (z2 - v2) w =20 (C.1)

onde z e v podem ser nimeros reais, imagindrios de complexos.
Tais solugoes podem ser:

- Fungoes de Bessel de primeira classe de ordem

n: Jin(z)

- Fungoes de Bessel de segunda. classe de or-
dem n: Y (z) (também chamadas de fungdes de We-

ber)

- Fungoes de Bessel de terceira classe de ordem
n: Hél)(z) e HéZ)(z) (também chamadas de fun-

¢oes de Hankel).

Portanto as solugdes gerais da equagdo diferencial

y=AJ(z) +BJ_(2) n#o6, 1,2, ... (C.2)
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y = A Jn(z) + B Yn(z) para todo n (C.3)
dz
y =AJ (z) + B J_(2) — — para todo n (C.4)
n n z J_%(z)
n
y = A Hél)(z) + B Héz)(z) (C.5)

onde A e B s3ac constantes arbitrarias.

1 - Formulas das Funcoes de Bessel

1.1 - Fungoes de Primeira Classe de Ordem n

zh z2 A

3 (z) = —Z—— {1 - + b=
2% (n+ 1) 2(2n + 2) 2(4) (2n+2) (2n+4)
o] k n+ 2k
= ) (-1)’ (z/2) (C.6)
k=0 k! Tin + k + 1)
=n 2 4
J_(2) = z_ 1 - Z + i S S
2701 (1 - n) 2(2-2n) 2(4) (2-2n) (4-2n)
oo k 2k - n
= Z (=1) (z/2) (C.7)
k=0 k! I'(k + 1 - n)

I_ (z) = (-1)" J_(=2)
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onde I' & a fungao Gama definida por:
I (z) =.J et %7l at ¥z >0
0

e com as seguintes propriedades:

r{z + 1) = zI'(z2)

r(1)y =1
T(z) = T(z + 1)/z para x < 0
X # _lr —2: -3, ..
/2y = vVm
T'(p) F'(l-p) = —L— 0<p<l
sen {(pw)

Sen#20, 1, 2, ...,Jn(z) e J_n(z) sao linearmen-

te independentes.

Sen#0, 1, 2, ...,Jn(z) €& limitada para z = 0

enquanto que J__(z) & ilimitada.

1.2 - Fungoes de Segunda Classe de Ordem n

J,(z) cos nm - J_n(z)

n#o0o, 1, 2, ... {(C.9)

sen (nw}

Yn(z) =

f£im J _(z) cos (pm) - J__{(2)
< : P n=20,1, 2, ... {C.10)

p7n
sen (pm)
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Para n =90, 1, 2, -, tem-se pela regra de L'Hos
pital que:
n-1 2k-n
v (z) =24en |Z| + vyt (= -1 § (-k-1) (2 -
n 2 n © 12
i m k =
2k +
L . (z/2) 2K+ n
- = ] (-1)H¢(k) -¢ (n+k) (C.11)
T k=0 k! (n+k)!

onde y = 0,577215664901532 ... & a constante de Euler

e dp(p) =1 +++14 + L
2 3 P
${0) =0
y_p,(z) = (-7 v () =n=w0,1,2, ... (C.12)
Para gqualquer valor de n > 0, Jn(z) € limitada pa
ra z = 0 enquanto que Y (z) & ilimitada.

Formulas de Recorréncia

I, () = %? I (2) -3 (2) (C.13)
31 (2) = % o, _ (=) -3, () (c.14)
z 3i(z) =23 _ (z) -nJ_(z) (C.15)
2 J.(z) =n J (z) -2 I, 41 (2) (C.16)
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d n . n

g; iz Jn(z)} =z Jn__l(z) (C.17)
42y @)} =-2Rg . (2) (C.18)
dz n n+1 -

As fungoes Y (z) satisfazem a relagGes idénticas.

Argumentos Pequenos

11
J_(z) fz/2) " n# -1, -2, =3, ... (C.19)
P(n + 1)
Yolz) ~ 18 (z) v i88%) (2) + |2linz (C.20)
-'TJ
1 2 1 ]"n
Yn(z) n iHé )(z) v iHé )(z) N o= ; I'(n) ?J >0 {C.21)

1.3 - Funcdes de Terceira Classe de Ordem n

(1) _ :
Hn (z) = Jn(z) + i Yn(z) (C.22)
5% (2) =3 (2) - iv (2) (c.23)
n n n )
Se z & transformado num nilmero imaginario iz, a

equagao (C.l)} se reduz a:

2
2 dw AW 2 4 ou2y w2 g (C.24)

dz? dz




y =A In(z) + B I__(2)
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As solugdes para esta equagao sao:

- Fungoes modificadas de Bessel de primeira clas-

se de ordem n: I

- Fungoes modificadas de Bessel de segunda

+n (2)

de ordem n: Kn(z)

classe

As solugtes gerais da equagao diferencial sao:

y=ATI/((z) +B Kn(z) para

)
I

8}
1

A In(z) + B In(z)

dz

z Inz(z)

todo n

para todo n

Formulas das Funcoes Modificadas de Bessel

Funcao de Primeira Classe de Ordem n

_ nlli
—_ :—n : = 2 .
= i Jn(lz) e Jn(lz)
n 2 4
=2 I1 + z + Z
20T (n+1) 2(2n+2) 2(4) (2n+2) (2n+4)
n+2k

k

I

0

(z/2)

k'r'in + k¥ + 1)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)
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nlli
I_(z) = i" J_ (iz) =e ? J_ (iz)
( )
= z " 1+ 22+ z! +aeat =
27 (1 - n) 2(2-2n) 2(4) (2-2n) (4-2n)
o 2k-n
= 3 (2/2) (C.29)
K = 0 kil'tk + 1 - n)
I_ (2) =1 (2) on=0,1,2, ... (C.30)

Sen#b0,1, 2, ..., entao In(z) e I_n(z) sao li-

nearmente independentes,

2.2 - Fungoes de Sequnda Classe de Ordem n

,

I I_(z) - I_(2)f n#0,1,2,... (C.31)
2 senll{nll)
R (z) = i
. il [ '
£im ————— 1I_p(z) —Ip(z) n=20,1,2,... (C.32)
pn 2 sen (pll)
Para n = 0,1,2,..., tem-se pela regra de L'Hospi

tal que:



Kn(z)==(—l)n+l {2n(z/2)-+y] In(z)+l

L " (2/2)"* %

2 k=0 kiMn+k):

K_n(z) = Kn(z) n=20,1, 2,
Formulas de Recorréncia
- _ 2n

I 1@ =1, _41() - I, (z)
I'(z) =341 (2) + I ..(2)
n 2 n-1 n+l
ZIn'(z) = Z In_l(z) - n In(z)
z In'(z) z In+l(z) + n In(z)
d [zn
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n-1

!

2 k=0

1 mk-1) 1 (z/2)F™ 4

{¢(k) + d(n +k)}

(C.

(C.

(C.

(C.

(C.

(C.

(C.

.33)

34)

35}

36)

37)

38)

39)

40)
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_ 2n
Kn+l(z) K _l(z) + :: Kn(z)
K '(z) =% (K .(z) +K_..(z)
n 2 n-1 n+1
2 Kn'(z) = =2 Kn_l(z) -n Kn(z)
z Kn'(z) =n Kn(z) 2z Kn+l(z)
d n _ _.n
g; {z Kn(z)} = -2 Kn_l(z)
4 [z g (b= 2R o (2)
az 1 n n+l
Argumentos Pequenosg
(z/2)"
I (z) v —m o — n# -1, -2,
n T {(n+1)
Ky(2) ~ = 2n (z)

-n
Kn(z) v iP(n) [5] n >
2 2

0

(C.

(C

(C.

(C.

(C

(C.

(C

41)

.42)

43)

44)

.45)

.46)

.47)

48}

.49)



