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RESUMO

0 presente trabalho discute a solugao numérica de pro-
blemas ndo lineares de condugao de calor usando o método dos ele
mentos de contorno. As nac linearidades aqui consideradas se re
ferem a variacaoc da condutividade com a temperatura e as condi-

coes de contorno e de interface nao lineares.

0 método dos elementos de contorno & empregado juntamen
te com a transformada de Kirchoff. Esta introduz a  .integral
da condutividade como uma nova varidvel fazendo com Que a equUagao que
governa o problema transformado seja linear e gque condigoes de

contorno de convecgao passem a ser nao lineares.

0 metodo dos elementos de contorno consiste , basicamente ,
na transformacao da equagao diferencizl do problema em uma equa-
gao integral relacionando apenas valores no contorno e na discre

tizagao numerica desta equagao.

Para resolver o sistema ndo linear de equagbes algébri
cas resultante do processo de discretizagac apresentamos dois es
quemas de iteracoes diretas e introduzimos um eficiente algorit

mo de Newton-Raphson.

Resultados de aplicagoes sdao apresentados a fim de de-

monstrar a validade das tecnicas propostas.
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ABSTRACT

The present work discusses the numerical solution of
non-linear heat conduction problems by the boundary element
method (B.E.M.); non linearities here considered refer to
the temperature dependence of the conductivity and to the non-

linear boundary and interface conditions.

The B.E.M. is employed together with the Kirchhoff
transform. By introducing the integral of conductivity as a
new variable, the equation governing the transformed problem
becomes linear and the convection boundary conditions become

non-linear.

The B.E.M. consists, basically, in recasting the differential. .
equation of the problem into an integral equation relating only
boundary values, and the numerical discretization of this

equation.

To solve the system of equations resulting from the
discretization process we present two direct iteration schemes

and introduce one efficient Newton-Raphson algorithm.

Results of applications are given in order to prove
the validity of the. techniques here proposed.
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SIMBOLOGIA

Todos os simbolos. estdo definidos quande aparecem no

texto pela primeira vez. Os simbolos usados com:maior

cia sdo listados abaixo.

Simbolos Latinos

[A]

Aij

L

IH iy Hh
~~
o]
g

L

G
1]

H.. .
1]

Regidc bidimensional

Matriz do sistema reordenado

frequén-

Termoc geneérico da matriz.do sistema de equagdes algébri

cas obtido pela aplicagdo Método dos Elementos de Con-

torno (M.E.C.)

Vetor contendo a contribuicdo de fentes no dominio

Fator de forma

Calor especifico a pressae constante
Numero .de .elementos de contorno
Campo elétrico

Fungdo genérica

Vetor de termos independentes

-Forga central

Forca - Vetor de termos independentes no espago
formado

Aceleracdo.da gravidade

Constante gravitacional

Coeficiente de influéncia que multiplica vy
Coeficiente de convecgao (ou de filme)

Coeficiente’de. influéencia que multiplica u.

H(E;X) - Fungdo Heaviside

trans-
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I - Indice de interface
[I] - Matriz identidade
ij Termo genérico da matriz jacobiana
'[di, - Jacobiano
K- - Condutividade térmica
K(u) - Condutividade térmica variavel com a temperatura
£ - Comprimento
L - Curva
m - Massa
M - Momento de dipolo
[M] - Fungdo de interpolagao da geometria
n -  Direcao normal
Q(S) - Normal unitaria exterior a superficie T no ponto S
[N] - Fungoes de interpolagdo de u e v
N - Namero de nds do contorno
D - Ponto campo no interier do dominio @
P - Ponto . ecampe ne centorno T
- Ponto genérico
q - Densidade superficial de fluxo térmico
- Carga elétrica
a, - Fluxo .numa direg¢ao "g&"
g''t - Geragao de calor por unidade de velume e por unidade de
tempo
r - Coordenada radial
- Distancia entre dois pontos
R -  Emitancia radiante
[R] - Matriz com os coeficientes de influéncia que multipli-

cam termos conhecidos r

s - Ponto fonte no interior do dominio f
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L -

e

b=

- S T - T -

&
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(e)

(m)

AX

Ponte fonte no contorno T

Variavel temporal

Transformagdao que mapeia u em U

Temperatura {(potencial em geral)

Vetor com os valores nodais das temperaturas
Solugao fundamental

Transformada de Kirchhoff

Vetor contendo os valores de U em todos os nos do
torno

Derivada ncrmal de u

Vetor com cos valores nodais de v

Vetor contendc os valores de V em todos os nos do
torno

Derivada normal de U

Regiao tridimensional

Energia Potencial

Derivada de u® com.relagéo a normal

Trabalho

Coordenada cartesiana x

Vetor com as incdgnitas no contorno

Coordenadas cartesianas de pontos de um elemento Fe
Vetor de incdgnitas no espago transformado
Coordenadas nodais de um elemento de contorno
Coordenada cartesiana y

Coordenada cartesiana =z

con~

con-



Simbolos Gregos

T..
1]
8. .
1]
§(E3X)

Difusividade térmica de um material (=K/ue)
Fator de correcdo dos termos de interface no esquema
de It.diretas

Momento de dipclo por unidade de area

Pesoc especifico

Momento de dipolo por unidade de comprimento
Contorno de uma regiao

Elemento de contorno genérico

Interface |

Contorno externo (i=]) ou interface (i£3)
Delta de Kronecker

Delta de Dirac

Indicative de incremento finito

Operador Laplaciano

Fator de emissividade

Residuo

Permissividade elétrica

Pertence a

Coordenada intrinseca

Coordenada angular

Angulo entre o eixo de um dipolo e o vetor posigao r
Angulo (s6lido)

Fungéo de residuos no espago transformado
Numero de pontos de integracdo

Densidade linear de fontes

Massa especifica

Densidade volumétrica de fontes



Unidades

OC -

Simbolos

XA

Ponto fonte genérico

Coordenada intrinseca

Densidade volumétrica de fontes

Raio genérico de um circulo ou esfera

Densidade superficial de fontes

Constante de Stefan - Boltzmann

Somatério

Funcao de interpolacao espacial de v (ou V)

Fluxo térmico

Funcgao de interpolagéo espacial de u (ou U)

Fluxo de um campo elétrice através de uma superficie
Vetor de residuos

Fator de ponderacdo de Gauss asseciado a abscissa K

Regido solida na gqual ocorre a condugdao de calor

CJ-

vz -

(8.1.2

Grau Celsius Temperatura

Joule Trabalho, Energia
Kelvin Tempepatﬁra Absoluta
metro Comprimento
Especiais

Matriz

Diferencial parcial

Laplaciano
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v - Vetor gradiente

Sub-indices

- Vetor coluna

c -  Relativo a convecgao

n . - Relativo a termos nao lineares

o - Relativo a termos lineares

q . - Relativo a fluxo prescrito

r - Relativo a radiagao

u - Relativo a temperatura prescpita

- .
Super-indices

e - Valor (de u ou v) em um ponto genérico do elemento I,
n - valor nodal no elemento Fe
T - Matriz transposta

- Relativo 3 solugdo fundamental
(m) - Relativo a iteracdo m
(®°). - Relativo a solugio de partida

- - Valor prescrito .

-1 - Inversa
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[11. O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
NA SOLUCAO DE PROBLEMAS LINEARES DE
CONDUGAQ DE CALOR



[, InTRODUCAO

Problemas ndo lineares de potencial sac de interesse
em muitos ramos da engenharia. Na andlise do elemento combusti-
vel de reatores nucleares, por exemplo, € importante que se faga

um estudo rigorosc da transferencia de calor para a determinagao

das tensoes térmicas induzidas.

Neste tipc de problema ocorrem nao linearidades decor-
rentes tanto da variagdo do coeficiente de condutividade térmica
com a temperatura quanto da transferencia.de calor por radiagao

gue se processa entre a pastilha e o revestimento.

Varios métodos aproximados tem sido empregados na solu
cdo de problemas de condugdc de calor, na falta de solugoes ana-
liticas capazes de representar as mais variadas geometrias e con

digoes de contorno que ocorrem na pratica.

Em presenca de nao linearidades a classe de problemas
que podem ser resolvidos analiticamente fica ainda mais .restri-
ta, sendo quase sempre necessario recorrer a solugoes aproxima-

das.

Problemas de condutividade vapiével podem geralmente
ser tratados por meio de um processo iterativo que consiste em
primeiro escrever as equagoes admitindo que as propriedades tér-
micas sdo constantes e depois ajusta-las de modo que ao final do

processo a dependéncia da temperatura seja satisfeita [ & [,[52Z]}.



OQutro enfoque tenta remover as nac linearidades associadas a
dependencia da condutividade com a temperatura através.da aplicé—
c3o da transformada de Kirchhoff que substitui a equagao diferen
cial ndo linear por uma equagdo linear no espago transformado
T42]. Neste espago, condigdes de contorno de temperatura pres-
crita (ou condigdes do tipo Dirichlet) e condigoes de fluxo pres
crito (ou condigdes do tipo Neumann) continuam lineares, enquan-
to que condigdes de contorno convectivas (ou condigoes do tipo

‘Robin) tornam-se nac lineares.

Esta nao linearidade geralmente nao e forte, mas pro-
blemas de convergencia podem surgir se a transferencia de calor

por radiacio também estiver presente [ B [, [ 407].

Em regioces compostas de mais de um material, a trans-
formada de Kirchhoff tem que ser aplicada a cada sub-regiac homo-
genea. Mesmo admitindo um contato perfeito nas interfaces das
subregices, surge uma nova nac linearidade. Isto sg deve ao fa-
to de termos, para pontos da interface, diferentes expressces da
transformada conforme consideremos o ponto pertencente a uma ou

a outra sub-regiao.

Ao usarmos métodos de discretizagdo do dominio,como di
ferengas finitas e elementos finitos, o segundo enfoque permite
que, ao longo das iteragoes, atualizemos apenas termos do siste—
ma correspondentes a interfaces e condigoes de contorno de con-

vecgdo e radiagdo [ 18]].

0 presente trabalho utiliza o método dos elementos - de

contorno juntamente com o segundo enfoque. A transformada de



Kirchhoff lineariza a equagdo gue governa o problema e permite

que apliquemos diretamente o método.

Desta forma, reunimos as vantagens da transformada pre
sentes em métodos de dominioc com as facilidades de geracdo de ma
lhas e pequenas dimensoes dos sistemas de equagoes de elementos

de contorno.

0 meétodo dos elementos de contorno consiste, basicamen
te, na transformagaoc da equagao diferencial que governa o proble
ma em uma equacao integral relacionando somente valores das va-
riaveis no contorno. Este é, entao, discretizade em elementos
nos quais se admite uma certa lei de variagao espacial para a
temperatura e sua derivada normal ao contorno. A partir desta
discretizagac, as integrais no- contorno sao aproximadas por inte

gracoes efetuadas em todos os elementos.

As integrais, geralmente obtidas numericamente, repre-
sentam coeficientes de influéncia entre os diversos elementos e
formam um sistema de equagoes que relaciona a temperatura e sua
derivada normal em todos os elementos gque aproximam o contorno.
Em presenga de condigoes de contorno lineares, o sistema pode ser

resolvido diretamente pélo método de eliminagdo de Gauss [ 8 | -

C11], [[23].

A consideracao de preblemas ndao lineares de potencial
com elementos de contorno & bastante recente. Os primeiros arti
gos surgiram apds os trabalhos de Wrobel e Brebbia [ 53] - [(57],

que apresentaram a solugao por elementos de contorno de proble-



mas lineares de potencial em regime permanente e transiente.

Em 1979 Banerjee resolveu o problema com condutividade
varidvel por um enfoque iterativo do primeiro tipo [ 6 ]. Este
enfoque, por conter uma série de desvantagens associadas a neces
sidade de discretizacdo do dominio, foi superado pelo wuso da

transformada de Kirchhoff.

Em 1980, Akkuratov e Mikhailov [[2 | e em 1981 Khader
e Hanna [ 307 e Bialecki e Nowak [ 6 | utilizaram a transformada
de Kirchhoff [[127], ja ha muito empregada no contexto de diferen
gas finitas [19] e elementos finitos [[18], para transformar a
equagao original em uma equacao de Laplace na nova variavel, con
seguindo transferir a n3ac linearidade do operador diferencial pa

ra as condicgdes de contorno de convecgdo e radiagao.

0 trabalho de Akkuratov e.Mikhailov repete a dedugao
clidssica da equagdo integral de contorno incluindo as parcelas
relativas as condigoes de contorno nio lineares. A equagao inte
gral nao linear, assim obtida, € resolvida.por iteragoes diretas

mas os detalhes do esquema nao sao apresentados.

Khader e Hanna [ 30] utilizaram um esquema de itera-
goes diretas que se mostrou convergente nos dois tipos de  nao-
linearidade, enquanto que Bialecki e Nowak [ 6 | tiveram proble-
mas de convergéncia.em presenga de condigoes de contorno de ra-
diacao. Nestes.casos recorreram ao esquema incremental descrito

em.[:Soj, ligeiramente modificado para obterem convergencia.



Posteriormente, Onishi e Kuroki [ 33], [ 34 ] considera-
ram o problema de potencial em regime transiente sujeito a radia
cao, descrevendo-a como uma convecgao nao linear. Neste caso,
apenas no primeiro intervalo de tempo foi necessario iterar para

obter a solugdo transiente.

Em problemas de condutividade variavel em regime perma
nente, no entanto, ao usarem como incognita o produte K(u).u, in
troduziram integracdes no dominio que poderiam ser evitadas com

o uso da transformada de Kirchhoff.

Skerget e Brebbia [40] e Skerget e Alujevie [41] a-
presentaram a solugao de problemas em regimes permanente e tran
siente de forma andloga aoc que foi feito em regime estacionario
em 6 |; em presenga de condigbes de contorno de radiagdo tam-
bém tiveram problemas de convergencia, tendo sido usado o método

de Brown para resolver o sistema de equagoes ndo lineares.

Um e5quema mais eficiente de solugao do sistema nao 1i
near usando o método de Newton-Raphson foi apresentado por Aze-

vedo e Wrobel E3 :[ s E59:[.

0 métodec tem uma taxa de convergencia superior ao métg
do de iteragoes diretas e, quando aplicado a problemas com condu
tividade varidvel, juntamente com a transformada de Kirchhoff, for

nece expressoes analogas as obtidas no caso de condutividade cons

tante,

No presente trabalho nos restringimos ao estudo de pro



blemas nao lineares de transferencia de calor em regime permanen
te; em problemas transientes.a transformada de Kirchhoff também
consegue linearizar a equagao que rege o problema e permite o]
usc das solugoes lineares de elementos de contorno descritas em
[57]. A cada instante de tempo.a nao linearidade pode ser con-
siderada de modo iterativo, come no caso estacionirio. Uma vez
atingida a convergencia em um instante,.avanga—se para o proxi-
mo instante. O avango no tempo continua até um determinado ins-

tante ou até que se alcance o regime estaciondrio [ 347, [:41.].

No capitulo II, s3c revistos os conceitos basicos de
transferencia de calor necessarios ao .estabelecimento das equa
¢Oes da condugao de.calor e dos tipos de condigoes de contorno

que ocorrem freqlientemente na pratica.

A partir da. equagao geral da condugao de calor, dedu-
zimos a equagao de Laplace. Esta equagao tem grande importancia
na fisica matemiatica, naoc s& por descrever uma série de fendme-
nos. estacionarios, mas também por servir de base para. solucgao de
outras equagdes mais complicadas; o ramo da matematica destina-
do ao estudo das solugoes de equagao de Laplace & denominado teo-
ria do potencial. A apresentacdac de alguns. elementos da teoria
do potencial nos permite introduzir certos termos usados no capi
tulo IIT ao formularmos o método dos elementos de contorno. Con
cluimos o segundo capitulo situando o método dos elementos de con
torno entre os diversos métodos matemdticos de solugdo de proble

mas de valor de contorno.

A apresentagac do método dos elementos de contorno pa-

ra o problema linear &€ feita no capitulo III onde a sistematica



do método é apresentada para a equacao de Laplace em contornos
arbitrarios e condigdes de contorno lineares. Uma vez  obtidas
as expressoes de elementos de contorno para a equagao de Lapla-
ce, examinamos as modificagdes necessarias a consideracdao da equa

cao de Poisson.

Em muitos problemas praticos, a regiao a ser analisada
& composta de mais de um material. Neste caso, aplica-se o métg
do dos elementos de contorno a cada sub-regiao e impoe-se condi-
¢oes de compatibilidade de temperatura e fluxo nas interfaces das

sub-regioes.

Detalhes de sub~regioes saoc incluidos no fim do tercei-
ro capitulo e servem de base para a discussdao da nao linearidade
gue surge nas interfaces pela aplicagao da transformada de

Kirchhoff. :

No capitulo IV estudamos o método dos elementos de con
torno aplicado a problemas nio lineares de transferencia de ca-

lor.

Em problemas.de condugac de calor com condutividade
constante e condigdes de contornc ndo lineares o método dos ele-
mentos de contorno pode ser aplicado diretamente e os coeficien
tes de influéncia sao os mesmos obtidos no capitulo III; a intro
ducao das expressoes das condi¢oes de contorno nao lineares trans
forma o sistema antes linear eﬁ um sistema de equagoes naoc linea

res envolvendo as incognitas no contorno.



Quando a condutividade varia com a temperatura a apli-
cacdo direta de residucs ponderados ou da segunda identidade de
Green introduz integracdes no dominio. Outra estratégia, por nos
adotada, consiste em usar a transformada de Kirchhoff para reti-
rar a nao linearidade do operador e com isto permitir a aplica-
cao do método dos elementos de contorno como descrito no capitu-
lo III. O0Os coeficientes de influénciq continuam 0s mesmos que
os obtidos no caso de condutividade constante pois as fungoes de
interpolagdo e a solugao fundamental nac mudam com a transforma-

da.

Em regices compostas de um Gnico material as nao linea
ridades do operador sio. transferidas para as condigoes de contor
no de convecgac e radiagdo.e o problema se reduz a solugao de um
sistema de equacgdes algébricas ndo lineares como no caso de con-
dutividade constante. Caso nao haja condigoes de convecgao nem

radiacdo o problema €& linear no espago transformado.

Em regides compostas de mais de uma regido  homogenea
a técnica de sub-regiGes descrita no capitulo III pode ser aplica
da diretamente se as condutividades das sub-regices forem constan
tes; condigoes de contorno ndo lineares sdo tratadas de modo anid
logo ac que & feito para uma regido composta de um material ape-
nas. Quando a condutividade de alguma sub-regidc variar com a
temperatura podemcs aplicap a transformada de Kirchhoff para re-
mover a nao linearidade da sub-regiao neste casc surgem outras
nao linearidades nas condigdes de interface das sub-regioes que

possuem K varidvel com a temperatura.



As ndo linearidades, que podem ser reduzidas as condi-
¢oes de contorno e de interface, sac consideradas através da so-
lugao de um sistema de equagoes ndo.lineares por meio de dois es
quemas de iteragdo direta e pelo esquema de Newton-Raphson intro

duzido em elementos de contorno por Azevedo e Wrobel [(3], [59].

No capitulo V incluimos exemplos que comprovam a preci
sdao e eficiencia computacional das solugdes obtidas por meio do
método dos elementos de contorno utilizando as técnicas aqui a-
presentadas; no capitulo VI, mostramos as conclusces e sugestoes

para futuros trabalhos.



I1. FENOMENOS FISICOS E METODOS MATEMATICOS
DE SOLUCAO DA EQUAGAO DE LAPLACE/POISSON
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I1., FENOMENOS Fisicos E METopos MATEMATICOS DE SoLugEo DA
EQUAgKo DE LAPLACE/POISSON

II.1 - INTRODUCAQ

0 objetivo deste capitulo & apresentar o problema fisi
co da transferencia de calor, sua formulacdo matematica e dar uma
idéia dos principais métodos de solucdoc das equagdes diferenciais

que regem o fenomeno.

A apresentacdo dos principios de transferencia de ca-
lor se restringe essencialmente.a compreensdo do fenomeno, ao exa
me das nao lineéridades e a formulagdo matemitica do problema.Es
ta Gltima compreende a dedugdo da equacio diferencial da condu-
¢d0 térmica em um s0lido e a apresentacdo das diversas condigoes

de contorno, lineares e nac lineares.

Um estudo mais detalhado da transferencia de calor, que

nao se justifica no presente trabalho, pode ser visto em varios

textos como, por exemplo, [ 12, [[19], [ 24, [[37] e [51].

As equagoes e condigoes de contorno obtidas no proble
ma de condugdo em solidos tém uma forma semelhante as obtidas pa
ra uma série de outros fenomenos fisicos que ocorrem freqilente-
mente na natureza. ZIsto, além de permitir diversas analogias for
mais, possibilita um tfatamento matematico unificado desses fend

menos .

Dentre esses fenomenos fisicos, destacamos a  atracdo
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gravitacional e a interacdo eletrostatica. Por meio deles, in-
troduzimos os ccnceitos de fontes (massas no caso gravitaciohal
e cargas no.caso eletrostatico) e de potencial. Estes concei-
tos e suas generalizacdes conduzem a teoria matematica do poten-
cial [[29], [ %3], que merece uma segdc pela sua importancia na
fisica e matemdtica do estudo do calor. Nesta segdo, além da ge
neralizacgao do conceito de fontes e dipolos, incluimos o teore-
ma de Gauss e as identidades de Green por serem fundamentais na

obtencdo das expressoes de elementos de contorno.

Na Ultima.segdo apreciamos os diferentes métodos de so
lucao de problemas de valor dé contorno. Nesta. apreciagao procu
ramos mostrar'as dificuldades enfrentadas ao tentarmos resolver
0s problemas e como, em fungao dessas dificuldades e do desenvol
vimento dos computadores digitais, surgiram novos métodos de so-

lugdo, entre os quais estd o método dos elementos de contorno.

. II.2 - TRANSFERENCIA DE EINERGTA TERMICA (CALOR)

Em diversas areas da engenharia & fundamental que pos-

samos determinar campos térmicos. O conhecimento destes campos
pode ser o objetive final de uma analise como, por exemplo, no
estudo de isolamento térmico de maquinas e prédics,. ou apenas

uma etapa intermedidria como ocorre na andlise de tensoes térmi-
cas que surgem em estruturas e componentes (admitindo-se que pos

samos desacoplar as duas analises).

Para que possamos resolver o problema térmico devemos

nos basear nas leis fisicas, obtidas experimentalmente, e a par-
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tir delas deduzir as expressCes matematicas correspondentes. A
apresentagao das. leis fisicas, feita.a seguir, contém wuma parte
geral e outras tres especificas de cada uma das trés formas de

transferencia de calor.

0 calor & uma forma de energia associada a energia ci-
nética dos atomos e das moléculas. Macroscopicamente ele se ma-
nifesta por sensagbes tateis e por meio de um potencial conheci-

do como temperatura.

No caso .de fluidos (gases e ligquidos) essa energia po-
de ser de translagdo, rotagao e oscilagao interna de cada molécu.
la. Nos solidos a energia & de oscilagdo de cada atomo ou molé-

cula ao redor de uma posicao de equilibrio.

Asrmoléculas.de cada corpo ou de corpos diferentes es-
tdo sempre trocando energia. Os fluidos por choques, os sdlidos

por ressonancia e ambos por ondas ‘eletromagnéticas.

Em um corpo mantido a temperatura.constante, a énergia
de cada molécula varia constantemente . por trocas . com moléculas
vizinhas. O que e constante e determina a sua temperatura & a

distribuigdo estatistica da energia entre as particulas do corpo.

A transferencia de calor se da segundo duas leis funda
mentais. Uma delas, a da conservagdo de energia, estabelece que
a energia fornecida a um sistema € igual a energia armazenada no

sistema mais a energia tirada do sistema. A outra define o ca-
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lor como uma modalidade de energia que se transfere apenas em
virtude de um gradiente negativo de temperatura, ou seja, que a
transferencia de calor ocorre sempre que no mesmo sistema exis-
tam diferencas de temperatura e se processa das regioes de tempe
ratura mais elevada para as regices de menor temperatura. Ehquan
to se processam as QariagBes de temperatura costuma-se referir a

um fluxo, transmissdo ou transferéencia de calor.

0 fendmeno & semelhante a outros fenomenos de transpor
te como a difusdo, a percolagdo de Agua em solos e a eletrdlise
que ocorre em protegdo catddica. Esta semelhanga levou os - pri-
meiros pesquisadores a imaginar que o processo de transferéencia
de calor fosse o de um fluxc de um fluido invisivel e sem peso
chamado caldrico. O abandono dessa idéia fol parte do desenvol-

vimento da fisica nos dois Ultimos séculos.

Das experiéncias.de Rumford e Joule € gque surgiu a.
idéia de que o fluxo de calor & uma transferencia de energia que
ocorre exclusivamente em virtude de diferengas. de temperatura.
A palavra calor deveria ser usada.apenas.ao se referir a este
tipo de transferencia de energia e quandoc esta transferencia se
completar, significar a quantidade total de energia assim trans

ferida.

De um ponto de vista macroscdpico, a transferencia de
calor entre sistemas a temperaturas diferentes pode se dar por
condugdo, convecgao ou radiacao. Neste contexto entendemos sis-
tema como qualquer regiac do espago e seu conteldo, que pode ser

isolada ou assim considerada para efeito de observacao.
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Na verdade nenhuma modalidade ocorre sozinha, mas mui-
tas vezes o efeito de uma ou até duas delas pode ser desprezado

em face da participacao da(s) outra(s).
A seguir examinamos cada uma das modalidades separada-
mente, a fim de escrevermos as equagOes da condugdo e as expres-

soes das condigGes de contorno.

2.2.2 - Condugdo

Na condugdo, o calor se transmite sem desiocamento a-
preciavel das particulas. ILsta € a forma predominante de trans
ferencia de calor em sdlidos.onde os atomos estdc em posicdo. de
equilibrio no reticulo cristalino em tornoc do qual podem oscilar;
estas vibragoes sao mais intensas para temperaturas mais eleva-
das e se transmitem por ressonancia das regides mais quentes pa-

ra as regioes mais frias.

A transmissdo por condugdo também ocorre nos 1iquidos

- ) - -~ . —~ ~

e gases, mas € multo dificil nao ser acompanhada por convecgdo
pois o aquecimento ou resfriamento dos fluidos, em geral, provo

ca correntes convectivas.

Consideremos, no interior de uma massa.sdlida, uma su-
perficie infinitesimal. Definimos o fluxo térmico através desta
superficie como a quantidade de calor gue atravessa a superfi-

cie por unidade de tempo, ou seja,

ap = N (2.1)
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Observa-se, experimentalmente, que o calor se conduz
entre pontos proximos proporcionalmente a diferenga de tempera-
tura entre eles e que para uma mesma diferenca de temperatura, o
fluxo & tanto maior quanto menor a espessura e quanto maior a

- - -
area da superficie.

Estas observagGes experimentais podem ser sintetizadas

na seguinte expressao:

a¢ = -Kag M (2.2)
an

onde d¢ & o fluxo.através da superficie elementar 4S5, K & uma ca

racteristica do meio conhecido.como condutividade térmica e

Ju R . .

— representa a variacao infinitesimal da temperatura u na dire

an

cdo da normal n a superficie. O sinal menos considera o fato de

que se ac .percorrermcs a diregao positiva n a temperatura aumen
'3 - . - s

ta ( 22 5 0) o fluxo de calor.se dara no sentide contrario, que
an

corresponde ac calor fluindo das regices mais quentes para as

mais frias.

OQutra forma de escrever esta equagdo € conhecida como

lei de Tourier

q = Eli:_l{a_u (2.3)
ds on

onde q € a densidade de fluxo térmico.

A grandeza fisica que caracteriza a condugao de calor
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& a condutividade térmica, aqﬁi simbolizada por K. Para que um
meio seja um bom condutor & necessaric que o valor de condutivi-
dade seja suficientemente elevado para que uma diferenca de tem-
peratura nao muitc grande implique em um fluxo de calor conside-
ravel. No caso dos isolantes, o baixo valor de condutividade faz
com que mesmo com grandes diferencas de temperatura, o fluxo de

calor seja desprezivel.

Mesmo nos sdélidos, onde a forma predominante de +trans
feréncia de calor & a condugao,devido ao fato de neles o espaga-
mento interatomico ser menor que nos fluidos, a condutividade
pode variar bastante. Ela & alta em metais e ligas e baixa nos

materiais isolantes.

Dentre.os varios fatores que influem no.valor da condu
tividade de um material estdo.a temperatura, O peso especifico

aparente e a umidade.

Para os materiais de estrutura cristalina a condutivi-
dade diminui com.a temperatura, ao contrario do que se passa com

as substancias amorfas e ligas em geral.

0 aumento da porosidade dos materiais faz com que a
condutividade diminua, em virtude do efeito isolante dos peque-
nos espacos de ar existentes. Tal efeito serd tanto maior guan-
to menores.as dimensGes de cada poro, de modo a impedir a trans-

ferencia de calor por radiagdo e convecgao.

Quanto mais Umido estiver o material, maior serd a con
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dutividade, pois a dgua que passa a ocupar os poros conduz muito

mais que o ar.

2.2.3 - Convecgéo

0 termo conveccdo se aplica a transferencia de calor
de um lugar para outro pelo movimento.macroscépico de particulas
de fluidos (liquidos ou gases). As particulas do fluido em con-
tato com uma superficie aquecida recebem calor desta & aumen-
tam de volume. Isto cria uma diferenga de densidade que faz com
que as particulas mais quentes se desloquem para cima enquanto
que as particulas mais frias das camadas superiores se deslocam
para baixo. As correntes que assim se estabelecem recebem o no-

me de correntes de convecgao.

Muitas vezes as correntes de convecgao criadas pela di-
ferenga de densidade (conveccao livre ou natural) sao insufici-
entes para certos.fins e nestes casos podemos aumenta-las por
meio da acdo de componentes mecanicos como bombas e ventiladores

(convecgao forgada).

A teoria matematica da conveecgao de calor é bastante
complexa. Ndoc hd uma equacac simples para a-convecgdc como a
que existe para a condugao. Isto se deve ac fato de que o calor
trocado por uma superficie aquecida em contato com um fluido de-

pende de varios fatores como:

- se a superficie & plana ou curva

- se a superficie & horizontal ou vertical
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- se o fluido em contato com a superficie & um gas ou um liquido

- da densidade, viscosidade, calor especifico e condutividade tér
mica do fluido

- se o0 regime de escoamento.é laminar ou turbulento

- se ocorre evaporagio, condensagdo ou formagdo de peliculas.

No caso de conveccac forgada encontramos, em geral,uma
distribuigdo de temperatura normal a parede e a trajetoria do es
coamento do fluido. Como mostrado na figura 2.1, a uma certadis
tancia da superficie aquecida, a temperatura do fluido U, se man

tém praticamente constante.

u
m up

NN

distdncla

FIGURA 2.1 - Distribuicdo de temperaturas em um fluido em contate com uma superficie
aquecida.

0 procedimento adotado nos calculos praticos consiste
em se definir um coeficiente de convecgdo h. Este coeficiente &
também conhecido como coeficiente de filme por depender da condu
cdo que se processa em uma camada estaciondria bem fina (filme)

do fluido em contato com a superficie aquecida.
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Escolhendo a temperatura do fluido a uma certa distén-
cia da superficie (uy,)} ou uma temperatura média do fluido (um)gg_
mo representativa do fluido (uc) e supondo.que um fluxo. térmico
¢ atravessa uma area S sobre a qual u e U, podem ser admitidos
constantes,. ou tomande o limite qc-: d¢/dsS, podemos definir o

coeficiente de filme como

h = -_ (2.4)

0 valor de h depende ndao apenas da temperatura, mas tam
bém das prqpriedades térmicas do fluido, da geometria do sistema
e da caracteristica dinamica do tipo de escoamento. A determi-
nacao de coeficientes de filme €& feita em parte por analise di-

mensional e em parte por uma série elaborada de experiencias.

Uma quantidade enorme de pesquisas neste campo fol rea.
lizada nos Ultimos ancs, resultando em tabelas.e grificos razoa-
velmente completos que fornecem aos fisicos e engenheiros os coe
ficientes de convecgao proprios a diversas configuragoes freqien

tes.

2.2.4% - Radiacao

0 termo radiacZo térmica se refere a emissdo da ener-
gia tépmica como ondas eletromagnéticas, sua propagagdo sem ne-
cessidade de meio material € Sua recepgac por um corpo onde elas
sdo convertidas novamente em calor. As radiagOes térmicas  sdo

emitidas por todos os corpos a uma temperatura acima do zero ab-
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soluto e sao absorvidas por corpos opacos a determinados comprimentos -de
onda; as leis que regem esta forma de transmissido sdoc completa-

mente diferentes das leis da condugdo e convecgdo.

‘Nao apenas a quantidade mas também a composicao da e=
nergia emitida pelo. corpo depende da temperatura. A cada. tempe-
ratura a energia radiante.emitida & uma mistura de ondas de com-
primentos diferentes. As baixas temperaturas a taxa de radiagdo
€ pequena e a energia radiante. consiste, principalmente, de com
primentos de onda relativamente longos. Quanto mais elevada a
temperatura, maior & a freqiiéncia de radiacac que ele emite com

mais intensidade.

A qualidade e a quantidade de energia radiante emiti
da por um corpo dependem da area da superficie, do grau de poli-
mento desté, da natureza da substancia e da temperatura absolu-

ta.

Medidas experimentais da taxa .de emissdo de energia ra
diante da superficie de um corpo foram feitas por Tyndall e
Stefan. Em 1879,Stefan concluiu que a taxa de emissdo orpesce.
proporcionalmente a quarta poténcia.da temperatura absoluta, po-

dendo ser expressa pela relacgdo:
R =0 ¢ u* (2.5)

onde R e a emitancia radiante, i.e., a energia ‘radiante que uma

superficie emite por unidade de tempo e por unidade de area;
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& a constante de Stefan-Boltzmann que vale 5,67 x 10 ° w/m2K*;

g e
u € a temperatura, em Kelvin, da superficie e ¢ &€ uma grandeza,
que varia de 0 a 1, chamada emissividade da superficie. Para

uma mesma temperatura a emissividade depende da natureza da su-

perficie sendosgeralmente, maior para superficies asperas.

Para uma.superficie exterha de um corpo, trocando e-=
nergia por radiacdo com uma superficie a temperatura u,, a taxa
efetiva de transferencia de energia radiante, por unidade de
area, € dada por

Ref =g & (u*- u;) (2.8)

IT.3 - EQUACAQ DITERENCIAL DA CONDUGCAQ DE CALOR E CONDICOES DE

CONTORNO

A seguirlapresentamos uma forma intuitiva de se obter
a equacao da condugao de calor. Outro modo de obte-la & através
do conceito da divergéncia, que .aqui aparece como um passo inter
mediidrio. Um caso particular da equagido de condugdo, conhecido
como equagac de Laplace, serve de ligagdo da teoria fIgica de

condugdo de calor com a teoria matematica do potencial.

Reunimos também as varias expressoes das condigdes de
contorno na forma.em que serao usadas na formulagdo de elementos

de contorno.
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A condugdo de calor em um corpo pode ser caracterizada
pela sua distribuicdo de temperatura. A temperatura u & fungao
da posicaoc do ponto P considerado e do instante de tempo t em

que se faz a observacgao, ou seja,
u = £f(P,t)

Se a temperatura varia, existem fluxos térmicos diri-
gidos dos lugares de malor temperatura para os de menor tempera-

tura.

Nos casos em que a distribuigao espacial de temperatu
ras niao varia com o tempo, diz-se que a transferencia de calor
se processa em regime permanente ou estaciondrio. Caso contra-
rio, diz-se que a transferencia de calor se processa em regime

transiente.

Consideremos um ponto P(x,y,z) do dominio de um corpo
s6lido e construamos um paralelepipedo elementar de arestas dx,
dy e dz tendo P como um de seus vértices como mostrado na figu-

ra 2.2.
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FIGURA 2.2 - Paralelepipedo eiementar sujeito a condugdo de calor.

Na direcao x, a quantidade de calor que entra por uni-
dade de tempo no paralelepipedo elementar,pela face perpendicu-

lar ao eixo x que contém o ponto P, &
dQ, = q,-(dy-dz)-dt (2.7)

onde g, € a densidade (superficial) de fluxo na face considera-

da.

A quantidade de calor que sal por unidade de tempo pe-

la outra face perpendicular ac eixo x &

9x

dQ, = (q, + « dx)+{dy-dz)-dt (2.8)

ox
0 balango térmico, na diregdo %, nos fornece a quanti-
dade de calor escapando do paralelepipedo por unidade de tempo

nesta direcao
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94,
—= dxdydzdt (2.9)
IX

n

dQ, = dQg - dQé

que também pode ser escrita como
qX
dq, = —= dedt, (2.10)

onde df = dxdydz & o volume elementar.

Fazendo o balango térmico nas diregoes y e z obtemos

3q
dq. = —2 dpdt (2.11)
y dy
qu
dQ_ = dadt (2.12)
z
3z

A quantidade total de calor que escapa do volume ele-
mentar dQ & obtida pela soma das contribuigdes nas trés diregoes:
9q,  3q 9q,,

dQg = + —3 4 de dt (2.13)
9X Jy 9% '

Podemos escrever a equacao (2.13) de uma forma  mais
compacta e independente do sistema de coordenadas por intermédio

do produtc escalar

dQ = V=q df dt (2.14)
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onde v = | -2 , =2 | 2 lso operador vetorial nabla em coorde-
- ax LAY 02 '
,qu aq 9q,,
nadas cartesianas; o© produto escalar V-.q = + Y 4
. X o0y 0z

conhecido como divergencia do campo q = (gx,qy,qQz) por correspon
der a uma densidade volumétrica de fluxo saindo (divergindo) do

volume elementar.

Usando a definicdo de fluxo dado em (2.1) na expressao

(2.14) obtemes

ap = B = v.q an (2.15)

0 fluxo.total que sai do paralelepipedo elementar pode

ser escrito como o somatdorio dos fluxos nas faces I qendrl,

Esta expressac, em forma integral, € conhecida  como

teorema  da divergencia ou teorema de Gauss.

V-q 40 = q-n dr (2.16)

Suponhamos que uma pequena quantidade de calor dQ seja
transferida entre o sistema em estudo (paralelepipedo elementar)

e sua vizinhanca.

Sesdurante o processo,o sistema sofre uma mudanca de
temperatura du, sem que haja mudanga de estado, define-se o ca-

lor especifico do sistema como
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c - 49 (2.17)

onde m = udQ & a massa do paralelepipedo elementar

e p &€ a massa especifica do material.

Quanto maior o calor especifico de uma substancia, mai
or deve ser a gquantidade de calor cedida a uma determinada massa

para que tenhamos um mesmo aumento de temperatura.

Se a mudanga da temperatura du ocorre durante um tempo
dt, temos

du = 3u dt (2.18)

at

Isto nos permite escrever a seguinte expressao para a
quantidade de calor armazenada no paralelepipedo elementar duran
te o intervalo de tempo dt:

dq. = ue 2 ap 4t (2.19)

a 3t

0 calor produzido no interior do paralelepipedc & dado

por

dq, = q''' da dt (2.20)

onde g''' &€ o calor gerado por unidade de volume e na unidade de

tempo.
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Pela lei de conservacao da energia, temos que o calor que esca

pa do volume elementar & igual ao calor produzido menos o calor acu

mulado.

dQq = 4Q_ - dq, (2.21)

ou seja:

Ju
3t

=g
40
1
"D—
=
]
|

(2.22)

Admitindo-se que as diregoes principais de condutivida
de coincidam com as diregCes dos eixos coordenados temos, pela lei

de Fourier:

o) B L 3w, .. Bu
qx—' Kx‘g;,qy— Kyay,qz- Kzaz (2.23)

Substituindo estas expressces na equacao (2.22) obte-
mos a equacgdo diferencial de conducdo de calor em meios ortotrod-

picos , também conhecida como equacac de difusao

.Kyﬂ]+i{1<za_u
ay

= uc du (2.24)
at

Nos casos em.que o meio. & isotrdpico mas a condutivida

de depende da temperatura, i.e., K = K(u), a expressdo (2.24)
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pode ser escrita

O | xdu i, 9 | 3|, 8 | du +qtt?

= ue — (2.25)

ou em forma compacta

Ve(K Vu) + g''' = ue — (2.28)

Quando K e ¢ podem ser admitidos constantes podemos es

crever a equagao da condugao como

K ¥v2u + q''' = pe == (2.27)
9t
ou
Tr
vy + 3 - L 3u (2.28)
K o 9t
K Lad . - - - - .
cnde a4 = — e a difusividade termica do material e
HC '
2 2 2
y2y = 24, 37U 37U o oordenadas cartesianas.

ax? dy? oz?

A difusividade relaciona o calor transmitido.por condu
¢ao com o calor acumulado; quando K e ¢ variam com a temperatu-
ra, o nac possui significado fisico proprio. Dois casos particu

lares da equacao (2.28) extremamente importantes ocorrem quando
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0 regime & estacionidrio. O primeiro deles & a equagao de

. . A . . T ou
son obtida ao impormos a condigao de estacionaridade ( —

3t

Pois-

=0):

(2.29)

Quando, além disso, temos uma densidade volumétrica de

cargas nula obtemos a equagao de Laplace

v2u = 0

0 operador V2u = V-(Vu) ccorre freqiientemente na fisica e

ria das equagoes diferenciais parciais e recebe o nome de

ciano por causa da equacac de Laplace.

A equagao de Laplace tem uma grande importancia
sica matematica e na engenharia ndo sG por descrever uma
de fenomenos estaciondrios mas também por servir de ponto

tida para a solugao de problemas mais complicados.

(2.30)

na teo -

Lapla-

na fi-
série

de par

Uma prova da importancia da equagdo de Laplace na mate

matica € a existencia da teoria do potencial que se dedica ao es

tudo das solugoes desta equagado.

Uma vez obtida a equagao que governa o problema

de con

dugao de calor em sdlidos, devemos considerar as condigdes de con

torno e as condigoes iniciais para que possamos definir completa

mente o problema da condugao em solidos.
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2.3.2 - Condigoes de Contorno

As condigoes de contorno podem ser classificadas, mate
maticamente, em candicoes de Dirichlet, de Neumann e de Robin ou

mistas.

Em problemas de transferencia de calor a condicado de
Dirichlet corresponde a uma temperatura prescrita, a de Neumann
a um fluxo prescrito e a condigao de Robin corresponde a uma re-
lagao entre a temperatura e o fluxo, COmO OCOrre na convecgao e

na radiacao.

A seguir apresentamos as varias formas de condicdo de

contorno presentes no problema de conducdo de calor em solidos:

(a) temperatura prescrita
u = u (2.31a)
(b) fluxe prescrito
Q@ *q (2.31b)
() convecgao
q = h(u - ud) (2.31c)
(d) radiagao

q' = ge (u*- urlu). {2.314)
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A barra usada em U e q representa valores -prescritos,

distinguindo-os das varidveis u e q.

Na convecgdo, h & o coeficiente de filme e u, a tempe-

ratura do fluido com o qual se troca calor por convecgdo.

Na radiagdo, ¢ € a constante de Stefan - Boltzmann

8

(5,67 x 10°° W/m?K*), ¢ & a emissividade da superficie e u, a tem

peratura da outra superficie que troca calor por radiagao.

2.3.3 - Condigoes Iniciais

Em problemas transientes, para que.saibamos a distri-
buigdo de temperaturas em um tempo qualquer, & necessario que co
nhegamos o estado inicial do sistema (t=0) a partir do qual as

temperaturas evoluem no tempo.

Este estado inicial & dado pelas temperaturas no inte-

rior do corpo no tempo t=0.

Como no presente trabalho estaremos tratando apenas de
problemas de conducdo de calor em regime estaciondrio, as condi-

¢oes iniciais ndo entrarao na solugao do problema.

IT.4 - NAO LINEARIDADES

Em muitas aplicagCes praticas, os problemas de condu
gao de calor podem ser ndo lineares devido a propriedades dos ma

teriais dependentes da temperatura, como a condutividade. Outra
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nao linearidade que ocorre fregientemente em problemas de trans-

feréncia de calor se deve a condigbes de contorno nao lineares.

Ndo linearidades devidas a mudangas geométricas e mu-

dancas de fase estao fora de nosso estudo.
Na apresentagao.das nao linearidades consideramos pri-
meiramente a nac linearidade do operador diferencial e em segui

da as nao .linearidades das condig¢des de contorno.

2.4.1 - Nao linearidade do Operador

A dependencia da condutividade com a .temperatura na
equagdo (2.26) faz com que esta equacado diferencial seja nao 1li-

near.

Esta nao linearidade pode ser removida. pela aplicacgao

da transformada de Kirchhoff [12].

A transformada pode ser escrita como
u

U = T(u)

K(u) du . (2.32)

Aplicando a regra da cadeia obtemos o divergente e a

derivada com relagao ao tempo da variavel transformada:

YU = K(u) Vu ' (2.33)

~
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que substituidos na equégio (2.26) fornecem

e 39U (2.35)

K{u) 2t

VzU + qrrr -

que nada mais € que a equagao da.difusdo na variavel transforma-
da, com a Unica diferenga que a fonte distribuida no volume dei-

xa de ser dividida pela condutividade.

No presente trabalho estamos. interessados no regime per

manente, o que simplifica a nossa equacao transformada para

ViU + q''' =0 (2.36)

A transformacac das condicoes de contorno & apresenta-
do no capitulo IV, juntamente com a formulagdo de elementos de

contorno para o problema ndo linear.

Para que possamos aplicar a transformada de Kirchhoff
e sua invefsa_devemos ter expressoes da variagao da condutivida
de com a temperatura. Em [40 ] Skerget e Brebbia propuseram trés
leis de variagdo da condutividade (exponencial, de potencia e 1i
near), juntamente com as expressoes da transformada de Kirchhoff
e sua inversa.. Um enfoque alternativo, aqui adotado, consiste em
aproximar a curva da condutividade em funcao da temperatura por

uma poligonal. Isto confere uma generalidade na representagao das
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curvas de condutividade e nos permite aplicar diretamente as ex-~
pressoes da transformada de Kirchhoff e sua inversa cobtidas para
o caso linear a cada trecho da poligonal. O grau de aproximagac
da curva vai depender apenas do numerc de segmentos utilizados;
como para a maioria dos materiais usados em engenharia a curva
K x u tem uma pequena curvatura 6 numéro de trechos da poligonal

necessarios em geral & bem pequeno.

Na figura 2.3 representamos a variagao da condutivida-

de de um material genérico com a temperatura por meio de uma po-

ligonal.
K(u)
!
/
// ri
segmento
i
Ki+] o O ponto extremo
i 3
Ki
-—""/
bi
u
Ui Uj—i

FIGURA 2.3 - Curva Kxu ( gproximag¢do por poligonal).
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Consideremos um segmento genérico i determinado pelos
seus pontos extremos 1 e i+l. Para valores de u situados entre

u. e

: Us 49 (ver figura) a condutividade K pode ser obtida  pela

equagao da reta r;, suporte do segmento i:

K - a_ou+b. (2-37)
i i
onde a; € o coeficiente angular de r;:

a: = tg 6, = —— % (2.38)

e b. € o valor da condutividade na intersegao da reta r; com o

eixo K

b. = XK. - a.-*u. (2.39)

A expressao da transformada de Kirchhoff & obtida subs

tituindo,na sua definigdo (2.32),a expressao de K:

u
=

U = T(u) = (a.»u + bo) du = —= u? + b. u (2.40)
1 1 . 2 1

A transformada, pelo significado geométrico de inte-
gral, corresponde a drea sob a curva de condutividade entre u e
u gquando u €& maior que u , e menos esta drea caso u seja menor

que u_ . (Ver figura 2.4)
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-
= R

N\
NN\

ug=0 A u0=0

(a) {b)

FIGURA 2.4 - Interpretacdo geométrica da transformada de Kirchhoff .

A temperatura de referencia u,, aquli escolhida como
igual a zero, € arbitraria e a ela corresponde um potencial cons
tante somado a todos os pontos da regido e do contorno do proble
ma transformado. Uma vez fixada a temperatura de referencia fi-
ca estabelecida uma relagdo de um para um entre temperaturas e
suas transformadas de Kirchhoff, que permite que trabalhemos no
espago transformado onde a equacao diferencial € linear e retor-

nemos ao espacgo original apds a solugdo no espago transformado.

Computacionalmente,o calculo da condutividade, da trans
formada de Kirchhoff e de sua inversa & feito a partir da defini-
¢ao de alguns vetores auxiliares contendo informagCes organiza-
das a nivel de pontos extremos e de segmentos da poligonal que
aproxima a curva K x u. A numeragdo dos segmentos coincide com
a nume:agéo do primeipo ponto extremo de cada trecho, a fim de
permitir um acesso rapido a informagdes dos segmentos quando es-

tamos manipulando informagoes de seus pontos extremos e vice-versa.
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K{u)

| | segmento
> (:)
\.\

N O ponto extremo
\\
\i:) l

")
¥

FIGURA 2.5 - Organizacdo das informacdes sobre o curva Kx u.

Por ponto extremo guarda-se, aléem dos valopes lidos de
condutividade e temperatura, o valor da transformada de Kirchhoff
obtida por meio da acumulagao de areas de trapezios a partir da
origem (com sinal negativo se u < 0). Por segmento guarda-se o

coeficiente angular da reta suporte.

Como para cada segmento ou trecho da poligonal temos
uma expressac diferente para a condutividade, a transformada e
sua inversa, criamos um apontador que, por comparagdes com oS
valores de potencial dos pontos extremos (ou da transformada no
caso da inversa), localiza o trecho da curva correspondente ao
valor de u (ou U), Nos casos em que u {(ou U) coincide com o va-
lor de um ponto extremo, os valores de Ke U {(ou u) ja estdo cal

culados.
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Ao usarmos um método numeérico de solugdo da  equagao
de conducgdo com condutividade variavel devemos efetuar os calcu
los mencionados para varios pontos nodais. Como, em geral, dois
pontos numerados consecutivamente sdc geometricamente proximos,
o valor das suas temperaturas e transformadas de Kirchhoff nao
diferem muito. Isto nos permite usar um esquema eficiente de lo
calizagdo em que,partindo do Ultimo trecho pesquisado, onde co-
nhecemos o valor de u (ou U), nos dirigimos para o trecho deseja

do (geralmente o mesmo ou seu vizinho).

Una vez localizade o trecho i da poligonal correspon-
dente ao valor de u, calculamos o valor de K a partir do valor da
condutividade e temperatura no ponto 1 e do valor do coeficien-

te angular a;:

K = K. +ay {(u - u.) (2.41)

D segmento
@ ponto  extremo

%B

=
=

FIGURA 2.6 - Cdlculo da condutividade e da transformada de Kirchhoff .
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0 calculo .da transformada de Kirchhoff & feito soman-
do-se ao valor da transformada em i, a area hachurada na figura
2.6, usando o valor de K cobtido acima

(K, +

U="U, + —— (u-u; ) (2.42)
2

No calculo da transformada inversa temos U e queremos
calcular u; por um esquema de localizagdo, andlogo ao que foi usa
do para u, determinamos o trecho da poligonal correspondente ao

valor de U.

K
[:] segmento
[i]
O ponto extremo
SO
Ki AU=U-Uj
\\\ Auzu-uj
\\Q
S -
U
uj u

FIGURA 2.7 - Cdlculo da fransformada inversa.

Substituindo o valor da condutividade dado em (2.41)
na expressac de transformada de Kirchhoff correspondente ao tre-

cho 1 (2.42), temos:
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2AU = (2 Ks + ai'Au) + Au (2.43)

Esta € uma equagao do segundo grau que possui duas rai-

Zzes5 distintas:

1
- 2 . _ _ 2 .
Ki + // Ki +2ai AU Ki //ki +2a:.L AU
e Au =

a 2 a

i i

Au =
1

(2.44)

Como no intervalo i tanto Au quanto AU sao positivos,

(ver figura 2.7), apenas raizes positivas nos interessam. Quan-

do o coeficiente angular a. e negativo, as duas raizes sao posi-

tivas mas apenas a menor delas esta situada no intervalo 1i. Em

todos os casos, a transformada inversa € obtida a partir de Auﬁ
1

u="T" (U = u; + Aul (2.45)

Conforme mostrado na figura abaixo, a raiz Au conduz
2
a valores de u fora do intervale i, correspondentes a condutivi-

dades negativas, que carecem de significado fisico.
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K
Au
Alz Fa\'F} ' 1

i —

b
tal (b)

FIGURA 2.8 - Interpretagio geométrica das raizes da equacdo (2.43):

(a} declividade negativa

{b} declividade positiva

Uma vez obtidas as expressoes gue nos permitem calcu-
lar a condutividade em fungao da temperatura, a transformada de
que

Kirchhoff e sua inversa, consideraremos as naoc linearidades

ccorrem nas condigoes de contorno.

2.4.2 - Nao Linearidades das Condigoes de Contorno

As condigoes de contorno de temperatura e de fluxo pres

crito apresentados em 2.3.2 sao sempre lineares por serem cons-
tantes; a condigdo de radiacao & nao linear, mesmo quando a emis

sividade é constante, devide a quarta poténcia da temperatura; a
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condigdo de convecgdo &€ linear desde que o coeficiente de filme

ndo varie com a temperatura.
Outra nao linearidade surge nas condigdes de contorno
de convecgao e radiagao quando os coeficientes h e € variam com

a temperatura.

Podemos fatorar a expressao da condigdo de radiagao co

mo
g, = oe (W +u?) (u+u) (u-u) (2.46)
ou
q,. = h, (w - u) (2.47)
onde h, = oe (u? + u,”)(u + u,)

A expressao (2.47) permite que consideremos, em esque-
mas de iteracao direta, a radiagaoc como uma convecgao nao linear
n ual h = e u_ = u_.

249 by, c r

Vale a pena lembrar que o fenomeno da radiagiaoc & de
uma natureza completamente diferente da convecgao e que a substi
tuigao da expressao da radiagdo por uma convecgaoc nac linear &

simplesmente um artificio algébrico.

Na figura abaixo apresentamos os graficos com a varia-
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cdo dos fluxos com a temperatura.

q=hu-u g= celutu

L

u el 1
///Uc ——_”///ur >

(a} (b) {c)

/

FIGURA 2.9 - Curvas de voriacGo do fluxo com a temperatura:
(a) fluxo prescrito
(b) convecgdo finear

(¢) radiagdo

Da mesma forma que aproximamos curvas éenéricas de va-
riacao da condutividade com a temperatura, podemos aproximar as
curvas que dao a variagaoc do fluxo com a temperatura por  meio
de poligonais. Este procedimento foi utilizado no contexto de
protegaoc catodica de oleodutos e plataformas de exploragao de
petrdleo para represéntar curvas de polarizacgao [ws], [49]
e [:581. Nestes casos nos interessava o valor da densidade
de corrente (correspondente a g} em fungaoc dos valores do poten-
cial eletroguimico (correspondente a u) e o valor da inclinacao

da curva de polarizacao no mesmo ponto, para a solugdc pelo es-
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quema de Newton-Raphson.

Em problemas de transferéncia de calor, em geral, as
expressces do fluxo no contorno em fungdo da temperatura sdo re-
lativamente simples e, por isso, elas sao usadas diretamente tan-
to nos esquemas de iteracao direta quanto no de Newton - Raphson,

como serd mostrado no capitulo IV.

IT.5 - OUTROS FENOMENOS FISICOS REGIDOS PELA EQUACAQ DE

LAPLACE/POISSON

0 método de solugdc aqui desenvolvido para a solucdo
de problemas de condugac de calor em regime estaciondrio também
pode ser aplicado a um grande numerc de outros fendomenos regidos
pela mesma equacao diferencial. A seguir apresentamos uma tabe-
la que mostra alguns desses fenomenos, juntamente com as grande-

zas correspondentes.

Destes fenomenos a gravitagdo universal e a interacgdo
eletrostatica ocupam um lugar de destaque por sua estreita liga-
gao com o surgimento e desenvolvimento da teoria do potencial.
Usando a lei da atracdao gravitacional introduzimcs o conceito de
potencial de uma fonte pontual em um meio infinito; o potencial
do dipolo,inexistente no caéo gravitacional, & obtido na eletros
tatica a partir do potencial de duas cargas elétricas de sinais

contrarios.

A partir destes dois conceitos fundamentais apresenta

mos alguns elementos da teoria do potencial, particularmente o
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PROBLEMA
LI |
FISICO v K q
gravitacao potencial {constante _ massa
gravitacional gravitacional)
interacac potencial permissividade cargas .
eletrostatica eletrico eletricas .
(+ ou -)
condugao voltagem condutividade fonte
eletrica em eletrica interna de
corrente continua corrente
percolagao em carga _ permeabilidade fonte
meios porosos piezoretrica (ou sumidouro)
movimento potencial de - fonte
irrotacional de |velocidade ou (ou sumidouro)
fluidos funcac de
perfeitos corrente
magnetostatica potencial relutividade densidade de
magnetico corrente
torgao de fungao de (modulo de angulo de
barras tensao eil.asticidade_.1 torgao por
prismaticas transversal) unidade de
comprimento
torgao de funcdo de (mSdulo de
barras empenanento elasticidade -
prismaticas transversal)
lubrificacao pressao (espessura do fornecimento
de Reymolds filme)?/ de
viscosidade lubrificante

Tabela 2.1 - Outros fenomenos fisicos governados pela
equagao de Laplace/Poisson
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teorema de Gauss e seus corolarios.

II.6 - LET DE GRAVITACAC DE NEWTON E POTENCIAL GRAVITACIONAL

Apresentamos nesta secao a lei de gravitacao de Newton e
mostramos como.a partir dela surge a idé&ia de potencial de uma

massa pontual. Um tratamento mais completo pode ser encontrado

em [ 29], [[32], [u3], [uu4].

2.6.1 - Lei de gravitagao universal

A lei que define as forgas de atragao mitua entre cor-
pos fol enunciada por Newton e € conhecida como lei de gravita-
gao universal. Ela estabelece que. entre dois corpos de massas
moem distantes r um do outro, atuam forgas dg atracao mitua
ou gravidade F e F ; pela terceira leli de Newton estas for-

=12 ~z 1

gas devem ter o mesmo modulo e sentidos contrarios.

FIGURA 2.10 - Atracdo de duas massas.
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Esta forgca de gravidade & proporcional ao produto das
massas de ambos os. corpos e inversamente proporcional ac guadra

do da distancia entre os mesmos:

= 1 2 (2.48)

onde G € uma constante dimensional, conhecida como constante gra
vitacional, cujo valor no SI (sistema internacional de unidades)

€ 6,65 x 107 'm?¥/(Kg.s2),

A lei da gravidade expressa nesta forma sG & valida
quando as dimensCes. dos corpos Sdc pequenas em comparagac com as
distancias entre elas, i.e., quando os corpos podem ser conside-

rados come pontos materiais.

A forca de atragdc mutua entre dois corpos que nao po-
dem ser considerados pontuais, pode ser -calculada admitindo-se
gque cada um deles € composto de particulas. Para cada particula
de um corpo, determina-se a resultante das forgas de atragdo cau
sadas pelas particulas do outro corpo. Somando-se. este efeito em
todas as particulas do primeiro corpo, temos a forga que © segun
do corpo causa no primeiro. Pelo principio de acdo e reagdo, a
forca que atua sobre o segundo corpo € a mesma com sinal contra-

rio.

Quando .os dois corpos sao esféricos e de material homo
geneo, a forca gravitacional resiiltante estd aplicada ao centro

de cada esfera e o valor da forga coincide com o valor que seria
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obtido se as massas estivessem concentradas nos centos das esfe-

ras.
2.6.2 - Trabalho

Considere uma particula de massa m sob acdo de forcgas
de resultante F movendo-se ao longo de uma trajetoria parametri-

zada pelo comprimento de arco s, como mostrado na figura abaixo.

N

m
-

\dL Ir',’/ @c

FIGURA 2.il - Maovimento de uma particuta de massa m.

A posigao de m fica determinada pelo vetor posicao rp,
e seu deslocamento na trajetdria, durante o tempo dt, pela varia

cao dr do vetor posicioc.
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0 trabalho infinitesimal dW realizado por F durante

este deslocamento & definido pelo produto escalar
dW = F-dr (2.49)

que & um escalar igual ao produto da componente de F tangente a

trajetéria (F,) pelo comprimento de arco ds.

0 trabalho realizade por F durante o movimento da par-

ticula ao longo da trajetdoria do ponto 1 ao ponto 2 &

W = F«dr = F,_ ds : (2.50)

2.6.3 - Energia Potencial

Podemos escrever a expressao do trabalho realizado so-
bre a particula por uma forga F ao longo de uma curva C em ter-

mos de coordenadas cartesianas como W = J (Fxdx + FTydy + Fzdz)
C

Esta integral de linha em geral depende da curva C per

corrida ao irmos de um ponto 1 para um ponto 2.

Se, entretantc, F-dr for uma diferencial exata -dV de

uma funcaoc escalar V entao o trabalho

2

W = -dv = —(V2 - V1) (2.51)
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independe da modo como o sistema passa de uma configuragaoc para
outra. Nestes casos o sistema estia dotado de uma energia poten-.
cial. O sinal negativo & arbitrario, mas escolhido de modo a
concordar com a designacao usual do sinal da variacao de energia

potencial gravitacional.

Se tal potencial existe, uma variagao diferencial em V

pode ser escrita como

av = Woax + WV ogy 4 Vg, (2.52)

X oy JZ

Como, por hipotese,

-dV = Fe+dr = Fxdx + Tydy + Fzdz , (2.53)
temos
px = - L oy T8 g s o A (2.5L)
Ix Yy dz

ou em forma vetorial

I ARNCAANR LA R 1 (2.55)
3x 3y | Bz

onde V & o operador nabla, ja visto na deducao da equagio da con

ducao de calor.

A quantidade V & conhecida como fungdo potencial e VV

como gradiente da funcao potencial.
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Quando as componentes de uma forga.sao obtidas de um
potencial, o trabalho realizado pér esta forga, como vimos,. de-
pende apenas da diferenca entre o potencial no ponto de saida e
no ponto de chegada. Uma conseqguencia diste € que se voltarmos
ao ponto de partida, o trabalho realizado por esta forga € nulo,
sendo esta forga dita conservativa. O exemplo mais comum de for-
cas conservativas € o da grav}tag&o de Newton apresentado em

2.6.1.

Como as forcas de gravidade entre duas particulas de-
pendem da posigdo relativa das particulas, cada sistema de parti
culas dispostas de uma determinada maneira esta dotada de certa
reserva de energia potencial gravitacional. Ao variarmos a dis-
posicao mlitua das pﬁrticulas, as forgas de gravidade realizarao
un determinado trabalho modificando, assim, a energia potencial

do sistema.

A variagdo da energia potencial gravitacional & igual
a menos o trabalho das forgas gravitacionals ao variarmos a con-

figuracao do sistema.

Para duas particulas materiais de massa unitaria a di-
ferenga de energia potencial entre dois pontos distantes v e

1

r de uma origem comumn,
, J

v -V = - f(r) dr (2.56)

sera obtida substituindo a expressdo da forca gravitacional
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fr) = - — (2.57)

em (2.5B6}):

1 (2.58)
1 r,

Esta expressao nos permite calcular de modo uUnico a di
ferenca de potencial em dois estados em fungao da distancia en-

tre as particulas.

Para maior comodidade nos calculos considera-se a ener

gia potencial a uma distancia infinita como nula. Entao

vV = V() = -8 (2.59)
r

Com esta escolha a energia potencial de duas massas pon-
tuais & sempre negativa e aumenta com a distancia. Isto estd de
acordo com o fato de que entre as massas atuam forgas de atracgao
e, por isso, para separa-las € necessario realizar trabalho que

fica acumulado sob a forma de energia potencial.

A energia potencial & maxima quando os corpos estdo in
finitamente distantes e minima quando for minima a distdncia en-

tre eles.
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II.7 - LEI DE COULOMB 'E POTENCIAL ELETROSTATICO

A propriedade da matéria responsavel pela interagao e-
letrostatica é a carga elétrica. Na natureza ha duas espécies de
carga que denominamos de positiva e negativa. A interagao se pro
cessa através de forcas de repulsao quando as cargas sao de mes-

ma espécie e de atragdo no caso de cargas de espécies diferentes.

0 comportamento de cargas elétricas em repouso € des-
crito pela lei de Coulomb. Esta lei, analoga a lei de atragdo
de massas, estabelece.que a forga (de atragdo.ou repulsao) entre
cargas pontuais & proporcinal as cargas e inversamente proporcio
nal ao quadradoc da distancia entre elas.

rp - 1 Q3492 (2.60)

Ure r

onde q e q sdo as. cargas, € e uma constante dimensional conhe-
1 2
cida com permissividade do meic e r & a distancia entre as car-

gas.
0 fator. 4m & introduzido na formula de Coulomb para que
a primeira equacgdao da teoria eletromagnética de Maxwell fique

mals simples.

2.7.1 - Campo Elétrico

Se numa regido do.espago uma carga elétrica em repou-
so sofre a agao de uma forca,dizemos que nesta regido existe um

campo elétrico. Tal campo € provocado por outras cargas elétri-
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cas colocadas nas proximidades desta regiao do espago.

Podemos associar a cada ponto P de um campo elétrico
um vetor campo igual a forga que agiria sobre uma carga positi-

va unitaria colocada neste ponto.

Esta idéia, introduzida por Faraday, também pode  ser
usada para as forgas gravitacionais e apresenta uma série de van
tagens em relacac a idéia original de forgas de acdao a distancia

C391, [s0].

As propriedades de um campo em uma regiao podem ser vi-
sualizadas por linhas orientadas denominadas linhas de campo; em
cada ponto da regifo o vetor campo &€ tangente a linha que passa

por este ponto.

0 numero de linhas que atravessam uma certa superfi-
- - . - - - -
cie e proporcicnal ac valor do campo nesta superfilcie. Agsim,

quanto mais proximas as linhas de campo mais intensc o campo.

Pela lei de Coulomb e pela definigao de campo, a inten
sidade de campo elétrico de uma carga'pontual Q em um ponto P do

espaco distante r sera

= _1Q (2.61)
bmeg p?

As linhas de forga desse campo tem o aspecto mostrado na

figura abaixo.
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a>0 a<o
(a) (b}

FIGURA 2.12 - Linhas de campo de uma carga pontual:
{a) positiva

{b} negativa

Podemos observar na figura 2.12 que,quanto mais préxi
mos de uma carga estivermos, mais proximos estardo as linhas de
campo e portanto mais intenso o campo. Este resultado,que tam-
bém pode ser obtido da expressdo (2.61),indica a singularidade que
ocorre quando r=0, i.e., exatamente no ponto de aplicagao da car

ga pontual.
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Fisicamente isto nac acontece porque a carga sempre se
distribui em uma certa regiao. A consideragac da carga concen-
trada € uma idealizacgdo valida para pontos afastados desta regiao,
para os quais a distancia a qualquer ponto da regiao onde esta

distribuida a carga € praticamente constante.

2.7.2 - Fluxo do vetor campo elétrico através de uma

. . - .
superficile

Considere uma superficie infinitesimal de drea dS des-

tacada de uma superficie S imersa em um campo elétrico.

FIGURA 2.13 - Fluxo através de uma superficie:

(a} superficie finita

(b} elemento de superficie

O fluxo do campo E através da superficie dS & definido

de forma andloga ac gue foi feito em transmissdo de calor como

dy = Een dS (2.62)
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0 fluxo através de toda a superficie S € obtido pela so

ma dos fluxos elementares:

P o= dy = E'n dS (2.63)

2.7.3 - Teorema de Gauss

0 teorema de Gauss estabelece que o fluxo total de um
campo elétrico através de uma superficie fechada T & igual a so-
ma das cargas no interior © da superficie, dividida pela permis-

sividade do meio.

' n
y = ] Q (2.6Y4)

FIGURA 2.14 - Fluxo total através de uma superficie fechada [.
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Para chegarmos a este resultado podemos partir da ex-

pressac do fluxo (2.63),na qual introduzimos a expressac do cam-

pe elétrico gerado por uma carga pontual Qi'

Efetuando a integracgdo em toda a superficie fechada

T
obtemos a expressao do fluxo total do campo elétrico nesta super
ficie:

Q3 r
R R— Z «.n 4T (2.65)
Umre 3 -

A integral em T representa o angulo. s6lido no ponto.de

aplicagdo da.carga em relagdo a superficie I'. No caso de cargas
situadas no interior de T o angulo sdlido vale Uum.

A substituigao deste resultado na expressac do fluxo
nos fornece

(2.66)
£

Pelo principio da superposicdo, o fluxo gerado por va-
rias cargas em 9 seri dada por

p = 8 (2.67)
onde Q & a soma.das cargas no interior de T.
Se y1 & a densidade volumétrica de cargas, a carga to-

tal contida no interior de T sera
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Q = pde (2.68)

Substituindo no teorema de Gauss a expressaoc (2.63) do
fluxo para a superficie I e a expressao (2.68) da carga no in

terior da regiao Q, obtemos:

<
n
tm
=
[
—
n
=

d (2.69)

Usando o teorema da divergencia (também conhecido como

teorema de Gauss) mencionado no estudo de calor, podemos escre-

ver

¥-E 4Q = Een 4T (2.78)

Substituindo a integral do lado direito pela expres-

sao do fluxo obtida em (2.69) ,temos:

V-E da = B 4n (2.71)

Como esta expressdo € valida para gqualquer volume ele-
mentar df podemos escrever a expressao do teorema de Gauss na

forma diferencial como
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g.p = ¥ (2.72)

0 teorema de Gauss pode ser tomado como uma lei experi
mental, da qual a experiéncia de Faraday & uma evidéncia e a for
mula de Coulomb uma consequencia. Tal procedimento, adotado por
Maxwell ao escolher a lei de Gauss como a primeira eguagao do
eletromagnetismo, & preferivel pois,experimentalmente,nossa con

fianca na lei de Gauss & maior que na de Coulomb.

2.7.4 - Trabalho no campo eletrostatico e potencial de

uma carga concentrada

Consideremos o campo eletrostatico gerado por uma car-

ga pontual Q representado pelas linhas de campo mostradas na fi-

gura abaixo.

FIGURA 215 - Linhas de campo de uma carga pontual,
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Imagine que se pretenda deslocar uma outra carga pon-
tual Q' de um ponto A para um ponto B (ver figura 2.15). Sera
necessario realizar trabalho para consegui-lo, pois a forga de

campo val se opor a este deslocamento.

Isto & analogo ao que acontece no campe gravitacional
terrestre onde devemos realizar um trabalhc contra a forga de cam

po para suspendermos uma massa (ver figura 2.16).

s

FIGURA 2.6 - Trobalho contra o campo gravitacional terrestre .

0 trabalho minimo necessario para deslocar a carga Q'
de A para B deve ser igual, em modulo, ao trabalho resistente da’

forgca de campo no deslocamento de A até B.

0 trabalho da forca de campo eletrostatico no desloca-
mento de A até B depende somente das posicoes destes dois pontos,

sendo independente da trajetdoria particular percorrida entre os

pontos.
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Como vimos no caso de forga gravitacional,este resulta
do & uma consequencia da expressao da forga e implica na existen

cia de um potencial.

Considere agora que apds levarmos a carga Q' de A - ate
B, a tragamoé de vélta para .A. No percurso de A até B a forcga
de campo realiza. um trabalho negaltivo pois se opce ao deslocamen
to. Ao trazermos a carga de volta para A a forga de campo reali
za O mMesmo trabalhé, em modulo, mas com sinal positivo ja que a
forca de campo atua no sentido do deslocamento. Isto implica que
o trabalhc da forga.de campe em um caminho fechado seja nulo, o

que caracteriza o campo como conservativo.

Dadés duas particulas carregadas Q1 e Qz’ separadas en
tre si de uma distancia r, chama-se energia potencial do siste-
ma a energia necessaria para traze-las do infinito (ou seja, de
uma configuracaoc . onde elas nao interagem) para a posicao dada(no
caso de duas cargas de sinal contrdric € a energia necessaria pa
ra separa-las, como acontece em campos gravitacionais com duas

massasj.

De acordo com a definigaoc de energia potencial dada an
teriormente, a energia potencial do sistema formads pelas cargas
Q1 e Q2 de mesmo sinal,mostradas na figura a seguir, € dada pelo tra
balho realizado contra.a forga de campo da carga Q1 para trazer

Q2 do "infinito" até p.
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P @
e e e e et —
*— 3 —0
Q e E
t >
r dr

FIGURA 2.I7 - Energia potencial de um sistema de dugs cargas pontugis de mesmo sinal.

r
Ep = W =-I—1-£-dr=_— L 2. (2.73)

Considere uma carga Q situada em um ponto s do espago.
Podemos definir o potencial em um pontoc p como a energia poten-
cial do sistema formado pela carga Q e uma carga unitaria situa

da em p:

l_l
[

u(p) = — (2.74%)

Ygre

0 potencial u,para um determinado meio,so depende da
carga Q que gera o éampo elétrico e da posigdoc do ponto p em re-

lagdo ao ponto s (i.e., da distancia r).

Como ,em geral ,estamos interessados apenas em diferen-
¢as de potencial podemos tomar uma referencia qualquer para medi
cao do potencial. Isto corresponde a soma de um potencial cons-
tante a todos os pontos do campo, que desaparece ao efetuarmos di

ferencas de potencial.
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Ao variarmos a posigdc.do ponto p, o trabalho que se-
ria realizado sobre uma carga unitiria contra a forga de campo &
igual a variagdo do potencial. Se,durante toda a trajetdria,es-

te trabalho e nuloc,esta trajetdria & chamada de equipotencial.

Para uma carga concentrada no espago, as superficies e
quipotenciais sao esferas centradas no ponto s de aplicagao da
carga. Este resultado pode ser obtido diretamente da expressao
do potencial (2.74) ou observando que o trabalho das forgas . de
campo, ao levarmos uma carga unitdaria de um  ponto  a cutro
de uma mesma esferag € nulo pois as linhas.de campo sdo ra

diais e, portanto,normais a trajetoria.

2.7.5 - Potencial de um dipolo

Suponhamos que duas cargas ( e -Q estejam localizadas

a uma distancia h uma da outra conforme mostrado na figura 2.18.

e

rz|

rza

P

FIGURA 218 - Dipolo elétrico.
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. - . - - .
Pelo principio da superposigao,o potencial em um pon-
to p € a soma dos potenciais causados, separadamente, por Q e

_Q:

upy = L (L - 4L, (2.75)
bme r r

Se as duas cargas se aproximam do ponto s de tal manei
ra que a direcac de -Q para +Q seja sempre a direcdao de m, o po-
tencial em p tende a zero. Se,durante o movimento, Q varia de

tal maneira que

Q*h = M = constante
O potencial,no limite,& dado por

,(l/rd,— 1/r )

Q (—1———1— 2 (2.76)

u(p) = 2im —— ) = M fim
h+0 Uwe r,; T, bme h-0 h

Como o limite acima &€ a definigdc de derivada direcional na dire

gac n, o potencial pode ser escrito como

ulp) = 4. 2 iy (2.77)
e 9n r
Usando a regra da cadeia
9 1 3 1 1
——(—):—--(.._)a_r_’:—_.l_k (2.78)
dn 1o 3r r  3dn r? 3n

podemos escrever o potencial do dipoio como
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ulp) = Jpada (2.79)
Lyer? 3n
ou
_ -M
u(p) = ——— cosé (2.80)
Lrep?
onde
M = Q+h € o momento do dipolo,
n & o eixo do dipolo e
0 € o angulo entre o eixo do dipolo e o vetor posicaoc r.

IT.8 - A FUNCAO GENERALIZADA DELTA DE DIRAC

No desenvolvimento dé método dos elementos de contor-
no, ha varias situagdes em que devemos manipular certos termos
singulares. 0 delta de Dirac,hinicialmente usado em mecanica
quantica [ 17], [[31], se mostra bastante adequado para a mani-
pulagao destes termos. Em uma dimensdoc o delta de DIRAC pode ser

definido como

¢ (E3x) = 0 s, £ £ x

J § (E3x) dx =1 (2.81)



.67,

8(3;x)
v

S

) AR

FIGURA 2.i2 - Delta de Dirac .

Quando n3o for necessario mencionar os argumentos ,abre

viaremos o delta de Dirac para §.

Outra forma de se definir o delta de Dirac & como a de

rivada de fungdo Heaviside H(E;x),dada por
0, x < &

H(g3x) = (2.82)

1, x 2 &
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FIGURA 2.20 - Degrau unitdrio { Heaviside).

§ (£;%) = L H(g;x) (2.83)
dx

Fodemocs ter uma imagém do § considerandoc uma fungao
de vapiével real x que seja nula fora de um pequeno dominio de
amplitude £ ac redor de x=f e que,no. interior, a area sob a cur-
~va seja igual a um. Nao importa a forma exata da fungdo no inte
rior deste dominio desde que nao sofra nele variagSes desnecessa
piamente bruscas (por exemplo, de forma que seja sempre de ordem
e '),

Passando ac limite quando e+0, esta fungdo tendera a
se confundir com o §. Esta & a mesma idéia de uma forga concen-
trada na mecanica e de uma carga concentrada na eletricidade.Nes
tes casos,a forga (ou a carga) se encontra distribuida em uma re
giao muito pequena em vrelagac as outras dimensées do problema.Co
mo o efeité:em‘pontos nao muito praximos da distribuicdo & equi-
valente ao de uma forga (ou carga) concentrada, esta &€ usada pe-

las simplificagoes que possibilita.
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Segundo a. definigdo matematica comum, uma funcdo deve
ter um valor definido. para cada ponto de seu dominio. 0 delta
de Dirac é-algo.mais geral que Dirac chamou de "fungao impropria "
e que foi formalizado_rigorosamente com a teoria das distribul-

cGes de L. Schwarz.

Portanto,o 6 nio & uma quantidade que possa ser usada
em analise matematica com tanta generalidade. quanto as fungoes
comuns e seu uso deve se restringir a certos tipos de expressoes

simples onde seja evidente que nao haja inconsequencias ldgicas.

A propriedade mais importante do 8§(£;x) pode ser ex-

pressa como

fix) §(g;x) dx = £(&) ' ' (2.84)

-

onde f{x) & qualquer fungdo continua de x.

E ficil de entender o significado desta expressdoc a
partir da imagem do § que foi dada anteriormente. O integrando
s6 pode depender de valores de f(x) muito préximos de x=£ de for
ma que, Sem erro aprecidvel, podemos substituir f(x) pelo seu va

lor no ponto £, f(£).

A mesma idéia se aplica a dominios bi e tridimensiocnais
- - - -
onde o pequeno dominio de amplitude € passa a ser,respectivamen-

te,um pequeno circulo e uma pequena esfera de raio e.



. 70.

Nestes casos (2.84) & generalizada para:

f(x) 6(E;x) AQ(x) = f(x) 6(E;x) dQ(x) = f(g) (2.85)

onde £ e x sdo pontos do dominio Q.

0 resultado de multiplicar uma fungao de x por § (&;x)
e iﬁtegrar para todo xs,equivale a tomarmos o valor da fungao em
£. 0 intervalo de integragdo nac precisa ser infinito; basta que
inclua uma vizinhanga do ponto criticc & onde a fungao generali-

zada § nao se anula.

Quando o ponto £ pertence ao contorno do dominio de
integragdo 2, apenas uma parte Q¢ da regido Qe em torno de § per

tence a Q.

Neste caso,a integral do produto do delta de Dirac por
uma fungao continua & igual ao valor da fungdo no ponto & multi-
plicada pela.razdo entre as.areas (comprimento no caso unidimen-

siocnal e volume no caso tridimensional) de Qe e fle.
Assim,

- em uma dimensdo

0
t — X
g--—& ? 7+8-
FIGURA 221 - Integrai do delta de Dirac em parte do dominio unidimensional .
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E+e L+e

£00)8 (E3x)d0(x) = [f(xxs(a;x)dx:l CERS(E0dx = = F(E) (2.86)
7

S

2 3 e

- em duas dimensces

7
¢

FIGURA 2.22 - Integral do delta de Dirac em parte do dominio bidimensional .

B
2T

f(x)6(E;x)dAR(x) = FOx)6(E,x)dQ(x) = f(E) - (2.87)

9] fle

Quando o contorno & suave em £, Qe & um semi-circu-

lo (6 = 1), portanto:



.72,

F(x)8(E;x)da(x) = L& (2.88)
2

- em trés dimensoes

4

FIGURA 2.23 - Integral do delta de Dirac em parte do dominlo tridimensional .

(2.89)

F(x)8(Eyx)dQ(x) = F(x)6(E5x)dQ(x) = £(&) -

L
9] fie

onde 6 & o angulo sdlido em £.
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Quando o .contorno & suave em &, Qe e uma hemisfera
(8 = 2m) e também temos
F(x)8(Esx)dalx) = L1482 (2.90)
i
)

Ainda que uma fungac impropria .- nac tenha nenhum  va-
lor bem definido isoladamente, quando ela aparece como um fator
em uim integfando, a integral tem um valor bem definido. Em fisi
ca, a.fungao imprépria sempre aparece em expressoes que finalmen

te sac integradas.

Istc permite entender (2.84) e (2.85) como funcionais
que a cada fungac f(x) fazem corresponder o valor da funcdao no

ponto £.

Seria possivel prescindir completamente das fungdes im
proprias. Assim, o uso das funcGes imprdprias ndo implica em ne
nhuma falta de rigor na'teoria, mas uma notagdo comoda que nos
permite expressar de forma concisa certas relagces. Tais rela-
gOoes, quando expressas sem usar fungdes improprias, tornam-se bas

tante longas e podem obscurecer a idéia central.
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II.9 - ELEMENTOS DE TEORIA DO FOTENCIAL

Nesta secdo,voltamos a examinar a equagao de Laplace/
Poisson obtida no estudo da condugac de calor em regime estacio-
nario. A teoria matemdtica que se ocupa do estudo .das solugoes
desta equagao recebe o nome de teoria do potencial por causa do

significado fisico associado a estas solugses.

2.9.1 - Solugao Fundamental

Como vimos no estudo da gravitacdo e eletrostatica, o
potencial de uma fonte (massa ou.carga) pontual em uma regiao in
finita é inversamente proporcional a distancia entre o ponto s
onde se encontra.a fonte (ponto fonte) e o ponto p do espago(pon
to campo) onde se deseja conhecer o potencial causado. pela fon-
te. Por essa analogia formal com o potencial gravifacional cha-

mamos este potencial de Newtoniano.

Este potencial & conhecidec.como solucado fundamental(ou
funcao de Green) quando a fonte € unitaria e.no estudo de calor
representa a temperatura em um ponto p qualquer de uma regido con
dutora infinita causada pela presenca de uma fonte unitaria de

calor em um ponto s.

Matematicamente podemos definir o potencial como uma
funcdo pelo menos duas vezes diferencidvel em relacdo as coorde-

nadas de um ponto p que satisfaz a equacao de Laplace

Viu(s;p) = 0 (2.91)
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em gqualquer ponto p#s.

A solugdo desta equacdo admitindo simetria esféricanos

fornece a fungdo de Green ou solugac fundamental.

Escrevendo o Laplaciano em coordenadas esféricas e le-

vando em conta a simetria,temos:
iy = — (p? 2¥) =0 (2.92)

gque & uma equagio diferencial ordindria em r,cuja solucdo &

]

+ o (2.93)
2

u = —+
r

A constante arbitraria ¢ representa apenas uma mudan-

2
ca na origem da medicao do potencial (temperatura em problemas de
calor) e desaparece ao derivarmos u para obtermos a expressao do

fluxo.

A constante c pode ser determinada pela condigao de
conservagdo da energia térmica. Pela lei de Fourier,a densidade
de fluxo normal a superficie de uma esfera de raio p gualquer po
de ser escrita como

q = - K .?.l_l. (2_3)

on

Devido a simetria esférica,a densidade de fluxo & a

mesma em todos os pontos da esfera e a normal exterior coincide
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com a diregao radial.

FIGURA 2.24 - Esfera de ralo f em torno da fonte s .

Inserindo em (2.3) a expressao da solugao fundamental
(2.93) e substituindo a derivada normal pela derivada na direcao

radial,obtemos

. e
q:-KEE:—K—a—(—l-‘i'C): _}_<.c (2.94)

Pela. conservacdo da energia, o fluxo total através da

esfera deve ser igual a fonte unitaria concentrada no ponto s.

1 = q dr = K.c L oar (2.95)
1 2
r
T'p I'p
Como na superficie esférica I'p o raio & constante e

igual a p, podemos escrever

K
1= — . ¢ - hmp? (2.96)

Ou seja,
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. o= (2.97)

Substituindo este valor na expressac (2.93),obtemos pa
ra solugac fundamental, a menos de um potencial constante soma

do a todos os pontos, a expressaoc

-1

Yo p

(2.98)

.1
u = —_— L]
K

que & aniloga a obtida para o potencial gravitacional e para. o
potencial eltrostatico e, como dissemos anteriormente, propor-

cional a 1/r.

Como vimos anteriormente,a equagao que descreve a con-
dugao de calor. em um meio homogeneo e isotrdpico em regime perma

nente & a equacdo de Poisson

B ' ‘
vzy ¢ 2200 o g (2.29)

''"' & a distribuicao volumétrica de fontes.

onde ¢

Até agora s6 tratamos de fontes. pontuais. Estas forn-
tes repreéentam‘b'limite de uma situacgao em que as fontes estdo
distribuidas em uma regiao de dimensces bem menores que as dis-
tancias aos pontos onde desejamos saber o.potencial. Uma forma
conveniente de representar esta distribuigdoc de fontes & através

do delta de Dirac.

Assim, escrevemos a eqguagao correspondente a solugao
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fundamental como a seguinte equacdo de Poisson

V2u(s;p) + 2L83R) - g (2.99)
K

2.9.2 - Potencial gerado por varias fontes pontuais

Como vimos anteriormente,o potencial gerado por uma fon
te pontual unitaria no espago tridimensional € dado pela solu-
gao da equag¢do de Poisson

u(ssp) = = . 2 (2.100)

X b

Como a equagdo de Poisson & linear, o potencial em um
ponto campo p gerado por varias fontes pontuais Q; & dado pela

soma dos potencials que seriam gerados se cada fonte atuasse so-

zinha:
Q.
uls ... s 3p) = 1 ) = - (2,101
! z K b .
i
onde r. € a distancia do ponto si de aplicacao da carga Qs ao

ponto campo p.
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FIGURA 2.25 - Potencial gerado por vdrias fontes pontuais .

Um caso particular da expressdc (2.101) & o potencial
de um dipolo. Como fol mostrado em 2.7.5, este potencial € a deri
vada do potencial Newtoniano na direcgao do eixo do dipolo.

2.9.3 - Potencial gerado por fontes distribuidas

No caso geral de fontes distribuidas podemos aplicar as
expressoces do potencial obtidas para fontes concentradas em cada
elemento infinitesimal e superpor seu efeito pela integracio das

contribuigoes elementares.

Se a fonte estiver distribuida em uma regiio V do espa.
go onde a densidade volumetrica de carga & u(s), o potencial ge-
rado por essa distribuigac espacial em um ponto campo p fora de

V € dado pela integral

1 uis)
b p(s)

u(sp) = dv(s) (2.102)

O
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Quando as fontes estdo distribuidas em uma superficie
A com densidade superficial o(s), o potencial gerado por essa
distribuigdo em um ponto p fora de A & dado pela integral

1 1 a(s)

u(s;p) = 28 dA(s) (2.103)

Finalmente, quando as fontes estiverem distribuidas ao
longo de uma linha L com.uma densidade linear A{(s), o potencial

em um ponto campo p fora de L sera dado por

uls;p) - L A8 e (2.104)

br r(s)

1
K

(o) (b) : {c)

FIGURA 2.26 - Fontes distribuidas:
{a) em um volume
(b} em uma superficie

(c)em uma curva

2.9.4 - Potericial Bidimensional e Potencial de Camada

"~ Bupla

A exppessao do potencial bidimensional € obtida a par-
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tir do potencial Newtoniano gerado por fontes distribuidas uni-
formemente ao longo do segmento de reta -% € z £ &, como mostra-

do na figura 2.27 [ 15]]

plano xy

FIGURA 227 - Dedugdo do potencial bidimensional .

0 potencial em pontos p do plano xy pode ser escrito

substituindo na expressdo (2.104) dL(s) por dz, r por R = /r*+z?
e fazendo A = constante.
A
u(s;p) = 1.4 492 ___ . ©(2.105)
K 4 / rtiz?
-
onde r = vV x?+y? & a distancia do ponto p (situado no plano xy)

a origem e C € uma constante arbitraria associada a escolha da
origem de medicao do potencial.

" dz z + A

Como _ = &n (2.106)

ri+z
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a expressao (2.105) do potencial,gerado pelo segmento de fontes,
no plano xy pode ser escrita como
2 + v g%4p?

u(s;p) = .2 gn + C (2.107)
K 2w r

Para obtermos o potencial,no plano xy.,devido a uma 1li-
nha de fontes, estendemos infinitamente o segmento nos dols sen-
tidos e escolhemos para C o valor

c=-2.2 o0 (2.108)

K 25

para mantermos finito o potencial no plano.

Substituindo em (2.107) a expressao ~ de C -dada por

(2.108), obtemos:

u(s;p) =

on [ L +v  22+p?

28

~ =

- 4n r (2.109)
27 . '

Tomande o limite quando % cresce indefinidamente, obte

mos :

(2.110)

Com este resultado,a expressao do potencial bidimensio

nal fica
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il}\

. tn r (2.111)
2m

u(s;p) = -

=

onde agora s representa um ponto. fonte no planc xy e p © ponto

campo também situado no plano xy a uma distancia v.

0 potencial bidimensional, por variar com o logaritmo
da distancia entre o ponto fonte e ponto campo, € algumas vezes

chamado de potencial logaritmico.

Este potencial representa uma situagac tridimensional
que se repete indefinidamente em planos perpendiculares ao. eixo
zZ e,por isso,pode ser tratado em apenas um desses planos, diga-

mos o plano xy.

Quando temos fontes distribuldas em uma superficie,cha
mamos o potencial gerado por essa distribuicao de potencial de
camada simples. No caso bidimensional a camada simples se reduz

T 4d o uma curva.

Imaginemos que em vez de termos fontes distribuldas te
nhamos dipolos distribuldos sobre uma superficie A(ou curva L no
caso bidimensional), com.momento de dipolo B por unidade de area
(ou y por unidade de comprimento) e suponhamos que,em cada ponto,

o eixo do dipolo coincida com a normal.

Podemos escrever o potencial em um ponto campo fora da
superficie A(ou curva L) como a integral das contribuicgdes dos

varios dipolos como
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u(szp) = = | B2 @ Ly 4asy . :3-D (2.112)
K U 9an r
‘A
r
u(s;p) = = | X822 (gnp) aLis) @ 2-D (2.113)
X 27 an
'L

onde, mais uma ‘vez, r &€ a distancia entre o ponto fonte e o pon-

to campo.

0 nome potencial de camada dupla & dado porque a dis-
tribuigao dos dipolos pode ser imaginada como. duas superficies (cur
vas,no caso bidimensional) com fontes distribuidas paralelas a
superficie A (curva L) e separadas de uma distancia h,que no li-

mite tende a zero; uma com densidade superficial (linear) de fon

te als) (ou Bls) no caso bidimensicnal) e a outra com densidade
- 2h 2h

-els) oy B(S)), onde s € o ponto da superficie (curva) média corres-
2h 2h

pondente aos pontos das superficies (curvas) de fontes.

2.9.5 A.PrOPriédades da’ funcao potencial

As principais propriedades da fungao potencial sao con
seqiiencias do teorema da divergencia (ou teorema de Gauss)e seus

dois coroldrios conhecidos como formulas de Green.

Teorema de Divergencia

Seja 9 uma regido do espago limitada por uma superfi-
cie fechada T e F um campo vetorial agindo nesta regiao. 0 teo-

rema de divergencia .estabelece que
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Fem dI = ¥F af (2.114)

onde m & o vetor normal unitiario em T orientado para fora de

@ (ver figura 2.28).

X

FIGURA 2.28 - Teorema da Divergéncig .

Se u €& fungao potencial em um dominio V,entdc em qual-

quer superficie fechada I' em V

Vu-n 4dI"' = 0 (2.115)

Como o produto escalar do gradiente pelo vetor normal

unitario & a derivada normal,podemos reescrever (2.115) como

34 4r = g (2.116)
an
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Fisicamente este resultado significa que,em regices su.
jeitas a potenciais sem.fontes internas,o fluxo total para fora

da regido € nulo.

Para chegarmos a expressao (2.115) basta substituirmes
no teorema da divergencia F = ¥Yu e levarmos em conta que u &€ po-

tencial (V2u=0):
Vusn 4T = V.(Vu) 49 = Viu = O (2.117)
r 19 0

Uma. conseqgiiencia da expressao (2.116) & a propriedade

da média enunciada a seguir.

Propriedade da média

Seja u uma fungao potencial em € e p um ponto de Q.
Se T'p € uma superficie esférica (circunferencia de c¢irculo, em

duas dimensces) de railoc p centrada em p e contida em 0, entao-

ulp) = ——mo u dr (2,118

[p

A demonstracgdo pode ser vista, por exemplec, na - obra

classica de Kellogg [ 297].
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Formulas de Green

Fazendo no teorema da divergencia F = ¢ Vy, obtemos

¢ Yy+n dr = Y-(¢Y¢) df (2.119)

r £

Aplicando a regra da cadeila, temos:

Ve (gVY) = Vo VY + ¢ VY (2.120)
Substituindo.o lado direito de (2.120) em (2.119) e
-lembrando que Vy-m = sY , obtemos a primeira formula de Green:

4 - an ‘ '
s ¥ ar - (Vo-Vy) do + | ¢v2y de (2.121)

an -
T Q Y

Podemos reescrever a formula anterior para F = ¢ ¥¢,

~

0 que eguivale a trocar na expressao acima ¢ com ¥:

o 2 ar - Vy-¥e) do + | v V%4 dp (2.122)
3n ~ -

Subtraindo esta expressac da expressac (2.121) ,obtemos

a segunda formula de Green:
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(0 22 -y 8y gr - (¢ V29 - YVZ¢) do (2.123)
an an -

Tanto em (2.121) quanto em (2.122),as fungoes ¢ e
precisam ser deriviveis até peloc menos as ordens que aparecemnos

integrandos.

. . a - -

Uma consequencia da 2. formula de Green e que podemos
representar uma fungac harmonica (i.e., fungao potencial) como
a superposigao do potencial de uma camada simples com o poten-

cial de uma camada dupla.

Seja u uma. fungdo harmonica em uma regido 2 e conti-

nua em = 2 UT e p um ponto genérico de Q.

Podemos representar o potencial no ponto p como

1y Wgpy | cu 22

by p on an by p

ulp) = | « ) dr (2.124)

A primeira integral representa o potencial de uma ca-

mada simples com densidade de fonte g = K du e a segunda o po-
. an
tencial de uma camada dupla com densidade de momento B = —-Ku.

. a . - .
Apliquemos a 27 identidade. de Green ao dominio £ e con
torno T originais, retirando.uma esfera Qe de raio € centrada enm

s e contida em 2, como mostrado na figura a seguir.
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FIGURA 2.29 - Remocdo do ponto singular :
{a) vista geral

{b) corte
(¢ I P 29y ar - (¢V2y-yv2¢) dQ (2.125)
an on .
T'+Te a=Qc

Tazendo ¢ = {(solugao fundamental para uma fon

1

K b4q r
te unitaria em s) e ¥ = u(a funcao que se deseja representar ),
onde r € a distancia de s aos pontos de @ e levando em conta que

¢ e Y sao harmOnicas em Q-Re (V?¢ = V?y = §), temos

1 éz-ui[ 1} are | | 12wl

Urm r on an _
F - e

—u—a—[ 1 ] ar = o €2.126)
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Como em toda a superficie Te mostrada na figura 2.29 a
distancia r do ponto s a superficie & igual a € e a normal exte-
rior ao dominioc Q-flc¢ estad orientada no sentido contraric do raio

vetor » que parte de s,entao

_3_[1 =__3-[ 11 - 12 (2.127)

Além disso,como em.Te, »r = € e u & harmonica, pela re-

lagac (2.116),temos:

1 38u 4ar = 1 au 4T = 0 (2.128)

Bm r 3n Lt g an
Te Te

Substituindo (2.127) e(2.128) em (2.126):

L odu_y 2 4 ar = —2 u ar
br r 9n on kme

(2.129)

Pela propriedade da média,a integral do lado direito &

o potencial no centro da esfera Qe:

ulp) = L du dar + - u 2 1 dr
bm v on an
r T
(2.130)
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como queriamos demonstrar.

II.10 -METODOS DE SOLUCAO DE PROBLEMAS DE CONDUCAQ DE CALOR

A compreensidc de um fenomeno.fisico resulta de um pro-
cesso continuo de observagoes, formulacao de hipoteses. e compro-
vagao destas a nivel tedrico e experimental. Deste processo sur

gem as leis que sintetizam o comportamento fisico dos sistemas.

0 primeiro. passo para a solucdo.matematica de um pro-
blema fisico estd na formulagao do modelo matematico. No caso
da condugao de calor isto pode ser feito. pela expressao da con-
servagao da energia térmica em um elemento infinitesimal que for
nece as equagtes diferenciais validas no dominio, como apresen~
tado em II.3. Para que o problema fique totalmente determinédo,
devemos caracterizar a interacao do contorno com o exterior pe-

las condigoes de contorno e,em problemas dependentes do tempo, co

nhecer as condigoes iniciais.

Matematicamente,os problemas de transferencia de ca-
lor em regime permanente pertencem a classe dos chamados proble
mas de valor de contorno,enquanto que os problemas transientes a

classe dos problemas de valor inicial.

Uma.vez obtidas as equagtes matematicas que regem um
problema fisico, exceto em casos muito simples, elas devem ser
resolvidas por um método aproximado. Neste caso,o tipo de apro
ximagaoc ira determinar a precisao dos resultados e o custo da

analise.
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0 que entendemos por casos muito simples sao proble-
mas de geometria e condigoes de contorno que podem ser tratadas
analiticamente, tais como paredes planas, tubos longos e esferas

sujeitas a temperaturas e fluxosprescritos constantes por face

C12], [Ces], [87], [51].

A soluglo analitica de problemas deste.tipo tem gran-
de importancia em viarios casos praticos como primeira aproxima-
cao da distribuicdo de temperaturas, -além de servir de base para

o desenvolvimento de métodos aproximados.

Com o desenvolvimento industrial,cresceu muito o nime-
ro de casos praticos em que a geometria dos problemas se afastaé
va consideravelmente das formas simples. Antes do aparecimento
dos computadores digitais,os problemas de transferéncia de  ca-
lor nac trataveis analiticamente eram geralmente aproximados por
outros maislsimples de solugac analitica conhecida. Nos casos
em que esta solugdo nao era satisfatdria recorria-se a  modelos

experimentais.

Um tipo de solugac experimental,que se baseia na analo
gia das equacoes e condigoes de contorno que govérnam problemas
fisicamente diferentes,ée conhecido como solugdo analdgica. Esta
analogia formal permite que resolvamos um problema -através da
construgéo de um modelo andlogo mais simples. Um exemplo famoso
€& a analogia da Membrana (bolha de sabdo) ﬁsada por Prandtl para

resolver problemas de torgao de Saint-Venant em barras prisméti'

cas [[38].
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Neste exemplo,os dois problemas sac regidos pela equa-

cdo de Poisson e as condicoes de contorno tém a mesma forma.

Além do aspecto quantitativo,a analogia da membrana for-
nece um meic. de obtermos,sem necessidade de experimentos, uma se-
rie de informacoes sobre a solugdo como, por exemplo, regides de
maior temperatura e fluxos. Estas informagoes podem ser usadas
em métodos numéricos aproximados,como elementos finitos e elemen
tos de contorno,para uma melhor gradagac dos.elementos; em ele-
mentos de contorno . como a solugac pode ser.obtida em qualguer pon
to interno a partir da solugao no contorno, essas informacoes

fornecem um critéric para a escolha dos pontos internos.

Uma alternativa atraente para a solugao dos problemas
de transferencia de -calor sem solugdo analitica & a solugao . numé
ricajesta ficou viavel com o aumento das facilidades de cdlculo
numérico ofgregidos pelas réguas de cdlculo e primeiros computa-

dores,

A técnica numérica inicialmente dominante foi o método
das diferengas finitas, pela simplicidade da formulagac. O méto
do consiste,basicamente,na subdivisdo do dominio . em um reticula

do e na aproximagac do operador diferencial por um operador  de

diferengas ["1 ], [127], [[19], [247].

A aplicagao deste operador a cada né do reticulado e a
incorporacac das condigoes de contorno fornece um sistema de equa
¢oes que, apbs ser resolvido, fornece as temperaturas nos pontos

nodais. QO método & pouco eficiente quando ha partes do contorno
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que ndo sao paralelas a um dos eixos coordenados,pois exige um
refinamento muito grande do reticulado para que representemos a-

dequadamente o contorno e as condigoes de contorno.

Com o aparecimento de computadores mais rapidos tornou
se possivel implementar técnicas numéricas mais versateis, que
permitem a obtengdo de solugoes mais precisas a custa de uma dis

cretizagao numérica menor.

0 método .dos elementos finitos surgiu da extensac dos
conceitos de andlise de estruturas reticuladas a problemas da
mecanica do continuo e atualmente € o mais usado na solugdo  de
equagoes diferenciais parciais. Neste,método;o dominio do pro-
blema & dividido em subdominios de forma geométrica mais simples

chamados elementos finitos.

0 comportamento da solugdo em cada elemento & aproxima
do localmente por fungoes de interpolagao, geralmente polinomi-
ais. Estas fungoes ficam determinédaskem termos de valores apro
ximados da incdgnita em certos pontos nodais localizados no con-

torno.e eventualmente no interior do elemento [s1,071, [18],

207, [[60].

A solugdo .numérica aproximada & obtida por meio de téc
nicas variacionais ou do tipo residuos ponderados aplicadas ao
sistema discreto que substitui o continuo. As aproximagbes sao
da forma do contorno e da variacac da temperatura dentro de cada
elemento,mas nhao do operador diferencial como em diferengas fini

tas.
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0 método,em geral, € mais eficiente em termos computa-
cionais que o método das diferengas finitas, principalmente em
presenga de contornos irregulares. Em problemas dependentes do.
tempo,é bastante comum o uso de elementos finitos para. represen
tar a geometria da regiac combinado com diferencas finitas para

avangar no tempo.

Em problemas envolvendo meios infinitos ou semi-infini
tog, o método dos elementos finitos ndo apresenta um bom desempe-
nho ja que & necessirio estender a malha até uma.distancia consi
deravel a fim de simular o dominio .infinito. Isto levou os peg
quisadores a desenvolver técnicas alternativas como o método dos
elementos de contorno,que reune a grande precisdaoc do método das
equacoes integrais [267], [ 28] com a facilidade de definigdo da

geometria e condigoes de contorno de elementos finitos.

No método dos elementos de contorno,a equagao. diferen
cial do problema, que descreve o comportamento da incognita  no
dominio,e as condigdes de contorno sdo. transformadas em uma equa.
cao integra} de contorno. A aproximacao,que em elementos fini-
tos era feita em todo o deminio,passa a ser feita apenas no con-

torno.

0 uso. de fungoes de interpolagdo do mesmo tipo que as
usadas em elementos finitos permite o calculo das integrais, em
geral numericamente, e conduz a um sistema de equagoes de dimen

soes reduzidas correspondente 3 solugdo no contorno do corpo.

As principais caracteristicas gue justificam a popula-
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ridade de elementos de contorno nos ultimos anos sio:

- sistema de equagoes de dimensoes reduzidas

- simplicidade .na preparacao de dados para definir o problema,
poié apenas ¢ contornoc tem que. ser representado

- problemas envolvende regioes infinitas ou semi-infinitas 540
modelados de maneira apropriada e bastante economica

- nao degradagac dos resultados da derivada do potencial como
ocorre nos métodos de dominio (diferencgas finitas e elementos
finitos)

- cdlculo preciso de resultados no interior do dominio, realiza-
do apos a solugao no contorno, apenas para pontos escolhidos

- boa precisdac dos resultados em problemas que envolvem gradien

tes acentuados das incégnitas.

Uma forma de se ter uma melhor ideéia dos diversos méto
dos numéricos aproximados e combinid-los aproveitando as vantagens
de cada um deles & oferecida por residuos ponderados; Esta téc-
nica permite encarar técnicas variacionais, diferencas finitas, .

elementos finitos e elementos de contorno como casos especiais

[117].

No proximo capitulo,apresentamos a formulacao de ele-
mento de contorno para problemas lineares de condugdac de calor.
As expressoes dos coeficientes de influéﬁcia obtidas no caso 1i-
near sao usadas na solugdc de problemas ndc lineaves no capitu-
lo IV. Estes coeficientés,pop dependerem apenas da solugao fun-
damental e das fungoes . que interpolam a geometria e as fungdes

u e v no contorno,nao.se alteram ao longo do processo iterativo.
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0 fato de n3o ser preciso recalcula-los, representa uma economia
consideravel de tempo de processador gasto em integragoes numéri

cas.

Esta caracteristica.importante & explorada computacio
nalmente nos processos iterativos .de solugao (iteragtes diretas
e Newton-Raphson),armazenando-se em memdria auxiliar o sistema
linear e os coeficientes de influencia correspondentes aos ele-
mentos com nao-linearidades; a cada iteracdo traz-se para a memé
ria principal o sistema linear que & alterado em fungao da itera
¢dao anterior,sem que seja necessario recalcular os coeficientes

de influencia.
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[II, O MEtobo Dos ELEMENTOS DE CONTORNO NA SoLUCAO DE
PROBLEMAS LINEARES DE ConpucAo DE CALOR

IIT.1 -INTRODUQKD

Neste capitulo,apresentamos a. técnica de elementos de

contorno para o caso linear de condugac de.calor em regime perma
- — * -

nente, tendo em vista o estudo de problemas nac lineares no capl

lo IV. TFormulagoes para problemas transientes podem ser vistas

em [ 57].

A técnica consite,basicamente,na transformagao da equa
cdo diferencial parcial do problema e suas condigoes de contorno
em uma equagao integral envolvendo apenas incognitas no' contorno,

sua discretizagdo e a solugdo. do sistema de equagdes  resultan-

te (9], [11], [[57].

0 nome elementos de contorno se deve ao fato da geome
tria do problema ser aproximada no contorno por elementos, nos
quais se admite uma certa lei de variagao para as variaveis ( no

caso temperatura e sua derivada em relagao a normal ).

Como todas as aproximagdes numéricas sdo feitas no con-
torno,a dimensao do problema se reduz de um; istco implica em uma
redugdc considerdvel da quantidade de dados necessaria a defini-
cao do problema e do esforgo computacional j& que os sistemas de
equagbes, apesar de serem cheios e ndo simétricos, sdo. geralmen-—
te de dimensoes muito menores que as encontradas em métodos de

dominio.
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Temperatupas e fluxocs podem ser obtidos em ‘qualquer pon
to interno a paptip da solugdo no contorno. Estes resultados
apresentam,em geral,uma precisao muito boa pelo fato da expres-
sao que relaciona os resultados em pontos internos com resulta-

dos no contorno ser exata.

0 método se originou da aplicagdo.de equagoes integrais
para formular os problemas fundamentais de valor de contorno da

teoria do potencial.

No infcic deste século, Fredholm‘[Z?lj baseado em um
processo de discretizagao conseguiu demonstrar rigorosamente a
existencia de solucgCes de problemas de valor de contorno na teo-
ria do potencial. A utilizagao do processo de discretizacao na
obtengdo de solugdes numéricas, no.entanto, sd fol possivel com
o advento de computadores digitais de segunda geragao por volta
de 1960. Tais computadores viabilizaram solugdes numéricas de
preciséo tolerdvel através da implementagdo. aritmética do proces

so de discretizacdo [ 25], [45].

0 método,originalmente desenvolvido para problemas de
pbfencial escalar ,pode ser estendido a problemas da mecanica dos
s61idos com o uso de potenciais vetoriais [[9 ], [[117], [ 46 ] .
Tais potenciais foram introduzidas em 1965 por Kupradze para pro
blemas de valor de contorno da elasticidade linear e conduzem a
formulagaes de equagoes integrais vetoriais anélogas as equagdes

integrais de Fredholm.

Nestas formulagoes,a formula de contorno de Somiglia-

na e o analogo vetorial da formula de contorno de Green, onde o



.100.

deslocamento e a forga de superficie correspondem, respectivamen
te, a temperatura.e ao fluxo no contorno em problemas de condu-

gao de calor.

C método dos elementos de contorno pode ser formulado
usando~se dois enfoques diferentes, chamados método indireto e

metodo direto.

Cémo qualquer fungdo harmonica péde ser representada por
uma distribuicao de potencial, podemos formular o problema .da con
dugdo ae calor usando potenciais de camada simples e/ou  camada
dupla gerados por distribuigdes continuas de fontes sobre T. A
satisfagao das condigbes de contorno leva a equagdes integrais en

volvendo como incdgnitas as densidades de fonte.

Estas equacoes integrais podem ser resolvidas numeri-
camente através da discretizagdo do contorno em elementos nos
quais se admite uma certa lei de variacgao da distribuicdo de fon

tes.

‘Fste tipo de formulagéo & conhecido. como formulagao in
direta por .nao fornecer diretamente como solucao o potencial e
sua derivada normal e apresenta a desvantagem conceitual da in-
trodugao de fontes,que normalmente ndo tém relagdo com a fisica

do problema [ §7].

Quando os valores do potencial e da sua derivada nor-
mal sobre I' fazem o papel de densidades de fontes que geram u em

todo o dominio f,temos a formulagcdo direta. Esta pode ser obti-
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da pela 3% identidade de Green ou por residuos ponderados, como

mostrado a seguir.

A formulagdo direta, além de fornecer diretamente como
incégnitas o potencial e sua derivada normal, permite que traba-
lhemos com superficies regulares de Kellogg [ 29],que admitem a -
existencia de vértices e arestas; na formulagdo indireta saoc per

mitidas apenas superficies de Liapunov ("suaves').

II11.2 - FQRMULACAO .DIRETA DO METODO .DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

PARA A EQUACAQ DE LAPLACE

Para facilitar a exposigéo,aprgsentamos nesta secao
a formulacdo do método dos elementos de contorno para o proble-
ma de condugao sem geragao interna de calor {(equacgdo de laplace):;
antes de passarmos a implementacdo nu@érica na segao ITI.4, en-
tretanto, examinamos as modificagéés necessdrias a consideracdo

de fontes no dominioc (equagdo de Poisson) na segdo IIT.3.

Em uma primeira etapa do método, a equacdo diferencial
do problema e suas condi¢oes de contorne sao transformadas em uma
equagao integral de contorno que fornece a temperatura em um pon
to qualquer do interior do dominio em funcdo. dos valores da tem-
peratura (u) e sua derivada normal (v) no contornc. Isto & fei
to através da segunda formula de Green e, alternativamente, pelo

método dos residuos ponderados.

Nos dois casos usamos a funcao generalizada delta de

Dirac; em seguida, mostramos como os mesmos resultados podem ser
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obtidos sem o uso do delta de Dirac.

Para que esta equagao integral~possa ser usadé,é neces
sario que conhegamos tanto u quanto v no contorno. Isto e feito
em uma segunda etapa que consiste em fazermos o limife,da expres
sao da temperatura em um ponto interno quando este ponto tende
para o contorno. Este limite nos fornece uma -equagdo  integral
que relaciona apenas valores de u e v no contorno; a solugaoc nu
mérica desta equagao integral na segao III.4 éompleta a descri-

gdo do método para o caso linear.
Uma vez resolvido o problema no’ contorno, apresentamos
as expressoes da temperatura e dos fluxos em pontos internos .qudis

quer.

3.2.1 - Transformagdo da equacao de Laplace em uma

equacdo integral de contorno usando a segunda

identidade de Green

Como vimos no capitulo II, problemas de condugdo de ca
lor em um meio sdlido hcomogéneo e isotrdpico em regime permanen-
te sao descritos pela equagdo de Poisson,quando podemos admitir

que a condutividade nao varia com a temperatura.
A consideracao do problema de condugao de calor com.con
dutividade variavel com a temperatura e/ou com condigdes de con-

torno naoc lineares & feita no capitulo IV.

Inicialmente formulamos o método dos elementos de con-
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torno para regides onde nao haja‘gepagéo de calor e, neste caso,
a equacgao do problema passa a ser a equagac. de Laplace. Em meios
ortotropicos, pof meio de uma transformagdo de variaveis, a for-
mulagao fica praticamente a mesma da equagao de Laplace, como po

de ser visto em- [ 137].

A extensao do método para a equacao de Poisson € feita
na segao III.3 e a consideragao de vegioes formadas por mais de
uma sub-regiac homogenea,na segao III.5.

Seja 2 um dominio limitado pelo contorno T, como mos-

trado na figura 3.1. A equagao de Laplace pode ser escrita co-

mo

viu(p) = 0 , p e f (3.1)

L =01+

FIGURA 3. - Dominio e contorno do problemqg.
sujeita as.condigdes de contorno

u(P) = u(P) , P e Fl : temperatura prescrita (3.2a)
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e
v(P) = v(P) , Pe F2 :fluxo prescrito (3.2b)

onde

u({p) & a temperatura no dominio,

u(P) & a temperatura no .contorno,

v(P) = 3u (P) € a derivada da temperatura com relacdo a nor-
an (P) '

mal ao contorno
e

n(P) & a normal (unitdria) ao contorno I,dirigida para fora do

dominio Q.

A condigdo de contorno de convecgdo linear & considera
da na segao III.4, enquanto que as condigoes de contorno nao 1i

neares serdao vistas no capitulo IV.

0 dominio @ aqui considerado pode ser bidimensional ou

tridimensional.

‘Estamos interessados em transformar a equagdac de Lapla
ce em uma equagao integral de contorno. Como vimos ne capitulo
I1, o teorema de Gauss permite transformar. integrais de dominio
em integrais de contorno e tem como corolaric a segunda formula

de Green, repetida aqui por conveniencia:
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(Wv2¢ - ¢v2y) dg = | (p 22 - ¢ 3 gr (3.3)
an an

Esta expressdo & valida para quaisquer fungOes ¢ e ¢
com derivadas parciais continuas até pelo menos segunda ordem.Se
adotarmos como fungdo Y a fungdo u que & solugao da equagao de
Laplace na regiac @ de contorno ', o termo -¢V?y se anula e a

expressao (3.3) passa a ser escrita como

uv2¢ do = (u 2% - 4v) ar (3.4)
: an

Como queremos eliminar a integragao no dominio, envol-
vendo a incdgnita u, escolhemos para funcdo ¢.a solugdo fundamen
tal. Esta -funcdao nos.da a temperatura em um ponte p qualquer de
um meio homogeneo infinito devida a existencia de uma fonte pon-

tual unitaria localizada no ponto s.

A equacao de Poisson,correspondente a solugac fundamen

tal,pode ser escrita como

Vzu*(s;p) = 7 8&s5p) P € ” (3.5)

onde
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uh(s;p) & a solucgac fundamental,
S (s;p) €& o delta de Dirac e

Q e um dominio infinito

Como vimos, a solugao fundamental & dada por

ux(s;p) = L em 3 dimensoces (3.6)
LKmr
e
= . _ 1 1 . -
u (s3p) = gn { = ) em 2 dimensoes (3.7)
2K w r

onde r & a distancia entre o ponto onde se localiza a fonte (s)

e o ponto onde se mede a temperatura (p).

Ao se isolar um dominioc @ limitado pelo contorno T,den
tro do dominio infinito @ , pode-se calcular a derivada em rela-
cdao a normal ao contorno T,pela regra da cadeia,como

v“(s;P) _du (s;P)  3r(s;P)

(3.8)
gr(s:P) an (F)
Portanto
VH(Sip) z - L 3r(s:P) on 3 dimensdes (3.9)
YK m r? 3n (P)
e
vd(S;P)'= - 1 9r(s;P) em 2 dimensoes (3.10)

2K 7 p on (P)
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E importante 1embpar que estamos tpabalhando com as so
lugoes de dois problemas na expressdo (3.3). Uma delas & a solu
¢ao u-da equacdc de Laplace que queremos determinar para a geomg
tria do problema e condigoes de contorno impostas; a outra & a.

solucao fundamental u conhecida.e correspondente a fontes unité

rias pontuais aplicadas ac dominio infinito.

Por analogia com a teoria do potencial, chamamos de pon
to fonte o ponto de aplicacao da fonte'pontual unitaria que gera
a solugdo u a ser usada na expressdo (3.4). Chamamos de pontos

campo,0s pontos nos.quais calculamos a temperatura causada pela

fonte pontual.

Como as .expressces que serao obtidas para pontosdo con
torno diferem das obtidas para pontos do dominio, usamos letras
maiGsculas para designar pontos do contorno (S para fonte e P
para campo) e letras miniisculas para pontos do dominio (s  para

fonte e p para campo).

Substituindo na expressac (3.4) ¢ por'ux para um ponto

fonte no dominio. e explicitando a dependéncia das fungdes temos:

“ulp) v u (sip)
K
Q It

dQ(p) u(P) vﬁ(s;P) dar{(») -

- | vp) u¥is;p) drep (3.11)
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Como a solugac fundamental satisfaz a equagao de Pois-
son (3.5), podemos escrever a integral de dominio,usando a proprie

dade do delta de Dirac,como:

u(p) 8(s;p) da(p) _ _ uls)

(3.12)
K K
§
Levando este resultado a equacgao (3.11),obtemos
uls) * o _ o
=== 4 u{P) v (s3P) dr(p) = v{(P) u (s3;P) dr'(p) (3.13)
K

ot
-~

Se multiplicarmos por K as expressées.de u e v ( o
que equivale a termos uma fonte pontual de valor igual a conduti

vidade ),obtemos a terceira identidade de Green:

u(s) + | u(P) v (s3P) dr(P) = | v(P) u (s;P) dT(P) (3.14)

A eguagdo (3.1l4) representa uma fungdo harmonica pela
superposicao de um potencial de - camada simples, de - densidade
K+«v(P),com um potencial de camada dupla de densidade - K-u(P).Em
outras palavras, a temperatura em pontos internos pode ser calcu

lada em fungaoc da temperatura e sua derivada normal no contorno.

3.2.2 - Obtengao da equacgdo integral de ‘contorno

"usando o método dos residuos ponderados .

Uma forma alternativa de obtermos a integral de contor
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no (3.14) & através do uso de residuos.ponderados [ 11].

A vantagem de se usar uma técnica de residuos pondera
dos & a sua generalidade; no caso.de elementos de contorno, ela
permite uma extensdo imediata do método para solugdo de equagoes

diferenciais parciais mais complexas.

0 fato de tambem poder ser usada para formular outras
técnicas numéricas clissicas,como diferengas finitas e elementos
finitos,torna mais fdcil a combinagido destes métodos com o méto-

do dos elementos de contorno.

Estamos procurando uma solugdo aproximada para o pro-
blema governade pela equacdo. (3.1) sujeito as condigdes de con-
torno do tipo (3.2a) prescritas sobre a parte Fl do contorno e

do tipo (3.2b) prescritas sobre Fz.

Podemos definir tres fungoes de erro,que deveriam se

anular no caso de termos a solugdc exata:

elp) = Viu(p) em (3.15a)
el(P) = u(P) - u(p) em Pl (3.15b)
Ez(P) = v(P) - v(P) em T2 (3.15¢)

Esses erros podem ser minimizados,escrevendo-se:
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e(p} ux(s;p) de(p} = 0 (3.16a)
9
e (P) v (s3P) dr(p) = 0 (3.16b)
T
1
e (P) u (s3P) dr(p) = 0 (3.16¢)
T
2.
onde u e v foram usadas como funcdes de ponderagao.
As expressoes (3.l6a) ~ (3.16c) sao dimensionalmente

homogéneas e podem ser combinadas na seguinte expressao de resi-

duos ponderados:

T2u(p) u' (s;p) dalp) = Cv(P) -%(2) ] u'(s;P) dr(p) -

[Cu(P) - T(P) ] v (s;P) ar(p) (3.17)

Esta & uma expressao do.tipo misto pois envolve como.

incSgnitas u e v. Aplicando a 2% férmula de Green 3 integral de

volume, temos:
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(

V2u(p) u*(s;p) de(p). Vzu*(s;p).u(p) ag(p) +

| w(P) u(s;P) dAr(p) w(P) v (s3P) dr(p) (3.18)

I

Levando em conta que T = Fl + Fz, podemos escrever (3.18)

como
v2u"(s3p) ulp) dalp) = TW(P) v (s3P) dr(P) +
0 r
1
u(P) v (s3P) dI'(P) - v(P) u’ (s3P) AT(P) -
I T
2 1
T(P) u'(s3P) dr(P) (3.19)
r

que se reduz a expressac (3.11) levando-se em dentd que, em. Tl,
u{P) = u(P) e que, em Tz, v(P) = Vv(P). Da mesma forma, as ex-
pressoes do potencial para pontos internos podem ser deduzidas

como noe item 3.2.1.

Como dissemos na secao II1.8, as mesmas expressoes ob-
tidas com o uso do delta de Dirac podem ser deduzidas através da

analise convenciocnal, como mostrado a seguir.
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delta de Dirac

A rigor, para que apliquemos a 2¢ foérmula de Green em
3.2.1 e 3.2.2 & necessario que u{(p) e u (s,p) tenham derivadas

- - a
parciais continuas atée pelo menos 27 ordem.

Esta condicdo fica satisfeita excluindo-se de {& um do-
minio esférico (ou circular em duas dimensces) de raio e centra-
do no ponto p=s onde ocorre uma singularidade. O dominio passa

a ser {-fle e o contorno T+Te,como mostrado na figura 3.2.

Ao fazermos € tender a zerc, teremos o problema origi

nal e a expressao da terceira identidade de Green.

Em Q-Q¢,a 2% férmula de Green pode ser escrita como:

T (Viulp) ux(sip) - u{p) Vzu*(ssp):] dQip) =
R-R¢

Cu(s3P) v(P) - v (5;P) u(P) ] dT (p) +

+ [u' (s;P) v(P) - v (s;P) u(P) ] dr(p) (3.20)

Te
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FIGURA 3.2 - Extracdo de uma vizinhanga de raio € em torno de um ponto do dominio.

A integral de volume em (3.20) se anula,pois em 2-Q¢:

72ul(p) = 0 (u é solucdo da equacao de Laplace)
e
V2u“(s3p) = 0 (o ponto fonte s esti fora do dominio)

A terceira identidade de Green & obtida ao calcularmos

o limite quando e+0 (T'e -+ 0, Q-0¢ + Q)

Os limites podem ser separados em

L = 2im w(s:P) v(P) ar(p) (3.21)
! e+0 '
e
e
L = gim v (s;P) u(P) dr(p) (3.22)
2 g0

e



.1lu,

Este limite,por sua vez, pode ser desmembrado em

L =L + L (3.23)
2 3 4
onde
L = gim [u(P) -u(s) ] v (s;P) dr(P) (3.24)
3
g0
Te
e
L = %im u(s) v (s;P) dF(P) (3.25)
Y0
T'e

A expressao (3.20) fica entado:

Cu”(s;P) v(P) =v (s;P) u(P) ] dr(p) +L o= L

(3.26)

Analisaremos estes limites para o caso.tridimensional;
no caso bidimensional o procedimento & inteiramente analogo. Nos
varios limites, T & asuperficie de uma esfera de raio e,como mos

e s

trado na figura a seguir.
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FIGURA 3.3 - Superficie esférica de raio € em torno do ponio fonte :
(a) vista geral

{b) corte

Estudaremos inicialmente o limite Lh {3.25).

Um exame da figura 3.3 (b) nos mostra que,em qualquer

ponto P situado na superficie esférica I, r=e e dr/dn = - 1.

Levando isto em conta na expressao (3.9), obtemos

vis,p) = —f— (3.27)

4K me?

Considerando que .o valor da. temperatura em s, u(s), in
depende de £,0 limite Lk pode ser escrito como

L - uls) 2im 1

* K g0 b g2

dr(p) (3.28)

I'e

Como,na expressdo (3.28),a integral corresponde a area
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da superficie esférica Te, temos:

L = ' (3.29)

Admitindo que a temperatura seja continua em p=s, va-
mos examinar o limite L3 dado pela expressao (3.,24).

Como,em toda a superficie Te,v & constante (3.27), po
demos retira-la da integral na expressdo (3.24):

L= gim —1— Cu(P) - uls) ] dar(p) (3.30)

e+D 4K me?
’ Te

Seja W(e) o modulo da malor diferenca entre a tempera-

tura em s e a temperatura em pontos de superficie Te:
W(e) = | u(P) - u(s) | (3.31)

Se,em cada ponto P da  superficie Te, substituirmos

u(P) - u(s) por W(e), temos:

|L3] £ Rim

—_ W) ar(pe) (3.32)
e+0 UK rne?
Te

Levando em conta que a integral em (3.32) corresponde
3 drea da superficie esférica I'e e que W(0) = 0,pela hipitese da

continuidade da temperatura em s, temos

L | £ 1 2im W(e) = 0 (3.33)
: K g+0
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Portanto

L = ' (3.34)

Resta calcular o limite L1 (3.21).

Como,em le,a solucdao fundamental & constante (= L ),
' 4K e
podemos retira-la da integral escrevendo:
L = 2im % v(P) dI(P) (3.35)
! e+0 LKre

Te

Se,no teorema de divergencia,fizermos F = Vu para o do

minio Qe e contorno T'e, teremos:

2 _
Vulp) dalp) = Vu(P)-n(P) dr = 3ulP) ar(p) (3.36)
: T ~ on(P)
fie l'e Te
Em T_ ué harmonica (V?u{p) = 0), portanto:
v(P) dT(P) = 0 (3.37)
l'e

Levando este resultado a expressaoc (3.35),concluimos que

L =0. Substituindo L e L em (3.26),chegamos a mesma expres

sao (3.13),o0btida anteriormente de uma forma mais sucinta atra-

vés do uso da fung@o generalizada delta de Dirac.
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~-3.2.4 - Equacao integral de contorno para pontos fonte

ne contorno

A equagdo (3.1u4) é valida apenas para pontos s do domi
nio e depende de valores de u-e v no contorno, ainda desconheci-
dos; se queremos calcular as incdgnitas no contorno, devemos ob-
ter a expressdc da terceira identidade de Green para pontos S do

contorno..

Para que possamos aplicar a segunda identidade de Green,
eliminamos uma pequena regiao de raio € emtorno do ponto do con-

torno, como mostrado na figura 3.4(a). Levando em conta que, no

ofa
-

dominio Q2-fe,tanto u quanto u sdo harmonicas,chegamos & mesma

expressao (3.26) obtida em 3.2.3.

Ao fazermos o limite guando e~+0, Q-Qe tende a Q, ' -
Te + Te tende a T e s passa a ser um ponto do contorno 5, como

mostrado na figura 3.4 (b).

—_—

L

{a} (b)

FIGURA 3.4 - Consideracdo do potencial em pontos do contorno :
{a) dominic de aplicagdo da segunda férmula de Gresn

{b) situagdo limite quando & —~0O
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Ha duas diferengas importantes com relagdo a dedugao
da expressao feita para pontos internosd. A primeipa diz respei-
to as singularidades que ocorrem quando o ponto fonte S {(para o
qual queremos uma expressao da temperatura) coincide com o.ponto
campo; na terceira identidade ‘de .Green para pontos internocs is-
to nunca acontecia pois o ponto fonte pertencia ao dominio e

05 pontos campo ao contorno.

Uma consequéncia disto & que as integrais em I'-Te de-

vem ser feitas no sentido do valor principal de Cauchy [11].

Qutra diferenca estia no fato de, na expressdo (3.28),
a integral em T_ ser feita apenas em uma parte da superficie esfe
rica.

L= WS g

i K g0 Lre?

dr(p) (3.38)

Te

Como bmwe? & a area da superficie esféria de raio e e

a integral em T. & a area da calota esférica de raio € pertencen

te ao dominio @, o limite acima, que.valia ule) para pontos in
% n
ternos, passa a valer uls) c{S) onde c(8) & a area da calota es

férica pertencente ao dominio © dividida pela area da superficie

esferica.

No caso bidimensional,o coeficiente c(S) & igual ao
comprimento do arco de circulo dividido pelo comprimento da cir-

cunferencia .
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A integral de contorno relacionando incognitas apenas
no contorno também pode ser obtida com a utilizagao do delta de
Dirac. A unica modificagac a ser feita na dedugao .da terceira i-
dentidade de Green diz respeito a integral de dominio que, como

vimos em 2.8, pode ser escrita:

u(p) 6(s;p) de(p) _ - c{S) uls) (3.39)
K K

Substituindo este resultado em (3.11),obtemos a rela-
cdo funcional entre u e v no contorno I ,expressa pela equagio in

tegral
c(S) u(s) + W(P) v (8;P) d4r(p) = v(P) u (S;P) dr(p)

(3.40)

Esta equacdo € o poﬁto de partida para o.processo de
discretizacao usando- elementos de contorno apresentado.em ITI.4. A
partir desta,equagao,ao“nos refepirmOSras solugoes fundamentais,
estaremos admitindo ndo mais uma fonte unitaria, mas uma fonte

2 5

de intensidade X; isto simplifica as expressoes de u e v elimi

nando K de seus denominadores.

A extensdo das equagdes (3.14) e (3.40) para o caso de
regioes infinitas deve ser feita levando-se em consideragac al-
gumas hipoteses adicionais relativas ao comportamento da solucgdo

fundamental e da solugdo do problema'[:llj,' [57]-

Estas hipoteses dizem respeito.ao comportamento das
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fungdes em uma superficie infinitamente distante do contorno in-

terno I' e sao chamadas condigoes de regularidade.

Se ul{p) e v(p) tém um decaimento igual ou mais acentua
do que a respectiva solugdo fundamental, entac as condigoes de re

gularidade sao satisfeitas.

Uma importante consequéncia pratica deste resultado &
que, neste tipo de problema, as equacoes deduzidas para corpos fi
nitos continuam validas sem que haja necessidade de se simular

contornos infinitamente distantes.

Até bem pouco . tempo, a condicac de fluxo auto -equili-
brado para cavidades em meios infinitos era.imposta com a discre
tizacao de contornes suficientemente afastados onde se prescre=-
via a condigde de fluxo nulo. Uma.solugao elegante que evita a

discretizacao de contornos afastados pode ser vista em [:47].

3.2.5 - Potencial e fluxo em pontos .internos

A expressao que fornece o potencial em pontos internos
é obtida diretamente da equacdo (3.14) e fica determinada uma vez

resolvide o problema no contorno:
uls) = | v(P) u"(s;P) dr(P) - [ u(P) v (s;3P) dr(p) (3.41)

0s fluxos internos,em uma direcao 2,podem ser obtidos

pela diferenciagao da expressao acima, levando em conta a lei de

Fourier:
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q, =- K vepy QLGP pepy - ] wepy A GSB) grep
ag(s) 98(s)
r - r
(3.42)

Deve-se observar que, ao.contrario do que acontece em
métodos de dominio (elementos finitos e diferengas finitas), o

calculo dos fluxos nao implica em uma perda de precisdo dos re

a, )

sultados, pois s6 derivamos u e v ,de modo que nac introduzimos

novas aproximagées numéricas.
Além disso, temos a liberdade de escolher o numero de
pontos internos e sua localizagdo, evitando assim calculos des-

necessarios.

ITI.3 -~ FORMULACAQ DIRETA - DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

PARA A EQUACAO DE POISSON

Em presenga de fontes de calor no dominio £, a equagao

que governa a conducao de calor passa a ser a equacgao de Poisson:
V2u(p) + b(p) = 0 , pDeER (3.43)

onde b(p). € uma fungdo conhecida que representa a distribuicao

~de fontes no dominio (= q'''(p)/K).

Ao aplicarmos a segunda identidade de Green,a integral
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Viulp) u*(S;p) (3.44)

ndc se anula mais,pois VZu(p) = - b{(p).

Incluindo esta parcela na expressao -(3.4),obtemos pa-

ra pontos no contorno a seguinte exXpressao:

(
C(S) u(s) + v (S:P) u(P) dT(P) = u (S;P) v(P) dT(P) +

+ | uFesip) ppy anp) (3.45)

A Unica diferenga em relacac a equagao integral (3.40),

correspondente a equacdo de Laplace,esta no termo adicional

B(S) = | u (S;p) b(p) dalp) (3.46)

2
Comé esta integral envolve .apenas funcoes conhecidas,
seu calculo pode ser feito.e sua contribuiééo somada a equagao
de coﬁtorﬁo obtida para a equagao de Laplace; uma conseqiiencia
imediata deste fato & que a equagdo integral (3.45) contém inedg

nitas apenas no contorno.

No casa geral, o calculo da integral de dominic relati
va as fontes distribuidas requer uma discretizaglo do interiordo

corpo em células de geometria simples.
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Estas células (ou celas) sdo usadas unicamente para in
tegragoes no dominio e, ao contrdrio do que ocorre em elementos

- . g - . - . - .
finitos, nao introduzem novas incognitas no dominio [:57].

Em muitos casos praticos,a subdivisdo do dominio em cé
lulas para integracdc das fontes distribuidas pode ser evitada.O
caso mais simples corresponde a uma gerac¢ao.de calor constante em

todo o dominio. A equagao de Poisson fica entao
Viul(p) + b = 0 (3.47)

A solucgao u(p) pode ser decomposta na solugao ulfp) da

equacgao de Laplace mais uma solugdo particular uz(p).

Substituindo esta soma em (3.47) e levando em conta a

linearidade do .operador Laplaciano,podemos escrever
v2u1(p) + vzuch) = -b (3.u48)

0 fato de v, ser uma solucao particular de (3.47) re-

quer que u1 satisfaga a equacao de Laplace.

" Como. o Laplaciano envolve derivadas segundas com vela-
gao a x,y (e z no caso tridimensional), adotamos como solugdo par
ticular um polinomio de segundo grau em x,y(e z) que, substitui-

do na equagac de Poisson, se reduz a uma constante:

uz(p) = a(x?+y?) em duas dimensdes (3.49)
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ou
uz(p) = a(x?+y?+z?) em trés dimensdes (3.50)
onde X,y € z sdao as coordenadas do ponto p.

A constante "a" fica determinada ao substituirmos, na

equacgao de Poisson,a expressao de uz(p):

ué(p) - -2 (x*+y?) no caso Bidimensional (3.51)
_ 4 '
e
u (p) = = b (x?+y2+z%) no caso tridimensional (3.52)
2
6

Unma vez obtida a solugae particular, o problema origi-
nal recai na solugao de uma equagao de Laplace em u . A solucdo
desta equagado exige a transformagao das condigoes de contorno do

problema original.

Em partes do contorno nas quais u & prescrito (=u), te

mos :
u = u-u (3.53a)
Em partes de contorno nas quais v € prescrito (=v):

V.=V -V _ (3.53b)
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Levando-se em conta que v e uma derivada direcional,
2 .

podemos escreve-la como
v =Vu *n (3.54)
No caso bidimensional

vu = 2 (x,y) (3.55)
~ 2 2

no caso. tridimensional

Yu = D o(x,y,2) (3.56)
~ 3

.Em cada pontc do centorno conhecemos x,y (e z}, de modo
que podemos calcular as condigGes de contorno e resolver a equa-
gao de Laplace em u, pelo método dos elementos de contorno; uma
- vez obtida a solugao.em u v basta somar a esta a solugao par-

ticular u , v para termos a solucdo do problema original.
2 2

OQutro caso pertence a uma situacao mais geral na qual
b(P) & uma fungdo harmonica. Usando a idéia do teorema da diver
gencia, & possivel transformar a integral de dominic em uma inte
gral de contorno que pode ser calculada numericamente junto com

as demais integrais de contorno do problema [11 ].

Outra situagao que ocorre freqlentemente e que dispen
sa a subdivisao do dominio ocorre quando podemos considerar as

fontes como pontuais ou distribuidas em linhas [487.
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III.4 - IMPLEMENTACAO NUMERICA

Nesta secdo,examinamos. a solugao da equagaoc integralde
contornc linear (3.40) que relaciona valecres no contorno da tem-
peratura u e de sua derivada em relagdao a normal exterior v. Co
mo a solucdc analitica dessa equagdo s0. & possivel em casos  de
geometrias e‘condigaes de contorno bem simples, . nos casos mais

gerais deve-se empregar um processo -numérico que reduza as equa-

¢oes integrais a uma forma algebrica.

As caracteristicas basicas deste processo constituem a
esséncia do método dos elementos de contorno [[11] e podem ser

resumidas nos seguintes passos:

(a) Q0 contorno original T & aproximado por uma série de ele-
mentos nos quais a variagao espacial de u e v.eé aproxima
da por funcces que interpolam localmente u e v em termos

dos seus valores nos pontos nodais de cada elemento.

(b} A equagao integral (3.40) & aplicada,.em forma discretiza
da, a cada ponto nodal & do contorno e as integrais sao
calculadas (em geral de forma numérica aproximada) sobre
cada elemento. Isto fornece um sistema de N equagoes al-

- gébricas envolvendo N valores nodais de u e N valores no

dalis de wv.

() As condigoes de contorno sao impostas atraves dos valores
conhecidos de u, v ou de uma relagao linear entre u e Vv

em cada ndé do contorno. Desta forma, obtém-se um siste-
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ma de equagdes. algébricas que pode ser resolvido para as

N incognitas restantes.

Una. vez obtida a solugao no.contorno, tanto a tempera-
tura quanto .suas derivadas (e portanto fluxos) podem ser obtidas
em pontos internos arbitrarios, por meio das equagees (3.4l) e

(3.42) também em forma discretizada.

A seguir detalhamos cada uma das etapas de solugaoc nu-
mérica descritas. Como o.objetivo deste capitulo & dar uma no-
¢do do metodo dos elementos de contorno a ser usado nos proble-
mas nao lineares no proximo capitulo, deixamos detalhes para as

diversas referéncias bibliograficas, em particular [ 9], [11]]

[57].

3.4.1 - Discretizacao do. contorno

A seguir,descrevemos o pfbcesso de discretizacdoem Ele
mentos de Contorno para a equagao de Laplace, sujeita a condi-
coes de contorno lineares; como a presenca de fontes no dominio
nio introduz novas incdgnitas, adiamos a consideracdo déstas pa-

ra o item 3.4.3,

Como ,na equagdo (3.u40),todos os pontos.fonte e campo

estao sobre o .contorno, simplificaremos a notagao escrevendo:

C(EY ul(g) + v*(E;x) ulx) dr(x) = u*(E;x) v(x) dri{x)

T T

(3.57)
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onde £ & um pontc fonte no contorno e x um ponto campo generico

do contorno.

Hi,basicamente,dois tipos de aproximagao na solugdo nu
mérica da equacdo..(3.57). A primeira diz respeito a geometria do
contorno e a segunda a variacao das funcodes u e v dentro de cada
elemento. Nos dois casos,usamos- fungoes de interpolagao em ter-
mos .de valores em pontos nodais. Estas fungSes, geralmente po-
linomiais, sdac do mesmo tipo das usadas em elementos finitos; 50
que em uma:dimenséo a menos; assim, em problemas. tridimensiconais
temos elementos de contorno de superficie e em problemas bidimen

sionais elementos de contorno na forma de segmentos de curvas.

Para cada tipo de dominio (bidimensional ou tridimen-
sional) teremos diferentes tipos de elementos,dependendo da fun

¢a0 que interpola-.a geometria e as funcdes u e v dentro de cada

elemento [ 8 | - [11], [[23], [48], [57].

Em dominios bidimensionais, os elementos usados. mais
freqlentemente sdaoc mostrados na figura 3.5 e brevemente descri-

tos a seguir:
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b, :i: ; | i: ;
{a) (b} {¢c)
FIGURA 3.5 - FElementos de contorno mais comuns em duas dimensoss:
(a) elementos constantes

(b} elementos lineares

(c)elementos quadrdticos

(a) elementos constantes

‘Nestes elementos,o contorno & aproximado por segmentos
de reta; os valores de u e v estdo associados ao nd localizado rno
ceatro do elemento e sao admitidos constantes dentro de cada ele

mento.

(b) " elementos lineares

A aproximagdo da geometria do contorno &€ a mesma usada
para os elementos constantes; os valores de u e v podem variar 1i
nearmente dentro de cada elemento, em funcao dos valores nos dois

nos localizados nos extremos de cada segmento.
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(c) elementos quadraticos

A aproximacdao tanto da geometria do contorno, quanto
das fungoes u e v & quadratica dentro de cada elemento, em fun-

gdo dos valores assumidos nos dois nds extremos e nd central.

Ao aproximarmos o contorno original I' por uma série’de
elementos I . as integrais presentes na equagaoc (3.57) sac subs-
tituidas por uma soma de integrais sobre os elementos Fe. Em
cada ponto nodal Ei dos elementos de contorno podemos escrever

C(g;) ulg,) + ulx) v (g% AT(x) =

1 e~117

e=1

T
e

v U (B0 drix) (3.58)

1t B~

onde E & o numero de elementos de contorno Fe.

A seguir, examinaremos o caso bidimensional representa
-do na figura 3.6. Os procedimentos para o caso tridimensional se

~guem a mesma idéia e podem ser vistos enl[:57].



L132.

y
'\gebmeMo
\F
X
FIGURA 3.6 - SubdivisGo do contorno de um problema bidimensional.
As coordenadas cartesianas x(e) dos pontos do contorno

discretizado,pertencentes a um elemento Fe,podem ser expressas em

termos de fungdes de interpolagao [ M | e das coordenadas nodais

x(m)

-~

do elemento.,como:

x® = tng x™® | (3.59)

A mesma idéia pode ser usada para interpolar as  fun-

goes u e v no elemento r.:

w® g u™ - (3.60)
vieh o ong o | (3.61)
(n) {(n) - .
onde os vetores u e v contem os valores nodais de tempera-

-~ ~

tura e derivadas da temperatura em relagcaoc a normal exterior ao

dominio.
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Nas expressces (3.60) e (3.681),u e v sao interpolados
no elemento I', pela.mesma fungdo "[ N [; isto ndo & obrigatorio,
mas & bem comum devido as simplificacdes que traz em termos  de

implementac3o computacional .

Admitindo que o contorno I' seja discretizado em E ele-
mentos T_, a equacao (3.58) pode ser escrita,para um ponto nodal

"i" como:

2 | (n)
c: ouy + 3 ( Vi, LNTdD u

= J. | °
e

E C. .
( u . N ar) v . (3.62)
) s LN

.I"e

Como ‘as fungoes de interpolagdo [ M | e [N ] sao nor-
malmente expressas em termos de uma coordenada adimensional n, e
necessario relacionar dI' com o sistema de coordenadas intrinse-

cas:

dr = |J| dn (3.63)

No caso bidimensional,o. Jacobiano da transformacao de

coordenadas e dado por

I
2 2
gl = /// ¢ 4 (9 (3.64)

dn dn

No item seguinte ,descrevemos o calculo dos coeficien-

tes de influencia; este cilculo & apresentado com mais detalhes
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para o elementc constante em 3.4.4.

Na expressdo (3.82),as integrais envolvem a solugao fun
% &% -
damental u ;e Sua derivada normal v o & @ fungac de interpola
gdo [ N7]. Todas estas fungoes ficam determinadas uma vez conhe
cida a geometria do contorno.e permitem reduzir a equagao inte-
gral a uma equacgao algébrica relacionando valores de u e v en

pontos nodais do contorno.

Estas integrais sdo conhecidas como coeficientes de in

fluéncia, pois relacionam os valores de u e v no ponto fonte "i"

com os valores de u e v no elemento campo "e".

Embora em casos simples seja possivel calcular os coe-
ficientes de influéncia analiticamente, este calculo & geralmen
te feito por integracdes numéricas (do tipe Gauss-Legendre),pois
conduzem a procedimentos mais eficientes e que podem ser wusados

para fungodes de interpolacao de ordem mais elevada.

Quando o no "i" pertence ao elemento Fe,devemos tomar

cuidados especiais devido a singularidade que ocorre quando r=0.

Nos casos normais,em que o nd "i" nao.pertence ao elemento Tos

as integrais sao obtidas numericamente por Gauss-Legendre:
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1
o [Ny T ar = | Ve [ne ] g dn =
T -1
e
K %
yoolal ow (v N ) (3.65)
L 19 e D Dy
l .
. u¥ () [ N(n) ] ar = ) (N () [J] an =
r -1
e
K : * '
kzl IJIk w, (- Ny (3.66)

onde k & o numero de pontos de integragdo e w, o fator de ponde-
ragcao de Gauss associade ao ponto k (determinado pelas abscissas

de Gauss).

Normalmente sdoc usados quatro pontos de integracao(que
permitem integrar exatamente polinomios de grau 7). Este nlmero
pode ser otimizado em esquemas de integracaoc seletiva,em funcao
da distdncia entre os pontos fonte e os pontos campo e do tama-

nho dos elementos campo (onde se di a integragdo).

Antes de apresentarmos o cilculo dos coeficientes de
influencia, apresentamos a. expressdo matricial do método dos ele

mentos de contorno no proximoc item.
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" Contorno

Consideraremos, a seguir, as expressoes de elemento de .
contorno para o elemento constante bidimensional. Isto se justi
fica ndo sO pela sua simplicidade,mas também pelo fato dos resul
tados obtidos com o seu usc serem muito bons em problemas de po-

tencial.

Como vimos, a aproximagao da geometria & feita por N
segmentos de reta,nos quais se define um ponto médio (nd) onde
as incognitas u e v sd3c consideradas. O elementd e denominado cons
tante pois tanto u gquanto v séo:admitidos constantes em cada seg
mento (elemento). A expressao matricial a que se chega,envolven
do valores nodais de u e v & identica a obtida para outros tipos
de elementos; a Unica diferenga é a expressio dos coeficientes de

influéncia que podem ser vistos em [ 57].

No caso de elementos constantes, o no funcional esta lo

calizade no meio do segmento de reta,onde o contorno & "suave",
1 - ‘o

portanto, C; = — Como ,em cada elemento,uj e Vj sac admitidos
) :

constantes e o numero de elementos E coincide com o numero de nos

N, podemos escrever (3.62) como

N El N r
u. + ) u. v, dr = ) v, u .. dr (3.67)

As integrais nos elementos Fj representam a influéncia

de uma fonte unitaria em um espago infinito sobre os pontos cam-
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pos em I'j. Estas integrais, como. vimos, sao chamadas de coefici
entes de influencia; por dependerem apenas da geometria e da so
lugao fundamental,podem ser integradas fornecendo uma equagao al
gébrica relacionando valores de u e v nos pontos nodais. = Isto

permite escrever a equacac (3.67) como:

] )
} u. H.. = v. G.. (3.68)
53103 i 42 3 A .
onde
=B, +C.6..=0..+L s, (3.69)
ij ij i 7ij i 9 iy )
Gys = wyyodro, . (3.70)
T.
]
His = vig o dr ) (3.71)
T.
]
e
1 se 1=
6ij & o delta de Kronecker =

Escrevendo a equagao (3.68) para cada um dos N ndg fun

cionais do contorno,cbtemos



.138.

N
u.. = .y G.. V. i=l, ... N (3.72)

1~
s

que pode ser expressa,em forma matricial como

CeJu = [6]v (3.73)

onde [H ] e [[6] sdo matrizes cheias, ndo simétricas de ordem

N,

u € o vetor que contém os valores das temperaturas nos N pon
tos nodais

v & o vetor que contém os valores das derivadas normais nos N

pontos nodais.

Este sistema contém N equagdes correspondentes.aos pon
tos nodais e 2N incOgnitas cbrrespondentés aos valores de u e v
nos pontos nodais. A indeterminacdo do sistema &.levantado  ao
prescrevermos as condigoes de contorno nos N nds,como sera mos-

trado no item 3.4.5.

Ao usarmos outros tipos de elementos,as integrais em

cada elemento,que definem os coeficientes de influéncia g e h,

ofa
v

contém em seu integrando u ou v multiplicados pelas fungdes de

[
L

interpolagdo. Somando as influeéncias dos elementos em cada nho,
obtemos um sistema. de equagoes da mesma forma que (3.73),no qual
as variaveis sdo os valores nodais de u e v e a dependéncia da

forma do contorno e das fungoes de interpolagao de u e v em cada
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elemento esta considerada nos coeficientes de influencia Hij e

G'j‘ Detalhes relativos a outros elementos para problemas bidl
1 . . . . .
mensionais e tridimensionais (inclusive o caso axissimetrico) po

dem ser encontrados em [ 9], [11], [57].

No caso mais geral,os termos H.. da diagonal‘da matriz
[[H ], que correspondem acs coeficientes Cs mais os valores prin
cipais ﬁii’ podem ser calculados pela.condigao de fluxo nulo pa-
ra um estado de potencial constante. Aplicando esta condigdo a

equagao (3.73), temos

u [H][I] =0 (3.74)
onde [ I ] & a matriz identidade de ordem N.

Expandindo (3.7%#), temos:

N
} Hi.ous =0 (3.75)
321 J ]
que fornece
Hii = _z Hij 121,2’|unN (3.76)
1=1
J#1

Isto equivale aos movimentos de corpo rigido da elasti
cidade e foi usado primeiramente em elementos de contorno por
Symm [45]. Esta expressdo sé & valida para regides finitas; pa

ra regices infinitas, ao ndao discretizarmos contornos infinita-
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mente distantes, estamos implicitamente admitindo que a tempera-
tura e o fluxo tém o mesmo decaimento.da solugac fundamental, de
modo que a condicdo de fluxo nulc para potencial constante vicla

as condig¢oes de regularidade.

Neste caso,a expressao dos termos da diagonal da ma-

triz [ H ] passa a ser [ 57]:

Hy g i=1,2,... N (3.77)

ja s

11

—

[
[ PP Y
N~

SN

As expressoces (3.76) e (3.77) fornecem uma forma con-
veniente de calcularmos Hii sem a necessidade de calcularmos ana
liticamente os coeficientes C, e as integrais ﬁii fortemente sin
gulares e integraveis apenas no sentido do valor principal de

Cauchy.

Cabe observar que a matriz\[}ij de corpos finitos &
singular,pois,como vimos,[}i] u = 0 admite infinitas solugoes
naoc triviais correspondentes a superposigao de estados de tempe-
ratura constante. No caso de dominios . infinitos,em que admiti-
mos que as condigoes.de regularidade sejam satisfeitas, a super-
posicdo de estaddos. de temperatura constante ndo & mais livre e

faz com que [ H | deixe de ser singular.

Como vimos na secaoc IIL. 3, a consideracac de fontes no
dominio ndo introduz novas incognitas,ja que a integral no domi-
nio sd envolve termos conhecidos. A equacgd3o integral de contor

no recebe um contribuicio nolado direito de modo que a equacgao dis
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cretizada (3.58) se +torna:

E % E %
C(E;) ulE;) + ezl u(x) v (E5,x) dI'(x) = ézl v u (g ,x) dI(x) +
r_ T
+ B. (3.78)
1

onde Ei traduz a influéncia das cargas distribuidas no  dominio

sobre o no "i".

Assim,a equagac (3.72) passa a ser

(3.79)

I 12
ol
1

I ~1=
<
+
il
|_|
"
I_I
=

ou,em forma matricial:
[(H]Ju=[6]v+ D (3.80)

onde b contém os termos (conhecidos) relativos a fontes no domi-

nio.

A introduc¢do das condigdes de contorno é apresentada
em 3.4.5, apds considerarmos o cdlculo dos. coeficientes de  in-

fluencia para elementos constantes bidimensionais.
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Para-darmos uma ideia de comc sdaoc calculados. os coefi-
cientes de influéncia, mostramos aqui.as expressdes corresponden
tes aos elementos bidimensionais constantes. O calculo dos coe
ficientes para outros tipos de elementos nao apresenta dificulda

des especiais e pode ser visto em [ 9 |, [117], [ 57].

0s coeficientes de influéncia,definidos pelas inte-

grais

dr (3.81)

podem ser calculados numericamente usando-~se uma regra de inte-
gragac de Gauss como visto em 3.4.2 para todos os.elementos, ex-

ceto quando ha uma singularidade (iz=3).

A fim de padronizar o cilculo humérico das integrais.

H e Gij,usa—se uma transformacdao de varidveis que associa 0

ij
comprimento de arco a uma coordenada adimensicnal,como mostrado

na figura 3.7.
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FIGURA 37 - Sistema de coordenadas pdra o elemenfo constante.

Para um ponto genérico do elemento Fj,podemos escrever

2.
T. = — (n + 1) (3.82)

J 2

diferenciando esta expressao .obtemos a relacac que nos permite

integrar em n:

L.
ar, = -3 dn - (3.83)
] 2
2’ 3 -
onde |J| = ~1 & o jacobiano desta mudanga de coordenados.
-2

Como as coordenadas de um ponto genérico,localizado em

um elemento Fj,séo interpoladas linearmente, temos:

X = 1 (1 - n) x + 1 (1 + n) x (3.84a)
y; 1 2 2



Clhy,

(1 -n) Y + 2 (1L + ®) y {3.84Db)

2 2

1
2

y:

onde x , y sdo as coordenadas do ponto extremo 1 indicado na
1 1

figura 3.7 e

X 59, as coordenadas do ponto 2.

Estas relagoes podem ser escritas,matricialmente,como

X

R - up x'™ (3.85)

iy

onde
M1 0 M2 O
L] = ,
0 M1l O M2

(m)

X = { x1, yl, x2, y2 }T ,
ML = L (1-n) e

2
M2 = L (14m)

2

A forma das fungoes de interpolagao Ml e M2 pode ser

vista na figura 3.8.
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FIGURA 3.8 - Funcdes de interpolagdc da geometria do elemento constante.

As temperaturas e derivadas normais sao admitidas cons
tantes dentro de cada elemento e iguais ao seu valor no ponto

médio do elemento:

u = u. R v = V. (3.86)

Quando o nd "i" ndo pertence ac elemento Fj’ a integra

cdo, comc vimos, & feita por Gauss-Legendre:

1
- & R’j = 9‘3 K B3
i3 —Hlj = Vis ar = —; i3 dn = f; kzl w, v (E53%)
Tj -
(3.87)
1
¥ 2j % 23 K %
T i3 al = - i3 an = -é— kgl o, u (E:5%) (3.88)
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onde &, & o ponto fonte associado ao né "i" e x, & o ponto campo
associado a abscissa de Gauss X, -
o i inei com o né "j",as integrais sao
uando o no "i" coincide no "j", teg

feitas analiticamente, sendc

ofe

i1 ng dl' no sentido do valor principal de Cauchy

jasps
"

No elemento constante, ao integrarmos sobre um elemen

to que contém o ponto fonte (iZj), o raio vetor que parte do pon

fraon

to fonte "i" e se dirige para qualquer ponto campo do elemento &

sempre perpendicular a normal. Isto implica que

& Bui. Bri.
vio o= 1. 1l - (3.89)
J ar. . an
1]
e portanto
_ = 1 .1

Uma forma alternativa de se obter Hii é através das re

lacoes (3.76) e (3.77).

Finalmente,o coeficiente da diagonal da matriz | G | &

dado por
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. A2
23/2 23/
C.. = e, dr= -2 4 L | en v dr. (3.91)
ii ij o 3
“2./2 ©
J
como 4P = dr,
Q.72
] % )
G.. = it ¢n v dp = =3 n = + 1 (3.92)
11
s 2 g

3.4.5 - Introducao das Condigoes de Contorno

0 sistema de equacdes algébricas (3.73) ou (3.80) pos-
sui N equagOes correspondentes aos nés do contorno e 2N incdgni-
tas u e v. A consideracao das N condigoes de contorno ( uma em
cada nd ) diminul o nUmero de incognitas para N e permite que re

ordenemos © sistema (3.80) como:

[Alx=[R]r+H (3.93)

onde x & o vetor que contém as incognitas u ou v de cada nod,

& o vetor que contém valores prescritos das condigCes de

tH

contorno,
e b é o vetor que contém a contribuicao das fontes de calor

-~ .
no dominio.

Efetuando o produto matricial do lado direito da equa-
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cdo (3.93) e somando o vetor resultante ao vetor b,podemos escre

ver o sistema de equagdes como
onde [:A:I & uma matriz cheia e ndo simétrica de ordem N.

Para condigoes de contorno lineares,este sistema de
equacgoes também € linear e pode ser resolvido diretamente  pelo
método de eliminagao de Gauss, fornecendo como solugdao os valo-

res de u onde v era prescrito e v onde u era prescrito.

Em termos computacionais, as matrizes [ H ] e [6]
nac precisam ser montadas (o que corresponderia ao dobro da area
de memoria necessaria a matriz [ A [). Ap6s o cadlculo de cada
coeficiente Hij e Gij,eles ja sdao montados diretamente,na matriz
[[A] ou no vetor de termos independentes f,em fungdo do tipo de
condicao de contorno prescrita.

As diferentes expressces dos termos Ajss %5 e £ sao

3773
obtidas substituindo-se a expressao de condigao de contorno na

equacdo abaixo
u. = ) G.. V. (3.95)
]

e comparando,termo a termo,com a expressac
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I A, x. = f. (3.96)

Cabe observar que,em presenca de fontes no dominio, fi
sempre recebe a contribuicaoc Bi (omitida por simplicidade nas ex

pressoes abaixo).

Assim:

i) Para pontos nodais J pertencentes a contornos Fu,nos quais
a temperatura & prescrita, temos uj = Ej que substituido em

(3.95) fornece, apds reordenacdo:

-} G..v.=- ) H.u (3.97)

X. = V. ; A.. = - G.. (3.98)

-] H.. u. : contribuigdo para f.
Ser 1173 i
u

ii) Para pontos nodais j pertencentes a contornos Fq,nos guais

o fluxo & prescrito, temos,pela lei de Fourier,que

q.-
v. = - —4
J K



.150.

Substituindo esta expressao em (3.95), obtemos

_a‘
) H.. ou. =) G.. ( —= ) (3.99)
jerq *4 3 Jerq K
que implica em:
X. = u. A.. = H.. (3.100)
3 J 1] 1]
a; N
-7 G.. — : contribuicao para f.
JerT 11k +
d

1ii) Para pontos nodais 3 pertencentes a contornos T, sujelitos a

convecgao, levando em conta as expressoes do fluxo convectivo

e da lei de Fourier, temos v. = = (u. - u_.).
K 37 el

Substituindo esta expressao em (3.95), obtemos:

h.
JH..oou. o= 7 G.. 4 - =L C(u. - u_.) (3.101)
jere 3 ) jelc ) K ] cJ
que pode ser reordenado como
h. h.
} .+ Gs o L) we=7 6. s 2w (3.102)
jeTe J K J jeTc +3 K cJ

comparando (3.102) com (3.96), obtemos:
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h.
X. = U. 3 As. = H.. + G,. » —3 (3.103)
S c5 R & T T
hj _
) G5 ° Ugy contribuigdo para f;
jefc K

Matricialmente,a recordenagac corresponde a troca de co
lunas (juntamente com seus sinais),das matrizes [ H Je [_ G ],que
multiplicam a condigao de contorno prescrita. Quando hd condi-
goes de contorno nao lineares,guardamos as colunas da matriz
[}3],correSpondentes aos nos sujeitos a condigdes de contorno
nao lineares,evitando que,a cada iteragac, as mesmas integrais

sejam recalculadas.

Como vimos no capitulo II, a condigdo de contorno de
radiacdo pode ser fatorada e interpretada, para efeito de cdlcu-
lo, como uma convecgdao ndo linear. Esta interpretagao nos permi
te usar as expressoes (3.103) correspondentes a convecgao, a ca-
da iteragao, na solugdo do sistema de equagtes nac lineares re-
sultante por meio de algoritmos de iteragao direta,como veremos

- - -
no proximo capltulo.

3.4.6 - Cilculo de temperatura e fluxos em pontos internos

Una vez resolvido o sistema (3.8%4), obtemos em todos
os nos do contorno os valores de u onde v era prescrito e vice-
versa. Isto nos permite calcular a temperatura e o fluxo em quais
quer pontos internos por meio das equagoes (3.41) e (3.u42), em

forma discretizada.
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n n .
u, = ) vi. G.. - } u. H.. (3.104)
Y N B =5 T
n 3 = I g
(q,) =-K{ 7 v, —— ar - 7§ u, —— dr (3.105)
L7, . 3 . ]
1 J=1 3% =1 oL
r r.
] ]

Isto completa as expressoes de elementos de contorno a
serem usados no capitulo IV, onde estamos interessados na consi-

deragac das nao linearidades.

I11.5-SUB-RECTIDES

Se a conducdoc de calor se processa em um solide que &
homogeneo apenas por partes, os procedimentos numéricos anterior
mente descritos podem ser aplicados a cada sub-regiao homogenea co

mo se ela fosse separada das demais.

Em cada sub-regiac podemos calcular os coeficientes de

influencia Hij e Gij e montar um sistema de equagoes.

A solugao para cada sub-regido contudo, n3ao -pode ser
obtida isoladamente,pois, nas interfaces,tanto u quanto v sao des
conhecidos. A introdugao de duas relagoes extras por nd de in-
terface permite levantar a indeterminagdo dos sistemas; estas
relagoes sao a condigdc de compatibilidade e a condigdo de equi-
1ibrio e levam a um sistema de equagdes para toda a regido que,

em vez 'de ser cheio, passa a ser blocado [ 9, 1i, 13, 27, 57 ],
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Una vez resoclvido o problema no contornc externo e nas
interfaces, o calculo de temperaturas e fluxos em pontos inter-
nos é feito usando-se as expressoes obtidas anteriormente; nes-
tas expresstes a integracgao & feita apenas sobre o contorno da

sub-regidc a qual pertence o ponto.

A seguir,damos uma idéia deste processo considerando,
inicialmente, uma regido  composta de duas sub-regices &' e {2
de contornos externos I'' e T'?, respectivamente, e interface I1o

como representado na figura 3.9.

{a}
(b}

FIGURA 3.9 - Domhio composto de duas sub-regides

{a) problema original
(b) separagao em sub-regides e discretizagas .

0 sistema de equagdes (3.73), correspondente & regido ',

pode ser escrito como

. u v
ot e ] =|C6" J[C61 ] (3.106)
boti \é:



u e v Sao

das
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.0s vetores que contém as temperaturas e suas deriva-

normais, respectivamente, em nos do contorno externo

os vetores gue contém as temperaturas e suas deriva

normais, respectivamente, na interface FI considevra

da como pertencente a 0!

Admitindo que o numero de nos funcionais seja N no con

torno I'', N

no contorno T'? e N; na interface Ty, -as matrizes

2
[}ﬂ 1 e [:GIEI tem dimensao (N + NI) X N1 e as matrizes [ H}]

1

e [G%:] dimensao (Nl + NI) x Np.

De

modo andlogo, temos para a regido Q2

=
1

RN IR N Ce* Jle6i ] (3.107)

Admitindo um contato perfeito'entre ol e 0

=

2, na inter-

face PI,podemos escrever as condigoes de acoplamento:

=u; =u (compatibilidade) (3.108)

= -g (equilibrio) (3.109)
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0 sinal negativo se deve as orientacdes contrarias das
normais de cada sub-regiao na interface; fisicamente, isto signi
fica que ao termos na interface um fluxo de calor saindo da re-
giao 1 (g > 0), este mesmo fluxo entra na regido 2 (g < 0).

A condigaoc de equilibrio pode ser escrita,em termos das

derivadas normais v, por meio da lei de Fourier, como:

<
"
1
WI’K
[
o]
]

v vy (3.110)

[y

Levando em conta as condigoes (3,108) e (3.110), pode-

mos reescrever (3.106) como

—

u ' .vl
Cu* JCH ] =|Ce* JCe; 1 (3.111)
u v
_ . ~T . ~1
e a equagao (3.107) como
- u’® B - K v’
Le* JUHT ] = |Cer ] 2+ [Cet] o (3.112)
— b ~1 N 2 ~1

Combinando estas duas equacgces matriciais, formamos

O
sistema:
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f— — 19 — -1 [ 11

CeqCmIC o) | |Ce'd Coe JCedll

- F 1;1:[;: - K ‘J YIF (3.113)
CoJCm s ] Co 1 2 reIre]

_ Jte?) L 2 Aty )

que pode ser representado pela expressao (3.73), com a diferen-
ca de que agora as matrizes [ H | e [[G ]| nao sac mais cheias.Lem
brando que na interface tanto u quanto v s3o incdgnitas, o siste

ma (3.113) pode ser reordenado como

_ - _ —
subregifio 1 |[# (] - [etJCo]||~ [e' Lo || v
u
~I |
K y, L= 4 3
subregido ? [G][%j_l[%jtﬁj Y1 CoJLe || v
K
2
-4 1\2 4 —tu T4
r? Iy I rt re¢

(3.114%)

De acordo com as condigoes de contorno impostas,as co
lunas com as submatrizes correspondentes aos contornos externos
I'' e '’ podem trocar suas posigoes (juntamente com o sinal),co-

mo no problema de condugac em uma regiaoc homogenea.

0 sistema assim reordenado pode ser escrito como (3.94),
mas a matriz do sistema deixa de ser chela e tanto u quanto v

nas interfaces sao incognitas.

Em termos computacionais,as matrizes [ G | e [_H | ndo

sao montados para cada sub-regido. Apbs o calcule de cada um dos
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e H.., as contribuigdes a matriz [ A | e ao vetor

elementos Gij i3

de termos independentes sao montadas diretamente.

As mesmas idéias se aplicam a dominios compostos de
mais de duas sub-regioes. 0 caso de uma regiao composta de tres
sub-regioes, visto na figura 3.10,nos permite observa certas carac
teristicas gerais dos sistemas de equagoes obtidos pelo acopla-

mento de sub-regioes.

-[-_III "[133

FIGURA 3.10 - Regidgo composta de trés sub-regio@s

Na figura 3.10 representamos ©0s contornos por meic de
dois Indices. Nas interfaces, o primeiro deles indica a regiao
de menor nimero (3 qual as variaveis estdoc referidas) e o segun-
do a outra regidc; em contornos externos,os dois indices sao

iguais.

Escrevendo ag equagoes de elemento de contorno para ca-
da sub-regiaoc e reunindo-as pelas condigoes de acoplamento, como

vimos anteriormente, chegamos -ao sistema:
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I'1s I'i2 I'is T2 Tas I'33
¥ ¥ ¥ v ' ¥
subr. | : : | i o - 911\
1 [:Hl 1j|EH12]|EH13:[' : |[ a
| ! | I ~12
| } I |
subr. I [ H :]:EH ml 9,
) | 21 I | 22 | 23 [ u
| | I { I ~22
ubr. | j |
SubE i :[H31:I| a]: Haz:lll: Hasj l:!23
3 _ i | | | I . u
LY,
I I'is I'ys Iz I3 I'3s
v v v v ¥ '
[~ | ' l I : 1 v
| | i ~1l1
i i (o T | :
) ! | ! ~12
K t | [ v
= —IEG :l II: o j'[:@, :I | { <13 ¢ (3.115)
K, 21l | 22— 21 v
) K | : K ll ~22
i L1 -_2
| i K EG3 1j P K E Gazj:l: G3 3:[ “‘1'23
i | 3 1 | 3 1 v
L . I ' ! 1 i I ~33 7

que tambeém pode ser escrito na forma (3.73).

0 sistema & blocado e as quadriculas em branco corres-
pondem a elementos nulos. As matrizes [:Hij:] e [:Gij:] repre-
sentam os coeficientes de influencia para pontos fonte localiza-
dos na sub-regiao i, sobre pontos campo na regiao j; gquando i =7,
eles multiplicam valores no contorno e gquando i # j, multiplicam

as incognitas na interface.
Podemos observar no sistema (3.115) ,que:

(a) em "colunas" correspondentes a contornos externos (T..J)>ape

nas os blocos das "linhas" correspondentes a sub-regiie i nao



(b)

(c)

L1590

sao nulos; de acordo com as condigoes de contorno, os blo-
cos [:Hii:] e [:Gii:] podem ser reordenados,como nO  Caso

de uma regido homogenea.

em "colunas" correspondentes.a intepfaoes (Fij’ i#3) hd dois
blocos nao nulos, um em linhas correspondentes a sub-regido
1 e outro em linhas correspondentes a sub-regiao j; como es
ses blocos multiplicam valores de u e v na interface ( que
s3o sempre incognitos ), na reordenacgdo as matrizes [:Gi.:]

3
passam para o lado esquerdo trocandoc de sinal.

como vimos em (b), em "colunas" correspondentes a interfa-
ces (rij’ i#j) ha dois blocos nac nulos. A consideracdoc da
condicdo de equilibrio na interface da forma (3.110), faz com

que o bloce [:Gji:],em que j > i, seja multiplicado por
K

- i
K.
]

0 sistema (3.115) reordenado fica entao:
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Iy P T3 T, . Ta3 I3
_ ¥ - ¥ | ¥ i 4 l + 1 ¥ _
subr. ' | | , | ; :
1|, j.[H e jutﬂujr-teg - |
|
| : i | o
I
subr. |[H :]‘Kl Cs, j : 1[‘_‘H ][H :|| Cs, j !
2 ' 1o | I |
! | — | K : | K
| I T e - i R w1 j[ ]
3. ! | ' :K3 |
— ! | ! i i | : { -
( ] B I [ -
1311 t i
Wz Ce,d |
- | v
vie | | o re ~11
ujs | {
{vis ¢ = :Eezzj | \ \522 > (3.116)
Uz 2 ‘ i
- e
923 | | Yga
Yza | |
33 : I[: G“j )
’ ’ -4 4 4
T T T

gue tambem pode ser escrito como (3.94).

Na reordenacao, Uiy & Vs (i£j) e coeficientes de in-
fluencia correspondentes as incognitas na interface, ficam no la
do esguerdo. Tsto provoca uma troca de sinal nas matri-

zes [:Gij:] que estavam do lado direito.

A reordenacdo para U, € v.. (correspondentes a contor

nos externos) e feita como anteriormente. Assim, se u for pres

~11 -

crito, teremos em [:A:] a matriz - [Glg em vez de [: H _—_[ e
11

[ H ] w como contribuigac para o vetor f.
11 ~11
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Vemos que a matriz do sistema agora & esparsa. lsto se
deve ao fato da aproximagdo ser local (por sub-regiac) comoem ele
mentos finitos e diferencas finitas. Podemos tirar partido des-
ta esparsidade na solucdo do sistema de equagdes,ndo fazendo cal
culos com termos que sabemos de antemac que sao nulos e armaze-
nando apenas termos néo nulos. Uma vantagem em relacac aos es-
quemas equivalentes de solugdo em métodos de dominio e que a lo-
calizacao dos termos nao nulos fica bastante facilitada pelo fa-
to deles se acharem naturalmente blocados (isto,é claro, quando

. Ead - . - .
a cada sub-regido corresponderem varios elementos de dominio).

0 prego que se paga pela esparsidade dos sistemas,quan
do a aproximagdo & local,é o aumento do nimero de incognitas re-
lativas a aproximacgdao do dominioc. Em elementos finitos e dife-
rencas finitas, isto sempre ocorre mesmo que o dominic seja homo
géneo. Em elementos de contorno, quando o meio & homogeneo, nao
ha aproximagdes no dominio e a matriz do sistema € cheia e de
dimenstes bem menores que as obtidas com os métodos .de dominio-
Ao usarmos sub-regides conseguimos sistemas de equagoes esparscs,
mas a custa de um aumento do numero de incognitas e da introdu-
cao de aproximagdes no dominio. Nao se deve, portanto, separar
dominios em sub-regives, a menos que‘esta divisao seja necessaria,

como no caso de sub-regices compostas de materiais diferentes.

Em regides compostas de muitas sub-regices, as caracte-
risticas do método dos elementos de contorno desaparecem ac in-
troduzirmos muitas aproximacdes no deminio e se acentuam carac-
teristicas do metodo dos elementos finitos, como discretizagdo e

xagerada.do dominio e esparsidade das matrizes. Nestes casos, e
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mais interessante usar diretamente o método dos elementos fini-

tos.

Na grande maioria dos casos praticos, no entanto, o ni
mero de sub-regices ndo € muito elevado e o uso de elementos de

contorno com sub-regices ainda se mostra mais vantajoso.



IV, 0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
NA SOLUCAO DE PROBLEMAS NAO LINEARES DE
CONDUGCAO DE CALOR
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IV, 0 METtopo pos ELEMENTOS DE CONTORNO NA SOLugEo DE
ProBLEMAS NAO LINEARES DE CONDugKo pE CALOR

IV.1 -. INTRODUCAQ

Como vimos no capitulo II, a equagdc que governa a con
dugdo de calor em meios homogeneos isotrdpicos,em regime perma-

nente ,é dada por
V(KVu +q''" =0 (4.1)

Quando podemos considerar que a condutividade nao va-
ria com a temperatura, esta eguagao se torna a equagac de Pois-
son; a solugdo desta equacgdo,pelo método dos elementos de contor
no,para condigoes de contorno lineares, foi apresentada no capi-
tulo anterior, tanto no caso de apenas uma regiao homogenea quan

to no caso de uma regido composta de sub-regices homogeneas.

Neste capitulo,consideramos a solugdo por elementos de
contorno dos problemas ndoc lineares de condugac de calor descri-
tos no capitulo II. Na secdo IV.2,consideramos a nao linearida
de devida a dependencia dé condutividade com a temperatura. Com
o uso da transformada de Kirchhoff conseguimos linearizar a equa
gao (4.1); esta passa a ser uma equagao de Poisson no espago trans
formado, com as nao linearidades transferidas para as condigoes
de contorno de convecgdo e radiacdoc e também para .as condigoes

de interface,no caso de sub-regioces.

Isto permite gue tratemos de uma forma unificadaas nao
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linearidades,tanto do operador quanto das condigoes de contorno,
para uma regiZo homogenea,por meic de esquemas iterativos descri
tos na segao IV.3. Nesta secgao,apresentamos dois esquemas de ite
racao direta e introduzimos, no- contexto de elementos de contor-
no, o algoritmo de Newton-Raphson. O primeiro esquema de 1itera
gao direta, do tipo "pseudo-forga", por ser aplicavel apenas a
ndo linearidades fracas e por estar descrito em [_6_] e [ 40_] ndo
& detalhado. Para os outros dois esquemas iterativos apresenta
mos, primeiramente, o método para o caso de condutividade cons-

tante e depois para o problema transformado.

Finalmente, na segao I1V.4,consideramos a nao linearida
de que surge na interface de sub-regices, quande aplicamos a trans
formada de Kirchhoff &s sub-regides, tanto por iteragOesdi

retas quanto por Newton=-Raphson.

Em todo o capitulo omitimos os termos relativos as fon
tes pois, como vimos no capitulo anterior, estas contribuem ape-

nas com um termo adicional para o vetor de termos independentes.

IV.2 - CONDUCAO DE CALOR COM CONDUTIVIDADE DEPENDENTE DA

TEMPERATURA

No capitulo anterior, a linearidade da equacdo foi re-
sultado da hipOtese da condutividade indepencer da temperatura.
Esta hipotese deixa de ser valida em muitos problemas praticos,on

de a condutividade nao pode ser admitida constante.

A transformada de Kirchhoff (2.32), permite que se use
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o método dos elementos de contorno,sem que seja necessario rees-

crever as expressoOes basicas usadas no caso linear.

Como foil visto no capitulo II, a equagao da condugao
de calor pode ser colocada na forma da equagao de Poisson atra-
vés da transformada de Kirchhoff. Assim, a equagdo matricial e-

quivalente a (3.73) no espago transformado fica

[(EJu=[6]V (%.2)

onde U & o vetor cujas componentes sdo as transformadas de Kir-

chhoff de u

e V é o vetor cujas componentes sdo as derivadas normais de
. ol
U, 1.e, V = — .
dn

ApoOs a introducdo das condigoes de contorno,podemos re

ordenar (4.2) como:

CAJX=F (4.3)

Os coeficientes Gi e Hij sao fungao apenas da geome-

J
tria do problema e, por isso, suas expressoes nao se alteram nem
com a transformada de Kirchhoff nem ao longo do processo itera-
tivo,nos casos de condigoes de contorno nac lineares. Isto sig-

nifica uma grande economia de esforgo computacional,corresponden

te as integragoes numéricas.

Para que possamos resolver o sistema (4.2),& necessa-

rio introduzir as condig¢Oes de contorno; estas precisam ser
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transformadas,como mostrade abaixo:

Em T, temos simplesmente que

onde T representa a transformada de Kirchhoff (2.32)

No resto do contorno, devemos encontrar expressoes pa-

ra V.

Usando a definicac de U, obtemos a expressao de sua de

rivada normal:

V = K du = kv (u.5)
an
Assim:
em Fq (fluxo prescrito): V = - q (4i.6a)
em I' (convecgao) i Vo= -h (u-u)) (4.B6b)
em I' (radiagdo) t Vo= - oe (u'-u M) (4.6¢)

Conseqtfentemente, as expresstes dos termos do sistema (4.3) sdo as

mesmas do item 3.4.5, substituindo-se u por U e K por l,com> mos

irado na tabela 4.1.
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Tabela 4.1 - Termos do Sistema [:A:] X =F

VALOR INOOGNITA
PRESCRITO (x,) Ajs | Contr. para Fy
T.
3 _
. Y; i S M5
= T(uj) €T
V.
3
U H. . - .. q
] ij jér i %
= - 4. 9
3
V.
3
( Uj Hij+Gij -hj jgl“ Gij -hj U
= —hj urucj) c

Deve-se observar que,como no espage transformado u dei
xa de ser incognita ﬁrincipal do sistema, a condigao de contorno
de conveccao torna-se ndo linear. Assim, o sistema (4.3) deve
ser resolvido de modo iterativé,néo apenas nos casos de radiagao,

mas também de conveccao,como sera visto na secgac LV.3.

Apbs a resolucgdo do sistema (4.3), as incégrnitas primi
tivas podem ser obtidas atraves da transformada inversa w=T }U)

-

onde v e prescrito, e dividindo-se V por K (u) para

se obter v onde u & prescrito; no Ultimo.caso, se quisermos o

fluxo,basta trocar o sinal de V.
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IV.3 - ESQUEMAS ITERATIVCS

Os dois tipos de nao linearidade considerados podem ser
tratados de forma analoga, ja que no caso de condutividade depen
dente da temperatura a nao linearidade. & transferida para as con
dicoes de contorno de convecgao e radiagdo e condigdes de inter-
face, ao aplicarmos a transformada de Kirchhoff. Uma conseqién-
cia disto & que, unando as condigoes de contorno sao apenas de
temperatura ou fluxo prescrito, o problema transformado e 1i-

nedr.

Apresentamos, a Segﬁir, trés esquemas itg?ativos, ;ada
qual mais adequado a um determinadc tipo de nao linearidade. Os
processos basicos de solugéo_de problemas néo lineares de elemen
tos de contorno apresentados sao comuns aos usados na solugao de
sistemas de equagoes nao lineares, da mesma forma que 0S$ proces-

sos usados em problemas ndo lineares em elementos finitos [ 36 ]

e [ 60].

Em todos os esquemas,partimos da solugao do problema 1i
nearizado e iteramos até que, em duas iteragles sucessivas, a di
ferenga média (abs@luta) das respostas éor'r'e5pondentes a élemeﬁtos nao li-
neares seja_meﬁor que uma dada tolerancia. Por questdes de eco-
nomia e seguranga, também impomos um nimero maximo permissivelde

iteragoes.
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o Vetor derTermos'Independehtes

Podemos- escrever a equagdo matricial (4.3) como:

[Adx=£f_ +f &) ., 7)

-0 ~Tl o~

onde todas as nao linearidades do sistema. sao lancadas, a cada

iteragaoc, no vetor £

Se as componentes fn' (x) forem pequenas em comparagao
N i -
com _Z Aij Xj para todo i (i=1l a N), podemos considera-las co
j:]_ ] '-_ .
mo termos corretivos a solugao X4 do problema linear [A:be :fb.

Un esquema iterativo simples para resolver (4.7) e

{m) (m-17
. _ P m= 152, LA (L‘.'S)
[:A:] X - fn (E)
onde E(m—l) _ anm_l) X

(o)

A iteracdo comeca com uma estimativa x 77 = x

52 geral-

mente a solugao do problema linearizado, e as iteragCes sucessi
vas sao obtidas resolvendo-se uma sequencia de problemas - linea-
(m) (o)

res. Se x, tende a algum limite, este somado a x & a solu

~

gdo de (4.7).

Neste esquema, conhecido em mecanica das estruturas co
mo algoritmo de pseudo-forgas, a matriz do sistema nac se altera

ao longo das iteragdes. Isto & feito langando no vetor de ter-
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mos independentes todas as contribuigoes ndo lineares, calcula-

das a partir do valor da solugao para a iteracao anterior.

Desta forma, na solugdo por eliminagao de Gauss,a tri
angulagao da matriz & feita apenas na determinagdo da solugdo de
partida. Nas iteracOes seguintes, sé & neceSsério_ . reduzir os
termos independentes e efetuar a retro-substituigao. 0 esquema
& convergente apenas para nao linearidades fracas, como as intro
duzidas pela condigdo- de convecgdo no, espago transformado. Nos

casos em que a radiagdo estd presente,o esquema geralmente diver

ge [57, [40]e[1].

4.3.2 - Tteragoes Diretas Considerando as N3o Linearidades da

Matriz e do Vetor de Termos Independentes

A seguir, apresentamos o esguema de iterag6eé que leva
em conta as nao linearidades que ocorrem na matriz do sistema e
no vetor de.tefmos independentes diretamente. Para facilitar a
exposicao, apresentamos primeiramente o caso de condutividade cons

tante e, em seguida, o caso de condutividade variavel.

al Condutividade Constante

No caso mais geral de conveccao, o coeficiente de fil-
me h depende da temperatura e podemos escrever,a .cada iteracdo,
as mesmas relagoes (3.403) substituindo nelas a expressio parti-

cular de hj (u).
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Como vimos no item (2.4.2), podemos interpretar a ra-
diagdo como uma convecgao com coeficiente de filme dependente da
temperatura, de forma que, a cada iteracaoc, podemos escrever as

seguintes relagoes, fazendo uso das expressoes da convecgao 3.103).

n | (m=1)
P S D - S i (4.9a)
i] i] i3 Ty

'xj = uj(m) ~ (4.9Db)

W e o
F. = f. + G.. . —/—/— u_. (4.9¢)

1 1 jsfr 1] K r]
onde hrj = o (uj2+ urjz)(uj+urj) e 0s superescritos(O) (™ re

presentam os termos que se mantém constantes e os que dependem da

iteragdo m, respectivamente.

Freqientemente,o calor transferido no contorno‘por ra-
diacdo é acompanhacdo de uma convecgdo. da mesma ordem de  grande-
za. Quando isto ocorre, o efeito‘cbmhinado da conveccgao com ra-
diagao & considerado simplesmente somandb as contribuicgtes indi-

viduais & matriz [ A | e ao vetor f.

Para fins praticos, a convergéneia pode ser considera
da atingida quando alguma medida da mudanga na incégnita %X, en-

tre duas iteragtes sucessivas,se tornar toleravelmente pegquena.
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Pelas expressoes (4.9),precisamos recalcular a matriz
[:Aj] e o vetor f a cada iteracao. Para comegar o processo, em-
pregamos uma estimativa inicial de x para calcularmos [ A (x) ].

o)

Geralmente uma solugaoc 5( obtida_admitindo—se uma propriedade
do material média em toda a regido & considerada satisfatdéria.Co
mo apenas os termos afetados pelas condigoes de contorno nao li-
neares.se alteram a cada iteracao, computacionalmente os termos
do sistema linear (matriz [A"] e vetor de termos independentes) ,
sao apmazenados em memoria auxiiiar; evitando seu calculo a cada
iteracao. 0s coeficientes Gij gque multiplicam os termos nao 1i
neares -também sdo armazenados a fim de, a cada iteracao, serem
multiplicados pelos fatores n&o.lineapes e somados asparcelas 1i
neares do sistema linear trazido da memdria auxiliar, yesultan—

do no sistema que, resolvido por eliminagdo de Gauss, fornecera

a proxima aproximacgdo.

b) . Condutividade -dependente da temperatura

Neste caso, além da nao linearidade causada pela radia
¢ao, temos a nao linearidade da convecgdo mesmo quande o coefici
ente de filme & constante, ja que u deixa de ser incognita prin-

cipal no problema transformado.

Uma forma de se linearizar o problema € escrever, a ca

da iteragdo, u em fungdo de Upela aproximacgio

U. RN R | (4.10)
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Levando-se em conta a‘expressao de V dada por (4,6b)

e fazendo uso de (4.,2), podemos escrever para os elementos com

convecgao

Substituindo a aproximagao (4.10), temos

u.
_J
U.

3

(m-1)

Substituindo em (4.11) e reordenando:

(m-1)
u.
H.. +h.| =1 .
BT B
J
Ou seja,
(m)
X. = U
J ]
(m)
AL = A..
13 . 1]

(m-1)

4,110

(4.12)

(4.13)

(4.14)

{(4k.15a)

(4.15b)
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Ao contrdrio do que acontece com a radiagaoc, 0s termos
independentes sao constantes ao longo do processo iterativo (gquan.
do o coeficiente de filme & constante) e tem a mesma forma  que

)

em (3.103), sendo por 1sso somados ao vetor f(o que € armazena

do em meméria auxiliar.

Para a radiacao ou convecgao com coeficiente de filme
dependente da temperatura, podemos usar as mesmas expressoes da
convecgao substituindo a expressaoc de h(u) ou hr(u) dada anteri-
ormente, respectivamente, no lugar de h. Neste caso, porém, a
parcela dos termos independentes também € afetada pela nao linea

ridade de h, como ja era no caso de condutividade constante.

Podemos, entac, escrever para cada iteracao m:

X. = U. (4.16a)
J ] '
(m-1) {m-1)
) u.
(]Il) = .(O) + G.. h . _]
1] 1] 1] ] u.
J
(4.16L)
(m) _ (o) ; (m-1) 5 (m-1)
F. T F + G h . *u + G h . .
1 1 . 1] ¢ ] . i] ]
3€TC jefr
.U (4.16c)
rj

que sao expressoes semelhantes as expressoes (3.103) obtidas pa-

ra o caso de condutividade constante.
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0 esquema apresenfado & mais vantajoso que o anterior,
nos casos em que a dependencia da condutividade com a temperatu-
ra € acentuada. A eficiéncia obtida no esquema mencionado  em
4.3.1, nao se triangularizando o sistema a cada iteragdo, & per-
dida pelo maior nimerc de iteracdes necessdrias, a convepgéncia; A
lém disso, o esquemarapresentado'em 4.3.2 permite considerar di-

retamente ndo linearidades decorrentes da radiagao.

4.3.3 - Algoritmo de Newton-Raphson

Como fizemos em 4.3.2 para iteracCes diretas, apresen-
tamos inicialmente o método e as expressoes dos.termos do siste-
ma para o caso de condutividade_constante. Em seguida, mostra-
mos as expressces correspondentes a coﬁdutividade dependente da

temperatura usando a transformada de Kirchhoff.

a) Condutividade constante

Durante qualquer etapa de um processo iterativo de solugao
do sistema [[A ] x = £ , o sistema ndo sera exatamente -sa-

tisfeito,a menos que a convergencia tenha sido alcancgada.
Podemos definir uma fungdo de residuos ¥y (x),que mede o afas

tamento ou desequilibrio da solugdo aproximada em  relagao

a solugdo exata, como:

px) = [Alx-f=[H]u-[6]v (4.17)
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Para um no i, temos

(p. = H.. . - G.. v. S (4,18)

0 esquema de Newton-Raphson pode ser formulado -desen-
volvendo-se a fungdo de residuos em série de Taylor em torno da

solugao aproximada:

(m) L) {(m) 3%y (m) 2
Plx) =¢lx"""y + _ (x-x )+ = (x-x )y oo+
v - ox T ox? -
- (1) - (m)
X ‘ X
(4.19)
onde x'™ & unma solugdo aproximada do sistema (4.17),

Levando-se em conta que x € a solugao exata, isto &,
?(5) = 0, e desprezando em {(4.19) termos envolvendo derivadas se
gundas e de ordem supefior, podemos escrever,para uma iteragdo
m,a seguinte aprbximagéo:
(m~1)  (m) (m-1)
(4,20)

Ca]

1
1
|

<=
o

111

onde [J] — € a matriz tangente ou jacobiana

e Ax &€ o vetor de incrementos.

Partindo-se da solugdo linear,determina-se, a cada ite
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racao, uma melhor aproximagdo para a solugdoc x através da  ex-
pressao incremental

(m) (m-1) (m)
x = X + AX (4.21)

0 processo continua até que o vetor -de residuos ¢ seja
suficientemente pequeno ou, o que & equivalente, que duas aproxi

(m-1) x(m) estejam bem proximas.

magoes sucessivas x

Da definigdo da matriz [ J ],

.. 1 (4.22)
1] 9x

Substituindo a expressao de by (4.,18) em (4.22),temos

3 .
guando X. = V. ! J.. = —= = - G.. (4.23)
] 3 i3 3y i]
J
3y, v,
quando X: = U. i F —1 = H.o - G -1 (4.24)
J ] 1 auj 3 1 34,

Como.era de se esperar, os coeficientes Jij relativos
a elementos com-condigoes de contorno lineares sdo identicos aos

coeficientes Aij apresentados no item 3.4.5.

Para-os elementos com radiagao, usando a expressaoc do

fluxo radiativo e a lei de Fourier,temos

1
Vi T T T ooe (ugtug®) (4.25)
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Substituindo (4.25) em (4.24)e como xj = uj, temos

(m-1) (m-1)

b ge
J.. H.. G.. - L3 .
i3 i3 i3 ” (uj ) (L.26)

gue tambem pode. ser escrita como

{(m-1) (o) {m-1)
J.. - AL v oe.ld FBE (uL (4.27)
i3 ij ij K 3

Nota-se que, a exemplo do esquema anterior, a cada ite
racdo apenas acrescentamos parcelas ndo lineares ao termos do sis
tema que permanecem constantes. Cabe também lembrar que os coe-
ficientes das matrizes [_G_] e [_H_] ndo se alteram ao longo das
iteragoes e, portanto, podem ser calculadas apenas uma vez € ar-

mazenados.

Expressoes para elementos com convecgao ndao linear po-
dem ser obtidas da mesma maneira, a partir da fungdo que define

a convecgao.

Desde que tenhamos a expressac da relagac entre u e v
podemos deriva-la e obter os termos Jij da jacobiana. Curvas ge-
néricas que definem condig¢does de contorno nao lineares podem ser

aproximadas pof poligonais [:491. Em cada trecho da poligonal, a

relagac entre v e u & dada por

q = - Kv (4.28)
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q=-Kv
‘k——_—-———.
’ie : tg©=q
u
gtm-1)
FIGURA 4.1 - Aproximacdo de expressdes genéricas de fluxos por poligonais .
dv _ -1 d9 . - a (4.29)
du K du K

Para um elemento j,pertencente a um trecho do contorno
sujeito a condigoes de contorno nac lineares, a expressao (4.24)

fornece

(4.30)

'_l
o
=
(]
[
(SR
= |

onde a € o coeficiente angular do segmento que aproxima a . curva

_ (m-1)

para u = u .
0 Unico caso em que o coeficiente angular"a"fica inde-
terminado ocorre quando 6 = 7/2, que corresponde a condicgao de

temperatura prescrita,ja examinada.

A condicdo de fluxo prescrito & um caso particular no
qual 6 =0, isto &€, o fluxo independe da temperatura. Condicoes de

convecgao também podem ser vistas como casos particulares,nos quais
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a curva € representada por um uUnico trecho reto com coeficiente

angular igual ao coeficiente de filme.

tg©e<h

= U

{a) (b) (¢}

FIGURA 4.2 - Casos particulares da curva qxu:
{a) temperatura prescrita
{b) fluxe prescrito
{c) conveccdo

—

No vetor de residucs do sistema .de equacgoes (4.20) ,tam
bém aproveitamos as parcelas que se mantém constantes ao longo

das iteragoes, escrevendo:

{m=-1) (o) (o) (m-1) (m-1)
- Lpi = fl - Al] Xj + Glj Vj (4.31)
T
r
sendo v, = = 0g {u.*=- u_.*)/K (4.32)
J J ] ,
b) Condutividade dependente da temperatura

A expressao do algoritmo de Newton-Raphson nas variaveis

transformadas &

(m-1) (m) (m=-1)
[CJ] AX = -0 (X ) (4.33)
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00
onde [ J ] = | == | € a matriz jacobiana,cujos elementos  sao
aX
_ Bei
13 ax,
J
6= [H]J]U - [G]V e

X e o vetor cujas componentes sao as incognitas nodais

U ou V

Para os termos relativos as condigoes de contorno 1i-

neares temos, como no caso de condutividade constante, que

J. . AL,
1] 1]
Como vimos anteriormente, a transformada de Kirchhoff
transfere a nao linearidade do operador diferencial para as con
digoes de contorno de convecgao e radiagao no espago transforma-

do.

A expressao de Jij’ da mesma forma que no caso de con-
dutividade constante, & obtida derivando-se a expressao do resi-

duo 6; com relagao a incognita Xj.

Partindo da definigaoc da transformada .de Kirchhoff

(2.22), obtemos por diferenciacao

(4.34)
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que nos permlte determinar Jij para elementos sujeltos a convec-

gao ou radiacgao.

Para a condigao de convecgao, temos Vj = - hj (uj'uoj)

que, substituida na expressao de residuos, fornece eiz Hij Uj +

A expressao de Jij e obtida derivando-se 6. com relacao a

incognita X. = U.:
incognita i 3
‘ au.
= H.. + G.. { h. + —id} (4.35)
1] i] ij I UL
3

Substituindo a expressao da derivada (4.34) em (4.35), temos:

{m~1) j n.
J.. = H., + G.. i
1] ij o il l K(u.)
3

(4.36)

Esta expressac & andloga a apresentada em (3.103), com
a diferenca que agora K depende, a cada iteragao, da transforma-

da inversa da incognita U.

Para a condigao de radiacao, temos a derivada normal de

U dada por Vj = - oe (uj“—urj“) e a incognita & Uj'

Substituindo Vj na expressao de residuos, obtemos

- - 4 _ 4
Gi = Hij' Uj + Gij g+t (uj urj ) (4.37)

A expressac de Jij & obtida derivando-se 6. com rela-
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¢30 a incognita U

fungao de us

= H.. + G..*40¢ u.? —J (4.38)
1]

Levando em conta a expressao da derivada (%4.34), temos

(m-1)
(m-1) u.?

J.. H.. + G.. =* L4ge { ——1 (4.39)
1] 1) 1] K(uj)

Esta expressao so difere de (4.26) porque K agora é
{(m-1)

Finalmente, a expressao do residuc & da forma

(m-1)

(o) (o) {(m-1) { :
- F. - A.. X, + G..*V.
1 1] ] 13 ]

} (4.4%0)
r +r
cr

que € analoga a expressao (4.31), sendo

V. = - . o= Lt .
5 oej (u] 1..11,:I ) em Pr (4.u2)

Como na condigac de contorno de convecgao a parcela hj°ucj € cons

tante ao longo das iteragtes, podemos também inclui-la em 139

escrever

(o)
[
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(m-1) (o) (o) {m-1) (m-1)
-0, = T. - A.. X. + G..*V_. (4.43)
1 1 iy ] 1] nj
r +T
r
onde an representa a parcela nao linear de Vj'
Assim:
. = - h.eu. em I (4.uh)
nj ] ] c
e
. = V. em T (4.45)
nj ] r

Como o algoritmo de Newton-Raphson tem uma convergen-—
cia quadrdtica, o nimero de iteragdes necessarias a solugao do
problema ndoc linear & geralmente muito menor do que o dos meto-

dos de iteracao direta, para um mesmo grau de precisao.

Esta vantagem, conseguida a custa de algumas operacgoes
adicionais a cada iteracao, fica tanto mais evidente quanto mais

forte a nao linearidade, como no caso de radiacgao.

Uma variacao deste algoritmo, conhecida como algoritmo
¢ . e -
de Newton-Raphson modificado, reduz o esforgo de calculo a cada

iteracgao.

A Unica modificagao,com relagao ac metodo descrito an-

teriormente, consiste em ndo atualizar a matriz tangente [ J_];a
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cada iteracdo em que nao modificamos a matpiz tangente, precisa
mos apenas peduzir os termos independentes e fazewm a retro subs-
tituigao para que tenhamos a solugao por eliminagao de Gauss. Is
to corresponde a uma economia de esforgo computacional considera
vel a cada iteragdo, mas faz com que o numero de iteragles neces
sarias a convergencia para uma determinada tolerancia seja con-

sideravelmente maior que usandc o algoritmo de Newton-Raphson,co

mo pode ser representado no caso unidimensional na figura #.3.

Ax Ax

BB CINURNENE) X 10l X

{a) (b)

FIGURA 4.3 - Método de Newton-Raphson {caso wunidimensional):
{a) original
{b) modificado

IV.u- SUB-REGICES COM CONDUTIVIDADE DEPENDENTE DA TEMPERATURA

Em regides compostas de mais de uma sub-regiao homoge-
nea, as equacoes de elementos de contorno podem ser aplicadas a
cada Sub-regifo ©Mm separado, como vimos no capitulo III. Na segao
IV.2 wvimos que, quando a condutividade depende da .temperatura,
devemos usar a transformada Kirchhoff antes de escrevermos as

equacgoes de elementos de contorno.
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0 ppoblema envolvendo sub~regices, como no caso de con-
dutividade constante, nao pode ser resolvido separadamente em ca
da sub-regiao ,pois o nimero de incognitas excede o nimero de equa
goes. A indeterminacao do sistema, no entanto, pode ser levanta
da ao considerarmos as condigoes de acoplamento enire as sub-re-
gices. Neste caso, porém, além das nao linearidades da radiacgao
e da convecgao,ja vistas neste cap{tulo,surge uma nao linearida-

‘de na interface.

A seguir,consideramos a nao linearidade introduzida pe
la transformada de Kirchhoff nas interfaces,tanfo por iteracgoes
diretas quanto pelo algoritmo de Newton-Raphson. Nos dois casos,
a nao linearidade afeta apenas os termosrda matriz do sistema,

j4 que na interface nao ha valores prescritos.

L.4.1 - Solucaoc por iteracoes diretas

Consideremos a regiao § mostrada na figura 3.9. Usan-
do a mesma notacdoc da secaoc III.5,obtemos equagoes analogas a

(3.106) e (3.107),s80 que nas variaveis U e V:

Para a regiao Q':

C ' JL B ] = | Ce'JLC e (L.46)
u; . Y1

e para a regiao %
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U2 v2
C 230 vi] = | C e ][ 62 { ) (4.47)
v VI

Admitindo um contato perfeito entre Q' e 9’ na interfa

ce Ty, as condigoes de acoplamento ficam

ui = u} = ug (compatibilidade) (4.48a)
e

qr = —q] (equilibrio) (4,48Db)

A condigao de compatibilidade, no espago transformado,
€ nao linear, pois envolve as transformadas inversas das varia-
vels Ui e U%. Estas sao descontinuas na interface sempre que o
material das duas sub-regices vizinhas for diferente; podemos re
laciena-las com os ‘valores das temperaturas uI,usando a defini-
¢ao da transformada de Kirchhoff (2.32):

u u
Ui = Kl(uI) du ; U% = KZ(uI) du (4.49)

u u
O e}

A condigao de equilibrio pode ser escrita diretamente
em termos de V, levando-se em conta a relacao dada em (4.5) e

a lei de Fourier:

Ve, (u.50)



.188.

Considerando a expressao acima, podemos escrever (4.46)

e (4.47), respectivamente como:

—_ vl

CeJC e { ~ C (3.51)

Uy Vi

C 830 1]

CeJCmdl| b e |C e - e (4.52)

Para que possamos combinar estas duas equagoes matri-
ciais definimos, para cada nd da interface I, a razao a entre a
transformada de Kirchhoff calculada para a regidao 2 e para a re-
giao l,a cada iteracao:
U2
1

o = —1' (4.53)
UI

Usando como incognitas na interface os valores Up e Vg
relativos a primeira sub-regices (em geral, a sub-regiao de menor

numerc), podemos escrever o sistema acoplado como:

s | 1 1 1= iy I° ' v )
reg.l E H:]l [ HIj - E GIjj E 0 ] [: Gl:'l[ 0 :I W
———4 ——————— L—j-<%>é N S >
1 ' | v :
S | COTe] - Coli L] | |CodCe||w
- ' A o - L~

coeficientes das
interfaces (4.5u)
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Apds introduzir as condigoes de contorno, os '"blocos"
[ H | e[ 6] correspondentes a elementos no contorno siao reorde-
nados e os coeficientes das interfaces se mantém no lado esquer

do do sistema. O sistema resultante pode ser escrito como
[A] X=F (4.55)

Este sistema pode ser resolvido por iteragoes diretas
como descritc em 4.3.2. Neste caso,0 sistema € blocado e, a ca-
da iteragao m, consideramos a nao linearidade que afeta a trans-
formada na interface atraveés do calculo de a para cada colunados

"blocos" correspondente a valores de U% (no caso, o bloco [H%:l)

(m-1%

o - | I (4.56)

Nesta expressao, Ui & obtida da solucao do sistema pa

2
I

sequentemente a. Em termos computacionais,os coeficientes de in

ra a iteracaoc anterior; pela sua inversa, Ugs calculamos U7 e con

fluéncia, como antes, sao armazenados em memoria auxiliar a fim

de evitar que sejam recalculados a cada iteragado.

4.4.2 — Solucao pelo algoritmo de Newton-Raphson

~ * -
A expressac do residuo pode ser escrita,usando-se 0

sistema (4.55), como

1D
5]

Al X -F (4.57)
Lalx-F

e
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Os coeficientes da matriz Jacoblana correspondentes acs

contornos externos sao identicos aos obtidos em 4.3.3. 0Os coe-
ficientes que multiplicam as incognitas.nas interfaces coinci-
dem com os coeficientes de influencia, . exceto nos " blocos "
[a H%:] relativos d segunda sub-regizo de cada interface, ja que

estés nao sao constantes.

Nestes blocos,cada coluna & multiplicada por um coefi-

ciente o dado pela expressao (4.53).

Pela definicao da matriz. Jacobiana:

Jij e (4.58)

Nos blocos da interface corrigidos por & temos X.=Ul

13’
de modo que podemos escrever (4.58) como:
3 [ a. H.. UX."]
J.. = 1 13 1= (4.59)
hily! .
] UIj

Levando-se em conta que Hij & constante e substituindo

a expressao.de a (4.53), (4.59) se simplifica para

(4.60)

A derivada na expressac acima pode ser obtida, aplican

do-se a regra da cadeia:



191,

3 U2 3 U2 du
I, . (5.61)
1 1

3 UL du 8 Uz

Derivando as expressdes (4.49) com relacgaoc a u e usan-

do o fato de que = l/(BUi/Bu), a expressao (4.61) fica

a Ul

J.. = H.. -2 - (4.62)

Esta expressao € a mesma que seria obtida para o caso
de condutividade constante,ac usarmos U = Ku e V = Kv (0o que cor
responde ,simplesmente,a multiplicar a equagac por X em ambos 08
tados). A diferenca,mais uma vez,estd no fato de que aqui as

condutividades sao funcao da temperatura.

No proximo capitulo, reunimos algumas aplicagdes da teo
ria aqui apresentada; estas servem de base para as conclusoes e

sugestoes para futuros trabalhos condensadas no capitulo VI.
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V.l - INTRODUGAO

A teoria desenvolvida nos capitulos anteriores foi a-
plicada ao estudo de alguns problemas de condugao de calor em re
gime estacionario com solugdo (analitica.e/ou numérica aproxima-
da)- conhecida com o intuito-de ilustrar a técnica e demonstrar
a precisdo dos resultados obtidos com o método dos elementos de
contorno. Em todos os exemplos estudados foram empregados ele-

mentos constantes.

Inicialmente estudamos uma série de casos de condugao
de calor apresentados por Khader e Hanna [:3@].- Tais exemplos
sao analisados como bidimensionais e servem para demonstrar a pre
cisdo dos resultados obtidos, a convergencia das solugdes e o de
sempenho dos esquemas iterativos, incluindo comparacoes de tem-

pos de execugdo.

A seguir,analisamos o campo térmico em uma placa qua-
drada, apresentada por Bialecki e Nowak [6 ], sujeita a con-

digdes de contorno de conveccao e radiagdao simultaneas.

No terceiro exemplo analisamos o perfil de temperatu-
ras através de uma parede para quatro tipos de materiais com con
dutividade dependente da temperatura. Este exemplo, analisado
por Zienkiewicz [ 61_] como de difusdo através de uma membrana,
serve para testar a eficiencia do uso da aproximacao poligonal

para calculo das condutividades,das transformadas de Kirchhoff
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e de suas inversas.

No quarto exemplo, também analisado por Zienkiewicz
[[61 7], obtemos a distribuigdoc de temperaturas em uma placa qua-
drada sujeita a condicgoes de temperatura prescrita e com conduti

vidade apresentando uma dependéncia linear da temperatura.

Tanto no terceiro quanto no gquarto exempld nao houve
iteragdes, ja que a transformada de Kirchhoff consegue lineari-
zar o problema. O .uso da aproximacao da curva K x u por poligo
nais confere uma generalidade e simplicidade no processo de ida

e volta do espago transformado.

No quinto exemplo,apresentamos a analise da transferen
cia de calor em um cilindrc longo composto de duas camadas. Es-
te problema foi analisado por elementos finitos por Feijdo [26]
e demonstra o uso .de elementos de contorno para o caso de regices

compostas de mais de uma sub-regido homogeénea.

0 sexto e Gltimo exemplo apresenta o perfil radial de
temperaturas em um cilindro longo composto de trés camadas, com
condutividades térmicas dependentes da temperatura. Este exemplo,

apresentado por Donea [ 18 |, demonstra a eficiéncia do  metodo

de Newton-Raphson na consideracao da nao linearidade que surge
na interface de sub-regides pela aplicagao da transformada de
Kirchhoff.

0Os exemplos aqui apresentados demonstram a precisao dos
resultados obtidos com elementos de contorno em problemas de

transferencia de calor ndo linear. Isto foi possivel basicamen
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te devido ao uso da transformada de Kirchhoff, de sub-regices e
de esquemas iterativos eficientes, dos quais se destaca o esque-

ma seletivo de Newton-Raphson.

Gragas ao desacoplamento da aproximagao .da ge@mﬂxﬁa da
parte nao linear, a simplicidade de representacdo de problemas bi
e tri-dimensionais com formas arbitrarias de contorno & a mesma
do caso de condutividade constante e condigoes de contorno 1i-

neares , podendo ser vista em [ 3], [ug], [u9], [ 53] -] 89].

No proximo capituloc encerramos este trabalho apresen-

tando as conclusctes e sugestoes para futuros trabalhos.

V.2 - SIMULACAO DE CAS0S DE TRANSFERENCIA DE CALOR

UNIDIMENSIONAL (Exemplo .n® 1)

Neste primeiro exemplo, publicado por Khader e Hanna
[30], estudamos varios problemas de transferéncia unidimensional
de calor através da modelacgdo de reténgulos de segao a x b nos
quais isolamos termicamente duas faces paralelas (x=0 e a) e apli
camos -diferentes condigOes ‘de contorno as outras faces (y=0 e b)
Na tabela 5.1 apresentamos para cada caso -as condigoes de contor
no, as dimensCes a e b e os parametros fisicos necessarios a and

lise em unidades do sistema internacional.

Nesta mesma tabela apresentamos,além das solugOes ana-
liticas, as solugoes obtidas por elementos de contorno para uma
malha de 6% elementos, os erros relativos para a menor discreti-

zagao possivel do retangulo (4 elementos) e para a malha de B4
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elementos. Lstes :esultados demonstpam a alta ppecisao do méto-
do para os diversos casos analisados. As duas Ultimas colunas
se referem ao nimero de iteragbes necessdrias & convergéncia das
solugdes dos problemas ndc lineares por iteragoes diretas e pelo

algoritmo de Newton-Raphson, respectivamente.

‘Como critéerio de convergéncia para os esquemas iterati

vos adotamos o erro relativo médio, entre duas iteragGes consecu
. ~ . —4 - s . .

tivas,menor que uma tolerancia de 10 . Nesta medla inclulmos

apenas os resultados relativos a elementos sujeitos a condigoes

de contorno nao lineares.

Nas.figuras 5.1 e 5.2 apresentamos os tempos de "CPU"
gastos no computador CDC 170/730 D para os diversos casos, em fun
gdo do nimero de elementos utilizados; estes tempos correspondem
a andlise completa (entrada e geracdo automatica de dados, inte-

gragoes, solugdo de partida, iteragdes e impressao).

A simples observagao destas figuras nos mostra a supe-
rioridade do algopitmo de Newton-Raphson. Apenas no caso 4, no
qual ambos esquemas convergifam em duas iteragoes, o tempo de pro
cessamento. foi maior no esguema de Newton-Raphson. Esta diferen
ca de tempo se deve aos calculos adicionais relativos ao cdlcu-

lo dos residucs e & bem pequena.

Nas figuras 5.3 a 5.7 & evidente a convergéncia dos re
sultados (u e v) dos diversos casos,tanto para valores nc ponto
meédic das faces (subsecrito m) quante para valores médios nas fa-

ces (super-escrito ~),.



TABELA 5.1 - Resultados do Exemplo N? 1

CONDICOES DE CONTORNO PARAMETROS SOLUCAO ERRO N¢ DE ITERACOES ‘
CASO
LADO S1 LADO SZ ELEM. CONT.
(y = 0) (y = b) al b K h | ANALTTICA (64 ELEM.)4 ELEM. |64 ELEM. |IT.. DIR.|N. RAPHSON
L |Temp. Const. Convecgdo | ,| < 1.5 10 u,=57,14%C } 57,13°C | 4% 0,02% . _
u = 200°C u, = 50°C vo=-47,62°C/n|-47,53°C/m| 32%  |0,2%
Fluxo Const. Radiacao | u1=675,07K | 674,99K 1% 0,01%
2 [q = 1000 Wn?|u_ =350 K | 1]0,5 2 - |lup=425,07K | 425,08k | 0,002%|0,0025 7 3
v,=-500K/m [-49993K/m| 0,04% |0,01%
Convecgao Radiagao u,=593,18K | 593,18K | 0,1% -
3 u. = 600 K u. = 300 K 10(10 5 20|u2=320,17K | 320,16K | 0,2% 0,003% 3 2
o K|_ K e o
vy=-27,30 n 27,28 o 16% 0,07%
Temp. Const. |Conv. + Rad. u,=494,61K | 494,61K | 0,01% -
=300k |u-u=500x| }%% 02 L y.=778,44 K| 778,41 &| 0,533 {0,0043 : 2
c T m m
Temp. Const. Convecgao u,= 29,66°C| 29,64°C| 5% 0,07%
= 0 = 200 0 0
5 {2 =100°C |u_ = 20°C 2 ]0,50+0,00) | 31 gy 7 %C) 40,60°C] 138 o, 4 3

961"
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V.3 - CAMPO TERMICO EM UMA PLACA QUADRADA SUJEITA A CONVECCAO

E RADIACAQ (Exemplo no 2)

Neste exemplo,apresentado por Bialecki e Nowak [6], de
seja-se determinar o campo de temperaturas em regime estaciona-
rio em uma placa quadrada de lado unitario, mostrada na figura
5.8 Juntamente com a malha de elementos de contorno adotada (36

elementos iguais).

A condutividade térmica & constante e igual a 1 W/mK.

As faces AB e DA s3o isoladas termicamente; a  face
CD & mantida a 300 K; na face BC o calor.é trocado por convec
¢ao {(com um fluido a temperatura ué = 500 K e com coeficiente de
filme constante h = 10 W/m?K) e por radiagido (com uma superfi-

cie a temperatura u, = 500 K e e=1).

A distribuigac de temperaturas mostrada na figura 5.9
foi obtida,tanto por iteragoes diretas quanto pelo esquema de
Newton-Raphson,para .uma tolerdncia de 10 '. Nos dois casos, a
b

convergencia foi obtida em 2 iteragdes (erros relativos de 10~

para iteragoes diretas e 10°° para Newton-Raphson).

Como .prova da qualidade dos resultados para esta ma-
lha, podemos aplicar em termos numéricos a lei de Gauss; na au-
sencia de fontes de calor,ela exige que o fluxo total atravessan
do o contorno seja nulo. Somando separadamente as contribuicoes
de fluxo entrando e de fluxo saindo, temos um "desequilibrio" do

fluxo de 0,13% para iteracoes diretas e de 0,11% para o esquema



204,

u{K)

500+

450+

400+

350

300 o ——— { = Perimetro
A B C D A

FIGURA 59 - Temperaturas ao longe do contorno do exemplo n2 2
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(a} geometria e condicdes de contorno

{ b) modelo usando 36 elementos (de contorno) constantes.
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de Newton-Raphson, que confirmam a qualidade da solugao para a

discretizagao do contorno utilizada.

V.4 - CONDUCAO DE CALOR ATRAVES DE UMA PAREDE COM CONDUTIVIDADE

DEPENDENTE DA TEMPERATURA (Exemplo n¢® 3)

Neste exemplo examinamos a condugao unidimensional a-
traves de uma parede para quatro materiais com condutividade ter

mica variavel com a temperatura.

Na figura 5.10(a) apresentamos a geometria do proble-
ma e as temperaturas em °C nas duas faces da parede com espessu-
ra L = 15 cm. Nas figuras 5.11 e 5.12 apresentamos as curvas de

variacao da condutividade (em W/em °C) com a temperatu-

ra para quatro materiais, representadas pelas letras de A a D.

Nas figuras 5.10 (b)-(d) podem ser vistas, respectiva-
mente, a malha de elementos finitos cubicos usada em [El] e duas

malhas de elementos de contorno constantes por nos adotadas.

Em todos os trées modelos fizemos uso da simetria e ex-
traimos uma fatia da parede de altura H = 3 cm. No modelo de
elementos finitos impomos v=0 em y=0 e y=H. Nos dois modeios de
elementos de contorno fizemos uso da simetria naoc discretizando
elementos em y=0; com isto conseguimos reduzir o nlimero de incdg

nitas sem reduzir a precisac dos resultados.

A representagac aproximada das curvas adotada para os

calculos foi a mesma poligonal usada por Zienkiewicz [B1] . Os
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y A
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FIGURA 5.i0 - Exemplo n2 3

(a) dimensCes ¢ condigdoes de contorno

( b) malha de elementos finitos

(¢}

malha de elementos de contorno (7 elementos )
(d}

malha de elementos de contorno t 21 elementos ) .
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FIGURA 5.1 - Curvas de variagdo de condutividade dos materiais A e B com
a temperatura .



.208,

2,0+

1,0¢
Curva K xu
——-o——— AproximagGo por poligonal
e
05+
C: K=Kp (I- 0.9u
l+u
t
s,
D K= Ko (1= uZ42%)
00 02 o'a 3 o8 ) u

FIGURA 512 - Curvas de variagdo de condutividade dos materiais Ce D com
a temperatura.
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Solucdo onalitica

—.—  Solucdo linear

u
u
¢ Elementos finitos
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FIGURA 5.13 - Distribuicdo de temperaturas para 4 tipos de materiais do exemplo n® 3
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resultados apresentados na figura 5.13 demonstram a qualidade dos
resultados obtidos mesmo para uma aproximacgao pouco refinada das

curvas originais.

0 sucesso da representacao por meio de poligonais no
calculo da transformada de Kirchhoff e sua inversa nos permite
tratar de forma bem simples e padrao a solugdo do problema no es

pago transformado e depois voltar ao espago original.

Com o uso da transformada de Kirchhoff este problema &
linear no espago transformado e, portanto, dispensa esquemas ite

ratives presentes na solucao por elementos finitos apresentada

em [61].

V.5 - -‘CONDUCAO DE CALOR IM UMA PLACA QUADRADA COM CONDUTIVIDADE

VARIAVEL (Exemplo n@ -4)

Este exemplo, apresentado por Zienkiewicz Bﬂj, consi-
dera a condugao de calor em uma placa quadrada mostrada na figu-
ra 5.14 juntamente com a modelagdo de elementos finitos cUbicos
usada por Zienklewicz e a malha de elementos de contorno constan
tes por nos adotada. Mais uma vez usamos a simetria para evitar

discretizagac de parte do contornc.

Uma distribuicao senoidal de temperaturas fol aplicada
ac lado superior, enquanto que os outros lados foram mantidos a

temperatura constante igual a zero.

Para a condutividade térmica ,admitiu-se a seguinte lei

de ‘variagao linear com a temperatura:
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FIGURA 5.14 - Condu¢do de calor atraves de uma placa quadrads (Exemplo n2 4)

{a}) geometria e condigdes de contorno
(b} maltha de elementos finitos

{ ¢) malha de elementos de contorno
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Neste caso, a poligonal se reduz a uma reta.

Na figura 5.15 mostramos os resultados de elementos de
contorno, tanto para o caso linear (condutividade constante)quan
to para o caso de condutividade varidvel, juntamente com a solugde varia-
cional dada em |:61:[ . Como as condigdes de contorno envolvem apenas
temperaturas prescritas (problema de Dirichiet) o problema & linear
no espago transformado e dispensa esquemas iterativos. Os resulta
dos obtidos para elementos finitos usando o e&ywmaiteﬂﬂjyo de
Newton-Raphson coincidem com os obiidos pelc método dos elemen-

tos de contorno.

Como afirmamos no capitulo III, ¢ calculo da solugdo em
pontos internos & feito a partir da solugio no contorno e possui

uma grande precisao.

V.6 - DISTRIBUICAO DE TEMPERATURAS EM UM CILINDRO LONGO COMPOS-

TO DE DUAS CAMADAS (Exempioc n? 5)

Neste exemplo, analisamos por elementos de contornos a
distribuigdo axissimétrica de temperaturas em um cilindro oco COIL
posto de duas camadas e de comprimento infinito, representado na
figura 5.16 e analisado por elementos finitos por Feijdo DO]. Es
ta analise considera o caso de um Gnico material {(Ki1=K;) e o ca-
so de dois materiais com condutividades diferentes (K;=10 K;).Na
figura 5.18 apresentamos as malhas usadas na analise de elemen-
tos finitos (elementos quadrdticos) e elementos de contorno (ele

mentos constantes).
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FIGURA 5.17 - Modélo analitico para o exemplo ne 5
{a) dimensdes e condicdes de contorno
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FIGURA 5.18 - Modélos' para andlise numérica da conducdo de calor no cilindro
composto de duas camadas (exemplo n25)
(a) malha de elementos finitos

{b) magtha de elementos de contorno
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Na figura 5.19 apresentamos as solugCes por elementos
finitos e elementos de contorno juntamente com a solugdo analiti

ca descrita a seguir.

Para cada sub-regido homogenea da figura .5.17, podemos
aplicar a equacdo diferencial da condugio de calor; como ndo ha
fontes no interior da regiao e a condutividade independe da tem-

peratura,o fendmeno & descrito pela equacgao de Laplace.

Escrevendo o Laplaciano em coordenadas cilindricas e
levando em conta que o problema independe de 6 e Z,obtemos a se-

guinte equacdo diferencial ordinaria:

que integrada duas vezes fornece
u = c; Anr + ¢

Esta expressdo nos mostra que a variagao da temperatu-

ra através da espessura de cada camada homogénea de um tubo infil
. - - . -

nitamente longo e logaritmilica; para que possamos aplicar esta

expressao a cada camada,precisamos antes achar o valor da tempe-

ratura na interface.

Para a primeira sub-regiac do modelo apresentade na fi
gura 5.17-a, podemos determinar a constante c¢; subtraindo as ex-

pressdes correspondentes as temperaturas u; e ug:



Temperatura C°C 1]
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Solucdo exata
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401 . Elementos de contorno
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FIGURA 5.19 - Distribui¢do de temperaturas no cilindro do exemplo n2 §
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A constante c, pode ser obtida,a partir da temperatura

na face mais interna,como:

u; - e tn (ri)

Na segunda sub-regido o procedimentc € analogo.
Outra condigdo a ser satisfeita € a conservagdo do flu

x0. A expressao da densidade superficial de fluxo & obtida da ex-

pressao da temperatura,pela aplicacdo da lei de Fourier:

tn(r{/r;)

0 fluxo téermico total que atravessa cada camada de raio

r & dado por

i = g+27p

Portanto

:K]. (uI - ui)

in (rI/ri)

Podemos fazer uma analogia com a lei de Ohm, na qual
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n (r_/r.)
I 1 - . - . - . - .
R = ¢ a resistencla termica, ur-u. € a d.d.p. e 1 a
2m=K
corrente térmica. Isto nos permite trabalhar diretamente com a

analogia elétrica mostrada na figura 5.17 (b),onde as duas sub-

.~ . - . - .
regloes apdrecem como resistenclas em serie.

A resisténcia equivalente & obtida somando-se R; e Ry
tendo a resistencia equivalente e a diferenca de potencial entre

as faces interna e externa calculamos a corrente 1i.

Com o valor da corrente calculamos a temperatura na in
terface,a partir da queda de potencial em R;. Uma vez determina
da esta temperatura, a expressdo logaritmica de cada sub- regido
fica determinada e podemos calcular o valor da temperatura para

qualquer raioc dentro das sub-regides.

Esta sclugao apresenta diversas semelhancas com as eta

pas do método dos elementos de contorno em sub-regioes:

- a expressac da solugdo em cada sub-regiio & escrita sepa-
radamente em termos da sua geometria e condutividade e de

coeficientes a serem determinados;

- pela consideragao das condigdes de interface,determinamos

0s parametros antes indeterminados;

- a solugdo pode ser calculada em qualquer ponto interno a-

penas em funcao dos valores no contorno desta.
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V.7 - TRANSFERENCIA DE CALOR NAQ LINEAR EM UM CILINDRO COMPOSTO

(Exemplo n? 6)

Neste Ultimo exemplo consideraremos o perfil radial de
temperaturas em um cilindro longo composto de tres camadas de ma
teriais diferentes com condutividade térmica dependente da tempe

ratura.

A geometria e as condigdes de contorno sao mostradas
na figura 5.20, sendo os raios dados em mm. Este exemplo faz par
te de um estudo prévio realizado por Donea e Giuliani [:18] para
a analise da transferéncia de calor n3o linear que ocorre em
"gaps" gasosos existentes entre o elemento combustivel de reato

res nucleares e seu "canning".

As condutividades, representadas nas figuras 5.23 e

5.24 (exceto a reta Ks (u)), sdo dadas, em W/m®C, por:

Ky = 7-5.10"° u + 3.107° u? - 5.107'° w3 + 3.207'" u*
K, = 2 +# 5.10°° u - 107° u?
-2
Ky = 10 + 4.10 ° u
Neste estudo admite-se um contato perfeito nas interfa
ces. O tubo opera a uma temperatura uniforme u, = 2000°C na su-

- - 0 -~ - - a
perfilcile interna, engquanto que a superficie externa e mantida a

0lc.
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FIGURA 5.20 - Geometria e condicdes de contorno do cilindro do exemplo n®6 .
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Na figura 5.22 apresentamos a idealizacao de elementos
finitos triangulares usada por Donea e nossa representagaoc  por

elementos de contorno constantes.

A nao linearidade do operador em cada sub-regido & re-
movida pelo uso das transformadas de Kirchhoff (Figura 5.25),per
mitindo o emprego do método dos elementos de contorno. Como vi-
mos no capitulo IV,esta nio linearidade € transferida para con-
digoes de interface e o sistema nao linear resultante & resolvi-
do tanto por iteracoes diretas quanto pelo esquema de Newton-

Raphson,tomando-se partido da blocagem natural do sistema.

Na figura 5.26 apresentamos os fatores de corregac dos
coeficientes de influencia correspondentes aos valores da trans-
formada da temperatura na interface,como descrito no capitulo IV.

Uz Us

No método de iteracao direta os coeficientes — e —
U, U,

ficam indeterminados quando u=03; tal indeterminacao pode ser le-
vantada atraves da regra de L'HOpital e nos fornece as relagses

K2 o Ks
Xa K,

infersegao dos dois pares de curvas na figura 5.26.

, respectivamente, como pode ser facilmente observadona

A solucgao de partida foi obtida admitindo-se para  as
interfaces as temperaturas de 1000°C em ©=10 mm e u=500°C em
r=13mm. Neste exemplo aproximamos as curvas Ki e K: por po-
ligonais (20 trechos) e os resultados obtidos pelos dois esque-
mas iterati&os coincidem,como mostrado no perfil radial de tempe

raturas na figura 5.28. Para uma tolerancia de 107" o esquema
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de iteracoes diretas convergiu em 10 iteracdes (4x10°°) e o es-

6

quema de Newton-Raphson em 3 iteragoes (6x10 ).

0Os valores de temperaturas obtidas para a malha de ele
mentos de contorno.(figura 5.22(b)) estao reunidos natabela 5.2;
a comparacao destes resultados com agueles obtidos analiticamen-
te e organizados na tabela 5.3 demonstra a alta precisao conse-

guida com o usoc das técnicas aqui propostas.

Neste exemplo, aoc usarmos o esquema de iteragoes dire-
tas ,observamos oscilagdes em torno da solugao exata que se amor-
tecem a medida em que cresce o numero de iteragdes. O numerc de
iteragdes necessarias a convergencia pode ser bastante diminui-
do por meio de um esquema de super-relaxagao sucessiva ("SOR"l}da
forma apresentada por Donea; outra forma eficiente de acelerar a
convergéencia consiste em admitir que os incrementos da solugao
estejam em progressdo geométrica e obter uma melhor aproximagao

com a soma infinita dos termos desta P.G. de razao < 1.

A seguir, como no exemplo anterior, examinaremos a so-
lugcdo analftica do problema de conducgao de calor axissimétrico .
Na figura 5.21 apresentamos o modelo analitico e a analogia ele-

trica.

Neste caso, como a condutividade de cada camada varia
com a temperatura, aplicamos a transformada de Kirchhoff a cada
uma delas. Isto implica em expressdes andlogas as obtidas no e-
xemplo anterior, sd que na variavel transformada U. Assim, para

a camada mais interna temos:
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U= ¢y &n r+ a2
ol
Ui UI
cy = —_ H g, = U. = ¢c1 &n v,
rs i i
in (—
1

No espago transformadc, entretanto, nao hd continuida-
de de U nas interfaces;

isto se deve as diferentes expressoes de
condutividades,conforme se considere a interface pertencente
uma ou outra sub-regiao.

a

Para resolver o problema, podemos escrever,por ilnterfa

ce,as condigdes de conservac¢ao do.fluxo e igualdade de temperatu
ra (no espago original).

A conservagao do fluxo pode ser escrita,para a interfa
ce I, como

1 _ 2 _ 112
UI 3} ) UII UI
i = s 2me = sZ2mer
PI I Pry I
&n (—) &n ( —=)
. T
1 T

Escrevendo relagdes analogas para todas interfaces
simplificando os termos comuns, temos:

e
yl - v, uz_ - Uu?
- na interface 1: I - L - 11 = I
an (—%) gn (1L
. r
1

I
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Uz, - U2 U - usd

- na interface 2: S S IT
FII T

n (—= n {(——)

1 P11

onde os subscritos I e II se referem a primeira e segunda inter-
face, respectivamente, e os super-escritos 1, 2 e 3 se referem
as sub-regices 1, 2 e 3, respectivamente, como mostrado na figu-

ra 5.21.

Estas relagdes nos fornecem um sistema de equagoes nao
lineares que pode ser escrito, apds serem substituidos os railos

e as temperaturas prescritas, como:

Uz s
0,378512 + —% _ 1 ul 3,85779
1 .
UI
4 o= = 9
0= ys_’
0,5u45428 L - 0,545428 - _II U2 0,0
Ul U2 IT
I II “ J \ J

Esta equagao matricial estd na forma adequada para e
esquema de -iteragdes diretas, andlogo ao descrito no capitulo IV.

Para o esquema de Newton-Raphson, a matriz jacobiana € dada por:

. . 1
0,378512 + =2 1
— K,
I_J I - N
\
0,545428 Sz -0,545428 - Ka
- Ki K2 N
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Este sistema, como o correspondente de elementos de con
torno, foi resolvido tanto por iteragoes diretas quanto pelo es-
gquema de Newton-Raphson,para uma tolerancia de lD-u; a transfor
mada de Kirchhoff foi obtida analiticamente (integracao dos poli
nomios que definem as relagdes K x u) e a inversa foi obtida pe-
lo algoritmo de Newton-Raphson a uma dimensdao. A convergencia da
solucdo nas interfaces & apresentada na figura 5.27 e a solugao

analitica obtida é dada na tabela 5.3.

Neste caso,também,podemos observar uma série de carac-

teristicas comuns a solugdo de elementos de contorno:

- surge a discontinuidade em U nas interfaces,decorrente da

aplicacac da transformada de Kirchhoff

- a cada iteracao devemos achar a inversa na interface; es
ta, a temperatura, € continua e permite que se calcule os
fatores de corregao para a iteragao seguinte,plotados na

figura 5.26.

- uma vez obtida a convergencia, o calculo de temperaturas
em pontos de cada camada & idéntico ao apresentado no cas
50 linear (ver exemplo anterior), s0 que na variavel trans
formada. A temperatura nestes pontos & obtida posterior-

-mente pela transformada inversa.
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FIGURA 5.25 - Curvas da transformada de Kirchhoff em fungdo da temperatura
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FIGURA 5.28 - Perfil radial da temperatura no cilindro composte da figura 5.20



TABELA 5.2 - Resultados de Elementos de Contorno para o Exemplo N¢ 6

12 SUB-REGIAO 28 SUB-REGIAO 32 SUB-REGIAO
T u T u T u

(mm) (°Q) (mm) (°0) (mm) (°c)
5,0 2000 10,0 711 13,0 105
5,25 1921 10,25 668 13,25 93
5,75 1765 10,75 578 13,75 68
6,25 1616 11,25 485 14,25 42
6,75 1472 11,75 388 14,75 14
7,25 1335 12,25 284 15,0 0
7,75 1204 12,75 168

8,25 1081 13,0 105

8,75 967

9,25 857

9,75 757
10,0 711

"hEC”



TABELA 5.3 - Solucdo Analitica do Exemplo N°¢ 6
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12 SUB-REGIAOQ 2@ SUB-REGIAO 32 SUB-REGIAO
r u r u T u
(mm) (°C) (mm) (°C) (mm) (°C)
5,0 2000 10,0 711 13,0 105
5,25 1920 10,25 667 13,25 93
5,5 1841 10,5 622 13,5 81
5,75 1764 10,75 577 13,75 68
6,0 1689 11,0 532 14,0 55
6,25 1615 11,25 485 14,25 42
6,5 1542 11,5 437 14,5 28
6,75 1472 11,75 388 14,75 14
7,0 1402 12,0 338 15,0 0
7,25 1335 12,25 285
7,5 1268 12,5 229
7,75 1204 12,75 170
8,0 1142 13,0 105

8,25 1081
8,5 1023
8,75 966
9,0 911
9,25 858
9,5 807
9,75 758
10,0 711




VI. CoNCLUSOES
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VI,  ConcLusdEs

Até pouco tempo atrds, a eficiencia do método dos ele-
mentos de contorno (M.E.C.) era amplamente reconhecida, mas sua

aplicagao se limitava a casos lineares e de material homogeneo.

Esta situacao esti se modificando rapidamente nos mais
diversos tipos de problemas; na analise de problemas de trans-
ferencia de calor,(potencial, em geral) o uso da transformada de
Kirchhoff, de sub-regicdes e de esquemas iterativos  eficientes,
como o algoritmo de Newton-Raphson aqui desenvolvido, conferem a
esta classe de problemas a mesma eficiencia conhecida nos casos

lineares.

0 uso do método dos elementos de contorno,juntamente com
a transformada de Kirchhoff,na analise de problemas de potencial
nao linear, nos permite obter solugoes com boa precisao e sem es
forgco computacional elevado, principalmente ac empregarmos O mé-
todo de Newton-Raphson para solugaoc dos sistemas de equagoes al-
gebricas nio lineares. Esta afirmacdo também vale para proble-
mas transientes, nos quais a transformada de Kirchhoff consegue
transformar a equacao nac linear que governa o problema em uma

equagao de difusac linear.

A transformada de Xirchhoff permite um tratamento uni-
ficado dos problemas nao lineares ao transferir as nac linearida
des do operador para as condigoes de contorno e de interface. Quan
do as condigoes de contorno sac apenas de temperatura e/ou fluxo

prescrito, & nao linearidade se transfere apenas para as condi-
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coes de interface entre sub-regioes. —

Em presenca de nao linearidades fracas, como as que
surgem devido a aplicagao de transformada de Kirchhoff em proble
mas com condigoes de contorno de convecgao, podemos resolver tais

sistemas através de esquemas iterativos do tipo "pseudo-forga®.

Tal aproximacdo ndo pode mals ser feita se a  solugao
nao linear naoc estiver bem proxima a solugdao de partida; isto ex
plica os problemas de convergencia enfrentados por Bialecki e
Nowak [(6 ], Skerget e Brebbia [ 40] e Skerget e Alukevic [ 41 ]
em problemas com condigoes de contorno de radiagao. A incorpora
cdo dos termos nac lineares a matriz e ao vetor de termos “inde-
pendentes do sistema garantem a convergencia no segundo esquema
de iteragdes diretas mesmo no caso de condigoes de contorno de ra

diacgao.

0 algoritmo de Newton-Raphson, desenvolvido por Azeve
do e Wrobel [[3 [, [ 59], demonstrou rapidez de convergencia e
eficiéncia computacional. Isto se deve ao fato do método possuir
convergencia quadratica, das modificagoes no sistema serem sele
tivas e dispensarem recalcular os coeficientes de influencia a
cada iteragao; quando aplicado ac problema traﬁsformado, as ex
pressoes obtidas sdo analogas as da condutividade constante em
virtude da diferenciacao da expressao integral da transformadade

Kirchhoff.

A aproximagdo de curvas genéricas K x u por poligonais,

aliada ao esquema de busca,se mostrou bastante eficiente do pon-
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to de vista de representacao da condutividade, da transformada de
Kirchhoff e da sua inversa; esta padronizacao do mapeamento de
ida e volta do espago transformado € essencial a aplicagdo do mé
todo dos elementos de contorno a problemas com condutividade wva-
riavel e se mostra bem pratica de se construir a partir de dados

experimentais.

Como vimos no capitulec ITI, o método dos elementos de
contorno nao se limita a problemas em regioces homogeneas. Quan-
do a regido & composta de sub-regides com materiais homogeneos,po
de-se formular o problema de elementos de contorno em cada sub-
regido homogeénea e recompor o problema original por meio das con

dicoes de acoplamento nas interfaces.

Caso a condutividade varie com a temperatura em algu-
ma(s) dessas sub-regides, € necessario aplicar a transformada de
Kirchhoff antes de fazermos a aproximagac de elementos de contor
no. A nao linearidade do operador, que para regides homogeneas
se transferia para as condigoes de contorno de convecgao e radia
¢do, passa a ser transferida também para a interface, ja que a
condigao de continuidade da temperatura causa, no espago ‘trans-

formado, uma nac linearidade em U.

Também para este tipo de ndo linearidade, o métodc de
Newton-Raphson se mostrou mais eficiente que o algoritmo de ite-

racoes diretas.

0 assunto possul uma série de caminhos a serem explora

dos e como sugestoes para trabalhos futuros nesta mesma linha
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de pesquisa destacamos os seguintes assuntos:

- analise termo-elastica e termo-visco-plastica de estrutu
ras e componentes sujeitos a condugac de calor naoc linear.

Uma primeira fase deste trabalho consiste na anilise desa
coplada do campo térmico e de deformagoes; para os proble

- . - -

mas em que este desacoplamentoc nao for possivel,e necessa

ria uma segunda fase envolvendo os problemas acoplados.

- anélise de transferencia de calor ndoc.linear em regime tran
siente. Neste tipo de problema, ja resolvido por outros
esquemas iterativos, provavelmente o método de Newton-
Raphson modificado serd o mais indicado, ja que a matriz do
sistema nao sofrera, em geral, grandes mudangas entre in-

tervalos de tempo consecutivos.

- analise da naoc linearidade que surge no "gap" entre ele-
mentos combustiveis de reatores nucleares e seus "cannings".
Esta analise, realizada por Donea e Gluliani por elementos
finitos, e anadloga a efetuada no Ultimo exemplo do nosso
trabalho e & fundamental para a determinacdo dos campos
térmicos (conseqgiientemente para a determinagao das solici

tagoes mecanicas) neste tipo de componente.

- analise de n3ao linearidades geométricas.

Para finalizar, cabe lembrar que qualquer método de
solugdo de problemas fisicos,seja ele analitico ou numérico apro-

ximado, so fornece resultados realisticos se os parametros de ma
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terial que descrevem os fenomenos basicos sao disponiveis. Isto
exige, além do desenvolvimento de técnicas de analise, um esfor-
co significative na diregac .do desenvolvimento de leis constitu-

tivas adequadas e na determinagdo realistica de coeficientes e

propriedades de materiais.
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