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A poluicao do erro e uma fonte conhecida de imprecisees nas abordagens
cont nuas ou descont nuas de FE para resolver a equacao de Helmholtz. Este topico
e exaustivamente estudado em um grande numero de artigos, alem de IHLENBURG
e BABUSKA [1I], IHLENBURG [2] e outras referéncias ali citadas. Metodologias
robustas para malhas quadradas estruturadas foram desenvolvidas nos ultimos anos.

Este trabalho busca desenvolver uma metodologia baseada na formulacao des-
cont nua Petrov-Galerkin (PGD), a m de minimizar o erro de fase para malhas
estruturadas ou nao estruturadas, aplicadas a equacao de Helmholtz em meios ho-
mogéneos. Uma formulacao Petrov-Galerkin FE e introduzida para o problema de
Helmholtz em duas dimensees usando funcees de ponderacao polinomial. Em cada
no da malha triangular, uma funcao de base global para o espaco das funcees de
ponderacao e obtida, acrescentando as combinacees bilineares C° da funcao linear
Lagrangiana de ponderacao. As funcees de ponderacao otima, com 0 mesmo suporte
das funcees de teste globais correspondentes, sao obtidas apos o calculo dos coe -
cientes [ dessas combinacees lineares, atendendo aos criterios ideais. Isso e feito
numericamente atraves de uma tecnica de pre-processamento que e naturalmente
aplicada a malhas uniformes e nao estruturadas.

Em particular, para malha uniforme, e obtido um esténcil interior quase otimo
da mesma ordem do metodo do elemento nito quase estabilizado, obtido por
BABUSKA et al. [3]. Resultados numericos sao apresentados ilustrando a grande
estabilidade e precisao desta formulacao com malhas nao uniformes e nao estrutu-
radas.
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Pollution error is a well known source of inaccuracies in continuous or discon-
tinuous FE approaches to solve the Helmholtz equation. This topic is exaustivelly
studied in a large number of papers as well as IHLENBURG e BABUSKA [1], IH-
LENBURG [2] and others references inside there in and others references. Robust
methodologies for structured square meshes have been developed in recent years.

This work seeks to develop a methodology based on Discontinuous Petrov-
Galerkin formulation (DPG), in order to minimize phase error for structured or
unstructured meshes applied for Helmholtz equation in homogeneous media. A
Petrov{Galerkin FE formulation is introduced for Helmholtz problem in two dimen-
sions using polynomial weighting functions. At each node of the triangular mesh,
a global basis function for the weighting space is obtained, adding to the bilinear
CP Lagrangian weighting function linear combinations. The optimal weighting func-
tions, with the same support of the corresponding global test functions, are obtained
after computing the coe cients [ of these linear combinations attending to op-
timal criteria. This is done numerically through a preprocessing technique that is
naturally applied to nonuniform and unstructured meshes.

In particular, for uniform mesh a quasi optimal interior stencil of the same order
of the quasi-stabilized nite element method stencil derived by BABUSKA et al.
[3] is obtained. Numerical results are presented illustrating the great stability and
accuracy of this formulation with nonuniform and unstructured meshes.
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Captulo 1

Introdwcao

1.1 Consideraoes iniciais

Problemas envolvendo a equacao completa da onda sao encontrados em diversas
areas da engenharia, tais como, mec&nica, nuclear, aeroespacial, civil e em problemas
inversos e diretos, encontrados tambem em medicina e em geof sica. O principal foco
deste trabalho sao os problemas diretos, envolvendo a resolucao da equacao da onda
em problemas geof sicos, no dom nio da frequéncia.

Diversos metodos podem ser utilizados na solucao desse problema, tais como:
Galerkin cont nuo e descont nuo, elementos nitos classicos, diferencas nitas, ele-
mentos de contorno, entre outros. Uma tecnica promissora e a que envolve a trans-
formada de Fourier no dom nio do tempo, levando a um problema de valor de con-
torno, descrito pela equacao de Helmholtz. Todavia, a solucao numerica da equacao
de Helmholtz e ainda um problema em aberto ZIENKIEWICZ [5]. Ha uma busca
por melhorar as metodologias ja desenvolvidas em CLAYTON e ENGQUIST [6] e
em ZITELLI [7].

A solucao numerica dessa equacao ate o presente momento, seja com elementos

nitos, diferencas nitas, elementos de contorno ou outros metodos numericos, pos-
sui um defeito conhecido como poluicao do erro, conforme descrito em BABUSKA
et al. [3] e BABUSKA e SAUTER [8]. Esse fendmeno e cada vez mais evidenciado em
altas frequéncias ou para numeros de onda elevados. Mesmo que a malha satisfaca
a condicao emp rica de aproximacao para onda plana dentro do elemento kh 6 1,
para elementos lineares, onde k e 0 numero de onda e h e o di@metro do elemento,
IHLENBURG [2]. Com o0 aumento do numero de onda k e mantendo o produto
constante, de modo que kh 6 %, o erro aumenta de forma descontrolada devido ao
fenémeno conhecido como poluicao do erro de fase, como descrito anteriormente.

Dessa forma, a busca por formulacees que, de alguma maneira, minimizem a
poluicao do erro de fase e crucial quando se resolve a equacao de Helmholtz para



altas frequéncias e, portanto, a resolucao da equacao da onda, tanto no problema
direto quanto no problema inverso em geof sica.

Ate o presente momento, diversos esquemas foram elaborados para minimizar
erro de fase para a equacao Helmholtz. O primeiro desses esquemas e 0 metodo
Quasi-Stabilized Finite Element Method, QSFEM,em BABUSKA et al. [3] e pos-
teriormente analisados em BABUSKA e SAUTER [9], BABUSKA e SAUTER [10]
e BABUSKA e SAUTER [8], esse metodo usa uma malha particular com elemen-
tos quadrados e esquemas de diferencas nitas para obtencao da matriz do estencil,
como mostrado na Figura 4.1l Visando obter uma formulacao variacional do tipo
Petrov-Galerkin que minimiza erro de fase, foram desenvolvidas algumas tecnicas,
como, por exemplo, em ALVAREZ et al. [11] e em DO CARMO et al. [12]. Esses
metodos tém a vantagem de cobrir todas as condicees de contorno, o que nao era
coberto pela formulacao QSFEM descrita em BABUSKA et al. [3]. Todavia, eles
sao limitados a malhas quadradas uniformes. Baseado em esquemas de diferencas

nitas para malhas nao estruturadas, foi desenvolvido, em LOULA e FERNANDES
[13], um esquema para minimizar erro de fase. Esse esquema tem a vantagem de
se poder usar uma malha com elementos triangulares nao uniformes. Embora eles
tambem sejam baseados em uma matriz de referéncia que minimiza erro de fase, a
qual e avaliado via um esquema de diferencas nitas, ha uma sensibilidade com a nao
uniformidade da malha, como, por exemplo, re namentos localizados, prejudicando
a performance do metodo.

Contribuicees em Galerkin descont nuo para a equacao de Helmholtz podem ser
encontradas em DO CARMO et al. [12] e em ALVAREZ et al. [11].

IHLENBURG [2] trata de problemas de espalhamentos modelados pela equacao
de Helmholtz para problemas unidimensionais e faz uma boa analise numerica para
diversos problemas. Em KAMPANIS et al. [14] apresenta-se um livro, com diversos
artigos discutindo a solucao da equacao de Helmholtz, sob varias perspectivas, bem
como, em DOUGLAS e DUPONT [15] e em ARNOLD [16], encontram-se diver-
sos artigos que tratam de diversos problemas envolvendo a equacao de Helmholtz.
Em outros trabalhos, citados nas referéncias anteriormente citado, podem ser en-
contradas baseadas em outras tecnicas para solucao da equacao de Helmholtz, tal
como em CHANG [17], que desenvolve uma tecnica de m nimos quadrados para a
equacao reduzida da onda. Nessa mesma linha, pode-se encontrar desenvolvimentos
em HARARI e HUGHES [18].

MELENK [19] realizou duas analises para problemas de Helmholtz, uma no
espaco dos polinémios harmonicos generalizados e a outra no espaco gerado por
ondas planas, cobrindo todas as poss veis direcees. Outras contribuicees podem ser
encontradas em MELENK e BABUSKA [20].

Em BABUSKA et al. [3], os autores fazem uma introducao geral para o pro-



blema de Helmholtz 2-D para obtencao de solucees via elementos nitos e mostram
tambem que nao e poss vel obter uma solucao nodalmente exata para o problema
de propagacao de onda modelado pela equacao de Helmholtz, semelhante ao obtido
para o caso 1-D por HARARI e HUGHES [18], que obtem uma solucao nodal-
mente exata, para as direcees de onda plana escolhido a priori, para obtencao dos
par&metros do trabalho em questao. THOMPSON e PINSKY [21] comprovaram que
para problemas 2-D modelados pela equacao de Helmholtz, nao e poss vel, mesmo
gue nodalmente, encontrar valores exatos para problemas discretos. Os autores apli-
caram a formulacao Galerkin Least Square(GLS) apresentado para o caso em 1D
com sucesso, obtendo a solucao nodalmente exata, caso que nao se con rmou para a
formulacao 2D. Outras contribuicees podem ser obtidas em BABUSKA e SAUTER
[9], CUMMINGS [22], BABUSKA et al. [23], AINSWORTH et al. [24] e CHUNG e
ENGQUIST [25]. Em ALVAREZ et al. [11], os autores apresentam uma formulacao
Galerkin descont nuo com continuidade C° nas interfaces dos elementos de nindo
dois par@metros, e a serem determinados de forma numerica com objetivo de
minimizar a poluicao do erro.

Contribuicees para formulacees Galerkin descont nuo tambem podem ser encon-
tradas em PERUGIA [26], CUMMINGS e FENG [27], HETMANIUK [28], SHEN
e WANG [29]. No trabalho de FENG e WU [30], os autores desenvolvem uma
analise para algumas penalidades interiores usando o metodo Galerkin descont nuo,
com polindmios lineares descont nuos por partes, para problemas de Helmholtz com
condicees de contorno absorsiva de primeira ordem para os casos 2-D e 3-D. Em
STROUBOULIS et al. [31], os autores tratam de um fator g de convergéncia.
HESTHAVEN e WARBURTON [32] apresentam uma formulacao nodal para o
metodo Galerkin descont nuo, com algoritmos, analise e aplicacoes bastante atu-
ais para diversos problemas de engenharia. Em DI PIETRO e ERN [33], os auto-
res trazem o embasamento teorico para formulacees de Garlerkin descont nuo em
problemas enevolvendo EDP’s escalares de 12 ordem, problemas de advecao-reacao
estaveis, EDP’s de 12 ordem estaveis, EDP’s de 22 ordem escalares, EDP’s difusivas,
topicos adicionais em difusao pura, problemas de uidos incompress veis e em siste-
mas de Friedrich. Em FENG et al. [34], os autores fazem uma colet&nea de artigos
tratando de problemas modelados via Galerkin descont nuo.

Os problemas modelados pela equacao de Helmholtz, via elementos nitos ou
elementos de contorno, possuem integrais altamente oscilantes a serem calculadas.
Esse e um dos motivos pelos quais surgem os problemas de erro de fase nas solucees
numericas. No livro de ENGQUIST et al. [35] e em suas correspondentes referéncias,



sao apresentadas algumas tecnicas numericas para calcular integrais do tipo

7b
f (x)€'9 Mdx

a

que sao altamente oscilatorias a medida que a frequéncia natural angular ! cresce.

O objetivo e contribuicao deste trabalho e desenvolver um metodo baseado em
uma formulaceao Petrov-Galerkin descont nuo (PGD) para equacao de Helmholtz que
seja capaz de produzir uma solucao aproximada, minimizando erro de fase seguindo
uma metodologia diferente daquela adotada por FERNANDES [36] para uma malha
estruturada ou nao estruturada, que seja capaz inclusive de suportar re namentos
localizados.

O trabalho esta organizado como se segue: no cap tulo 2, e apresentada uma
breve descricao das equacees basicas de onda acustica no dom nio do tempo e a
respectiva equacao no dom nio da frequéncia;

no cap tulo 3, e apresentada a formulacao variacional Petrov-Galerkin des-
contnuo (PGD) para problemas de Helmholtz que minimiza erro de fase. Tendo
como base, as formulacees aprsentadas em DO CARMO et al. [12], ALVAREZ et al.
[37] e LOULA e FERNANDES [13];

no cap tulo 4, e apresentada a metodologia original PGD para elementos intei-
ramente pertencentes ao dom nio, que e a grande contribuicao deste trabalho e que
permite encontrar uma matriz que minimiza o erro de fase para ondas planas, para
todos os elementos da malha, sendo a malha estruturada ou nao. De modo a obter
0s parametros . que minimizam erro de fase, pertencente ao dom nio;

no cap tulo 5, serao obtidos os par&metros | da formulacao PGD, para elemen-
tos com uma e duas arestas no contorno, com base na matriz da formulacao PGD,
apresentada no cap tulo 3 e desenvolvida no cap tulo 4;

no cap tulo 6, sao apresentados os resultados numericos e discussees;

no cap tulo 7, sao apresentadas as consideracees nais e as sugestoes para tra-
balhos futuros.



Captulo 2

Equacees BEasicas da Onda
Aaistica

2.1 Introdwao

Neste cap tulo, serao abordadas, em linhas gerais, as relacees basicas da f sica de
ondas linearizadas, tendo como o foco principal, deste trabalho, as ondas acusticas.

A propagacao de ondas em meios elasticos anisotropicos e abordada em GRAFF
[38], IHLENBURG [2], CARCIONE [39], PUJOL [40], SENA [41] e LANDAU e
LIFSHITZ [42]. Embora cada classe de problemas tenha suas caracter sticas parti-
culares e distintas, ha semelhancas subjacentes que podem facilitar o entendimento
do modelo matematico, fornecendo, assim, resultados numericos e similaridades em
implementacees computacionais. O estudo dos casos harménicos no dom nio do
tempo e de grande interesse em diversas areas das engenharias.

Assume-se, tambem, que todas as ondas estejam em estado estacionario com
frequéncia natural angular ! . Introduz-se a relacao de dependéncia entre um campo
escalar espaco/tempo da forma (x;t), onde a relacao e dada por

= (x)e'™; (2.1)

onde (x) e uma funcao complexa e x e 0 vetor posicao, que neste trabalho, cor-
responde a problemas 2D, sendo  (x;t) =j (x)j€ We " ondej (x)j€ ) esta
relacionado a dependéncia espacial, e e " e a relacao de dependéncia com tempo
GRAFF [38] e WOLF [43]. De maneira semelhante, a Equacao pode ser escrita
de forma a se obter uma campo vetorial BASTOS e SADOWSKI [44] e KONG [45].



2.1.1 Ondas aasticas

Ondas acusticas (sonoras) sao pequenas oscilacees no campo de pressao P(x;t) em
um uido compress vel ideal (meios acusticos). Essas oscilacees interagem de modo
que a energia e propagada atraves do meio. As equacees governantes sao obtidas
a partir das leis fundamentais para uidos compress veis. Neste trabalho, serao
considerados problemas bidimensionais de propagacao de ondas em meios acusticos,
compress veis conforme KUNDU e COHEN [46].

2.1.2 Equaees linearizadas para uidos compressveis

A equacao da onda para meios acusticos pode ser obtida a partir da lei da con-
servacao da massa, da lei da conservacao do momento e da relacao constitutiva, as
quais sao apresentadas a seguir.

2.1.3 Lei de conservaao da massa

Seja  um elemento volumetrico ou um volume de controle, com contorno , e
seja n(x), x 2 , o vetor normal unitario apontado para o exterior do dom nio
como mostrado na Figura 2.1, Considere o0 uxo de um uido material com pressao
P (x;t), densidade (x;t) e velocidade da part cula V (x;t).

O produto escalar V (x;t) n(x) representa 0 uxo normal de velocidade que
atravessa o contorno

Figura 2.1: Elemento volumetrico, com vetor normal direcionado para fora do
dom nio.

A conservacao de massa em um intervalo de tempo unitario e expressa pela
relacao 7 |

@ _ .
ot ¢ = (v md: (2.2)

A integral de superf cie do lado direito de (2.2) pode ser transformada em uma



integral de volume usando o teorema de Gauss,
I Z
(V n)d = div(V)d; (2.3)

gue e extremamente util em diversas aplicacees nas engenharias GREENBERG [47],
KUNDU e COHEN [46] e SCHEY [48]. Assim, obtem-se a expressao

4

%t+ dv(V) d =0 (2.4)

onde se pode obter a equacao da continuidade

@ .

— +div(V)=0: 2.5
ot v (V) (2.5)
O sinal em (2.2) corresponde a reducao da massa. De modo semelhante, (2.2) com si-
nal oposto, indica uxo que entra no volume de controle segundo a direcao normal,
ou seja, que corresponde ao aumento de massa. Detalhes matematicos e aplicacees
f sicas a respeito das equacees acima podem ser encontrados em GREENBERG [47],

KUNDU e COHEN [46] e SCHEY [48].

2.1.4 Lei da conservacao do momento

Assume-se que o elemento volumetrico  esteja sujeito a uma pressao hidrostatica
P(x; t).HA forca total ao longo da superf cie sera dada pela integral de superf cie
F= Pnd , onde novamente n corresponde ao vetor normal unitario ao longo

da superf cie  do elemento
Da segunda lei de Newton F = ma, para 0 caso onde a massa e constante,

tem-se | Z
Pnd = v d : (2.6)
-_ dt - .

A diferencial total na integral do lado direito da Equacao (2.6) e linearizada como
v — @

i T et
Aplicando o teorema de Gauss na integral do lado esquerdo da Equacao (2.6)),

chega-se na equacao do movimento, tambem conhecida como equacao de Euler

@ _ :
@t—r P: (2.7)

Geralmente, a diferencial total dd—‘{ e expandida em uma expressao nao linear KUNDU



e COHEN [46] e LANDAU e LIFSHITZ [42],

dav. = @
—=—+(V r)V: 2.8
i @t ( ) (2.8)
Considerando as hipoteses de ocorréncias de pequenas oscilacees, a relacao [2.8]
pode ser linearizada na acustica. Usando a hipotese harm6nica no tempo, obtem-se

a equacao de estado referente a equacao de Euler
il v=rp; (2.9)

sendo i a unidade imaginaria, ! a frequéncia natural angular, a densidade do
meio, v 0 vetor velocidade, r 0 operador gradiente e p 0 campo de pressao, onde se
pode utilizar a Equacao para o campo escalar P (x;t) e para o campo vetorial
V (X;t). Introduzindo o campo vetorial U (x;t) como sendo o deslocamento de uma
part cula de uido, a equacao de Euler equivalente e escrita da forma

@u
ot =" (2.10)
Aplicando a transformada de Fourier
A
(x;t) = (x;t) €' dt; (2.11)

1

na Equacao (2.10), obtem-se a forma estacionaria da equacao (2.10), dada pela
expressao
I 2u=r P; (2.12)

que e a equaceao da onda (2.10) no dom nio da frequéncia, que pode ser encontrada
em diversas aplicacees em engenharia e ciéncias.

2.1.5 Equacao da onda awstica e equacao de Helmholtz

Por de nicao, 0 som e uma pequena perturbacao (P; ) em torno de um estado
constante (Po; ) de um uido compress vel ideal. Em qualquer ponto x, as funcees
P (x;t)e (x;t) representam vibracees com pequenas amplitudes. Usando a equacao
de Euler para baixas velocidades e assumindo uma lei linear para o material KUNDU
e COHEN [46], pode-se escrever

P=¢c; (2.13)



onde o parametro constante c e a velocidade de propagacao. Entao, usando versees
linearizadas da equacao (2.5)) e da Equacao (2.7)), obtem-se

P;tt = C2 ft — C2 odiV (V ;t) = C2d|V (r P), (214)

com P.; a derivada parcial de segunda ordem no tempo do campo de pressao,
corresponde a derivada parcial de segunda ordem no tempo da densidade para se
chegar a equacao homogénea da onda em termos da pressao acustica na forma

1
2 — N
r 2p P. 0: 2.15
Cz tt ( )
A equacao da onda que representa situacees mais gerais inclui o termo fonte de

dom nio f (x;t), podendo ser escrita pela expressao

TP Pl =1 () (2.16)

onder (" (X)r P) pode levar ao operador Laplaciano nas coordenadas espaciais
se ' (x) for o tensor identidade * (x) = 1. Com a hipotese de ondas harmonicas
no tempo ou atraves do uso da transformada de Fourier na Equacao (2.14),
GRAFF [38], BRANDWOOD [49], KAUPPINEN e PARTANEN [50], obtem-se -
nalmente a equacao de Helmholtz. Esse procedimento transforma a equacao da onda
dependente do tempo em uma forma generalizada para analise espectral. Escolhem-
setef, associados com o tempo e a frequéncia, BRANDWOOD [49], GREENBERG
[47] e TANG [51].
A equacao de Helmholtz para’” (x) =1 ef & ;t) =0 e dada por

r p+k’p=0; (2.17)

onde |

k= E; (2.18)
e 0 numero de onda, que tambem pode ser dado pela relacao k = 2-, onde e o
comprimento de onda; em geral, usa-se ! = 2? sendo T o per odo. Situacao com
per odo variavel pode ser encontrada em BEER et al. [52] cap tulo 19, para um
caso particular em HALLIDAY [53]. A relacao entre o campo de pressao acustico

transformado p(x;! ) e o potencial de velocidade (x;!) e dada por

pix;!) =it ¢ (X): (2.19)

As Equacees (2.17) e (2.18) correspondem a formulacao forte do problema de
Helmholtz no dom nio da frequéncia. Essa equacao pode ser resolvida de forma dis-



creta, como, por exemplo, utilizando o metodo das diferencas nitas. Cabe ressaltar
que alguns esquemas com boa precisao podem ser encontrados em [54], WONG e
LI [55], FERNANDES [36] e em CHAGAS [56] bem como nas referéncias por eles
citadas.
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Captulo 3

Formulacao Petrov-Galerkin
descontnuo (PGD) para
problemas de Helmholtz

3.1 Problema de valor de contorno ou formulacao
forte

Seja 2 RY, [E[] um dom nio limitado cont nuo com contorno  Lipschitz suave

por partes, 0 que garante a existéncia de um veto_rl_ normal unl_itario ao ngntorno n.

Sejam & %e  subconjuntos de taisque ¢ 4= ¢ = g=;¢€
= g4 q r. Considere o problema de Helmholtz, descrito pela equacao

=()=r () W =f!); (3.1)

onde denota o campo escalar que descreve ondas acusticas harmonicas, em estado
estacionario, com condicees de contorno:

de Dirichlet
=g em 9 3.2)
de Neumman
r n=q em @ (3.3)
de Robin
r n+ , =r em r 3.4

onde o0 coe ciente kK 2 R e o numero de onda, f (x;!) e o termo fonte, g 2
Hz (4) C°(g), g2 L2( ) er 2 L2( ,) sao condicees de contorno pres-

1RY representa todo o espaco vetorial Euclidiano de dimensad.

11



critas, 0 coe ciente e uma constante positiva em . As de nicees dos espacos
Hz () L2( o), L2( ), L2( )eH( ) podem ser encontradas em ADAMS [57].
As equacees - de nem a chamada formulacao classica ou formulacao forte
do problema de Helmholtz. Tal terminologia vem do fato que o problema e escrito
na sua forma diferencial.

3.1.1 Formulacao variacional

A formulacao variacional para o problema forte - (3.2), somente considerando
condicao de contorno de Dirichlet, e aqui apresentada.

Considerando o conjunto de todas as funcees admiss veis U e 0 espaco das va-
riacees admiss veis V, conforme

V=HL(); (3.5)
HY( ) L2(); (3.6)
f2L%2(); 3.7

Ho( ):== 2H'(); (0=0: (3.8)

O problema variacional ou a forma fraca associada ao problema de valor de
contorno de nido em (3.1), com condicao de contorno de Dirichlet (3.2)), consiste
em encontrar 2 U tal que satisfaca a equacao variacional

aGa(; )=();, 8 2V, (3.9)
onde Z
a(; )= r r k2 d; (3.10)
€ Z
()= (f; )d: (3.11)

3.1.2 Contnuo

O problema acima pode ser colocado de maneira equivalente conforme DUTRA DO
CARMO et al. [58]. Para isso, considere o0 espaco M" = f ;::; .0 sendo uma
particao do dom nio em ne elementos, tal que cada elemento , possa.ser mapeado

no elemento padrao pelo mapeamento isoparametrico satisfazendo O = Se

12



S 8 S
e6 e = (e e) onde ¢ denota o contorno de cada elemento ..
e=1
Sejap 1 um inteiro e considere PP ( ¢) 0 espaco dos polindbmios de grau menor

ou igual a p de nido para cada elemento, de nido como

PP( e)= 2L%( ¢: eum polinémio de grau menor ou igual a p

No metodo de elementos nitos tratado neste trabalho, serao considerados apenas
elementos lagrangianos, de classe C° triangulares em 2D. O espaco de elementos
nitos gerado por esses elementos sera indicado por S,( ). As funcees de base
nodais de Sy associadas aos pontos nodais Xx; serao denotadas por ;. De nindo
de forma apropriada os conjuntos U, 2 Sy e W, 2 S, a solucao aproximada pelo
metodo de Galerkin consiste em resolver o seguinte problema variacional:

Encontrar o campo 2 U, de modo que

ac(n n)=hbs(n); 8 n2Vp; (3.12)

onde e ; sao as funcees de interpolacao para o tri@ngulo. O funcional a( n; 1)
e b( ) sao as formas variacionais de nidas para a equacao de Helmholtz com suas
respectivas condicees de contorno.

Para os casos considerados, tem-se

Wy = Sh\ V: (313)
No caso do conjunto Uy, para condicees de Robin tem-se
Un = Sp: (3.14)

Para o problema de Dirichlet, em geral, as funcees do espaco vetorial Uy, satisfaz as
condicees de contorno exatamente. Assim, para o problema de Dirichlet, tem-se que

H" = ’2|—2( ) "Te2PP(¢)

0 0
H2"( g = 2H?(,4): demodoqueexiste; ' 2H"( ) e =gem ,

. . 1. . .
Considere g" como sendo o interpolante de g em H2:" (' 4). Considere, ainda, o
conjunto solucao do interpolante , de modo que tem-se o espaco solucao, descrito
de modo que

13



U= 2H"(): =dg'em 4 ;

€ 0 espaco
Vo= v2H"() : v=0em 4 ;

sendo que U, e V;, espacos vetoriais que comportam as funcees de interpolacao

e p, respectivamente. Quando e solucao do problema de nido por -

entao as restricoes e o de em eem o respectivamente (ressaltando que
¢ € M o 580 elementos triangulares, como mostra a gura[4.3), satisfazem:

r 2. k2e.=fe em el (3.15)

e=0g em o\ 4 s o\ JE;; (3.16)

N e Ne=0¢ em ¢\ 4 se ¢\ (6&;; (3.17)
N «e Ne+ , e=r em ¢\ |, se ¢\ [6E;; (3.18)

sendo , um numero real ou complexo.

3.1.3 Descontnuo

Como mostrado na secao anterior a Equacao mostra a formulacao variacional
cont nua classica de Galerkin.

Nesta secao, serao apresentadas a formulacao variacional de elementos nitos
Galerkin descont nua desenvolvida em ALVAREZ et al. [37], formulacao essa que
inspirou a formulcao Petrov-Galerkin desenvolvida neste trabalho para obtencao
dos parametros de minimizacao que serao obtidos nos dois cap tulos que seguem
bem como para a solucao do problema de Helmholtz.

Abaixo serao de nidas as condicees de continuidade na interface entre elementos,
para o potencial e para 0 uxo respectivamente, como segue:

e =0, (r er o nNe=0; em .\ o se o\ o&;: (319

Seguindo as formulacees encontradas em DO CARMO et al. [12], DUTRA DO
CARMO et al. [59] e ALVAREZ et al. [37], a formulacao PGD consiste em encontrar
h 2 U" de forma que o funcional bilinear Bpgp (;Vv) e o funcional linear b(v)
satisfacam a formulacao variacional de Helmholtz, semelhante ao funcional descrito
na equacao (3.12). Abaixo seguem as equacees que compeem o funcional para a
formulacao DG, como descrito em ALVAREZ et al. [37].

14



Formulacao variacional GD cassica para o problema de Helmholtz

ad Mvho=ag Mvh o +ad, "V =RV (3.20)
onde
we Z Z
ad MVt o= rDorvl k2N d o+ e ovid ; (3.21)
n:l e r\ e
e
)Qe )(\e Z 1
o " = Do b onev v
n=1 e%>e 0
L we 02
eed
+-22 0 v one d;
2 e €0 e €0 e ’
e Z z Z
B v = fovld + revid + gvid ; (3.23)

e e a\ e
onde e, e e € hew S0 parama@metros otimos para a formulacao DG desenvol-
vida por ALVAREZ et al. [37] e estao de nidos no item seguinte. O par@metro
que aparece na formulacao DG em ALVAREZ et al. [37] e diferente do par&@metro
M desenvolvido neste trabalho, com o objetivo de minimizar o erro de fase.

Formulacao variacional PGD descontnuo proposta para o problema
de Helmholtz

A formulacao proposta segue a formulacao descrita por ALVAREZ et al. [37],
fazendo vl = "+ W™ na Equacao (3.20). Assim, tem-se a forma variacional

h h. h

e h. h m _—_ L€ . h m e . m
A pc , T +WT o =ag ) T+WT +apg , W

oo (3.24)
=Bep +W™T

onde af, agg € bs sao como de nidos pelas Equacees (3.21) - (3.23), respectiva-
mente, fazendo a susbstitucao vl = "+W™, como sera descrito no Cap tulo[4l Nas

Equacees (3.21) - (3.23), ne e 0 vetor normal unitario ao elemento , 0s parametros
@ = 4 hew = minfhg; heog, e = 1, como descrito em DO CARMO et al. [12],
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onde o Pl o [l eo [] e[ e WM e de nido pela Equacao que sera
apresentada no Cap tulo [4, A formulacao (3.24), quando utilizadas, as condicees
de contorno de Dirichlet, produz o fendmeno da ressonan&cia numerica, conforme
breve descricao que segue.

3.1.4 Resson&ncia

3.1.5 Resson&ncia nunerica

A analise numerica e estudos de convergéncia de aproximacees por elementos nitos
ou por diferencas nitas mostram que as propriedades de estabilidade, convergéncia
e precisao dessas aproximacees estao intimamente relacionadas as correspondentes
discretizacees do operador de Helmholtz. Assim, tem sido observado que os efeitos
de poluicao e resson&ncia numerica sao muito sens veis a ordem dessas aproximacees.
Por outro lado, a estabilizacao das aproximacees de um modo geral e, em particular,
das aproximacees de baixa ordem requer conhecimento de solucees do problema ho-
mogeneo na determinacao de par&@metros de estabilizacao, como na formulacao GLS
apresentada em THOMPSON e PINSKY [21], MONK e DA-Q. [60] e JIANG [61]
por exemplo: ou na propria construcao do operador de Helmholtz discreto, como
descrito por BABUSKA et al. [3] na formulacao QSFEM e muito bem explicado e
exempli cado por FERNANDES [36], bem como por WU [62] . Neste trabalho, fre-
guentemente, serao utilizadas ondas planas, solucees do problema de Helmholtz, na
determinacao de par&@metros de estabilizacao em formulacees de elementos nitos de
Petrov-Galerkin e na construcao de aproximacees por diferencas nitas FERNAN-
DES [36].

Nos experimentos numericos, sera usada condicao de Dirichlet para os proble-
mas. Essa condicao de contorno oferece maiores di culdades numericas, devido ao
fendmeno de ressonancia CHAGAS [56]. E poss vel visualizar a ressonéncia tanto
no problema cont nuo, quanto no discreto. Contudo, sabe-se que, no metodo de ele-
mentos nitos de Galerkin e diferencas nitas, o0 numero de onda discreto difere do
anal tico, como evidenciado em FERNANDES [36] e em CHAGAS [56]. Portanto,
mesmo que a solucao exata esteja em resson&ncia, a aproximada pode nao estar e
vice-versa.

Um aspecto importante de problemas com condicees de Dirichlet e quando
k? se torna um autovalor do operador r 2. Para o caso em que g = 0, nao

¢ furcao de interpolacao do elementoe.

o furcao de interpolacao do elemento vizinho 1 do elemente.

e furcao de interpolacao do elemento vizinho 2 do elemente.
co0 furcao de interpolacao do elemento vizinho 3 do elemente.

a b~ W N
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ha unicidade da solucao, ocorrendo, assim, o fenémeno conhecido como res-
son&ncia numerica para o caso dos problemas quando resolvidos, por tecnicas
numericas, ou seja, discretizacao do dom nio cont nuo. Esse nome vem da se-
melhanca do fenébmeno da ressonéncia, que e tao util e conhecido no nosso dia
a dia e nas engenharias de uma forma geral.

Por exemplo, se  for um dom nio retangular de lados (a;0) (0;b), a distri-
buicao do campo, no estado estacionario, tal como no caso de uma problema
de calor, com a distribuicao de temperatura, produz autovalores dados pela

expressao

m 2 n 2 %
= — + — 3.25

para autofuncees que representam a distribuicao de temperatura bidimensional
dada pela expressao

Zom (2) = (A cosh( mnz) + Asenh( mn2)); (3.26)

onde m;n 2 N . Mais detalhes da solucao do problema tridimensional po-
dem ser encontradas em TANG [51]. Assim, se e uma solucao do problema,
dado pelas equacees - (3-18), com k? igual a um dos autovalores mn,
entao todas as combinacees lineares que produzem uma funcao da forma
com qualquer constante tambem sera uma solucao. No contexto dos metodos
numericos, pode ocorrer de o numero de onda da solucao aproximada e 0s au-
tovalores do problema discreto serem bastante diferentes do numero de onda
exato e dos autovalores originais. Assim, mesmo que k nao cause resson&ncia
como conhecido na forma convencional, pode acontecer de haver resson&ncia
na solucao aproximada, problema conhecido como resson&ncia numerica FER-
NANDES [36].

No proximo cap tulo, e includa a funcao de ponderacao de forma a obter
par&émetros ' que minimiza erro de fase, e toda a base matematica para obtencao
de tais par@metros.

As bases matematicas serao discutidas nos proximos cap tulos, e estao pautadas
na formulacao variacional dada pelo funcional,

Vh — h +Wm :
onde o funcional bilinear bbgp (; ) e o funcional linear b( ) cam assim descritos,

apep ; "+W™ =bhgp "H+WT (3.27)
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onde W™ e a funcao de interpolacao que permite determinar os parametros ' que
minimizam erro de fase. Os detalhes da obtencao desses parametros serao dados no
proximo cap tulo.

Em todo problema que envolve modelagem numerica, aparecem algumas di cul-
dades, principalmente nos problemas evolvendo a equacao de Helmholtz. Tais como,
perda de fase, perda de amplitude e perda de fase e amplitude que ocasiona o0 que
convencionamente chama-se de poluicao do erro.

3.1.6 Polucao do Erro

Fase e a fracao de um per odo da qual o tempo, ou 0 &ngulo de tempo associado
It , esta avancando em relacao a uma referéncia arbitraria. No caso de uma
unica variacao senoidal, a origem e comumente tomada como sendo a ultima
passagem no sentido de negativo para positivo. Assim, uma fase de onda
senoidal e 1=12 de um per odo (ou 30° desde a origem) onde a ordenada e a
metade da ordenada maxima; uma outra fase e 1=4 de um per odo (ou 90°
desde a origem) onde a ordenada tem o seu maximo valor positivo; e assim
por diante para qualquer fracao de T (ou de!T =2 ).

Obsl. Perda de Fase: Nos problemas que envolvem propagacao de ondas, a
modelagem, via metodos numericos, possui o fenémeno conhecido como perda
de fase, caracter sticas de metodos numericos, tais como MDF, MEF, MVF,
MEC, dentre outros. Tais evidéncias podem ser observadas nas Figuras 3.7}
B.2, [3.3 e [3.4 abaixo. As caracter sticas para problemas envolvendo a equacao
de Helmholtz sao mais expl citas, a medida em que se aumenta 0 numero de
onda.

-1 -

Figura 3.1: Fendmeno da perda de fase e amplitude CHOPRA [4]. Posteriormente
nomeado como poluicao do erro de fase.
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Figura 3.2: Evidéncias do fendmeno da poluicao do erro de fase para solucees, exata,
DG e PGD para a secao vertical x = 0:5, para a particao 20 20 e numero de onda
k = 30.

Figura 3.3: Evidéncias do fendbmeno da poluicao do erro de fase para solucees, exata,
DG e PGD para a secao vertical x = 0:5, para a particao 20 20 e numero de onda
k = 60.
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Obs2. Perda de Fase e Amplitude: Nos problemas que envolvem pro-
pagacao de ondas, com altos numeros de ondas, tem-se alem da perda de fase,
a perda de amplitude. Tais fatos, vem acompanhado do metodo. Essas duas
perdas, sao caracterizadas como poluicao do erro, na literatura, como podem
ser encontrados em BABUSKA et al. [3], FERNANDES [36] e WU [62].

Como pode ser evidenciado nas Figuras [3.1, 3.2, [3.3 e [3.4, em problemas que
envolvem a equacao de Helmholtz, esse e um problema recorrente para formulacees
numericas. Esse problema e objeto tem sido objeto de estudo de diversos pesqui-
sadores nas ultimas decadas, via diversas versees da modelagem numerica. Nao e
diferente neste trabalho.

Figura 3.4: Evidéncias do fendbmeno da poluicao do erro de fase para solucees, exata,
DG e PGD para a secao vertical x = 0:5, para a particao 80 80 e numero de onda
k = 120.
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Captulo 4

Obtercao dos par&metros que
minimizam o erro de fase para
elementos do domnio

4.1 Introdwcao

Neste cap tulo, sera apresentada a formulacao proposta para obter a matriz M.,
gue compee a formulacao e a obtencao dos par&metros que minimizam 0 erro
de fase via formulacao PGD, para o caso de um elemento pertencente inteiramente
ao dom nio "nao possui aresta no contorno™. A forma de obtencao desta matriz e
principalmente a obtencao desses parametros e que e a contribuicao desse trabalho.
Tal forma de obtencao de M, e feita via formulacao Petrov Galerkin descont nuo,
que e diferente das formas obtidas em BABUSKA et al. [3] e FERNANDES [36]
obtidas via formulacao de diferencas nitas e em DO CARMO et al. [12] que foi
obtida via formulacao GPR (Galerkin Res duo Projetado).

Em BABUSKA et al. [3], e apresentado uma metodologia para obtencao de
um esténcil, para a montagem da matriz que justi ca 0 metodo, de modo que na
metodologia apresentada, o esténcil e obtido para uma malha quadrangular regular,
como mostrado na Figura[4.1] (a) e seu respectivo uxo, Figura 4.1 (b).

Neste trabalho, desenvolve-se uma formulacao, na qual a malha e triangular,
como mostrado na Figura [4.3, de modo que nao se aplica o esténcil obtido em
BABUSKA et al. [3]. O esténcil para uma malha triangular obtido neste trabalho,
tem a forma mostrado na Figura[4.2] (a).

De foma analoga, para o caso desenvolvido neste trabalho, estao apresentadas as
caracter sticas de uma malha triangular, para um elemento e qualquer do dom nio,
Figura [4.2) (a), bem como a informacao do uxo Figura [4.2] (b), para um produto
tensorial, para esse elemento.
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; (n) fn) ()
Ay K1 K; K+ / \

(n) L =
(a) Um elemento Kj e seus vizinhos. (b) O fluxo de informac&o

Figura 4.1: Forma da malha para obtencao do esténcil em uma malha quadrangular,
como obtido em BABUSKA et al. [3].

+ e" @ +
/+ +

(a) Elemento e, e seus respectivos
vizinhos.

(b) Forma do Fluxo no elemento e

Figura 4.2: Forma da malha para obtencao do esténcil, para uma malha triangular,
caso desenvolvido neste trabalho.

4.1.1 Metodologia para obtercao dos par&metros que mi-

nimizam erro de fase para elementos interiores ao
domnio

Por uma questao de simplicidade, sera descrita a forma de obtencao da matriz M.,
para o caso de uma malha triangular nao estruturada com funcees de interpolacao
de classe C°. Cabe ressaltar que a formulacao PGD aqui apresentada Cap tulo
nao faz qualquer restricao quanto a estrutura da malha, ao tipo de elemento nem
guanto a classe a qual pertencam as funcees de interpolacao. Tal matriz pode ser
obtida para situacees gerais, por exemplo para elementos quadrilateros nao estrutu-
rados com polinémios de ordem superiores, dentre outros. Considere um elemento
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triangular generico . do dom nio  particionado, como mostrado na guraf4.3l A
forma atraves da qual sera obtida a matriz M,.,, e a partir da formulacao Galerkin
descont nuo, com ©€ = 4, hew = minfhg; heog e e = 1. De modo que, para o

Figura 4.3: Elemento triangular e qualquer do dom nio e seus respectivos vizinhos,
e® €% e"®phem como suas respectivas numeracees locais, que serao adotadas para
0 desenvolvimento das equacees que fazem mensao a essa gura no decorrer do
trabalho.

caso triangular exempli cado na Figura , epara 12 [LyLy; Lg]ﬂonde cada I
representa a funcao de interpolacao linear do tri@ngulo. Sejam tambem as funcees
N Do e oo que representam a funcees de interpolacao linear do triangulo dos
elementos vizinhos, €', e", e" respectivamente. Sera adotado valor constante para o
par@metro ¥ = = e gpresentados com mais detalhes em ALVAREZ et al.
[63]. O numero de funcees auxiliares e dado por N¢,,c = 12, para o caso onde o ele-
mento considerado e interior ao dom nio do problema, ou seja tal elemento interno

possuira 3 elementos vizinhos.
A formulacao proposta neste trabalho considera a inclusao de uma "nova" funcao

de ponderacao W™. A formulacao variacional e reescrita como

apep (i +*WT) =k ( +WT); (4.1)

YL1;L»;L3]. Sao as furcees de interpolecao do elemento triangular, padrao.
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onde as funcees de ponderacao W™ serao dadas como segue
wm = moe. (4.2)

onde os ' representam os valores que serao obtidos nesta formulacao de forma
a minimizar o erro de fase, : sao funcees especiais obtidas a partir das funcees
de coordenadas de area, ¢, k = 1; 2; 3, utilizadas para fazer o mapeamento dos
elementos em coordenadas de area.

A funcao peso para a formulacao proposta neste trabalho sera da forma

(& +Wm): 4.3)

Levando (4.2) em (4.1) e desenvolvendo tem-se a expressao

R e m 2 e\\/m R e e 2 e e
[r r W ke *'W™]d + |[r r o ko°?%ld

e e
+
2 R o e e e 1 R e e 3
Ao od 5 r A + I fe od (4.4)
ee ee
+R R
P : e ¥r ead 1 r © A+r © A WA 7.
el e ee ee
+
R o e e0 wmd

onde €° representa os elementos vizinhos ao elemento e tomado como referéncia, ou
seja, €92 f ey;e; €30 € (M = 1;2;3), para de nir a formulacao PGD, supee-se que 0
dom nio seja discretizado por uma malha, formada por elementos triangulares .
Rearranjando a Equacao (4.4), a equacao associada a um ponto nodal no interior
do dom nio pode ser escrita como segue

le/\i+cm2/\(23+cm3/\g+cm4/\§2 +Cm5/\(233 +Cm6/\(231
+

h i (4.5)
m7\e; m8N\e; m9 e, m10Ney m11/\e; m12\e3 '
CM77e 4 CMBNeL 4 CMINe 4 CcMI0Ne 4 cmilfes | cmi2fe

=B" + Res™ ()

onde os C™M*: ::: C™M12 foram escritos dessa forma na Equacao por questao de
simplicidade, de modo que sao os mesmos C[J,. Que por sua vez, s&0 0S Mesmos
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N¢ufo =12
que aparecem na expressao CMk = P M/, ™, de modo que representam
as componentes da matriz associada aons_lnos do domnio, comm =1;2;3 ek =
1;::;12. Os "¢, "s e "¢ correspondem aos valores nodais da onda plana no elemento
e, bem como "%, "%, "a e N e e fe g % correspondem aos valores
nodais da onda plana nos elementos vizinhos do elemento e. Onde B" corresponde ao
termo independente do sistema e Res™ ( ) corresponde ao res duo na aproximacao
numerica.

Esta equacao e analoga a equacao do esténcil apresentada em BABUSKA et al.
[3]. Oscoe cientes da matriz C[J} sao obtidos a partir das duas expressees seguintes,

de acordo com o valor do indice k variando de 1 a 3, na equacao (4.6

8 R 9
rF & r & kK §¢ld %
. _'\%nc . = -
an - n
n=1
% R R h 1 e e e eI % (4.6)
SR 2 n(r k ﬂe)+g n k d -
- ee|
'\ch o
= I\/Ikn n;
n=1

com os ndices dados como segue

k=1;2;3 (Para as trés primeiras linhas);
n=1;2;::12 (Para as colunas) e; 4.7
m=1;2;3 ( xados);

e para as demais linhas da matriz C[J,, ou seja k variando de 4 a 12, e utilizada a
equacao

(o]
IV ©

k X 2 X £ 1 € °8 €
cm = S 5 S ( ﬁe)"'h n K d> n
= = eq 1
n=1 I=1 e, (4.8)
I\%HC
= Mkn rr?
n=1

Na obtencao da matriz C™K, deve-se seguir as seguintes associacees entre os ndices,
conforme a Tabela 4.1, onde os ndices que aparecem no lado direito da Equacao
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Tabela 4.1: Relacao entre os indices k, I, j e i, utilizados na Equacao (4.8), para
k 4,

K [T
4 12123
513|132
6 (1|12
711111
8 1|13
912|121
10222
111331
121333
(4.8) sao dados como seguem
m =1, 2; 3;
n=1;2;:::;12;
k=1,2;:::,; 12

onde adota-se no decorrer deste trabalho as seguintes relacees para as coordenadas
de area do triangulo,

m=Ln! (Coordenadas de area do elemento €);

e =L (Coordenadas de area dos elementos vizinhos g):

A estrutura geral da matriz M/, , para o caso de elementos inteiramente per-
tencentes ao dom nio, e nao singular, como foi veri cado intensamente nos diversos
exemplos discutidos neste trabalho, no Cap tulo [ff O componentes nao nulos, da
matriz nao singular M, estao representados na Figuraabaixo, de modo que o
s mbolo # , hachurado em amarelo, representam os coe cientes nao nulos.

De ne-se agora as funcees especias de ponderacao W; para o caso dos elementos

e pertencentes ao dom nio  do problema, comi =0; 1; 2; 3

Wo=L1 Lz Lg;

W; =L, Lg; (4.9)
W;=L; Lg; .
W3 =L; Ly

As funcees ; sao obtidas de duas formas diferentes, de mopdo que a primeira
e para o caso em que o valor do ndice i, com i = 1;2;:::;12. A primeira forma, e
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M

.

kﬁ

X 2 4 & 7 8 ¥
B % % % % B & # ¥
2 # # ¥ # # # # # #
# # # # # # # & #

0 0 0 0 0 g E § *
7 0 0 0 0 0 g & 2 ¢
8 0 0 0 0 0 # # # 0

Figura 4.4: Forma geral da Matriz M/, para um elemento triangular inteiramente

pertencente ao dom nio

de interesse.

qguando tem-se i = 1; 2; 3, de modo que

E a segunda situacao para a obtencao de

i = Wy, comi=1;2; 3

(4.10)

i, € para quando tem-se 0s demais

valores de i, ou seja i = 4; 5; ::;;12. Assim, tem-se as expressees para as demais

funcees , de modo que para k = 4, e dada como segue

parak =5
para k =6
parak =7

R 1
T 2 omd
4= he% R d g L1LsWo;
ee2
R
O T 2 oayd !
5= he% = R d g L1LoWs;
ee3
R
G
6 — he% = R d g LoLsWi;
eeq
7= S Wjy;
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para k = 8

g = g Wl, (415)
parak =9

9= je_ Wz, (416)
para k = 10

10= 5 Wy, (4.17)
para k = 11

11=§ Ws; (4.18)
e nalmente para k =12

12= 5 Ws! (4.19)

Vale lembrar que £, = Lg,. Para as funcees descritas acima a matriz e nao
singular como foi extensamente veri cada nos exemplos numericos tratados neste
trabalho, no Cap tulo [f] estao apresentados os resultados numericos e discussees.

4.1.2 Onda plana

O estudo de caracteristicas basicas de propagacao de um sistema uni, bi ou
tridimensional envolve a investigacao da propagacao de uma onda harménica em
uma direcao qualquer, como, por exemplo, no caso da Figura [4.5 na direcao x.

De forma analoga, podem ser obtidos resultados semelhantes nas demais direcees
y e z, ou qualquer outra, diferente das direcoes dos eixos coordenados, e iSO se
caracteriza como uma investigacao de ondas planas.

Tais ondas sao perturbacees em duas e trés dimensees, onde 0 movimento de
uma part cula qualquer acontece na direcao perpendicular a direcao de propagacao.

A gurafd.5 mostra uma onda plana no espaco tridimensional, onde, nas direcees
y e z, estao 0s campos magnetico e eletrico respectivamente e na direcao X a onda
plana resultante das oscilacees dos campos se propagando.

Para exempli car a matematica que justi ca uma onda plana, considere a gura
4.6, onde o movimento de qualquer part cula ao longo da linha, no caso 2D, Figura
4.6l E no caso de um plano, no caso 3D, Figura[4.5] podem ser de nida pela equacao

(4.20) forma que

n r ct=constante; (4.20)

seja constante, onde n e o vetor normal ao plano, a velocidade de propagacao da
onda pode ser obtido de modo que, c= f = '2— =L er e o vetor posicao centrado
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Ondas eletromagnéticas planas no vacuo

O vetor de propagagio k
detinira a diregdo e
sentido do raio associado
na optica geométrica.

E(r.t)=E sen (k.r —wt)

A frente de onda € o lugar geometrico dos pontos onde

k.r — @t = constante
Frente de onda plana: kx — @r= constante para k =k X
Figura 4.5: Onda plana se propagando devido as oscilacees dos compos eletricos e

magneticos em uma regiao do espaco qualquer, seja ele, um meio material ou nao.
Fonte: notas de aula Profa. Chinellato, D. C, 2014.

na origem do sistema de coordenada cartesiano podendo ser escrito da forma
n=Ili+mj=cos( )i+sin(C)j;
r=xi+yj:
Ondas planas sao muito uteis nos metodos que buscam minimizacao do erro de

fase, pois a onda plana e uma solucao da equacao de Helmholtz, como pode-se ver,
considerando uma onda plana de amplitude unitaria da forma
(x) =€ "’; (4.21)

pode-se justi car que a funcao de onda (4.21) e solucao da equacao de Helmholtz
homogénea

rz =r (r)
=r (ik n)
=ik(r n+r n)
=ik (0+(k n) n)
=i%k?n n
= Kk?:
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B

\ frénte de onda

T

(@) ""-.__ frerite de onda X

frent}é de onda

Figura 4.6: Onda plana propagando-se no plano bidimensional (x,y). Onde k e o
vetor \frente de onda" e o vetor n e o vetor unitario do vetor k.

Considerando agora a funcao de onda plana com as caracter sticas, 0 2,
dada pela expressao

= gk xr ). (4.22)
onde os coe cientes sao dados como segue
=cos(); e =sin(): (4.23)

Considere-se, agora, ' como sendo o interpolante. Logo, podem-se escrever as
equacees do interpolante para cada no dos elementos vizinhos ao elemento triangular
€ como segue.

Para o no 1 do elemento vizinho e;, tem-se

o =" (4.24)

fa = (4.25)
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para o no 1 do elemento vizinho e, tem-se

Ne, _ Ne.
2 3

para 0 no 1 do elemento e; tem-se
Neg _ MNe
1 = 1

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

para obtencao dos valores nodais da onda plana, em cada no dos elementos e, €°
e”e €% De nindo agora os coe cientes da matriz C™ comm = 1;2;e3;ej =

1; 2; 2112 como segue:

C ml
le — :
3
C ml
Cm9 — :
3
C ml
lel — :
3

Cm3 — Cm8 — leO —

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

a equacao (4.5) e reescrita como segue, de modo que o interpolante seja uma onda

plana

C ml/\(i"'c m2A§+C m3A§+C m4’\§2+c m5’\(233+C mef\gl — U“+Resm( ); (4.35)

onde
Cm4 — C m4.
3 H
C m5
Cm5 — ;
3
e
C ml
CmG — ;
3
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para o termo independente O™ escrito como segue

U‘n — DmlA§+Dm2A§+Dm3A§+Dm4A§2 +Dm5A§3 +Dm6/\<251 : (439)
onde o termo D™ ’s sao dados pela expressao
Z
DW= r fr o KF5d+
)@ Z 1 e + € e d +
o Py Te®l i e (4.40)
16
ee|
Z
1
5 T LS

eej

paraj = 1;2;3. Os demais ndices que aparecem na integral, sao vinculados como
mostrado na Tabela, [4.2] abaixo.

Tabela 4.2: Relacao entre os ndices j, | e i que aparecem na Equaceao [4.40,

w| w| NN R R —
N | W] | w| N —
N w| W k| k|| —

Lembrar que 7 = L} sao as funcees de coordenadas de area dos elementos. Para

os demais D™ ’s, com j = 4; 5; e6 tem-se
Z

1 o

DM = > r Ao 2 d; (4.41)

ee|

onde, paraj = 4; 5; 6, tem-se 0s v nculos entre os ndices como mostra a Tabela [4.3]
abaixo. Logo tem-se a equacao

Tabela 4.3: Relacao entre os ndices j, | e

| O ~|—
=W N —
NN W —
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Bml,\i+Bm2A§+Bm3A§+Bm4A§2 +Bm5’\§3+Bm6’\§1 — Resm( ): (4.42)

Como
BM =C™ +D"; (4.43)

comm =1;2;3ej =1;2;3;4,;5;6, adotando o interpolante Af como sendo a onda
plana
o=k X+ v, (4.44)

com j =1; 2; 3 e para as demais ondas planas nos nos do elemento de referéncia e
sao dadas como seguem

ner = dk( xe+ o). (4.45)
e

N = gk xat ya). (4.46)
e

N = gk( x5t ys)), (4.47)

onde os coe cientes e  sao0 0s vetores unitarios, dados pelas expressees
=cos(); e =sin(): (4.48)

De nindo agora os comprimentos hj e h?l-’ como descrito pelas expressees apre-
sentada na Equacao [4.49] abaixo

h: =jx; Xxjj e

i =Pl (4.49)

=iy i

Agora, dividindo a equacao por "; , comm = 1; 2; 3, de modo a obter

as expressees apresentadas pelas Equacees [4.52, 4.52/ e [4.52, para, m =1, m=2¢e
m = 3, respectivamente.

Como segue, para m = 1, tem-se com esse procedimento, uma forma de nor-

malizacao. Eliminando assim, erros de arredondamentos, de modo a manter os

elementos da diagonal o maior poss vel. Consequentemente mantem-se sempre dis-

tante a possibilidade de que as matrizes obtidas sejam nao singulares, garantindo
assim uma maior e ciéncia na analise numerica.
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+
B3cos(k( h%+ hY))+BMcos(k( hi + hy
+
B%cos(k( hi + hi))+B¥cos(k( hi+ h%))

3
B 1+B2cos(k( hi+ hi))
),

§rV0)0)0)0)0)0) 02 02 ) I \V)

+

, | 5 (4.50)
B 0+B%sin(k( hi+ hY))
+

I8 BBsin(k( hy+ hi))+BYsin(k( hj+ hi))
+

Bsin(k( hy + hg))+BPsin(k( hg +  hg))

=Rest ():

Seguindo procedimentos analogos ao realizado para m = 1 para obtencao da
Equacao [4.52 acima, faz-se m = 2 para obter a Equacao [4.52] abaixo

3
+

BZcos(k( hi+ h3))+B*cos(k( hj,+ hy))
+

2
EBZlcos(k( hs,+ hl,)+B* 1

B#cos(k( hi;+ hg))+B*cos(k( hi;+ hgy))

+
) (4.51)
BZsin(k( h,+ h%))+B%2 0
+
iR BZsin(k( hi+ hi))+B2sin(k( hj+ hiy)
+

B#@sin(k( hi+ hiy))+B#®sin(k( hi+ hi))

=Res® ();
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e nalmente faz-se m = 3, para obter

5 3
B3tcos(k( hi;+ hiy))+B%2cos(k( hiz+ hi))
+
B33 1+B%cos(k( hi;+ hiy)
+
B¥cos(k( h&+ hi))+B¥cos(k( hi+ hy))
+
, (4.52)
B3sin(k( hiz+ h}))+B¥%sin(k( hi+ hy))
+
i B3 0+B¥sin(k( hi;+ hi))
+

B3>sin (k ( his + h}5/3))+8365in(k( hgs + h)és))

=Res* ():

Sendo i a unidade imaginaria dado pori = P " 1,Rest (),Res® ()eRes* ()
sao de nidos por

Rest () =Res'()="%;
Res? () =Res?()="%; (4.53)

Res¥ () =Res®()="%

De ne-se os coe cientes Coef™: % ( ) da forma

(
lsej =m;
Coefmio(y= ~>1 =M (4.54)
cos k hi, + hy, sei&m;

paraj =1; 2; 3. De nindo os coe cientes Coef™: 0 ()

Coef™°()=cos k hi, + h (4.55)
para o0s casos onde 0 ndice j =4, 5; 6.

Os coe cientes Coef™ 1 () sao de nidos por
Coef™ '()=sin k h¥ + hi (4.56)
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comj =1;2;3;4,5,6; 8 &me
Coef™:1()=0;8; 8m; e8j =m (4.57)

sendo B™™ & 0, pode-se dividir o res duo Res™ () por B™™ para obter a equacao

Res™ ().

Res™ ()=~

(4.58)

onde B™™ sao os elementos da diagonal da matriz B™ . Isto equivale a assumir
B™M™M™ =1, normalizando cada equacao pela diagonal. Este esquema de normalizar
e similar ao proposto em LOULA e FERNANDES [13].

De nindo agora: (
BM™sem 6 1;
S = ’ 4.59
! BM2sem =1; (4.59)
8
> BM™sem=3;
Sy =_ BM™sem=2 (4.60)
" BM™sem=1;
s =BM4 (4.61)
S =BMs; (4.62)
S =B™MS; (4.63)

e 0S coe cientes paraj =1, 2; 3,

Coef™%0( ) se m & 1;

Coef M0 ()=
0 Coef™20( ) se m = 1;

(4.64)

8
> Coef™20( ) sem=3;
Coef ™20( )= , Coef™%0() sem=2; (4.65)
Coef™30( ) sem=1;

Coef ™ 10( )= Coef™:2():; (4.66)

considerando j = 4; 5; 6.
Tem-se tambem para j = 1; 2; 3,

Coef™%1 () se m & 1;

Coef ™t ()=
Q) Coef™21( ) sem = 1;

(4.67)
Coef™31()se (m=2 ou m=1);

Coef ™21 ()= .
Coef™20( ) se (m&2 ou m&1);

(4.68)
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Coef ™ ()= Coef™!(); (4.69)
paraj = 4; 5; 6.
Assim, para o res duo Res™ () tem-se
" ! # " #
Res" ()= ><5c fmEoCyS™ +1 +i XSC fmitC)ys™ (470
es" ()= oe ()S [ oe ()" + (4.70)
j=1 j=1

Com o objetivo de minimizar os erros de arredondamento, aqui adota-se uma
estrategia diferente daquela apresentada por LOULA e FERNANDES [13]. De ne-
se agora paraj =1;2; 3; 4;50s 5™ como sendo

22 H 312

|
— m;j; 0 2 mi; 1 2 ;
S™=4  Coef ™O() "+ Coef ™()°d> SM (4.71)

0

e os Coef™i! (1) como sendo

Coef ‘M ()
m;j;l — .
Coef™! () ~ 17 (4.72)
[Coef im0 ( )]? + [Coef mii1()]* d
0
com os termos F™i ~ dados por
2 31
- £h - 2 - 2 i
Fmi =4 Coef ™:0( ) “+ Coef ™1()° d>d ; (4.73)
0
onde | = 0; 1. Assim pode-se escrever Res™ () como
" 56 ! # ")(5 #
Res" () = Coef™0()§™ +1 +] Coef™ 1 ()s™ 1 (4.74)

j=1 j=1

De nindo assim o funcional J™ e fazendo uma varredura completa no intervalho

0 2 e efetuando a integralcao de no mesmo intervalo , com 0 2,
tem-se
2
2
J"= Res"() d; (4.75)

0
como pode ser observado na Figura4.7, O fato de fazermos uma varredura vem da
formulacao ser variacional, de modo a buscar um maior numero de direcees acertivas
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poss vel. Diferentemente do encontrado em BABUSKA et al. [3]

Ya

%\

Xv

Figura 4.7: Direcees ; qualquer de onda plana

Esta normalizacao, como mencionado anteriormente, tem o objetivo de minimi-
zar erros de arredondamento, na solucao do sistema algebrico original, para determi-
nar as constantes S ™. Ela e diferente da adotada por LOULA e FERNANDES [13].
Os coe cientes S,", S,", S;™, S,™, S;™ sao requeridos para minimizar o funcional
J™. Assim, a minimizacao do funcional, exige que sua derivada seja igual a zero,
para encontrar 0s pontos extremos.

Ou seja, deve-se ter

@J

——=0; onde 1=1;2;3;45 em=1,;2;3: 4.76
@s (4.76)
De nindo agora os termos M dados pela expressao

Z h _ i
M” — éoefm;I;O( ) éoefm;J; 0( )+ éoefm;l;l( ) éoefm”; 1( ) d (4.77)

0

e 0s termos F
2

F"=  Coef™°()d; (4.78)
0
ondel =1;2;34,5ej =1;2;3; 4 5.
Finalmente, obtem-se o sistema de equacees dado por
x

MPS ™ = F; (4.79)
j=1
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coml=1;2;3;4;5.

Das equacees (4.71) e (4.73), obtem-se

s
S" = —y com j =1;2;3;4;5; (4.80)
Frorm
onde
2Z 31{2
Fri =4  Coef ™°()*+ Coef Mil()? ; (4.81)

0
comm =1;2,3ej =1;2;3;4;,5. A partir dos S" determinados, obtem-se BM
como mostram as expressees para os termos B™l ’s, como segue

(
gml — 1 se m=1, (4.82)
S" se m& 1;
8
2 1 se m=2
BM=_ S sem=1 (4.83)
" S) sem=3;
(
1 se m=3;
B™ = (4.84)
SI'se (m=1o0um=2;)
B™ =S, (4.85)
B™ =g, (4.86)
e
BMé =g (4.87)

Com os B™ ’s obtidos, podem-se entao escrever a equacao
cm=pm pm (4.88)

para os ndicesm=1;2;3ej =1;2;3;4,5; 6.
Usando as equacees (4.30) - (4.34) e (4.36) - (4.38) tem-se

C ml
cmt= . 4.89
3 (4.89)
C ml
cm? = : (4.90)
3
C ml
cmit = —3 (4.91)
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Cm2

CMe=Cm’=Cm= ——; (4.92)
C m3
CM=Ccm=Cm?= —; (4.93)
cM=cm, (4.94)
cme=C ™ (4.95)
e
Ccmé =C M6 (4.96)
Finalmente, de ne-se agora a matriz |7 da forma
R
m= [ 5 r f kK §fd
+ . (4.97)
p RN o o
1 Lo fR)+ie 7 d =M,
=L eer
onde |l =1;2;3em =1,;2;3. Eosvalores de n = 1; 2; ::;; 12, tem-se entao as
seguintes relacees entre os ndices da integral
m Z 1 e € *9 e € .
kn — z n (r i ﬂe) E n i d = IVIIn! (498)

eej

para k = 4; 5; ::1; 12, tem-se as relacoes. A t tulo de implementacao, a Tabela [4.4]
facilita o entendimento da relacao entres os indices k, | e i, respectivamente

Tabela 4.4: Relacao entre os ndices k, |, j e i para a matriz |\

kK [1]j]i
41223
5 [3[3]2
6 [1]1]2
7111
8 [1]1]3
9 [2]2]1
0222
11[3[3|1
12333

Assim, os ' sao obtidos como a solucao do sistema linear dado pela expressao

M2
mor=cr'; (4.99)

40



e 0s pesos W™ sao obtidos a partir da expressao
W™ (x;y) = non (4.100)

que deve ser avaliada nos NP1, pontos de integracees de Gauss. Em . e em
NP lcontorno . PONtos de integracees nas faces.
Estes W™ sao os que devem ser fornecidos, para cada .

m. m. ..... m -
Wl y W2 g ey WNP|V0| y

m;S. mS. ..... m;S .
WS WIS Wey

e

onde W™ e o valor de W™ no ponto (Lq,; L2, ;Lg ) de integracao de Gauss e WI”“S
e o valor de W™ na face S e no ponto Valor de W™ no ponto L3,; L3;L3, de
integracao de Gauss. Os coe cientes Lq,; Lo ;L3 sao os valores de L; em cada
ponto de integracao de Gauss.
Tambem e preciso avaliar a seguinte expressao, em cada ponto de integracao de
Gauss
@\{ I=1;2;3:
@1
Para implementacao do problema, foi utilizado o uxograma da Figura [4.8|
abaixo.
Deve-se fornecer tambem (D;Wy; D\Wo; i D\Wnpiy,, )-
D/W, ! valor de %—Vl‘f“ no ponto (L1.m; L2m; Lam) de integracao de Gauss.
Logo sao vetores:
W% (e;m;i) onde i sao pontos de integracao de Gauss.

D W2 (e;m;i) onde i sao pontos de integracao de Gauss.

wenermo (e-f; ) onde i sao pontos de integracao de Gauss na face f.

| INiGIO |

‘ Lér: ‘
' NTESubDomain( Isub ) /

]
/ Calc. nam. fotal de nés: |

\ NTotalNos y

%
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b b,

1.h,






Y=l
2=l
L 3=l
b Ay

/ OW (isub,ie,m,i)
L\‘Escrever: _— |

ar,

(st
L 13 y
k2. —

(A

(A=l
L 2=>0

{ 3=l
: L a->[

6W(isub,ie,m,i) “
A

| Escrever:
b

:\‘_ I« 4 4
(13 7
2.

A

S 4

Figura 4.8: Fluxograma do algoritmo que permite a implementacao computacional,
para obtencao dos parametros que minimiza erro de fase.
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Captulo 5

Obtercao dos par&metros que
minimizam o erro de fase para
formulacao PGD para problemas
de Helmholtz com elementos
triangulares com arestas no
contorno

5.1 Introdwcao

Neste cap tulo, serao apresentadas as formas de obter as matrizes M., que compeem
0 sistema para obtencao dos par&@metros que minimizam erro de fase via formulacao
PGD para o caso onde os elementos do dom nio tem alguma das faces no contorno do
problema. A forma de obtencao desta matriz e principalmente a forma da obtencao
dos parametros ' que e a grande novidade desse trabalho. Tal metodologia de ob-
tencao de M., e realizada via formulacao Petrov-Galerkin descont nuo semelhante
a metodologia apresentada no cap tulo 4l Essa metodologia e diferente das obtidas
em BABUSKA et al. [3] e FERNANDES [36] obtidas via formulacao de diferencas
nitas e em DO CARMO et al. [12] que foi obtida via formulacao Galerkin res duo
projetado (GPR).
O objetivo desta metodologia aqui desenvolvida e a obtencao dos par&metros
livres ' que aparecem na formulacao PGD, quando os elemento do dom nio tem
arestas coincidindo com as arestas do contorno, do dom nio de interesse.
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5.1.1 Elementos com uma e com duas arestas no contorno
do domnio

Seguindo metodologia analoga a apresentada no Cap tulo [4], baseada na formulacao
ALVAREZ et al. [63], para obtencao das matrizes M, e os parametros livres

o para elementos triangulares, inteiramente pertencente ao domnio  do pro-
blema, procede-se de maneira analoga para a obtencao das matrizes e os respectivos
par&metros livres, para o caso de elementos com uma face e duas faces no contorno,
respectivamente.

Dessa forma, utiliza-se a partir daqui a simbologia Mk?;n !, para a matriz obtida
com o elemento e tendo uma aresta no contorno do dom nio . Tal matriz possui
dimensees Mg, o' € gx3.

De maneira analoga para o caso de elementos com duas faces no contorno do
dom nio , utiliza-se a partir daqui a simbologia, Mk;;n 2, de modo a ter-se as di-
mensees Mg, ¢ €  6x3-

A obtencao dessas matrizes Mg, o* € Mg, 5° € seus respectivos parametros livres

o' de dimensees 43, estao descritos como seguem nas secees abaixo.

Primeiramente, na Subsecao estao descritos 0s procedimentos para o caso
do elemento com uma face no contorno, e na Subsecao [5.1.3 estao descritos 0s
procedimentos para o caso do elemento com uma face no contorno, como seguem.

5.1.2 Uma aresta no contorno

No caso onde se tem um elemento com uma unica aresta pertencente ao contorno
do dom nio , as matrizes Mg, o', & seus respectivos parametros, T, sao obtidos
seguindo a numeracao local, como descrito pela numeracao apresentada na Figura
abaixo.

Para valores de m = 1; 2; 3 e funcees coordenadas de area ¢, sendo as mesmas
coordenadas de areas do triangulo dadas por

=L (5.1)

e e .
m m?

e para as funcees de ponderacao W™ escolhida como mostrado pela Equacao [5.2

abaixo
Nf%c 1
wnm = o (5.2)
n=1

tem-se entao as funcees peso dadas pela expressao

(5+WM; (5.3)
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(4) (5)

Figura 5.1: Elemento com uma face no contorno do dom nio e sua respectiva nu-
meracao local, a n vel de elemento.

e 0 numero de funcees no caso de elementos com uma face no contorno do dom nio

dados por Nyync =9
A formulacao para obtencao dos par@metros ' e dada pela expressao

R
[r ©rwm™ k?°wmd +
R[r e r e k2 e e]d +
m m
R
(r © A)(W™+ 5)d +
el 9 2 o 3
*° e e e (5.4
R Neeo m
PR o e &y e g ;
e%s e ! 1 o m 0 #
R 35r A +r A WM+
eeo
eel h ¢ ¢ wn

eeo

onde €° representa o numero de elementos, vizinhos ao elemento e, dados como

seguem
2 f e e59: (5.5)

A expressao (5.4) pode ser escrita de uma forma mais compacta como mostra a
equacao a seguir, com os valores de m = 1; 2; 3, de modo que obtem-se

m1”e m2 e m3 e m4 ez m5 ez
roi+CMe s+ CM g+ CM 2 + €™ 5+

Cme’\ilez + Cm?"gz + Cm8"61>3 + Cm9’\§3 =B + Res™ (); (5.6)
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para obtencao dos parametros ' devemos ter a relacao dada como segue
cmk = Mg, t (5.7)

A matriz M, * para elementos com uma face no contorno do dom nio, possui va-
lores nulos e valores nao nulos, tais como as matrizes que aparecem nas formulacees
de elementos nitos Petrov-Galerkin, cont nuo ou descont nuo. Tal como a matriz
M, , discutida no Cap tulo , para elementos do dom nio, a matriz M, * tambem
e nao singular, como comprovados experimentalmente nos exemplos que foram dis-
cutidos neste trabalho, no Cap tulo @ A forma generica da matriz M, *, para o
caso de um elemento qualquer que possui uma unica aresta no contorno pode ser
vista na Figura 5.2 abaixo

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 ¥ ¥ L3 * * * * " *
2 * ¥ L3 * * * *® " *
3 ¥ ¥ L3 * * * * " *
4 0 0 0 * 0 * % 0 0
M&EL
ki 5 0 0 0 0 * 0 0 * *
6 0 0 0 * 0 * " 0 0
7 0 0 0 * 0 * * 0 0
8 0 0 0 0 * 0 0 * *
9 0 0 0 0 * 0 0 # "

Figura 5.2: Forma geral da matriz M, *, para elementos com uma unica aresta no
contorno, como pode ser visto na Figura 5.3

Os valores que compeem a matriz M, *, sao obtidos a partir da expressao

Mg = 1 §rr g kgrgd+
e
R r ¢ fe) o+ d+
e (5.8)
le:{h“’l(r e o) + eleld
122 g, 2" < heer 1 “ ’



com os valores de k = 1; 2; 3, para as 3 primeiras linhas da matriz. E para as demais
linhas do sistema, a equacao que permite calcular os valores que compeem a matriz
M, * sao dadas pela expressao

Z
Mk: 1 —

n

€q

©ied (5.9)

ﬁ; l(r ieI ﬂe)+ n I

N -

heq

eej

para k = 4;5; 6; 7; 8; 9, tem-se as seguintes combinacees para os ndices I; j; i,
apresentados na Tabela [5.1, como pode-se conferir abaixo.

Tabela 5.1: Relacao entre os ndices k, I, j e i para a matriz M, *

OO N O X
W WINDN W N —
W WINDN W N —
W DN PN W -

Vale lembrar que as funcees coordenadas de areas ¢, para cada elemento tri-
angular sao dadas como segue, 5 = L%, comm = 1;2; 3, sao as coordenadas de
area do elementoe. E & = L7, comm = 1; 2; 3, sao as coordenadas de area do
elemento vizinho g.

As funcees especiais  © *, utilizadas neste trabalho, sao dadas pelas expressees,
como seguem abaixo descritas

IR (5.10)

com ; dada pela equacao (4.10), para i = 1; 2; 3. Para as demais funcees " !,

tem-se R
0 r £ n)d 1
Fis = he@ R K LiLaW (5.12)
882
e R
0 (r 5 n)d 1
5 1= 5= he% R q X L1LoWs; (5.12)

eeg

com 4 dada pelaexpressao (4.11) e s dada pela expressao (4.12). Para as demais,
tem-se as relacees
6= 9= [ Wy (5.13)
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onde ¢ ! dado pela equacao (4.13)

7= 0= §Wy (5.14)
onde % ' e dado pela equacao (4.14)

g '= 1l= §Ws (5.15)
onde g ! dado pela equacao (4.15)

o '= 12= SWs (5.16)

€ 1

para ¢ ' dado pelaequacao (4.16)) e as funcees W,’s com (r = 0;2; 3) que compeem

a equacao (5.3) com
Wo=L; Lo Lg;

W, =L; Lg; (517)
W;=1L; Lo
Seja uma onda plana com &ngulo variando de 0 2 , dada pela equacao
=gkl x+ ). (5.18)
onde e ,como de nido anteriormente, =cos()e =sin().

Usando as equacees (4.30) - (4.34) e de nindo

le = —; 5.19
3 (5.19)
e
ml
cme=C . (5.20)
3
e
1
cms=C . (5.21)
3
e
m2
cm2 = oMo = _C2 : (5.22)
e
m3 — ~m7 — C m3.
CMé=Cnl = = (5.23)
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Com as relacees dada pelas Equacees refE:FifthEA - [5.23] acima, podemos rees-
crever a equacao (5.6) como segue

C MmNy ML ™2+ C ™ =" +Res™();  (5.24)
onde
C m4 = cm. (5.25)
e
C m5 — cms. (5.26)

Os termos independentes b" sao obtidos a partir da expressao
HT‘I — Dm1/\§+Dm2/\§+Dm3/\g+Dm4’\§2+Dm5’\m5 : (527)

e os termos D™ ’s sao0 obtidos a partir da expressao

mj — R e e 2 ee
D™= r ?r 5 k°fgnd
—+
R e e
r i fe 5d
e;l
0 1 (5.28)
P R
@ T ERtr P one & dA
G
_|_
IE‘J';
onde |, sao obtidos atraves da expressao
8
% 0sej=1
o = R (5.29)
3 iR 5d sejél

eej

com
=123 (5.30)

A combinacao para os ndices |, |, i sao dados como segue; para

j=11 =21 i=1, (5.31)



e as combinacees com os ndices j, |, i sao dados como segue

j=11 1=21 i=1; (5.32)
e
j=1! 1=31 i=1; (5.33)
e
j=2! 1=31 i=3; (5.34)
e
j=311=21 i=2 (5.35)
e para os demais j, 0s coe cientes D™ ’s, sao obtidos a partir da equacao
1 Z
DW= o (r f R ad (5.36)
ee|
com
j =45 (5.37)
de modo que para
j=4! 1=21 i=3; (5.38)
e para
j =51 1=3! i=2 (5.39)
Logo, pode-se escrever a equacao
BTG+ BT+ BT+ B2 + B P =Res" (); (540)
onde
com
j=1,2,3,45: (5.42)

Agora, usa-se as Equacees (4.44), (4.45), (4.46), (4.47), (4.43), (4.49). Dividindo a
Equacao (5.40) por "e com (m = 1; 2; 3), de forma a obter

#
Coef™L0( )BM! + Coef™20( )BM2 + Coef™30( )BM3+
2Coefm;4;0( )Bm4+ Cogfm;S;O( )Bm5
(5.43)
g P . . _
i9 " Coef mit()BME = Res™ :()

j6m
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Res™ ()=Res" ()= ¢: (5.44)

Com os coe cientes Coef™i0( ) e Coef™:1( ) dados pelas Equacees (4.54) -
(4.55). De modo que S, paraj = 1;2; 3; 4; 5 de nidos pelas Equacees (4.59) -
(4.63). E os coe cientes Coef™: % ( ) paraj = 1; 2; 3; 4 dado pelas Equacses (4.64)
- (4.66) e C ™9 () dado pelas Equacees (4.67) - (4.70), para obtermos

B B #
Res" ()= Coef ™M 0()s™ +1 +i Coef ™it()g™ ; (5.45)
j=1 j=1
e [Q .
Res" () = %: (5.46)

Novamente, com o objetivo de minimizar erros de arredondamentos, aqui, adota-
se uma estrategia diferente da apresentada por LOULA e FERNANDES [13], que e
dada como segue. Usa-se, ™, ] =1;2;3;4e Coef™i! (1), paral =0; 1 de nido
pelas Equacees - (4.72), para obter

" 4 ! # " 4 #
Res" ()= Coef™0()S ™ +1 +ij Coef™1()S ™ : (5.47)

j=1 j=1
De nindo o funcional 2

J7"= Res"() “d ; (5.48)

0

os S;"™; S, sao requeridos para minimizar o funcional J™, de modo ter-se

@J

@s" =0; paral =1; 2; 3; 4: (5.49)

De nindo agora os M| como segue

Z h i
Mi" = Coef™ () Coef™°()+Coef™ () Coef™ () d; (550
0
e
2
F"= Coef™%()d; (5.51)
0
com
1=1,2;3;4, m=1;2;3ej =1, 2,3, 4 (5.52)
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Finalmente obtemos o sistema que permite calcular os S m

x4
M"S ™ =Fy; (5.53)
j=1
com
m=1;2;3 e l=1;2;3; 4 (5.54)

Das Equacees (4.71) - (4.73), obtemos os S como descrito pela Equacao [5.55]
abaixo

‘m
S.m = S .
| m;j
norm

Com os S™ determinados, obtemos B™ atraves das‘ Equacees (4.82) - (4.86).
Assim pode-se escrever a Equacao para os C ™ | como segue

(5.55)

cm™M=pm pm; (5.56)
onde
m=1;2;3; ej =1;2;3;4;,5: (5.57)

Usando as Equacees (5.4) - (5.8), para se obter os C™* em funcao dos C ™%,

como seguem
C m1l

cml= 3 (5.58)
e
cmé=cmt (5.59)
e
cmé=cmt (5.60)
e
m 2
cm2= c 5 (5.61)
e
cmo=Ccm? (5.62)
€
m 3
cm3= C2 . (5.63)
€
cm’=cm? (5.64)
€
cm4=cCc m* (5.65)
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e nalmente
cmS=Cc M (5.66)

Por m, obte-seos ', com(n=1;2;:: 9 e(m=1;2; 3) xado, de modo que

n?

a solucao do sistema e obtido atraves da expressao

X4
M m=c™; (5.67)
n=1
com
l=1;2; 29 em=1;2; 3:

A funcao peso W™ e entao, obtida pela Equacao abaixo

W™ (x;y) = . non (5.69)

n=1
Dessa forma, sao obtidas as funcees peso para o caso onde tem-se um elemento
com uma unica aresta no contorno do dom nio f sico do problema; que tambem deve
ser avaliada nos pontos de integracao de Gauss em . e nos contornos de .. Tal
como, esta de nido no nal do cap tulo 4 que sao os mesmos a serem usados aqui.

5.1.3 Elementos com duas arestas no contorno do domnio

Seguindo procedimentos analogos aos desenvolvidos na Secao [5.1.2) do Cap tulo 5
para obtencao das matrizes M, .}, desenvolve-se nessa Secao a formulacao
para obter-se as matrizes M, .2, de dimensees Mg, ¢ € seus respectivos par&metros
livres ' de dimensees g\ 5, descritos como seguem. As arestas no contorno, serao
enumeradas localmente, de modo a se ter as arestas 1 e 3 sempre, no contorno do

dom nio fsico  de interesse, como mostrado na Figura [5.3] abaixo.

Face 3

(4)

Figura 5.3: Elemento com duas arestas no contorno do dom nio , e sua respectiva
enumeracao local.
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Os desenvolvimentos abaixo, mostram a obtencao das matrizes que compeem o
sistema de equacees para obtencao dos parametros de estabilizacao, que minimiza o
erro de fase para elementos com duas faces no contorno do dom nio , de modo sem-
Ihante aos desenvolvidos no Cap tulo [4] deste trabalho, para elementos inteiramente
pertencente ao dom nio, e para os obtidos no in cio do Cap tulo 5 Secao[5.1.2] para
elementos com uma face na fronteira do dom nio  de interesse.

Comeca-se com a de nicao dos indices m como segue

m=1,; 2; 3; (5.70)

e com as funcees coordenadas de areas dados por

=Le: (5.71)

e
m

Pode-se escrever a funcao peso como segue

Nf}{c 2
wm = m. ez (5.72)
n=1
com a funcao de ponderacao dadas por
(m+Wm); (5.73)

e a funcao peso, para o elemento triangular com duas arestas no contorno, sera
obtida com N¢yne , = 6. A formulacao e obtida de forma semlhante aos casos obtido
anteriormente, para elementos interamente pertencente ao dom nio e elementos do
dom nio que compartilha uma face com o dom nio  de interesse, a partir da Equacao
como mostrada abaixo

R
[r ©rwm k2ewmd +
R e e 2 ee
[fer g k2egld +
R
(r ® R)W™+ 5)d +
R
r ¢ A)(Wm™+ £)d + (5.74)
e3 " #
R heej( ¢ 92) r% %(r e ﬁe+r € HE) I'en+ d +
g2 n %( € ez) (r r?] ﬁee) H#
R 2 ® Re+r 2 A)W™M+ J -

eep

ez)Wm

e
e;2 hee, (
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A Equacao (5.74) acima, pode ser reescrita de uma a forma mais compacta, como
segue

CmSAiz + Cm6’\<292 =p" + Res™ () (5.75)
onde
NFXW ,
cme = Mo 2 1 (5.76)
n=1

A matriz M, ? aser obtida agora, que compeem o sistema para minimizar o erro

de fase, e uma matriz de dimensses M, 2, € seus respectivos ™ possui dimensees

nxm, OU Seja gx3. Tal matriz tem a forma caracte stica, como mostrado na Figura

5.4 abaixo, para qualquer elemento triangular com duas faces no contorno do dom nio
de interesse.

1 2 3 4 5 6
1 L K % L ¥ %
5 ; ; g y : g
e = : . ; . ' .
4 0 0 0 . * *
5 0 0 0 " * .
6 0 0 0 " ' *

Figura 5.4: Forma geral da matriz M,/ 2 para o caso de um elemento triangular,
com duas arestas no contorno contorno do dom nio de interesse

Tal como nos casos onde se busca parametros ,xm que minimizam o erro de
fase, para elementos do dom nio Cap tulo[4]e para elementos com uma aresta no con-
torno, na Secao[5.1.2] tal matriz, representada pela Figura[5.4 acima, para elementos
triangulares, com duas faces no contorno do dom nio , nao e diferente, quanto ao
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fato de a matriz ser nao singular, tais como as obtidas anteriormente. O que ga-
rante a consisténcia da matriz, permitindo assim, obter solucao unica para cada
par&metro ,ym obtito, como foi veri cado numericamente nos exemplos simulados
neste trabalho.

Os respectivos valores reais da matriz M,/ ? sao obtidos a partir da Equacao

(5.77) abaixo

: R , .

M,,2= r &=2r g k® &2¢8d
PR r ¢ R) ©2d +
=1 o k Te) n - (5.77)
= o [

Loe(r R +vpe g2gd;
e;2

para
k=1;2; 3 (5.78)

onde k representa as trés primeiras linhas da matriz M/, ? e, para as demais linhas
da matriz, a equacao que permite calcular seus respectivos valores e dada pela

Equacao (5.79) abaixo

eq
S2(r 2 R+ &2 & d; (5.79)

M? 2 —
k
n | heq n |

N -

eej
onde os valores de k, para as demais linhas da matriz M, ? sao dados como seguem
k = 4;5; 6; (5.80)

e as respectivas relacees entre os ndices k; n; j; i que aparecem na equacao integral
para os calculos dos componentes da matriz M, ?, sao dados pela Tabela

Tabela 5.2: Relacao entre os ndices k, I, j e i para a matriz M ,.

o O | X

NN DN~
NP W -

NN DN —

De modo que as funcees peso W,, parar = 0 e r = 2 sao dadas pela Equacao
(5.81) abaixo, como as apresentadas anteriormente, na Equacao [4.9, no Cap tulo 4
qguando foram de nidas as funcees W,

Wo=L1 Lz Lg;

5.81
W,=1L; Lj: ( )
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Lembrando que as funcees coordenadas de areas 7, sao as coordenadas de areas
dos elementos triangular padrao.
= =Lg I sao as coordenada de area do elemento e,
M =L ! sao as coordenada de area do elemento .
Assim tem-se as funcees = 2, para o caso de elementos triangulares com duas

arestas no contorno dadas como seguem
o=y (5.82)
para i dados como seguem
i=1;2;3: (5.83)
E para as funcees § 2 e ¢ 2, como de nidas anteriormente no Cap tulo
pelas Equacees (4.11)), |4.12| e [4.13, respectivamente. Assim, tem-se

s oaal
Si= =h B2 R 5 K LiLsW; (5.84)
(S]
Sr= 5= Wy (5.85)
e por m
6 2= 10°= SW.: (5.86)

Com §, & §e £, dadascomo de nidas pelas equacees (4.11), (4.12), (4.16)
e no Cap tulo [4) respectivamente. Novamente, como descrito anteriormrnte,
para elementos triangulares do dom nio e, elementos triangulares com uma face no
contorno e, fazendo uma varredura no angulo no intervalo 0 2 , aonda
plana e escrita como segue

( ): ei(k( X+ ) (587)

com e ,como jade nidos anteriormente, =cos( )e =sin().
Usando agora as Equacees (4.30) - (4.34) e, de nindo os coe cientes C™' dados
como seguem

mil _ m5_le.
CMi=Ccmt= = (5.88)
e
m3 — m6_Cm3.
CMi=Ccme= =~ (5.89)
e
C;m2:Cm2.
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ce
cmt=cm4 (5.91)

com os C™' dados pelas Equacees - 5.112| anteriores, pode-se escrever um
sistema mais compacto e simpli cado, como mostra os sistema abaixo

C ™S +C M2 +C Mg+ C ME =p" +Res" (); (5.92)
onde os b" sao obtidos como seguem
"= D™ +DM2"+ DM+ D"4E (5.93)
para os D™ obtidos a partir expressao

R
DM = r frog Kfgd+

J m ;] m
PR . . (5.94)
+_1 rife 5 d +J +lg;
;2 ee|
onde os Je sao obtidos segundo a equacao
8
5 0sej =2;
Jo = R (5.95)
_§ %rfﬁe+r$2ﬁe§d sej 62
eey
onde a expressao para 0s | sao caculados a partir da expressao
8
% 0sej =1;
le = R _ (5.96)
2 5T fR 5 dsej&l
eep
onde
=1 2; 3 (5.97)
e as relacees entre os ndices j; |; i sao dadas como seguem
=1 1=2! i=1; (5.98)
e
j=31 1=21 i=2 (5.99)
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de modo que 7
D™ 4 — E
2

eep

r £ R) od: (5.100)

Assim, pode-se escrever a equacao para os B™ , como descrita pelo sistema de
equacees descrito pela Equacao (5.101)) abaixo

Bm1A§+Bm2A§+Bm3A§+Bm4A§2 =Res" (): (5.101)

com
B™ =Cc ™ +pM; (5.102)

ondej =1; 2; 3; 4.
Agora, usado as Equacees (4.44), (4.45), (4.46), (4.47), (4.48) e (4.49) para
dividir as Equacees (5.101) e (5.102), por "¢, com m = 1; 2; 3, para obter a equacao

m?

2 3

: 4
X8 x4
Coef™0(YB™ +i9" Coef™1()BML =Res™ ():  (5.103)

1

=1 |=
16 m

Onde os coe cientes Coef™! 0 () e Coef™) 1 (), sao dados como descrito no
Cap tulo . De modo que, da mesma forma, os coe cientes S paraj =1; 2; 3; 4,
sao de nidos como descrito no Cap tulo [4, para elementos inteiramente pertencente
ao dom nio. Com os coe cientes Coef ™5 0( ) e os coe cientes C ‘™I 1( ) para
j =1, 2; 3, tambem fornecido como no Cap tulo [4, obtem-se equacao

" o ! # " ” #
Res™ () = Coef ™i0()S" +1 +i Coef ™1 ()S" ; (5.104)
i=1 j=1
onde -
Res" () = %; (5.105)

na Equacao acima, segue-se uma estrategia semelhante a utilizada por
LOULA e FERNANDES [13].

Novamente, com o objetivo de minimizar erro de arredondamento, adota-se uma
estrategia diferente da apresentada em LOULA e FERNANDES [13]. De modo que

serao utilizados os coe cientes S ™ comj =1;2;3¢e Coef™i! (), coml =0;1
de nido pelas Equacees (4.71) - (4.89), para obter a expressao
" ! # " #
Res" () = Coef™0()s™ +1 +i Coef™ 1 ()s™ ; (5.106)
i=1 j=1
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gue minimiza erros de arredondamentos.
De nindo agora o funcional

Z 2
J"=  Res"() d; (5.107)

0

onde os coe cientes S;™, S,™ e S;’™, sao obtidos requerendo a condicao de mi-
nimizacao do funcional J™. Tal funcional se faz necessario, haja vista que na for-
mulacao convencional de elementos nitos generalizada, apresentada por BABUSKA
et al. [3], a geracao do esténcil, e devido ao conhecimento a priori da direcao da onda
plana. Na formulacao proposta BABUSKA et al. [3], acerta-se algumas direcees de
onda plana. Ou seja, a solucao nodal do problema numerico, coincide com a solucao
anal tica, devido ao fato de que em tal formulacao, a obtencao dos parametros que
minimizam erro de fase, a ser construida, para que se tenha o valor nodalmente
exato, para a direcao de onda plana para a qual foi especi cada. Assim sendo, e
de se esperar, que nessas direcees estabelecida, a priori, 0 valor nodal da solucao
numerica, seja igual o da solucao anal tica do problema, ja que foi consturida para
tal, como foi veri cado no trabalho de BABUSKA et al. [3].

Na formulacao proposta neste trabalho, faz-se uma varredura completa em todas
as direcoees de onda plana, no intervalo 0 < < 2 . Dessa forma, nao se tem
a garantia de que acerta-se alguma direcao de onda plana nodalmente exata para
a solucao numerica da equacao de Helmholtz, como a proposta apresentada por
BABUSKA et al. [3]. No desenvolvimento deste trabalho, nao se teve a preocupacao
em acertar uma direcao especi ca, de forma nodalmente exata, tal como a proposta
desenvolvida por BABUSKA et al. [3]. A precupacao deste trabalho foi minimizar
erro de fase para todas as direcoees de onda plana, descrito como segue.

Logo tem-se

@F _ . 1.
@s" 0, j =123 (5.108)

el =1;2; 3, usa-se as Equacees (4.77) e (4.78) para de nir os coe cientes M[T" e F,
e assim, obtem-se

MTS ™ =F"; (5.109)

onde | =1; 2; 3.
Semelhante aos procedimento, adotados no Cap tulo[4] na obtencao das equacees
(4.80) e (4.81), obtem-se aqui, para elementos com duas faces no contorno, a equacao

,ym
=S, (5.110)

gm

I m; j
Fnorjm
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onde
=123 (5.111)

Com os coe cientes S obtidos, determina-se os valores dos B™ de forma se-
melhante aos procedimentos utilizados no Cap tulo 4, por meio das equacees (4.82),
(4.83), (4.84) e (4.85) com j =1; ;4. Pode-se entao, escrever a equacao

cm=pm pm; (5.112)
onde
m=1;2; 3; (5.113)
e
=1 4 (5.114)

Usando as equacees (5.88), (5.110), (5.70) e (5.112), obtem-se

m1l
cml= C2 : (5.115)
e
cms=cmt (5.116)
e
cm2=cCc m2 (5.117)
e
cm4=Cc m4 (5.118)
e
C m3
cm3 = 5 (5.119)
e
cmé=cms; (5.120)

para nalmente obter-se os parametros ', que minimiza erro de fase, com n =
1; 2; 3; 4; 5; 6, para cadam = 1; 2; 3 xado, como sendo a solucao do sistema

X6
M, ™=cm (5.121)
n=1
onde
| =1; 1 6; (5.122)
e
m=1;2; 3: (5.123)



A funcao de ponderacao W™, para o caso de elementos com duas faces no con-
torno do dom nio , como de nida anteriormente, segue forma analoga, como segue

X6
wrheey)= - f R (5.124)
n=1
Que tambem devem ser avaliados nos pontos de integracao de Gauss para o
dom nio ¢ e nos pontos de integracao de Gauss para o contorno de ¢, OU seja, .
Como descrito no uxograma descrito na Figura [4.8]

64



Captulo 6

Resultados nunericos e discussoes

Os casos discutidos nos exemplos abaixo serao realizados para um dom nio quadrado,
unitario = (0;1) (0;1), como mostrado na Figura 6.2, . De modo que, para
todos os exemplos utilizado neste trabalho, o produto kh  cte, bem como para
cada numero de onda k, variando como seguem, k = 30, k =60, k =90, k =105 e
k = 120, tem se as respectivas particees para a malha, como descritos no texto ao
apresentar cada situacao a ser simulada. Em todos os casos, a regra empirica "'rule
of thumb™ esta sendo relaxada, de modo que ns = cte, como mostra a Figura
0.1l

Figura 6.1: Relaxamento da condicao emp rica \rule of thum", de modo a ter-se
aproximadamente 5 elementos por comprimento de onda. Valores esses, que foram
utilizado nas simulacees deste trabalho.

Ou seja, na pratica IHLENBURG [2], na secao 4.4, mostra-se que, para uma boa

65



aproximacao em elementos nitos padrao, deve-se ter a condicao Nes =  Cte;
recomenda-se 0 uso de n,s = 10. Fato que neste trabalho, como sera descrito
posteriormente, nao sera adotado.

Forma fraca : a solucao de elementos nitos nao satifaz exatamente nos pon-
tos nodais o valor prescrito, mas o residuo de seu valor no contorno faz parte
da equacao variacional do problema.

Forma forte : asolucao de elementos nitos satisfaz exatatamente nos pontos
nodais onde a solucao exata e prescrita, atendendo o valor prescrito.

Esse fato diz que se deve usar, para uma boa aproximacao de elementos nitos,
10 elementos por comprimento de onda. Nos casos citados neste trabalho, essa
recomendacao foi relaxada, como mostra a Figura[6.1} Serao simulados 5 casos onde
serao mantidos nes = cte, a medida que 0 numero de onda aumenta.

S —— Y

||

hZ

1y

Figura 6.2: Malha de elemento triangular, utilizada neste trabalho. As respectivas
dimensees hfj e h?’j estarao especi cadas no texto

No primeiro caso simulado, e usada uma malha triangular, de particao 20 20,
como mostrado na Figura , hi = hiyj = 0;0500 e numero de onda k = 30. A
aproximacao pela formulacao PGD mostra-se muito semelhante a aproximacao DG,
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mas ja se mostra melhor do que a formulacao DG, conforme mostra as Figuras [6.3|
e 6.4 para as secoes x = 0;5 e y = 0;5 escolhidas, respectivamente.

Figura 6.3: Solucees exata, DG e PGD para uma secao vertical em x = 0;5, para
uma particao da malha de 20 20, e um numero de onda k = 30.

Figura 6.4: Solucees exata, DG e PGD para umaa secao horizontal em y = 0;5,
para uma particao da malha de 20 20, e numero de onda k = 30.
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Para uma particao da malha de 40 40, como mostrado na Figura @ hi =
h?’j = 0; 0250 e numero de onda k = 60, a aproximacao pela formulacao PGD mostra-
se melhor que a aproximacao DG, como mostra as Figuras [6.3 e [6.4], para as secees
x = 0;5 ey = 0;5 respectivamente e, con rmado tambem na analise de erro da
proxima Secao, [6.1, como pode ser observado nas Figuras [6.5 e [6.6] respectivamente.

Figura 6.5: Solucees exata, DG e PGD para uma secao vertical em x = 0;5, para a
particao da malha de 40 40, e numero de onda k = 60.

Figura 6.6: Solucees exata, DG e PGD para uma secao horizontal em y = 0; 5, para
uma particao da malha de 40 40, e numero de onda k = 60.
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Para uma particao da malha com 60 60, como mostrado na Figura @ hi =
h?’j = 0;0166 e numero de onda k = 90, a aprixomacao pela formulacao PGD mostra-
se melhor que a aproximacao DG, como mostra as Figuras|[6.7] e [6.8 respectivamente,
para as secees x = 0;5 e y = 0; 5 respectivamente.

Figura 6.7: Solucees exata, DG e PGD para uma secao vertical em x = 0;5, para
uma particao da malha de 60 60, e numero de onda k = 90.

Figura 6.8: Solucees exata, DG e PGD para uma secao horizontal em y = 0;5, para
uma particao da malha de 60 60, e numero de onda k = 90.
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Para uma particao da malha com 70 70, como mostrado na Figura @ hi =
h?’j = 0;0142 e numero de onda k = 105, a aproximacao pela formulacao PGD
continua mostrando-se melhor que a aproximacao DG, mas, comeca car explicito
o erro de fase, em ambos os casos, como pode ser visto nas Figuras [6.9 e [6.10, para
as secees X = 0;5 e y = 0;5, respectivamente.

Figura 6.9: Solucees exata, DG e PGD para uma secao vertical em x = 0;5, para
uma particao da malha de 70 70, e numero de onda k = 105.

Figura 6.10: Solucees exata, DG e PGD para uma secao horizontal em y = 0:5, para
a particao da malha de 70 70, e numero de onda k = 105.
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Para uma malha de particao 80 80, como pode visto na Figura @ h =
h?’j = 0;0125 e numero de onda k = 120, a formulacao PGD mostra-se melhor que
a formulacao DG, porem, o erro de fase deteriora completamente a aproximacao em
ambros os casos, como pode ser visto nas Figuras[6.11) e [6.12], para as secoes x = 0;5
e y = 0;5 respectivamente. Observa-se que novamente, mesmo com o relaxamento
na regra emp rica \rule of thumb", tem-se na formulacao PGD, utilizada neste tra-
balho, uma melhor aproximacao, quando comparado com as demais formulacees,
para valores de k < 120. Mas isso nao garante a deterioracao da solucao numerica.

Figura 6.11: Solucees exata, DG e PGD para uma secao vertical em x = 0;5, para
a particao da malha de 80 80, e numero de onda k = 120.

Figura 6.12: Solucees exata, DG e PGD para uma secao horizontal em y = 0;5,
para a particao da malha de 80 80, e numero de onda k = 120.
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Como pode-se observar nas Figuras [6.11] e [6.12] acima, respectivamente, o erro
de fase continua deteriorando a solucao numerica. De modo que o problema de
Helmholtz, continua em aberto, numericamente falando.

6.1 Aralise de erros

De acordo com os exemplos numericos, realizados no in cio do Cap tulo [6] faz-se
a analise de erros em ambos 0s casos, nas respectivas secees X e y adotadas nos
exemplos rodados simulados neste trabalho. Para o caso de uma malha de particao
20 20, como mostrado na Figura[6.2 e numero de onda k = 30, e secees X = 0;5
e y = 0;5 respectivamente. Os resultados podem ser visto nas Figuras [6.13 e [6.14]
respectivamente.

Figura 6.13: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao vertical em x = 0;5, para uma particao de malha de 20 20, e numero de
onda k = 30.
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Figura 6.14: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao horizontal em y = 0;5, para uma particao de malha 20 20, e numero de
onda de k = 30.

Para uma malha, com particao 40 40, e numero de onda k = 60, tem-se uma
melhora na formulacao PGD proposta em relacao a formulacao DG classica, como
pode ser vista nas Figuras e [6.16 para a secees x = 0;5 e 'y = 0;5 respec-
tivamente. Novamente a particao foi aumentada e o numero de onda tambem foi
aumentado, porem a relacao nres = cte, foi mantida. A melhora na aproximacao

cou mais evidente do que no caso anterior,

Figura 6.15: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao vertical em x = 0;5, para uma particao de malha de 40 40, e numero de
onda k = 60.
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Figura 6.16: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao horizontal em y = 0;5, para uma particao de malha 40 40, e numero de

onda k = 60.

Tem-se uma situacao que se repete, quando a particao e alterada para 60 60,
e numero de onda k = 90. Novamente a melhora da formulacao PGD proposta,
em relacao a formulacao DG classica e con rmada, como pode ser vista nas Figuras

[6.18) e [6.19 para as secoes em x = 0;5 e y = 0;5 respectivamente.

Figura 6.17: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao vertical em x = 0;5, para uma particao da malha de 60 60, e numero de

onda k = 90.
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Figura 6.18: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao horizontal emy = 0;5, para a particao de malha de 60 60, e numero de onda
k = 90.

A signi cativa melhora obtida para os resultados anteriores, comeca a ser com-
prometida para uma particao 70 70, e numero de onda k = 105. Seja para a
formulacao PGD proposta ou para a formulacao DG, de modo que e visivel tambem,
o distanciamento das duas solucees em relacao a solucao anal tica, como pode ser
vista nas Figuras [6.9 e [6.10, para as secees x = 0;5 e y = 0;5 respectivamente.

Figura 6.19: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao vertical em x = 0;5, para uma particao de malha de 70 70, e numero de
onda k = 105.
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Figura 6.20: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para a secao
horizontal y = 0:5, para uma particao de malha de 70 70 e numero de onda
k = 105.

Apesar de ainda ter-se uma melhora nos resultados, para uma particao de malha
80 80 e numero de onda k = 120, a formulacao PGD proposta neste trabalho,
produz resultados melhores do que a formulacao DG e, em ambas, a deterioracao
das solucees podem ser comprovadas, como mostram as Figuras e [6.12] para
as secees X = 0;5 ey = 0;5. Ou seja, o afastamento das solucees aproximadas, da
solucao anal tica, ca comprovada.

Figura 6.21: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao vertical x = 0;5, para uma particao de malha de 80 80, e numero de onda
k = 120.
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Figura 6.22: Erro absoluto entre as solucees Exata-DG e Exata-PGD para uma
secao horizontal y = 0; 5, para uma particao de malha de 80 80, e numero de onda
k = 120.

Como ja era previsto teoricamente, apesar da melhora da formulacao PGD na
solucao da equacao que Helmhotz homogénea, a medida que relaxa a regra emp rica
\rule of thumb™ a solucao numerica tambem deteriora a medida que 0 numero de
onda aumenta, para ns =  cte mantida constante.
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Captulo 7

Conclusees nais e sugestees para
trabalhos futuros

Efetuou-se neste trabalho um estudo sobre formulacees de elementos nitos
descont nuo Petrov-Galerkin, para o problemas modelados pela equacao de de
Helmholtz, homogénea, para diferentes con guracees de malha e numero de onda. A
investigacao dividiu-se principalmente em avaliar o comportamento da solucao, em
funcao do aumento do numero de onda k, para diversas con guracees de particao
da malha. No Cap tulo [4], foi apresentada a formulacao PGD, que minimiza erro
de fase, bem como o algor tmo para obtencao dos parametros ', para elementos
do dom nio. No cap tulo B foram apresentadas as formas da formulacao PGD, que
minimiza erro de fase, para obtencao dos par&émetros ', para elementos que pos-
suem uma face e duas faces no contorno, respectivamente. E no Cap tulo [g] foram
apresentados diversos resultados obtidos, a partir da formulacao PGD, para diversas
con guracees de particao da malha, de modo que atendesse a con guracao empi-
rica da \rule of thumb", como mostrado na Figura[6.I Objetivos e conclusees dos
Cap tulos [4) a [] sao descritos nas secees a seguir. Na ultima secao deste cap tulo,
sugestees para o desenvolvimento de futuras pesquisas sobre os assuntos estudados
sao dadas.

7.1 Consideraoes Finais

Com o objetivo de minimizar erro de fase na formulacao PGD, a nova metodologia
proposta para obtencao dos par&émetros ', permitiu a obtencao de resultados satis-
fatorios. Nesse processo, a condicao de manter um numero m nimo por comprimento
de onda, dada pela regra empirica \rule of thumb", foi relaxada, como mostrado na
Figura[6.Il Sendo assim, o custo computacional pode ser diminu do no que se refere
a particao da malha.
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Nessa nova metodologia proposta, os parametros ' sao obtidos via formulacao
variacional de elementos nitos descont nuos, como apresentado nos Cap tulos {4 e
bl Dessa forma, alem das matrizes obtidas para minimizacao serem nao singular,
como cou veri cado nas extesnsas simulacees, atraves dos exemplos discutido neste
trabalho, e poss vel, implementar uma versao full paralelizavel da formulacao, de
modo a diminuir ainda mais o custo computacional.

As di culdades encontradas no processo e devido ao fato de que, a medida que o
numero de onda aumenta, as funcees de ondas tornam-se cada vez mais oscilatorias,
trazendo, assim, di culdades no calculo dos coe cientes que compeem as matrizes
que antecedem a obtencao desses parametros ['. Tal fato, o numero de onda aumen-
tando, e um fato que impee di culdade na solucao de qualquer problema numerico,
envolvendo qualquer formulacao que envolve a equacao de Helmholtz. Haja vista
que esse, ainda e um problema em aberto, como descrito por ZIENKIEWICZ [5] no
campo de pesquisas que envolvem modelagem numerica computacional.

Uma caracter stica observada na formulacao PGD e que ela tem semelhancas
com a formulacao DG. Isso e devido ao fato de que os calculos dos par&metos que
minimizam o erro de fase serem realizados via formulacao descont nuo.

Conforme resumiu-se na secao anterior, conclui-se que este trabalho conseguiu
alguns resultados signi cativos.

Surgem ai outras observacees que podem ser relevantes, tais como um melhora-
mento no metodo de elementos nitos generalizados para o problema de Helmholtz
para numeros de ondas cada vez maiores, assim como uma nova estrategia para
determinacao dos par&metros de estabilizacao de metodos de elementos nitos des-
cont nuos atraves da minimizacao do erro de truncamento da interpolante de solucees
fundamentais do problema de Helmholtz homogéneo e problemas de Helmholtz nao
homogeénea.

Essa estrategia nao esta limitada ao problema de Helmholtz, e pode vir a ser bem
explorada em outros problemas que tambem demandam estabilizacao, como, por
exemplo, problemas de conveccao difusao ou de reacao difusao predominantemente
convectivos ou reativos.

Assim, listam-se algumas destas questoes que caram em aberto, bem como
algumas que nao foram implementada, e algumas poss veis extensees dos resultados
obtidos:

7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Buscar outros metodos de integracao numerica para melhorar a aproximacao
das matrizes que compeem os coe cientes de ' da formulacao PGD ENG-
QUIST et al. [35];
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Fazer uma analise numerica de todos 0s metodos propostos, questao ainda em
aberto e nao resolvida, visto que, mesmo o metodo de Galerkin, carece de uma
analise completa para o problema de Helmholtz em mais de uma dimensao;

Extensao do metodo PGD para problemas tridimensionais;
Aplicar a formulacao PGD proposta para problemas da geof sica;

Extensao do metodo PGD para problemas nao homogéneo com termos de fonte
singulares;

Tratamento de condicees de contorno nao essenciais na formulacao PGD;

Extensees dos metodos propostos para o problema de Helmholtz vetorial, tal
como no eletromagnetismo.

Adaptatividade, e interessante observar que o funcional de m nimos quadra-
dos usado na determinacao dos par&metros de estabilizacao da formulacao
PGD, bem como os seus coe cientes, e um indicador a priori de qualidade da
aproximacao da solucao do problema homogeéneo.

Simular outros exemplos com k > 120 e malha re nada.

Implementar a versao full paralelizavel, visto a formulacao permite tal fato, de
modo a diminuir ainda mais 0s custos computacionais.

Simular situacees, estabelecendo a direcao de onda plana a priori, de modo a
veri car se a formulacao proposta neste trabalho obtem-se o volor nodalmente
exato para a solucao da equacao de Helmholtz, para tal direcao, tal como a
formulacapo proposta por BABUSKA et al. [3].
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Apéndice A
Demonstracees e De ncoees

Umafuncaof : M I N entre os espacos metricos M e N se diz de lipschitziana, ou
seja, satisfaz a condicao de Lipschitz, ou que lipschitz contnua , se existe uma
constante k > 0 tal que d(f (x);f (y)) kd(x;y) para todo x, y em M. Em tal
caso k, e chamado de constante de Lipschitz da funcao f.

Seja  um conjunto aberto <". Dize-se que seu contorno e continuo (resp.
Lipschitz-continuous, de classe } ™, de classe } ™! para algum inteiro m > 0) se para
tal x 2 existe uma vizinhanca de  de x em <" e novas coordenadas ortogonais,
y = (y%yn) onde y°= (y1; Y2; :i;yn 1) de modo que

onde e um hipercubo na nova coordenada
= fy° g <y;<a; 1 | Nag

Existe um cont nuo Lipschitz-continuo } ™, } ™! e uma funcao  de nida

em ° =y, a<yj<a 1 j N 1 que satisfaz j (y9]
oogy'2 e\ =fyiyw< (099 V= ¥Viw= 09 .

A.1 Solwees 1D da equacao de Helmholtz

A equacao de Helmholtz homogénea 1D na sua forma forte e uma equacao diferencial
tipicamente escrita da forma

MUx)+k? (x)=0 (A.1)

onde “representa a derivada de segunda ordem na variavel espacial. Na busca da
solucao da EDO (A.I), busca-se duas auto-funcees linearmente independentes para
compor a solucao do problema da forma

(x) = Ae"* + Be' (A.2)
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detalhes para busca por autofuncees LI's de forma anal tica para o problema de
Helmholtz 1D e 2D referenciado acima, podem ser encontradas em [64] e TANG [51]
e para problemas de valor de contorno 3D, pode ser encontrada via 0 metodo da
separacao de variavel, para equacao de Helmholtz escrita em coordenadas esfericas
em TANG [51].

Como as ra zes da equacao caracter stica para o problema de Helmholtz sao
complexas, deve-se usar a relacao de Euler-De Moivre

€ =cos()+isen() (A.3)

que de forma simpli cada, ou seja, separadas as partes real e imaginaria, a parte
real pode ser escrita da forma

(xX) = Dcos(kx) + Esen(kx) (A.4)

como a solucao geral do sistema.

O problema descrito pela equacao (A.1) quando descrito com suas condicees de
contorno, representa um problema real bem de nido, como por exemplo, um sistema
massa mola, na forma

Yrk2 =0 em =][a;b] (A.5)
com condicees de contorno de Dirichlet
0)=a (=b (A.6)

A solucao anal tica para o problema assume a forma

_asen(k kx)+bsen(kx)
- asen(k)

(x)

(A.7)

A analise numerica do problema de Helmholtz 1D tem como ponto de partida
a Equacao acima[A.7], que e reescrita de uma forma diferente para uma especie de
numero de onda discreto, que, de forma simples, e a relacao de diferenca entre o
numero de onda que deveria ser, com valor discreto: tal relacao de diferenca produz
um erro. Essa diferenca e o que causa o erro de fase, quando usa-se algum metodo
numerico para resolver a equacao de Helmholtz.

Uma formulacao pioneira que busca mostrar o conceito de numero de onda
discreto foi apresentada por BABUSKA e SAUTER [65]. Os autores mostraram,
tambem, uma analise que pode ser classi cada como uma formulacao de diferencas

nitas para o caso 1D. Posteriormente, HARARI e HUGHES [18] mostram uma
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formulacao de elementos nitos, nodalmente exata para o caso 1D, enquanto ZIEN-
KIEWICZ [5] apresentou alguns dos problemas nao resolvidos na area de analise
numerica. O objetivo das pesquisas nessa area e uma minimizacao dos efeitos de
propagacao do erro de fase, enquanto o problema nao tenha uma formulacao nodal-
mente exata, para qualquer dimensao de interesse.

A.2 Solwees 2D e 3D da equacao de Helmholtz

Solucees da equacao da onda na forma de ondas planas, para ondas planas que apre-
sentam frequéncia e amplitude constantes, alem de terem uma direcao especi cada,
assim ditas nao dispersivas. A solucao e obtida atraves do metodo de separacao
de variaveis, aplicado ao sistema de coordenadas cartesianas. Solucees em outros
sistemas de coordenadas, podem ser encontradas em TANG [51]. Considerando a
equacao de Helmholtz r 2 +k?® =0 no R?, o trabalho consiste em buscar solucees
nao nulas que possam ser escritas da forma (X;y;z) = X(X) Y (y) Z(z), para o pro-
blema, em coordenadas cartesianas: essa expressao e 0 que caracteriza 0 metodo de
separacao de variaveis. O metodo de separacao de variaveis, busca solucees de forma
‘independente’ em cada direcao, conectadas por constantes que preservam algumas
carateristicas.

Uma analise completa para problemas de Helmholtz em duas e trés dimensees
em dom nios retangulares pode ser encontrada em CARCIONE [39], GRAFF [38] e
TANG [51].
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