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Neste trabalho simula-se propagação de ondas sobre fundo permeável. A região 

de estudo é subdivida em dois subdomínios correspondentes a meio fluido e meio 

poroso. No meio fluido as não-linearidades na propagação da onda são levadas em 

conta. No meio poroso a lei de Darcy governa o escoamento. As ondas são geradas por 

meio de um pistão e após se propagarem por uma região com fundo impermeável 

atingem uma região onde o fundo é permeável. Este problema é solucionado através do 

método de elementos de contorno isoparamétrico quadrático onde na superfície de 

contato entre os meios são desconhecidas as condições de contorno. Os resultados 

obtidos foram comparados com os teóricos e tiveram concordância. As ondas ao se 

propagarem sobre o meio poroso diminuem sua altura como consequência de perda 

energia devido ao movimento da água dentro dos interstícios do meio poroso.  
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This work simulates the propagation of wave above permeable bottom. The 

region of study is subdivided in two sub domains corresponding to the fluid domain and 

the porous domain. In fluid sub domain, nonlinearities are taken into account. In the 

porous sub domain Darcy's law governs the flow. Waves are generated by a piston type 

wavemaker and after propagating under an impermeable bottom reach a permeable 

bottom. This problem is solved by boundary element method with isoparametric 

quadratic approaches. On the interface between the fluid sub domain and the porous sub 

domain, boundary conditions are unknown and continuity conditions are imposed. The 

results obtained were compared to analytical results from the literature and showed 

good agreement. When waves propagate under a permeable bottom, its height decreases 

as a result of energy loss due to water movement within the interstices of the porous 

medium.  
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1. INTRODUÇÃO 

As ondas são a forma mais frequente de movimento da água em rios, lagos e 

oceanos. Dependendo da sua magnitude, ondas geradas no oceano podem causar 

grandes impactos em regiões costeiras. Esses impactos incluem destruições em 

propriedades costeiras, perdas de vidas humanas, alteração dos ecossistemas aquáticos 

e, afetam em grande medida o desenvolvimento econômico e ou social.  

Em rios, as ondas geradas devido à ruptura de barragens ou despachos abruptos 

de grandes volumes de água ou ainda a ocorrência de chuvas de grande intensidade têm 

sido responsáveis por perdas humanas e econômicas principalmente em comunidades 

ribeirinhas. 

A simulação de propagação de ondas em água fornece informações bastante 

úteis que podem ser usadas na prevenção desses males. Em geral, as prevenções são 

realizadas através de medidas estruturais e não-estruturais.  

As medidas não-estruturais basicamente envolvem a remoção de pessoas e bens 

em áreas vulneráveis ou a adequação das atividades nessas regiões. 

Nas medidas estruturais cita-se principalmente a construção de estruturas de 

proteção. Aqui, quebra-mar, molhe e dique têm sido largamente usados. A principal 

função dessas estruturas é o impedimento do avanço da energia da onda para áreas as 

quais se pretende proteger. Esse impedimento pode ser efetuado através do barramento 

total da onda ou a absorção de parte da energia da onda. 

 Os quebra-mar podem ser de material permeável ou não permeável, submersos 

ou não submersos.  A combinação das características permeável e submersa apresenta 
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vantagens acrescidas tais como: mecanismo de absorção da onda devido a percolação da 

água dentro dos interstícios porosos, baixo custo e estética ambiental.  

Existem vários métodos numéricos para a simulação de propagação de ondas 

sobre meios permeáveis e submersos, mas a presença de uma superfície livre móvel 

desconhecida torna o método de elementos de contorno uma boa escolha. 

O método de elementos de contorno consiste basicamente em transformar a 

equação governante do problema em uma equação integral de contorno que relaciona 

apenas as variáveis no contorno. O domínio é discretizado em elementos. A equação 

integral de contorno então obtida transforma-se em uma soma de integrais em cada 

elemento. 

2. REVISÃO BIBLIOGRAFICA 

O primeiro trabalho marcante na solução numérica do problema de ondas usando 

informações apenas do contorno pertence à LONGUET-HIGGINS e COKELET(1976). 

Eles usaram a equação integral de contorno a partir do teorema de Green e introduziram 

pela primeira vez uma formulação mista Euleriana-Lagrangiana. A formulação mista 

Euleriana-Lagrangiana consiste em desacoplar o problema de valor de contorno e inicial 

em uma sequencia de problemas de valores de contorno. Após a solução da equação 

integral de contorno em um determinado instante, LONGUET-HIGGINS e COKELET 

(1976), realizaram a marcha no tempo usando o esquema de Adams-Bashforth-Moulton 

inicializado pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. A metodologia foi aplicada 

em um espaço conformalmente transformado e houve necessidade de suavização para a 

remoção das ondas de alta frequência que apareciam ao redor da onda periódica 

considerada na simulação. 
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VINJE e BREVIG(1981) usaram a equação integral de contorno obtida via 

teorema integral de Cauchy em um espaço físico e estudaram a propagação de onda 

periódica até o arrebentamento. O método de espaçamento no tempo por eles usado foi 

o de Hamming inicializado pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. 

DOLD e PEREGRINE (1984) aplicaram o método de elementos de contorno 

através da equação integral de contorno formulada tal como VINJE e BREVIG (1981). 

Eles propuseram um algoritmo explicíto de marcha no tempo usando ordens superiores 

da expansão de funções em séries de Taylor. Seu estudo foi empregado em um espaço 

conformalmente transformado para ondas periódicas. As soluções apresentavam 

melhorias de precisão e estabilidade quando comparadas com os métodos dos seus 

predecessores. 

LIN(1984) com o intuito de apresentar uma solução para o problema das 

singularidades nos cantos devido à divergência das condições de contorno propôs o uso 

do teorema integral de Cauchy para formular a equação integral de contorno com as 

condições de contorno do canto completamente conhecidas. O seu domínio era um 

tanque numérico, onde as ondas eram geradas por batedores tipo pistão exercendo um 

movimento senoidal. 

 NEW et. al.  (1985) deram seguimento ao trabalho de LONGUET-HIGGINS e 

COKELET (1976) para profundidade finita. Introduziram nesse trabalho, a técnica de 

simetria através da reflexão do ponto campo, com vista à otimização dos cálculos.  

Também apresentaram a condição de fluxo nulo para o cálculo dos elementos da 

diagonal da matriz dos coeficientes de influência para o potencial de velocidade. 

GRILLI et al. (1989) usaram o esquema de avanço no tempo proposto por 

DOLD e PEREGRINE (1984) e apresentaram um método de elementos no contorno 
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com uma aproximação isoparamétrica cúbica. Eles formularam a equação integral de 

contorno a partir de funções de Green. A metodologia foi empregue no próprio espaço 

físico e incluíram mecanismos de geração (periodicidade e gerador de onda tipo pistão) 

e absorção (condição de radiação de Sommerfeld) das ondas embora tenham dado mais 

ênfase ao método numérico. Ao contrario de LIN(1984) que sugeriu uma descrição 

completa do ponto onde há confluência das condições de contorno  em problemas que 

envolvem geração de ondas pelo movimento de um corpo, GRILLI et al. (1989) 

propuseram o uso da técnica do nó duplo desenvolvida por BREBBIA(1978), e para o 

cálculo das velocidades tangenciais na superfície livre, adotaram elementos deslizantes 

com interpolação por polinômios de quarta ordem.  O modelo foi validado através da 

análise das medidas de conservação a cada passo do tempo.  

AZEVEDO (1991) empregou o método de elementos de contorno para simular 

ondas espacialmente periódicas até o instante imediatamente antes da quebra. Usou 

elementos isoparamétricos quadráticos na discretização do contorno e um esquema de 

Runge-Kutta de quarta ordem para o avanço no tempo. Ele usou elementos fixos para a 

determinação da velocidade tangencial. Os cantos tiveram tratamento semelhante ao 

apresentado por GRILLI et al. (1989) e, seguindo os seus predecessores, validou o seu 

modelo através da análise das medidas de conservação.  Verificando a degradação da 

solução do método de elementos de contorno, devido ao deslocamento do nó 

intermediário da posição central dentro do elemento, introduziu um mecanismo de 

realocação do nó intermediário, que combina a interpolação cúbica de um elemento 

deslizante com o elemento quadrático atual e seus dois vizinhos mais próximos, com o 

cálculo do comprimento de arco do ponto médio. 
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A aplicação em estudos de interação onda-estrutura também mereceu atenção de 

vários pesquisadores (GU e WANG, 1992; VAN DAALEN, 1993 ; HSU e WU, 1999; 

KOO, 2003).  

GU e WANG (1992) aplicaram o método de elementos de contorno para estudar 

o processo de dissipação de energia devido à percolação para dentro do quebra-mar 

permeável.  O modelo de escoamento no campo de ondas correspondeu à teoria linear 

de ondas e para o meio poroso usaram o modelo não-linear de escoamento desenvolvido 

por SOLLIT e CROSS (1972), que após ser linearizado através da condição de 

dissipação de energia equivalente de Lorentz, resultou em um problema potencial no 

domínio poroso. A linearização pressupõe o conhecimento da frequência da onda 

incidente. 

MIZUTANE et al. (1998) desenvolveram uma metodologia híbrida que combina 

o método de elementos de contorno e método de elementos finitos  para o estudo da 

interação não-linear entre onda e quebra-mar submerso e permeável. O escoamento 

dentro do campo de ondas é descrito por um modelo completamente não-linear e para o 

escoamento no meio poroso foi usado o modelo de escoamento não-linear que difere do 

modelo de SOLLIT e CROSS (1972) por principalmente incluir termos advectivos. 

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo da dissipação de energia da 

onda devido à percolação num meio poroso submerso, aplicando o método de elementos 

de contorno. O modelo é desenvolvido considerando as não-linearidades das ondas de 

gravidadeo. Os procedimentos do método numérico baseiam-se naqueles descritos em 

AZEVEDO (1991) e melhoramentos apresentados em JAIME (1995). 
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2.1 Estrutura do Trabalho 

Este trabalho é constituída por nove (9) capítulos. 

 O capitulo três (3) aborda as equações básicas do escoamento de fluidos 

incompressíveis. Nele são apresentados os conceitos básicos e as principais equações 

resultantes da aplicação dos princípios físicos tais como a conservação de massa e a 

conservação da quantidade de movimento linear, para escoamento com superfície livre e 

para escoamento em meio proso. Também faz-se menção do principio de conservação 

de energia e demonstra-se a obtenção da equação de Bernoulli à partir dos princípios de 

conservação de massa e quantidade de movimento.  

 O capitulo quatro (4) descreve o problema de ondas estudadas. Apresenta-se o 

domínio computacional considerado para as simulações de propagação de ondas. 

Apresentam-se as equações governantes e as condições de contorno para ambos os 

meios fluido e meio poroso com o foco para a aplicação no método de elementos de 

contorno. 

 No capitulo cinco (5) deriva-se a equação integral de contorno através das 

identidades de Green e apresentam-se os procedimentos numéricos para a solução dessa 

equação integral de contorno e descrevem-se os fundamentos do método de 

espaçamento no tempo considerado. 

O capitulo seis (6) reserva-se aos aspectos computacionais. 

No capitulo sete (7) apresentam-se as simulações numéricas. Neste capitulo 

simula-se a propagação da onda solitária sobre fundo permeável e sobre fundo 

impermeável. Para o caso de fundo permeável a validação é feita através do 

acompanhamento das medidas de conservação enquanto que para fundo impermeável os 

resultados são comprados  aos obtidos analiticamente. 
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 O capitulo oito (8) apresenta as considerações finais. Aqui descrevem-se os 

aspectos principais apresentados no modelo e  são apresentadas algumas recomendações 

para trabalhos futuros. 

O capitulo nove (9) reserva-se a apresentar a bibliografia consultada e citada ao 

longo do trabalho. 
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3. ESCOAMENTO DE FLUIDOS INCOMPRESSÍVEIS 

3.1 Conceitos Básicos 

As equações governantes na dinâmica dos fluidos são derivadas a partir dos 

princípios físicos fundamentais: conservação de massa, balanço da quantidade de 

movimento (segunda lei de Newton) e a conservação de energia (primeira lei da 

termodinâmica).  Essas equações são comumente denominadas por: equação de 

conservação de massa, equação de balanço de momento linear e equação de balanço de 

energia, respectivamente. Elas formam um conjunto de equações que juntamente com a 

equação de estado (quando necessária) são suficientes para descrever o movimento dos 

fluidos. 

Existem dois métodos para descrição do movimento dos fluidos: 

 Euleriano – as propriedades do fluido são descritas em pontos 

fixos do seu domínio, como função do tempo.  

 Lagrangiano – seguem-se as trajetórias das partículas e 

observam-se as variações das propriedades como função do 

tempo. 

3.2. Escoamento de Fluidos com Superfície Livre 

3.2.1 Equação de Conservação de Massa 

Em um sistema fechado a massa de um fluido não pode ser criada e nem 

destruída. 

O fluxo de massa é definido como a quantidade de massa que atravessa certa 

superfície orientada    por unidade de tempo: 



9 

 

                      (3.1) 

Onde   é a massa específica do fluido;   é o vetor velocidade;     é o vetor 

normal para a superfície e cuja magnitude é igual à área da mesma superfície. 

Consideremos um volume infinitesimal fixo do fluido, conforme a figura 1.  

 

 

 

 

O fluxo de massa que entra na face 1 na direção x, do volume infinitesimal do 

fluido é dado por : 

                        (3.2) 

O fluxo de massa que sai na face mais a direita na direção x do volume 

infinitesimal do fluido é dado por : 

            
     

  
                 (3.3) 

Onde   é a componente na direção   do vetor velocidade. 

O balanço de fluxo de massa na direção x fornece a quantidade de massa saindo 

pelo volume infinitesimal por unidade de tempo na mesma direção 

          
     

  
                 (3.4) 

Raciocino análogo pode ser feito para as direções y e z resultando em, 

respectivamente: 

          
     

  
                 (3.5) 

  

  

  
       

    
     

  
        

   

   
   

Face 2 Face 1 

Figura 1-Balanço de massa 
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                 (3.6) 

Onde   e   são as componentes nas direções y e z do vetor velocidade, 

respectivamente. 

A taxa liquida de massa saindo do volume infinitesimal é a soma dos balanços 

de fluxo de massa nas três direções x, y e z 

     
     

  
 

     

  
 

     

  
                 (3.7) 

Se existirem fontes ou sumidouros de massa no volume infinitesimal, a taxa 

liquida de massa saindo somada à variação total de massa por unidade de tempo deverá 

ser igual à massa em acréscimo ou consumida por unidade de tempo. Matematicamente 

tem-se: 

 
     

  
 

     

  
 

     

  
        

  

  
                     (3.8) 

Onde   é a distribuição volumétrica de massa por unidade de tempo da fonte ou 

do sumidouro. 

Cancelando o volume infinitesimal        da equação acima se obtém a 

equação de conservação de massa do fluido 

     

  
 

     

  
 

     

  
 

  

  
             (3.9) 

Que pode ser escrita na forma 

      
  

  
             (3.10) 

Onde   
 

  
  

 

  
  

 

  
   é o operador nabla ou operador gradiente. 

Quando o fluido é considerado incompressível, ou seja, sua massa específica é 

constante no espaço e no tempo, a equação de conservação de massa toma a forma: 
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            (3.11) 

Quando não há fontes ou sumidouros tem-se     e resulta: 

                 (3.12) 

A equação (3.12) é denominada de equação de continuidade de volume. 

 3.2.2  Balanço da Quantidade de Movimento Linear 

 

A figura 2 mostra um volume elementar fixo no espaço, sobre o qual atravessa o 

fluido. 

A quantidade de movimento por unidade de tempo que entra na face 1 é dada 

por: 

   
                                                              (3.13) 

A quantidade de movimento por unidade de tempo que sai na face 2 é dada por: 

   
       

      

  
               (3.14) 

O balanço da quantidade de movimento na direção    ( ver figura 1) é dado por: 

  

  

  
        

     
      

  
           

   
   

Face 1 
Face 2 

Figura 2-Balanço de quantidade de movimento 
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                        (3.15) 

Analogamente para as direções y e z, respectivamente: 

    
      

  
                  (3.16) 

    
      

  
                   (3.17) 

O balanço total da quantidade de movimento dentro do volume de controle é 

dado por: 

                            (3.18) 

A taxa temporal da variação da quantidade de movimento dentro do volume de 

controle é dada por: 

 
     

  
                 (3.19) 

O balanço total da quantidade de movimento no espaço somado à taxa no tempo 

da variação da quantidade de movimento dentro do volume é igual à variação temporal 

da quantidade de movimento total.  

      

  
       

      

  
       

      

  
       

     

  
       

  

  
 (3.20) 

Onde:   é a quantidade de movimento total do volume do fluido. 

A variação temporal da quantidade de movimento total do volume do fluido é 

igual ao somatório das forças externas que atuam sobre ele. 
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                (3.21) 

Onde:      são forças externas que atuam sobre o fluido no instante de tempo   . 

Substituindo a equação (3.21) na equação (3.20) e dividindo pelo volume do 

fluido, obtém-se: 

     

  
  

     

  
  

     

  
  

     

  
    

  

  
 

  

  
 

  

  
                      (3.22) 

Onde:      são forças externas por unidade de volume. 

Considerando as hipóteses simplificadoras adotadas até aqui, segundo as quais o 

fluido é incompressível e o escoamento ocorre na ausência de fontes ou sumidouros de 

massa, a equação (3.22) pode ser escrita como: 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
 

 

 
                                                                     (3.23) 

O membro esquerdo da equação (3.23) é a derivada total ou material da 

velocidade, daí que, a equação (3.23) pode ser escrita na forma: 

  

  
 

 

 
                                                                                                       (3.24) 

As forças que atuam sobre o volume infinitesimal podem ser de Campo ou de 

Superfície. As forças de campo são aquelas que atuam devido à presença de um campo, 

enquanto que, as forças de superfície resultam do contato com outros corpos. 

Em relação às forças de campo, a mais importante é aquela devido ao campo 

gravitacional da terra. Em componentes         nas direções cartesianas, por unidade de 

volume, respectivamente, são: 
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                (3.25) 

                 (3.26) 

                                                              (3.27) 

Onde   é o módulo da aceleração de gravidade. 

As forças de superfície podem ser manifestadas na forma de tensões normais ou 

cisalhantes à superfície. Quando se assume que o fluido é não viscoso, como é o caso 

neste estudo, as tensões de cisalhamento são desprezíveis e as forças de superfície são 

manifestadas apenas na forma de tensões normais denominadas de pressão. 

A figura 3 mostra a pressão que atua no volume infinitesimal na direção x. 

 

A componente de força de superfície resultante na direção x, devido às pressões 

é dada por: 

             
  

  
         

  

  
             (3.28) 

De forma análoga, pode se demonstrar que a força de superfície resultante nas 

direções y e z são dadas por, respectivamente: 

             
  

  
         

  

  
                                 (3.29) 

             
  

  
         

  

  
                                 (3.30) 

  

  

  

  
  

  

  
   

   

   
   

Face 2 Face 1 

Figura 3-Balanço de pressão 
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Dividindo as equações (3.28) a (3.30) pelo volume do fluido obtém-se a força de 

superfície por unidade de volume como: 

     
  

  
            (3.31) 

     
  

  
            (3.32) 

     
  

  
            (3.33) 

Substituindo as expressões da força de campo por unidade de volume (equações 

3.25 a 3.27) e da força de superfície por unidade de volume (equações 3.31 a 3.33) na 

equação (3.23) em componentes  ,   e  , obtém se as seguintes equações, denominadas 

equações de Euler: 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

 

 

  

  
                                                                  (3.34) 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

 

 

  

  
                                                                   (3.34) 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  

 

 

  

  
                                                           (3.36) 

Ou na forma vetorial 

  

  
       

 

 
                                                                                  (3.37) 

Com            
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3.2.3  Equação de Laplace e Equação de Bernoulli. 

Se o escoamento for assumido irrotacional, define-se uma função escalar 

            tal que: 

                (3.38) 

Ou 

  
  

  
            (3.39) 

  
  

  
            (3.40) 

  
  

  
            (3.41) 

Substituindo a equação (3.38) na equação de continuidade de volume, tem-se, a 

equação de Laplace: 

                 (3.42) 

A dedução da equação de Bernoulli segue os procedimentos descritos por DEAN 

e DALRYMPLE (1991).  

A condição de irrotacionalidade implica que: 

  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 

  

  
          (3.43) 

Substituindo as equações (3.43) nas equações de Euler (equações 3.34 a 3.36), 

obtém-se: 

  

  
 

     

  
 

     

  
 

     

  
  

 

 

  

  
                                                              (3.44) 

  

  
 

     

  
 

     

  
 

     

  
  

 

 

  

  
                                                              (3.45) 
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                                                        (3.46) 

Substituindo as equações (3.39) a (3.41) nas equações (3.44) a (3.46), obtém-se:  

 

  
 
  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                                                 (3.47) 

 

  
 
  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                                                 (3.48) 

 

  
 
  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                                               (3.49) 

Integrando as equações (3.47) a (3.49) resulta nas seguintes equações: 

  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                (3.50) 

  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                 (3.51) 

  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                     (3.52) 

Onde:                      e             são constantes de integração. 

Nas equações (3.50) a (3.52), o membro esquerdo é igual, portanto: 

                                          (3.53) 

A equação (3.53) mostra que as funções  ,          dependem apenas do tempo. 

Logo, a equação resultante é: 

  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
 

 
                 (3.54) 

A forma permanente da equação (3.54) é denominada de equação de Bernoulli. 

DEAN e DALRYMPLE(1991) denominou a equação (3.54) de equação de Bernoulli na 

forma transiente ou simplesmente equação de Bernoulli. 
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A equação (3.54) mostra que em cada instante de tempo, a pressão pode ser 

determinada a menos de uma constante, desde que o campo de velocidades seja 

conhecido. Esta constante não afeta o gradiente de pressões ou ainda, pode ser 

adicionada ao potencial de velocidade sem afetar o campo de velocidades, uma vez que 

seu gradiente permanecerá o mesmo.  

3.3 Escoamento de Fluido no Meio Poroso 

Os meio porosos são caracterizados pela existência de espaços vazios 

interconectados ou não, denominados poros. 

Define-se porosidade como a razão entre o volume dos espaços vazios e o 

volume total do meio, matematicamente, tem-se: 

   
  

  
            (3.55) 

Onde:    é a porosidade do meio,    é o volume do vazio,    é o volume total. 

Quando os espaços vazios estão interconectados de modo que a água possa 

circular livremente a porosidade é denominada de porosidade efetiva e é a mais 

importante para a descrição do escoamento em meios porosos (PRODANOFF, 1991). 

Daqui em diante a porosidade é considerada efetiva. 

3.3.1 Lei de Darcy e a Equação de Movimento  

Em 1856, Henry Darcy ao realizar medições de vazão em um cilindro de areia, 

homogêneo e saturado, variando as condições de carga nos extremos e comprimento 

entre esses extremos, concluiu que a vazão era proporcional ao gradiente da carga 

piezométrica     
 

  
    e inversamente proporcional ao comprimento. Ele originou 

empiricamente a seguinte lei: 
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          (3.56) 

Onde:   é vazão,    é condutividade hidráulica,   é área de seção,   é a direção 

do escoamento. 

O sinal negativo que aparece na equação (3.56) é devido ao fato que o 

escoamento se processa na direção da maior para a menor carga piezométrica. 

A equação (3.56) pode ser escrita em termos de descarga específica: 

     
   

  
           (3.57) 

Onde:   
 

 
 é a descarga específica, ou seja, vazão por unidade de área. 

Embora a descarga específica possua unidades de velocidade, ela se refere a uma 

taxa de escoamento por unidade de área e não velocidade. A velocidade ocorre apenas 

nos poros. A razão entre a descarga específica e a velocidade será igual à razão entre a 

área dos poros e a área total (CABRAL, 1985): 

   
 

  
            (3.58) 

Onde:    é a velocidade de infiltração nos poros na direção    

Para um meio isotrópico e homogêneo, a lei de Darcy pode ser escrita na forma 

generalizada para escoamentos tridimensionais: 

    
  

  
              (3.59) 

Onde:    é o vetor velocidade de infiltração nos poros. 

A condutividade hidráulica    depende das características do meio poroso e do 

fluido: 

    
   

 
         (3.60) 
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Onde:   é coeficiente de viscosidade cinemática da água e    é coeficiente de 

permeabilidade intrínseca do meio. 

Neste trabalho, o escoamento no meio poroso é considerado homogêneo e 

isotrópico.   

De acordo com MDOUGAL (1993) apud HUANG et al. (2003), quando a 

porosidade (    e o tamanho dos grãos (  ) são conhecidos,  o coeficiente de 

permeabilidade intrínseca    é determinado pela seguinte formula empírica: 

               
      

  
 
      

 

         ,              (3.61) 

A lei de Darcy é valida para escoamentos laminares que geralmente ocorrem a 

baixas velocidades. Experimentalmente, observam-se desvios no escoamento dos 

fluidos em relação a aqueles previstos pela equação de Darcy e várias terminologias têm 

sido usadas para descrever esta característica tais como: escoamento não-Darcyano, 

escoamento inercial ou escoamentos a altas velocidades (ZENG e GRIGG, 2006).  

Esta limitação da aplicação da lei de Darcy motivou a procura de equações de 

movimento alternativas à equação de Darcy.   

WARD (1964) apud SOLLIT e CROSS (1972), apresentou uma equação de 

movimento para meios porosos que leva em conta os efeitos turbulentos para regime de 

escoamento permanente: 

 

 
          

   

  
   

    
 

   
                                              (3.62) 

Onde    é coeficiente de permeabilidade intrínseca,    é coeficiente da 

resistência turbulenta. 
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O membro do lado esquerdo da equação (3.62) representa a força devido ao 

gradiente de pressão hidrodinâmica. 

Ambos membros do lado direito da equação (3.62) representam forças de 

resistência ao escoamento sendo o termo linear mais importante em escoamentos 

laminares e o termo do segundo grau mais importante em escoamento a altos números 

de Reynolds.  

SOLLIT e CROSS (1972) propuseram um modelo alternativo para incluir 

efeitos inerciais causados pela massa virtual dos grãos discretos do meio, conforme a 

seguinte equação: 

 
   

  
  

 

 
         

   

  
   

    
 

   
                                  (3.63) 

Onde:                     é o coeficiente inercial,    é o coeficiente 

de massa adicional. 

O termo do lado esquerdo da equação (3.63) representa os efeitos inerciais e o 

restante dos termos são aqueles definidos na equação (3.62). 

HUANG et al. (2003) propuseram uma equação semelhante à equação de 

Navier-Stokes: 

 
   

  
         

 

 
               

   

  
   

    
 

   
          (3.64) 

Onde:     é  coeficiente de resistência turbulenta. 

O novo termo       indica a força viscosa que atua na superfície de contato 

entre o fluido e os grãos do meio poroso.  

O coeficiente da resistência turbulenta    é determinado através da seguinte 

equação (ARBHABHIRAMAR e DINOY, 1973, apud, HUANG et al. 2003): 
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                                                      (3.65) 

O coeficiente inercial   é determinado experimentalmente. 

3.3.2 Conservação de Massa e Equação de Laplace para o Meio Poroso 

A dedução da equação de conservação de massa no meio poroso segue as 

mesmas diretrizes como aquelas para o meio fluido. 

Consideremos um volume infinitesimal do meio poroso tal como indicado pela 

figura 4.  

 

 

O fluxo de massa resultante na direção   é dado como o fluxo de massa que sai 

na face 2 menos o fluxo de massa que entra na face 1, matematicamente resulta em: 

     
        

  
                (3.66)

 Analogamente, para as direções    e   tem-se, respectivamente: 

     
        

  
                (3.67)

      
        

  
                (3.68)

 O fluxo total de massa resultante é a soma dos fluxos de massa resultantes nas 

direções           

     
        

  
 

        

  
 

        

  
               (3.69) 

  

  

  
          

       
        

  
        

   

   
   

Face 2 Face 1 

Figura 4 - Balanço de massa no meio poroso 
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Na ausência de fontes ou sumidouros de massa, o fluxo total de massa resultante 

somado a variação total de massa no volume por unidade tempo deverá ser igual à zero: 

 
        

  
 

        

  
 

        

  
        

      

  
             (3.70) 

Dividindo a equação (3.70) pelo volume infinitesimal        tem-se: 

  
        

  
 

        

  
 

        

  
  

      

  
                                             (3.71) 

A equação (4.71) pode ser escrita na forma: 

          
      

  
            (3.72) 

Se o meio poroso for indeformável, a porosidade efetiva pode ser retirada dos 

parênteses e resulta em: 

        
  

  
             (3.73) 

Para escoamento permanente e incompressível tem-se: 

                            (3.74) 

A equação (4.74) representa a equação de continuidade de volume para o meio 

poroso. 

Substituindo a equação (4.74) na equação (3.59) e tendo em atenção a expressão 

para a carga piezométrica, resulta: 

                      (3.75) 

O termo entre parênteses na equação (3.75) representa o potencial de velocidade 

para o escoamento em meio poroso governado pela lei de Darcy. Considerando 

        , a equação (3.75) toma a forma: 

                  (3.76) 
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4. GERAÇÃO E PROPAGAÇÃO DE ONDAS DE GRAVIDADE EM 

TANQUE NUMERICO BI-DIMENSIONAL 

Tanques numéricos têm sido largamente usados para simulações numéricas de 

ondas de gravidade (GRILLI et al., 2002; REIS, 2009, SAGHI et al., 2012).  

A figura 5 mostra um tanque numérico bidimensional para geração de ondas 

gravitacionais usado neste trabalho. 

Adota-se um sistema de coordenadas cuja origem coincide com a profundidade 

máxima da coluna de água em repouso. O eixo   é direcionado verticalmente e o sentido 

para cima, enquanto que, o eixo x é direcionado horizontalmente e o sentido para a 

direita. Ambos os eixos tem inicio de contagem a partir de zero, conforme a figura 5. 

 

 

 

 

 

 

 

As ondas são geradas através do movimento do contorno lateral esquerdo de 

forma que represente um pistão. A trajetória e a velocidade do pistão são funções de 

tempo prescritas. No caso particular de geração de ondas longas que são objeto de 

estudo neste trabalho, aplica-se a metodologia de GORING (1979) descrita no anexo B. 

Daqui em diante, o contorno lateral esquerdo é designado de gerador de ondas.  

Fluido (Água) 

  

    Fundo 

C
o
n

to
rn

o
 la

tera
l 

   d
ireito

 

Superfície livre 

C
o
n

to
rn

o
 la

tera
l 

 esq
u

erd
o
 (P

istã
o
) 

Figura 5 - Tanque numérico de geração de ondas 



25 

 

Na seção 4.1 descreve-se o problema de valor de contorno e inicial para a 

geração e propagação de ondas sobre fundo impermeável e na seção 4.2 inclui-se o 

meio permeável.  

O tratamento do fundo impermeável constitui uma etapa importante para a 

verificação da consistência do modelo através da verificação das medidas de 

conservação (energias mecânicas) como será visto mais adiante (capitulo 7). 

 

4.1 Fundo Impermeável 

Para a geração e propagação de ondas de gravidade sobre fundo impermeável, 

considera-se a figura 6. 

 

 

 

 

 

 

 

Na figura 6,    é o nível de água em repouso;   é o comprimento do canal ;   é 

elevação da superfície livre em relação ao nível de repouso e     é o deslocamento 

máximo do pistão. 

 

 

Meio Fluido Livre 

  

    

   

  

  

  

Figura 6 - Geração e propagação de ondas sobre fundo impermeável 
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Equação governante e condições iniciais 

 Como foi escrito anteriormente, sob-hipótese de escoamento incompressível e 

irrotacional, a equação governante do escoamento em fluido com superfície livre é dada 

pela equação de Laplace (equação 3.42) que aqui é repetida por conveniência: 

                         (4.1) 

O problema de ondas superficiais pertence a uma classe de problemas de valores 

de contorno e iniciais, de tal forma que para a determinação do campo de pressão e de 

velocidades em qualquer instante, necessita-se do conhecimento do estado inicial do 

sistema (AZEVEDO, 1991).  

O estado inicial do problema no meio fluido livre é dado como a região do 

escoamento delimitada pelos contornos superfície livre do escoamento, superfície de 

contato do fluido com o fundo impermeável, superfície de contato do fluido com o 

gerador de ondas e de contato do fluido com a parede lateral direita. 

Para cada um desses contornos são dados os valores iniciais das variáveis do 

problema. Para este estudo são dados o potencial de velocidade para a superfície livre e 

velocidades normais para as superfícies de contato do fluido com o fundo, de contato do 

fluido com o gerador de ondas e de contato do fluido com a parede lateral esquerda.  

Condições de Contorno 

Em todos os contornos são dadas as leis que regem as propriedades do fluido em 

qualquer instante.                                                              

Para contornos rígidos e impermeáveis, como é o caso das superfícies de contato 

do fluido com o fundo impermeável, fluido com o gerador de ondas e fluido com a 

parede lateral direita, assume-se que o fluido não penetra e nem se separa. Em outras 
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palavras, as partículas em contato com a superfície são restringidas a se moverem 

somente tangencialmente à superfície de contato mesmo quando essas superfícies 

também se movem.  

Para contornos rígidos, impermeáveis e fixos (superfícies de contato do fluido 

com o fundo impermeável e fluido com a parede lateral direita), a velocidade do fluido 

na direção normal é prescrita como nula em qualquer instante: 

   
  

  
                             (4.2) 

Para contornos rígidos, impermeáveis e em movimento com velocidade normal 

   (superfícies de contato do fluido com o gerador de ondas), as partículas do fluido 

obedecem à seguinte equação: 

    
  

  
                                                                                          (4.3) 

Para todos esses contornos acima citados, a posição é conhecida em todos instantes 

através da prescrição da lei de movimento. 

Para a superfície livre, desconhece-se em geral sua localização no instante futuro 

e sua velocidade na direção normal no instante atual. Por isso é necessário duas 

condições de contorno, a cinemática e a dinâmica. Por ser uma superfície material é 

mais vantajoso descrevê-la usando o método de Lagrange.  Isso implica que sua posição 

é determinada seguindo a trajetória das partículas do fluido conforme a equação: 

  

  
                                                                                                            (4.4) 

Embora desnecessário para a metodologia empregada aqui, existe uma 

alternativa para a condição cinemática da superfície livre. Essa alternativa supõe que a 

superfície livre seja descrita pela seguinte equação: 
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                      (4.5) 

       -descreve a variação da superfície livre. 

Equivale em afirmar que a qualquer instante, partículas do fluido que compõem 

a superfície livre devem satisfazer a seguinte equação: 

                               (4.6) 

Desde que as partículas do fluido pertençam a uma superfície material, a 

derivada material da função acima deve ser nula em todo instante. 

  

  
  

  

  
                                                        (4.7) 

Que pode ser escrita como: 

  

  
  

  

  
                 (4.8) 

Muitos pesquisadores preferem a abordagem descrita pela equação (4.4), 

argumentando que a outra abordagem só é valida quando         é função, ou seja, cada 

valor de   e de  , corresponde apenas um único valor de       . 

A segunda condição de contorno para a superfície livre é a condição de contorno 

dinâmica.  A superfície livre não suporta variação da pressão sobre ela, ou seja, 

qualquer variação da pressão sobre ela fará com que haja resposta na forma de 

movimento tendendo a manter a pressão uniforme (REIS, 2009). 

                                              (4.9)

 A condição de contorno dinâmica na superfície livre é dada pela equação de 

Bernoulli. Quando uma pressão constante    é aplicada sobre a superfície livre, a 

equação de Bernoulli toma a forma: 

  

 
     

 

 
      

  

  
                                            (4.10) 
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Reescrevendo a equação (4.10) usando a notação da derivada material ou total 

tem-se: 

  

  
  

  

 
 

 

 
                                                              (4.11) 

 

4.2 Fundo permeável  

Para a inclusão do meio permeável, a região de estudo é subdividida em dois 

subdomínios: meio fluido livre e meio poroso ( observe a figura 7). 

 

 

 

Na figura 7,    é a profundidade do meio poroso;    é o comprimento do meio 

poroso. No meio fluido livre são validas as características descritas na seção 4.1. 

Para cada um dos meios descrevem-se as equações governantes, condições de 

contorno e condições iniciais. Na descrição das condições de contorno e iniciais tem-se 

em conta a continuidades das propriedades na superfície de contato entre os meios.  

 

Meio poroso 

Meio Fluido Livre 

  

  
  

   

   

Figura 7 - Geração e propagação de ondas sobre fundo permeável 
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As ondas são geradas de tal forma que alcancem o fundo permeável após 

propagarem-se sobre um fundo impermeável, como mostrado na figura 7. 

 

Equação governante e condições iniciais 

No subdomínio correspondente ao meio fluido com superfície livre são validas a 

equação governante, condições iniciais, e de contorno descritas no subcapitulo (4.1), 

com exceção de parte da superfície de fundo que é permeável, pois, esta em contato 

com o meio poroso.  

Na superfície permeável, as condições iniciais são desconhecidas e sua 

determinação faz parte do problema.  

 

Equação governante no meio poroso 

A equação governante do escoamento no meio poroso, é a equação (3.76) que 

aqui é repetida por conveniência: 

                  (4.12) 

 

Condições de contorno para o meio poroso 

No meio poroso a condição de contorno nas superfícies impermeáveis, que são a 

superfície lateral direita e superfície lateral esquerda, e a superfície mais no fundo é:  

   

  
                                                      (4.13) 

Para a superfície em contato com o meio fluido descreve-se a continuidade das 

propriedades. A pressão e o fluxo normal de massa deverão ser contínuos. 
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Considerando que          e substituindo na equação (3.54) para a constante de 

integração nula, resulta: 

 
  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  
  

 
         (4.14) 

A continuidade de fluxo de massa implica em: 

  

  
  

  

    

   

  
                      (4.15) 

Os termos não - lineares na equação (4.14) serão desprezados. Daí tem-se : 

 
  

  
 

  

 
                                            (4.16) 
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5. SOLUÇÃO NUMÉRICA DO PROBLEMA DE VALOR INICIAL E 

DE CONTORNO 

A propagação de ondas não-lineares sobre fundo permeável formulada, constitui 

um problema governado por equação de Laplace tanto para o meio fluido livre bem 

como para o meio poroso.  

O método de elementos de contorno é uma boa escolha para solucionar 

problemas governados pela equação de Laplace com superfície, desde que, LONGUET-

HIGGINS e COKELET (1976), introduziram a formulação mista Euleriana-

Lagrangiana (MEL). A formulação MEL consiste em solucionar o problema de valor de 

contorno (Parte Euleriana) e avançar no tempo através das derivadas materiais da 

posição e do potencial de velocidade da superfície livre, a fim de atualização da 

geometria e da condição de contorno do próximo passo (Parte Lagrangiana), 

respectivamente.  Isto justifica-se pelo fato do surgimento de sistema de equações com 

dimensões reduzidas; resultados da derivada normal do potencial de velocidade são 

obtidos com alto grau de precisão; apresenta resultados precisos no domínio após a 

solução do problema de valor de contorno. 

 Neste estudo, o avanço no tempo é resolvido pelo método de Runge-Kutta da 

quarta ordem, pois, este método não necessita de informações em instantes de tempo 

anteriores. Apenas o estado atual é suficiente para atualização. 

Na próxima seção, descrevem-se os fundamentos do método de elementos de 

contorno para a solução da equação diferencial que governa o problema ( equação de 

Laplace) constituindo a parte Euleriana do MEL e na seção seguinte descrevem-se os 

fundamentos do método de avanço da superfície livre e do seu potencial entre os tempos 

constituindo a parte Lagrangiana. 
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5.1 Fundamentos do Método de Elementos de Contorno  

O método de elementos de contorno consiste na transformação da equação 

diferencial governante (equação de Laplace) e as condições de contorno, em uma 

equação integral de contorno envolvendo somente as variáveis no contorno, sua 

discretização e solução do sistema de equações algébricas resultante. Os valores no 

interior do domínio podem ser determinados após o conhecimento dos valores de 

contorno. 

Em problemas de ondas superficiais as variáveis são o potencial de velocidade e 

a derivada normal do potencial de velocidade. 

O método de elementos de contorno pode ser formulado a partir de duas 

aproximações chamadas formulação direta e formulação indireta.  

A formulação indireta baseia-se pelo fato de que qualquer função satisfazendo a 

equação de Laplace pode ser representada por uma distribuição de fontes, escoamentos 

potenciais podem ser modelados usando-se potenciais de camada simples ou de 

camadas duplas, induzidos por uma distribuição contínua de fontes no contorno. 

Impondo a satisfação das condições de contorno, obtêm-se equações integrais que 

envolvem a densidade da fonte como incógnita. Essas equações integrais podem ser 

resolvidas numericamente discretizando o contorno em elementos nos quais se admite 

certa variação das densidades das fontes. O nome formulação indireta deriva do fato de 

que as incógnitas primárias são as densidades e não os potenciais de velocidade ou 

derivadas normais de potenciais de velocidade. Esta abordagem apresenta a 

desvantagem conceitual da introdução das densidades de fonte que usualmente não têm 

relação com a física do problema (AZEVEDO, 1991). 
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A formulação direta faz o uso de uma das seguintes opções: segunda identidade 

de Green (CABRAL, 1985, AZEVEDO, 1991),  teorema integral de Cauchy (VINJE e 

BREVIG, 1981, DOLD e PEREGRINE, 1984) e resíduos ponderados (MANSUR et 

al.,1995). O teorema integral de Cauchy tem a desvantagem de não permitir sua 

expansão natural para problemas tridimensionais. 

5.1.1 Formulação direta da equação integral de contorno  

Seja   uma região do plano limitada pelo contorno fechado  , como mostra a 

figura 8, e seja   um vetor campo atuando nessa região. 

 

 

O teorema de Gauss ou teorema da divergência estabelece que o fluxo total do 

vetor campo   que atravessa a superfície fechada   deve ser igual a integral de volume 

da divergência desse vetor: 

             
  

           (5.1) 

Se   é uma função potencial na região  , para qualquer contorno fechado   em 

 , resulta: 

n 

  

  

  

  

Figura 8-Região de aplicação do campo vetor 
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                                             (5.2) 

Primeira identidade de Green 

Substituindo       no teorema de Gauss, obtêm-se 

                  
  

                                           (5.3) 

Aplicando a regra de cadeia do integrando do lado direito da equação (5.3) e 

tendo em conta que no integrando do lado esquerdo      
  

  
 tem-se: 

  
  

  
          

  
        

 
                                                     (5.4) 

Segunda identidade de Green 

O mesmo procedimento pode ser efetuado trocando as funções   e   entre si 

  
  

  
          

  
        

 
                                                     (5.5) 

Subtraindo membro a membro à equação (5.5) pela equação (5.4) obtém-se a 

segunda identidade de Green 

   
  

  
  

  

  
    

 
              
 

                                         (5.6) 

Nas expressões das identidades de Green, as funções   e   devem ser no 

mínimo duas vezes diferenciáveis. 

Derivação da Equação Integral de Contorno 

Define-se como solução fundamental de uma equação diferencial, a solução 

correspondente a uma fonte pontual unitária aplicada em uma região infinita. Para 

escoamentos potenciais, como o problema de ondas superficiais em estudo, a solução 

fundamental corresponde ao potencial de velocidade em um ponto   qualquer da região 
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infinita e homogênea do fluido, induzido pela presença de uma fonte unitária no ponto 

 . 

Essa situação pode ser escrita matematicamente da seguinte forma: 

         
      

 
                 (5.7) 

Onde:   é solução fundamental no domínio infinito    que contém   e        é 

a função delta de Dirac.  

A solução fundamental em duas dimensões é dada por: 

        
 

   
                 (5.8) 

Onde:   é a distância entre o ponto campo   e ponto fonte  .  

Quando isolamos o domínio     , limitado pelo contorno fechado  , a 

derivada normal da solução fundamental no contorno fechado  , é dada por 

                  
       

  
  

 

    

  

  
         (5.9) 

A letra maiúscula   refere ao ponto no contorno   e a letra minúscula p refere-se 

a ponto no domínio. 

Lembrando que os potenciais satisfazem a equação de Laplace e tendo em conta 

a definição da solução fundamental através da equação (5.7), a segunda identidade de 

Green transforma-se em: 

                                                 
  

   (5.10)                                       

Onde      
     

  
  

Como pode ser visto a partir da equação (5.10), para determinar o potencial em 

qualquer ponto do domínio é necessário o conhecimento de ambos, o potencial de 
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velocidade e a derivada normal do potencial de velocidade no contorno. Conforme as 

condições de contorno, em geral, onde o potencial de velocidade é conhecido 

desconhece-se a derivada normal do potencial de velocidade e vice versa. 

Para suplantar esta dificuldade, toma-se o ponto fonte na equação (5.10) cada 

vez mais próximo do contorno e no limite quando este ponto tende ao contorno, obtém-

se uma equação integral de contorno que relaciona apenas as variáveis   e   no 

contorno. Pode se demonstrar que a equação (5.10) reduz se à: 

                                     
 

                          (5.11) 

onde para o caso bidimensional            
 

  
   e    é o ângulo interior do domínio no 

ponto fonte   do contorno.                     

A equação integral (5.11) corresponde à base do método de elementos de 

contorno e recorre-se a procedimentos numéricos para sua solução, como parte 

complementar do método. 

5.1.2 Procedimentos numéricos 

A solução analítica da equação integral de contorno é possível em geometrias e 

condições de contorno bem simples. Na maioria dos problemas que ocorrem no dia a 

dia as geometrias e condições de contorno são bem complexas daí que os procedimentos 

numéricos desempenham um papel importante.  

Existem algumas etapas que devem ser levadas em conta, tais como 

(AZEVEDO, 1991): 

 O contorno original é subdividido por um numero finito de 

elementos onde as variações espaciais de   e   nos elementos são 
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aproximadas usando funções que interpolam localmente seus 

valores em pontos nodais. 

 A equação integral de contorno (5.11) é aplicada de forma 

discretizada para cada ponto nodal do contorno. Surge uma soma 

de integrais de cada elemento que geralmente é calculada 

numericamente. Este procedimento produz um sistema de N 

equações algébricas envolvendo N valores nodais de   e N 

valores nodais de  . 

 As condições de contorno são impostas nos nós usando valores 

conhecidos quer seja de   ou de  . Assim, o sistema é reduzido a 

N equações algébricas com N incógnitas. 

 Após a obtenção da solução do contorno, os valores no interior 

podem ser calculados. 

Na sequência, as quatro etapas acima são sucintamente descritas. 

Após a subdivisão do contorno em um numero finito de elementos escolhe-se 

uma aproximação geométrica e funcional.  

As aproximações geométricas mais usuais são a linear e a quadrática. A 

aproximação geométrica linear consiste em subdividir o contorno em segmentos retos, 

enquanto que a aproximação geométrica quadrática subdivide o contorno em segmentos 

curvos (parábolas). 

As aproximações funcionais descrevem a variação dos valores do potencial e da 

derivada normal do potencial de velocidade (velocidade normal). Elas podem ser 

constantes ou polinomiais, embora uma constante possa ser considerada como 

polinômio de ordem zero, sua clara distinção torna-se necessária. Uma aproximação 
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constante considera que os valores de   e   não variam dentro do elemento e são 

associados ao nó médio. Na aproximação linear os valores de   e   variam linearmente 

entre os nós extremos do elemento. Uma variação quadrática associa os valores dos nós 

extremos e o nó médio. É importante salientar que variações de ordem maior também 

são apresentadas por alguns autores (GRILLI et al.,1989).  

Este trabalho segue as diretrizes do modelo de propagação de ondas não-lineares 

desenvolvido inicialmente por AZEVEDO(1991). O modelo utiliza uma aproximação 

quadrática tanto para a geometria assim como para as funções   e   ao longo de cada 

elemento no contorno. Daí o nome aproximação isoparamétrica quadrática. 

Desde que os pontos fonte e campo encontram-se apenas no contorno, a 

distinção entre pontos no contorno e no domínio não é necessária. 

A figura 9 mostra um contorno subdivido em elementos com aproximação 

quadrática, onde é possível observar os nós em cada elemento.   

 

 

Após a subdivisão do contorno em elementos, as integrais da equação (5.11) 

podem ser substituídas por uma soma de integrais em cada elemento. E aplicando a 

equação para cada ponto nodal tem-se: 

z 

x 

  

Elemento quadrático 

  

Nó 

  

Figura 9-Discretização do contorno em 2 dimensões 



40 

 

                                             
  

 
                 (5.12) 

Onde   é o numero de elementos de contorno e    é a linha que corresponde o 

elemento o qual ocorre à integração. 

As coordenadas cartesianas em qualquer ponto de cada elemento         são 

expressas em termos de funções de interpolação     e seus valores em pontos nodais 

conhecidos            . 

                      (5.13) 

                      (5.14) 

O mesmo procedimento serve para os valores do potencial    e a velocidade 

normal   , que são expressos em termos das mesmas funções de interpolação     e seus 

valores nodais      e     , respectivamente 

                     (5.15) 

                                 

(5.16) 

Onde                                 (5.17) 

e  os polinômios interpoladores são: 

      
 

 
                 (5.18) 

                          (5.19) 

      
 

 
                 (5.20) 

Com                   (5.21) 
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As funções de interpolação foram expressas através de uma coordenada 

adimensional   e a transformação das coordenadas cartesianas para essa coordenada é 

feita através de: 

                    (5.22) 

Onde   é o jacobiano de transformação de coordenadas é dado por: 

    
  

  
 

 

  
  

  
 

 

           (5.23) 

Os valores das coordenadas dos nós no elemento genérico (e) são dados na 

forma: 

      
  

  

  

             (5.24) 

      
  

  

  

             (5.25) 

e os valores do potencial de velocidade e velocidade normal nos nós são dados 

na forma: 

      
  

  

  

                       5.26) 

      
  

  

  

             (5.27) 

A contagem dos nós é realizada no sentido de deixar o domínio à esquerda do 

vetor normal ao contorno    

Considerando as equações (6.15) à (6.16), a equação integral de contorno na 

forma discretizada, toma a seguinte forma:  
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      (5.28) 

Na equação (5.28), na parte do contorno onde o potencial é conhecido, 

desconhece-se a velocidade normal e vice-versa. Ao calcular as integrais, obtém-se um 

sistema de equações algébricas que relacionam apenas os valores do potencial de 

velocidade e velocidade normal no contorno. 

As integrais em cada elemento envolvendo a derivada normal do potencial de 

velocidade da solução fundamental, o potencial de velocidade da solução fundamental e 

as funções de interpolação são denominados de coeficientes de influência. Isto porque 

elas relacionam os valores de   de um ponto nodal    com os valores de   e de   do 

elemento campo (e). 

Em geral, para o cálculo dos coeficientes de influência são usados métodos de 

integração numérica tais como as fórmulas de Newton-Cotes e a quadratura de Gauss-

Legendre. Existem muito poucas situações em que os cálculos são feitos analiticamente.  

Quando o ponto fonte pertence ao elemento no qual está ocorrendo à integração, 

haverá uma singularidade nesse ponto devido à    . Neste caso, esquemas especiais 

de cálculo deverão ser considerados. As integrais devem ser calculadas no sentido de 

Valor Principal de Cauchy (BREBBIA et al, 1984). 

Neste trabalho emprega-se a quadratura de Gauss-Legendre juntamente com o 

esquema de TELLES (1987) que será descrito mais adiante, para o cálculo de todos os 

coeficientes de influência regulares, quase singulares (quando o ponto fonte está 

próximo do elemento) e singulares. Este procedimento foi adotado por JAIME (1995). 
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Coeficientes de influência 

Como foi escrito anteriormente, a integração numérica é feita pelo método da 

quadratura de Gauss- Legendre e consiste em: 

   
       

    
  

            
  

  
                   

    
                    

 
                                                                         (5.29) 

   
          

  
            

 

  
                 

                       
 
                                                                                    (5.30) 

Onde  é o numero de pontos de integração e    é o peso associado ao ponto   

de abcissa   . 

                  (5.31) 

A integração numérica por meio da quadratura de Gauss permite integrar 

polinômios exatamente da ordem     . 

Aqui adota-se um esquema adaptativo, no qual a escolha do número de pontos 

de Gauss depende da distância mínima (      ) do ponto fonte ao elemento no qual 

ocorre a integração. O numero de pontos de integração reduz com o aumento de     , 

porque a solução fundamental varia mais suavemente dentro do elemento. 

Melhorias substanciais são obtidas quando estes critérios seletivos são usados 

conjuntamente com esquemas mais sofisticados de integração. Pela simplicidade adota-

se o esquema de TELLES (1987). Nesse esquema a quadratura de Gauss é usada após 

uma transformação de coordenadas de   para   conforme: 

                          (5.32) 

Com Jacobiano da transformação 
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                    (5.33) 

Onde         são parâmetros dependentes da posição relativa entre o ponto 

fonte e o elemento o qual se integra 

Os parâmetros         são determinados à partir das seguintes condições 

         

  
 
    

              (5.34) 

                  (5.35) 

                    (5.36) 

  
  

    
    

              (5.37) 

   é a coordenada adimensional correspondente ao ponto   do elemento (e) mais 

próximo do ponto fonte i. 

Aplicando as condições descritas pelas equações (5.34) a (5.37) obtém-se 

  
      

 
            (5.38) 

    
      

 
             (5.39) 

  
        

 
            (5.40) 

                (5.41) 

                   (5.42) 

Onde    é o valor da coordenada   correspondente ao ponto do elemento mais 

próximo do ponto fonte;           

               
 

             
 

 
  

     
      (5.43) 
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            (5.44) 

  
 

         
                            (5.45) 

   é um parâmetro livre que depende da distancia mínima (  ), de modo a se 

obter um erro menor na integração no sentido dos mínimos quadrados 

                                                                             

                                                                                    (5.46) 

                                                    

                                                                                     

A distancia   é calculada pela seguinte expressão: 

  
     

                      
          (5.47) 

Aplicando o esquema de TELLES (1987) acima descrito, os coeficientes de 

influência tomam a forma: 

   
       

                           
 
                                                 (5.48) 

   
       

                           
 
                                                 (5.49) 

Sistema de equações algébricas 

Após o cálculo de todos os coeficientes de influência, segue-se a montagem do 

sistema de equações algébricas. 

Colocando o ponto fonte no nó global  , tem-se a equação algébrica: 

          
         

         
            

         
         

      
 
   

 
    

(5.50) 
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Admite-se continuidade do potencial de velocidade e derivada normal do 

potencial de velocidade. Se considerarmos que o nó global   pode ser posicionado nos   

nós, geram-se   equações algébricas com   variáveis de   e   variáveis de  .  

A equação (5.50) pode ser escrita na forma: 

                   
 
   

 
            (5.51) 

ou alternativamente 

             
 
   

 
             (5.52) 

Onde 

                         (5.53) 

e      é o delta de Kronecker definido como 

        
        
        

                                       (5.54) 

     e     acumulam todas as contribuições de      e    , respectivamente, dos 

elementos que contém o nó  . Os nós extremos recebem contribuição de dois elementos 

que chegam a esses nós. Os nós intermediários recebem contribuição de um elemento 

só. 

A equação (6.52) pode ser escrita na forma matricial como: 

                     (5.55) 

           são matrizes cheias e não simétricas de ordem  ,        são vetores 

que contem os valores do potencial e  velocidade normal nos   nós. 
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O sistema acima origina   equações com    incógnitas que, ao serem 

introduzidas as condições de contorno, reduz-se a um sistema de   equações com   

incógnitas. 

Para evitar a complexidade no cálculo do coeficiente   , usa-se o fato de que 

deve ocorrer um fluxo nulo quando a distribuição do potencial sobre região é uniforme. 

Já que a densidade da fonte é assumida constante, isto implica que a derivada normal 

seja nula em todos nós do contorno. Ou seja, o cálculo dos coeficientes de influência é 

um problema apenas de geometria. Desse modo, os termos da diagonal     da matriz 

    podem ser determinados diretamente através de:  

    
 
                  (5.56) 

A equação (6.56) tem solução não trivial se e somente se  

    
 
                                                 (5.57) 

Que dá o elemento da diagonal da matriz, como: 

         
 
   
   

           (5.58) 

Como escrito anteriormente, após a introdução das condições de contorno, o 

sistema pode ser reordenado e tomar a forma: 

                    (5.59) 

onde: 

     é uma matriz que contém os coeficientes de influência que multiplicam as 

incógnitas; 

  é um vetor que contém as incógnitas; 
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   é um vetor que contém os valores prescritos do potencial de velocidade e sua 

derivada na direção normal a contorno; 

    é uma matriz que contém os coeficientes de influência que multiplicam os 

valores prescritos; 

Dado que o lado direito da equação (5.59) é conhecido, o sistema final pode ser 

escrito na forma: 

                (5.60) 

O método de Eliminação de Gauss é bastante eficiente para o cálculo de sistemas 

de equações lineares.  

Possíveis descontinuidades da velocidade normal 

Pode acontecer que a velocidade normal seja descontinua em alguns pontos do 

contorno. Essas descontinuidades são geralmente impostas pelas condições físicas do 

problema. Nos pontos onde haja a descontinuidade da velocidade normal, a 

discretização deve ser tal que este ponto esteja entre dois elementos. Na figura 10 é 

mostrado o caso de descontinuidade que ocorre neste trabalho. Para outros casos 

recomenda-se a leitura do trabalho de JAIME (1995). 

 

 

 

A 
   

   

B 
   

   

A 

Figura 10-Descontinuidades da velocidade normal 
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No ponto A estão prescritos o potencial de velocidade à direita e velocidade 

normal à esquerda. No ponto B estão prescritos em ambos os lados a velocidade normal. 

Para ambos os casos não se pode forçar a igualdade das velocidades normais nos 

elementos adjacentes ao ponto. Existem várias estratégias de superar essa dificuldade, a 

saber: refinamento da malha próximo ao ponto; duplicação do nó; uso de elementos não 

conformes ou nó duplo modificado e o uso de elementos de colocação não nodal. 

Aqui se usa a técnica de nó duplo pela sua simplicidade. Essa técnica consiste 

em duplicar o nó onde se verifica a descontinuidade como mostrado na figura 11. 

 

 

Ao efetuar a colocação para cada lado do nó, formam-se duas linhas iguais na 

matriz  . As duas equações resultantes dessas linhas são diferentes quando se aplicam 

as condições de contorno como as da figura 9. Dessa forma, o sistema de equações tem 

solução. 

Campo de velocidades no contorno 

O método de elementos de contorno fornece a velocidade normal, onde o 

potencial de velocidade é conhecido, e potencial de velocidade onde a velocidade 

normal é conhecida. Portanto, após a aplicação do método de elementos de contorno o 

problema de valor de contorno torna-se completamente determinado. 

      

Figura 11-Representação do nó duplo 
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A velocidade tangencial é determinada através da derivada na direção do arco do 

contorno do potencial de velocidade: 

   
  

  
 

  

  

  

  
 

 

   

  

  
         (5.61) 

As componentes da velocidade nas direções       são dadas pelas expressões: 

                             (5.62) 

                             (5.63) 

Onde    e    são componentes do vetor normal, respectivamente, nas direções   

e z. 

5.2. Avanço Temporal 

A formulação MEL foi introduzida pela primeira vez por LONGUET-HIGGINS 

e COKELET (1976) e consiste em seguir a trajetória de cada nó da superfície livre 

como partícula. Esse procedimento em principio pode ser também usado para os demais 

nós pertencentes a outros contornos (TRINDADE, 2003), desde que as forçantes 

estejam completamente desenvolvidas.  

No presente estudo, a evolução da posição da superfície livre e seu potencial de 

velocidade são descritos em termos de equações diferenciais da primeira ordem para as 

coordenadas      , e potencial de velocidade   de cada nó sendo seguido como 

partícula. Para as demais superfícies são descritas suas evoluções em termos de funções 

dependentes do tempo, conhecidas a priori. 

A seguir descreve-se a metodologia empregada para a evolução temporal da 

posição e potencial de velocidade da superfície livre. 
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Partindo de um estado de tempo onde os valores de contorno são conhecidos, a 

posição e a condição de contorno no estado futuro podem ser determinadas através das 

seguintes equações: 

  

  
                   (5.64) 

  

  
                   (5.65) 

  

  
                   (5.66) 

Os métodos de solução dos problemas de valor inicial baseiam-se no 

truncamento da serie de Taylor de uma função contínua e diferenciavel, no intervalo de 

tempo. 

Seja      uma função continua e diferenciavel no intervalo       , a expansão 

em serie de Taylor dessa função é dada por: 

                
  

  
     

     

  

   

   
       

     

  

   

   
          (5.67) 

Onde    é o passo de tempo no intervalo e é dado por: 

                      (5.68) 

Onde:            referem-se a instantes anterior e posterior, respectivamente. 

 e   é o erro que é dado por: 

  
       

      

     

     
                                      (5.69) 

   é o instante de tempo entre             no qual o erro iguala ao somatório dos 

demais termos de ordem superior na expansão em serie, e   é a potencia do último 

termo. 
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O método de Runge – Kutta de quarta ordem tem sido largamente empregado, 

pois não requer qualquer inicialização e as informações do estado atual são suficientes 

para o avanço no tempo. Neste trabalho adota-se o método de Runge-Kutta de quarta 

ordem para a descrição da evolução temporal da superfície livre.  

5.2.1 Método de Runge-Kutta de quarta Ordem 

O método de Runge-Kutta de quarta ordem usa a seguinte expressão:  

                           (5.70) 

Onde  

   
 

 
                        (5.71) 

Sendo: 

            – velocidade no instante atual 

       
  

 

 

      
  

 
  – velocidade na primeira configuração auxiliar 

      
  

 

 

      
  

 
  – velocidade na segunda configuração auxiliar 

                   – velocidade na terceira configuração auxiliar 

No instante inicial, a velocidade    é determinada através do método de 

elementos de contorno.  

De seguida, na posse de    efetua-se uma marcha no tempo usando a metade do 

passo temporal: 

   
  

 

 

       
  

 
                               (5.72) 

A configuração acima é conhecida como primeira configuração intermediária. 
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Estando na primeira configuração intermediária, determina-se o valor de    

usando o mesmo procedimento de cálculo de   , ou seja, o método de elementos de 

contorno. 

Através de   , determina-se a segunda configuração intermediária usando 

metade do passo temporal: 

   
  

 

 

       
  

 
          (5.73) 

Como o mesmo procedimento de cálculo de        , calcula-se    na segunda 

configuração intermediária. 

Com o valor de    determina-se a terceira configuração intermediária usando o 

passo de tempo: 

                        (5.74) 

Com procedimentos semelhantes de cálculos de             calcula-se    na 

terceira configuração intermediária.  

Finalmente, com os valores de velocidades calculadas nos sub-passos anteriores, 

atualiza-se a posição através das equações (5.70) e (5.71). 

Similarmente se procede para a componente   . 

Para a atualização da condição de contorno no passo seguinte, muda-se apenas a 

forma de obtenção da derivada material, mas o procedimento de atualização envolvendo 

os sub-passos mantém-se. 

Uma descrição mais apurada do cálculo das derivadas materiais encontra-se no 

capitulo 8, reservado para a aplicação no estudo proposto neste trabalho. 
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6. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL  

Como foi escrito anteriormente, a formulação MEL consiste em desmembrar o 

Problema de Valor de Contorno e Inicial (PVCI) em uma sequência de Problemas de 

Valores de Contorno (PVC). A mudança de um PVC para outro, é realizada seguindo-se 

o movimento dos nós do contorno como partículas.  

6.1 Discretização do Contorno e Geometria 

O contorno é percorrido de tal forma que o domínio esteja localizado à esquerda 

do vetor normal e este dirigido para fora do domínio. 

 

 

 

A figura 12 mostra o contorno da região de estudo discretizado. Nela é possível 

observar os pontos onde estão definidos os nós. No entanto, o numero de nós e 

Meio Fluido 

Meio Poroso 

Nós duplos Nó duplo 

Nó duplo 

Nó duplo Nó duplo 

Nó duplo 

n 

n 

Nó duplo 

Figura 12 - Discretização do contorno 
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elementos não constituem os adotados, pois, aqui se pretende apenas representar 

esquematicamente, dando ênfase aos elementos essenciais na discretização. 

No nó duplo, o potencial de velocidade é igual para os dois constituintes e a 

velocidade normal é diferente. O nó duplo fornece as mesmas posições geométricas 

para cada constituinte.  

Na superfície de contato entre o meio fluido e meio poroso, a discretização é tal 

que os nós possuem a mesma posição geométrica. 

Os contornos são discretizados de maneira a assegurar que elementos vizinhos 

conservem uma razão entre os seus comprimentos de 0,5 a 2, evitando o mau 

condicionamento na matriz de elementos de contorno. 

Substituindo as funções interpoladoras (equações 5.18 a 5.20) nas equações 

(5.13) e (5.14) obtém-se as seguintes funções polinomiais em   para as coordenadas 

cartesianas de um ponto genérico dentro de um elemento: 

                                            (6.1) 

                                            (6.2) 

A distância euclidiana entre o ponto fonte e ponto campo é determinada através 

de: 

                              (6.3) 

Onde    e    são as coordenadas do ponto fonte, lembrando que          

dentro do elemento. 
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Cossenos diretores, jacobiano, comprimento do arco, vetores unitários 

normal e tangencial.  

 

 

As expressões dos cossenos diretores para um ponto campo dentro de um 

elemento arbitrário (ver figura 13 ) são dadas por: 

     
  

  
              (6.4) 

      
  

  
              (6.5) 

O comprimento do arco infinitesimal é dado por: 

                       (6.6) 

O Jacobiano que transforma as coordenadas cartesianas em coordenada 

adimensional    é dado por 

      
  

  
 

 

  
  

  
 

 

            (6.7) 

Assim sendo, o comprimento infinitesimal do arco é definido por: 

 

 

s 
n 

  

 

   

    

   

  

n 

Figura 13-Cossenos Diretores 
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                                  (6.8) 

Ou 

                                           (6.9) 

Usando a equação (6.9) e a regra de cadeia, os cossenos diretores das equações 

(6.4) e (6.5) podem ser escritos na forma: 

     
  

  
 

  

  

  

  
 

 

   

  

  
         (6.10) 

      
  

  
  

  

  

  

  
  

 

   

  

  
        (6.11) 

Os vetores unitários, normal e tangencial são por definição dados por: 

                       (6.12) 

                        (6.13)

  

O comprimento de um elemento arbitrário do contorno é obtido através de: 

     
  

      
 

  
          (6.14) 

Até este momento todos os parâmetros necessários para o cálculo dos 

coeficientes de influência foram definidos em termos de coordenada adimensional, de 

tal forma que as integrações numéricas pelo método de Gauss, acoplado ao esquema de 

TELLES (1987), tornam-se viáveis. 
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6.2 Campo de Velocidades 

A velocidade pode ser decomposta nas suas componentes tangencial e normal ao 

contorno. 

Nos contornos onde é prescrito o potencial de velocidade e geometria conhecida, 

a componente tangencial da velocidade é obtida através da derivação na direção 

tangencial do potencial de velocidade. A componente normal é determinada através da 

solução do problema de valor de contorno pelo método de elementos de contorno. No 

presente trabalho, este procedimento é usado para a determinação das componentes 

normal e tangencial da velocidade na superfície livre. 

Quando a velocidade normal é conhecida e a geometria do contorno, o potencial 

de velocidade é obtido através da solução do problema de valor de contorno. E 

procedimento semelhante ao descrito no parágrafo anterior é usado para a determinação 

da componente tangencial da velocidade. 

 

6.2.1 Fundo Impermeável 

6.2.1.1 Campo de velocidades na superfície livre. 

Velocidade tangencial 

Na superfície livre é prescrito o potencial de velocidade nulo como condição de 

contorno. No tratamento computacional esse valor é fornecido para cada nó da 

superfície livre. Existem formas diferentes de fazer o uso da equação (5.61) para a 

determinação da velocidade tangencial nos nós da superfície livre, como se explica a 

seguir: 
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i) Para o nó central de todos os elementos, primeiro nó e ultimo nó da 

superfície livre, substituir na equação (5.61) a coordenada   

correspondente. Quando o ponto corresponde ao nó extremo situado 

entre dois elementos calcula-se para ambos os elementos e determina-se 

o valor médio. Esta metodologia fornece bons resultados quando a malha 

é refinada o suficiente para desprezar a descontinuidade do vetor 

tangencial entre os nós dos elementos adjacentes (AZEVEDO, 1991).  

ii) Usar elemento deslizante a partir do segundo nó da superfície livre e 

aplicar a equação (5.61) substituindo a coordenada   correspondente 

para o nó central. Para o primeiro nó e ultimo nó, substitui-se a 

coordenada   correspondente na equação (5.61) tendo em atenção os 

outros nós que fazem parte do elemento. Este método evita a 

descontinuidade do vetor tangencial e não necessita de um refinamento 

apurado da malha tal como no anterior (JAIME, 1995). 

Aqui se usa a metodologia que envolve o elemento deslizante pelas vantagens 

descritas na análise comparativa dos métodos apresentados em JAIME (1995). 

Ressalva-se que o grau escolhido é o elemento deslizante da segunda ordem. 

Velocidade normal. 

Como foi escrito anteriormente, a componente normal da velocidade é obtida 

diretamente através da solução do problema de valor de contorno pelo método de 

elementos de contorno.  
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6.2.1.2 Campo de velocidades no contorno gerador de ondas 

O contorno esquerdo é responsável pela introdução da onda no domínio, que ao 

se propagar interage com o fundo e parte dela é refletida, absorvida ou transmitida e, 

eventualmente atinge o contorno lateral direito.  

Esta introdução da onda pode ser feita através da prescrição da velocidade 

normal ao contorno obtida por métodos analíticos ou pela prescrição do movimento do 

próprio contorno. 

Neste trabalho opta-se pela prescrição do movimento do próprio contorno de 

forma que o mesmo represente um pistão. A trajetória e a velocidade normal como 

funções de tempo são fornecidas a cada instante. A metodologia de GORING (1979) 

apresentada no apêndice B é usada para a geração de ondas solitárias.  

A determinação da velocidade tangencial no contorno gerador de ondas é 

desnecessária para o presente estudo, mas, ressalva-se que caso fosse necessário, através 

da solução do problema de valor de contorno pelo método de elementos de contorno 

obtém-se o potencial de velocidade e poder-se-ia aplicar a equação (5.61) no cálculo da 

velocidade tangencial. 

 

6.2.1.3 Campos de velocidades nos contornos fundo e lateral direito. 

A condição de contorno prescrita é velocidade normal nula. À semelhança com 

outros contornos, os valores são fornecidos por cada nó. A velocidade tangencial é 

desnecessária, uma vez que para este estudo esta variável não desempenha qualquer 

função neste caso. 
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6.2.2 Fundo permeável 

Após a inclusão do fundo permeável de modo que a onda gerada propague-se 

primeiramente sobre um fundo impermeável, a superfícies livre, superfície do gerador 

de ondas e superfície lateral direita possuem um tratamento semelhante ao caso de 

geração e propagação sobre fundo impermeável. O mesmo acontece com parte do fundo 

impermeável. 

6.2.2.1 Campo de velocidades no meio poroso 

No meio poroso, a velocidade normal é nula e prescrita em todas as superfícies 

impermeáveis (fundo, lateral esquerdo e lateral direito).  

Para o contorno que representa a superfície de contato com o meio fluido, 

desconhecem-se as variáveis (potencial de velocidade, velocidade normal) e devem ser 

determinadas como parte do problema. 

 

6.3 Atualizações da Posição dos Nós e Condições de Contorno 

Superfície livre 

A posição dos nós da superfície livre é atualizada considerando seu movimento 

como partículas.  

A solução do problema de valor de contorno fornece a velocidade normal à 

superfície livre. A velocidade tangencial é obtida através da derivada tangencial do 

potencial de velocidade que é prescrito nesta superfície. Os vetores tangencial e normal 

são obtidos através da geometria. 
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As componentes da velocidade em cada nó são dadas pelas equações (5.62) e 

(5.63).  Estas velocidades são usadas para atualizar a posição no próximo nível de 

tempo através do método de Runge-Kutta de quarta ordem.  

O método de Runge-Kutta de quarta ordem também é usado para atualizar a 

condição de contorno no próximo nível de tempo (potencial de velocidade). A derivada 

total do potencial quando é dada por: 

  

  
 

 

 
                                          (6.15) 

A elevação da superfície livre   em relação ao nível médio da agua é 

determinada como a diferença entre a coordenada   da posição do nó e a altura do nível 

de água em repouso   . Matematicamente tem-se: 

                        (6.16) 

O nó da superfície livre em contato com o contorno lateral direito possui 

movimento restringido à direção tangencial a superfície de contato. Isto se deve à 

propriedade de aderência a que esta sujeita. Desse modo, uma vez que o contorno aqui 

envolvido é vertical, esse nó se move unicamente na direção vertical. Ou seja, apenas   

é utilizado para atualizar o deslocamento vertical do nó e a posição   é mantida fixa 

para esse nó. 

O nó em contato com o gerador de ondas do tipo pistão possui posição   e 

velocidade nessa direção prescrita. Atualiza-se a posição   utilizando o esquema de 

Runge-Kutta de quarta ordem através da componente vertical da velocidade.  
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6.4 Realocação do nó intermediário 

Durante o movimento dos nós como partícula, não se garante que em cada 

elemento, o nó intermediário localizar-se-á no meio do elemento ou que elementos 

vizinhos manterão uma proporção dos seus tamanhos.  Quando o nó central não se 

localiza no meio do elemento, podem surgir erros na solução do método de elementos 

de contorno comprometendo até o tempo de simulação.  

AZEVEDO (1991) analisou o efeito do deslocamento do nó intermediário e 

verificou, por exemplo, que quanto mais esse nó se afasta da posição central, mais 

pontos de integração de Gauss são necessários para calcular o comprimento do arco do 

elemento. Ele introduziu um mecanismo de correção que combina a interpolação cúbica 

de um elemento deslizante com o elemento quadrático atual e seus dois vizinhos mais 

próximos, com o cálculo do comprimento de arco do ponto médio. 

ZAMBROZUSKY (1992) corrigiu o problema de deslocamento do nó 

intermediário através de um mecanismo que não obriga esse nó a corresponder      

mas a corresponder      no processo de mudança para variável adimensional, 

implicando numa mudança das funções de interpolação. 

JAIME (1995) propôs um procedimento mais simples de realocação do nó 

intermediário que os outros dois acima citados. Esse procedimento chamou de 

“esquema de bombardeio”. O esquema de bombardeio consiste em: 

 Escolher um número de pontos interno no elemento 

 Atualizar a posição de todos os pontos internos no elemento 

 Resolver o problema de valor de contorno para essa nova posição 

atualizada 
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 Calcular o comprimento do arco do elemento e obter a posição 

dos pontos em coordenada natural. 

 Para o novo valor da coordenada natural, interpolar os valores de 

velocidade normal obtidos no ponto anterior, e calcular a 

velocidade tangencial. 

O modelo aqui empregado usa a metodologia como JAIME (1995) para a 

realocação do nó intermediário. No procedimento as coordenadas do nó, seu potencial e 

velocidades são corrigidos.  

6.5 Sistema de Equações Algébricas 

A montagem do sistema de equações algébricas é efetuada através da colocação 

da equação integral em cada nó. Na forma matricial pode ser escrito como: 

                        (6.17) 

Onde:     e     são as matrizes dos coeficientes de influência;     e     são os 

vetores contendo os valores nodais do potencial de velocidade   e velocidade normal ao 

contorno  , respectivamente.  

Para uma boa visualização, representam-se os subdomínios de forma separada na 

figura 14.  
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Na figura 14,           representam conjuntos de nós para o subdomínio 

fluido, enquanto que,          são conjuntos de nós para o subdomínio poroso. Os nós 

pertencentes aos conjuntos   e   possuem a mesma posição geométrica. 

Para o meio fluido, a ordem de contagem crescente inicia a partir do primeiro nó 

pertencente ao conjunto  , conforme o sentido positivo indicado na figura 14 e, 

prossegue até ao ultimo nó do conjunto   que recebe a ordem  . 

Para o meio poroso a ordem de contagem crescente inicia a partir do primeiro nó 

do conjunto  , que recebe a ordem    , até o ultimo nó do conjunto   que recebe a 

ordem  . 

Meio Fluido + 

Meio Poroso 

  

  

  

  
  

+ 
           F 

C 

I 

              J 

Figura 14-Representação esquemática dos nós nos subdomínios 
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Considerando a colocação da equação integral apenas para meio fluido, obtém se 

as seguintes submatrizes: 

      
                
             

               
          (6.18) 

      
               
              

               
          (6.19) 

Analogamente para o meio poroso, obtém se: 

      

               
             

               
          (6.20) 

      

               
              

               
          (6.21) 

Essas submatrizes são alocadas nas matrizes globais     e     de ordem     da 

seguinte forma, respectivamente: 

    

 
 
 
 
 
  

                
             

               
  

  

               
             

               
 
 
 
 
 
 
 

     (6.22) 

    

 
 
 
 
 
  

               
              

               
  

  

               
              

               
 
 
 
 
 
 
 

     (6.23) 

Ao substituir as equações (6.22) e (6.23) na equação (6.17) obtém-se um sistema 

de equações no qual ao impor a satisfação dos valores de contorno é resolvível. 
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Especial atenção deve ser considerada para caso das condições de contorno na 

superfície de contato entre os meios. Essas condições de contorno tratam com as 

colunas envolvendo os nós   e   nas matrizes globais. Para o presente trabalho, os 

vetores que contem o potencial de velocidade (pressão) e velocidade normal para o 

meio poroso são expressos em termos dos vetores de potencial de velocidade e 

velocidade normal para o meio fluido, através das equações (4.15) e (4.16), que serão 

rescritas aqui por conveniência, isolando as tais variáveis de interesse: 

   

  
  

    

  

  

  
                       (6.24) 

     
  

  
                                            (6.25) 

A derivada local na equação (6.25) é resolvida numericamente através da 

seguinte formula (MIZUTANE et al., 1998): 

 
  

  
 

 

  
  

  
  

  

  
 

   

                                                     (6.26) 

Onde   é o instante atual e     é o instante anterior. 

O membro direito da equação (6.25) possui alguns termos que quando 

multiplicados pelo coeficiente de influência correspondente irá contribuir para o termo 

independente. 

Durante a inclusão da condição de continuidade do fluxo (equação 6.24), toma-

se em atenção o fato de que fluxo entrando no domínio é negativo e fluxo saindo no 

domínio é positivo, desde que, possuem sentidos oposto e igual ao do vetor normal, 

respectivamente. 
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6.6 Energia da Onda 

A energia mecânica total da onda é a soma da energia cinética e a energia 

potencial.  

Energia Cinética 

Consideremos na figura 15, um volume elementar de largura unitária       e 

com massa do fluido dada por: 

                    (6.27) 

 

Figura 15 - Energia cinética 

 

A energia cinética deste volume elementar é dada por: 

    
 

 
                  (6.28) 

Tratando-se de um escoamento assumido irrotacional, a velocidade pode ser 

definida em termos da derivada espacial do potencial e a energia cinética da onda é 

obtida integrando a equação (6.28) sobre o domínio: 

   
 

 
       

 
                                                                                      (6.29) 
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A integral de domínio na equação (6.29) pode ser transformada em uma integral 

de contorno aplicando a primeira identidade de Green, como se segue: 

      
 

     
  

   
                                                                             (6.30) 

Substituindo a equação (6.30) na equação (6.29) tem-se a expressão da energia 

cinética, calculada com valores apenas do contorno: 

   
 

 
   

  

   
              (6.31) 

Tanto o   como 
  

  
 são interpolados através seus valores em pontos nodais 

usando as funções de interpolação de Lagrange da segunda ordem para a variável  . A 

integração é efetuada utilizando se o método de quadratura de Gauss-Legendre. Tem-se 

em atenção o fato de que o contorno é discretizado em elementos e a integral de 

contorno é subdividida em uma soma de integrais em cada elemento. 

Energia Potencial 

 

 

Na figura 16 está representada uma coluna infinitesimal de água de largura 

unitária      , altura   e comprimento   . A massa é dada por 

                   (6.32) 

 

   

  

  

   

 
 

   

Figura 16 - Energia potencial 
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A energia potencial desta coluna em relação ao nível médio é dada por: 

     
 

 
   

 

 
                (6.33) 

Integrando ao longo de   obtém-se a energia potencial total em todo o domínio 

   
 

 
       

 

 
           (6.34) 

Onde L é o comprimento total do canal. 

Seguindo as sugestões de AZEVEDO (1991) a integral na equação acima é 

calculada usando o mesmo procedimento de cálculo de integrais até aqui. Substitui-se a 

integral por uma soma finita de integrais em cada elemento na superfície livre. A 

variação da função    é descrita em termos de seus valores nodais. Efetua-se a 

transformação para coordenada adimensional através do Jacobiano e aplica-se o método 

de quadratura de Gauss-Legendre para o cálculo da integral. O Jacobiano para a 

equação é dado por      
  

  
 . 
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7. SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

7.1 Geração de Onda Solitária  

Ondas solitárias são ondas longas que se propagam com sua forma constante. 

Este fato foi preponderante na escolha das ondas não-lineares a serem simuladas neste 

estudo. O apêndice B descreve a metodologia de GORING (1979) adotada para a 

geração de ondas solitárias.  

KATELL e ERIC (2002) realizaram estudos comparativos das soluções de 

Boussinesq, Rayleigh, primeira e segunda ordem da teoria de águas pouco profundas e, 

concluíram que a solução de Rayleigh apresentava bons resultados no que diz respeito à 

minimização do grupo de ondas progressivas e dispersivas que surgem atrás da onda 

solitária, incluindo estabilidade da amplitude,  durante sua propagação.  

WU et al. (2014) utilizando um método numérico sem malha investigaram a 

melhor solução para geração de ondas solitárias, pelo método de GORING(1979). Eles 

compararam as soluções de Boussinesq, Rayleigh, Grimshaw e Fenton, concluíram que 

as soluções de Fenton apresentam bons resultados.  

Não obstante, os trabalhos acima citados mostraram que a solução de 

Boussinesq apresenta estabilidade da onda solitária quando sua altura em relação à 

profundidade a qual se propaga é relativamente pequena  
 

 
      . Esta solução é 

usada neste trabalho para a geração de ondas solitárias respeitando o limite de validade 

sugerido. 

A variação da superfície livre e a velocidade de fase na solução de Boussinesq 

são dadas pelas equações (A.87) e (A.88), do apêndice A, respectivamente, que aqui são 

repetidas: 
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                                                  (7.1) 

                                                      (7.2) 

 

7.2 Simulação de Propagação de Onda Solitária sobre Fundo 

Impermeável 

A figura 17 mostra a geometria inicial do sistema, considerando o subdomínio 

que representa o fluido com superfície livre e fundo impermeável. 

 

 

 

 

 

 

 

A altura da água no nível de repouso é de 0,75 m e o comprimento do canal é de 

24 m na direção horizontal  , conforme a figura 17.  O contorno foi discretizado em 182 

elementos quadráticos correspondendo a 361 nós distribuídos da seguinte forma: 15 nós 

para cada contorno vertical ( gerador de ondas e contorno lateral direito) e 169 nós para 

cada contorno horizontal ( superfície livre e fundo impermeável). Na simulação foi 

usado um espaçamento de tempo DT de 0,005 s. 

     

     

             

         

 Fluido Livre 

(24;0,75) 

Figura 17- Geometria inicial com fundo impermeável 
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A onda solitária desejada possui uma altura          e a crista localiza-se a 

uma distancia horizontal         no instante inicial ( t=0 s). 

A figura 18 mostra o perfil da superfície livre em diferentes instantes. A forma 

da onda permanece inalterada durante sua propagação e a altura permanece constante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Esse comportamento sugere que a onda não apresenta dissipação de energia 

durante sua propagação. Como forma de realçar essa afirmação foi necessária a 

observação do comportamento da energia mecânica (Figura 19).  

Na figura 19 observam-se as variações das energias mecânicas potencial, 

cinética e total. Ambas as energias crescem a partir de zero, desde o instante inicial, até 

atingirem valores os quais permanecem constantes. Esses valores correspondem ao 

instante em que a onda já foi introduzida quase completamente no sistema. A energia 

cinética é maior em módulo em relação à energia potencial até instantes antes da onda 

atingir o contorno lateral direito. Quando a onda atinge o contorno lateral direito, sofre 
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Figura 18 - Perfil da superfície livre da onda solitária propagando-se sobre fundo 

impermeável 
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reflexão e, verifica-se uma conversão da energia cinética para energia potencial. Em 

todas essas fases, a energia total permanece inalterada. 

 

 

Figura 19 -- Variação das energias mecânicas da onda solitária propagando-se sobre fundo 

impermeável 

 

A conservação de energia tem sido usada como forma de validação de modelos 

numéricos conservativos (AZEVEDO, 1991; REIS, 2009), desse modo, conclui-se aqui 

que o procedimento numérico adotado reproduz adequadamente os resultados 

desejados. 

As figuras 20 e 21 consolidam a validação do modelo numérico para a 

propagação de ondas solitárias. Elas mostram os perfis da superfície livre em instantes 

de tempo cinco (5) e seis (6) segundos para o modelo numérico proposto e descrito 

teoricamente pela equação (7.1). Como se pode observar, ambos os perfis da superfície 

livre nesses instantes encontram-se em concordância. 
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Figura 20 - Perfis numérico x analítico no instante cinco (5) segundos 

 

 

Figura 21--  Perfis numérico x analítico no instante seis (6) segundos 
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7.3 Simulação de Propagação de Onda Solitária sobre Fundo 

Permeável  

A figura 22 mostra a geometria inicial do sistema. As características físicas do 

domínio fluido e da onda solitária foram mantidas iguais à aquelas do subcapitulo 7.2. 

O domínio meio poroso, homogêneo e isotrópico possui 16 metros de comprimento na 

direção horizontal e profundidade de 0,75 metros. A superfície de contato entre os 

domínios tem origem na posição           .  

 

 

O domínio fluido livre foi discretizado em 178 elementos quadráticos 

correspondendo a 361 nós distribuídos do seguinte modo: 15 nós para cada contorno 

vertical (gerador de onda e contorno vertical direito), 169 nós na superfície livre, 15 nós 

no fundo impermeável e 111 nós no fundo permeável (superfície de contato com o meio 

poroso).  

O domínio meio poroso foi discretizado em 134 elementos quadráticos 

correspondendo a 272 nós distribuídos da seguinte forma: 15 nós para cada contorno 

     

     

       

      

      

          

         

Meio Poroso 

Fluido Livre 

           

(24;0,75) 

Figura 22 -Geometria inicial com fundo permeável 
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vertical, 111 nós no contorno em contato com o domínio fluido livre e 131 nós no fundo 

impermeável. O espaçamento no tempo foi de 0,005 s. 

Fundo permeável 1 

O meio poroso tem porosidade         e diâmetro médio dos grãos    

      . A permeabilidade intrínseca                   foi calculada através da 

equação (3.61). A viscosidade cinemática da água e sua massa específica são iguais a 

         m
2
/s e      kg/m

3
, respectivamente.  

A figura 23 mostra os perfis da onda solitária em diferentes instantes. A 

diminuição da altura da onda é notória quando a onda atinge o fundo permeável. Uma 

redução na altura é um indicativo de perda de energia.  

 

 

Figura 23- Perfil da superfície livre da onda solitária sobre fundo permeável 
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A figura 24 mostra a variação das energias mecânicas da onda solitária para 

fundo permeável. Nela observa-se um aumento da energia mecânica total durante o 

processo de introdução da onda no domínio. A partir do instante em que a onda está 

completamente no domínio, verifica-se uma conservação de energia até o instante no 

qual a onda alcança a região com fundo permeável. Daí, a energia decresce 

continuamente. O decréscimo da energia total é causado pelo decréscimo de ambas às 

energias cinética e potencial. 

 

 

Figura 24 - Variação de energia mecânica para fundo permeável 

 

 

A análise comparativa entre as variações da superfície livre para os casos de 

fundo impermeável e permeável pode ser facilmente explicada através da observação da 

figura 25. Nela estão representados perfis da superfície livre para a onda se propagando 

em fundo impermeável e para onda se propagando em fundo permeável. 
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Figura 25 – Comparação dos perfis da superfície livre  

 

PACKWOOD e PEREGRINE (1980) apresentaram um estudo de propagação de 

ondas solitárias sobre meios porosos. O trabalho teve um foco teórico - analítico e 

propuseram uma fórmula que descreve a variação da altura da onda com a distância 

horizontal sobre o meio poroso, conforme a equação (7.3): 

  

 
 

 

              
                      (7.3) 

Onde:                     

Na equação (7.3), a condutividade hidráulica    é determinada como 
   

   
, 

diferentemente de 
   

 
, como apresentado por HUANG, et al.(2008), isto porque o 

modelo foi desenvolvido para velocidades de percolação no meio poroso e não 

velocidade Darcyana. 
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A figura 26 mostra os resultados obtidos pelo modelo numérico e pela fórmula 

de PACKWOOD e PEREGRINE (1980). O modelo numérico apresentou concordância 

com os resultados calculados utilizando a formula (7.3), porém, observou-se uma ligeira 

discrepância. Esta discrepância pode ser explicada pelo fato de PACKWOOD e 

PEREGRINE (1980) consideram como condição de contorno para o meio poroso, na 

interface entre os meios, a pressão obtida na solução de onda solitária para fundo 

impermeável.  

 

 

Figura 26 - Comparação da atenuação da altura da onda solitária (teórico x numérico) fundo 

permeável 1. 
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Fundo permeável 2 

Nesta simulação, o meio poroso tem porosidade          e os grãos possuem 

um diâmetro médio         , correspondendo a uma permeabilidade intrínseca de 

          m
2
 conforme a equação (3.61). A viscosidade cinemática da água e sua 

massa específica são iguais a          m
2
/s e      kg/m

3
, respectivamente.  

A figura 27 mostra as atenuações da altura da onda solitária obtidas pela equação 

de PACKWOOD e PEREGRINE (1980), e modelo numérico proposto.  

 

 

Figura 27 - Comparação da atenuação da altura da onda solitária (teórico x numérico) fundo 

permeável 2 
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Na figura 27, o modelo apresentou resultados muito próximos a aqueles obtidos 

pela equação de PACKWOOD e PEREGRINE (1980). A atenuação da onda solitária 

apresentou resultados menores quando comparados com o caso de fundo permeável 1 

devido ao baixo coeficiente de permeabilidade intrínseca. 
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8. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Este trabalho tinha como objetivo, o estudo com o método de elementos de 

contorno da propagação de ondas não-lineares sobre fundos permeáveis.  

Baseando-se num modelo de propagação de ondas não-lineares pelo método de 

elementos de contorno desenvolvido por AZEVEDO (1991) e melhorado por 

JAIME(1995), foram implementados mecanismos de geração de ondas solitárias onde, 

após propagarem-se em uma região de fundo impermeável alcançam uma região de 

fundo permeável. Esse modelo usa aproximação isoparamétrica quadrática e nós duplos 

onde se espera descontinuidade da velocidade normal; a velocidade tangencial na 

superfície livre é calculada através da técnica de elementos deslizantes quadráticos; a 

realocação dó nó intermediário é feita pela técnica de ‘’bombardeio de pontos’’; as 

integrações numéricas são realizadas pelo acoplamento do esquema de TELLES (1985) 

com método de integração de Gauss; o método de Runge-Kutta da quarta ordem é usado 

para avanço temporal da superfície livre. 

A região de estudo foi subdivida em dois subdomínios correspondentes a meio 

fluido e meio poroso. No meio fluido as não-linearidades na propagação da onda são 

levadas em conta. No meio poroso a lei de Darcy governa o escoamento. 

Entre os meios fluido e poroso não se conhecem ambas as condições de 

contorno, mas garante-se a continuidade do fluxo de massa e da pressão hidrodinâmica.  

Primeiramente simula-se a propagação da onda solitária sobre fundo 

impermeável a fim de verificar a consistência do modelo. Essa consistência é verificada 

comparando-se o perfil da onda gerado pelo modelo numérico e perfil da onda gerado 

analiticamente, e também se observa a conservação de energia. Os procedimentos 

citados mostram que a energia mecânica total se conserva e os perfis são concordantes. 
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Após a inclusão do fundo permeável de modo que a onda alcance este após se 

propagar sobre um fundo impermeável observou-se atenuação contínua da sua altura. 

Fez-se um acompanhamento de energia mecânica total e do volume de água durante a 

propagação da onda soltaria no meio fluido. Observou-se que a energia mecânica total 

da onda propagando-se sobre o fundo permeável decresce enquanto que o volume de 

água permanece constante.  

Os resultados obtidos de atenuação de onda propagando-se sobre fundo 

permeável foram comparados com os obtidos teoricamente por PACKWOOD e 

PEREGRINE (1980) e mostraram-se concordantes.  

O método de elementos de contorno apresenta grandes limitações quando as 

dimensões horizontais são maiores em relação às verticais, desse modo, para o 

acompanhamento da propagação de ondas longas em grandes distâncias horizontais pelo 

método de elementos de contorno ainda é um desafio. Porém, o uso das técnicas de 

domínios estendidos pode solucionar este problema. Aqui, recomenda-se o uso destas 

técnicas a fim de verificar a atenuação da altura da onda sobre fundo permeável quando 

se pretende acompanhar a onda propagando-se sobre distâncias horizontais longas.  

Recomenda-se a inclusão de outros efeitos de dissipação através da consideração 

de um termo adicional na condição de contorno. Esse termo pode ser obtido através de 

simulações numéricas envolvendo variações nas características físicas da onda incidente 

e dos meios fluido livre e poroso.   

Recomenda-se também que em trabalhos futuros a comparação seja realizada 

com resultados experimentais e outro tipo de ondas não-lineares sejam testadas. 

 Outro aspecto não menos importante é o estudo do padrão de escoamento dentro 

do meio poroso. 
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APÊNDICE A -  NOÇÕES SOBRE A TEORIA DAS ONDAS  

A figura 4 mostra a propagação de uma onda em água na direção x. Nela é 

possível observar as principais características físicas da onda. 

 

 

Onde: 

   - amplitude da onda que é a elongação máxima  

   - altura da onda 

  –elevação da onda que é a distância instantânea entre o nível de repouso 

horizontal e a superfície livre da água. 

  –comprimento de onda que é a distancia entre duas cavas ou cristas 

consecutivas. 

  -   profundidade do local 

 

 

  

  
  

  

  

Crista 

Cava   

   
      

Figura 28-Propagação de onda progressiva 
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Em geral, o problema de ondas superficiais em água é descrito pela equação de 

Laplace, sob as hipóteses de fluido incompressível e escoamento irrotacional. 

DEAN e DALRYMPLE (1991) apresentou uma descrição bastante detalhada e 

aqui seguiremos o mesmo procedimento. 

Para o caso bidimensional, num plano vertical (figura 4), a equação de Laplace e 

as condições de contorno são descritas pelas seguintes equações: 

Equação de Laplace 

                    ,                                                (A.1) 

Condições de Contorno 

Cinemática na superfície livre 

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  
                  ,                                                          (A.2) 

Dinâmica na superfície livre  

  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

         ,                                                   (A.3) 

Cinemática no fundo 

  

  

  

  
 

  

  
    ,                                                     (A.4) 

A solução teórica do problema de ondas superficial acima descrito tem grau de 

complexidade alto devido ao desconhecimento da posição da superfície livre. Diferentes 

aproximações têm sido consideradas para o tratamento analítico, cujas soluções são de 

interesse físico. Essas aproximações são comumente denominadas de teorias de ondas 

superficiais. 
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A teoria mais simples é a Linear. Ela é obtida pela linearização das condições de 

contorno da superfície livre em um plano horizontal. 

A.1 Teoria Linear de Ondas 

Assumamos que a onda seja periódica no espaço e que sua amplitude seja 

pequena quando comparada com a profundidade do local e comprimento de onda, de tal 

modo que, os termos não-lineares possam ser desprezíveis nas condições da superfície 

livre. Isso implica também específicar as condições de contorno no nível de repouso da 

superfície livre    , em vez da atual posição         . Assim tem-se o seguinte 

problema: 

Equação governante 

                    ,                                                         (A.5) 

Condições de Contorno 

Cinemática na superfície livre 

  

  
 

  

  
                  ,                                                                              (A.6) 

Dinâmica na superfície livre  

  

  
              ,                                                                                    (A.7) 

Cinemática no fundo 

  

  
                    ,                                                      (A.8) 

Conjugando as condições de contorno dinâmica e cinemática da superfície livre, 

resulta em uma única condição de contorno para o potencial de velocidade na superfície 

livre:  
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          ,                                                                      (A.9) 

A seguir apresentam-se as soluções para ondas progressivas (ondas cuja forma 

se move horizontalmente em relação ao meio) e ondas estacionárias (ondas cuja forma 

se mantém a amplitude varia no tempo). A solução de ondas da teoria linear é 

comumente conhecida como onda de Airy, onda de pequena amplitude ou onda 

senoidal.  

A.1.1 Ondas Progressivas 

O período   é o intervalo de tempo necessário para que duas  cristas sucessivas 

passem por um ponto particular e a velocidade da onda   é a velocidade com que a 

forma da onda se desloca no meio: 

  
 

 
                       (A.10) 

Por vezes é conveniente trabalhar com a frequência angular da onda   
  

 
 e o 

numero de onda   
  

 
, resultando em: 

  
 

 
                       (A.11)  

Na ausência de correntes, as ondas são progressivas com velocidade constante   

e forma permanente, então, a dependência das variáveis de interesse em   e  , pode ser 

escrita em termos de       . 

Para aplicar a teoria linear de ondas, a declividade da onda deve ser pequena. 

Bons resultados têm sido obtidos quando 

 
 

 
 

 

  
           (A.12) 
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Levando em conta que a onda é periódica, a solução pode ser obtida através da 

técnica de separação de variáveis, propondo que: 

                       (A.13) 

Onde:      e         são funções 

Substituindo a equação (A.13) na equação (A.5), obtém-se uma equação 

diferencial ordinária de segunda ordem: 

 

 

   

     
 

 

   

             (A.14) 

Uma vez que na equação (A.14), o membro esquerdo depende somente de   e o 

membro direito de  , ambos deverão ser iguais a uma constante, ou seja: 

 

 

   

     
 

 

   

                (A.15) 

O sinal da constante é escolhido de tal forma que a solução em        seja 

periódica e, como consequência a equação em z é hiperbólica: 

   

                   (A.16) 

   

   
                (A.17) 

As soluções gerais para as equações (A.16) e (A.17) são, respectivamente: 

                               (A.18) 

                                     (A.19) 

Onde              são constantes a serem determinadas através das condições 

de contorno. 
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Substituindo as equações (A.18) e (A.19) na equação (A.13), e esta por sua vez, 

na condição de contorno dinâmica da superfície livre, considerando que o tempo inicial 

coincide com a frente de onda no nível      e em      tem-se: 

                                                                                                               (A.20) 

O mesmo procedimento anterior, ou seja, substituindo as equações (A.18) e (A.19) na 

equação (A.13), e esta por sua vez, na equação (A.8), resulta: 

                                                                                                       (A.21) 

Substituindo as equações de (A.18) a (A.21), na equação (A.13), o potencial de 

velocidade pode ser escrito como: 

   
             

        
                    (A.22) 

Onde        é uma constante 

 Substituindo a expressão do potencial da velocidade na condição de contorno 

dinâmica da superfície livre (equação A.7), obtém se a expressão da variação da 

superfície livre. 

                                                                                                   (A.23)        

Onde:    
  

 
 

Esta onda é periódica em  , com período igual ao comprimento de onda   
  

 
 e 

no tempo, com período igual   
  

 
. 

A equação (A.22) pode ser escrita em termos da amplitude de onda   como: 

  
  

 

             

        
                    (A.24) 
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Substituindo a equação (A.24), na equação das condições de contorno 

combinadas da superfície livre, equação (A.9), obtém-se a relação de dispersão linear, 

para ondas planas, em água de profundidade constante: 

                       (A.25) 

Que também pode ser escrita em termos de velocidade da onda 

   
 

 
                  (A.26) 

O que mostra que as ondas de gravidade são dispersivas, com ondas longas se 

movendo mais rápido do que as ondas curtas. Isto é oposto ao que acontece com as 

ondas capilares
1
. 

Quando o fundo esta bastante afastado da superfície, não interfere no movimento 

da onda.  

Algumas simplificações podem ser realizadas nas expressões derivadas acima, 

dependendo da razão entre a profundidade do local e o comprimento da onda. 

Essas simplificações estão baseadas no comportamento assintótico da função 

tangente hiperbólico (     . 

Para valores grandes do argumento,   ,            . Quando       , o 

erro que se comete é cerca de 4%. 

Para valores pequenos do argumento,   ,              . Quando    
 

  
, o 

erro que se comete é menos que 1%. 

Na pratica essas aproximações permitem dividir toda gama de profundidades em 

águas rasas, profundidade intermediária e águas profundas, como se segue: 

                                                 

1
 Ondas capilares são ondas cuja principal força restauradora é a tensão superficial. 
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Ondas de águas rasas: 
 

 
 

 

  
 

Ondas de profundidade intermediária: 
 

  
 

 

 
 

 

 
 

Ondas de águas profundas: 
 

 
 

 

 
 

As expressões para a elevação da superfície livre e potencial de velocidade 

(equações A.23 e A.24) são válidas para qualquer profundidade relativa  
 

 
   

As componentes da velocidade podem ser determinadas a partir de: 

  
  

  
 

  

 

            

        
                 (A.27) 

  
  

  
 

  

 

              

        
                 (A.28) 

A posição instantânea da partícula de água       em relação sua posição 

média       , pode ser obtida através da integração no tempo das componentes da 

velocidade: 

   
  

  

             

        
                  (A.29) 

   
  

  

             

        
                  (A.30) 

As equações (A.29) e (A.30) foram obtidas desprezando-se as diferenças das 

velocidades nos pontos         e            . 

Eliminando   nas equações A.29 e A.30 tem-se: 

  

   
  

               (A.31) 

Onde     A = 
  

  

             

        
     e     

  

  

             

        
    (A.32) 
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A equação (A.31) mostra que a trajetória das partículas é elíptica e com centro 

em        .   é  semi eixo maior horizontal e   é semi eixo menor vertical. 

Ondas em águas profundas 

Conforme foi dito anteriormente, quando 
 

 
 

 

 
 a onda é classificada como 

propagando-se em águas profundas. Sob esta condição, expressões aproximadas para 

funções hiperbólicas podem ser substituídas nas soluções anteriormente obtidas. Tais 

aproximações são: 

                  
   

 
         (A.33) 

                                (A.34) 

            

        
 

            

        
             (A.35) 

            

      
              (A.36) 

O potencial de velocidade para ondas em águas profundas é obtido através da 

substituição da equação (A.35) na equação (A.24): 

  
  

 
                                   (A.37) 

Substituindo a equação (A.34) nas equações (A.25) e (A.26), obtém-se, 

respectivamente: 

                (A.38) 

e 

   
 

 
           (A.39) 
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A expressão da elevação da superfície livre permanece a mesma. O 

comprimento de onda em águas profundas é obtido substituindo-se e a equação (A.34) 

na equação (A.25): 

  
   

  
            (A.40) 

A velocidade das partículas da água durante a passagem da onda em águas 

profundas é obtida substituindo-se as equações (A.35) e (A.36) nas equações (A.27) e 

(A.28), respectivamente: 

                                               (A.41) 

                                               (A.42) 

Os deslocamentos horizontal e vertical das partículas são obtidos substituindo as 

equações (A.35) e (A.36) nas equações (A.29) e (A.30), respectivamente: 

                                                 (A.42) 

                                                (A.43) 

Em águas profundas, as partículas do fluido se movem através de órbitas 

circulares com centro no nível médio        .  O raio dessas órbitas é dado por: 

                 (A.44) 

Na superfície livre linearizada,    , a amplitude do movimento das partículas 

é igual à amplitude da onda. 

Comparando as equações (A.29) e (A.30) com a equação (A.23) mostra-se que a 

componente horizontal da velocidade alcança seu valor máximo sob a crista e a cava. 

Sob a crista, a velocidade é positiva e tem a mesmo sentido de propagação da onda, 
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enquanto que, sob a cava, o sentido é oposto ao da propagação da onda. A componente 

vertical alcança valor máximo em    . 

A equação (A.44) mostra que o raio decresce exponencialmente com a 

profundidade, uma vez que,    é negativo abaixo da superfície livre. 

A uma profundidade igual a  
 

 
 o raio decresce até 4% do seu valor na 

superfície livre. Assim, a onda é confinada a uma camada relativamente pequena 

próxima a superfície livre. Isto justifica o uso de expressões aproximadas para águas 

profundas quando a profundidade do fluido é finita e maior do que a metade do 

comprimento de onda, porque os efeitos do fundo serão desprezíveis. 

Ondas em águas rasas 

Em águas rasas  
 

 
 

 

  
 , as funções hiperbólicas, nas soluções para ondas em 

profundidades intermediárias, são substituídas por expressões aproximadas como se 

seguem: 

            

      
 

 

  
          (A.45) 

            

        
   

 

 
          (A.46) 

                             (A.47) 

                                          (A.48) 

Assim, substituindo as expressões acima, na equação (A.24), obtém-se a 

expressão que descreve o potencial de velocidade para ondas em águas rasas: 

  
  

 
                                          (A.49) 
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A relação de dispersão aproximada é obtida através da substituição da equação 

(A.47), na equação (A.25), resultando: 

                 (A.50) 

A velocidade de fase é dada por: 

                (A.51) 

A equação (A.51) mostra que a velocidade de fase para ondas em águas rasas é 

não dispersiva, ou seja, ondas com diferentes características físicas possuem a mesma 

velocidade de fase em cada ponto, pois, depende apenas da profundidade local. Isto é 

oposto ao que acontece com onda em água profunda ou intermediária, desde que, nestas 

a velocidade de fase depende do comprimento de onda, as ondas são dispersivas. 

A expressão para variação da superfície livre permanece a igual àquela obtida 

para ondas em águas intermediárias. 

As componentes de velocidade das partículas da água são obtidas pela 

substituição das equações (A.45) e (A.46) nas equações (A.27) e (A.28): 

  
  

  
                   (A.52) 

       
 

 
                   (A.53) 

O que mostra que a velocidade horizontal é constante ao longo da coluna da 

água, enquanto que a velocidade vertical decresce linearmente com o aumento da 

profundidade. 

Os deslocamentos horizontal e vertical reduzem-se a: 

   
 

  
                                                    (A.54) 

      
 

 
                                         (A.55) 
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O semi-eixo maior da orbita elíptica é dada por: 

  
 

  
                      (A.56) 

O semi-eixo menor é dado por: 

      
 

 
                      (A.57) 

Em águas rasas, a gama de órbitas elípticas são relativamente planas e a 

amplitude decresce gradualmente com a profundidade. 

A.1.2 Ondas Estacionárias 

As ondas estacionárias são geralmente encontradas em bacias fechadas ou 

parcialmente abertas, tais como portos, lagos, tanques de ondas e tanques de 

armazenamento de líquidos. Elas podem ser consideradas como a sobreposição de duas 

ondas progressivas da mesma amplitude e mesmo período, mas se propagando com a 

mesma velocidade em sentidos opostos, tal que a superfície da água oscila verticalmente 

entre dois pontos fixos sem nenhuma progressão.  

A elevação da superfície livre de uma onda estacionária de amplitude   é obtida 

através da sobreposição de duas ondas progressivas de amplitudes 
 

 
: 

   
 

 
                                                                                              (A.57)  

   
 

 
                                                                                              (A.58)        

Onde :     se propaga na direção positiva do eixo   e    se propaga na direção 

negativa do eixo  . 

Assim a elevação da superfície livre para onda estacionária é dada por 

                                                                                     (A.59)  
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O potencial de velocidade é obtido de forma análoga através da sobreposição 

dos potenciais de velocidade de duas ondas progressivas lineares idênticas, e que se 

propagam em sentidos opostos, e pode ser escrito como: 

   
  

 

           

       
                                (A.60) 

As componentes horizontal e vertical da velocidade das partículas da água são 

dadas por, respectivamente: 

  
  

 

            

        
                                (A.61) 

   
  

 

            

        
                                (A.62) 

Nos nodos das ondas estacionárias, a elevação da superfície livre se anula em 

todos os instantes, uma vez que a localização desses nodos é dada por:          . 

Isso é consistente com velocidade vertical nula nesses locais. 

Os deslocamentos das partículas em relação à posição média         podem ser 

encontrados através da integração das equações (A.61) e (A.62) e são dadas por: 

    
             

        
                                 (A.63) 

    
             

        
                                 (A.64) 

O movimento das partículas é linear, com movimento vertical sobre as cristas ou 

cavas e horizontal sobre os nós. 

As amplitudes de ambas componentes do deslocamento decrescem com o 

aumento da profundidade da partícula. 
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A.2 Teoria Não-Linear de Ondas 

A aproximação linear de ondas é razoável quando 
 

 
 

 

  
. Quando esse limite é 

alcançado, os efeitos não-lineares se tornam importantes e nesse caso, teorias não-

lineares ou modelos numéricos devem ser utilizados. 

Ondas de grande amplitude são não-lineares por natureza. Para essas ondas os 

termos advectivos da aceleração não devem ser desprezados e as condições de contorno 

têm de ser aplicadas a cada instante na superfície livre deformada, que pode ser 

consideravelmente diferente daquela do nível    . 

Neste trabalho descrevem-se as teorias não-lineares de ondas de Stokes, 

Solitárias e Cnoidais. Essas teorias, assim como, a teoria linear de ondas, assumem que 

a onda é periódica (se assumirmos que a onda solitária é o limite da onda cnoidal) e que 

a profundidade é constante. 

Assume-se que a forma da onda permaneça simétrica em relação a sua crista 

com o aumento da amplitude, até que a altura máxima da onda seja alcançada, para um 

dado comprimento de onda e profundidade. 

A.2.1 Teoria de Ondas de Stokes para Ondas de Grande Amplitude. 

Para ondas de gravidade de grande amplitude, a teoria linear de ondas não 

fornece bons resultados. Na teoria de ondas de Stokes as propriedades do movimento de 

onda, tais como o potencial de velocidade, elevação da superfície livre, e a velocidade 

de fase são representados na forma de perturbação como se segue: 

       
 
                                             (A.65) 

       
 
                                             (A.66) 



105 

 

       
 
                                             (A.67) 

Onde      é um parâmetro adimensional de perturbação,   ,   ,    são as 

soluções de ordem  . As soluções são independentes do parâmetro adimensional. 

Substituindo a serie em expansão para   (equação A.65) na equação de Laplace, 

(equação A.1) e na condição de contorno do fundo (equação A.4), separando os 

diferentes termos de ordem,          , as equações resultantes são semelhantes a 

forma original: 

    

    
    

      ,       para                (A.68) 

   

  
   ,       em            , para                 (A.69) 

As duas condições de contorno da superfície livre não são simples de escrever 

porque elas envolvem termos com componentes de alta ordem. Se retivermos apenas os 

ternos de primeira ordem, o problema será equivalente ao da teoria de onda linear. 

Até a segunda ordem (   ) tem-se: 

    

   
  

   

  
    

 

  
 
    

   
  

   

  
  

 

  
  

   

  
 

 

  
   

  
 

 

 ,            (A.70) 

    
 

 
 
   

  
   

    

    
 

 

 
 

   

  
 

 

 
 

 
 

   

  
 

 

  ,                                  (A.71) 

Assim, a solução de    é escrita em termos de    e   . Igualmente, uma vez 

conhecido o   ,    é determinado através da equação (A.71). 

Lembrando que até a segunda ordem, o potencial de velocidade é dado por: 

                                                    (A.72) 

Ambos         satisfazem a equação de Laplace, e assim, a solução para    

deve ter uma forma similar aquela de   , desde que a constante   seja substituída por 
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  . Aplicando as condições de contorno da superfície livre e condição de contorno 

inicial apropriadas tem-se (CHAKRABARTI, 1987):  

     
  

   

            

          
                    (A.73) 

Considerando a solução para primeira ordem (equação A.24 ), o potencial de 

velocidade na aproximação até a segunda ordem é: 

  
  

 

            

        
             

  

   

            

          
               (A.74) 

A relação de dispersão é igual à obtida na teoria de ondas lineares (equação 

A.26). 

Substituindo    e    na equação (A.71), tendo em conta    obtido na teoria 

linear de ondas, determina-se   . Assim, o perfil da superfície livre resulta: 

  
 

 
             

  

 

 

 

        

         
                            (A.75) 

Essas equações mostram que as quantidades variando no tempo contém 

componentes de segunda ordem com o dobro da frequência de onda e estão sobrepostas 

às componentes fundamentais previstas na teoria linear da onda. Isso faz com que as 

cristas sejam mais aguçadas e as cavas mais planas em relação à onda senoidal. 

Outra característica importante é a trajetória das partículas. Pode-se demonstrar 

que as trajetórias das partículas não são orbitas fechadas e, como consequência, existe 

um gradual movimento de deriva dessas partículas a cada ciclo de onda.  Isto se deve a 

maior velocidade das partículas da água, na direção da onda, no topo da orbita em 

relação a velocidade na direção oposta na base da orbita. 

A relação de dispersão e a velocidade de fase da onda na teoria até a segunda 

ordem coincidem a aquelas da teoria de ondas lineares. Para as ordens mais elevadas, a 
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celeridade, comprimento de onda, e a velocidade das partículas dependem da altura da 

onda e são ligeiramente maiores do que as previstas pela teoria até a segunda ordem.  

O método de Stokes se aplica quando as seguintes condições são atendidas: 

 

 
         para               (A.76) 

e 

 

 
              (A.75) 

A.2.2 Teoria de Ondas Longas 

As equações de onda longas serão deduzidas neste trabalho, seguindo o mesmo 

procedimento adotado por GORING(1979).  

Para ondas longas a velocidade horizontal é aproximadamente constante ao 

longo da profundidade, assim, o potencial de velocidade pode ser expandido em termos 

do parâmetro       que é bastante pequeno quando comparado com o 

comprimento característico horizontal (   ), conforme: 

       
 
             (A.76) 

Onde              

Substituindo a equação (A.76) na equação (A.1), agrupando os termos da mesma 

potência em  , e tendo em conta que para que a equação seja satisfeita é necessário que 

esses termos se anulem, aplicando a condição de contorno no fundo (equação A.4), a 

expansão toma a forma: 

   
   

   

     

    
 
              (A.77) 
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As variáveis são adimensionalizadas por quantidades características como se 

seguem: 

  
  

 
,   

  

 
,   

  

 
,   

  

 
   ,   

  

  
 

 

 
     (A.78) 

O símbolo   denota variáveis originais dimensionais. 

Daqui em diante, na dedução das equações de ondas longas, todas as variáveis 

serão adimensionalizadas. 

 Quando as variáveis dadas nas equações (A.78) são substituídas nas equações 

(A.77), (A.2) e (A.3), surgem os seguintes números adimensionais: 

  
 

 
   ,    

 

 
 

 

         (A.79) 

Quando a equação (A.77) é substituída nas condições de contorno da superfície 

livre (equações A.2 e A.3) e retendo apenas os termos até a segunda ordem 

(              obtém-se as equações de Boussinesq como se seguem: 

  

  
 

          

  
 

 

 
 

   

             (A.80) 

  

  
   

  

  
 

  

  
 

 

 
 

   

     
         (A.81) 

Nas equações de Boussinesq, o parâmetro   aparece como coeficiente dos 

termos não-lineares indicando sua importância em relação a outros termos. O parâmetro 

  aparece como coeficiente da derivada de ordem 3 indicando correção da aceleração 

vertical.  

As equações de Boussinesq são aplicáveis apenas quando os parâmetros   e   

são da mesma ordem. Isto implica o balanço entre os efeitos não-lineares e dispersivos. 
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 A velocidade nas equações (A.80) e (A.81) é calculada no fundo (     . 

Muitas vezes é conveniente considerar a velocidade média da coluna de água definida 

como: 

    
  

  
  

 

  
          (A.82) 

Portanto, as equações de Boussinesq escritas em termos da velocidade média da 

coluna da água tomam a forma: 

  

  
 

           

  
                                 (A.83) 

   

  
    

   

  
 

  

  
 

 

 
 

    

     
          (A.84) 

A partir da análise da magnitude dos parâmetros   e   podem ser deduzidas as 

equações para as teorias das ondas: lineares e não dispersivas, lineares e dispersivas, 

não-lineares e não dispersivas e não-lineares e dispersivas( GORING, 1979). 

Para ondas se propagando somente para a direita, a velocidade média pode ser 

expressa em termos da elevação da superfície livre: 

     
 

 
   

 

 
 

   

                                 (A.85) 

Desse modo a equação de Boussinesq se reduz a equação de Korteweg de Vries: 

  

  
 

  

  
 

 

 
  

  

  
 

 

 
 

   

   
          (A.86) 

A equação de Korteweg de Vries possui soluções analíticas exatas que 

descrevem ondas cnoidais e solitárias.   
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Ondas Solitárias 

De acordo com GORING (1979) e AZEVEDO (1991) as ondas solitárias foram 

primeiramente observadas por SCOTT RUSSEL em 1884. Mais tarde, Boussinesq em 

1872, McCowan em 1891 e Laitone em 1963, descreveram teoricamente este fenômeno. 

A solução de Boussinesq para a onda solitária é a mais importante uma vez que 

ela representa a solução exata da equação de Kortweg de Vries. Na forma dimensional é 

dada por: 

          
 

 

 

  
                          (A.87) 

e 

                                                   (A.88) 

Como pode ser observado a partir das equações (A.87) e (A.88), as ondas 

solitárias podem ser descritas a partir da sua altura e a profundidade do local. 

Ondas Cnoidais 

Onda cnoidal é solução periódica da equação de Korteweg de Vries e geralmente 

apresenta crista muito aguçada e cava larga. A teoria cnoidal de onda é 

aproximadamente válida quando a razão entre a profundidade e o comprimento de onda 

for menor que 
 

 
 e o parâmetro de Ursell  

   

    maior que 26. Os dois casos limites são a 

onda solitária, para ondas com grande declividade e ondas de Airy para ondas de 

pequena declividade. 

Na forma dimensional a elevação da superfície livre é dada por: 

                  
 

 
 

 

 
           (A.89) 
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onde:    é a distancia vertical entre o fundo e a cava da onda,      é uma 

integral elíptica completa do primeiro tipo com módulos  ,    é função elíptica 

jacobiana,      é um parâmetro elíptico. 

O comprimento de onda   é calculado pela seguinte equação: 

 

 
 

 

  
           

  

 
 

    

        (A.90) 

onde      é uma integral elíptica completa do primeiro tipo com módulos  ,    e 

  são calculados através das seguintes equações: 

   
 

 

       
  
 

 
          (A.91) 

e 

       
  

 
             

 

 
                                                        (A.92) 

Onde      é integral elíptica do segundo tipo com módulo  .  

A velocidade de fase da onda cnoidal é dada pela equação: 

        
 

 

 

  
 

 

 
 

    

    
          (A.93) 

Para as expressões que descrevem a velocidade das partículas durante a 

passagem da onda recomenda-se a leitura em CHAKRABARTI (1987). 
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APÊNDICE B -METODOLOGIA DE GORING (1979) PARA 

GERAÇÃO NUMERICA DE ONDAS SOLITÁRIAS 

A metodologia de GORING (1979) consiste em considerar a velocidade 

instantânea do pistão, igual à velocidade horizontal da onda promediada na direção 

vertical: 

  

  
         

       

        
           (B.1)

  

Onde    é velocidade horizontal da onda promediada na vertical;   é a velocidade 

de fase da onda;   é a superfície livre da onda;   é a posição do gerador de onda no 

instante de tempo  . 

A equação (B.1) é integrada para a obtenção da trajetória do pistão como função 

do tempo. Ela mostra que velocidade horizontal da onda promediada na vertical 

depende da solução das equações de ondas longas. Existem diferentes soluções que 

descrevem variação da superfície livre para o caso de ondas solitárias. 

Define-se uma função de onda que depende de um parâmetro  , tal que: 

                        (B.2) 

Onde:    é função de onda; 

                     (B.3) 

 e   

    
 

 

 

                                                         (B.4)                           

A derivada total da equação (B.3) é dada por: 
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             (B.5) 

e 

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  
    

  

  
            (B.6) 

Resolvendo a equação (B.6) em ordem a 
  

  
 resulta em: 

  

  
 

  

  

    
  

  
 
            (B.7) 

Substituindo a equação (B.1) e equação (B.2) na equação (.7) e integrando 

resulta a seguinte equação: 

     
 

  
     

 

 
            (B.8) 

Onde:  é uma variável de integração.  

A equação (B.8) é uma equação implícita que em geral pode ser calculada para 

um instante de tempo   através de esquemas numéricos. Consideremos a regra de 

Newton.. 

Escrevendo a equação (B.8) em termos de   através da substituição de       

obtido da equação (B.3), tem se: 

   
 

 
 

 

  
       

 

 
                     (B.9) 

Onde resulta: 

        
 

 
       

 

 
                     (B.10) 

Diferenciando em ambos os membros na equação (B.10) com respeito à  , tem 

se: 

  

  
   

 

 
                           (B.11) 
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As raízes da equação acima podem ser calculadas através do procedimento  

iterativo: 

        
     

      

  

                                (B.12) 

Onde:   indica o numero de iterações. 

Substituindo as expressões equações (B.10) e (B.11) na equação (B.12) tem-se: 

        
       

 

 
       

  

 

  
 

 
    

                              (B.13) 

Após a determinação de   num determinado instante (   , o deslocamento do 

pistão       pode ser calculado através da equação (B.3) e consequentemente a 

velocidade do pistão através da equação (B.1). Deve-se ter em conta que: 

                    (B.14) 

 


