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Dezembro/2014
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Neste trabalho simula-se propagacdo de ondas sobre fundo permeavel. A regido
de estudo é subdivida em dois subdominios correspondentes a meio fluido e meio
poroso. No meio fluido as nédo-linearidades na propagacdo da onda sdo levadas em
conta. No meio poroso a lei de Darcy governa o escoamento. As ondas sdo geradas por
meio de um pistdo e apds se propagarem por uma regido com fundo impermeavel
atingem uma regido onde o fundo é permeéavel. Este problema é solucionado através do
método de elementos de contorno isoparamétrico quadratico onde na superficie de
contato entre 0os meios sdo desconhecidas as condi¢des de contorno. Os resultados
obtidos foram comparados com os tedricos e tiveram concordancia. As ondas ao se
propagarem sobre o meio poroso diminuem sua altura como consequéncia de perda

energia devido ao movimento da agua dentro dos intersticios do meio poroso.
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SIMULATION OF NONLINEAR GRAVITATIONAL WAVES PROPAGATING

ABOVE PERMEABLE BOTTOM BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
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This work simulates the propagation of wave above permeable bottom. The
region of study is subdivided in two sub domains corresponding to the fluid domain and
the porous domain. In fluid sub domain, nonlinearities are taken into account. In the
porous sub domain Darcy's law governs the flow. Waves are generated by a piston type
wavemaker and after propagating under an impermeable bottom reach a permeable
bottom. This problem is solved by boundary element method with isoparametric
quadratic approaches. On the interface between the fluid sub domain and the porous sub
domain, boundary conditions are unknown and continuity conditions are imposed. The
results obtained were compared to analytical results from the literature and showed
good agreement. When waves propagate under a permeable bottom, its height decreases
as a result of energy loss due to water movement within the interstices of the porous

medium.
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1. INTRODUCAO

As ondas sdo a forma mais frequente de movimento da agua em rios, lagos e
oceanos. Dependendo da sua magnitude, ondas geradas no oceano podem causar
grandes impactos em regiGes costeiras. Esses impactos incluem destruicbes em
propriedades costeiras, perdas de vidas humanas, alteracdo dos ecossistemas aquaticos

e, afetam em grande medida o desenvolvimento econémico e ou social.

Em rios, as ondas geradas devido a ruptura de barragens ou despachos abruptos
de grandes volumes de agua ou ainda a ocorréncia de chuvas de grande intensidade tém
sido responsaveis por perdas humanas e econémicas principalmente em comunidades

ribeirinhas.

A simulacdo de propagacdo de ondas em agua fornece informacgbes bastante
Uteis que podem ser usadas na prevencdo desses males. Em geral, as prevencdes sdo

realizadas através de medidas estruturais e ndo-estruturais.

As medidas ndo-estruturais basicamente envolvem a remocao de pessoas e bens

em areas vulneraveis ou a adequacdo das atividades nessas regides.

Nas medidas estruturais cita-se principalmente a construcdo de estruturas de
protecdo. Aqui, quebra-mar, molhe e dique tém sido largamente usados. A principal
funcdo dessas estruturas € o impedimento do avanco da energia da onda para areas as
quais se pretende proteger. Esse impedimento pode ser efetuado através do barramento

total da onda ou a absorcdo de parte da energia da onda.

Os quebra-mar podem ser de material permeavel ou ndo permeavel, submersos

ou ndo submersos. A combinagdo das caracteristicas permeavel e submersa apresenta



vantagens acrescidas tais como: mecanismo de absorcdo da onda devido a percolacéo da

agua dentro dos intersticios porosos, baixo custo e estética ambiental.

Existem varios métodos numéricos para a simulacdo de propagacdo de ondas
sobre meios permeaveis e submersos, mas a presenca de uma superficie livre mével

desconhecida torna 0 método de elementos de contorno uma boa escolha.

O método de elementos de contorno consiste basicamente em transformar a
equacdo governante do problema em uma equacdo integral de contorno que relaciona
apenas as variaveis no contorno. O dominio é discretizado em elementos. A equacéo
integral de contorno entdo obtida transforma-se em uma soma de integrais em cada

elemento.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

O primeiro trabalho marcante na solugdo numeérica do problema de ondas usando
informac@es apenas do contorno pertence 8 LONGUET-HIGGINS e COKELET(1976).
Eles usaram a equacdo integral de contorno a partir do teorema de Green e introduziram
pela primeira vez uma formulacdo mista Euleriana-Lagrangiana. A formulacdo mista
Euleriana-Lagrangiana consiste em desacoplar o problema de valor de contorno e inicial
em uma sequencia de problemas de valores de contorno. Apés a solugdo da equacéao
integral de contorno em um determinado instante, LONGUET-HIGGINS e COKELET
(1976), realizaram a marcha no tempo usando o esquema de Adams-Bashforth-Moulton
inicializado pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem. A metodologia foi aplicada
em um espaco conformalmente transformado e houve necessidade de suavizacdo para a
remocdo das ondas de alta frequéncia que apareciam ao redor da onda periddica

considerada na simulacao.



VINJE e BREVIG(1981) usaram a equacdo integral de contorno obtida via
teorema integral de Cauchy em um espaco fisico e estudaram a propagacdo de onda
periddica até o arrebentamento. O metodo de espacamento no tempo por eles usado foi

0 de Hamming inicializado pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

DOLD e PEREGRINE (1984) aplicaram o método de elementos de contorno
através da equacdo integral de contorno formulada tal como VINJE e BREVIG (1981).
Eles propuseram um algoritmo explicito de marcha no tempo usando ordens superiores
da expansdo de funcdes em séries de Taylor. Seu estudo foi empregado em um espaco
conformalmente transformado para ondas periddicas. As solucbes apresentavam
melhorias de precisdo e estabilidade quando comparadas com os métodos dos seus

predecessores.

LIN(1984) com o intuito de apresentar uma solucdo para o problema das
singularidades nos cantos devido a divergéncia das condi¢des de contorno propds o uso
do teorema integral de Cauchy para formular a equacdo integral de contorno com as
condi¢des de contorno do canto completamente conhecidas. O seu dominio era um
tanque numérico, onde as ondas eram geradas por batedores tipo pistdo exercendo um

movimento senoidal.

NEW et. al. (1985) deram seguimento ao trabalho de LONGUET-HIGGINS e
COKELET (1976) para profundidade finita. Introduziram nesse trabalho, a técnica de
simetria através da reflexdo do ponto campo, com vista a otimizacdo dos calculos.
Também apresentaram a condicdo de fluxo nulo para o célculo dos elementos da

diagonal da matriz dos coeficientes de influéncia para o potencial de velocidade.

GRILLI et al. (1989) usaram o esquema de avan¢o no tempo proposto por

DOLD e PEREGRINE (1984) e apresentaram um método de elementos no contorno



com uma aproximacdo isoparamétrica cubica. Eles formularam a equacdo integral de
contorno a partir de funcdes de Green. A metodologia foi empregue no proprio espago
fisico e incluiram mecanismos de geracao (periodicidade e gerador de onda tipo pistao)
e absorcéo (condicdo de radiacdo de Sommerfeld) das ondas embora tenham dado mais
énfase a0 método numérico. Ao contrario de LIN(1984) que sugeriu uma descricdo
completa do ponto onde ha confluéncia das condicBes de contorno em problemas que
envolvem geracdo de ondas pelo movimento de um corpo, GRILLI et al. (1989)
propuseram o uso da técnica do né duplo desenvolvida por BREBBIA(1978), e para o
calculo das velocidades tangenciais na superficie livre, adotaram elementos deslizantes
com interpolacdo por polinbmios de quarta ordem. O modelo foi validado através da

analise das medidas de conservacdo a cada passo do tempo.

AZEVEDO (1991) empregou 0 método de elementos de contorno para simular
ondas espacialmente periodicas até o instante imediatamente antes da quebra. Usou
elementos isoparamétricos quadraticos na discretizacdo do contorno e um esquema de
Runge-Kutta de quarta ordem para 0 avanco no tempo. Ele usou elementos fixos para a
determinacdo da velocidade tangencial. Os cantos tiveram tratamento semelhante ao
apresentado por GRILLI et al. (1989) e, seguindo os seus predecessores, validou o seu
modelo através da andlise das medidas de conservagdo. Verificando a degradagédo da
solugdo do meétodo de elementos de contorno, devido ao deslocamento do noé
intermediario da posi¢do central dentro do elemento, introduziu um mecanismo de
realocacdo do no intermediario, que combina a interpolacdo cubica de um elemento
deslizante com o elemento quadratico atual e seus dois vizinhos mais proximos, com 0

calculo do comprimento de arco do ponto medio.



A aplicacdo em estudos de interacdo onda-estrutura também mereceu atencao de
varios pesquisadores (GU e WANG, 1992; VAN DAALEN, 1993 ; HSU e WU, 1999;

KOO, 2003).

GU e WANG (1992) aplicaram o método de elementos de contorno para estudar
0 processo de dissipacdo de energia devido a percolacdo para dentro do quebra-mar
permeavel. O modelo de escoamento no campo de ondas correspondeu a teoria linear
de ondas e para 0 meio poroso usaram o modelo ndo-linear de escoamento desenvolvido
por SOLLIT e CROSS (1972), que apds ser linearizado através da condicdo de
dissipacdo de energia equivalente de Lorentz, resultou em um problema potencial no
dominio poroso. A linearizacdo pressupde o conhecimento da frequéncia da onda

incidente.

MIZUTANE et al. (1998) desenvolveram uma metodologia hibrida que combina
0 método de elementos de contorno e método de elementos finitos para o estudo da
interacdo ndo-linear entre onda e quebra-mar submerso e permeavel. O escoamento
dentro do campo de ondas € descrito por um modelo completamente ndo-linear e para o
escoamento no meio poroso foi usado o modelo de escoamento ndo-linear que difere do

modelo de SOLLIT e CROSS (1972) por principalmente incluir termos advectivos.

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo da dissipagéo de energia da
onda devido a percolagdo num meio poroso submerso, aplicando o0 método de elementos
de contorno. O modelo ¢é desenvolvido considerando as ndo-linearidades das ondas de
gravidadeo. Os procedimentos do método numérico baseiam-se naqueles descritos em

AZEVEDO (1991) e melhoramentos apresentados em JAIME (1995).



2.1 Estrutura do Trabalho

Este trabalho é constituida por nove (9) capitulos.

O capitulo trés (3) aborda as equacgdes basicas do escoamento de fluidos
incompressiveis. Nele sdo apresentados os conceitos basicos e as principais equacdes
resultantes da aplica¢do dos principios fisicos tais como a conservacdo de massa € a
conservacao da quantidade de movimento linear, para escoamento com superficie livre e
para escoamento em meio proso. Também faz-se mengdo do principio de conservagdo
de energia e demonstra-se a obtencéo da equacdo de Bernoulli a partir dos principios de

conservacao de massa e quantidade de movimento.

O capitulo quatro (4) descreve o problema de ondas estudadas. Apresenta-se o
dominio computacional considerado para as simulacBes de propagacdo de ondas.
Apresentam-se as equacgdes governantes e as condi¢des de contorno para ambos 0sS
meios fluido e meio poroso com o foco para a aplicacdo no método de elementos de

contorno.

No capitulo cinco (5) deriva-se a equacdo integral de contorno através das
identidades de Green e apresentam-se 0s procedimentos numéricos para a solucao dessa
equacdo integral de contorno e descrevem-se os fundamentos do método de

espacamento no tempo considerado.
O capitulo seis (6) reserva-se aos aspectos computacionais.

No capitulo sete (7) apresentam-se as simulacGes numéricas. Neste capitulo
simula-se a propagacdo da onda solitaria sobre fundo permeével e sobre fundo
impermeével. Para o caso de fundo permeavel a validacdo € feita através do
acompanhamento das medidas de conservacao enquanto que para fundo impermeavel os

resultados sdo comprados aos obtidos analiticamente.
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O capitulo oito (8) apresenta as consideragdes finais. Aqui descrevem-se 0s
aspectos principais apresentados no modelo e sdo apresentadas algumas recomendacdes

para trabalhos futuros.

O capitulo nove (9) reserva-se a apresentar a bibliografia consultada e citada ao

longo do trabalho.



3. ESCOAMENTO DE FLUIDOS INCOMPRESSIVEIS

3.1 Conceitos Basicos

As equacOes governantes na dinamica dos fluidos sdo derivadas a partir dos
principios fisicos fundamentais: conservacdo de massa, balango da quantidade de
movimento (segunda lei de Newton) e a conservacdo de energia (primeira lei da
termodinamica). Essas equacBes sdo comumente denominadas por: equacdo de
conservacao de massa, equacdo de balanco de momento linear e equacéo de balango de
energia, respectivamente. Elas formam um conjunto de equagfes que juntamente com a
equacdo de estado (quando necessaria) sao suficientes para descrever o0 movimento dos

fluidos.
Existem dois métodos para descricdo do movimento dos fluidos:

e Euleriano — as propriedades do fluido sdo descritas em pontos
fixos do seu dominio, como func¢éo do tempo.

e Lagrangiano — seguem-se as trajetérias das particulas e
observam-se as variagfes das propriedades como funcdo do

tempo.

3.2. Escoamento de Fluidos com Superficie Livre

3.2.1 Equacao de Conservacao de Massa
Em um sistema fechado a massa de um fluido ndo pode ser criada e nem
destruida.

O fluxo de massa € definido como a quantidade de massa que atravessa certa

superficie orientada dS por unidade de tempo:



dM = pV - ndsS (3.1)

Onde p é a massa especifica do fluido; V é o vetor velocidade; ndS é o vetor

normal para a superficie e cuja magnitude é igual a rea da mesma superficie.

Consideremos um volume infinitesimal fixo do fluido, conforme a figura 1.

Face 1 Face 2
pudydz N d(pu) 4 ) dvd
y _ iz !pu o X |dydz
dy
X dx

Figura 1-Balango de massa

O fluxo de massa que entra na face 1 na diregdo X, do volume infinitesimal do

fluido é dado por :
dM,, = pudydz (3.2)

O fluxo de massa que sai na face mais a direita na direcdo x do volume

infinitesimal do fluido é dado por :
dM,, = pudydz + “22 dxdydz (3.3)

Onde u € a componente na direcdo x do vetor velocidade.

O balancgo de fluxo de massa na dire¢do x fornece a quantidade de massa saindo

pelo volume infinitesimal por unidade de tempo na mesma diregéo

My, — dMy; =222 dxdydz (3.4)

a

Raciocino analogo pode ser feito para as direcbes y e z resultando em,

respectivamente:

dM,,, — dM,,, =2 (”y”) dxdydz (3.5)

0



dM,; — dM,, = %22 dxdydz (3.6)

3}

Onde v e w sdo as componentes nas direcbes y e z do vetor velocidade,

respectivamente.

A taxa liquida de massa saindo do volume infinitesimal é a soma dos balancos

de fluxo de massa nas trés diregdes x, y e z

d(pu) + a(pv) + d(pw)

dx ay 0z

am, = ( ) dxdydz (3.7)

Se existirem fontes ou sumidouros de massa no volume infinitesimal, a taxa
liquida de massa saindo somada a variacao total de massa por unidade de tempo devera
ser igual a massa em acréscimo ou consumida por unidade de tempo. Matematicamente

tem-se:

(6(pu) n a(pv) n a(pw)

a
ox dy oz ) dxdydz + a—f dxdydz = pdxdydz (3.8)

Onde B € a distribuicdo volumétrica de massa por unidade de tempo da fonte ou
do sumidouro.

Cancelando o volume infinitesimal dxdydz da equacdo acima se obtém a

equacao de conservacdo de massa do fluido

d(pw) | a(pv) | d(pw) | dp _
ax + dy T 9z +6t_ﬁ (3.9)

Que pode ser escrita na forma

V(pV) + L =5 (3.10)
., 9 .,0, ., :

Onde V= Pyl 3 + Ek € 0 operador nabla ou operador gradiente.

Quando o fluido é considerado incompressivel, ou seja, sua massa especifica €

constante no espago e no tempo, a equagdo de conservagdo de massa toma a forma:
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v.v =§ (3.11)

Quando ndo ha fontes ou sumidouros tem-se § = 0 e resulta:
V-V=0 (3.12)

A equacgdo (3.12) é denominada de equagdo de continuidade de volume.

3.2.2 Balanc¢o da Quantidade de Movimento Linear

Face 1
Face 2

pVudydz a(pVu
y —> 4 pVu + (gx )

dx) dydz

X dy

Figura 2-Balanco de quantidade de movimento

A figura 2 mostra um volume elementar fixo no espaco, sobre o qual atravessa o

fluido.

A quantidade de movimento por unidade de tempo que entra na face 1 é dada

por:
QL = pVudydz (3.13)

A quantidade de movimento por unidade de tempo que sai na face 2 é dada por:

a(pV
Q% = (qu + %dx) dydz (3.14)

O balanco da quantidade de movimento na direcdo x ( ver figura 1) é dado por:

11



£Q, = (pVu + 288 dx) dydz — pVudydz = “6 dxdydz (3.15)
Analogamente para as dire¢Oes y e z, respectivamente:

0
AQ, = (g—y"”)dxdydz (3.16)

AQ, =222 dxdydz (3.17)

O balanco total da quantidade de movimento dentro do volume de controle é

dado por:
AQ = AQ, + AQ, + AQ, (3.18)

A taxa temporal da variacdo da quantidade de movimento dentro do volume de

controle ¢é dada por:

20D dxdydz (3.19)

O balanco total da quantidade de movimento no espaco somado a taxa no tempo
da variacdo da quantidade de movimento dentro do volume é igual a variacdo temporal

da quantidade de movimento total.
a(pVu) a(pVv) a(pVw) a(pV) _de
e dxdydz + o dxdydz + oy dxdydz + T dxdydz = " (3.20)

Onde: Q ¢ a quantidade de movimento total do volume do fluido.

A variacdo temporal da quantidade de movimento total do volume do fluido é

igual ao somatorio das forgas externas que atuam sobre ele.

12



d
2= Fext (3.21)

Onde: F,,; sdo forgas externas que atuam sobre o fluido no instante de tempo dt.

Substituindo a equacdo (3.21) na equagdo (3.20) e dividindo pelo volume do

fluido, obtém-se:

a(pV) a(pV) a(pV) a(pV) ou | dv | Ow\ _
22+ uZPD 4 T 4w +pV(ax+0y+az)_ZfEXt (3.22)

Onde: f.x: sao forgas externas por unidade de volume.

Considerando as hipéteses simplificadoras adotadas até aqui, segundo as quais o
fluido é incompressivel e 0 escoamento ocorre na auséncia de fontes ou sumidouros de

massa, a equacao (3.22) pode ser escrita como:

av av av av 1
E+Ua+va+W£—;Zfext (3.23)

O membro esquerdo da equacdo (3.23) € a derivada total ou material da

velocidade, dai que, a equacdo (3.23) pode ser escrita na forma:
DV 1
Dt = ;Zfext (3-24)

As forcas que atuam sobre o volume infinitesimal podem ser de Campo ou de
Superficie. As forcas de campo séo aquelas que atuam devido a presenca de um campo,

enquanto que, as forcas de superficie resultam do contato com outros corpos.

Em relacdo as forcas de campo, a mais importante é aquela devido ao campo
gravitacional da terra. Em componentes x, y e z nas direcdes cartesianas, por unidade de

volume, respectivamente, sdo:
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fex =0 (3.25)
fuy =0 (3.26)
fez = —pPg (3.27)
Onde g é o modulo da aceleragéo de gravidade.

As forcas de superficie podem ser manifestadas na forma de tensées normais ou
cisalhantes a superficie. Quando se assume que o fluido € ndo viscoso, como é o caso
neste estudo, as tensdes de cisalhamento sdo despreziveis e as forcas de superficie sdo

manifestadas apenas na forma de tensdes normais denominadas de presséo.

A figura 3 mostra a presséo que atua no volume infinitesimal na dire¢do x.

Z Face 1 Face 2
op
y p+ ™ dx
4 dz ’ <« 0x
X

~ dy
dx

Figura 3-Balanco de pressao
A componente de forca de superficie resultante na direcdo x, devido as pressdes
é dada por:
] a
Fyx = pdydz — (p + 32 dx) dydz = — 2 dxdydz (3.28)

De forma anéloga, pode se demonstrar que a forca de superficie resultante nas

direcOes y e z sdo dadas por, respectivamente:

) a

F,y, = pdxdz — (p + idy) dxdz = —%dxdydz (3.29)
) d

E,, = pdxdy — (p + a—z dz) dxdy = — a—i dxdydz (3.30)
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Dividindo as equacdes (3.28) a (3.30) pelo volume do fluido obtém-se a forca de

superficie por unidade de volume como:

d

fox = =3 (331)
d

foy =%, (3.32)
0

for = —%; (3.33)

Substituindo as expressdes da forgca de campo por unidade de volume (equagdes
3.25 a 3.27) e da forca de superficie por unidade de volume (equac@es 3.31 a 3.33) na
equacdo (3.23) em componentes x, y € z, obtém se as seguintes equac6es, denominadas

equac0es de Euler:

du ou ou ou 1dp
TruZE v Epws=—22 34
6t+u6x+v6y+waz p 0x (33)
v ov v v 10p
— — — —=——— 34
6t+u6x+v6y+waz p o0y (33)
ow ow ow ow 10p
6t+u6x+v6y+waz_ 5z 9 (3.36)

Ou na forma vetorial

av _ 1
3TV VW=—"Vptg (3.37)

Comg = (0,0,—g9)
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3.2.3 Equacao de Laplace e Equacao de Bernoulli.

Se o0 escoamento for assumido irrotacional, define-se uma fungdo escalar

o(x,y,zt) tal que:

V=Vop (3.38)
Ou

u=2 (3.39)
v==22 (3.40)
w=22 (3.41)

Substituindo a equacéo (3.38) na equacao de continuidade de volume, tem-se, a
equacdo de Laplace:

VZp =0 (3.42)

A deducdo da equacdo de Bernoulli segue os procedimentos descritos por DEAN
e DALRYMPLE (1991).

A condicdo de irrotacionalidade implica que:

ow _dv du _ dw dv _ du

E_E’E_E’ﬁ_a (343)

Substituindo as equacdes (3.43) nas equacOes de Euler (equacdes 3.34 a 3.36),

obtém-se:
du  9u?/2 | 9v?/2  ow?/2 _ 1dp
ot + ox + ox + ax  pox (3.44)
v | 9u?/2 n ov?/2 " ow?/2 _ 10p (3.45)
ac ' oy ay ay — pay '
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a_w+au2/2+av2/2+aw2/2 _ _1dp

ot 0z 0z 0z p 0z

(3.46)

Substituindo as equacgdes (3.39) a (3.41) nas equacdes (3.44) a (3.46), obtém-se:

d (ap  1[fap\% | (30\2 | (00\%] |, P) _

st t: |G + G + () |+ =0 (3:47)
210 2 _(a—"’)z + (a—‘p)z + (a—"’)z_ +2l=0 (3.48)
ay (ot = 2|\ox dy az) | o) '

2 a—"’+3_(a—"’)2+(a—"’)2+(a—"’)2_ +2 = (3.49)
az (ot 2 |\ox dy az) | o) 8 '
Integrando as equacdes (3.47) a (3.49) resulta nas seguintes equacdes:

941 _("’—"’)2 + ("’—"’)2 + ("’—"’)2_ +2=C(y,z1) (3.50)
at 2| \ox ay az) | o Yz '
941 _("’—"’)2 + ("’—"’)2 + ("’—"’)2_ +2=C'(x21) (3.51)
at 2| \ox ay az) | o P '
941 _(a—‘”)z + (a—"’)z + ("’—"’)2_ +2=—gz+C"(xy,1) (3.52)
at 2| \ox ay az) | o 8 L '
Onde: C(y,z,t), C'(x,z,t) e C"(x,y,t) sdo constantes de integracao.

Nas equacdes (3.50) a (3.52), o membro esquerdo € igual, portanto:

C(y,z,t) =C'(x,z,t) == —gz+ C"(x,y,1) (3.53)

A equacdo (3.53) mostra que as fungdes C, C' e C"" dependem apenas do tempo.

Logo, a equacdo resultante é:

il G + G+ E= o

A forma permanente da equacdo (3.54) é denominada de equacdo de Bernoulli.

(3.54)

DEAN e DALRYMPLE(1991) denominou a equacdo (3.54) de equacéo de Bernoulli na

forma transiente ou simplesmente equagéo de Bernoulli.
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A equacdo (3.54) mostra que em cada instante de tempo, a pressao pode ser
determinada a menos de uma constante, desde que o campo de velocidades seja
conhecido. Esta constante ndo afeta o gradiente de pressdes ou ainda, pode ser
adicionada ao potencial de velocidade sem afetar o campo de velocidades, uma vez que

seu gradiente permanecera 0 mesmo.
3.3 Escoamento de Fluido no Meio Poroso

Os meio porosos sdo caracterizados pela existéncia de espagos Vvazios

interconectados ou ndo, denominados poros.

Define-se porosidade como a razdo entre 0 volume dos espagos vazios e 0

volume total do meio, matematicamente, tem-se:

(3.55)

v,
n, =—
Vr

Onde: n,, é a porosidade do meio, ¥, é o volume do vazio, V; é o volume total.

Quando os espagos vazios estdo interconectados de modo que a agua possa
circular livremente a porosidade é denominada de porosidade efetiva e é a mais
importante para a descricdo do escoamento em meios porosos (PRODANOFF, 1991).

Daqui em diante a porosidade é considerada efetiva.
3.3.1 Lei de Darcy e a Equacédo de Movimento

Em 1856, Henry Darcy ao realizar medicGes de vazdo em um cilindro de areia,
homogéneo e saturado, variando as condi¢Ges de carga nos extremos e comprimento

entre esses extremos, concluiu que a vazdo era proporcional ao gradiente da carga

piezométrica (h, = % + z) e inversamente proporcional ao comprimento. Ele originou

empiricamente a seguinte lei:
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Q= —k,AZx (3.56)

Onde: Q é vazdo, k;, é condutividade hidraulica, A é area de se¢do, x é a direcao

do escoamento.

O sinal negativo que aparece na equacdo (3.56) é devido ao fato que o

escoamento se processa na diregdo da maior para a menor carga piezometrica.

A equacdo (3.56) pode ser escrita em termos de descarga especifica:
q=—k,— (3.57)
Onde: q = % é a descarga especifica, ou seja, vazdo por unidade de area.

Embora a descarga especifica possua unidades de velocidade, ela se refere a uma
taxa de escoamento por unidade de area e ndo velocidade. A velocidade ocorre apenas
nos poros. A razao entre a descarga especifica e a velocidade sera igual a razéo entre a

area dos poros e a area total (CABRAL, 1985):

u, = -- (3.58)

Onde: u, € a velocidade de infiltragdo nos poros na direcéo x.

Para um meio isotropico e homogéneo, a lei de Darcy pode ser escrita na forma

generalizada para escoamentos tridimensionais:
V,=——Vh, (3.59)

Onde: V,, é o vetor velocidade de infiltragdo nos poros.

A condutividade hidraulica k; depende das caracteristicas do meio poroso e do

fluido:

ky, = <2g (3.60)

v
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Onde: v é coeficiente de viscosidade cinematica da agua e k,, é coeficiente de

permeabilidade intrinseca do meio.
Neste trabalho, o escoamento no meio poroso é considerado homogéneo e
isotropico.

De acordo com MDOUGAL (1993) apud HUANG et al. (2003), quando a
porosidade (n,,) e o tamanho dos grdos (Di) sdo conhecidos, o0 coeficiente de

permeabilidade intrinseca k,, é determinado pela seguinte formula empirica:

nj,

(1-ny)? '

Di(mm)
Do

1,57
] Do =10 mm (3.61)

kp = 1,643x1077 |

A lei de Darcy é valida para escoamentos laminares que geralmente ocorrem a
baixas velocidades. Experimentalmente, observam-se desvios no escoamento dos
fluidos em relacdo a aqueles previstos pela equacdo de Darcy e vérias terminologias tém
sido usadas para descrever esta caracteristica tais como: escoamento nao-Darcyano,

escoamento inercial ou escoamentos a altas velocidades (ZENG e GRIGG, 2006).

Esta limitacdo da aplicacdo da lei de Darcy motivou a procura de equacdes de

movimento alternativas a equacéo de Darcy.

WARD (1964) apud SOLLIT e CROSS (1972), apresentou uma equacdo de
movimento para meios porosos que leva em conta os efeitos turbulentos para regime de

escoamento permanente:

£ — _Vwy _ Cme
pV(p +pgz) = . Vy 5 Vo Vol (3.62)

Onde k, é coeficiente de permeabilidade intrinseca, C; € coeficiente da

resisténcia turbulenta.
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O membro do lado esquerdo da equacdo (3.62) representa a forca devido ao

gradiente de pressao hidrodinamica.

Ambos membros do lado direito da equacdo (3.62) representam forcas de
resisténcia ao escoamento sendo o termo linear mais importante em escoamentos
laminares e o termo do segundo grau mais importante em escoamento a altos nimeros

de Reynolds.

SOLLIT e CROSS (1972) propuseram um modelo alternativo para incluir
efeitos inerciais causados pela massa virtual dos grdos discretos do meio, conforme a

seguinte equacdo:

Wy _ 1 _ Vg G
o = pV(p+pgz) . Vy T Vo Vol (3.63)

Onde: S=1+[1—n,)/n,]Cy é o coeficiente inercial, C,, é o coeficiente

de massa adicional.

O termo do lado esquerdo da equacdo (3.63) representa os efeitos inerciais e 0

restante dos termos sao aqueles definidos na equacéo (3.62).

HUANG et al. (2003) propuseram uma equacdo semelhante a equacdo de

Navier-Stokes:

av. _ 1 uny, Cfn‘%,
6_tp + Vp ) VVp = —;V(p + ng) + UVZVp - EVP - ﬁVp|Vp| (364)

Onde: (¢ ¢ coeficiente de resisténcia turbulenta.

O novo termo vVZVp indica a forca viscosa que atua na superficie de contato

entre o fluido e os grdos do meio poroso.

O coeficiente da resisténcia turbulenta Cr € determinado através da seguinte
equacdo (ARBHABHIRAMAR e DINQY, 1973, apud, HUANG et al. 2003):
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\1/2 -15
¢; = 100 lDi(mm) (k—:) l (3.65)

O coeficiente inercial S é determinado experimentalmente.

3.3.2 Conservacao de Massa e Equacao de Laplace para o Meio Poroso

A deducdo da equacdo de conservacdo de massa N0 meio poroso segue as

mesmas diretrizes como aquelas para o meio fluido.

Consideremos um volume infinitesimal do meio poroso tal como indicado pela

figura 4.
2 Face 1 Face 2
d(puy,n
y puyn,dydz (pupnw + (Pap w) dx) dydz
dz —_ x
X dy

dx

Figura 4 - Balanco de massa no meio poroso

O fluxo de massa resultante na direcdo x é dado como o fluxo de massa que sai

na face 2 menos o fluxo de massa que entra na face 1, matematicamente resulta em:

3 (pupny)
AM,, = =2 dxdydz (3.66)

Analogamente, para as diregdes y e z tem-se, respectivamente:

a( w)

AMyy, = =2 dxdydz (3.67)
a( w)

AMyy, = =2 dxdydz (3.68)

O fluxo total de massa resultante é a soma dos fluxos de massa resultantes nas

direcbes x,y e z :

_ [9(pupny) | 9(pupnw)  9(pupny)
AM, = |ZEp)  ZPeRe) | TP dxdydz (3.69)
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Na auséncia de fontes ou sumidouros de massa, o fluxo total de massa resultante

somado a variacao total de massa no volume por unidade tempo devera ser igual a zero:

d(pupny) , 9(pupny) d(pupny) a(pnw) _
|[Fopt DRy ZPM) dxdydz + 222 dxdydz = 0 (3.70)

Dividindo a equacéo (3.70) pelo volume infinitesimal dxdydz tem-se:

d(pupny) | 0(pupny) , 9(pupny) a(pnw) _
[ ox T ax 1T ox ]+ oc =0 (3.71)

A equacdo (4.71) pode ser escrita na forma:

V- (pny, V) + 2222 = (3.72)

Se 0 meio poroso for indeformavel, a porosidade efetiva pode ser retirada dos
parénteses e resulta em:

ap _

V- (pV,) + 5 =0 (3.73)

Para escoamento permanente e incompressivel tem-se:

V-V,=0 (3.74)

A equacdo (4.74) representa a equacdo de continuidade de volume para o meio
pOroso.

Substituindo a equacéo (4.74) na equacdo (3.59) e tendo em atencdo a expressao
para a carga piezométrica, resulta:

Vi(p +pgz) =0 (3.75)

O termo entre parénteses na equacao (3.75) representa o potencial de velocidade
para 0 escoamento em meio poroso governado pela lei de Darcy. Considerando
p* =p + pgz, aequacdo (3.75) toma a forma:

Vip* =0 (3.76)
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4. GERACAO E PROPAGACAO DE ONDAS DE GRAVIDADE EM

TANQUE NUMERICO BI-DIMENSIONAL

Tanques numéricos tém sido largamente usados para simula¢des numéricas de

ondas de gravidade (GRILLI et al., 2002; REIS, 2009, SAGHI et al., 2012).

A figura 5 mostra um tanque numérico bidimensional para geracdo de ondas

gravitacionais usado neste trabalho.

Adota-se um sistema de coordenadas cuja origem coincide com a profundidade
méaxima da coluna de dgua em repouso. O eixo z é direcionado verticalmente e o sentido
para cima, enquanto que, o eixo X é direcionado horizontalmente e o sentido para a

direita. Ambos 0s eixos tem inicio de contagem a partir de zero, conforme a figura 5.

[} O VA

S 3 | Superficie li

Q 3 uperficie livre V4 O

D o Pty o O

ﬁ ﬂ‘ — =’ :

o -4 5 =2

o © ) p ® O

= 5 Fluido (Agua) g 3
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Figura 5 - Tanque numérico de geragdo de ondas

As ondas sdo geradas através do movimento do contorno lateral esquerdo de
forma que represente um pistdo. A trajetoria e a velocidade do pistdo sdo funcdes de
tempo prescritas. No caso particular de geracdo de ondas longas que séo objeto de
estudo neste trabalho, aplica-se a metodologia de GORING (1979) descrita no anexo B.

Daqui em diante, o contorno lateral esquerdo é designado de gerador de ondas.
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Na secdo 4.1 descreve-se o0 problema de valor de contorno e inicial para a
geracdo e propagacdo de ondas sobre fundo impermeavel e na secdo 4.2 inclui-se o

meio permeavel.

O tratamento do fundo impermeavel constitui uma etapa importante para a
verificacdo da consisténcia do modelo atraves da verificacdo das medidas de

conservacao (energias mecanicas) como sera visto mais adiante (capitulo 7).

4.1 Fundo Impermeével

Para a geracdo e propaga¢do de ondas de gravidade sobre fundo impermedvel,

considera-se a figura 6.

ZA

‘ 13 v

Meio Fluido Livre

v

0 / / X

Figura 6 - Geragdo e propagacado de ondas sobre fundo impermeavel

Na figura 6, h é o nivel de &gua em repouso; L é o comprimento do canal ; n é
elevacdo da superficie livre em relacdo ao nivel de repouso e S, € o deslocamento

méaximo do pistao.
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Equacao governante e condicGes iniciais

Como foi escrito anteriormente, sob-hipotese de escoamento incompressivel e
irrotacional, a equacdo governante do escoamento em fluido com superficie livre é dada

pela equacdo de Laplace (equacgdo 3.42) que aqui € repetida por conveniéncia:
Vip(x,z,t) =0 4.1)

O problema de ondas superficiais pertence a uma classe de problemas de valores
de contorno e iniciais, de tal forma que para a determinacdo do campo de presséo e de
velocidades em qualquer instante, necessita-se do conhecimento do estado inicial do

sistema (AZEVEDO, 1991).

O estado inicial do problema no meio fluido livre é dado como a regido do
escoamento delimitada pelos contornos superficie livre do escoamento, superficie de
contato do fluido com o fundo impermeavel, superficie de contato do fluido com o

gerador de ondas e de contato do fluido com a parede lateral direita.

Para cada um desses contornos sdo dados os valores iniciais das variaveis do
problema. Para este estudo sdo dados o potencial de velocidade para a superficie livre e
velocidades normais para as superficies de contato do fluido com o fundo, de contato do

fluido com o gerador de ondas e de contato do fluido com a parede lateral esquerda.
Condigdes de Contorno

Em todos os contornos sdo dadas as leis que regem as propriedades do fluido em

qualquer instante.

Para contornos rigidos e impermeaveis, como € o caso das superficies de contato
do fluido com o fundo impermeavel, fluido com o gerador de ondas e fluido com a

parede lateral direita, assume-se que o fluido ndo penetra e nem se separa. Em outras
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palavras, as particulas em contato com a superficie sdo restringidas a se moverem
somente tangencialmente a superficie de contato mesmo quando essas superficies

também se movem.

Para contornos rigidos, impermeaveis e fixos (superficies de contato do fluido
com o fundo impermeéavel e fluido com a parede lateral direita), a velocidade do fluido

na direcdo normal é prescrita como nula em qualquer instante:

vnzg—izwp-nzo (4.2)

Para contornos rigidos, impermeaveis e em movimento com velocidade normal
U,, (superficies de contato do fluido com o gerador de ondas), as particulas do fluido

obedecem a seguinte equacao:
vnza—izwp-n:Un (4.3)

Para todos esses contornos acima citados, a posi¢do € conhecida em todos instantes

através da prescricdo da lei de movimento.

Para a superficie livre, desconhece-se em geral sua localizacdo no instante futuro
e sua velocidade na direcdo normal no instante atual. Por isso € necessario duas
condicdes de contorno, a cinematica e a dinamica. Por ser uma superficie material €
mais vantajoso descrevé-la usando o método de Lagrange. Isso implica que sua posi¢édo

é determinada seguindo a trajetéria das particulas do fluido conforme a equacéo:

X~ v (4.4)

Dt

Embora desnecessario para a metodologia empregada aqui, existe uma
alternativa para a condigcdo cinematica da superficie livre. Essa alternativa supfe que a

superficie livre seja descrita pela seguinte equacéo:
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z =n(x,t) (4.5)
n(x,t) -descreve a variacdo da superficie livre.

Equivale em afirmar que a qualquer instante, particulas do fluido que compdem

a superficie livre devem satisfazer a seguinte equacao:
F(x,z,t) =z—n(x,t) =0 (4.6)

Desde que as particulas do fluido pertencam a uma superficie material, a

derivada material da fungdo acima deve ser nula em todo instante.

DF _

a
==L (V- —-2) =0 (4.7)

Que pode ser escrita como:

an on
— u —
at + 0x

—-w=0 (4.8)
Muitos pesquisadores preferem a abordagem descrita pela equagdo (4.4),
argumentando que a outra abordagem s6 é valida quando n(x, t) é funcdo, ou seja, cada

valor de x e de t, corresponde apenas um anico valor de n(x, t).

A segunda condicdo de contorno para a superficie livre é a condi¢do de contorno
dindmica. A superficie livre ndo suporta variacdo da pressdo sobre ela, ou seja,
qualquer variacdo da pressdo sobre ela fara com que haja resposta na forma de

movimento tendendo a manter a presséo uniforme (REIS, 2009).

p(x,n,t) =p (4.9)
A condicdo de contorno dinamica na superficie livre é dada pela equagédo de

Bernoulli. Quando uma pressdo constante p é aplicada sobre a superficie livre, a

equacéo de Bernoulli toma a forma:

P 1 2, 9% _
ST gnt+3IVel* +50=0 (4.10)
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Reescrevendo a equacdo (4.10) usando a notacdo da derivada material ou total

tem-se:

be _ P, 1 2 _
o= ", T3IVel* —gn (4.11)

4.2 Fundo permeavel

Para a inclusdo do meio permeavel, a regido de estudo é subdividida em dois

subdominios: meio fluido livre e meio poroso ( observe a figura 7).

Meio Fluido Livre

0 .
Meio poroso hp

A
™~
\ 4

77777,

Figura 7 - Geracédo e propagacéo de ondas sobre fundo permeavel
Na figura 7, h,, é a profundidade do meio poroso; L, € o comprimento do meio
poroso. No meio fluido livre sdo validas as caracteristicas descritas na se¢éo 4.1.

Para cada um dos meios descrevem-se as equacles governantes, condicdes de
contorno e condicdes iniciais. Na descricdo das condi¢fes de contorno e iniciais tem-se

em conta a continuidades das propriedades na superficie de contato entre 0s meios.
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As ondas sdo geradas de tal forma que alcancem o fundo permeavel apds

propagarem-se sobre um fundo impermeéavel, como mostrado na figura 7.

Equacao governante e condicdes iniciais

No subdominio correspondente ao meio fluido com superficie livre sao validas a
equacdo governante, condicdes iniciais, e de contorno descritas no subcapitulo (4.1),
com excecdo de parte da superficie de fundo que é permeéavel, pois, esta em contato

com 0 meio [pOroso.

Na superficie permeavel, as condi¢bes iniciais sdo desconhecidas e sua

determinacéo faz parte do problema.

Equacdo governante no meio poroso

A equacdo governante do escoamento no meio poroso, é a equacdo (3.76) que

aqui € repetida por conveniéncia:

V2p* =0 (4.12)

Condigdes de contorno para 0 meio poroso

No meio poroso a condi¢do de contorno nas superficies impermeaveis, que sao a

superficie lateral direita e superficie lateral esquerda, e a superficie mais no fundo é:
—— =Vp*n=0 (4.13)

Para a superficie em contato com o meio fluido descreve-se a continuidade das

propriedades. A pressao e o fluxo normal de massa deverdo ser continuos.
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Considerando que p = p* — pgz e substituindo na equacédo (3.54) para a constante de

integracdo nula, resulta:

~oe a0y (22)] -2 (@.14)

at 2| \ox 0z p

A continuidade de fluxo de massa implica em:

99 _ _ _kp 0P
an  vnyp on (4.15)

Os termos nao - lineares na equacao (4.14) serdo desprezados. Dai tem-se :

ap _p’
~2_p (4.16)

31



5. SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA DE VALOR INICIAL E

DE CONTORNO

A propagacdo de ondas ndo-lineares sobre fundo permeéavel formulada, constitui
um problema governado por equagdo de Laplace tanto para o meio fluido livre bem

COMO para 0 meio poroso.

O método de elementos de contorno é uma boa escolha para solucionar
problemas governados pela equacdo de Laplace com superficie, desde que, LONGUET-
HIGGINS e COKELET (1976), introduziram a formulacdo mista Euleriana-
Lagrangiana (MEL). A formulagdo MEL consiste em solucionar o problema de valor de
contorno (Parte Euleriana) e avancar no tempo atraves das derivadas materiais da
posicdo e do potencial de velocidade da superficie livre, a fim de atualizacdo da
geometria e da condicdo de contorno do préximo passo (Parte Lagrangiana),
respectivamente. Isto justifica-se pelo fato do surgimento de sistema de equa¢Ges com
dimens@es reduzidas; resultados da derivada normal do potencial de velocidade s&o
obtidos com alto grau de precisdo; apresenta resultados precisos no dominio apés a

solugéo do problema de valor de contorno.

Neste estudo, 0 avan¢o no tempo é resolvido pelo método de Runge-Kutta da
quarta ordem, pois, este metodo ndo necessita de informagdes em instantes de tempo

anteriores. Apenas o estado atual € suficiente para atualizacéo.

Na proxima segdo, descrevem-se os fundamentos do método de elementos de
contorno para a solugdo da equacdo diferencial que governa o problema ( equacdo de
Laplace) constituindo a parte Euleriana do MEL e na secdo seguinte descrevem-se 0S
fundamentos do método de avanco da superficie livre e do seu potencial entre os tempos

constituindo a parte Lagrangiana.
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5.1 Fundamentos do Método de Elementos de Contorno

O método de elementos de contorno consiste na transformacdo da equacdo
diferencial governante (equacdo de Laplace) e as condi¢Ges de contorno, em uma
equacdo integral de contorno envolvendo somente as variaveis no contorno, sua
discretizacdo e solucdo do sistema de equagdes algébricas resultante. Os valores no
interior do dominio podem ser determinados ap6s o conhecimento dos valores de

contorno.

Em problemas de ondas superficiais as varidveis sdo o potencial de velocidade e

a derivada normal do potencial de velocidade.

O método de elementos de contorno pode ser formulado a partir de duas

aproximagdes chamadas formulacéo direta e formulagéo indireta.

A formulacéo indireta baseia-se pelo fato de que qualquer funcdo satisfazendo a
equacdo de Laplace pode ser representada por uma distribuicdo de fontes, escoamentos
potenciais podem ser modelados usando-se potenciais de camada simples ou de
camadas duplas, induzidos por uma distribuicdo continua de fontes no contorno.
Impondo a satisfacdo das condigbes de contorno, obtém-se equacOes integrais que
envolvem a densidade da fonte como incognita. Essas equacgdes integrais podem ser
resolvidas numericamente discretizando o contorno em elementos nos quais se admite
certa variacdo das densidades das fontes. O nome formulacédo indireta deriva do fato de
que as incognitas primarias sdo as densidades e ndo os potenciais de velocidade ou
derivadas normais de potenciais de velocidade. Esta abordagem apresenta a
desvantagem conceitual da introducdo das densidades de fonte que usualmente nao tém

relacdo com a fisica do problema (AZEVEDO, 1991).
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A formulacéo direta faz 0 uso de uma das seguintes opgdes: segunda identidade
de Green (CABRAL, 1985, AZEVEDO, 1991), teorema integral de Cauchy (VINJE e
BREVIG, 1981, DOLD e PEREGRINE, 1984) e residuos ponderados (MANSUR et
al.,1995). O teorema integral de Cauchy tem a desvantagem de ndo permitir sua

expansdo natural para problemas tridimensionais.
5.1.1 Formulacéo direta da equacéo integral de contorno

Seja Q uma regido do plano limitada pelo contorno fechado I', como mostra a

figura 8, e seja T um vetor campo atuando nessa regiao.

1 n

Figura 8-Regido de aplicagdo do campo vetor

O teorema de Gauss ou teorema da divergéncia estabelece que o fluxo total do
vetor campo T que atravessa a superficie fechada I' deve ser igual a integral de volume

da divergéncia desse vetor:
Jp T-ndl'= [ V-1dQ (5.1)

Se ¢ € uma funcgdo potencial na regido Q, para qualquer contorno fechado I' em

Q, resulta:
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a
J. Vo -ndr = [, ﬁdr = [, V> pdQ (5.2)
Primeira identidade de Green

Substituindo T = ¢V no teorema de Gauss, obtém-se

Jo ®Vo - ndl = [ V(¢pVp)dQ (5.3)
Aplicando a regra de cadeia do integrando do lado direito da equacdo (5.3) e

tendo em conta que no integrando do lado esquerdo Vo - n = Z—‘j tem-se:

a
Jp ¢52dl = [, VoVedQ + [, pV2pdQ (5.4)
Segunda identidade de Green

O mesmo procedimento pode ser efetuado trocando as fungdes ¢ e ¢ entre si
P 2
J; @-dl = Jo, VoVedQ + [, @V?¢pdQ (5.5)

Subtraindo membro a membro a equacdo (5.5) pela equacédo (5.4) obtém-se a

segunda identidade de Green

[o (@32 — ¢2B)dr = [ (¢V?¢ — pV2p)d0) (5.6)

Nas expressdes das identidades de Green, as funcOes ¢ e ¢ devem ser no

minimo duas vezes diferenciaveis.
Derivacao da Equacéo Integral de Contorno

Define-se como solucdo fundamental de uma equacdo diferencial, a solucéo
correspondente a uma fonte pontual unitaria aplicada em uma regido infinita. Para
escoamentos potenciais, como o problema de ondas superficiais em estudo, a solugéo

fundamental corresponde ao potencial de velocidade em um ponto p qualquer da regido
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infinita e homogénea do fluido, induzido pela presenca de uma fonte unitaria no ponto
S.
Essa situacdo pode ser escrita matematicamente da seguinte forma:

&(s,p)

VZp(s,p) = —

peQ (5.7)
Onde: ¢ é solucdo fundamental no dominio infinito Q* que contém Q e (s, p) é
a funcdo delta de Dirac.

A solucéo fundamental em duas dimensdes é dada por:
$(s,p) = —5-In(r) (5.8)

Onde: r ¢ a distancia entre o0 ponto campo p e ponto fonte s.

Quando isolamos o dominio Q < Q*, limitado pelo contorno fechado T, a

derivada normal da solucdo fundamental no contorno fechado T', é dada por

__0¢(sP) 1 ﬂ
~ én 2trp dn

v*(s,P) = V¢(s,P)'n (5.9)

A letra maiuscula P refere ao ponto no contorno I e a letra minuscula p refere-se

a ponto no dominio.

Lembrando que os potenciais satisfazem a equagao de Laplace e tendo em conta
a definicdo da solucdo fundamental através da equacdo (5.7), a segunda identidade de

Green transforma-se em:

Jo #®) - 8(s,p)dUp) = [. (¢(s,P) - v(P) — p(P)v*(s,P))d['(P)  (5.10)

d¢p(P)

Onde v(P) = o

Como pode ser visto a partir da equacéo (5.10), para determinar o potencial em
qualquer ponto do dominio é necessario o conhecimento de ambos, o potencial de
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velocidade e a derivada normal do potencial de velocidade no contorno. Conforme as
condi¢cbes de contorno, em geral, onde o potencial de velocidade €é conhecido

desconhece-se a derivada normal do potencial de velocidade e vice versa.

Para suplantar esta dificuldade, toma-se o ponto fonte na equacdo (5.10) cada
vez mais proximo do contorno e no limite quando este ponto tende ao contorno, obtém-
se uma equacdo integral de contorno que relaciona apenas as variaveis ¢ e v no

contorno. Pode se demonstrar que a equacdo (5.10) reduz se a:

C(S)e(S) = [ (@S, P)-v(P) — p(P)v*(S,P))dl (5.11)
onde para o caso bidimensional c(S) = % e 6 é o angulo interior do dominio no
ponto fonte S do contorno.

A equacdo integral (5.11) corresponde a base do método de elementos de

contorno e recorre-se a procedimentos numéricos para sua solucdo, como parte

complementar do método.
5.1.2 Procedimentos numeéricos

A solucdo analitica da equacdo integral de contorno é possivel em geometrias e
condicgdes de contorno bem simples. Na maioria dos problemas que ocorrem no dia a
dia as geometrias e condi¢des de contorno sdo bem complexas dai que os procedimentos

numéricos desempenham um papel importante.

Existem algumas etapas que devem ser levadas em conta, tais como

(AZEVEDO, 1991):

e O contorno original é subdividido por um numero finito de

elementos onde as variacGes espaciais de ¢ e v nos elementos sdo
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aproximadas usando funcdes que interpolam localmente seus
valores em pontos nodais.

e A equacdo integral de contorno (5.11) é aplicada de forma
discretizada para cada ponto nodal do contorno. Surge uma soma
de integrais de cada elemento que geralmente é calculada
numericamente. Este procedimento produz um sistema de N
equacOes algébricas envolvendo N valores nodais de ¢ e N
valores nodais de v.

e As condi¢Bes de contorno sdo impostas nos nds usando valores
conhecidos quer seja de ¢ ou de v. Assim, o sistema é reduzido a
N equacdes algébricas com N incdgnitas.

e Apos a obtencdo da solucdo do contorno, os valores no interior

podem ser calculados.
Na sequéncia, as quatro etapas acima sao sucintamente descritas.

Apos a subdivisdo do contorno em um numero finito de elementos escolhe-se

uma aproximacdo geomeétrica e funcional.

As aproximagOes geométricas mais usuais sdo a linear e a quadratica. A
aproximacdo geométrica linear consiste em subdividir o contorno em segmentos retos,
enquanto que a aproximacdo geométrica quadratica subdivide o contorno em segmentos

curvos (parabolas).

As aproximacgodes funcionais descrevem a variagdo dos valores do potencial e da
derivada normal do potencial de velocidade (velocidade normal). Elas podem ser
constantes ou polinomiais, embora uma constante possa ser considerada como

polinbmio de ordem zero, sua clara distin¢do torna-se necessaria. Uma aproximagédo
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constante considera que os valores de ¢ e v ndo variam dentro do elemento e s&o
associados ao n6 médio. Na aproximacao linear os valores de ¢ e v variam linearmente
entre 0s nos extremos do elemento. Uma variagdo quadratica associa os valores dos nos
extremos e 0 n6 médio. E importante salientar que variagbes de ordem maior também

séo apresentadas por alguns autores (GRILLI et al.,1989).

Este trabalho segue as diretrizes do modelo de propagacdo de ondas ndo-lineares
desenvolvido inicialmente por AZEVEDO(1991). O modelo utiliza uma aproximagéao
quadratica tanto para a geometria assim como para as funcdes ¢ e v ao longo de cada

elemento no contorno. Dai 0 nome aproximacao isoparamétrica quadratica.

Desde que os pontos fonte e campo encontram-se apenas no contorno, a

distingdo entre pontos no contorno e no dominio ndo é necessaria.

A figura 9 mostra um contorno subdivido em elementos com aproximacgao

quadrética, onde é possivel observar os nds em cada elemento.

Elemento quadratico

—

o
X

Figura 9-Discretizacéo do contorno em 2 dimensdes

Apos a subdivisdo do contorno em elementos, as integrais da equagdo (5.11)
podem ser substituidas por uma soma de integrais em cada elemento. E aplicando a

equacéo para cada ponto nodal tem-se:
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CEDe&) = £=1 fre (¢(Ei'x) Ve (X) — 9. (%) - U*(fi,x))dr (x) (5.12)

Onde E é o numero de elementos de contorno e T, é a linha que corresponde o

elemento o qual ocorre a integracao.

As coordenadas cartesianas em qualquer ponto de cada elemento x,e y, séo
expressas em termos de funcfes de interpolacdo [N] e seus valores em pontos nodais

conhecidos X(™ ¢ y(m),
x© = [N]x (™ (5.13)
7@ = [N]zm (5.14)

O mesmo procedimento serve para os valores do potencial ¢, e a velocidade
normal v,, que sdo expressos em termos das mesmas funcdes de interpolacdo [N] e seus

valores nodais @™ e Y™ respectivamente

@ = [N]®™ (5.15)
v, = [N]Y™

(5.16)
Onde [N] = [N;(9) N,(9) N5(9)] (5.17)

e 0s polindmios interpoladores séo:

N, (9) = (0 — 1)9 (5.18)
N,(9) = (1 —9)(1 +9) (5.19)
N;(®) = (0 + 1)9 (5.20)
Comd € [-1;1] (5.21)
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As funcbdes de interpolacdo foram expressas através de uma coordenada
adimensional ¥ e a transformacdo das coordenadas cartesianas para essa coordenada é

feita através de:
dr = |J|d9 (5.22)

Onde | ¢ o jacobiano de transformacéo de coordenadas € dado por:

=G+ G (529

Os valores das coordenadas dos nds no elemento genérico (e) sdo dados na

forma:
X1
¥ = (X2> (5.24)
X3
Zy
2m = <z> (5.25)
Z3
e os valores do potencial de velocidade e velocidade normal nos n6s sdo dados
na forma:
@,
oM = (cb2> 5.26)
D5
Y;
Yo = <y> 5.27
Y;

A contagem dos nos é realizada no sentido de deixar o dominio a esquerda do

vetor normal ao contorno T'.

Considerando as equacdes (6.15) a (6.16), a equacao integral de contorno na

forma discretizada, toma a seguinte forma:
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Cipi + 2= {[;, vie - INJT} ™ = B, {[ e - N1} Y™ (5.28)

Na equacdo (5.28), na parte do contorno onde o potencial é conhecido,
desconhece-se a velocidade normal e vice-versa. Ao calcular as integrais, obtém-se um
sistema de equacOes algébricas que relacionam apenas os valores do potencial de

velocidade e velocidade normal no contorno.

As integrais em cada elemento envolvendo a derivada normal do potencial de
velocidade da solucéo fundamental, o potencial de velocidade da solugéo fundamental e
as funcgdes de interpolacdo sdo denominados de coeficientes de influéncia. Isto porque
elas relacionam os valores de ¢ de um ponto nodal i com os valores de ¢ e de v do

elemento campo (e).

Em geral, para o calculo dos coeficientes de influéncia sdo usados métodos de
integracdo numeérica tais como as formulas de Newton-Cotes e a quadratura de Gauss-

Legendre. Existem muito poucas situacdes em que os calculos sdo feitos analiticamente.

Quando o ponto fonte pertence ao elemento no qual estd ocorrendo a integracéo,
havera uma singularidade nesse ponto devido a r = 0. Neste caso, esquemas especiais
de célculo deverdo ser considerados. As integrais devem ser calculadas no sentido de

Valor Principal de Cauchy (BREBBIA et al, 1984).

Neste trabalho emprega-se a quadratura de Gauss-Legendre juntamente com 0
esquema de TELLES (1987) que sera descrito mais adiante, para o calculo de todos os
coeficientes de influéncia regulares, quase singulares (quando o ponto fonte esta

préximo do elemento) e singulares. Este procedimento foi adotado por JAIME (1995).
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Coeficientes de influéncia

Como foi escrito anteriormente, a integracdo numérica é feita pelo método da

quadratura de Gauss- Legendre e consiste em:
BEn = [, 016 (9) Ny (9)dT = [ b5 (9N, (9)])(9)]d0 =
Y= Vie ONy (91 (910 [0 (5.29)

gon = I, $1e(9) Ny (9)dT = [ i (9N (9)[) ()]0 ~
Yzt Pie O)Nm (O] (01 [0 (5.30)
Onde Ké o numero de pontos de integracdo e w; € 0 peso associado ao ponto k
de abcissa 9.
m=1;2;3 (5.31)
A integracdo numeérica por meio da quadratura de Gauss permite integrar

polindmios exatamente da ordem 2K — 1.

Aqui adota-se um esquema adaptativo, no qual a escolha do nimero de pontos
de Gauss depende da distancia minima ( D,,;, ) do ponto fonte ao elemento no qual
ocorre a integracdo. O numero de pontos de integracdo reduz com o aumento de D,;y,,

porque a solugdo fundamental varia mais suavemente dentro do elemento.

Melhorias substanciais sdo obtidas quando estes critérios seletivos sdo usados
conjuntamente com esquemas mais sofisticados de integragéo. Pela simplicidade adota-
se 0 esquema de TELLES (1987). Nesse esquema a quadratura de Gauss € usada apds

uma transformacéo de coordenadas de n para y conforme:
Iy) =ay>+by?+cy +d (5.32)

Com Jacobiano da transformagéo
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G| = % =3ay?+2by +c (5.33)

Onde a, b, c,d sdo parametros dependentes da posicao relativa entre o ponto

fonte e 0 elemento o qual se integra

Os parametros a, b, c, d sdo determinados a partir das seguintes condi¢Ges

8 _
G(y) = arly s =r (5.34)
I9(1) =1 (5.35)
9(-1) = -1 (5.36)
dzv
aly_s =0 (5.37)

9 ¢é a coordenada adimensional correspondente ao ponto x do elemento (e) mais

préximo do ponto fonte i.

Aplicando as condi¢6es descritas pelas equacgdes (5.34) a (5.37) obtém-se

a=50 (5.38)
h=-3 “Qﬂf (5.39)
o <f+Q37> (5.40)
d=—b (5.41)
Q=1+37 (5.42)

Onde y € o valor da coordenada y correspondente ao ponto do elemento mais

préximo do ponto fonte; 9(7) =9

p= Yo @ F R+ e - JE T+ (549
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[ -2 - 22— g (5.44)

1= 2(1+27) 1+27 1+2F

= __[4F(1 —7) + 3(1 — §2)] (5.45)

p= 3(1+27)3

7 € um parametro livre que depende da distancia minima ( D), de modo a se

obter um erro menor na integracdo no sentido dos minimos quadrados

=20 se 0< D <0,05
7 =0,85+4+0,241In( D) se 0,0 D<1,3 (5.46)
7 = 0,893 + 0,08321In( D) se 1,3< D < 3,618

se D > 3,618

=i
I
[u=y

A distancia D é calculada pela seguinte expressao:

2Dpmin
b= x(9)|9=1—-%(9)|9=—1] (5.47)

Aplicando o esquema de TELLES (1987) acima descrito, os coeficientes de

influéncia tomam a forma:

h/le;z = 11§=1 U:e(yk)Nm(Yk)”(Yk)lIG(Yk)Iwk (5.48)
Gon = 2Kt B ViONm VN Vi) G(yi) lwy, (5.49)

Sistema de equac0es algébricas

Apbs o calculo de todos os coeficientes de influéncia, segue-se a montagem do

sistema de equacdes algébricas.

(5.50)

Colocando o ponto fonte no n6 global i, tem-se a equacéo algeébrica:

Cip; + 25:1[hf1<01e + hi,@ze + hle3(p3e] = ZE:l[glelvle + 9LV2e t+ 953U3e]
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Admite-se continuidade do potencial de velocidade e derivada normal do
potencial de velocidade. Se considerarmos que o n6 global i pode ser posicionado nos N

nos, geram-se N equacdes algébricas com N varidveis de ¢ e N variaveis de v.
A equacéo (5.50) pode ser escrita na forma:
Ciop; + X Hijo; = X, Gyjv; (5.51)

ou alternativamente

=1 Hijoj = 231 Gijy (5.52)
Onde

e §;; € o delta de Kronecker definido como

_(lsei=j
Oy = {O sei #j (5.54)

ﬁij e G;; acumulam todas as contribuicdes de Eij e g;j, respectivamente, dos
elementos que contém o no j. Os nds extremos recebem contribuigdo de dois elementos
gue chegam a esses nds. Os nos intermediarios recebem contribuicdo de um elemento
sO.

A equacéo (6.52) pode ser escrita na forma matricial como:

[Hle = [G]v (5.55)

[H] e [G] s&o matrizes cheias e ndo simétricas de ordem N, ¢ e v sdo vetores

gue contem os valores do potencial e velocidade normal nos N nés.
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O sistema acima origina N equacBes com 2N incognitas que, ao serem
introduzidas as condic¢des de contorno, reduz-se a um sistema de N equagdes com N

incAgnitas.

Para evitar a complexidade no célculo do coeficiente C;, usa-se o fato de que
deve ocorrer um fluxo nulo quando a distribui¢do do potencial sobre regido é uniforme.
Ja que a densidade da fonte é assumida constante, isto implica que a derivada normal
seja nula em todos no6s do contorno. Ou seja, o célculo dos coeficientes de influéncia é
um problema apenas de geometria. Desse modo, os termos da diagonal H;; da matriz
[H] podem ser determinados diretamente através de:

A equacdo (6.56) tem solucdo ndo trivial se e somente se

Que déa o elemento da diagonal da matriz, como:

Hy = — X1 H; (5.58)

Jj*1
Como escrito anteriormente, apds a introducdo das condi¢des de contorno, o

sistema pode ser reordenado e tomar a forma:
[A]x = [R]X (5.59)
onde:

[A] é uma matriz que contém os coeficientes de influéncia que multiplicam as

incognitas;

X € um vetor que contém as incognitas;
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X € um vetor que contém os valores prescritos do potencial de velocidade e sua

derivada na direcdo normal a contorno;

[R] é uma matriz que contém os coeficientes de influéncia que multiplicam os

valores prescritos;

Dado que o lado direito da equacgdo (5.59) é conhecido, o sistema final pode ser

escrito na forma:
[Alx = f (5.60)

O método de Eliminacéo de Gauss é bastante eficiente para o calculo de sistemas

de equac0es lineares.
Possiveis descontinuidades da velocidade normal

Pode acontecer que a velocidade normal seja descontinua em alguns pontos do
contorno. Essas descontinuidades sdo geralmente impostas pelas condi¢des fisicas do
problema. Nos pontos onde haja a descontinuidade da velocidade normal, a
discretizacdo deve ser tal que este ponto esteja entre dois elementos. Na figura 10 é
mostrado o caso de descontinuidade que ocorre neste trabalho. Para outros casos

recomenda-se a leitura do trabalho de JAIME (1995).

&
v A
B
U
U

Figura 10-Descontinuidades da velocidade normal
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No ponto A estdo prescritos o potencial de velocidade a direita e velocidade
normal a esquerda. No ponto B estdo prescritos em ambos os lados a velocidade normal.
Para ambos 0s casos nao se pode forcar a igualdade das velocidades normais nos
elementos adjacentes ao ponto. Existem varias estratégias de superar essa dificuldade, a
saber: refinamento da malha préximo ao ponto; duplicacdo do né; uso de elementos ndo

conformes ou né duplo modificado e o0 uso de elementos de colocacdo ndo nodal.

Aqui se usa a técnica de no duplo pela sua simplicidade. Essa técnica consiste

em duplicar o n6 onde se verifica a descontinuidade como mostrado na figura 11.

Figura 11-Representacéo do n6 duplo

Ao efetuar a colocacdo para cada lado do nd, formam-se duas linhas iguais na
matriz G. As duas equac0es resultantes dessas linhas sdo diferentes quando se aplicam
as condigOes de contorno como as da figura 9. Dessa forma, o sistema de equagdes tem

solugéo.
Campo de velocidades no contorno

O método de elementos de contorno fornece a velocidade normal, onde o
potencial de velocidade é conhecido, e potencial de velocidade onde a velocidade
normal é conhecida. Portanto, apds a aplicacdo do método de elementos de contorno o

problema de valor de contorno torna-se completamente determinado.
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A velocidade tangencial € determinada através da derivada na direcdo do arco do

contorno do potencial de velocidade:

_ 09 _ 0909 _ 109 (5.61)

Ur =% Tasar _ |jlav

As componentes da velocidade nas direcOes x e z sdo dadas pelas expressoes:
U =N,V —Nn,vur (5.62)
W =n,v + n,ur (5.63)

Onde n,, e n, sdo componentes do vetor normal, respectivamente, nas direcdes x

€z
5.2. Avango Temporal

A formulagdo MEL foi introduzida pela primeira vez por LONGUET-HIGGINS
e COKELET (1976) e consiste em seguir a trajetdria de cada né da superficie livre
como particula. Esse procedimento em principio pode ser também usado para os demais
nos pertencentes a outros contornos (TRINDADE, 2003), desde que as forcantes

estejam completamente desenvolvidas.

No presente estudo, a evolugdo da posicdo da superficie livre e seu potencial de
velocidade sdo descritos em termos de equacdes diferenciais da primeira ordem para as
coordenadas x e z, e potencial de velocidade ¢ de cada n6 sendo seguido como
particula. Para as demais superficies sdo descritas suas evolugdes em termos de funcdes

dependentes do tempo, conhecidas a priori.

A seguir descreve-se a metodologia empregada para a evolugdo temporal da

posicao e potencial de velocidade da superficie livre.
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Partindo de um estado de tempo onde os valores de contorno séo conhecidos, a
posicdo e a condicdo de contorno no estado futuro podem ser determinadas através das

seguintes equagdes:

Z=u(t,x) (5.64)
Z=v(ty) (5.65)
2 = f(t,x) (5.66)

Os métodos de solucdo dos problemas de valor inicial baseiam-se no
truncamento da serie de Taylor de uma fungéo continua e diferenciavel, no intervalo de

tempo.

Seja x(t) uma funcgdo continua e diferenciavel no intervalo [t,; t], a expansao

em serie de Taylor dessa funcéo é dada por:

d At)? d? @antal
X(tmsn) = X(bm) + AL (b) + GG (0n) + -+ L0 (6) + ¢ (5.67)
Onde At é o passo de tempo no intervalo e é dado por:
At =ty — tm (5.68)

Onde: t,, e t,,+1 referem-se a instantes anterior e posterior, respectivamente.
e € € 0 erro que é dado por:

_ (At)l+1 d“’lx
T (p+1)! dtltt

(®) (5.69)

t é o instante de tempo entre t,, e t,,+1; NO qual o erro iguala ao somatdrio dos
demais termos de ordem superior na expansao em serie, e I é a potencia do Gltimo

termo.
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O método de Runge — Kutta de quarta ordem tem sido largamente empregado,
pois ndo requer qualquer inicializacéo e as informacdes do estado atual sdo suficientes
para 0 avango no tempo. Neste trabalho adota-se o método de Runge-Kutta de quarta

ordem para a descricdo da evolucdo temporal da superficie livre.

5.2.1 Método de Runge-Kutta de quarta Ordem

O método de Runge-Kutta de quarta ordem usa a seguinte expressao:

X(tme1) = x(ty) + UAt (5.70)
Onde

== (o + 2u; + 2u; + U3) (5.71)
Sendo:

Uy = f(tm, xm) — velocidade no instante atual

At . . . . ~ -
Uy = f(t,,1%Xm + Uo ?) — velocidade na primeira configuragdo auxiliar
2
At . . ~ -
u; =f(t,, 1%+ ?) — velocidade na segunda configuracao auxiliar
2

us = f(tme1, Xxm + uyAt) — velocidade na terceira configuracao auxiliar

No instante inicial, a velocidade u, € determinada através do método de

elementos de contorno.

De seguida, na posse de u, efetua-se uma marcha no tempo usando a metade do

passo temporal:
At
X tm% = X tUo (5.72)
A configuracdo acima é conhecida como primeira configuracdo intermediaria.
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Estando na primeira configuragdo intermediaria, determina-se o valor de u,
usando o mesmo procedimento de célculo de u,, ou seja, 0 método de elementos de

contorno.

Através de u,, determina-se a segunda configuracdo intermediaria usando

metade do passo temporal:
_ At
X tm% = Xm + U (5.73)
Como o mesmo procedimento de calculo de u, e u,, calcula-se u, na segunda

configuracdo intermediaria.

Com o valor de u, determina-se a terceira configuracao intermediaria usando o

passo de tempo:
X(tm) = Xm + U AL (5.74)

Com procedimentos semelhantes de calculos de u,,u; e u, calcula-se u; na

terceira configuracdo intermediaria.

Finalmente, com os valores de velocidades calculadas nos sub-passos anteriores,

atualiza-se a posicdo através das equacdes (5.70) e (5.71).
Similarmente se procede para a componente z.

Para a atualizagdo da condicdo de contorno no passo seguinte, muda-se apenas a
forma de obtencéo da derivada material, mas o procedimento de atualiza¢do envolvendo

0s sub-passos mantém-se.

Uma descri¢do mais apurada do célculo das derivadas materiais encontra-se no

capitulo 8, reservado para a aplicacdo no estudo proposto neste trabalho.
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6. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Como foi escrito anteriormente, a formulagdo MEL consiste em desmembrar o
Problema de Valor de Contorno e Inicial (PVVCI) em uma sequéncia de Problemas de
Valores de Contorno (PVC). A mudanga de um PVC para outro, € realizada seguindo-se

0 movimento dos nds do contorno como particulas.
6.1 Discretizacdo do Contorno e Geometria

O contorno € percorrido de tal forma que o dominio esteja localizado a esquerda

do vetor normal e este dirigido para fora do dominio.

N6 duplo 1\ n N6 duplo
Py a Py * Py Py [ [ [ a Py .
Meio Fluido
I I Iy Iy [ ] ['] [ ['] [ [ [ [

No duplo Nos duplos

N6 duplo

Meio Poroso

l, NO duplo

n

No duplo/

Figura 12 - Discretizag&o do contorno

A figura 12 mostra o contorno da regido de estudo discretizado. Nela é possivel

observar 0s pontos onde estdo definidos os nés. No entanto, 0 numero de nos e
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elementos ndo constituem os adotados, pois, aqui se pretende apenas representar

esquematicamente, dando énfase aos elementos essenciais na discretizacéo.

No né duplo, o potencial de velocidade é igual para os dois constituintes e a
velocidade normal € diferente. O n6 duplo fornece as mesmas posicdes geométricas

para cada constituinte.

Na superficie de contato entre o meio fluido e meio poroso, a discretizacéo € tal

gue 0s NOs possuem a mesma posicdo geométrica.

Os contornos sdo discretizados de maneira a assegurar que elementos vizinhos
conservem uma razdo entre os seus comprimentos de 0,5 a 2, evitando o mau

condicionamento na matriz de elementos de contorno.

Substituindo as funcbes interpoladoras (equagbes 5.18 a 5.20) nas equacdes
(5.13) e (5.14) obtém-se as seguintes fungdes polinomiais em 9 para as coordenadas

cartesianas de um ponto genérico dentro de um elemento:
x(9) = x, + 0,5(x3 — x7)9 + 0,5(x3 — 2x, + x3)9? (6.1)
z(9) = z, + 0,5(z3 — z;)9 + 0,5(z3 — 2z, + z3)9? (6.2)

A distancia euclidiana entre o ponto fonte e ponto campo é determinada através

de:

r=(x—x5)%+ (z — 25)? (6.3)

Onde x, e z; sdo as coordenadas do ponto fonte, lembrando que 9 = [—1,1]

dentro do elemento.
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Cossenos diretores, jacobiano, comprimento do arco, vetores unitarios

normal e tangencial.

ds

dz \

—dx

Figura 13-Cossenos Diretores

As expressdes dos cossenos diretores para um ponto campo dentro de um

elemento arbitrario (ver figura 13 ) sdo dadas por:

0z

cosf = o (6.4)

_ _9x
senf = - (6.5)

O comprimento do arco infinitesimal é dado por:

ds = Vdx? + dz? (6.6)

O Jacobiano que transforma as coordenadas cartesianas em coordenada

adimensional 9 é dado por

= (@) + (@) 67

Assim sendo, o comprimento infinitesimal do arco é definido por:
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ds = Vdx? + dz? (6.8)
Ou
ds = |J]|dv (6.9)

Usando a equacdo (6.9) e a regra de cadeia, 0s cossenos diretores das equagdes

(6.4) e (6.5) podem ser escritos na forma:

0z dz 39 1 0z
cosf —a—@g—u—lg (610)

Ox dx 09 1 0x
senf = % “a8as . ilas (6.11)

Os vetores unitarios, normal e tangencial sdo por definicdo dados por:
n = (cos6,send) (6.12)

s = (—senb, cosB) (6.13)

O comprimento de um elemento arbitrario do contorno é obtido através de:
1
Jp dn =, J1d9 (6.14)
]

Até este momento todos o0s parametros necessarios para o célculo dos
coeficientes de influéncia foram definidos em termos de coordenada adimensional, de
tal forma que as integracdes numéricas pelo método de Gauss, acoplado ao esquema de

TELLES (1987), tornam-se viaveis.
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6.2 Campo de Velocidades

A velocidade pode ser decomposta nas suas componentes tangencial e normal ao

contorno.

Nos contornos onde é prescrito o potencial de velocidade e geometria conhecida,
a componente tangencial da velocidade é obtida através da derivacdo na direcdo
tangencial do potencial de velocidade. A componente normal é determinada através da
solucdo do problema de valor de contorno pelo método de elementos de contorno. No
presente trabalho, este procedimento é usado para a determinagdo das componentes

normal e tangencial da velocidade na superficie livre.

Quando a velocidade normal é conhecida e a geometria do contorno, o potencial
de velocidade é obtido através da solucdo do problema de valor de contorno. E
procedimento semelhante ao descrito no paragrafo anterior € usado para a determinacéo

da componente tangencial da velocidade.

6.2.1 Fundo Impermeavel

6.2.1.1 Campo de velocidades na superficie livre.
Velocidade tangencial

Na superficie livre é prescrito o potencial de velocidade nulo como condicdo de
contorno. No tratamento computacional esse valor é fornecido para cada né da
superficie livre. Existem formas diferentes de fazer o uso da equagdo (5.61) para a
determinacdo da velocidade tangencial nos nés da superficie livre, como se explica a

sequir:
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)} Para o nd central de todos os elementos, primeiro n6 e ultimo né da
superficie livre, substituir na equacdo (5.61) a coordenada
correspondente. Quando o ponto corresponde ao no extremo situado
entre dois elementos calcula-se para ambos os elementos e determina-se
o valor médio. Esta metodologia fornece bons resultados quando a malha
é refinada o suficiente para desprezar a descontinuidade do vetor
tangencial entre os n6s dos elementos adjacentes (AZEVEDO, 1991).

i) Usar elemento deslizante a partir do segundo né da superficie livre e
aplicar a equacdo (5.61) substituindo a coordenada ¥ correspondente
para 0 né central. Para o primeiro n6 e ultimo nd, substitui-se a
coordenada I correspondente na equacdo (5.61) tendo em atencdo 0s
outros nos que fazem parte do elemento. Este método evita a
descontinuidade do vetor tangencial e ndo necessita de um refinamento

apurado da malha tal como no anterior (JAIME, 1995).

Aqui se usa a metodologia que envolve o elemento deslizante pelas vantagens
descritas na andlise comparativa dos métodos apresentados em JAIME (1995).

Ressalva-se que o grau escolhido é o elemento deslizante da segunda ordem.
Velocidade normal.

Como foi escrito anteriormente, a componente normal da velocidade é obtida
diretamente atraves da solucdo do problema de valor de contorno pelo metodo de

elementos de contorno.
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6.2.1.2 Campo de velocidades no contorno gerador de ondas

O contorno esquerdo é responsavel pela introducdo da onda no dominio, que ao
se propagar interage com o fundo e parte dela é refletida, absorvida ou transmitida e,

eventualmente atinge o contorno lateral direito.

Esta introducdo da onda pode ser feita através da prescricdo da velocidade
normal ao contorno obtida por métodos analiticos ou pela prescricdo do movimento do

préprio contorno.

Neste trabalho opta-se pela prescricdo do movimento do proprio contorno de
forma que o mesmo represente um pistdo. A trajetoria e a velocidade normal como
funcBes de tempo sdo fornecidas a cada instante. A metodologia de GORING (1979)

apresentada no apéndice B é usada para a geracdo de ondas solitarias.

A determinacdo da velocidade tangencial no contorno gerador de ondas é
desnecessaria para o0 presente estudo, mas, ressalva-se que caso fosse necessario, através
da solucdo do problema de valor de contorno pelo método de elementos de contorno
obtém-se o potencial de velocidade e poder-se-ia aplicar a equacdo (5.61) no calculo da

velocidade tangencial.

6.2.1.3 Campos de velocidades nos contornos fundo e lateral direito.

A condicdo de contorno prescrita é velocidade normal nula. A semelhanca com
outros contornos, os valores sdo fornecidos por cada no. A velocidade tangencial é
desnecesséria, uma vez que para este estudo esta varidvel ndo desempenha qualquer

funcéo neste caso.
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6.2.2 Fundo permeavel

Apo6s a inclusdo do fundo permeavel de modo que a onda gerada propague-se
primeiramente sobre um fundo impermedvel, a superficies livre, superficie do gerador
de ondas e superficie lateral direita possuem um tratamento semelhante ao caso de
geracdo e propagacédo sobre fundo impermeével. O mesmo acontece com parte do fundo

impermeavel.
6.2.2.1 Campo de velocidades no meio poroso

No meio poroso, a velocidade normal € nula e prescrita em todas as superficies

impermeaveis (fundo, lateral esquerdo e lateral direito).

Para o contorno que representa a superficie de contato com o meio fluido,
desconhecem-se as variaveis (potencial de velocidade, velocidade normal) e devem ser

determinadas como parte do problema.

6.3 Atualizacbes da Posicdo dos N6s e Condicdes de Contorno

Superficie livre

A posicao dos nos da superficie livre é atualizada considerando seu movimento

como particulas.

A solucdo do problema de valor de contorno fornece a velocidade normal a
superficie livre. A velocidade tangencial é obtida através da derivada tangencial do
potencial de velocidade que é prescrito nesta superficie. Os vetores tangencial e normal

sdo obtidos através da geometria.
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As componentes da velocidade em cada n6 sdo dadas pelas equacdes (5.62) e
(5.63). Estas velocidades sdo usadas para atualizar a posicdo no proximo nivel de

tempo através do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem também é usado para atualizar a
condicdo de contorno no proximo nivel de tempo (potencial de velocidade). A derivada

total do potencial quando € dada por:

Dt

A elevacdo da superficie livre n em relacdo ao nivel médio da agua é
determinada como a diferenca entre a coordenada z da posi¢do do no e a altura do nivel

de 4gua em repouso h. Matematicamente tem-se:
n(x,t) =z(t) —h (6.16)

O no6 da superficie livre em contato com o contorno lateral direito possui
movimento restringido a direcdo tangencial a superficie de contato. Isto se deve a
propriedade de aderéncia a que esta sujeita. Desse modo, uma vez que 0 contorno aqui
envolvido é vertical, esse n6 se move unicamente na direcdo vertical. Ou seja, apenas w
é utilizado para atualizar o deslocamento vertical do n6 e a posicdo x é mantida fixa

para esse no.

O nd em contato com o gerador de ondas do tipo pistdo possui posicdo x e
velocidade nessa direcdo prescrita. Atualiza-se a posigédo z utilizando o esquema de

Runge-Kutta de quarta ordem através da componente vertical da velocidade.
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6.4 Realocagdo do nd intermediario

Durante 0 movimento dos nds como particula, ndo se garante que em cada
elemento, o nd intermediario localizar-se-4 no meio do elemento ou que elementos
vizinhos manterdo uma propor¢do dos seus tamanhos. Quando o nd central ndo se
localiza no meio do elemento, podem surgir erros na solugdo do método de elementos

de contorno comprometendo até o tempo de simulacao.

AZEVEDO (1991) analisou o efeito do deslocamento do nd intermediario e
verificou, por exemplo, que quanto mais esse nd se afasta da posi¢cdo central, mais
pontos de integracdo de Gauss sdo necessarios para calcular o comprimento do arco do
elemento. Ele introduziu um mecanismo de corre¢do que combina a interpolacgao cubica
de um elemento deslizante com o elemento quadratico atual e seus dois vizinhos mais

préximos, com o célculo do comprimento de arco do ponto médio.

ZAMBROZUSKY (1992) corrigiu o problema de deslocamento do né
intermediario através de um mecanismo que ndo obriga esse nd a corresponder 9 = 0,
mas a corresponder ¥ =9 no processo de mudanca para variavel adimensional,

implicando numa mudanca das funcdes de interpolacao.

JAIME (1995) propds um procedimento mais simples de realocagdo do no
intermediario que os outros dois acima citados. Esse procedimento chamou de
“esquema de bombardeio”. O esquema de bombardeio consiste em:

= Escolher um niimero de pontos interno no elemento

= Atualizar a posicao de todos os pontos internos no elemento

= Resolver o problema de valor de contorno para essa nova posi¢ao

atualizada
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= Calcular o comprimento do arco do elemento e obter a posicao
dos pontos em coordenada natural.

= Para o novo valor da coordenada natural, interpolar os valores de
velocidade normal obtidos no ponto anterior, e calcular a

velocidade tangencial.

O modelo aqui empregado usa a metodologia como JAIME (1995) para a
realocacdo do no intermediario. No procedimento as coordenadas do nd, seu potencial e

velocidades sdo corrigidos.
6.5 Sistema de Equacdes Algebricas

A montagem do sistema de equacdes algébricas é efetuada através da colocagédo

da equacao integral em cada n6. Na forma matricial pode ser escrito como:

[Hl{¢} = [G]{v} (6.17)

Onde: [H] e [G] sdo as matrizes dos coeficientes de influéncia; {¢} e {v} sdo os
vetores contendo os valores nodais do potencial de velocidade ¢ e velocidade normal ao

contorno v, respectivamente.

Para uma boa visualizacdo, representam-se 0s subdominios de forma separada na

figura 14.
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d Meio Fluido " a
c
P
._'.C
| m Meio Poroso F
]

Figura 14-Representacdo esquematica dos nés nos subdominios

Na figura 14, a,b,d, e, c representam conjuntos de nds para o subdominio
fluido, enquanto que, F,C,1,J sdo conjuntos de nos para o subdominio poroso. Os nos

pertencentes aos conjuntos ¢ e € possuem a mesma posi¢cdo geométrica.

Para o meio fluido, a ordem de contagem crescente inicia a partir do primeiro no
pertencente ao conjunto a, conforme o sentido positivo indicado na figura 14 e,

prossegue até ao ultimo n6 do conjunto ¢ que recebe a ordem M.

Para 0 meio poroso a ordem de contagem crescente inicia a partir do primeiro nd
do conjunto F, que recebe a ordem M + 1, até o ultimo no6 do conjunto J que recebe a

ordem N.
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Considerando a colocacgéo da equacao integral apenas para meio fluido, obtém se

as seguintes submatrizes:

Haa Hab Hac

[H]; = (6.18)
Hca ch Hcc
Gaa Gab - Gac

6], = O ] (6.29)
Gca Gcb . Gcc

Analogamente para 0 meio poroso, obtém se:

_HFF HFC HF]
[H], = | (6.20)
_H]F H]C H]]

_GFF GFC wen GF]
Gl,=| - =~ - . (6.21)
_G]F G]C oy G]]

Essas submatrizes sdo alocadas nas matrizes globais [H] e [G] de ordem NXN da

seguinte forma, respectivamente:

[Haa Hap - Hac ]

0
N Hee Hep o He
[H] = Hep Hee o Hp ] (6.22)

H]F H]C nen H]]

Gl — 6 G G ] (6.23)

G]F G]C e G]]
Ao substituir as equacdes (6.22) e (6.23) na equacdo (6.17) obtém-se um sistema

de equacdes no qual ao impor a satisfacdo dos valores de contorno é resolvivel.
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Especial atencdo deve ser considerada para caso das condi¢cdes de contorno na
superficie de contato entre os meios. Essas condi¢cbes de contorno tratam com as
colunas envolvendo os nos ¢ e € nas matrizes globais. Para o presente trabalho, os
vetores que contem o potencial de velocidade (pressdo) e velocidade normal para o
meio poroso sdo expressos em termos dos vetores de potencial de velocidade e
velocidade normal para o meio fluido, atraves das equacgdes (4.15) e (4.16), que serdo

rescritas aqui por conveniéncia, isolando as tais variaveis de interesse:

op* _ _Unwpa_(p

=T (6.24)
i a

P =—p5r (6.25)

A derivada local na equacdo (6.25) é resolvida numericamente através da

sequinte formula (MIZUTANE et al., 1998):

9\" _ ., Ap _ (3\"!
(at) =2 At (at) (6.26)
Onde n é o instante atual e n — 1 é o instante anterior.

O membro direito da equacdo (6.25) possui alguns termos que quando
multiplicados pelo coeficiente de influéncia correspondente ird contribuir para o termo

independente.

Durante a incluséo da condic¢do de continuidade do fluxo (equacéo 6.24), toma-
se em atencdo o fato de que fluxo entrando no dominio é negativo e fluxo saindo no
dominio é positivo, desde que, possuem sentidos oposto e igual ao do vetor normal,

respectivamente.
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6.6 Energia da Onda

A energia mecénica total da onda é a soma da energia cinética e a energia
potencial.

Energia Cinética

Consideremos na figura 15, um volume elementar de largura unitaria (y = 1) e

com massa do fluido dada por:

dm = pdxdz (6.27)

dz dm Zg

—dx—

Figura 15 - Energia cinética

A energia cinética deste volume elementar é dada por:
dE, = > pV2dzdx (6.28)

Tratando-se de um escoamento assumido irrotacional, a velocidade pode ser
definida em termos da derivada espacial do potencial e a energia cinética da onda €

obtida integrando a equac&o (6.28) sobre o dominio:

Ee =3p [, IVl do (6.29)
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A integral de dominio na equacéo (6.29) pode ser transformada em uma integral

de contorno aplicando a primeira identidade de Green, como Se segue:

2 _ o9
Jo Vol?dQ = [, ¢_-dl (6.30)

Substituindo a equacdo (6.30) na equacdo (6.29) tem-se a expressdo da energia
cinética, calculada com valores apenas do contorno:

1 a
Ex=-pJ; <p£dr (6.31)

09 A . . .
Tanto 0 ¢ como % sdo interpolados através seus valores em pontos nodais

usando as func@es de interpolacdo de Lagrange da segunda ordem para a variavel 9. A
integracdo é efetuada utilizando se 0 método de quadratura de Gauss-Legendre. Tem-se
em atencdo o fato de que o contorno é discretizado em elementos e a integral de

contorno é subdividida em uma soma de integrais em cada elemento.

Energia Potencial

Figura 16 - Energia potencial

Na figura 16 estd representada uma coluna infinitesimal de agua de largura

unitaria (y = 1), altura n e comprimento dx. A massa é dada por

dm = pndx (6.32)
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A energia potencial desta coluna em relacéo ao nivel médio é dada por:
dE, = ggdm = %pgnzdx (6.33)

Integrando ao longo de x obtém-se a energia potencial total em todo o dominio

1 L
E, =-pg Jy m?dx (6.34)

Onde L é o comprimento total do canal.

Seguindo as sugestdes de AZEVEDO (1991) a integral na equacdo acima é
calculada usando 0 mesmo procedimento de célculo de integrais até aqui. Substitui-se a
integral por uma soma finita de integrais em cada elemento na superficie livre. A
variacdo da funcdo n? é descrita em termos de seus valores nodais. Efetua-se a
transformacéo para coordenada adimensional através do Jacobiano e aplica-se 0 método

de quadratura de Gauss-Legendre para o calculo da integral. O Jacobiano para a

equacdo é dado por |/| = |Z—1’; .
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7. SIMULACOES NUMERICAS

7.1 Geracéo de Onda Solitaria

Ondas solitarias sdo ondas longas que se propagam com sua forma constante.
Este fato foi preponderante na escolha das ondas néo-lineares a serem simuladas neste
estudo. O apéndice B descreve a metodologia de GORING (1979) adotada para a

geracdo de ondas solitarias.

KATELL e ERIC (2002) realizaram estudos comparativos das solucdes de
Boussinesq, Rayleigh, primeira e segunda ordem da teoria de aguas pouco profundas e,
concluiram que a solucdo de Rayleigh apresentava bons resultados no que diz respeito a
minimizacdo do grupo de ondas progressivas e dispersivas que surgem atrds da onda

solitaria, incluindo estabilidade da amplitude, durante sua propagacao.

WU et al. (2014) utilizando um método numérico sem malha investigaram a
melhor solucdo para geracdo de ondas solitarias, pelo método de GORING(1979). Eles
compararam as solucdes de Boussinesq, Rayleigh, Grimshaw e Fenton, concluiram que

as solucdes de Fenton apresentam bons resultados.

N&o obstante, os trabalhos acima citados mostraram que a solucdo de

Boussinesq apresenta estabilidade da onda solitaria quando sua altura em relacdo a
profundidade a qual se propaga é relativamente pequena (% < 0,25). Esta solucdo é
usada neste trabalho para a geracdo de ondas solitarias respeitando o limite de validade

sugerido.

A variacdo da superficie livre e a velocidade de fase na solucdo de Boussinesq
sdo dadas pelas equacdes (A.87) e (A.88), do apéndice A, respectivamente, que aqui séo
repetidas:
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n = Hsech? l %%(x — ct)l (7.1)

c=+g(H+h) (7.2)

7.2 Simulacdo de Propagacdo de Onda Solitaria sobre Fundo

Impermeavel

A figura 17 mostra a geometria inicial do sistema, considerando o subdominio

que representa o fluido com superficie livre e fundo impermeavel.

z(m)a
(24,0,75)
(0;0,75) v
Fluido Livre
(0;0) (24;0) x(m)

Figura 17- Geometria inicial com fundo impermeavel

A altura da agua no nivel de repouso é de 0,75 m e o comprimento do canal é de
24 m na direcédo horizontal x, conforme a figura 17. O contorno foi discretizado em 182
elementos quadraticos correspondendo a 361 nos distribuidos da seguinte forma: 15 nds
para cada contorno vertical ( gerador de ondas e contorno lateral direito) e 169 nds para
cada contorno horizontal ( superficie livre e fundo impermeéavel). Na simulacdo foi

usado um espacamento de tempo DT de 0,005 s.
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A onda solitéria desejada possui uma altura H = 0,15 m e a crista localiza-se a

uma distancia horizontal x, = —4 m no instante inicial ( t=0s).

A figura 18 mostra o perfil da superficie livre em diferentes instantes. A forma

da onda permanece inalterada durante sua propagacéo e a altura permanece constante.

z (m)
0,95

N R S
’ INRRERRRRRRARRRARRRR Y ARR AR, VRRRRRYY ANREID Zﬁﬁﬁﬁﬁ X! ZZZZ(ZZ N\ ZZZ'(ZZ N AP
ons [ N

0,8

0.75 _ i

012 3 456 7 8 91011121314151617 18 1920 21 22 2324
x (m)

e 600 DT === 8(00 DT e====]1000 DT e====1200 DT e===1400DT

Figura 18 - Perfil da superficie livre da onda solitaria propagando-se sobre fundo
impermeével

Esse comportamento sugere que a onda ndo apresenta dissipacdo de energia
durante sua propagacdo. Como forma de realcar essa afirmagdo foi necessaria a

observagdo do comportamento da energia mecanica (Figura 19).

Na figura 19 observam-se as variacOes das energias mecanicas potencial,
cinética e total. Ambas as energias crescem a partir de zero, desde o instante inicial, até
atingirem valores os quais permanecem constantes. Esses valores correspondem ao
instante em que a onda ja foi introduzida quase completamente no sistema. A energia
cinética ¢ maior em modulo em relacdo a energia potencial até instantes antes da onda

atingir o contorno lateral direito. Quando a onda atinge o contorno lateral direito, sofre
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reflexdo e, verifica-se uma conversdo da energia cinética para energia potencial. Em

todas essas fases, a energia total permanece inalterada.

700E (J)

600

500

400

300

200

100

— - Energia Potencial === Energia Cinetica

Energia Total

Figura 19 -- Variacao das energias mecanicas da onda solitaria propagando-se sobre fundo
impermeével

A conservacgéo de energia tem sido usada como forma de validacdo de modelos
numeéricos conservativos (AZEVEDO, 1991; REIS, 2009), desse modo, conclui-se aqui
que o procedimento numeérico adotado reproduz adequadamente os resultados

desejados.

As figuras 20 e 21 consolidam a validacdo do modelo numérico para a
propagacdo de ondas solitarias. Elas mostram os perfis da superficie livre em instantes
de tempo cinco (5) e seis (6) segundos para 0 modelo numérico proposto e descrito
teoricamente pela equacédo (7.1). Como se pode observar, ambos os perfis da superficie

livre nesses instantes encontram-se em concordancia.
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Figura 20 - Perfis numérico x analitico no instante cinco (5) segundos
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Figura 21-- Perfis numérico x analitico no instante seis (6) segundos
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7.3 Simulacdo de Propagacdo de Onda Solitaria sobre Fundo

Permeavel

A figura 22 mostra a geometria inicial do sistema. As caracteristicas fisicas do
dominio fluido e da onda solitaria foram mantidas iguais a aquelas do subcapitulo 7.2.
O dominio meio poroso, homogéneo e isotropico possui 16 metros de comprimento na
direcdo horizontal e profundidade de 0,75 metros. A superficie de contato entre 0s

dominios tem origem na posicdo x = 8 metros.

z(m),
v (24;0,75)
(0;0,75)
Fluido Livre
(8:0) (24,0)
(0; 0) x(m)
Meio Poroso

(24;-0,75)

(8;—0,75)

Figura 22 -Geometria inicial com fundo permeével

O dominio fluido livre foi discretizado em 178 elementos quadraticos
correspondendo a 361 noés distribuidos do seguinte modo: 15 nds para cada contorno
vertical (gerador de onda e contorno vertical direito), 169 nos na superficie livre, 15 nos
no fundo impermeavel e 111 n6s no fundo permeavel (superficie de contato com o meio

poroso).

O dominio meio poroso foi discretizado em 134 elementos quadraticos

correspondendo a 272 nés distribuidos da seguinte forma: 15 nds para cada contorno
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vertical, 111 n6s no contorno em contato com o dominio fluido livre e 131 nds no fundo

impermedvel. O espacamento no tempo foi de 0,005 s.
Fundo permeavel 1

O meio poroso tem porosidade n,, = 0,39 e diametro médio dos grdos D; =
55mm. A permeabilidade intrinseca k, = 1,02x107°m? foi calculada através da
equacdo (3.61). A viscosidade cinematica da dgua e sua massa especifica sdo iguais a

1,0x10~¢ m?/s e 1000 kg/m?®, respectivamente.

A figura 23 mostra os perfis da onda solitaria em diferentes instantes. A
diminuicdo da altura da onda é notéria quando a onda atinge o fundo permeéavel. Uma

reducdo na altura € um indicativo de perda de energia.

z (m)

0,95

0,9

0,85

0,8

0,75 - ? >¥;

07 T T T 1
! X
012 3 456 7 8 91011121314151617 1819 2021222324
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==600DT ——800DT e=1000DT -——1200DT 1400DT

Figura 23- Perfil da superficie livre da onda solitaria sobre fundo permeavel



A figura 24 mostra a variacdo das energias mecanicas da onda solitaria para
fundo permeavel. Nela observa-se um aumento da energia mecanica total durante o
processo de introducdo da onda no dominio. A partir do instante em que a onda esta
completamente no dominio, verifica-se uma conservacao de energia até o instante no
qual a onda alcanca a regido com fundo permedvel. Dai, a energia decresce
continuamente. O decréscimo da energia total é causado pelo decréscimo de ambas as

energias cinética e potencial.

EQ)

600

500

400

300 +

200

100

F /
0 - T T T T - 1 t(s)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

— - Energia potencial = = = Energia cinetica Energia total

Figura 24 - Variagdo de energia mecanica para fundo permeéavel

A andlise comparativa entre as variacfes da superficie livre para os casos de
fundo impermedavel e permeével pode ser facilmente explicada através da observacao da
figura 25. Nela estdo representados perfis da superficie livre para a onda se propagando

em fundo impermedvel e para onda se propagando em fundo permeéavel.
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Figura 25 — Comparacao dos perfis da superficie livre

PACKWOOD e PEREGRINE (1980) apresentaram um estudo de propagacéo de
ondas solitarias sobre meios porosos. O trabalho teve um foco tedrico - analitico e
propuseram uma formula que descreve a varia¢do da altura da onda com a distancia
horizontal sobre o meio poroso, conforme a equacéo (7.3):

H; 1

H  14Cs(H/R)(x/h) (7.3)

Onde: Cs = 0,4(K/C)(h,/h)

Na equacdo (7.3), a condutividade hidraulica K; é determinada como kg

uny,

diferentemente de k%‘g, como apresentado por HUANG, et al.(2008), isto porque o

modelo foi desenvolvido para velocidades de percolagdo no meio poroso e nao

velocidade Darcyana.
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A figura 26 mostra os resultados obtidos pelo modelo numérico e pela férmula
de PACKWOOD e PEREGRINE (1980). O modelo numérico apresentou concordancia
com os resultados calculados utilizando a formula (7.3), porém, observou-se uma ligeira
discrepancia. Esta discrepancia pode ser explicada pelo fato de PACKWOOD e
PEREGRINE (1980) consideram como condicdo de contorno para 0 meio poroso, na
interface entre os meios, a pressdo obtida na solucdo de onda solitaria para fundo

impermeével.

0,9

0,8

0,7 T T T T T T T T T T T 1

SR

Teorico

4 Numerico

Figura 26 - Comparacdo da atenuacdo da altura da onda solitaria (tedrico x numérico) fundo
permeavel 1.
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Fundo permeavel 2

Nesta simulagdo, 0 meio poroso tem porosidade n,, = 0,328 e 0s graos possuem
um didmetro médio D; = 2,0 m, correspondendo a uma permeabilidade intrinseca de
1,02x10~° m? conforme a equagdo (3.61). A viscosidade cinemética da agua e sua

massa especifica so iguais a 1,0x10~¢ m%s e 1000 kg/m®, respectivamente.

A figura 27 mostra as atenuacdes da altura da onda solitaria obtidas pela equacéo

de PACKWOOD e PEREGRINE (1980), e modelo numérico proposto.

=

=

0,9

0,8 T T T T T T T 1

¢ Numerico ——Teorico

Figura 27 - Comparacéo da atenuagao da altura da onda solitaria (teérico x numérico) fundo
permeavel 2
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Na figura 27, 0 modelo apresentou resultados muito proximos a aqueles obtidos
pela equacdo de PACKWOOD e PEREGRINE (1980). A atenuacdo da onda solitaria
apresentou resultados menores quando comparados com o caso de fundo permeavel 1

devido ao baixo coeficiente de permeabilidade intrinseca.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tinha como objetivo, o estudo com o método de elementos de

contorno da propagacao de ondas ndo-lineares sobre fundos permeaveis.

Baseando-se num modelo de propagagdo de ondas ndo-lineares pelo método de
elementos de contorno desenvolvido por AZEVEDO (1991) e melhorado por
JAIME(1995), foram implementados mecanismos de geracdo de ondas solitarias onde,
apoOs propagarem-se em uma regido de fundo impermeével alcancam uma regido de
fundo permedvel. Esse modelo usa aproximacao isoparamétrica quadratica e nds duplos
onde se espera descontinuidade da velocidade normal; a velocidade tangencial na
superficie livre é calculada através da técnica de elementos deslizantes quadraticos; a
realocacdo do né intermediario ¢ feita pela técnica de ‘’bombardeio de pontos’’; as
integracdes numéricas sdo realizadas pelo acoplamento do esquema de TELLES (1985)
com método de integracdo de Gauss; o método de Runge-Kutta da quarta ordem é usado

para avanco temporal da superficie livre.

A regido de estudo foi subdivida em dois subdominios correspondentes a meio
fluido e meio poroso. No meio fluido as ndo-linearidades na propagacdo da onda séo

levadas em conta. No meio poroso a lei de Darcy governa o escoamento.

Entre os meios fluido e poroso ndo se conhecem ambas as condi¢Ges de

contorno, mas garante-se a continuidade do fluxo de massa e da pressao hidrodinamica.

Primeiramente simula-se a propagacdo da onda solitaria sobre fundo
impermeavel a fim de verificar a consisténcia do modelo. Essa consisténcia é verificada
comparando-se o perfil da onda gerado pelo modelo numérico e perfil da onda gerado
analiticamente, e também se observa a conservacdo de energia. Os procedimentos

citados mostram que a energia mecanica total se conserva e os perfis sdo concordantes.
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Apos a inclusdo do fundo permeavel de modo que a onda alcance este apos se
propagar sobre um fundo impermeavel observou-se atenuacdo continua da sua altura.
Fez-se um acompanhamento de energia mecanica total e do volume de agua durante a
propagacdo da onda soltaria no meio fluido. Observou-se que a energia mecéanica total
da onda propagando-se sobre o fundo permeavel decresce enquanto que o volume de

égua permanece constante.

Os resultados obtidos de atenuacdo de onda propagando-se sobre fundo
permeavel foram comparados com os obtidos teoricamente por PACKWOOD e

PEREGRINE (1980) e mostraram-se concordantes.

O método de elementos de contorno apresenta grandes limitacdes quando as
dimensGes horizontais sdo maiores em relacdo as verticais, desse modo, para o
acompanhamento da propagacao de ondas longas em grandes distancias horizontais pelo
método de elementos de contorno ainda € um desafio. Porém, o uso das técnicas de
dominios estendidos pode solucionar este problema. Aqui, recomenda-se 0 uso destas
técnicas a fim de verificar a atenuacao da altura da onda sobre fundo permeavel quando

se pretende acompanhar a onda propagando-se sobre distancias horizontais longas.

Recomenda-se a inclusdo de outros efeitos de dissipacao através da consideracdo
de um termo adicional na condigdo de contorno. Esse termo pode ser obtido através de
simulag¢fes numeéricas envolvendo variagdes nas caracteristicas fisicas da onda incidente

e dos meios fluido livre e poroso.

Recomenda-se também que em trabalhos futuros a comparacdo seja realizada

com resultados experimentais e outro tipo de ondas ndo-lineares sejam testadas.

Outro aspecto ndo menos importante é o estudo do padrédo de escoamento dentro

do meio poroso.
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APENDICE A - NOCOES SOBRE A TEORIA DAS ONDAS

A figura 4 mostra a propagacdo de uma onda em &gua na dire¢do x. Nela é

possivel observar as principais caracteristicas fisicas da onda.

Crista

H - 2a0 v 77

Cava h

Figura 28-Propagacéo de onda progressiva

Onde:
a, - amplitude da onda que é a elongacdo maxima
H - altura da onda

n —elevacdo da onda que é a distancia instantanea entre o nivel de repouso

horizontal e a superficie livre da agua.

A —comprimento de onda que é a distancia entre duas cavas ou cristas

consecutivas.

h - profundidade do local

90



Em geral, o problema de ondas superficiais em agua é descrito pela equacdo de

Laplace, sob as hipoteses de fluido incompressivel e escoamento irrotacional.

DEAN e DALRYMPLE (1991) apresentou uma descricdo bastante detalhada e

aqui seguiremos 0 mesmo procedimento.

Para o caso bidimensional, num plano vertical (figura 4), a equacéo de Laplace e

as condicdes de contorno sdo descritas pelas seguintes equacdes:
Equacao de Laplace
Vip(x,z,t) =0 ,  —hkx) <z<nxt) (A.1)
Condigdes de Contorno

Cinematica na superficie livre

on , deon _d¢ _
at + dx dx 9z ' z=1(xt) (A2)

Dinamica na superficie livre

do  1((d¢ 2 do 2 _ —
E-I_ E((a) + (E) ) +gn=0, z=n(xt) (A.3)
Cinematica no fundo

dpdh ¢ _ _
wk__p , z = —h(x) (A4)

A solucéo teorica do problema de ondas superficial acima descrito tem grau de
complexidade alto devido ao desconhecimento da posicéo da superficie livre. Diferentes
aproximacdes tém sido consideradas para o tratamento analitico, cujas solucdes séo de
interesse fisico. Essas aproximacfes sdo comumente denominadas de teorias de ondas

superficiais.
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A teoria mais simples € a Linear. Ela ¢é obtida pela linearizacdo das condicGes de

contorno da superficie livre em um plano horizontal.

A.1 Teoria Linear de Ondas

Assumamos que a onda seja periédica no espago e que sua amplitude seja
pequena quando comparada com a profundidade do local e comprimento de onda, de tal
modo que, os termos ndo-lineares possam ser despreziveis nas condi¢des da superficie
livre. Isso implica também especificar as condi¢Bes de contorno no nivel de repouso da
superficie livre z = 0, em vez da atual posicdo z = n(x,t). Assim tem-se 0 seguinte

problema:
Equacéo governante
Vip(x,z,t) =0 , —h(x) <z<n(xt) (A.5)
Condigdes de Contorno

Cinematica na superficie livre

% = ‘2_‘;’ , z=0 (A.6)
Dinamica na superficie livre

‘;_‘f_|_gn=0 , z=0 (A7)
Cinematica no fundo

% _y , z = —h(x) (A.8)

0z

Conjugando as condicBes de contorno dinamica e cinematica da superficie livre,
resulta em uma unica condicdo de contorno para o potencial de velocidade na superficie

livre:
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192 0
Ea_t(f:a_f y z=0 (Ag)

A seguir apresentam-se as solucBes para ondas progressivas (ondas cuja forma
se move horizontalmente em relacdo ao meio) e ondas estacionarias (ondas cuja forma
se mantém a amplitude varia no tempo). A solucdo de ondas da teoria linear é
comumente conhecida como onda de Airy, onda de pequena amplitude ou onda

senoidal.
A.1.1 Ondas Progressivas

O periodo T é o intervalo de tempo necessario para que duas cristas sucessivas
passem por um ponto particular e a velocidade da onda c é a velocidade com que a

forma da onda se desloca no meio:
_2
c=z (A.10)

, . A = 2
Por vezes € conveniente trabalhar com a frequéncia angular da onda w = ?” eo

numero de onda k = 27” resultando em:
w
c=— (A.11)

Na auséncia de correntes, as ondas sdo progressivas com velocidade constante ¢
e forma permanente, entdo, a dependéncia das variaveis de interesse em x e t, pode ser

escrita em termos de (x — ct).

Para aplicar a teoria linear de ondas, a declividade da onda deve ser pequena.

Bons resultados tém sido obtidos quando

T

1
<1 (A12)
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Levando em conta que a onda é periodica, a solucdo pode ser obtida através da

técnica de separacdo de variaveis, propondo que:
¢ =Y(2)P(x —ct) (A.13)
Onde: Y(z) e ®(x — ct) sdo fungdes
Substituindo a equacdo (A.13) na equacdo (A.5), obtém-se uma equacgdo
diferencial ordinaria de segunda ordem:

2 =-- (A.14)

Uma vez que na equacao (A.14), o membro esquerdo depende somente de x e 0

membro direito de z, ambos dever&o ser iguais a uma constante, ou seja:

LES_ 1N e (A.15)

@ dx2  Ydz?

O sinal da constante é escolhido de tal forma que a solu¢do em (x — ct) seja

periddica e, como consequéncia a equacao em z € hiperbdlica:

L yk2=0 (A.16)
L2t okz=0 (A.17)

As solugdes gerais para as equacdes (A.16) e (A.17) séo, respectivamente:
Y = A, cosh(kz) + A,senh(kz) (A.18)
® = Ajcos[k(x — ct)] + Aysen[k(x — ct)] (A.19)

Onde 4; (i = 1, ...,4) séo constantes a serem determinadas através das condi¢des

de contorno.
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Substituindo as equacdes (A.18) e (A.19) na equacdo (A.13), e esta por sua vez,
na condicdo de contorno dindmica da superficie livre, considerando que o tempo inicial

coincide com a frente de onda no nivel z=0eem x = 0 tem-se:

A; =0 (A.20)
O mesmo procedimento anterior, ou seja, substituindo as equacgdes (A.18) e (A.19) na
equacéo (A.13), e esta por sua vez, na equacao (A.8), resulta:

A, = A tanh (kh) (A.21)

Substituindo as equacdes de (A.18) a (A.21), na equacdo (A.13), o potencial de
velocidade pode ser escrito como:

__ cosh[k(z+h)] _
Q= D—Cosh(kh) sen[k(x — ct)] (A.22)

Onde D = A, A, é uma constante

Substituindo a expressdo do potencial da velocidade na condicdo de contorno
dindmica da superficie livre (equacdo A.7), obtém se a expressdo da variacdo da

superficie livre.
n = acos(kx — wt) (A.23)
Onde: a =22
g

, T , . . 2
Esta onda é periddica em x, com periodo igual ao comprimento de onda A = 7” e

, . 2
no tempo, com periodo igual T = f

A equacéo (A.22) pode ser escrita em termos da amplitude de onda a como:

__ gacosh [k(z+h)] _
i ————— sen[k(x — ct)] (A.24)
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Substituindo a equacdo (A.24), na equacdo das condigdes de contorno
combinadas da superficie livre, equacdo (A.9), obtém-se a relacdo de dispersdo linear,
para ondas planas, em agua de profundidade constante:

w? = gktanh(kh) (A.25)

Que também pode ser escrita em termos de velocidade da onda

2 = %tanh(kh) (A.26)

O que mostra que as ondas de gravidade sdo dispersivas, com ondas longas se
movendo mais rapido do que as ondas curtas. Isto € oposto ao que acontece com as

ondas capilares®.

Quando o fundo esta bastante afastado da superficie, ndo interfere no movimento

da onda.

Algumas simplificacbes podem ser realizadas nas expressdes derivadas acima,

dependendo da razdo entre a profundidade do local e o comprimento da onda.

Essas simplificacdes estdo baseadas no comportamento assintotico da funcéo

tangente hiperbolico (tanh).

Para valores grandes do argumento, kh, tanh(kh) =~ 1. Quando kh > m, 0

erro que se comete € cerca de 4%.

Para valores pequenos do argumento, kh, tanh (kh) = kh . Quando kh < 1—7:) 0

erro que se comete é menos que 1%.

Na pratica essas aproximagdes permitem dividir toda gama de profundidades em

aguas rasas, profundidade intermediaria e aguas profundas, como se segue:

! Ondas capilares s&o ondas cuja principal forca restauradora é a tensio superficial.
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. h 1
Ondas de aguas rasas: - < —
A 20

. . - 1 h 1

Ondas de profundidade intermediéria: <753

Ondas de aguas profundas: % > %

As expressdes para a elevacdo da superficie livre e potencial de velocidade

(equacdes A.23 e A.24) sdo validas para qualquer profundidade relativa (%)

As componentes da velocidade podem ser determinadas a partir de:

dp _ gacosh[k(z+h)

_ ] —
U= = e cosh() cos(kx — wt) (A.27)

— ¢ _ gasenhlk@+h)] sen(kx — wt) (A.28)

0z c cosh(kh)

A posicdo instantdnea da particula de agua (&,&) em relacdo sua posicdo
média(x,, z,), pode ser obtida através da integragdo no tempo das componentes da

velocidade:

__ gacosh(k(zo+h)) _
£ = e cosngany  Senlkexo — wt) (A.29)

_ga senh(k(zo+h))

wc  cosh(kh) COS(kXO — wt) (A30)

f:

As equacOes (A.29) e (A.30) foram obtidas desprezando-se as diferencas das

velocidades nos pontos (xy, zy) € (xo + €, 2o + &).

Eliminando t nas equagdes A.29 e A.30 tem-se:

2 2

S+i=n (A31)
_ Qcosh(k(z(ﬁh)) _ ﬁsenh(k(z(ﬁh))

Onde A= wc  cosh(kh) e B= wc  cosh(kh) (A'SZ)
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A equacdo (A.31) mostra que a trajetoria das particulas é eliptica e com centro

em (xg,2,). A € semi eixo maior horizontal e B é semi eixo menor vertical.

Ondas em aguas profundas

.. . h 1 ’ .
Conforme foi dito anteriormente, quando 7>5 2 onda é classificada como

propagando-se em &guas profundas. Sob esta condicdo, expressdes aproximadas para
fungdes hiperbdlicas podem ser substituidas nas solucBes anteriormente obtidas. Tais
aproximacoes séo:

ekh

senh(kh) = cosh(kh) = — (A.33)
tanh(kh) = 1 (A.34)
e e s
e = (2

O potencial de velocidade para ondas em aguas profundas é obtido através da

substituicdo da equacdo (A.35) na equacdo (A.24):

o =L ek sen[k(x — ct)] (A.37)

W
Substituindo a equacdo (A.34) nas equacbes (A.25) e (A.26), obtem-se,

respectivamente:

w? = gk (A.38)
e
c2 = % (A.39)
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A expressdo da elevacdo da superficie livre permanece a mesma. O

comprimento de onda em aguas profundas é obtido substituindo-se e a equacdo (A.34)

na equacdo (A.25):
2= (A.40)

A velocidade das particulas da &gua durante a passagem da onda em aguas
profundas é obtida substituindo-se as equacGes (A.35) e (A.36) nas equacbes (A.27) e

(A.28), respectivamente:

u = wae?

cos(kx — wt) (A.41)
w = wae’sen(kx — wt) (A.42)

Os deslocamentos horizontal e vertical das particulas sdo obtidos substituindo as

equacoes (A.35) e (A.36) nas equacdes (A.29) e (A.30), respectivamente:
e = —ae*®sen(kx, — wt) (A.42)
& = ae*%cos(kx, — wt) (A.43)

Em aguas profundas, as particulas do fluido se movem através de Orbitas

circulares com centro no nivel médio (x,, z,). O raio dessas 6rbitas é dado por:
R = gek? (A.44)

Na superficie livre linearizada, z = 0, a amplitude do movimento das particulas

é igual a amplitude da onda.

Comparando as equacdes (A.29) e (A.30) com a equacédo (A.23) mostra-se que a
componente horizontal da velocidade alcanga seu valor méximo sob a crista e a cava.

Sob a crista, a velocidade é positiva e tem a mesmo sentido de propagacdo da onda,
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enguanto que, sob a cava, o sentido € oposto ao da propagacao da onda. A componente

vertical alcanga valor maximo em n = 0.

A equacdao (A.44) mostra que o raio decresce exponencialmente com a

profundidade, uma vez que, z, é negativo abaixo da superficie livre.

. . A . .
A uma profundidade igual a — 0 raio decresce até 4% do seu valor na

superficie livre. Assim, a onda é confinada a uma camada relativamente pequena
proxima a superficie livre. Isto justifica o uso de expressbes aproximadas para dguas
profundas quando a profundidade do fluido é finita e maior do que a metade do

comprimento de onda, porque os efeitos do fundo serdo despreziveis.

Ondas em aguas rasas

z h 1 ~ . T ~
Em aguas rasas (Z < 5), as funcgdes hiperbolicas, nas solucdes para ondas em

profundidades intermediarias, sdo substituidas por expressdes aproximadas como se

seguem:
cosh[k(z+h)] 1
senhkh  kh (A.45)
senh[k(z+h)] - z
senh(kh) ~1+ h (A46)
senh(kh) =~ tanh(kh) =~ kh (A.47)
cosh(kh) = 1 (A.48)

Assim, substituindo as expressdes acima, na equacdo (A.24), obtém-se a

expressao que descreve o potencial de velocidade para ondas em aguas rasas:

Q= %sen(k(x —ct)) (A.49)

100



A relacdo de dispersdo aproximada é obtida através da substituicdo da equacdo

(A.47), na equacdo (A.25), resultando:
w? = gk*h (A.50)
A velocidade de fase é dada por:
c? =gh (A.51)

A equacdo (A.51) mostra que a velocidade de fase para ondas em aguas rasas é
ndo dispersiva, ou seja, ondas com diferentes caracteristicas fisicas possuem a mesma
velocidade de fase em cada ponto, pois, depende apenas da profundidade local. Isto é
oposto ao que acontece com onda em &gua profunda ou intermediéria, desde que, nestas

a velocidade de fase depende do comprimento de onda, as ondas séo dispersivas.

A expressdo para variacdo da superficie livre permanece a igual aquela obtida

para ondas em aguas intermediérias.

As componentes de velocidade das particulas da agua sdo obtidas pela

substituicdo das equacOes (A.45) e (A.46) nas equacdes (A.27) e (A.28):

u= %cos(kx — wt) (A.52)

w = wa (1 + %) sen(kx — wt) (A.53)

O que mostra que a velocidade horizontal é constante ao longo da coluna da
agua, enquanto que a velocidade vertical decresce linearmente com o aumento da

profundidade.

Os deslocamentos horizontal e vertical reduzem-se a:

£=— :—hsen(kxo — wt) (A.54)

E=a (1 + %) cos(kxy — wt) (A.55)
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O semi-eixo maior da orbita eliptica é dada por:
A=— (A.56)
O semi-eixo menor é dado por:
VA
B=a(1+2) (A57)

Em &guas rasas, a gama de Orbitas elipticas sdo relativamente planas e a

amplitude decresce gradualmente com a profundidade.
A.1.2 Ondas Estacionarias

As ondas estacionarias sdo geralmente encontradas em bacias fechadas ou
parcialmente abertas, tais como portos, lagos, tanques de ondas e tanques de
armazenamento de liquidos. Elas podem ser consideradas como a sobreposi¢do de duas
ondas progressivas da mesma amplitude e mesmo periodo, mas se propagando com a
mesma velocidade em sentidos opostos, tal que a superficie da agua oscila verticalmente

entre dois pontos fixos sem nenhuma progressao.

A elevacéo da superficie livre de uma onda estacionaria de amplitude a é obtida
através da sobreposi¢do de duas ondas progressivas de amplitudes %:

nt = %cos (kx — wt) (A.57)

— a

n- =cos (kx + wt) (A.58)

Onde : n* se propaga na direcdo positiva do eixo x e n~ se propaga ha direcdo
negativa do eixo x.
Assim a elevacgéo da superficie livre para onda estacionaria é dada por

{ =n"+n = acos(kx) cos(wt) (A.59)
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O potencial de velocidade € obtido de forma analoga através da sobreposicao
dos potenciais de velocidade de duas ondas progressivas lineares idénticas, e que se

propagam em sentidos opostos, e pode ser escrito como:

ga cos[k(z+h)

_ | :
R cos(kx) sin(wt) (A.60)

As componentes horizontal e vertical da velocidade das particulas da dgua sé@o

dadas por, respectivamente:

__ gacosh[k(z+h)]
= T osh() sen(kx) sen(wt) (A.61)
w=— %Mcos(kx) sen(wt) (A.62)

¢ cosh(kh)

Nos nodos das ondas estacionarias, a elevacdo da superficie livre se anula em
todos os instantes, uma vez que a localizacdo desses nodos é dada por: cos(kx) = 0.

Isso é consistente com velocidade vertical nula nesses locais.

Os deslocamentos das particulas em relacdo a posicdo média (x,, z,) podem ser

encontrados através da integracdo das equacdes (A.61) e (A.62) e sdo dadas por:

_ cosh[k(zg+h)]

€= —a— sen(kx,) cos(wt) (A.63)
_ senh[k(zg+h)]

&= ~enhGh) cos(kx,) cos(wt) (A.64)

O movimento das particulas é linear, com movimento vertical sobre as cristas ou

cavas e horizontal sobre o0s nos.

As amplitudes de ambas componentes do deslocamento decrescem com 0

aumento da profundidade da particula.

103



A.2 Teoria Nao-Linear de Ondas

. ~ . . . H 1 .. .
A aproximacéo linear de ondas é razoavel quando < Quando esse limite é

alcancado, os efeitos ndo-lineares se tornam importantes e nesse caso, teorias nao-

lineares ou modelos numéricos devem ser utilizados.

Ondas de grande amplitude sdo ndo-lineares por natureza. Para essas ondas 0s
termos advectivos da aceleracdo ndo devem ser desprezados e as condicdes de contorno
tém de ser aplicadas a cada instante na superficie livre deformada, que pode ser

consideravelmente diferente daquela do nivel z = 0.

Neste trabalho descrevem-se as teorias ndo-lineares de ondas de Stokes,
Solitéarias e Cnoidais. Essas teorias, assim como, a teoria linear de ondas, assumem que
a onda é periddica (se assumirmos que a onda solitéaria é o limite da onda cnoidal) e que

a profundidade é constante.

Assume-se que a forma da onda permaneca simétrica em relacdo a sua crista
com o aumento da amplitude, até que a altura maxima da onda seja alcancada, para um

dado comprimento de onda e profundidade.
A.2.1 Teoria de Ondas de Stokes para Ondas de Grande Amplitude.

Para ondas de gravidade de grande amplitude, a teoria linear de ondas nao
fornece bons resultados. Na teoria de ondas de Stokes as propriedades do movimento de
onda, tais como o potencial de velocidade, elevacdo da superficie livre, e a velocidade

de fase sdo representados na forma de perturbacdo como se segue:
P =2Ym=16"¢m (A.65)

n=Xm=10"m (A.66)
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C=Ym=10"Cn (A.67)

Onde & = ka é um pardmetro adimensional de perturbacdo, @, Nm, Cm S0 as

solucdes de ordem m. As solucdes sdo independentes do parametro adimensional.

Substituindo a serie em expansao para ¢ (equacdo A.65) na equacdo de Laplace,
(equacdo A.1) e na condicdo de contorno do fundo (equacdo A.4), separando 0s
diferentes termos de ordem, §,682,63, ..., as equagBes resultantes sdo semelhantes a

forma original:

Zpm | om _ =
Attt =0, para m=12,.. (A.68)
a;"z’” =0, em z=-—h,para m=12,.. (A.69)

As duas condicdes de contorno da superficie livre ndo sdo simples de escrever
porque elas envolvem termos com componentes de alta ordem. Se retivermos apenas 0s

ternos de primeira ordem, o problema seré equivalente ao da teoria de onda linear.

Até a segunda ordem ( §2) tem-se:

gt 2 gt 2 (5] om0

ax? ay at? ay 1l  at|\ax ay
_ _1fovs erl(%)erl(%)z 220 (A.71)
N2 g| at Ut ayat = 2\ dx 2\ 9y ' '

Assim, a solucdo de ¢, é escrita em termos de ¢, e n,. Igualmente, uma vez

conhecido o0 ¢,, n, € determinado atraves da equacdo (A.71).
Lembrando que até a segunda ordem, o potencial de velocidade é dado por:
@ =8¢, + 6%, (A.72)

Ambos ¢; e ¢, satisfazem a equacdo de Laplace, e assim, a solugdo para ¢,
deve ter uma forma similar aquela de ¢,, desde que a constante k seja substituida por
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2k. Aplicando as condicbes de contorno da superficie livre e condi¢do de contorno

inicial apropriadas tem-se (CHAKRABARTI, 1987):

_ 6m cos[2k(z+h)]

5%, = T [sen()]* sen[2k(x — ct)] (A.73)

Considerando a solugdo para primeira ordem (equagdo A.24 ), o potencial de

velocidade na aproximac&o até a segunda ordem é:

_ %cosh[k(zﬂl)

) _ oty 4 S costzitam)
> cosh(kh) sen[k(x —ct)] +

k2T [sen(kh)]* ] sen[2k(x —ct)]  (A.74)

A relacdo de dispersdo é igual a obtida na teoria de ondas lineares (equacédo

A.26).

Substituindo ¢, e ¢, na equacdo (A.71), tendo em conta n; obtido na teoria

linear de ondas, determina-se n,. Assim, o perfil da superficie livre resulta:

H?  cosh[kh]

H
n =5 coslkCx = )] + 2 ki

[2 4+ cosh(2kh)] cos[2k(x — ct)] (A.75)

Essas equacGes mostram que as quantidades variando no tempo contém
componentes de segunda ordem com o dobro da frequéncia de onda e estdo sobrepostas
as componentes fundamentais previstas na teoria linear da onda. Isso faz com que as

cristas sejam mais agucadas e as cavas mais planas em relacdo a onda senoidal.

Outra caracteristica importante € a trajetdria das particulas. Pode-se demonstrar
que as trajetdrias das particulas ndo séo orbitas fechadas e, como consequéncia, existe
um gradual movimento de deriva dessas particulas a cada ciclo de onda. Isto se deve a
maior velocidade das particulas da agua, na direcdo da onda, no topo da orbita em

relacdo a velocidade na direcdo oposta na base da orbita.

A relacéo de disperséo e a velocidade de fase da onda na teoria até a segunda

ordem coincidem a aquelas da teoria de ondas lineares. Para as ordens mais elevadas, a
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celeridade, comprimento de onda, e a velocidade das particulas dependem da altura da

onda e sao ligeiramente maiores do que as previstas pela teoria até a segunda ordem.

O método de Stokes se aplica quando as seguintes condi¢des sao atendidas:

=« (kh)? para kh <1 (A.76)
e
Z«1 (A.75)

A.2.2 Teoria de Ondas Longas

As equac0Oes de onda longas serdo deduzidas neste trabalho, seguindo o mesmo

procedimento adotado por GORING(1979).

Para ondas longas a velocidade horizontal é aproximadamente constante ao
longo da profundidade, assim, o potencial de velocidade pode ser expandido em termos
do pardmetro Z =h+z que é bastante pequeno quando comparado com O

comprimento caracteristico horizontal ( [ ), conforme:
¢ =Xm=0Z"fm (A.76)

Onde f, = fin(x, t)

Substituindo a equacéo (A.76) na equacgéo (A.1), agrupando os termos da mesma
poténcia em Z, e tendo em conta que para que a equagao seja satisfeita € necessario que
esses termos se anulem, aplicando a condi¢do de contorno no fundo (equacdo A.4), a

expansdo toma a forma:

ZZm ame
— o 0
¢ = Zmzo

2m! 9x2m

(A.77)
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As variaveis sdo adimensionalizadas por quantidades caracteristicas como se

seguem.

x* z* n* t" o* |h
x:T,Z=;1T]=E1t=I gh1(p=)l\/; (A78)

O simbolo * denota varidveis originais dimensionais.

Daqui em diante, na deducdo das equacdes de ondas longas, todas as variaveis

serdo adimensionalizadas.

Quando as variaveis dadas nas equacbes (A.78) sdo substituidas nas equacdes

(A.77), (A.2) e (A.3), surgem os seguintes numeros adimensionais:

a=" p= (2)2 (A.79)

Quando a equacdo (A.77) é substituida nas condi¢Bes de contorno da superficie
livre (equacbes A.2 e A.3) e retendo apenas os termos até a segunda ordem

(a?, B? e afy), obtém-se as equagles de Boussinesq como se seguem:

an , o[@+anul 1 ,0%u _

at + dx eﬁ ax3 (A.80)
L g0 _1p 0t
at tau dx + dx zﬁ ax2at (A.81)

Nas equacOes de Boussinesqg, 0 parametro a aparece como coeficiente dos
termos ndo-lineares indicando sua importancia em relagdo a outros termos. O parametro
B aparece como coeficiente da derivada de ordem 3 indicando correcdo da aceleragédo

vertical.

As equacOes de Boussinesq sdo aplicaveis apenas quando os parametros a e

sdo da mesma ordem. Isto implica o balango entre os efeitos nao-lineares e dispersivos.
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A velocidade nas equagbes (A.80) e (A.81) é calculada no fundo (z = —h).
Muitas vezes é conveniente considerar a velocidade média da coluna de agua definida

como:

_ 7]
u=["2ds (A.82)

Portanto, as equacdes de Boussinesq escritas em termos da velocidade média da

coluna da agua tomam a forma:

an n d[(1+an)u]

at ox 0 (A.83)

ou _ou  on 1, 9%u
at tau dx + Ax 2'86x26t -

(A.84)

A partir da andlise da magnitude dos parametros a e 8 podem ser deduzidas as
equacOes para as teorias das ondas: lineares e ndo dispersivas, lineares e dispersivas,

ndo-lineares e ndo dispersivas e ndo-lineares e dispersivas( GORING, 1979).

Para ondas se propagando somente para a direita, a velocidade média pode ser

expressa em termos da elevacdo da superficie livre:

_ 10?2

Desse modo a equacao de Boussinesq se reduz a equacgédo de Korteweg de Vries:

o om 3,0 1p0% _
6t+6x+2anax+6ﬁax3_0 (A.86)

A equacdo de Korteweg de Vries possui solucGes analiticas exatas que

descrevem ondas cnoidais e solitarias.
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Ondas Solitarias

De acordo com GORING (1979) e AZEVEDO (1991) as ondas solitarias foram
primeiramente observadas por SCOTT RUSSEL em 1884. Mais tarde, Boussinesq em

1872, McCowan em 1891 e Laitone em 1963, descreveram teoricamente este fendmeno.

A solucédo de Boussinesq para a onda solitaria é a mais importante uma vez que

ela representa a solucdo exata da equacdo de Kortweg de Vries. Na forma dimensional é

dada por:
n = Hsech? l E% (x — ct)l (A.87)
e

c=+g(H+h) (A.88)

Como pode ser observado a partir das equacdes (A.87) e (A.88), as ondas

solitarias podem ser descritas a partir da sua altura e a profundidade do local.
Ondas Cnoidais

Onda cnoidal é solucédo periddica da equacao de Korteweg de Vries e geralmente
apresenta crista muito agucada e cava larga. A teoria cnoidal de onda ¢é

aproximadamente valida quando a razdo entre a profundidade e o comprimento de onda
1 A HA? . . .. u
for menor que 5 € 0 parametro de Ursell (?) maior que 26. Os dois casos limites séo a

onda solitaria, para ondas com grande declividade e ondas de Airy para ondas de

pequena declividade.

Na forma dimensional a elevacao da superficie livre é dada por:

n =z, — h+ Hen? {ZK(K) G — %) , KZ} (A.89)
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onde: z, é a distancia vertical entre o fundo e a cava da onda, K(x) é uma
integral eliptica completa do primeiro tipo com modulos k, cn é funcdo eliptica

jacobiana, e x € um parametro eliptico.

O comprimento de onda A é calculado pela seguinte equacéo:

A_ 4 - 70\~ 1/2
== ZK(0) (22+1-%) (A.90)

onde K (x) é uma integral eliptica completa do primeiro tipo com modulos «, A e

Kk sdo calculados através das seguintes equacoes:

K2 = 214—15+(%t) (Agl)
e
(27+1-2)EG) = (22+2- %) K (i) (A.92)

Onde E (k) € integral eliptica do segundo tipo com modulo k.

A velocidade de fase da onda cnoidal é dada pela equacéo:

=1+ £ -2 59

Para as expressdes que descrevem a velocidade das particulas durante a

passagem da onda recomenda-se a leitura em CHAKRABARTI (1987).
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APENDICE B -METODOLOGIA DE GORING (1979) PARA

GERACAO NUMERICA DE ONDAS SOLITARIAS

A metodologia de GORING (1979) consiste em considerar a velocidade
instantdnea do pistdo, igual a velocidade horizontal da onda promediada na direcéo

vertical:

ax _ _ et
at ulx,t) = h+1(x,t) (B.1)

Onde u € velocidade horizontal da onda promediada na vertical; ¢ é a velocidade
de fase da onda; n € a superficie livre da onda; x é a posicdo do gerador de onda no

instante de tempo t.

A equacdo (B.1) é integrada para a obtencdo da trajet6ria do pistdo como funcgéo
do tempo. Ela mostra que velocidade horizontal da onda promediada na vertical
depende da solugdo das equacgdes de ondas longas. Existem diferentes solugdes que

descrevem variacao da superficie livre para o caso de ondas solitarias.

Define-se uma funcéo de onda que depende de um parametro ©, tal que:

n(x,t) = Hf (0) (B.2)
Onde: f é funcdo de onda;

0 = Z(ct—x) (B.3)

= |24
5= 22 (B.4)

A derivada total da equacdo (B.3) € dada por:
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P®_z (C — E) (B.5)

e

dx dx dO ax dx

et (%) (B.6)

~ d

Resolvendo a equacdo (B.6) em ordem a £ resulta em:

d dx

ax at

2 = (- (B.7)
dt

Substituindo a equacgdo (B.1) e equacdo (B.2) na equagdo (.7) e integrando

resulta a seguinte equacéo:

x(t) == [ fW)dw (B8)
Onde: Wé uma variavel de integracao.

A equacdo (B.8) é uma equacdo implicita que em geral pode ser calculada para

um instante de tempo t atraves de esquemas numéricos. Consideremos a regra de

Newton..

Escrevendo a equacdo (B.8) em termos de © através da substituicdo de x (t)

obtido da equacéo (B.3), tem se:

S€:

2= [P fW)aw (B.9)

Onde resulta:
F=0-2ct+2[°fW)dw =0 (B.10)
h 70

Diferenciando em ambos os membros na equacdo (B.10) com respeito & ©, tem

oF

= =1+2f(0)=0 (B.11)
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As raizes da equacdo acima podem ser calculadas através do procedimento

iterativo:

F(eb)
aF(el)
90

O'tl = @t — (B.12)

Onde: i indica 0 numero de iteracoes.

Substituindo as expressdes equacdes (B.10) e (B.11) na equagéo (B.12) tem-se:

T H G)i
el—uct+ﬁfo Ffwyaw

®i+1 — @i _
1+7£(0)

(B.13)

Apos a determinacdo de ® num determinado instante (t,), o deslocamento do
pistdo x(t,) pode ser calculado através da equacdo (B.3) e consequentemente a

velocidade do pistdo através da equacdo (B.1). Deve-se ter em conta que:

f(@®) = sech?® (B.14)
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