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A formulagao estabilizada SUPG/PSPG do MEF é aplicada para a simulagao
de escoamentos incompressiveis de fluidos viscosos e o transporte advectivo-difusivo
de um escalar. A aproximacgao de Boussinesq é utilizada para acoplar as equagoes
de conservacao de quantidade de movimento e de transporte através das forcas de
volume devidas a acao da gravidade. A estabilizagao LSIC é empregada para lidar
com escoamentos de elevado nimero de Reynolds. Para evitar oscilagoes na solugao
de transporte, adiciona-se o termo de captura de descontinuidades YZ/j.

E verificada a precisio e o desempenho computacional da integracdo Gaussiana
completa e reduzida para o elemento hexaédrico isoparamétrico trilinear através
de uma série de exemplos de aplicagdo. Adiciona-se uma estabilizacao aos termos
advectivos e viscosos/difusivos para o controle dos modos espurios de hourglass.

O codigo computacional foi implementado em C++ utilizando-se como base a
biblioteca 1ibMesh que fornece suporte para o refinamento adaptativo de malha e
computacao paralela. Adotam-se estimadores de erro a posteriori baseados no salto
do fluxo das varidveis primarias entre elementos adjacentes.

A simulag¢ao numérica de correntes gravitacionais é realizada e atencao especial
é dada a problemas de lock-exchange planos. O refinamento h é adotado para a
captura da interface entre os dois fluidos e melhorar a representacao das vagas de
Kelvin-Helmholtz.

Resultados mostram que a taxa de convergéncia dos elementos é consistente.
Simulagoes adaptativas confirmam o potencial de reducao do tamanho de malha e a
capacidade de captura das menores escalas da solugao assim como o desenvolvimento

da interface entre os fluidos.
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The stabilized SUPG/PSPG Finite Element formulation is applied for the sim-
ulation of incompressible viscous fluid flows and advective-diffusive transport of a
scalar. The Boussinesq approximation is used for coupling the momentum and
transport equations by the effect of buoyancy forces associated with gravity. The
LSIC stabilization is employed in order to handle large Reynolds numbers. To avoid
oscillation in the transport solution, the discontinuity capturing term Y Z 3 is added
to the stabilized formulation.

Accuracy and assessment and a computational performance comparison between
full Gaussian and reduced integrations for the isoparametric 8-node hexahedron
element is presented for several representative problems. A h-stabilization for both
advective and viscous/diffusive terms is used to control the spurious hourglass modes
introduced by under integrating the element.

The implementation has been performed using the libMesh Finite Element
Method library written in C++ which provides support for adaptive mesh refine-
ment and coarsening and parallel computations. A posteriori error estimators are
employed based on the unknowns flux jump calculated at element interfaces.

The numerical simulation of three-dimensional gravity currents is performed and
special attention is given to the planar lock-exchange problem. The h-refinement is
adopted to capture the interface between two fluids and improving the resolution of
the Kelvin-Helmholtz billows.

Results show that the convergence rate of the reduced integrated element is
consistent with that obtained by the full integrated element. Adaptive simulations
confirm the mesh size reduction potential and the ability to capture the solution

lower scales as well the development of the interface between the fluids.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Dinamica dos Fluidos Computacional

A solu¢ao numérica de problemas de escoamento através da Dinamica dos Flui-
dos Computacional (DFC)! ganhou corpo no inicio dos anos 60 devido ao impulso
tecnologico proporcionado, principalmente, pela industria aeroespacial e militar. A
DFC tornou-se uma alternativa a analise experimental convencional em laboratorios
que permite poupar custos, tempo e obter resultados confiaveis, predizendo poten-
ciais problemas de projeto e reduzindo a quantidade de ensaios experimentais a um
minimo indispensavel.

Atualmente, a simulacdo numérica de problemas de escoamentos e transferéncia
de calor tornou-se rotina no trabalho de engenheiros e pesquisadores das mais diver-
sas areas do conhecimento. A evolugao dos algoritmos numéricos juntamente com o
avanco da arquitetura dos computadores foram fundamentais para a popularizacao
da DFC através de codigos de uso comercial e/ou académico.

A partir da hip6tese da continuidade (mecénica do continuo), a solugao de es-
coamentos pela DFC consiste em resolver numericamente um conjunto de equagoes
diferenciais parciais (EDP) através da discretiza¢ao do dominio espacial e temporal.
Viérias técnicas de discretizacao do dominio espacial e resolucao das equacoes gover-
nantes surgiram devido ao crescimento exponencial do uso da DFC. Entre as mais
difundidas estao o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Volumes
Finitos (MVF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF).

De forma geral, as trés técnicas resultam da aplicacdo do Método dos Residuos
Ponderados (MRP), que é a técnica mais geral de métodos baseados na Teoria da
Aproximacao, cujo objetivo é minimizar o erro resultante da substituicao da solugao

exata por uma aproximadaZ.

' A DFC representa uma area das técnicas de simulacdo chamada mecanica computacional.
2Na secdo 3.1 serdo apresentados alguns detalhes sobre o MRP e os aspectos basicos da Teoria
da Aproximacao.



O MEF tem sua origem na década de 50 e era aplicado na solug¢ao de problemas
de elasticidade na area estrutural. O método adquiriu maior expressao na simulacao
de escoamentos de fluidos no final dos anos 60. Ao contrario do MDF e do MVF,
desde o principio, o MEF teve como vantagem o uso de malhas nao-estruturadas, o
que permite a solugao de problemas com geometrias complexas. Uma caracteristica
interessante do MEF ¢é a facilidade para a aplicacao de condigoes de contorno com-
plexas como as de Neumann, por exemplo.

O MEF, assim como os outros métodos de discretizacao de equagoes diferenciais
parciais, tem a capacidade de recorrer a adaptacao de malha, baseando-se em esti-
madores e indicadores de da solugao aproximada das varidveis ou de seus gradientes
nas interfaces entre os elementos. A adaptacao pode ocorrer através do refinamento
ou desrefinamento da malha, da movimentagao da mesma, pelo incremento da ordem
das funcgoes de interpolaciao ou pela combinacao destes.

Segundo REDDY [1], o MEF baseia-se na forma variacional equivalente das
equagoes diferenciais. O dominio, que pode ser geometricamente complexo, é di-
vidido em subdominios de geometria simples, chamados de elementos finitos. A
solucao é aproximada por uma combinagao linear de func¢des interpoladoras cons-
tituidas de polinomios algébricos de facil derivagao e integragao e que interpolam as
variaveis basicas do problema dentro de cada elemento.

A solucao de problemas da DFC tradicionalmente leva em conta as caracteristicas
fisicas do fluido e a natureza de seu escoamento. Os fluidos e escoamentos sao
convenientemente divididos em diversos tépicos de acordo com suas propriedades. A
abordagem utilizada para a solu¢ao numérica do problema da Mecanica dos Fluidos
sera consequéncia da classificagdo resultante.

Fluidos Newtonianos sao caracterizados pela suposicao de que o tensor de ten-
soes desviadoras é uma funcao linear isotropica das componentes do gradiente de
velocidade [2]. Fluidos que nao obedecem a relagao linear tensao-taxa de deformagao
(gradiente de velocidade) sao ditos ndo-Newtonianos.

Os escoamentos de fluidos sao tradicionalmente classificados em compressiveis

3. A primeira classe compreende os fluxos em que a massa espe-

e incompressiveis
cifica do fluido varia no tempo e espago. Normalmente, esse tipo de escoamento
ocorre na presenca de valores mais elevados do ntimero de Mach (M). A segunda
classe considera que a massa especifica permanece constante (ou sua variagao é as-
sumida desprezivel) e compreende o conjunto mais importante de escoamentos, pois
estd presente na maioria dos produtos manufaturados e nas situagoes do cotidiano:
aerodinamica de automoveis, escoamento em torno de edificagdes, propagacao de

inundacoes, correntes sanguineas, entre diversos outros.

30utra classificacdo tradicional de escoamentos leva em conta a seu movimento definindo-os
como laminares ou turbulentos.



Os escoamentos (compressiveis e incompressiveis) de fluidos viscosos sao descritos
pelas equagoes de Navier-Stokes. Quando assume-se que sua viscosidade é nula, o
fluido é dito inviscido e seu escoamento é governado pelas equagoes de Euler. O que
diferencia a solucdo de escoamentos incompressiveis dos compressiveis é o fato de

que a pressao nao é obtida através de uma equacao de estado [3].

1.2 Simulacao Computacional de Escoamentos

Incompressiveis via o MEF

Na simulacao numérica de escoamentos incompressiveis através do MEF, o acopla-
mento entre a velocidade e a pressao impoe restricdes ao espaco das fungoes de
aproximagao [4]. Existem trés alternativas classicas para contornar essa dificuldade:
o enfoque misto, funcao de penalidade e pseudo-compressibilidade.

O enfoque misto, em que utilizam-se as varidaveis primitivas de velocidade e pres-
sao como incognitas, resulta, apos a discretizagao da formulagao, num sistema algé-
brico com uma submatrix nula na diagonal®. Para que esse sistema tenha solucao
valida, utilizam-se fun¢des de interpolacao de ordem diferente para a aproximacgao
da pressao e da velocidade [5]. Essas fungoes precisam satisfazer a condi¢ao de com-
patibilidade, conhecida como a condi¢do de Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi (LBB)
6].

Essa abordagem pode ser obtida diretamente da aplicacao do MEF nas equacoes
de residuos ponderados. FRANCA e FREY [7] propdem um método baseado na for-
mulacao de velocidade-pressao para resolver escoamentos incompressiveis. BEHR
et al. [8] formulam em termos da velocidade, pressao e do tensor de tensoes as
equacgoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis adotando varias com-
binagoes de fungoes interpoladoras. Em AWRUCH e PETRY [9] encontra-se uma
analise sobre a utilizacao de fun¢oes de ordens diferentes para o acoplamento pressao-
velocidade. Mais detalhes sobre o enfoque misto podem ser obtidos em [10-12].

Embora a formulacdo mista seja capaz de contornar a condicao LBB, o uso de
elementos que obedecem a essas restricoes pode aumentar o niimero de graus de
liberdade tornando a solu¢do do sistema linear mais cara. Além disso, nos proble-
mas com malhas adaptativas, o refinamento e desrefinamento pode se tornar mais
complicado, especialmente quando elementos de ordem superior sao utilizados.

A abordagem com func¢ao de penalidade considera a equagao de conservagao de
massa como uma restricdo de incompressibilidade que é satisfeita de forma aproxi-

mada através de um termo de penalizacao. O resultado é um sistema de equagoes

4A presenca de uma submatriz nula ocorre pelo fato da varidvel pressio ndo estar presente na
equacao da continuidade



em que a pressao ¢ eliminada da formulagdo. A pressao pode ser computada pos-
teriormente com base no campo de velocidade obtido. CAREY e KRISHNAN [13]
adotam esse método para a solugao estacionaria das equacoes de Navier-Stokes. No
trabalho de ENGELMAN et al. [14] podem ser encontradas mais informacoes sobre
esse esquema, assim como em [15, 16].

O enfoque de pseudo-compressibilidade considera a definicao da velocidade do
som num meio elastico como uma equacao de estado. Quando esta é substituida
na equacao de conservagao de massa, resulta, depois da discretizagdo no tempo e
espaco, num sistema eliptico para a pressao. A técnica baseia-se no fato de que a
velocidade de propagacao do som ¢é finita. A partir disso, KAWAHARA e HIRANO
[17] argumentam que todo escoamento apresenta um nivel de compressibilidade,
sendo o enfoque denominado por eles de quase-incompressivel.

A ideia de pseudo-compressibilidade foi originalmente apresentada por CHORIN
[18] e tem sido largamente utilizada para a solugao de escoamentos incompressiveis
com M < 0.4. RAMSHAW e MESSINA [19] apresentam um método hibrido que
combina a técnica da penalidade com a pseudo-compressibilidade. TABARROK e
SU [20] apresentam um esquema baseado nessa técnica para a solu¢ao de escoamen-
tos incompressiveis, enquanto que AZEVEDO [21] adota essa metodologia para a
solucao de problemas de iteracao fluido estrutura.

Em problemas predominantemente advectivos, a solucao de escoamentos através
de métodos de discretizacao tende a ser instavel e a apresentar oscilagoes nos re-
sultados. Para tornar os procedimentos numéricos mais estaveis sem a necessidade
de se recorrer a um excessivo refinamento da malha nas regioes onde as oscilagoes
estao presentes, diversas técnicas de estabilizagao foram desenvolvidas.

No contexto do MEF, o esquema de Taylor-Galerkin [22] consiste na expansao
temporal das varidveis primarias por séries de Taylor seguido pela aplicacao do
método de Galerkin sobre o residuo resultante da discretizagao espacial. Esse método
aplicado a formulagao fraca do MEF ¢é equivalente ao esquema de segunda ordem
no tempo e espaco para a solucao de EDP hiperbélicas através do MDF chamado
de método de Lax-Wendroff [23].

O método semi-implicito de Taylor-Galerkin é utilizado por TABARROK e
SU [20] para a solugdo de escoamentos incompressiveis com transferéncia de ca-
lor via o enfoque de pseudo-compressibilidade descrito acima. HATANAKA e
KAWAHARA [24] utilizam o método de Taylor-Galerkin com 3 passos para o estudo
da esteira de vortices em torno de um cilindro resolvendo as equagoes de Navier-
Stokes incompressiveis e de energia. Em ROSSA [25] é resolvido o escoamento
nao-isotérmico tridimensional através de um esquema semi-implicito. O enfoque de
pseudo-compressibilidade é utilizado para determinar a variacao da quantidade de

movimento através da soma de duas parcelas. A primeira considera a solucao de



uma aproximacao sem a contribuicao da pressdo via um processo iterativo. A se-
gunda ¢é obtida de forma explicita apds a solucao implicita da equacao de Poisson
para variacao da pressao.

A utilizacao de fungoes de interpolacao modificadas foi introduzida por CH-
RISTIE e GRIFFITHS [26] para contornar os problemas de oscilagio na solugao
numérica de equacgoes elipticas de segunda ordem. A técnica tornou-se conhecida
como formulagao Petrov-Galerkin e mostrou-se adequada quando aplicada a proble-
mas unidimensionais. BROOKS e HUGHES [27] propuseram o uso de fungdes peso
descontinuas adicionando-se perturbagoes na direcao das linhas de corrente, introdu-
zindo a formulagao estabilizada Streamline- Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Mais
tarde, TEZDUYAR [28] estende a formulacao apresentada por HUGHES et al. [29],
utilizada para resolver o problema de Stokes com elementos de mesma ordem, para
a solucao geral de escoamentos incompressiveis de fluidos viscosos. Esse método

tornou-se conhecido como Streamline Upwind Petrov-Galerkin/ Pressure Stabilizing
Petrov-Galerkin (SUPG/PSPG).

1.3 Estratégia de Integracao Espacial Reduzida

A aplicagdo do MEF implica na discretizagao espacial e a ado¢ao de alguma técnica
para minimizar o residuo resultante, que envolve a integracao dos termos das equa-
¢oes governantes no dominio de cada elemento finito. De forma geral, os integrandos
sdo compostos pelas funcoes de forma e suas derivadas em relacdo as coordenadas
espaciais (z,y, z). Quando utilizam-se os elementos definidos no espago padrao, as
derivadas com respeito as coordenadas espaciais e o dominio de integracao devem ser
expressos em termos das coordenadas naturais (£, 7, (). Essa transformagao resulta
na avaliacdo de uma matriz de transformagio (e de seu determinante) para cada
elemento, chamada de matriz Jacobiana.

A integracao analitica no dominio computacional é, na maioria das vezes, invia-
vel devido a complexidade da expressao que representa o integrando. Na pratica, a
integragao é realizada numericamente através regra de quadratura gaussiana ® (ou de
Gauss-Legendre). A integragdo numérica tende a consumir boa quantidade de me-
moria e tempo de computacao uma vez que havera a necessidade de implementacao
de um lago que sera percorrido tantas vezes quantos forem os pontos de integracgao.

Com o objetivo de minimizar o esfor¢co computacional na integracao das matri-
zes de elementos, BURBRIDGE [30] resolve escoamentos compressiveis de fluidos

viscosos integrando analiticamente as expressoes envolvidas de forma simplificada

5Para o elemento triangular pode ser utilizada a técnica de integracdo parametrizada através
das suas sub-dreas. Para o elemento tetraédrico, pode-se utilizar o procedimento anédlogo através
de seus subvolumes



avaliando as fungoes de forma no centro do elemento hexaédrico (£ = 0,7 = 0,¢ = 0).

Existem muitos autores que empregam a integragao numérica reduzida utili-
zando apenas um ponto da quadratura. No trabalho de BELYTSCHKO et al. [31]
a integracao reduzida é utilizada para a solugao de problemas estruturais lineares e
nao-lineares. ALVES [32] em simulagao nao-linear (fisica e geométrica) dindmica em
regime transiente, SILVA [33], em simula¢do dindmica nao-linear em regime transi-
ente de estruturas laminares (cascas) e COSTA [34], na solu¢ao de problemas tridi-
mensionais de contato-impacto, também utilizam essa estratégia. MALLET et al.
[35] e CHRISTON [36] realizam a integragao apenas no centro do elemento na solu-
¢ao de problemas da DFC. BRAUN e AWRUCH [37] adotam a integragao reduzida
uniforme para a integragao espacial do hexaedro isoparamétrico na anélise dindmica
de estruturas elasticas com nao-linearidade geométrica. Mais recentemente, JUHRE
e REESE [38] aplicam a integracao reduzida na solugao de problemas elasto-plasticos
termo-mecanicamente acoplados.

Uma terceira possibilidade de integracao numérica espacial ¢ a integracao redu-
zida seletiva (integragao reduzida de alguns termos que formam a matriz de rigidez).
Esta foi desenvolvida para melhorar a precisao de solucao de certos problemas com
restricoes nos quais a integragdo completa apresenta dificuldades. Em KOH e KI-
KUCHTI [39] a integragao reduzida seletiva é estudada para os elementos quadrilatero
e hexaédrico em problemas de elasticidade linear anisotropica.

Apesar de resultar em economia de tempo computacional, a integracdo numérica
(ou analitica) reduzida necessita de uma estabilizacdo afim de mitigar os efeitos
devido a excitacdo de modos espurios através de uma técnica eficiente chamada
genericamente de controle de hourglass. Essa técnica deve evitar a manifestacao
descontrolada os modos espurios remediando a deficiéncia de posto, mantendo assim

a eficiéncia computacional.

1.4 Adaptatividade de Malhas

A garantia de qualidade das malhas criadas para a resolucao de problemas através da
simulagao computacional exige dedicacao e normalmente consome um bom tempo
de trabalho. Além de representear corretamente o dominio geométrico, o modelador
necessita levar em conta a fisica do problema para que a solug¢ao aproximada possa
ser obtida e que esta reproduza a realidade minimizando o erro inerente metodolo-
gia numérica (discretizagdo espacial, erros de truncamento, etc.). Experiéncia em
simulagao computacional e conhecimento prévio do comportamento da solugao sao
fatores muito importantes para obtencao de bons resultados.

A geracao da malha para simulagoes tradicionais em que esta permanecerd fixa,

precisa levar em conta a presenca de descontinuidades, gradientes da solucao, im-



posicao de condigoes de contorno, entre outros aspectos, para obten¢ao de solugao
consistente e estavel evitando oscilagoes esptirias ou até mesmo a nao convergéncia.
Problemas estacionarios com presenca de ondas de choque, por exemplo, nao podem
prescindir de uma malha que seja gerada levando-se em conta a localizacao desse
fenomeno e, portanto, resulte adaptada a estas condigoes fisicas.

Por outro lado, em problemas transientes, especialmente aqueles em que exista
a propagacao de uma frente de deslocamento, a criacdo de uma malha que consiga
captar corretamente a evolugao do fendomeno é uma tarefa quase inviavel. A alter-
nativa normalmente adotada é o refinamento uniforme da malha pagando-se o preco
do nuimero excessivo de elementos em regides onde a solucao é suave e, portanto,
poderiam ser discretizadas de forma mais grosseira.

Para contornar tais dificuldades (captura da fisica e minimizacao do esfor¢o com-
putacional), malhas que se auto-adaptam durante a simulagao podem ser adotadas.
O refinamento/desrefinamento adaptativo de malhas (em inglés Adaptive Mesh Refi-
nement/Coarsening, AMR/C) é uma técnica que teve origem nos anos 70. CAREY
[40] apresenta um esquema de refinamento de malhas bidimensionais utilizando o
MEF. Em [41, 42] estao compilados uma série de trabalhos apresentados nas pri-
meiras conferéncias dedicadas exclusivamente a esse tema.

Segundo LOHNER [3], as principais motivacoes para a utilizacio de malhas
adaptativas devem-se ao fato de que: a) a solugdo numérica de um problema espe-
cifico, dada um determinada precisao, seria alcancada com o menor quantidade de
graus de liberdade; b) a economia de recursos de CPU® ¢ memdria pode exceder a
um fator de 100 em certas classes de problemas, e ¢) a prevencao do desperdicio
de tempo na geracao da malha adequada para o problema em questdo (processo
iterativo), principalmente os transientes.

O processo de refinamento adaptativo de malhas é composto pela defini¢cao de um
critério para otimizé-las (distribui¢ao uniforme do erro ou alcance de uma tolerancia
de erro local), um método para determinacao de indicadores de erros (a priori ou a
posteriori) e uma estratégia para o refinamento ou desrefinamento dos elementos. A
partir desses critérios, deseja-se que a malha ao final da simulacao resulte otimizada
através do refinamento das regides criticas enquanto que em outras, onde a solugao
é suave, possua apenas a quantidade de elementos necessaria.

A lista de publicagoes sobre malhas adaptativas é extensa. Como referéncias
tedricas do tema pode-se citar os trabalhos de [43, 44]. A teoria por traz dos es-
timadores de erro pode ser encontrada em [45-47]. Exemplos atuais de simulagoes
adaptativas podem ser obtidas em [48, 49] que resolvem as equagao de Navier-Stokes

aplicadas a problemas de correntes gravitacionais.

SCPU representa as iniciais em inglés de unidade de processamento central (Central Processing
Unity), parte do computador onde sdo executadas as instrugoes dos programas



1.5 Processamento de Alto Desempenho

A simulacao numeérica de grande parte dos problemas de Engenharia seria inviavel
sem o advento da computacao paralela. Mesmo com o desenvolvimento das técnicas
de malhas adaptativas, os processadores disponiveis mais velozes nao sao capazes de
resolver sozinhos, dentro de um periodo de tempo factivel, problemas que possuam
quantidades enormes de graus de liberdade e que precisam de montantes proporci-
onais de recursos de memoria, tipicos na solucao dos casos reais.

A computagao paralela e o processamento de alto desempenho possibilitaram
que problemas com grande quantidade de graus de liberdade e de alta complexidade
(muitas vezes envolvendo diversas escalas de magnitude e multiplas fisicas) sejam
resolvidos por aglomerados de computadores instalados em centros de pesquisas de
empresas e em universidades.

Para que os recursos de processamento de alto desempenho sejam eficientemente
utilizados, foram desenvolvidos ao longo da tltima década uma série de algoritimos
e métodos computacionais que viabilizaram a solucao de problemas com niveis de
detalhamento cada vez mais realisticos. Processadores com multiplos nucleos que
compartilham memoéria, aglomerados de computadores pessoais em que cada pro-
cessador possui sua propria meméria (memoria distribuida) e, mais recentemente, os
cluster multiprocessados com memoria compartilhada e também distribuida (arqui-
tetura de memoria hibrida) fazem parte do cotidiano de engenheiros e pesquisadores.

O conceito de multitarefa [50] e o paradigma de troca de mensagens [51] foram
incorporados as técnicas de programacao tradicionais de forma que o esforco de
computagao seja distribuido uniformemente ou nao entre varios (nao raro milhares)
de processos e processadores conectados entre si. Consequentemente, diminui-se a
quantidade de trabalho individual das CPUs viabilizando-se através da soma dos
esforcos em paralelo a solucao de problemas que seriam impossiveis de ser resolvidos
de forma serial. A computacao paralela possibilitou que a velocidade de pico dos
supercomputadores crescesse a uma taxa superior a prevista pela Lei de Moore”.

Embora tenha aumentado a capacidade de processamento, o paralelismo adi-
cionou complexidade a programacao dos cdédigos computacionais. Além disso, a
escalabilidade do desempenho das aplicagdes que utilizam processamento paralelo
nao acontece de forma natural (o aumento do desempenho da computagao nao neces-
sariamente é proporcional ao nimero de processadores utilizados). Segundo DON-
GARRA et al. [50] a escalabilidade é particularmente problematica porque a visao
de escalabilidade facil nao pode ser alcancada sem que aplicagoes escalem automa-

ticamente a medida que o nimero de processadores aumenta. Portanto, os recursos

"A Lei de Moore é uma previsdo empirica realizada pelo antigo presidente da Intel chamado
Gordon Moore, que diz que o desempenho dos processadores dobra aproximadamente a cada 18
meses.



de computacao paralela devem ser utilizados de forma racional para obtencao de
desempenhos compativeis.

A boa pratica de simulacao de alto desempenho sugere que sejam usados algo-
ritmos e aplicativos otimizados para esse fim. Atualmente estao disponiveis (grande
parte de forma livre) diversos programas destinados a realizar as diferentes tarefas
inerentes a computacao paralela. O particionamento de dominio e balango de carga,
troca de informagoes entre os processadores, operacoes algébricas e a solucao de sis-
temas lineares pré-condicionados sao algumas das principais operagdes necessarias
e que possuem bibliotecas computacionais especificas que podem ser incorporadas a
implementa¢ao de um simulador numérico.

A escolha de cada um deve ser realizada de acordo com o propésito do simulador
e das estratégias computacionais adotadas atendendo as necessidades pré-definidas.
METIS/ParMETIS, OpenMPI, LasPACK e PETSc® sdo alguns exemplos de bibli-
otecas consolidadas e amplamente utilizadas no desenvolvimento de c6digos para
a computacao cientifica e de alto-desempenho e que formam a base subjacente de
grande parte dos simuladores modernos.

Ao longo dos anos foram desenvolvidas uma série de bibliotecas para computagcao
cientifica que encapsulam um determinado conjunto de bibliotecas de base disponi-
bilizando as ferramentas necessarias para a implementagao de simuladores voltados
a solucao de problemas fisicos e/ou mateméaticos através de técnicas de discretizagao.
Entre outros exemplos de plataformas para simulacao paralela adaptativa podem ser
citados a Cactus (http://cactuscode.org/) para problemas na drea de astrofisica
e temas relacionados e ParFUM2 (http://charm.cs.uiuc.edu/research/ParFUM)
que permite implementacao de codigos nas linguagens de programacao Fortran90,
C ou C++.

O grupo hp-FEM (http://hpfem.org/main/) formado por pesquisadores da
Universidade de Nevada em Reno, EUA e da Universidade da Bohemia do Oeste,
em Pilsen, na Republica Tcheca desenvolve uma série de métodos computacionais
para a solucao de problemas de engenharia e computagao cientifica descritos por
EDPs. Entre as diversas ferramentas de cédigo aberto disponibilizadas pelo grupo
encontra-se HERMES que é uma biblioteca do MEF em linguagem C++4 para o de-
senvolvimento de simuladores adaptativos (hp). A partir dela, foram desenvolvidas
aplicacoes de multiplas fisicas (actstica, magnetismo, transferéncia de calor, etc.)
como o Agros2D. Estao disponiveis também geradores de malhas como o XGEN
(tridngulos) e os Flex Mesh Editor para edigdo de malhas com elementos curvilineos
inclusive.

Com objeto semelhante, deal.Il (http://www.dealii.org/) é uma biblioteca

8Detalhes e referéncias sobre essas bibliotecas serdo apresentadas no Capitulo ?? dedicado as
questdes computacionais de base



em C+-+ orientada para a solucdo computacional de equacoes diferenciais parci-
ais usando elementos finitos adaptativos. Ela utiliza o estado da arte em técnicas
de programacao e fornece uma interface para as complexas estruturas de dados
e algoritmos necessarios para o desenvolvimento de cédigos computacionais. A
deal.IT foi inicialmente desenvolvida pelo Numerical Methods Group da Universi-
dade de Heidelberg, na Alemanha (http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/) e
atualmente é mantido pelo departamento de Matematica da Universidade Texas
A&M (http://http://www.math.tamu.edu/) e por diversos colaboradores além
de usuérios em todo o mundo.

No Brasil, um grupo de pesquisadores do Laboratério de Mecanica Computacio-
nal (LabMeC, http://labmec.fec.unicamp.br) do Departamento de Estruturas da
Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo (FEC) da Unicamp de-
senvolve o PZ que é um ambiente escrito em linguagem C++ para a implementagao
de algoritmos de elementos finitos com suporte para adaptatividade de malha. O
ambiente inclui todas as familias de elementos finitos: zero (elemento pontual), uni,
bi e tridimensional continuos e descontinuos. A inclusao dos elementos descontinuos
permite ao ambiente PZ implementar uma nova gama de algoritmos, incluindo a
combinagao de elementos continuos e descontinuos em um mesmo cédigo [52]].

Outra biblioteca de elementos finitos que vem obtendo bom destaque é a
libMesh. Em desenvolvimento desde 2002 por um grupo de pesquisadores do CF-
DLab, Department of Aerospace Engineering and Engineering Mechanics, da Uni-
versidade do Texas em Austin, EUA, a biblioteca é disponibilizada em c6digo aberto
(http://libmesh.sourceforge.net/). Segundo seus desenvolvedores, um dos seus
principais objetivos é fornecer suporte para computacao em paralelo com refinamento
adaptativo de malha, permitindo ao pesquisador se concentrar sobre a fisica que estéa
sendo modelada [53].

Para alcancar essa finalidade, a biblioteca “esconde” as complicagoes introdu-
zidas pela computacao paralela, para que o usudario possa se concentrar sobre as
especificidades da sua aplicacao. A libMesh incorpora uma série de modernos paco-
tes para computacao cientifica tornando possivel a implementagao de codigos para
simulagoes numéricas de alto desempenho. A secao 5.6 descreve com mais detalhes

as suas principais caracteristicas.

1.6 Objetivos

O objetivo principal desse trabalho é a implementacao de uma metodologia para a
simulagao numérica adaptativa de escoamentos incompressiveis tridimensionais tran-
sientes de fluidos viscosos acoplados ao transporte advectivo-difusivo de um escalar

através de uma formulagao estabilizada do método dos elementos finitos. O escalar
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transportado depende do problema podendo ser a temperatura ou concentracao de
particulas, por exemplo.

Essa classe de problema fisico possui uma série de aplicagoes na Engenharia
tais como, dispersao de poluentes, aerodinamica de automoéveis, trocadores de calor,
correntes gravitacionais, entre outros.

Para disponibilizar as modernas técnicas para simulacao computacional de alto
desempenho, a biblioteca 1ibMesh foi adotada como plataforma de desenvolvimento
do simulador. Essa estratégia permite a realizacao de simulacoes adaptativas para-
lelas em aglomerados de computadores com arquitetura de memoria distribuida a
partir das ferramentas préprias da biblioteca.

Para a discretizagao espacial utiliza-se o elemento hexaédrico trilinear (8 nés) e
para o avanco no tempo, adota-se o esquema implicito de Euler. Visando-se reduzir
o custo da montagem do sistema linear, realiza-se também a integracao reduzida
das matrizes considerando-se apenas um ponto de integracao no centro elemento. O
desempenho computacional entre os elementos com integracao completa e a reduzida
é comparado e avaliado em um problema de verificagdo, onde existe uma solugao
manufaturada, e em problemas onde existem solug¢oes numéricas disponiveis.

Atencao especial é dada as simulagoes de problemas de correntes gravitacionais.
Deseja-se avaliar a eficiéncia do refinamento h de malha na reducao do nimero total
de elementos e verificar sua capacidade de captura das principais caracteristicas
fisicas do fendomeno, como o avanco da frente de deslocamento e o desenvolvimento

das vagas de Kelvin-Helmholtz.

1.7 Estrutura do Texto

A estrutura deste trabalho estd organizada da seguinte forma. O Capitulo 2 apre-
senta as equacoes que regem o escoamento incompressivel transiente de fluidos vis-
cosos e o transporte advectivo-difusivo de um escalar. Sao descritas as equagoes
constitutivas e o acoplamento entre as equacoes de Navier-Stokes e de transporte
através da aproximacao de Boussinesq. O método para simulagdao de voértices de
larga escala é descrito sucintamente. O Capitulo é concluido com a deducao da
adimensionalizacao de todas as equagoes governantes.

No Capitulo 3 sao apresentados os aspectos basicos da Teoria da Aproximacao
seguida pela formulacao estabilizada do método dos elementos finitos para solucao de
escoamentos predominantemente advectivos e o transporte de um escalar com seus
respectivos parametros de estabilizacdo. Sao descritos os termos de estabilizagao
adicionais para lidar com valores elevados do nimero de Reynolds, assim como a
presenca de fortes gradientes do escalar.

O Capitulo 4 descreve as técnicas utilizadas para o controle dos modos de hour-
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glass inerentes a integracao reduzida. A deducao de operadores para combater a
excitacao de modos espirios que serao adicionados aos termos advectivos e visco-
sos/difusivos é realizada e o sistema matricial resultante é apresentado.

O Capitulo 5 traz os principais aspectos computacionais utilizados na imple-
mentacao do codigo computacional. A descricao de cada ferramenta é realizada em
conjunto com a justificativa para sua adogao. Detalhes sobre a biblioteca de elemen-
tos finitos 1ibMesh utilizada para o suporte a computacao paralela e adaptatividade
de malhas também sao apresentados.

Uma série de aplicagoes numéricas da formulacao estabilizada é apresentada no
Capitulo 6. E realizada a validacdo do elemento com integracao reduzida através da
simulagao de um problema que possui solucao analitica. O desempenho em simu-
lagoes paralelas dos dois elementos é realizada em problemas de conveccao natural.
O escoamento em torno de um cilindro é realizado avaliando-se as forgas que atuam
sobre sua superficie e os valores de coeficientes adimensionais. Resultados de simu-
lagoes adaptativas de problemas de correntes gravitacionais encerram o Capitulo.

No Capitulo 7 é apresentado o resumo das principais conclusoes e uma lista com
os desafios e sugestoes para a continuidade das atividades.

O documento termina com dois Anexos em que sao apresentados (A) a forma
geral das Equagoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis e (B) o ar-
ranjo da matriz de elemento resultante da aplicagdao da formulacao estabilizada para

a solugao do problema de escoamento.
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Capitulo 2

Formulacao Matematica

2.1 Equacoes Governantes

2.1.1 Equacoes de Conservacgao

As equagoes que governam o escoamento transiente e incompressivel de um fluido
viscoso no interior do dominio QCR? escritas em sua forma nao-conservativa segundo
a descricao Euleriana podem ser representadas em notagao matricial pelo seguinte

sistema de equacgoes diferenciais parciais:

Vu=0 em Qx0,4, (2.1)

Poo <aaltl + uVu) —Veo=f em Qx]01]. (2.2)

A equagao (2.1) representa a conservac¢ao de massa (ou da continuidade) sendo
u o vetor com as componentes da velocidade. J& (2.2) representa a equagao de
conservacao de quantidade de movimento onde po, é a massa especifica de referéncial,
t é o tempo, o é o tensor de tensoes viscosas e f é o vetor com as forcas de volume

definido como:

f=gpoo (2.3)

onde g representa o vetor com as componentes da aceleragao da gravidade alinhadas
com os eixos coordenados.

A equagao que governa o transporte advectivo-difusivo de um escalar qualquer ¢
em sua forma nao-conservativa segundo a descricao Euleriana pode ser representada
pela seguinte EDP:

d¢

S A Vo-V(aVe) =Q em Qx[0.4. (2.4)

'Em escoamentos incompressiveis, p (x,t) = po = constante.
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Na expressao acima, o é um coeficiente difusivo como, por exemplo, a difusi-
vidade térmica do fluido se (2.4) representar a equacao de conservacao de energia
escrita em temos da temperatura 1T'. () representa a taxa com que o escalar é incluido
ou eliminado do dominio através de uma fonte ou sumidouro.

A dependéncia da massa especifica com o escalar que estd sendo transportado é

discutida na secao 2.1.5.

2.1.2 Equacgoes Constitutivas
O tensor de tensoes viscosas pode ser convenientemente decomposto em suas parcelas
hidrostatica e cisalhante conforme a seguinte expressao:

o=-pl+T, (2.5)

onde I é o tensor identidade, p ¢ a pressao, definida como o valor negativo da média

das componentes diagonais do tensor de tensées viscosas [2], isto é

1
p= ~3 (Opz + Oy +022), (2.6)

e T € o tensor de tensoes viscosas desviadoras.

Para fluidos Newtonianos, o tensor de tensoes desviadoras relaciona-se ao de taxa
de deformagodes através de uma constante de proporcionalidade que representa sua
propriedade de transporte microscépico de quantidade de movimento por difusao
molecular, isto é:

T = 2/€. (2.7)

onde a constante ;1 é a viscosidade dindmica ou absoluta? e

€= ; (Va+ (Va)'). (2.8)

é o tensor de taxas de deformagoes calculado a partir dos gradientes das componentes

da velocidade.

2.1.3 Equacoes de Navier-Stokes

Substituindo-se as equagdes (2.5), (2.7) e (2.8) nas equagoes de conservagao de quan-

tidade de movimento (2.2) obtém-se as equacoes de Navier-Stokes (ENS) para esco-

2A viscosidade de fluidos reais é dependente das caracteristicas termodindmicas as quais estdao
sujeitos. Para a maioria do materiais, a viscosidade diminui com temperatura e aumenta com pres-
sdo [2]. Independentemente da viscosidade ser considerada constante ou fungdo da temperatura,
por exemplo, um fluido é chamado de Newtoniano quando suas tensoes cisalhantes sao diretamente
proporcionais as taxas de deformagoes.
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amentos incompressiveis de fluidos Newtonianos em sua forma nao-conservativa:

p@(ﬁ+ﬂV0—¢V%+Vp:f em  x [0,¢]. (2.9)

No Anexo A é apresentada um forma mais geral das Equacgoes de Navier-Stokes
para escoamentos incompressiveis em que nao se leva em conta a condi¢ao de di-
vergente nulo (equagao (2.1)) durante a incorporagao do tensor de tensoes viscosas
desviadoras (2.7) nas equagoes de conservagao de movimento (2.2). Alternativa-

mente, as ENS serdo apresentadas em notagao indicial.

2.1.4 Condicoes de Contorno e Iniciais

As equacoes de conservacao de massa e de Navier-Stokes estao sujeitas as seguintes

condigoes de contorno (CC):

n=g  omly (2.10)
n-oco=h emlgs
onde I'y representa a regiao do contorno I' onde sao aplicadas as condigoes de con-
torno essenciais ou de Dirichlet e I'g a porc¢ao onde sao aplicadas as CC naturais
ou de Neumann representadas pelo vetor forcas por unidade de area h.
De forma similar, as CC da equacao de transporte difusivo-advectivo sdo dadas

pelas seguintes expressoes:
(2.11)

onde I'y representa a regiao do contorno I' onde sao aplicadas as CC essenciais e I',
a por¢ao onde sdao aplicadas as CC naturais como o fluxo ¢ (de calor, massa) que
atravessa o contorno. k é um coeficiente de conducao (ou de difusao).

Em (2.10) e (2.11), n representa o vetor unitario normal a superficie, orientado

para fora do dominio I". Generalizando-se:

I,cr (2.12)

As condigoes iniciais sao:
u (x,0) = uo, (2.13)
¢ (x,0) = oo, (2.14)

sendo que o campo de velocidade inicial ug satisfaz a condicao de incompressibilidade
dada por (2.1).
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2.1.5 Acoplamento entre as Equagoes de Navier-Stokes e de

Transporte

Quando consideram-se as variagoes da massa especifica devido a mudancgas no campo
do escalar transportado, as forcas de corpo devido a acao da aceleracao da gravi-
dade acoplam as equacoes de Navier-Stokes e a de transporte. Essas forcas podem
representar os efeitos gravitacionais devido a distribuicao nao uniforme de concen-
tracao de determinado componente disperso no fluido, diferentes valores de massa
especifica no escoamento simultdneo de dois ou mais fluidos ou, em escoamentos
nao-isotérmicos, os efeitos de flutuacao causados pela expansao térmica.

A consideracgao desses efeitos na solugao de um problema de dindmica dos fluidos
conduz a nao linearidade entre a solugao do escoamento (campo de velocidade e
pressao) e a do escalar transportado dificultando ainda mais a solugao do sistema

de equagoes. Portanto, é conveniente realizar algumas simplificagoes tais como:
e a massa especifica é constante, exceto no vetor de forcas de corpo;
e todas as outras propriedades do fluido sao assumidas constantes;

A primeira suposicao garante que a equagao da continuidade preserva a hipotese da
incompressibilidade enquanto que a segunda, restringe o foco de interesse apenas
aos efeitos gravitacionais.

O exemplo de aplicagdo mais tradicional de tais consideragoes acontece quando
adota-se a aproximagao de Boussinesq [54] que emula os efeitos das forgas de flu-
tuacao devido as variagoes na massa especifica com a temperatura. Matematica-

mente, a aproximacao de Boussinesq assume uma relacao linear entre p e T,

p(T) = o (1= B(T (x,£) = Tix)) . (2.15)

onde p,, e T, representam a massa especifica e temperatura de referéncia e 3 o
coeficiente de expansao térmica.

Uma classe semelhante de escoamentos sao os chamados de nao-Boussinesq [55],
em que ocorrem correntes gravitacionais devido a presenca de particulas suspensas
no fluido. Nesses escoamentos, existe uma pequena diferenca de massa especifica
entre o fluido que carrega uma determinada concentracao de particulas e o limpo.

A partir do campo de fracdo de volume® s ocupada por dois fluidos de massas es-
pecificas diferentes p, e py, pode-se adotar uma forma equivalente de ( 2.15) definida
por:

p(s) =5(x,t) pa+ (1 = 5(x,1)) po. (2.16)

3Também conhecida como saturacdo, mede a fracdo de volume ocupada por cada fluido em
relagdo ao volume total do dominio e varia entre s € [0, 1].
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Aproximacoes equivalentes a essa sdo adotadas em problemas de escoamentos em
aguas rasas em que uma corrente transportando uma determinada concentracao de
particulas propaga-se através de um fluido limpo inicialmente em repouso. Mais
detalhes sobre essa classe de problemas podem ser obtidos em [55].

De forma geral, as forcas de corpo devido a acao da gravidade podem ser escritas

em fun¢ao do escalar transportado em (2.4) como:

f(o)=p(0)g (2.17)

onde o campo do escalar ¢ uma funcao do espacgo e do tempo tal que:

b= (x.1) (2.18)

Para que as simplificacoes apresentadas nessa secao possam ser adotadas sem
maiores prejuizos a fisica do fenomeno, a dependéncia da massa especifica com o
escalar transportado deve ser fraca, sendo que a variacdo em torno do valor de

referéncia nao deve ser superior a 5% [56].

2.1.6 Modelo de Turbuléncia

No presente trabalho optou-se pela estratégia de solu¢cao do comportamento médio
do escoamento, associado as maiores escalas, e modelagem dos efeitos das menores
escalas. Uma descricao mais detalhada da teoria dos escoamentos turbulentos, assim
como das diversas abordagens para emular seus efeitos, estao além do escopo da Tese.

Adota-se o modelo de simulagao dos vortices de larga escala (do inglés, Large
Edge Simulation (LES)). Portanto, as equagoes de Navier-Stokes sao resolvidas para
as maiores escalas dos vértices, enquanto que os efeitos dos menores sao aproximados
através de um modelo matemético. Utiliza-se o modelo de Smagorinsky [57] em que a
tensao cisalhante residual 7" resultante do processo de filtragem das maiores escalas

¢ determinada pela seguinte expressao?
1 2
T =T — gTI = —2ps (Csd)” |€| € (2.19)

onde T é o tensor cisalhante nao filtrado, Cs é a constante de Smagorinsky cujo
valor normalmente é definido entre 0.1 e 0.2. O comprimento de filtro d associado a
malha pode ser determinado a partir do didmetro da esfera de volume equivalente
a cada elemento finito conforme serda demonstrado no Capitulo 3. € é o tensor de

taxas de deformagao filtrado e, |€| é sua norma definida conforme segue:

40 sinal negativo do lado direito de (2.19) deve-se ao fato de que apés a aplicagdo do filtro nas
equagoes de Navier-Stokes, o tensor residual resulta com o sinal trocado.
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|6| = \/2€ij€ij~ (220)

Quando compara-se o lado direito de (2.19) com a definicdo do tensor desvi-
ador para fluidos Newtonianos escrito antes da substituicao do tensor de taxa de

deformagao

T = 2U€ (2.21)

observa-se que o termo pu (Csd)” €| é similar a viscosidade dinidmica. Devido a
essa semelhanca, esse termo é chamado em inglés de eddy viscosity, e é associado a
viscosidade resultante dos vortices do escoamento turbulento.

A presenca de turbuléncia nos escoamentos tende a aumentar sua viscosidade.
Esse efeito pode ser incorporado as equagoes de Navier-Stokes pela definicao da

viscosidade efetiva calculada a partir da seguinte expressao

fe = fb+ fs (2.22)

onde ps € a eddy viscosity. Portanto, computando-se o tensor de tensoes desviado-
ras através da viscosidade efetiva, aumenta-se a contribui¢do do termo de tensoes

viscosas na solucao numérica do escoamento.

2.2 Adimensionalizacao das Equacoes

Experimentos realizados em laboratorios visam reproduzir fenémenos fisicos que
ocorrem na natureza através de modelos reduzidos. De forma geral, os ensaios
utilizam modelos construidos em escala e o escoamento de um fluido é monitorado
em um tunel de vento. A questao que surge é como relacionar os resultados obtidos
em modelos de laboratérios com os objetos (asas de avides, cascos de navios, por
exemplo) em escala real.

As caracteristicas dos escoamentos estdao contidas nos pardmetros fisicos que
os definem, tais como a viscosidade dinamica p e valores caracteristicos para o
comprimento L., velocidade u. e a massa especifica p,.. Combinando-se esses
parametros convenientemente de forma a produzir quantidades adimensionais, é
possivel relacionar os escoamentos em grandes e pequenas escalas.

Uma quantidade adimensional qualquer ¢* pode ser obtida a partir de sua con-

trapartida dimensional ¢ da seguinte forma:

* ¥

= (2.23)
Poo

2
onde ., é o valor de referéncia da quantidade expressa na mesma unidade de ¢. Em
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[54] podem ser obtidas mais informagoes a respeito das caracteristicas necessarias

para obtencao de escoamentos dinamicamente similares.

2.2.1 Adimensionalizacao das equacoes da continuidade e

Navier-Stokes

Desconsiderando-se o acoplamento definido na seccao 2.1.5 no primeiro momento,

introduz-se as seguintes variaveis adimensionais:

. X
X' =
Ly’
o Usol
Lo (2.24)
u = —
UOO
g P
' poougo

sendo os valores das constantes escalares de referéncia L., Uso, Poo € Poo cOnhecidos
a priori.’

Substituindo-se os valores dimensionais das varidveis obtidos a partir de (2.24) e
apos algumas manipulagoes algébricas nas equagoes da continuidade (2.1) e Navier-

Stokes (2.9), chega-se a:

V*ut =0, (2.25)
ou* 1L Lo
% +u*V'u 7poouoo[/oo u* + (V'p") ugog, ( )

onde os operadores V* e A*® estao relacionados as coordenadas adimensionalizadas
x* em vez de x. O lado direito de (2.26) representa a for¢a de corpo adimensionali-
zada: /

Multiplicando-se (2.26) pelo médulo do vetor gravidade e considerando-se as

defini¢bes dos nimeros adimensionais de Reynolds (Re) e de Froude (F'r),

Re 1= Poctioolos. (2.28)
L
Fri=——=__ (2.29)
Lo |Igll

SEm problemas de laboratério, L., pode ser a dimensdo principal de um obstéculo, tus, poo ©
Poo 08 valores & montante (ou de entrada) da velocidade, massa especifica e pressdo.

6 A notacdo do operador Laplaciano foi substituida para melhor representacdo de seu equivalente
adimensionalizado.
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as ENS adimensionalizadas tornam-se:

ou* 1 1
* * * _ A* * * %k — 2‘
o +u"V'u e + (V*p") okt (2.30)
onde
g
e= " (2.31)
|l

é um vetor unitario que representa a direcao gravitacional. Analisando-se as equa-
goes (2.25) e (2.30) percebe-se que as propriedades de um escoamento podem ser
descritas pelo nimeros de Reynolds e de Froude. O primeiro representa a relacao
entre as forcas de inércia e viscosas e o segundo, a razao entre as forgas de inércia
e gravitacionais. Escoamentos sao considerados dinamicamente similares quando

esses duas quantidades adimensionais coincidem.

2.2.2 Adimensionalizacao da equacao de transporte de tem-

peratura

Para facilitar a deducao da adimensionalizacao da equacao de transporte, convém
especificar qual é a grandeza escalar que esta sendo transportada. Por conveniéncia,
adota-se a temperatura devido a grande quantidade de problemas de Engenharia
que envolvem escoamentos nao-isotérmicos. Por completude, a seguir apresenta-se

a equacao da energia’ para propriedades térmicas constantes e isotrépicas com uma

fonte/sumidouro de energia escalada ¢ = pfcp.
aT R "
VT — V2T = 2.32
5 TU e, q (2.32)

onde ¢, ¢ o calor especifico a pressao constante que pode ser determinado a partir

da entalpia h através de
Oh(p.T)
=—" 2.
Cp T | (2.33)

A difusividade térmica fica definida por:

o (2.34)

PCp

De forma semelhante a adimensionalizagao das ENS, introduz-se algumas gran-

dezas adimensionais:

"A equacdo de energia equivale & equacdo de advecgio-difusdo (ou transporte) de temperatura
advectada pelo escoamento e difundida uniformemente em todas as diregoes.
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T -T

T =Lt
///>'< .LAoZ—‘ " (2‘35)
¢ = ATuooq ’

onde T, é a temperatura de referéncia e AT é uma diferenca de temperatura no
interior do dominio. Todos esses valores de temperaturas sao constantes e devem
ser previamente conhecidos. Na secao 2.2.2 sdo apresentadas algumas alternativas
para a definicdo de AT.

Substituindo-se os valores dimensionais a partir de (2.35) e a velocidade definida

em (2.24), assim como a defini¢ao de difusidade térmica, a equagao de energia torna-
8

se®:
aT* (% 1
— VT — AT =q ™. 2.36
ot* tuV Loctios 4 ( )
Multiplicando-se e dividindo-se o termo difusivo de (2.36) pela viscosidade cinema-
tica v:
1
vi=— (2.37)
Poo
chega-se a forma final adimensionalizada da equacao da energia:
aT* 1 ]_ "
VT - — — AT =q *. 2.38
ot* FueV Re Pr ¢ (2.38)

Assim como nas ENS adimensionalizadas, as caracteristicas fisicas da equagao
de transporte adimensionalizada também sao descritas apenas por ntimeros adimen-
sionais. A nova grandeza adimensional que aparece em (2.38) é conhecida como o
nuimero de Prandtl definido por:

pr.=2 (2.39)
v
o qual descreve a relagao entre a difusdo de quantidade de movimento e de calor e
é uma propriedade que leva em conta apenas caracteristicas do fluido. O produto
entre os numeros de Reynolds e de Prandtl é conhecido como o nimero de Peclet:

L
Pe := RePr = HooTroo

(2.40)

«

que representa a relacao entre o calor advectado e o difundido.

Adimensionalizacao da aproximacao de Boussinesq

O acoplamento entre a equagao de energia (2.32) e de momentum (2.9) ocorre quando

considera-se a aproximacao de Boussinesq para calcular a variagao da massa espe-

8Foi levado em conta o fato de T, ser uma constante conhecida e que, consequentemente, todas
as suas derivadas parciais sao nulas.
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cifica com a temperatura. Dessa forma, o vetor de forcas de corpo emula os efeitos
de flutuacao térmica da ordem de grandeza de ||g|| 8 (T, — Tw) em sentido contréario
ao da aceleracao da gravidade, onde T}, representa valor maximo da temperatura do
fluido.

O coeficiente de expansao térmica é definido como:

B = 1% (2.41)

pOT
e possui dimensao igual ao inverso da temperatura. Levando-se em conta (2.15), o

vetor de forcas de corpo fica:

E(T) = p(T)g = poe (1 - B(T (x,t) = To)) - (2.42)

Recordando a adimensionalizacao das ENS, percebe-se que o vetor de forcas de corpo
Loo
Poougo ’

a temperatura por seu valor adimensionalizado T = T*AT + T, chega-se a:

resultou dividido por Aplicando-se o mesmo fator em (6.15) e substituindo-se

£(T%) = (1 — BT*AT) ig"g. (2.43)

A equagao (2.43) pode ser convenientemente reescrita para incorporar o médulo

do vetor aceleragao da gravidade e o vetor unitario (2.31) resultando em:

(2.44)

) <Lm gl BATL, HgHT*> .

2 2
Uso Uso

O primeiro termo do lado esquerdo de (2.44) é o inverso do quadrado do nimero
de Froude enquanto que o quociente que multiplica a temperatura adimensionalizada

¢ exatamente a definicdo do niimero de Richardson:

_ BATL. |lg]

2
Uso

Ri : (2.45)
que, no contexto de escoamentos nao-isotérmicos, descreve a relagao entre a convec-
¢do natural e a forcada.

Em definitivo, o vetor de forcas de corpo que acopla as equacoes de energia e

Navier-Stokes, expresso somente através de niimeros adimensionais, resulta em:
£(17) = L R (2.46)

= 5 i e. )

EFr

E comum encontrar na literatura autores que consideram apenas os efeitos de

flutuagdo térmica no escoamento ([24], [48]) ignorando a for¢a peso do fluido. Para

isso, basta eliminar a contribui¢ao do nimero de Froude em (2.46).
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A diferenca de temperatura definida e utilizada inicialmente na sec¢ao 2.2.2 pode
ser selecionada de diversas maneiras dependendo do problema que sera resolvido.
Em fenémenos que possuem paredes quentes e frias como, por exemplo, simulagao
de convecgao natural, é usual definir AT como a diferenca entre os valores quente 7},
(méxima) e fria 7, (minima). J4 para escoamentos em que existe um corpo imerso
aquecido, é comum selecionar-se como a temperatura quente a da superficie do corpo
e a fria, a de entrada.

A temperatura de referéncia pode ser definida como a temperatura de entrada
Ty := T, ou como a média entre as temperaturas quente e fria Ty, := (T}, + T..) /2.
No primeiro caso, o intervalo de variacao da temperatura adimensionalizada é T™ €
[0, 1] e no segundo, T* € [—0.5, 4+0.5].

2.2.3 Adimensionalizagao da equacao de transporte de par-

ticulas

Uma classe de fendmenos muito importante na Engenharia é aquela em que parti-
culas suspensas num fluido sdo transportadas pelo escoamento. O escoamento pode
ser for¢ado (gradiente de pressao, por exemplo) ou induzido em fungao de diferengas
na distribuicdo da concentracao das particulas. Esse segundo grupo de escoamento
é conhecido na literatura [55] como correntes gravitacionais ou nao-Boussinesq onde
o fluido (ou por¢ao dele) mais pesada se propaga na dire¢ao do fluido mais leve.

O acoplamento entre o escoamento e o transporte das particulas pode ser mais ou
menos complexo dependendo das hipoteses consideradas como, por exemplo, o tama-
nho médio das particulas em suspensao, nivel de concentragao, entre outras. Nesse
trabalho, assume-se que a concentragao de particulas é pequena suficiente para que
as interagoes entre elas possam ser desprezadas e o movimento do fluido e das parti-
culas seja essencialmente dominado pela transferéncia de momentum eliminado-se os
efeitos de deslocamentos volumétricos. Consequentemente, o campo de velocidade
do fluido u pode ser considerado solenoidal (equagao (2.1)).

Considera-se apenas particulas de didmetro muito menor do que as menores es-
calas do movimento do fluido induzidas pelas forcas de gravidade. O transporte
advectivo das particulas é realizado pelo campo de velocidades do fluido. Essa afir-
macao implica dizer que o campo de velocidade das particulas também ¢é solenoidal
portanto, as particulas nao se acumulam.

Levando-se em conta as hipdteses anteriores, a evolucao temporal da distribui-
¢ao das particulas pode ser descrita segundo um esquema Euleriano pela seguinte

equacao de transporte:

gi +u-Ve—rkVie=C (2.47)

onde ¢ é o nimero de particulas por unidade de volume (ou concentragio), x é a
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difusividade de massa e C' é a taxa de inje¢ao ou eliminacao de particulas no dominio
por unidade de volume.

Para a adimensionalizacdo de (2.47) considera-se a referéncia para a densidade
de nimero de particulas o seu valor inicial homogéneo ¢y e como escala para a

velocidade de flutuacao u;, definida como:
up = 1/9 Loo (2.48)
onde ¢ é o valor da aceleracio da gravidade reduzida definida como:

! Pp — Po
g ="——|gll (2.49)
Poo
Na definicao da gravidade reduzida, p, representa a massa especifica do fluido que
contém as particulas em suspensao, py ¢ a massa especifica do fluido em repouso
(limpo) e ps ¢ a massa especifica de referéncia, usualmente definida po, = p,.

A partir desses valores de referéncia, defini-se as seguintes grandezas adimensio-

nais:
. C— Coo
C o
Ac
. u
u = —
' (2.50)
% ubt
"= —.
Lo

onde ¢4, é uma concentragao de referéncia e Ac uma diferenca entre concentragoes

e que podem ser determinadas como:

Coo i= Co,
’ (2.51)
Ac := ¢, — cp.

Considerando-se (2.50) e as demais grandezas adotadas nas adimensionalizagoes
anteriores, (2.47) transforma-se em:
oc* v

* . V* *k _
ot* tu ¢ ubLoo

At = O (2.52)

onde o termo fonte adimensionalizado é determinado como:

CL
C* = >,
upAc

(2.53)
Se a equagao (2.52) for multiplicada pela viscosidade cinematica v, a equagao de

transporte de particulas adimensionalizada pode ser escrita em termos de dois pa-

rametros adimensionais:
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oc* 1
4wtV - ———— A =" 2.54
ot* Ser/Gry, (2:54)

onde Sc é o nimero de Schmidt que define a razao entre a taxa de difusao viscosa

e a taxa de difusdo de massa (molecular):
v
Sc = — 2.55
e=?, (2.55)

e Gry, ¢ o numero de Grashof calculado com a velocidade de flutuacao wy:

“”L°°>2 . (2.56)

v

Gry, = (

e define a razao entre as forcas de flutuacao e viscosas que atuam sobre um fluido.
Analisando-se (2.56) percebe-se que o nimero de Reynolds calculado com a ve-

locidade de flutuacao (Re,,) pode ser obtido a partir de Gr,, através de:

Re,, = /Gry,. (2.57)

Essa relagao direta entre Re,, e Gr,, ¢ possivel porque o numero de Grashof foi
calculado com a definicdo de velocidade de flutuacao obtida a partir da gravidade
reduzida. Caso contrério, essa constatagao nao seria tao evidente pois, a forma mais
usual para a definicdo do nimero de Grashof é a partir dos parametros associados

a flutuacao do fluido devido a expansao térmica conforme a expressao abaixo:

_ llgll BATLE,

2

GT’T (258)

14

onde AT pode ser obtido de umas das formas definidas ao final da se¢ao 2.2.2.
Para problemas em que ha transferéncia de massa, existe uma forma equiva-
lente de expressar o niumero de Grashof em funcao da concentragao das espécies em

suspensao no fluido dado por:

_llgll BeAcL?,

2

Gr.: (2.59)

O coeficiente [, relaciona a variacao da massa especifica dos fluidos com a concen-
tracao de particulas.

Nas simulagoes de correntes gravitacionais realizadas nesse trabalho apresenta-
das nas Segoes 6.5.2 e 6.5.4, a equagdo (2.54) é utilizada para resolver de forma
equivalente o transporte de massa especifica do fluido. Portanto, no lugar de deter-
minar o campo de concentragao das particulas em suspensao, o escalar transportado

serd propria massa especifica do fluido.
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O termo fonte das ENS adimensionalizado para problema de transporte

de particulas

Para finalizar a adimensionalizacao das equagoes governantes, é necessario encontrar
uma maneira de relacionar o termo fonte das ENS com a concentracao determinada

por (2.54). Ou seja, deseja-se expressar:

f(c)=plc)g (2.60)

Para que se possam utilizar hipdteses semelhantes adotadas pela aproximacao de
Boussinesq, deve-se assumir uma relagao linear entre a massa especifica do fluido e
a concentracao de particulas transportadas. Supondo-se que o coeficiente 3. presente

em (2.59) possa ser determinado conforme a expressao abaixo®:

_Lop

Be = pdc

(2.61)
a dependéncia de p com distribui¢do da concentragao de particulas ¢ = ¢ (x,t) pode

ser definida através de:

p(€) = poo (14 e (c(x,1) = co0)) - (2.62)

Na solugao do problema de correntes gravitacionais é comum desprezar os efeitos
do peso proprio do fluido mantendo-se o foco apenas no efeito associado as variagoes

relativas da massa especifica entre os fluidos envolvidos, ou seja:

£ — P(C)—Pog

- (2.63)

onde, mais uma vez, py € a massa especifica do fluido limpo. A massa especifica de
referéncia nao precisa ser definida como ficara claro a seguir.

A variacao relativa (ou adimensional) da massa especifica entre fluidos é dada
por:

A*p = m_ (2.64)
Poo

Substituindo-se as massas especificas calculadas a partir de (2.62) na defini¢ao

da variacao relativa (2.64) obtém-se:
A*p = (e (1) — co) (2.65)

e o vetor de forcas de corpo pode ser reescrito em funcao da concentracao de parti-

9 Assume-se que a massa especifica do fluido tende a aumentar com a presenca das particulas
em suspensao.
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culas como:

f(c) = Be(c(x,t) —co) g (2.66)

A partir desse ponto, a menos que seja mencionado o contrario, a distribuigao
de concentracao ¢ (x,t) serd representada por ¢ e chamada apenas concentragao.

Para que haja consisténcia na adimensionalizacdo das ENS e do termo
fonte (2.63), é necessario que a escala de velocidade usada como referéncia para
definicao da velocidade adimensional seja tnica. Portanto, considera-se a veloci-
dade de flutuagao u, para adimensionalizacao de (2.9). Dessa forma, o fator que
multiplica o termo fonte resultante da adimensionalizacao das ENS é %2)‘3

Substituindo-se a concentracdo por seu valor adimensionalizado definido
em (2.50) e levando-se em conta a definigdo do vetor unitario (2.31), o termo fonte

da equacao de transporte torna-se:

gl BcAcLo
———C €.

() = 15 (2.67)

Multiplicando-se (2.67) por LV—%O, o termo fonte em funcao da concentracao adi-

mensional torna-se:
B Gry,

f(c) = . 2.68
(€)= Fapece (268)

onde o nimero de Grashof foi escrito em termos da variacao concentracao das par-
ticulas suspensas conforme (2.59) e o nimero de Reynolds foi calculado a partir da
velocidade de flutuacao:
Re, = Pl (2.69)
1
A relacao entre o niimero de Grashof e o quadrado de Reynolds é uma maneira

alternativa de definir o nimero de Richardson:

Ri = ]C;;, (2.70)

e assim, o termo fonte da ENS que incorpora o acoplamento com o transporte de

uma concentracao de particulas em sua forma adimensionalizada fica resumido a:
f(c¢") = Ric'e. (2.71)

A partir dessas dedugoes, fica claro a semelhanca entre as equagoes de trans-
porte de temperatura e de particulas apresentada nesse Capitulo. Porém, quando
os numeros de Reynolds e de Grashof sdo definidos em funcao da velocidade de flu-
tuacao, levando-se em conta (2.57), conclui-se que o ntiimero de Richardson é sempre
unitario.

Caso o peso proprio do fluido seja desprezado, o vetor de forcas das ENS resulta
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no produto entre o escalar transportado e o vetor da direcao gravitacional e tera

o mesmo sinal da dependéncia da massa especifica do fluido em relagao ao escalar
(equagao (2.41) ou (2.61)).

2.2.4 Adimensionalizacao do Modelo de Turbuléncia

A emulagao dos efeitos da turbuléncia via LES através do modelo de Smagorinsky

introduz um termo equivalente a viscosidade dindmica definido por
s = 2psc (Cud)? €] (2.72)

e que é somado a esta resultando na viscosidade efetiva (equacao (2.22)) utilizada
para computar o tensor de tensoes cisalhantes.

Apoés a adimensionalizagao das equagoes de Navier-Stokes, o termo de tensoes
viscosos acaba dividido por peoUsLeo. Adotando-se um procedimento analogo para
o tensor residual ( 2.19), a expressao ( 2.72) pode ser reescrita da seguinte forma

s ,(Cad)” €|

(2.73)

PooUoo Lo Uso Lo

Recordando as defini¢coes de velocidade e coordenadas espaciais adimensionais
apresentadas em ( 2.24) e observado que as taxas de deformagao possuem a mesma
unidade do gradiente da velocidade, chega-se, apds, algumas manipulagoes algébri-

cas, a expressao para a eddy viscosity adimensional:

it = 2(Cud)* e (2.74)

onde o comprimento de filtro adimensional (d* = d/L,) é calculado diretamente a
partir das informagoes geométricas da malha que deve ser fornecida adimensionali-

zada. O coeficiente de Smagorinsky C; é, por definicdo, um parametro adimensional.
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Capitulo 3

Formulacao do Método dos

Elementos Finitos

3.1 Consideracoes Iniciais sobre Solucoes Aproxi-

madas

Considere um determinado fendémeno fisico e sua correspondente formulacao mate-
matica em termos de equagoes diferenciais parciais e respectivas condigoes iniciais e
de contorno. Considere também que essa formulacao possui uma funcao incognita
U (x). Para a maioria dos problemas praticos de Engenharia, a solugao exata U das
equagoes que governam o fendmeno fisico é impossivel de ser obtida.

Uma alternativa para a solucao de tais problemas pode ser obtida através da
chamada Teoria da Aproximacao [3]. As ideias da Teoria da Aproximacao sao a base
de qualquer esquema de discretizagao que “procura” por uma solu¢ao aproximada
U" das EDPs, determinada a partir de um conjunto de fungdes conhecidas ® (x) e

de parametros livres a;':

U(x) = U" = (x) a. (3.1)

Alguns exemplos de aproximacoes frequentemente aplicadas sao as séries de Tay-
lor e de Fourier em que utilizam-se fungdes globais (definidas em todo dominio) como
base para a solucao aproximada.

No contexto dos chamados métodos numéricos, uma forma classica de obtencao
da solucao aproximada é via o procedimento conhecido em inglés como trial-solution
[59] ou solugao tentativa, numa traducao livre. Esse procedimento forma a estrutura
matematica basica de todas técnicas de elementos finitos, independente do problema

ser formulado em termos de equagoes diferenciais (equagoes que contenham as deri-

!Nesse Capitulo, por conveniéncia, serd adotada regra do somatério de Einstein para os indices
repetidos [58]
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vadas de U (x)) ou equagbes variacionais (que contenha as integrais de U (x) e/ou
suas derivadas).
As trés principais operagoes da solucao tentativa sao listadas a seguir na ordem

em que sao aplicadas:
e construir de uma solucdo tentativa para U":
e aplicar de um critério de otimizacdo a U";
e estimar a precisao de U”"

A construgao da solucao tentativa inicia-se a partir da escolha das fungoes que
irdo aproximar a exata. Fungoes aproximadas globais possuem algumas inconveni-
éncias, principalmente quando a geometria do dominio de solugao é complexa. Uma
opc¢ao mais adequada é a utilizacdo de fungoes aproximadas locais. Nesse caso,
o dominio original 2 é dividido em um conjunto de subdominios €2° que nao se

interseccionam, ou seja:

S =0,

; . o (3.2)
QiﬂQj:@, V i#£j

A funcdo de aproximacdo U" é definida separadamente em cada subdominio. A
Figura 3.1 apresenta a divisao de um dominio de solu¢ao em diversos subdominios

regulares.

Figura 3.1: Divisdo de um dominio de solu¢ao (cima) em subdominios regulares
(baixo).



A definigdo da func¢ao local depende das caracteristicas fisicas e geométricas do
problema. Alguns func¢ées muito utilizados sao as lineares e quadraticas. As fungoes
locais também sdo conhecidas como funcdes de forma ou de base? e interpolam as
incégnitas do problema no interior dos elementos a partir dos seus valores nos vértices

(nés) U; dos elementos:

Ut (x;) = @ (x;) U.. (3.3)

onde x; representa as coordenadas de um determinado ponto j no interior do ele-

mento. Utilizando-se fungoes locais que satisfagam a condicao

<I>l: (x;)=1 se i=]} (3.4
P'(x;) =0 se i#j
os parametros livres passam a ter um significado fisico.
Dentre os diversos critérios de otimizagao das fungoes de interpolacao, o Método
dos Residuos Ponderados (MRP) corresponde a classe mais geral e amplamente
utilizada quando as equagdes governantes sao EDPs. O MRP pode ser empregado

para a minimizagao do erro entre a solucao exata e a aproximada:
" (x) = U (x) — U™ (x) (3.5)

ponderando-o através de um conjunto de funcoes peso Wi, i = 1,2, ..., m definidas
em m pontos do espaco de solucao, e forcando-se que € (x) — 0 através de uma

integral no dominio de solucao, isto é:
/ Wiehd) =0, i =1,2,3,...,m. (3.6)
Q

E assim, dado um conjunto completo de fungoes de aproximagao e de peso, o
erro (3.5) tende a zero a medida que m — oo.

Na solucao numérica de equagoes diferenciais (ou integrais) é necessario minimi-
zar o erro quando a solucao aproximada ¢ introduzida num determinado operador

ou conjunto de operadores® £. Ou seja:

ch=2(U") =2(®(x)T;) -0 (3.7)

Da mesma forma que o erro na solugao foi minimizada em (3.5), o MRP pode

2Na nomenclatura inglesa, essas funcdes sio chamadas de shape functions e também trial func-
tions
3Um exemplo cléssico é o operador Laplaceano £ (U (x)) = V2 (U (x)).
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ser utilizado para impor (3.7), ou seja:
/ WiehdQ =0, i=1,2,3,...,m. (3.8)
Q

Os MRP mais populares sao o Método da Colocacao, Método do Subdominio,
Método dos Minimos Quadrados e o Método de Galerkin. Todos eles diferem entre
si pela forma como as fungoes de peso sao escolhidas. Mais informagoes sobre esses
tipos de MRP podem ser obtidas em [60].

Apos determinada a solucao aproximada, é importante obter uma indicacao da
proximidade entre esta e a solucao exata. Uma maneira de avaliar a precisao é
através do erro €" (x). A equacdo (3.5) é conhecida por erro pontual, ji que expressa
o valor do erro em cada ponto x do dominio. Existem outras formas de medicao de
erro. Em aplicagoes de esquemas numéricos, o interesse ¢ voltado para uma solugao
e, consequentemente, no seu erro em determinados locais ou regioes do dominio.
Nesse caso, o erro pontual é uma medida natural e significativa de precisao.

Em problemas reais da Engenharia, nao é possivel utilizar a equacao (3.5) para
o céalculo do erro, ja que a solucao exata ¢ desconhecida. Porém, em problemas de
laboratério, em que a natureza e a geometria do problema sao geralmente simplifi-
cadas, é possivel a obtencao de uma solucao analitica para as EDPs que governam
o fenémeno. Nessas circunstancias, a solucdo analitica serve para avaliar e estimar
a qualidade da solucao numérica.

BABUSKA e ODEN [61] definem verificagio como o processo para determinar
se um problema computacional e a implementacao do c6édigo do problema compu-
tacional conduzem a uma predicao de precisao suficiente, isto é, a diferenca entre a
quantidade de interesse exata e computada é suficientemente pequena.

Partindo-se do pressuposto que a implementacao do esquema numérico esteja
correta, a verificacao da solucdo aproximada é essencialmente um problema de esti-
mativa a posteriori do erro. A estimativa de erro a posteriori é processo puramente
matematico [61]. Sua aplicagao tem como objetivo determinar de forma aproximada
o erro (devido a discretizagao, linearizacdo, entre outros) presente numa solugao de
elementos finitos baseada no conhecimento das equagoes diferenciais que governam
o fendmeno e da solu¢do numérica. A partir dessas informagoes, pode-se estimar
uma medida do erro no dominio de simulacao.

Um estudo aprofundado de técnicas para determinacao do erro a posteriori esta
fora do escopo desse trabalho. As referéncias apresentadas no Sec¢ao 1.4 podem
ser consultadas para maiores informacdes. No Capitulo 5 serao discutidos alguns
detalhes sobre estimativa de erro no contexto de adaptatividade de malhas utilizada
nesse trabalho.

Assumindo-se a existéncia de determinada solucao exata de um problema sim-
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plificado ou uma estimativa adequada de erro, é possivel diminuir a magnitude do
erro caso esse seja considerado inaceitavel. A forma natural de minimizacao do erro
é redefinindo-se a solugao de estimativa (aproximada) adicionando-se graus de liber-
dade. Isso pode ser realizado pelo aumento do nimero de fungoes (elementos) ou
de seu grau. O segundo procedimento é repetido obtendo-se a nova solugao aproxi-
mada que, espera-se, faca com que o erro (ou sua estimativa) diminua em relagao
a primeira tentativa. Esse ciclo pode ser repetido tantas vezes quantas forem ne-
cessarias até que as melhorias impostas as fun¢oes sejam capazes de produzir uma
distribuicao de erro uniforme e de magnitude* suficientemente pequena.

E evidente que, na pratica, deve ser observado um equilibrio entre o nivel de
discretizacao e o esforco computacional resultante de tal forma que o segundo nao
inviabilize o procedimento de solucao numérica. O esfor¢o pode ser medido através
da quantidade de recursos computacionais e do tempo de computagao necessarios.

Ainda segundo [61], embora o processo de verificagao da solu¢do aproximada
através da estimativa de erro a posteriori tenda a tornar mais confiavel a solugao
obtida, esse tratamento matematico nao é suficiente para afiancar a confiabilidade
da predicdo numérica. Garantir a validagio do modelo matematico que descreve
o fenémeno fisico é o processo complementar a verificagao mas que ainda estd em
aberto pois, em muitos problemas (em especial os mais complexos), nao se sabe
ao certo se a validacdo é possivel. Mais informagoes sobre validagdo podem ser

encontradas em [62].

3.2 Formulacao Estabilizada do Método dos Ele-

mentos Finitos

Nesse trabalho, utiliza-se o Métodos dos Elementos Finitos para discretizacao es-
pacial do dominio através elementos hexaédricos trilineares de oito nds. As oito
fungoes de interpolagao (ou de forma) ®* podem ser reunidas num vetor da seguinte

maneira:

@] = [@' @* o° ' @° oF P oF (3.9)

Por se tratar de um elemento isoparamétrico, as coordenadas espaciais também
sdo interpoladas no dominio do elemento finito a partir de seus valores nodais da
seguinte forma:

o = (0] )] (3.10)

J

onde x; representa uma determinada coordenada j = 1,2,3 e [z;] é o arranjo em

forma de vetor se seus valores nos nés do elemento.

4Costuma-se medir a magnitude da distribuicdo do erro através de uma norma como a Euclidi-
ana, por exemplo

33



A aplicacao do MRP para a solugao de numérica de problemas da dinamica
dos fluidos produzira resultados insatisfatérios caso alguns cuidados nao sejam to-
mados na definigdo de (3.8). Devido a caracteristica predominante advectiva dos
escoamentos, solugoes obtidas através da aplicacao dos MRP tradicionais listados
anteriormente tendem a apresentar oscilagoes e/ou instabilidades. Por outro lado, o
acoplamento entre pressao e velocidade necessita de um esquema estavel para lidar
com a restricio de conservacio de massa imposta pela equagao (2.1)°. Tais obsté-
culos nao podem ser considerados inerentes ao MEF, pois também sao verificados
quando a discretizacao das EDP ¢é realizada pelo MDF ou MVF.

Essas dificuldades podem ser superadas se as func¢oes de ponderagao possuirem
certas caracteristicas especiais. Na formulagao estabilizada SUPG/PSPG do MEF,
introduzida por TEZDUYAR [28], as fungoes de peso sdo especializadas tornando
possivel a utilizacdo do mesmo elemento finito para a interpolacdo dos campos de
pressao e velocidade sem a necessidade de imposicao de grande refinamento em
regides onde o regime de escoamento é predominantemente advectivo.

Nessa formulagao, adiciona-se ao esquema classico de Galerkin o residuo das
equagoes de NS discretizadas multiplicadas pela funcao de peso oriunda da formula-
¢ao SUPG [27]. O acoplamento com a pressao é realizado adicionando-se o residuo
das equacgoes de NS discretizadas multiplicadas pela funcao de peso da formulagao
PSPG.

A solugao do problema de transporte é realizada adicionando-se o produto da
funcao peso da estabilizaggo SUPG e o residuo discretizado a formulacao de Ga-
lerkin, evitando-se as instabilidades numéricas impostas pelo termo de transporte
advectivo.

Nos dois sistemas discretizados sao adicionados termos para tratar de peculiari-
dades de cada problema como elevados nimeros de Reynolds na solucao das ENS e
a presenca de fortes gradientes na solugao dos transporte de um escalar.

Nas aplicagoes do esquema numérico, sao utilizadas estimativas a posteriori de
erro das solucoes disponibilizadas pela biblioteca 1ibMesh para o enriquecimento
do espaco de solucoes aproximadas através do procedimento de adaptatividade h de

malhas, como sera visto adiante.

50 critério de estabilidade para a restricdo do divergente nulo do campo de velocidade é conhe-
cida como a condi¢do LBB [6]
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3.3 Formulacao Estabilizada  Aplicada  as
Equacoes de Navier-Stokes

Apés a discretizagao do dominio espacial através de um conjunto de elementos que
respeitam as condigdes (3.2) e (3.4), associa-se a esta discretizacdo os seguintes

espacos de fungoes de interpolagao e de peso:

u

Sh:{uhluhe [th(Q)]s, u" =g" em Fg},
V= {Wh | wh e {th (Q)r, w' =0 em Fg}, (3.11)
Sy =V, ={d"|d" € H" (@)},

onde H'™ () é um espago de fungdes de dimensdo finita que possuem derivada
quadrado integravel no interior do dominio. Os polindémios de primeira ordem ®°
definidos no dominio de cada elemento hexaédrico formam esse espaco de funcoes®.

A formulagao estabilizada SUPG/PSPG do MEF para as equagbes adimensiona-
lizadas” da continuidade (2.25) e de conservagao de quantidade de movimento (2.30)®
pode ser escrita da seguinte forma: Encontre u* € S e p" € S]’,} tal que, Yw" € VI
e Vg € S;} ,

/Q wh . K%f v uhVuh> _ 1h] 0 + };e /Q (Vvw")" - vu'1d0 - /Q Vwpd0—

/ wh - bl + / ¢V - uhdO+
r Q
el ou”
TSUPGuhVWh : — + uhVuh + Vph — lh dQ2°+
Q ot
e=1
el ou”
Z /Qe (Tpsp(;vqh> : [(&f + uhVuh> + Vph — lh] dQ = 0.
e=1

(3.12)

As primeiras quatro integrais de (3.12) correspondem a forma fraca (ou varia-
cional [64]) da formulacao Galerkin sobre (2.30) pois os termos oriundos do tensor
difusivo foram integrados por partes dando origem a integral de contorno sobre I'.

Uma forca de corpo genérica discretizada no interior dos elementos é representada
por 1" isto é:

1" = [®]1]. (3.13)

6Mais informacoes sobre as caracteristicas dos espacos das funcoes de interpolacio e de peso
podem ser obtidas em [63].

7O asterisco que representava o valor adimensional das varidveis é suprimido a partir desse
ponto para facilitar a notagao.

80 vetor de forcas de corpo adimensionalizado é representado por 1 para generalizacio ja que a
aplicacdo do MEF sobre este independente do acoplamento apresentado no capitulo anterior.
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onde ®eHY () e 1 o arranjo em forma de vetor das forcas de corpo nos nés do
elemento. A aplicagdo de Galerkin classico sobre a equagao da continuidade resulta
na integral de volume da segunda linha.

As integrais no interior dos somatorios sobre os elementos representam as es-
tabilizacoes SUPG e PSPG, respectivamente. A parcela correspondente as tensoes
cisalhantes do residuo das ENS é eliminada por nao ter sido integrada por partes e
a funcao de interpolagao ser trilinear.

Negligenciar a contribuicao do tensor difusivo nas duas estabilizagoes faz com
que a formulagdo (3.12) aplicada a elementos hexaédricos trilineares perca a consis-
téncia ja que as equagoes s seriam plenamente satisfeitas, substituindo-se a solugao
aproximada pela solugdo exata, se os parametros de estabilizacdo Tsypa € Tpspa
fossem nulos’. Uma forma de restaurar a capacidade dos termos das estabilizacoes
de aproximar completamente o residuo utilizando-se func¢oes de ordem inferior a
da derivada de maior ordem é apresentada por JANSEN et al. [65] onde sao de-
senvolvidos novos operadores de estabilizacao que tem como objetivo reconstruir as
derivadas de segunda ordem. No presente trabalho, a correcao para compensar a
auséncia dos termos difusivos no residuo das estabilizacoes nao foi considerada.

Os parametros de ambas as estabilizagoes em sua forma adimensional sao obtidos

a partir das seguintes expressoes'’

2
TSUPG = TPSPG = QHT:H +9 <4>2 . (3.14)

N

Os parametros de estabilizagao (3.14) sao calculados para cada elemento da ma-
lha. Portanto,

h, o didmetro da esfera equivalente ao volume do elemento U determinado pela

h= ﬁ (3.15)

No Anexo B sao apresentados detalhes sobre como termos da formulagao esta-

uhH representa o modulo do vetor velocidade local e o comprimento

seguinte expressao:

bilizada das ENS sao arranjados para a montagem de cada matriz de elemento e do

vetor de forgas equivalente.

90 residuo que a formulacdo pretende minimizar ndo possui a capacidade de aproximar o
verdadeiro residuo pois o tltimo possui as derivadas de segunda ordem.

100s parametros de estabilizacdo possuem dimensdo de tempo que é o inverso do resultado do
produto do vetor velocidade e operador gradiente. Sao definidos em [28] como: Tsypa = Tpspa =

(Y o]
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3.4 Formulacao Estabilizada Aplicada ao Trans-

porte Advectivo-Difusivo

Considera-se a equacao de transporte de um escalar qualquer ¢ escrita em sua forma
adimensionalizada com difusividade e termo fontes genéricos D e () dada pela se-

guinte expressao:
9¢
ot

Levando-se em conta os seguintes espacos de fungoes de testes e de ponderacao:

+u-V¢—DV?p=Q. (3.16)

Sp={¢"|¢" e H" (@), ¢"=J" em Ty},

(3.17)
V¢h:{wh|wh€H1h(Q), w" =0 em F¢}.

a formulacdo estabilizada do MEF pode ser escrita como segue: Encontre ¢ € Sg

tal que, V" € Vdil,

/Q W (%’iﬁ Fut Vel — Qh> A0+ D /Q (Vat)" - vghda - /F whqdl+

- (319
> /e (TSUPGllh : th> - K@t +u - Vo' — Qhﬂ dQe = 0.
=179
As trés primeiras integrais de (3.18) representam a forma fraca (ou variacional

[64]) da formulagao de Galerkin. O termo fonte discretizado no interior dos elementos

é representado por Q" e discretizado de forma equivalente a (3.13). A integral no

interior do somatodrio sobre os elementos forma a estabilizacaio SUPG. Novamente,

o termo difusivo é eliminado do residuo discretizado da estabilizacao por nao ser

integrado por partes. O parametro de estabilizagdo para a equacao de transporte

em sua forma adimensional é calculado de forma semelhante a (3.14):

TSUPG = (QHl;hH) +9 (1;;2)2 - (3.19)

3.5 Estabilizacoes Adicionais

N|=

As duas estabilizagoes apresentadas nas se¢oes anteriores sao adicionados estabiliza-
¢oes complementares para lidar com instabilidades numéricas na solucao de escoa-
mentos com altos nimeros de Reynolds e fortes gradientes do escalar que esta sendo

transportado.
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3.5.1 Estabilizacao de Minimos Quadrados para a Restricao
de Incompressibilidade

A estabilizacao Least Squares Incompressible Constraint (LSIC) [8] impoe de forma

fraca a satisfacao da condicao de incompressibilidade e corresponde a uma matriz

que é adicionada a formulagao estabilizada SUPG/PSPG (3.12). Ela também é

formada a partir de um somatério sobre os elementos da malha e é definida pela

seguinte expressao:
nel - e
Z/Q Trsre VW' @ Vu"dQe. (3.20)
e=1 ©

onde o operador V aplicado sobre os vetores w” e u” resulta em

Vw' =

S.on lawm ow, GwZ]T

or 0Oy 0z (3.21)
Tul - Ou, Ouy, Ou, g '
| ox Oy 0z

O parametro de estabilizacdo adimensional é obtido através da seguinte expres-

Sao:
][
2

TLSIC = (3-22)

3.5.2 Termo de Captura de Descontinuidades

A presenca de elevados gradientes no campo do escalar transportado é fonte potencial
de oscilagoes na solucao numérica. CATABRIGA et al. [66] apresentam um termo
de captura de descontinuidades denominado estabilizacao Y Z 3 que ¢é adicionado a

formulacdo estabilizada (3.18) dado pela seguinte expressao:

Z / (") Vu' - Vghagr. (3.23)

Como o parametro § é fungao do escalar, (3.23) pode ser entendido como um ope-

rador difusivo nao-linear. Nesse trabalho, o pardmetro § foi adaptado de BAZILEVS

9\ B/2—1
Poo

onde ¢ = 1 é um valor de referéncia do escalar e o parametro 3 pode assumir os

et al. [67] conforme segue em sua forma adimensional:

¢") (i

1 8¢h B

N |

(3.24)

1=1

valores 1 ou 2. R ((bh) é uma aproximagao para o residuo de (2.4) definido como:

h
R(¢") = (;i +u" Ve — Q" (3.25)
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Em (3.25), novamente o termo difusivo ¢ eliminado do residuo devido a ordem

das funcgoes de interpolacao.

3.6 Sistemas Matriciais Semi-Discretos

Os sistemas integrais (3.12) e (3.18) acrescidos dos termos de estabiliza¢ao (3.20)
e (3.23), respectivamente, sdo chamados de semi-discretizacao das equagoes de con-
servacao por terem sido discretizados apenas no espaco através de uma formulagao
estabilizada do MEF. Realizada a integracao no dominio dos elementos finitos e
antes da discretizacao temporal, eles podem ser escritos em notagao matricial da

seguinte forma'l:

M+M,)u+ (N(u)+N,(u)+K+L)u— (G-G,)p=

(3.26)

1(¢) +1(), + hps,
(G" + M¢ + N¢ (w)) u+ Gep = 1(a),. (3.27)
(M+M,) ¢+ (N(u)+N; (u) + K+ K;(¢)) ¢ = (3.28)

Q+QT+qF3‘

Nos sistemas matriciais acima, u representa o vetor de incégnitas nodais da so-
lucio aproximada do vetor velocidade u” e 11 sua derivada temporal (ou aceleracio),
p ¢ o vetor de incégnitas nodais da solucdo aproximada do campo de pressdo p”. ¢
é o vetor de incégnitas nodais da solucdo aproximada da grandeza escalar ¢” e ¢
sua respectiva derivada temporal.

O sistema matricial (3.26) é resultante da formulagao classica de Galerkin e da es-
tabilizagdo SUPG sobre as ENS acrescidas pela estabilizagao LSIC. O sistema (3.27)
é o resultado da formulacao classica de Galerkin sobre a equacao da continuidade e
da estabilizacao PSPG sobre as ENS. O terceiro sistema é obtido apds a aplicacao
da formulacao classica de Galerkin e da estabilizacao SUPG sobre a equacao do
transporte advectivo-difusivo do escalar mais a presenga do termo de captura de
descontinuidades.

As matrizes M correspondem as matrizes de massa, K sao matrizes de tensoes
cisalhantes (ENS) ou matriz difusiva (transporte) e G representam as matrizes as-
sociadas as tensoes normais (pressao). IN (u) sdo as matrizes de advecgao nao-linear

oriundas dos termos convectivos das ENS e da equacdo de transporte. G ¢é a matriz

" Considera-se a dependéncia do termo fonte genérico 1 com o escalar transportado ¢.
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divergente.'? As matrizes Ly e Ks (¢) representam a estabilizacao LSIC e o termo
difusivo nao-linear de captura de descontinuidades, respectivamente.

No lado direito dos sistemas (3.26)-(3.28) encontram-se os vetores de forca de
corpo em fungdo do escalar 1(¢) e da fonte do escalar Q, além dos vetores com
as condicoes de contorno de Neumann definidas em (2.10) e (2.11) aplicadas nas
respectivas regides do contorno discretizado I'".

Finalmente, os sub-indices 7, € representam matrizes e vetores associados as
estabilizacoes SUPG e PSPG, respectivamente.

A nao-linearidade associada & matriz convectiva N (u) e o acoplamento entre os
sistemas (3.26) e (3.28) através da presencga do vetor de forgas de corpo 1(¢) no pri-
meiro e, do termo N (u) ¢ no segundo, serao tratadas na préxima se¢ao juntamente

com discretizacao temporal.

3.7 Discretizacao Temporal e o Sistema Linear

Discretizado

Os sistemas matriciais discretizados no espago (3.26)-(3.28) formam um sistema nao
linear de equagoes diferencias ordinarias (EDO) ja que estes contém as taxas de

variacao da velocidade e do escalar em relagao ao tempo:

0o ou
==

. 0% (3.29)
ot

A discretizagao completa (no espago e no tempo) é realizada através da integragao
de (3.26)-(3.28) no tempo junto com algum esquema de discretizacao temporal de
(3.29).

Neste trabalho, as derivadas temporais sao discretizadas por diferencas finitas e
para a integragao no tempo, adota-se o Teorema do Valor Médio para Integrais [68],
isto é: -

/tn Ftydt = f (@ (¢ — ). (3.30)
onde t" e t"*! correspondem ao inicio e fim do intervalo de tempo At = "1 —¢" ¢
te [t .

O avango (ou marcha) no tempo é realizado aplicando-se o esquema de primeira

ordem de Euler (do inglés, Euler backward) [69] resultando num esquema totalmente

implicito.

12 A matriz divergente é a transposta da matriz gradiente da pressio ou somente matriz gradiente
G = V®®. A matriz divergente, portanto, é definida como G7 = ®V .
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Adota-se a estratégia de solugao segregada das ENS e de transporte. Nesse caso,
o acoplamento entre elas é resolvido obtendo-se inicialmente a solucao das ENS
considerando-se um campo de temperatura conhecido. Com o campo de velocidade
atualizado (assim como o de pressao), resolve-se o transporte do escalar mantendo-se
fixo o campo de velocidade utilizado no calculo do termo advectivo.

Finalmente, utiliza-se o esquema de Picard ou ponto-fixo [70, 71] para levar em
conta nao-linearidade presente nas matrizes determinadas a partir do operadores
advectivos u"Vu" e u"Vw".

O vetor velocidade que multiplica o operador gradiente e compoe esses termos ¢é
avaliado em cada ponto de integracao a partir de sua ultima atualizacao disponivel.
Para o caso do termo convectivo da ENS resultante da formulacao de Galerkin,

N (u), esse procedimento resulta em:
h (o hry b
Vu") dQ =y, / Vu"dQ 3.31
/Q W (u u ) u, | W'V (3.31)

onde u, representa o ultimo vetor velocidade disponivel num determinado ponto de

integracao x;, calculado com os valores nodais do vetor velocidade u;:
8 . .
w, = > P (x;) u'. (3.32)
i=1

Procedimento idéntico a (3.32) é realizado para avaliar o residuo R ((bh) utilizado
para o calculo do parametro <¢h) do termo de captura de descontinuidades (3.24).
A partir dessas hipéteses, o sistema linear resultante pode ser escrito da seguinte

forma:

(M + M, ) u" v+ 4 At (N (un—i-l,z/) 1+ N, (un-‘rl,u) LK+ Le) e

- n+lur+1 n n n (333)
(G-G,)p At (1(@") +1(¢"), +hpy ) + (M +M,)u",

ALGQT v+l + Mgun+1,u+1 + At (N£ (un+1,y> w4 Gfpn+1,u+1) _

(3.34)
At (¢"), + Mu”,

(M +M;) ¢n+1’y+1 + At (N (u”“) + N, (u”“) + K+ K (¢N+1,u)) ¢n+1,u+1 _

At(Q+ Q. +ap ) + (M +M,) ¢".
(3.35)

Em (3.33)-(3.35) os super-indices n + 1 e n representam os valores no final e
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inicio de cada intervalo de tempo At enquanto que v + 1 e v sdo os contadores da
iteragao corrente e anterior da solucao do problema nao-linear.

Detalhes sobre a solucao dos sistemas lineares tais como o solver iterativo e
precondicionamento das matrizes resultantes serao abordados no Capitulo 5 onde
também estarao presentes caracteristicas principais da biblioteca de Elementos Fi-
nitos 1ibMesh.

3.7.1 Influéncia do Passo de Tempo na Determinagao dos

Parametros de estabilizacao

E conhecido e reportado na literatura [72], que a solugao de problemas convectivos-
difusivos através de uma formulagdo estabilizada do MEF pode apresentar oscila-
¢oes espurias quando passos de tempo muito pequenos sao utilizados. HARARI e
HAUKE [73] descrevem que situagdo semelhante ocorre na solugdo de problemas
parabdlicos de transferéncia de calor resolvidos pela formulacdo de Galerkin com
avango no tempo através do esquema implicito de Euler.

Muitas vezes, devido as caracteristicas do escoamento, nao existe a possibilidade
de utilizacao de passos de tempo maiores pois dessa forma, a solu¢gdo numérica pode
nao captar certas caracteristicas do fenomeno fisico. Em aplicagoes cientificas que
envolvem a anélise de problemas com acoplamento de diversos fendmenos fisicos, fre-
quentemente ha multiplas escalas de tempo e comprimento envolvidas. Um exemplo
tipico sao escoamentos com presenca de reagoes quimicas. Estas tltimas possuem
escala de tempo muito menor do que a do problema de transporte [74].

Em esquemas explicitos, essa situagao pode ser critica quando passos de tempo
muito pequenos sao necessarios para satisfazer a condicao de estabilidade. Tanto
em esquemas implicitos quanto em explicitos, a diminuicao do tamanho do passo de
tempo pode ser “compensada” pelo refinamento da malha. Porém, na pratica, na
maioria das vezes, essa solug¢ao nao € viavel.

Levando-se em conta esse fato, nesse trabalho foi adotada a estratégia descrita em
TEZDUYAR [28]. A ideia consiste em tornar os parametros de estabilizagao (3.14)
e (3.19) fungao também do passo de tempo. Isso é realizado inserindo-se uma parcela

a mais conforme as expressoes abaixo:

[ R\ 2 2
TSUPG = TPSPG = (QHuhH) +9 (th2> + (Zt)z : (3.36)

h 2
TSUPG = (2‘1:)”) +9 <D4[)2> + (Agt)? : (3.37)
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Analisando-se as expressoes completas dos parametros de estabilizacao, observa-
se que a primeira parcela leva em conta a caracteristica advectiva, a segunda, o
aspecto viscoso/difusivo, enquanto que a terceira considera a evolugao transiente do
fenémeno fisico.

Existem formas alternativas para defini¢cao dos parametros de estabilizacao, tanto
para o controle das instabilidades do método SUPG induzidas pela utilizacao de
passos de tempo muito pequenos [75, 76], como para a utiliza¢gdo do esquema em
escoamentos compressiveis com presenga de ondas de choque [77-81] mas estas nao

serao exploradas no presente trabalho.
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Capitulo 4

Integracao Reduzida

4.1 Introducao

A integracao espacial sobre o dominio de elementos finitos quadrilateros e hexaé-
dricos é usualmente realizada através da quadratura Gaussiana. Quando fungoes
de interpolacao bi e trilineares sao utilizadas, a integragao exata pode ser obtida
utilizando-se 2 X 2 e 2 X 2 x 2 pontos de Gauss, respectivamente.

Muitos co6digos computacionais que utilizam integracao explicita no tempo ado-
tam uma ordem de quadratura mais baixa, a qual é inferior a requerida para a
integracao espacial exata dos polindmios que interpolam as varidveis nodais no in-
terior do elemento. Em problemas de elasticidade em que a incompressibilidade
do material é considerada, adota-se a integracao reduzida seletiva [82] que consiste
na integragao completa dos termos desviadores e reduzida dos termos relacionados
aos tensor esférico [83]. Essa estratégica tende a evitar o problema de travamento
(em inglés, locking [84]) comumente observado nessa classe de problemas. Além da
economia no tempo total de computagao para o célculo das matrizes de elementos,
especialmente em problemas nao-lineares, estudos sugerem que a taxa de convergén-
cia obtida com um ponto da quadratura é consistente com a obtida utilizando-se a
integracao completa [31] dos termos que resultam da formulagao fraca, a qual é a
base do método dos elementos finitos.

Em elementos com integragao reduzida, as matrizes resultantes dos termos das
equagoes (3.12) e (3.18) onde aparece o gradiente discretizado das fungoes de forma
sao deficientes de posto. Para que o elemento seja estavel, ele precisa ter o posto
adequado. Do contrario, a discretizagao é instavel e apresentara oscilagoes espurias
na solugao dinadmica [83]. Estas oscilagoes resultam do fato de que o operador
gradiente subintegrado nao possui controle sobre os modos esptrios de hourglass. Os
modos de houglass sao modos de energia nula pois eles nao resultam em nenhuma

deformacgao nos pontos do elementos que sdo amostrados [83]. Consequentemente,
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elementos subintegrados necessitam estabilizacao.
Atualmente, o padrao das oscilagoes é bem conhecido e é encontrado em uma
ampla gama de problemas fisicos. A Figura 4.1 reproduz os 4 modos de hourglass

associados a dire¢do x para o elemento hexaédrico segundo [31]:
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Figura 4.1: Modos de hourglass associados a direcao x. Em sentido horario a partir
do canto superior esquerdo: modo de tor¢ao; primeiro modo de flexdao; modo nao-
fisico e segundo modo de flexao.

Muitos procedimentos numéricos foram desenvolvidos para controlar os modos
de hourglass para problemas de transporte advectivo-difusivo. CHRISTON [36] uti-
lizou a chamada estabilizacao h realizada através do produto externo dos vetores de
hourglass dos elementos para deduzir o operador de estabilizacao o qual é adicionado
aos termos difusivos das equagoes de Navier-Stokes para a solugdo de escoamentos
incompressiveis de fluidos viscosos.

Em MALLET et al. [35] é apresentada uma corregao aos modos de hourglass para
sistemas advectivos-difusivos multidimensionais deduzida a partir da formulacao
variacional de Hu-Washizu [85] originalmente utilizada em problemas de elasticidade
linear. Esta técnica foi aplicada na solucao das equagoes de Euler e de Navier-
Stokes para escoamentos compressiveis bi e tridimensionais através da formulacao
variacional dos minimos quadrados de Galerkin (do inglés Galerkin Least Squares
(GLS)) e um operador de captura de descontinuidades. DIAS e COUTINHO [86]

também derivam a partir da formulagao variacional de Hu-Washizu uma técnica
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para controle das oscilagdes esptirias na solugao estacionaria do transporte advectivo-
difusivo bidimensional de um escalar utilizando a formulacao SUPG. Em DIAS e
COUTINHO [87] essa técnica é utilizada para tratamento da integra¢ao junto com
uma formulacao estabilizada do método do elementos finitos na determinagao dos
campos de pressao e de concentra¢do num meio poroso.

E importante ressaltar que os elementos hexaédricos devem cumprir certas exi-
géncias para que a integragao reduzida com a estabilizacao hourglass produza ma-
trizes com uma boa aproximacao. De forma geral, os elementos nao podem estar
muito distorcidos pois nessa condicao a estabilizacdo nao serd capaz de garantir a
qualidade dos resultados.

Utilizando-se como base o trabalho de MALLET et al. [35], a proxima se¢ao
apresenta a deducao dos operadores de correcao dos modos espurios de hourglass
devido a subintegracao dos termos difusivos e advectivos que resultantes da for-
mulacao estabilizada apresentada no Capitulo 3. Esses termos sao adicionados aos
sistemas lineares discretizados (3.33), (3.34) e (3.35) resultando no sistema adotado
para a solugao de problemas advectivo-difusivos via integracao reduzida do elemen-

tos hexaédrico.

4.2 Operadores para Controle dos Modos Espu-

rios de Hourglass

Dado um conjunto de fungdes de interpolagao trilineares N*, (k = [1,8]), define-
se b; como o operador gradiente discreto na dire¢do i, (i = x,y,2) calculado no

centroide do elemento,

T
b = [N}, N2, N%, Ni, N2, NS, NT, NG| (4.1)

Conforme MALLET et al. [35], a interpolagao de um escalar ¢ sobre um elemento

tipico pode ser escrita como

o (z,y,2) = (CT +blz+bly+blz+ 'ygha) ¥°, (4.2)
onde ¢ é o vetor com os valores nodais locais (elemento) do escalar. O subscrito
a =1,2,3,4 representa os quatro modos de hourglass no espago tridimensional. Os
vetores C e 7, sao calculador pelas seguintes expressoes

C= [t — t"x°b, — t"y’b, — thebz] : (4.3)

ool —

1

Y= [H, - Hx°b, — H]y‘b, — H.z"b. |, (4.4)
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onde ¢ é o volume do elemento e x° y© e z° sdo arranjos com os valores das

coordenadas nodais do elemento. Na expressao (4.2) as fungdes h, sdo definidas

COomo segue
DI
hl = ?5”7
DI
h2 = ?779
3. (4.5)
h3 = ?&-Ca
SUG
hy = 3577(-

onde &, 7, sao as coordenadas naturais locais no espago de referéncia (plano com-
putacional).
Os vetores t e H,, representam o movimento de corpo rigido e os modos de

hourglass e sao definidos como segue

t=1[1,1,1,1,1,1,1,1]", (4.6)
=[1,-1,1,-1,1,— 1,1,—1]T
=[1,1,— 1,1,1]", wn
=[1,-1,-1,1,-1,1,1,-1]", '
=[-1,1,-1,1,1,-1,1,-1]".

As estabilizacoes hourglass para os termos advectivos e difusivos sao obtidos
introduzindo-se as novas fungoes de interpolacdo na formulacao variacional de Hu-
Washizu sobre as formulagoes estabilizadas (3.12) e (3.18).

Genericamente, a estabilizacdo dos termos difusivos pode ser escrita da seguinte

forma
d" = Dy HY vaE (4.8)
onde D;;, (4,7 = x,y, 2) ¢ um tensor difusivo genérico e
= [ Db sy, (4.9)
Qe

onde h,; significa a derivada parcial da fungao em relacao as coordenadas do espaco
fisico.
A estabilizacdo dos termos advectivos podem ser escritas de uma forma geral

CcCOomo
a" = e, XbjulyL, (4.10)
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ul ¢ a média de cada componente i do vetor velocidade avaliado no centroide do

elemento e

xo = /Q e S (4.11)

x;j sao as coordenadas do sistema global.
Finalmente, o vetor de estabilizagdo do operador gradiente (da pressao) é dado

por

P = e, X5b;0i2, (4.12)

onde 0;; ¢ o delta de Kroenecker.

A equagao (4.12) pode ser interpretada como uma estabilizagdo de um termo
advectivo cujo campo de velocidade é constante e homogéneo cujas componentes
sao iguais a unidade.

Em (4.8), (4.10) e (4.12) os parametros adimensionais da estabilizagdo de hour-
glass €, (k = d,a,p) podem assumir valores dentro do intervalo [0,1]. A escolha
de seu valor nao é trivial para elementos com faces nao paralelas. Nesse trabalho,
por default seu valor é definido como a unidade. Nos exemplos de aplicacao do
Capitulo 6, caso seja adotado outro valor, este sera explicitado. Mais informagoes
sobre o pardmetro adimensional podem ser obtidas em [88] e [83].

Deve-se observar que os termos de estabiliza¢ao (4.8), (4.10) e (4.12) resultam
em matrizes de dimensao 8 X 8 e que deve-se realizar o somatoério sobre os indices

gregos e latinos. No caso da estabilizagao difusiva,

d" (m,n) = edZZZZDUH“ Yo (M) 75 (). (4.13)

onde m,n € [1,8].

A equagao (4.12) possui uma componente em cada diregdo cartesiana, portanto

p (m,n —EPZZZXaBb m) Ve (n) . (4.14)

As integrais que definem H¢; e X foram determinadas através de software de
algebra simbdlical. O operador gradlente b; e os tensores difusivos sao avaliados no

centroide do elemento, ou seja, com um ponto de integragao.

'As expressoes foram integradas utilizando-se MATLAB (http://www.mathworks.com/
products/matlab/)
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4.3 Sistemas Lineares Discretizados Resultantes

da Integracao Reduzida

Realizando-se a integragao espacial no centroide do elemento em (3.12) e (3.18) e
considerando-se novamente o esquema implicito de Euler junto com a linearizagao
de ponto fixo, apds a adicao das estabilizagoes de hourglass, os sistemas lineares

discretizados resultam em

(V4 M) w41 4 A (N7 () 4 N2 (w0 ) £ K 4 L) e
AH(G* = Gy) P AL (1(9") +1(9"), + By ) + (M€ + M) u”,
(4.15)

AthTun+1,u+1 + Mgun+1,u+1 + At (Nf (un—l—l,V) un+1,l/+1 + Ggpn—‘,—l,lj) _

(4.16)
At (¢"), + Mzu”,

(M€ 4 M2) @™ A (N® (u") + N3 () + K* + K (¢77)) ¢ =
AH(Q+Qr +ary) + (M + M) ¢

(4.17)

Em (4.15), (4.16) e (4.17) o super-indice s nas matrizes representa aquelas que

receberam a adicdo da estabilizacao hourglass, ou seja

N* =N + N"
K* =K+ K"
G* =G+ G"
M? = M, + M" (4.18)

N = N, + N
M; = M + M¢*
Gi=G¢+ G}’
onde o super-indice hg representa as matrizes de estabilizagao que sdo resumidas na
Tabela 4.1.
Como pode ser observado, a matriz de massa SUPG, e as matrizes de massa e
do gradiente de pressio PSPG também sao corrigidas (estabilizadas). A primeira

¢ igual a matriz de adveccao de Galerkin transposta multiplicada pelo parametro

de estabilizacao SUPG. A segunda é equivalente a matriz divergente de Galerkin
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\ Sistema \ Matriz \ Estabilizacao

Adveccao de Galerkin ngjﬂ? L
Viscosa de Galerkin ilfﬂzﬁ%ﬁ;
Navier-Stokes | Gradiente/Divergente de Galerkin X5bjoiva
Massa SUPG TXbjulyy
Advecgao SUPG T (ﬁh ® ﬁh) H?fvw%
Massa PSPG TXbj0i70
Gradiente de Pressao PSPG TIH?;'/j’Ya’YﬁT
Adveccao de Galerkin Xobjul~T
Transporte Difusiva de Galerkin LI yard
Massa SUPG TXbjuly]
Advecgao SUPG T (ﬂ? ® ﬂ?) H?fvwg

Tabela 4.1: Estabilizacoes de hourglass.

também multiplicada pelo mesmo parametro. A tultima é similar a matriz viscosa
de Galerkin caso a matriz identidade I5y3 seja adotada como o tensor viscoso.

Os parametros de estabilizacado SUPG e PSPG das equacoes de transporte e
Navier-Stokes foram representados por 7 e o termo difusivo adimensional da equagao
de transporte foi generalizado como D.

Nas matrizes que contém o operador advectivo, isto ¢, adveccao de Galerkin,
de massa e de adveccao SUPG e de adveccao PSPG, as componentes do vetor

h

velocidade sao avaliadas como a média no centroide do elemento (u;

). Da mesma

forma sao calculados os vetores de for¢a de corpo, de taxa de geracao e as condigoes
de contorno de Neumann.

A matriz de massa de Galerkin é integrada analiticamente considerando-se o
determinante da matriz Jacobiana da transformacao calculado no centroide do ele-

mento resultando em

(e b cbboecde)
b a b c c b c d
c babdc b c
. Ll b cbacdcd
M:a b ¢c d c a b c b (4.19)
c b cdbaldc
d ¢ b c c b ab
c dc b b c b a
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onde

a = 2.370370370370370 - - -
b= 1.185185185185185 - - -
c = 0.592592592592592 - - -
d = 0.296296296296296 - - -

(4.20)

Essa matriz é uma boa aproximagao para a matriz de massa de Galerkin quando
os hexaedros apresentam uma razao de aspecto favoravel como serd visto adiante,

nos experimentos numeéricos.
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Capitulo 5

Aspectos Computacionais

5.1 Introducao

Neste Capitulo sao apresentadas as principais carateristicas adotadas para a imple-
mentacao do codigo computacional e a solugdo paralela dos sistemas de equagoes
lineares precondicionados em computadores de arquitetura de memoria distribuida.
Especial atencao é dada a adaptatividade de malhas em simulagoes paralelas. Essa
técnica, junto com solucionadores (do inglés, solvers) iterativos de sistemas lineares
viabilizam a solu¢ao numérica de problemas de grande porte.

Embora permitam que uma maior quantidade e variedade de problemas fisicos
sejam resolvidos a partir dos recursos atuais disponiveis, a adaptatividade de malhas
e a computagao paralela adicionam mais complexidade a codificagdo (metodologia
e algoritmos) e na estrutura de armazenamento e manipulagdo dos dados. Nesse
contexto, a biblioteca 1ibMesh apresenta-se como uma plataforma computacional
que permite ao desenvolvedor manter o foco nas questoes especificas do problema
que sera resolvido. Dessa forma, é possivel abstrair as complica¢oes adicionais in-
troduzidas pela adaptatividade de malhas e computagao paralela e concentrar-se na

modelagem fisica e matematica.

5.2 Solucao do Sistema Linear

A definicao do método de solucao dos sistemas lineares resultantes da discretizacao
no tempo e espaco das EDPs governantes ¢ um fator muito importante para o
sucesso de todo esquema numérico. De forma mais geral, um sistema linear pode

ser representado pela seguinte equacao:

Ax=Db (5.1)
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onde A é uma matrix nio singular de dimensio N x N e b € R" ¢ um vetor
conhecido. N é o nimero de incognitas do problema.

Existem duas classes de solvers para a resolugao de (5.1): os métodos diretos e os
iterativos. Os métodos diretos, também conhecidos como de eliminacao, consistem
em transformar o sistema original através de operacoes em suas linhas e colunas
num sistema que seja de mais facil solucao ou inversao. Na auséncia de erros de
arredondamento ou outros erros, produzem a solucao exata apdés um nimero finito
de operagoes aritméticas elementares [89]. Dentre varios, destacam-se o método da
eliminac¢do gaussiana, o método de Gauss-Jordan e a fatoragdo LU. A precisao e
eficiéncia computacionais variam de método para método.

Os métodos iterativos ou indiretos sao aqueles que, a partir de uma soluc¢ao ini-
cial aproximada, sobre a qual sao aplicados alguns algoritmos algébricos, produzem
uma sequéncia de solugdes melhores a medida que o processo iterativo avanca. Apos
satisfacao de um critério de parada, espera-se obter uma boa aproximacao da solu-
¢ao. Alguns exemplos de método iterativos sdo o de Jacobi, Gauss-Seidel [90] e os
métodos baseados no espaco de Krylov [70, 91]. Os dois primeiros sao classificados
de métodos estacionarios, enquanto que o ultimo, representa um grupo de méto-
dos classificados como nao-estacionarios. A precisao e a taxa de convergéncia dos
métodos iterativos dependem do tipo do algoritmo utilizado.

Os métodos diretos nao sao adequados para solugao de grandes sistemas lineares
devido ao tempo de computagao excessivo e a acumulacao de erros de arredonda-
mento quando o nimero de operagoes algébricas sobre os elementos da matriz ori-
ginal é grande. Acrescente-se a isso a dificuldade de escalabilidade a medida que o
tamanho do problema aumenta. Embora os métodos iterativos também sejam com-
petitivos na solugao de sistemas de tamanho moderado [44], estes sdo especialmente
atrativos para a solucao de grandes problemas esparsos nao-simétricos resultantes
da aplicacao do MEF. Quando considera-se problemas com malhas adaptativas, em
que a malha final pode ser muito maior que a inicial, os métodos iterativos sao mais
adequados.

Uma categoria especial de solucionadores de sistemas lineares indiretos sao os
métodos baseados no espago de Krylov. Conforme [70], esses métodos buscam mi-
nimizar ao longo das iteracdes uma determinada medida de erro (residuo!) sobre o

espago:

X + ﬁk, (52)

LA utilizacdo do residuo de um sistema linear justifica-se pois este mede indiretamente o erro ao
longo das iteracgoes. Isso pode ser verificado subtraindo-se o resultado da substituicao da solucao
exata Ax—b = 0 do resultado obtido com aproximag¢ao numa determinada iteragao ¢, Ax;,—b = r;,
ou seja, A (x; —x) =r; onde e; = x; — x é 0 vetor erro da iteragdo.
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onde xq ¢ a iteragao inicial e K é o espaco de Krylov na iteracao k definido por:

R, = span (ro, Arg, ... ,Ak’lro) (5.3)

para k > 1. O residuo ¢ calculado pela seguinte expressao
r=b—- Ax (5.4)
portanto, ry é o residuo inicial
ro = b — Ax,. (5.5)

Um exemplo classico de método de Krylov para a solucao de sistemas linea-
res simétricos positivo definidos é o método dos gradientes conjugados (do inglés,
Conjugate Gradient, CG) [92]. Para a solugao de sistemas lineares nao-simétricos,
dois exemplos muito utilizados sdo o gradiente biconjugado (do inglés, Bi-Conjugate
Gradient, Bi-CG) [93] e o método dos minimos residuos generalizados (do inglés,
Generalized Minimum RESidual, GMRES) [94].

Uma caracteristica muito importante dos métodos de Krylov é que eles pres-
cindem do armazenamento (e até da formacao) da matriz A durante o processo
iterativo, necessitando apenas do produto da matriz por um vetor. Por esse motivo,
esses métodos sao frequentemente chamados de métodos livre de matriz (do inglés,
matriz-free) [70]. Além do produto matriz-vetor, os métodos de Krylov necessitam
de operacoes de produto escalar entre vetores, e atualizacao de um vetor pela adicao
de um vetor multiplicado por um escalar.

Levando-se em conta as caracteristicas do sistema linear resultante da aplicacao
do MEF sobre as equagoes governantes, nesse trabalho adotou-se o GMRES para
a sua solugdo. Na proxima secao (5.2.1) serao apresentados mais detalhes sobre as
principais caracteristicas do método, assim como algumas vantagens que fazem dele
um método de solugao de sistemas lineares amplamente utilizado pela comunidade
académica e também em aplicagoes comerciais, como por exemplo o ACUSIM que
emprega o MEF para a solugao de problemas da DFC ( http://www.acusim.com/
index.html).

5.2.1 GMRES

Segundo KELLEY [70], o GMRES foi proposto em 1986 por SAAD e SCHULTZ [94]
como um método iterativo baseado no espaco de Krylov para solucao de sistemas

lineares nao-simétricos. A cada iteracao £ > 1, o método soluciona o seguinte
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problema de minimos quadrados
minimizeyxex,+g, |b — Ax|, (5.6)

onde || || é uma norma, como a euclidiana.
Na realidade, o GMRES resolve um problema de minimizagao equivalente a (5.6)
a partir de uma projecao ortogonal Vi do espago de Krylov. Considerando-se a base

ortogonal, qualquer vetor z € K pode ser obtido por

k
7 = Zylvf (5.7)
=1

onde v ¢ coluna [ da projecio ortogonal V..
Um novo problema de minimos quadrados pode ser proposto em termos do vetor

y formado pelos coeficientes y; em (5.7) obtidos para
Z =X — Xg. (5.8)

A partir (5.8), a equagdo (5.7) pode-se ser reescrita em termos de um vetor

y € RF da seguinte forma

X — X9 = Viy (5.9)

Portanto, deve ser possivel obter-se
X = Xg + V5y (5.10)

a partir de y que minimiza

[ro — AVyiyll, (5.11)

No desenvolvimento acima foi levado em conta a definigao do residuo inicial (5.5)2.

O novo problema de minimos quadrados pode ser resolvido por um algoritmo
de fatoragao QR. Porém, observando-se (5.11), percebe-se a presenga do produto
matriz-vetor de A pela matriz de bases ortogonais Vj. Para evitar o indesejavel
produto matriz-vetor adicional, pode ser utilizado como alternativa o processo de
ortogonalizacao de Gram-Schimidt [95] que, para o caso da formacao de uma base
ortogonal para R, é chamado de processo de Arnoldi.

Uma deficiéncia do processo de ortogonalizacao de Gram-Schimidt é a possibi-
lidade de que os vetores que formam as bases de V} nao sejam realmente ortogo-

nais devido a erros de arredondamento. Uma forma de reparar esse problema é

*Para a obtengdo de (5.11), substitui-se (5.10) em (5.6) resultando em |b— Axyll, =
b — A (x0 + Viy)ll,-
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substituindo-o por sua versao modificada. Segundo [70], embora os processos de or-
togonalizacao de Gram-Schimidt e sua versao modificada sejam equivalentes no caso
de precisao infinita, a segunda forma possui uma probabilidade maior de manter a
ortogonalidade das bases em situacoes praticas.

O processo iterativo termina quando a norma relativa do residuo da iteracao k

for inferior a uma determinada tolerancia e, isto é:

Ieully (5.12)
bl

Somente apods terminado o processo iterativo é que a solugao x5 é computada
através de (5.10). Deve-se observar que é necessario o armazenamento de vetores
de tamanho N para cada iteracao. Isto é, apos k iteragoes do GMRES, k vetores
deverao estar disponiveis. Esse procedimento pode se tornar inviavel caso o problema
a ser resolvido seja muito grande e o ntimero de vetores no espago de Krylov (nk)
também.

Esse inconveniente (falta de memoria) pode ser contornado através do procedi-
mento chamado de reinicio. Para isso, define-se um niimero maximo de iteragoes
kmax- Se a condigao (5.12) nao for obtida dentro desse limite de iteragoes, o processo
¢é restabelecido novamente com x; = xj. Dessa forma, pode-se ajustar o nimero
maximo de vetores que serao armazenados em cada ciclo de reinicio levando-se em
conta os recursos de memoria disponiveis.

Portanto, dados uma solugao inicial xq, o vetor que forma o lado direito do
sistema linear b, a matriz®> A, uma tolerancia para o residuo relativo €, o ntimero
de vetores no espago de Krylov nk e o nimero maximo de vetores que podem ser
armazenados K.y, 0s procedimentos basicos em cada iteracdo do GMRES consistem
na formacao de uma base ortogonal para o espago de Krylov através do algoritmo de
Gram-Schmidt modificado seguida pela solu¢ao do problema de minimos quadrados
(5.10). Para cada iteragdo, avalia-se se a tolerancia para o residuo relativo foi obtida.
Caso o nimero maximo de vetores que pode ser armazenados seja alcancado antes
disso, o processo ¢é reiniciado a partir da iltima aproximacao da solucao disponivel,
isto é xy.

Para obtencao de um melhor desempenho do GMRES, geralmente sao realizadas
as seguintes estratégias: otimizagdo do produto matriz-vetor, utilizacao de uma
estrutura de armazenamento compacta dos elementos da matriz como, por exemplo,
linha comprimida (do inglés, Compressed Sparse Row, CSR), elemento-por-elemento

(do inglés, Element-By-FElement, EBE) ou aresta-por-aresta, utilizagao esquemas de

3Na realidade, o GMRES recebe apenas os elementos niao-nulos dessa matriz esparsa. Isso é
realizado fornecendo-se ao método um mapa que relaciona as posi¢cdes com valores nao nulos com
um vetor comprimido.
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reinicio e aplicacao de técnicas de precondicionamento da matriz.

A ltima estratégia pode ser fundamental para viabilizar a solugdo dos siste-
mas lineares muito grandes e que resultem mal-condicionados. A préxima secao
(5.3) apresenta algumas caracteristicas desejaveis nos sistemas precondicionados e

descreve a técnica adotada nesse trabalho.

5.3 Precondicionamento do Sistema Linear

Embora os métodos iterativos de solugao de sistemas lineares possuam bom emba-
samento tedrico, todos eles tendem a produzir uma taxa de convergéncia lenta em
problemas tipicos da DFC [90]. Em especial para os métodos de Krylov, o precondi-
cionamento dos sistemas lineares resultantes é essencial para a solugao de problemas
reais de engenharia através de técnicas de discretizagdo como o MEF.

O conceito por tras de todo método de precondicionamento é trivial: substituir
o sistema original por outro que produza os mesmos resultados, mas que seja mais
facil de ser resolvido. Por mais facil, entende-se uma taxa de convergéncia superior.
Portanto, o sistema linear (5.1) é substituido por outro melhor condicionado, descrito

de forma geral como

M 'Ax=M"'b (5.13)

onde M é uma boa aproximacao para A. Alguns exemplos para a determinacgao
da matriz M podem ser a matriz diagonal D = diag (di1,...,dyy) € matriz bloco-
diagonal B = block (A).

No primeiro caso, o operador “diag” compoe uma matriz diagonal cujas elemen-
tos d;; podem ser determinados a partir dos elementos da diagonal de A. Essa
técnica conhecida como precondicionador por ponto de Jacobi (do inglés, point Ja-
cobi preconditioner) possui como vantagens a facil implementacao e baixo custo de
armazenamento. Por outro lado, ndao apresenta grande eficiéncia ja que a inversa de
D ¢ uma aproximacio bastante pobre de A1

O segundo exemplo utiliza o operador “block” que extrai da matriz original as
submatrizes bloco-diagonais que possuem dimensao m x m onde m é, por exemplo,
o niumero de incégnitas por né do problema. Essa estratégia também é de facil
implementacgao e, embora imponha um custo de armazenamento um pouco maior,
apresenta uma melhor taxa de convergéncia. Essa técnica, assim como variantes
para a determinacao dos blocos, é conhecida genericamente como precondicionador
por bloco de Jacobi (do inglés, block-Jacobi preconditioner). Mais detalhes assim
como sua aplicacao em processamento paralelo serao apresentados na subsecao 5.4.6.

Apesar de até aqui terem sido apresentados exemplos explicitos de determinacao
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da matriz de precondicionamento, na pratica, segundo [90], é improvavel que esse
procedimento seja realizado. Em vez disso, o processo iterativo opera com A e com
M~! sempre que necessario.

A seguir é apresentada a técnica utilizada no presente trabalho conhecida como
precondicionamento pela fatoragao incompleta da matriz A em que esta é aproxi-

mada pelo produto de duas matrizes triangulares, uma inferior (L) e outra superior

(U), ou seja, A ~ LU.

5.3.1 Precondicionador ILU

O precondicionamento através da fatoracao incompleta LU, conhecida na literatura
como fatoragao ILU (do inglés, Incomplete Lower Upper factorization) é uma téc-
nica amplamente empregada na solucao de sistemas lineares através de métodos de
Krylov. Como o nome diz, essa técnica apenas aproxima a matriz original através

de uma fatoracao tal que

A=LU-R (5.14)

sendo que as matrizes L e U possuem a mesma estrutura de elementos nulos como as
das partes inferior e superior de A. A matriz R é composta pelo erro (ou residuo)
da fatoragdo. Portanto, o produto dos fatores L e U é mais denso que a matriz
original.

A fatoracao incompleta pode ser realizada pela eliminagado de Gauss (ou uma de
suas variantes) definindo-se um conjunto P de elementos da matriz A que ficardo

de fora do processo. O conjunto pode ser definido de forma geral por
P {(ig)]i#j5l <ij < N} (5.15)

Quando o residuo da fatoracao possui elementos de valor zero nas posi¢oes nao
nulas da matriz A, isto é o produto LU nao gera erro em suas posi¢oes nao nulas,
a fatoragdo ¢ chamada de nivel de preenchimento zero (do inglés, no fill-in) ILU(0).
Nesse casos, constituem o conjunto P os elementos nulos da matriz esparsa A e
diz-se que o conjunto representa a padrao zero dessa matriz.

Nem sempre o precondicionador ILU(0) é suficiente para obter-se uma boa taxa
de convergéncia da solugao iterativa. A qualidade do precondicionamento pode ser
melhorada permitindo-se um aumento no nivel de preenchimento. Genericamente,
chama-se ILU(k) o precondicionador ILU com nivel de preenchimento (ou ordem)
k. Por exemplo, o primeiro nivel de preenchimento ILU(1) é obtido definindo-se
o conjunto P como sendo o padrao nulo do produto LU resultante de ILU(0).

Embora um maior nivel de preenchimento potencialmente melhore a qualidade da

28



convergéncia, o custo associado ao processo de fatoragdo aumenta.

5.4 Computacao Paralela

5.4.1 Arquiteturas de Memoria

Considerando-se a arquitetura de memoria, basicamente, existem duas categorias
para classificagdo dos computadores [50]: meméria compartilhada e memoria dis-
tribuida. A primeira categoria compreende sistemas em que diversos nucleos de
processamento (do inglés, core) acessam e utilizam a mesma drea de meméria e os
dados sao compartilhados entre os ntcleos. Utiliza-se o modelo de paralelismo de
multitarefas em que um determinado processo (ou programa executavel) é dividido
em varias linhas de execugdo (do inglés, threads) que podem ser executadas simulta-
neamente. A Figura 5.1 apresenta um esquema representativo de uma arquitetura
de memoéria compartilhada com acesso uniforme tipica de um multiprocessamento
simétrico em que cada processador pode acessar todas os locais da memoria global
através de operagoes de carregamento e armazenamento (Mais detalhes na subse-
¢ao 5.4.2).

Processador 0 Processador 1 Processador 2 Processador 3
Memoéria Memoria Memoéria Memoéria
Cache Cache Cache Cache
Memoria Memoéria Memoria Memoria
RAM RAM RAM RAM
| Bus |

| Sistema de Memoria |

Figura 5.1: Esquema de arquitetura de meméria compartilhada com acesso uniforme.

Por outro lado, sistemas de memoria distribuida sao aqueles formados por uma
série de processadores que possuem a sua propria memoria (ndo compartilhada com
os demais processadores) sendo, portanto, responsaveis pelo tratamento dos dados
armazenados nesta. Como nesse caso os diferentes processadores tém acesso a di-

ferentes conjuntos de dados, o modelo de programacao por troca de mensagens é
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utilizado para a comunicagao e sincronizacao destes entre os processadores. A Fi-

gura 5.2 apresenta um esquema de memoria distribuida.

Processador 0 Processador 1 Processador 2 Processador 3
Memoria Memoria Memoria Memoria
RAM RAM RAM RAM

Rede de Conexdo |

Figura 5.2: Esquema de arquitetura de memoria distribuida.

O recente desenvolvimento de arquiteturas de memoria hibrida distribuida/com-
partilhada, como a utilizada em aglomerados de computadores pessoais com CPUs
de multiplos niicleos (chamados em inglés de cluster), sugere que os codigos paralelos
correspondentes devem incluir a combinagao de modelos de troca de mensagens e de
multitarefas. Nas proximas se¢oes sao descritos os paradigmas de programacao para

os trés padroes de arquitetura de memoria: compartilhada, distribuida e hibrida.

5.4.2 Programacao por Multitarefa

No modelo de programacao por multitarefas, um determinado processo se subdivide
em diversas threads que concorrem na utilizagdo do mesmo espaco de memoria [50].
Neste caso, nao existe a necessidade de operagoes especiais de copia de informagoes,
pois cada linha de execucao 1é e grava na memoria através do uso de atribuigoes
de variaveis em comum. Um mesmo processo é capaz de “tratar” de multiplas
instrugoes num mesmo ciclo de maquina, normalmente fazendo uso de processadores
de multiplos nicleos. De forma abstrata, o esforco computacional de um processo
(ou programa executavel) é dividido em diversas linhas de execugdo distribuindo
paralelamente esse esforco, de forma igual ou nao, entre as linhas. Dado que o
acesso a memoria € através de operagoes de carregamento e de armazenamento, em
vez de as operacoes de rede usadas em sistemas de memoria distribuida, o acesso a
memoria remota tem menor laténcia e maior largura de banda (taxa de transferéncia
de memoria de/para a CPU).

Conforme apresentado na Figura 5.1, sistemas multiprocessados utilizam memo-
rias caches para agilizar o acesso aos dados solicitados pelo processador. O uso de
caches significa que muitas vezes héa varias copias de dados: uma copia na memoria

principal, uma copia na cache secundario (quando existe e é usado) e uma cépia no
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cache primario. Além de varias copias dos dados, estes podem ter sido modificados
pelas multiplas CPU’s.

O acesso sincronizado as estruturas de dados compartilhados é uma questao
importante em sistemas de memoria compartilhada. O problema da coeréncia e
consisténcia de cache é garantir que todas as copias de dados sejam um reflexo
verdadeiro (atualizado) dos dados contidos na memoria principal. Para evitar esse
problema, o sistema de programacao e o programador devem ter cuidado com as
estruturas de dados compartilhadas e estruturas de dados nao compartilhados que
podem estar localizadas no mesmo bloco de cache, uma situagao conhecida como
falso compartilhamento [50].

Muitas vezes, a coeréncia de cache é realizada pelo hardware, sem qualquer efeito
sobre o processo. Em alguns casos, programas especializados, como um driver de
dispositivo no nivel do kernel, devem tomar medidas especificas para manter a coe-
réncia de cache [96].

O acesso uniforme a memoria (do inglés, Uniform Memory Access, UMA) é um
tipo de arquitetura projetada para garantir a coeréncia. O esquema de memoria
compartilhada apresentada na Figura 5.1 é um exemplo de UMA. Neste projeto,
cada memoria e caches estao ligadas a todas as outras, cada parte observa qualquer
operagao de memoria (como um carregamento a partir de uma posi¢ao de meméo-
ria) e garante que a coeréncia de cache é mantida [50]. Conforme a Figura 5.1,
esse projeto possui uma “camada” de sinalizacdo, chamada em inglés de bus, para a
conexao entre os processadores e a meméria (fator limitador da capacidade de comu-
nicagdo). Sistemas UMA de alto-desempenho foram projetados mais recentemente
sem a necessidade dessas camadas. Porém, estes também nao sao escalaveis.

Com o objetivo de contornar essa dificuldade, a arquitetura de acesso nao-
uniforme & meméria (do inglés, NonUniform Memory Access, NUMA) foi desen-
volvida sem a necessidade de que o tempo de acesso a memoria seja igual para todos
os processadores, como ocorre em sistemas UMA. Em vez disso, a meméria pode
ser conectada por uma rede escalavel. Tais sistemas podem ser mais sensiveis aos
detalhes do layout de dados, mas também podem escalar para um nimero muito
maior de processadores [50].

A implementacao do paralelismo de memoria-compartilhada pode ser realizada a
partir do padrao OpenMP (Open Multi-Processing, [97]). OpenMP é uma interface
de programagao (em inglés, Application Program Interface, API e corresponde a um
conjunto de rotinas e padroes de um software) disponivel para diversas linguagens de
programacao (C/C++ e Fortran, por exemplo) que oferece suporte ao paralelismo
em computadores com arquitetura de memoria compartilhada. O OpenMP consiste
de diversas diretivas de compilacao, rotinas e variaveis de ambiente que controlam

o comportamento de um programa em tempo de execugao.
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5.4.3 Programacao por Troca de Mensagens

Considerando-se uma série de computadores conectados através de uma rede, o mo-
delo tipico de programacao por troca de mensagens consiste em comunicar processos
separados em cada computador através do envio de dados (mensagens), geralmente
chamando rotinas para esse fim. A troca de mensagens é um paradigma de pro-
gramagao amplamente utilizado em computadores paralelos, especialmente clusters
com memodria distribuida e em redes de estagoes de trabalho [51]. Essa técnica de co-
municacao baseia-se no envio e recebimento de mensagens através da rede seguindo
as regras de um protocolo de comunicacao entre varios processadores que possuam
memoria distribuida [98].

A interface de troca de mensagens (do inglés Message Passing Interface, MPI)
constitui para os usuarios um padrao de programacao que permite a implementacgao
de cédigos computacionais que serdo executados em paralelo. As instrugoes de
“envio” e “recebimento”, assim como uma série de outras mais, fazem parte do
conjunto de operacoes das bibliotecas MPI. Além da portabilidade, isto é, o mesmo
codigo fonte pode ser executado em diversos tipos de maquina, as bibliotecas podem
ser utilizadas em clusters heterogéneos (formados por processadores de diferentes
arquiteturas).

Existem varias bibliotecas MPI disponiveis atualmente. Alguns exemplos sao as
implementagoes de cédigo aberto OpenMPT [51], MPICH2 [99] e MVAPICH [100].

No contexto da simulacdo numérica através de técnicas de discretizacao (como
no caso do MEF), apds o particionamento do dominio de simulagao entre os diversos
processadores, os quais resolverao de forma independente as equagoes associadas aos
elementos de seu subdominio, existirda sempre a necessidade da troca de mensagens
entre os subdominios adjacentes. E através dessa interface de comunicacio que
havera troca de informacoes entre os processadores via envio e recebimentos de
mensagens. A comunicagao entre os processadores é realizada de forma cooperativa,
isto é, um dado enviado por um determinado processo so serda recebido se a chamada
a rotina de recepc¢ao correspondente também tiver sido efetuada por outro processo
[50].

Se um determinado processador precisa usar um conjunto de dados que nao esta
armazenado localmente, o processador que possui esses dados deve explicitamente
envia-los para o processador requerente. Este tultimo deve executar uma operagao
explicita de recebimento, a qual é sincronizada com o envio, antes que ele possa usar
o conjunto de dados comunicados [50].

Embora em arquiteturas de memoria distribuida o acesso a dados locais seja re-
lativamente rapido, o acesso a memoria remota exige mais esfor¢o devido a laténcia.

Nesse caso, torna-se fundamental para obtencao de bons desempenhos a minimiza-
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¢ao do custo envolvido na troca de mensagens estre os processadores. Portanto, esse
modelo de paralelismo s6 pode ser escalavel se a rede de interconexao também for.
InfiniBand é uma tecnologia de comunicagao de alta velocidade usada em compu-
tagao de alto desempenho. Suas caracteristicas incluem alta taxa de transferéncia,
baixa laténcia, sendo projetada para ser escalavel. Embora a tecnologia de comu-
nicacao através de redes tenha avancado muito nos ultimos anos, as operacoes de
acesso a memoria possuem uma laténcia maior do que em arquiteturas de memoria

compartilhada.

5.4.4 Programacao em Sistemas de Memoéria Hibrida

Atualmente, os clusters de nés multiprocessados* de meméria compartilhada sao
bastante populares na comunidade de computacao de alto desempenho. Nessas ma-
quinas, a memoria é distribuida entre os nés que compoem o cluster e compartilhada
entre os nucleos de cada né. A utilizagdo combinada de modelos de memoéria com-
partilhada e de troca de mensagens (interfaces OpenMP e MPI) é uma possibilidade
nesse tipo de arquitetura.

Consequentemente, a programacao paralela deve combinar paralelizacao de me-
moria distribuida na interconexao entre noés com a paralelizacdo de memoria com-
partilhada dentro de cada né [101]. Segundo RAEDER et al. [102], a implementagao
de cédigos em arquiteturas de memoria hibrida impoe todos os desafios de ambos
sistemas e requer um cuidado especial sobre como separar o paralelismo no interior
e entre os nos.

Estas arquiteturas incluem uma grande variedade de sistemas, desde arquiteturas
em que a interligacdo do n6 fornece um tnico espago de enderecamento de meméria,
até sistemas com capacidade de acesso a memoria remota direta (do inglés, Remote
Direct Memory Access, RDMA). Elas permitem a alta eficiéncia paralela dentro de
um né multiprocessado, escalaveis para centenas ou até milhares de processadores.

O modelo de programacao hibrido MPI e OpenMP pode ser explorado com
sucesso em cada um destes sistemas. De fato, os principios de codigos paralelos
hibridos sao adequados para sistemas que vao desde um né até grandes clusters de
memoria compartilhada, ou mesmo para maquinas NUMA, e ainda para clusters de
maquinas NUMA.

O ideal da programacao hibrida é o aproveitamento do potencial de ambos os
modelos. E desejdvel combinar a paralelizacio explicita de grandes tarefas com o
MPI com a divisdao de tarefas simples em threads com o OpenMP. Em alto nivel, o
programa pode ser hierarquicamente estruturado como uma série de tarefas MPI,

cujo codigo sequencial é enriquecido com diretivas OpenMP para adicionar multith-

4Normalmente, cada né possui entre 2 e 16 CPUs
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reading® e aproveitar as caracteristicas da presenca de memoria compartilhada e o

multiprocessamento dos nés [102].

5.4.5 Particionamento do Dominio

No presente trabalho, o nimero de processos utilizados numa simulag¢ao paralela
deve ser definido a priori antes da submissao do executavel. Esse niimero permane-
cerd inalterado até que a execucao seja finalizada (uma alternativa seria a adaptagao
no nimero de processadores ao longo da simulacao, mas essa estratégia nao sera con-
siderada). Idealmente, para obtencao de melhor desempenho, é importante conhecer
o tamanho total (em termos de malha) do problema que sera resolvido.

Para executar com eficiéncia computagoes paralelas em sistemas de memoria
distribuida, dois aspectos fundamentais devem ser levados em conta. Primeiro, o
niumero de processadores deve ser adequadamente escolhido de acordo com o ta-
manho do problema e a sobrecarga de comunicagao esperada. Segundo, a carga de
trabalho deve ser equilibrada entre os processadores selecionados de forma propor-
cional ao seu poder computacional [103]. Portanto, deve-se buscar um mapeamento
da malha computacional para os processadores que equalize o niimero de elemen-
tos atribuidos a cada processador e que minimize a comunica¢ao necessaria para
executar a troca de informacoes entre os subdominios (processadores) adjacentes.

Balanceamento de carga significa que os processadores tém aproximadamente a
mesma quantidade de trabalho. Para equilibrar a carga computacional em uma ma-
quina com processadores homogéneos (de igual poténcia, como é o caso das maquinas
utilizadas nesse trabalho), o programador deve dividir o trabalho e as comunicagoes
uniformemente. Este pode ser um desafio na solu¢ao de problemas em que nao se
conhece o tamanho da malha no inicio da execugao ou nos quais o tamanho muda
ao longo da simulacao. A estimativa a priori do nimero ideal de processadores de
uma simulacdo transiente com alteragdo do tamanho de malha torna-se uma tarefa
dificil. A definicao de um nimero elevado de processadores pode resultar em exces-
sivo custo de comunicacao de dados, fato que pode aumentar significativamente o
tempo total de execugao devido, principalmente, a troca de mensagens pela rede.

Em simulacoes adaptativas, o problema muda de tamanho com uma taxa de
crescimento imprevisivel durante o processo de solucao. Quando executadas em
ambientes de arquitetura paralela, ¢ impossivel determinar a carga computacional
e de comunicagao com antecedéncia. A alteracdo dindmica do tamanho do pro-
blema com AMR/C é claramente complexa uma vez que este pode aumentar ou

diminuir. Além disso, a distribuigdo (dos elementos) da malha no dominio muda

50 termo multithreading pode ser entendido como a capacidade de um sistema operacional de
executar diferentes partes de um programa (as chamadas threads) simultaneamente.
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dinamicamente, geralmente, de uma forma que nao é conhecida com antecedéncia
[103].

A manutengao do particionamento realizado no inicio da simulagao (particiona-
mento estatico) inevitavelmente ird causar desequilibrio de carga entre os proces-
sadores durante o tempo de execucao. Em clusters e outras plataformas paralelas,
uma estratégia de particionamento dindmica precisa ser viavel para simulagoes com
refinamento adaptativo de malha. Métodos especiais envolvendo reconfiguracao de
uma computacao em tempo de execucao sao requeridos para tratar desses proble-
mas [50]. Porém, o desenvolvimento de esquemas ideais para reparticionamento que
podem tirar proveito de uma particao anterior em um ambiente de adaptatividade
de malhas paralelo ainda é uma questao aberta para investigacao.

Neste trabalho, considera-se o particionamento de dominio padrao sem superpo-
sigdo, conforme apresentado na Figura 5.3, em que os elementos relacionados a cada

um dos subdominios sdo associados a processadores diferentes.

Figura 5.3: Particionamento de um dominio de simulacao em 8 subdominios.

Ou seja, o dominio computacional discreto Q" é dividido em conjunto de subdo-
minios Q) tal que UQL = Q" e NQL = 0. Segundo [53], as duas métricas primarias
para julgar a qualidade de uma particao sao o tamanho da malha em cada subdomi-
nio e o numero de arestas que ligam vértices em subdominios diferentes (em inglés,
edge-cut) resultantes do particionamento.

Em problemas com malhas adaptativas, a cada nova etapa de adaptacao, regioes
do dominio terdao um aumento na densidade de elementos da malha enquanto que
em outras, a quantidade de elementos ira diminuir. Esses ajustes dinamicos de ma-

lha resultardao, para alguns processadores, em aumento (ou diminuigao) significativa
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de trabalho em relagdo a outros e, portanto, causarao desequilibrio de carga [50].
Situacao semelhante existe para problemas em que a quantidade de computagao as-
sociada a cada elemento da malha muda ao longo do tempo [104]. Nesses dois tipos
de aplicagoes, é necessario realizar o balanceamento dindmico de carga a medida
que a simulacgao avanga. A Figura 5.4 apresenta um exemplo de evoluc¢ao do parti-
cionamento de dominio que acompanha o transiente de uma simulagao com malha

adaptativa.

(c)

Figura 5.4: Particionamento dindmico do dominio: (a) Particionamento inicial, (b)
Particionamento em um intervalo de tempo intermediario e (c¢) Particionamento

final.

O balanceamento dinamico pode ser realizado utilizando-se algoritmos de parti-
cionamento baseados em grafos de malhas como o apresentado na Figura 5.5. Em
simulagoes numéricas em que a computagao ¢ realizada a partir dos elementos da
malha (Figura 5.5(a)), como a versao do MEF desse trabalho, o grafo correspondente
é formado por vértices, que representam cada elemento da malha, e por arestas, que
representam as conexoes que compartilham arestas (em duas dimensdes) ou faces

(em trés dimensoes). Portanto, na Figura 5.5(c) os vértices correspondem aos 10 tri-
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angulos e cada uma das arestas que os conectam representa um elemento adjacente

que compartilha uma aresta da malha.

()

Figura 5.5: Malha irregular e seus correspondentes grafos: (a) Malha triangular, (b)
Grafo da conetividade nodal e (¢) Grafo associado a vizinhanga dos elementos da
malha.

Distribuindo-se os vértices desses grafos em np subdominios disjuntos, obtém-se
um mapeamento dos elementos da malha para cada processador p. Se o partici-
onamento ¢ determinado de forma que cada subdominio possua o mesmo nimero
de vértices, cada processador terda uma quantidade igual de trabalho durante o pro-
cessamento paralelo. O volume total das comunicacoes efetuadas durante o proces-
samento paralelo pode ser estimado através da contagem do nimero de edge-cuts.
Portanto, o objetivo de cada particionamento deve ser minimizar a quantidade de
edge-cuts.

A definicdo do objetivo do particionamento pode ser ampliada considerando-se
a possibilidade de associar-se pesos aos vértices V' e as arestas E de um deter-
minado grafo G (V, E). Nesse caso, o objetivo do grafo “ponderado” é dividir os
vértices em np subdominios de tal forma que cada subdominio contenha aproxima-
damente a mesma quantidade de vértices ponderados, minimizando a soma dos pesos
das arestas cujos vértices pertencem subdominios diferentes. Em clusters heterogé-
neos, pode-se atribuir a cada subdominio uma quantidade de vértices ponderados
de forma a distribuir mais trabalho aos processadores mais rapidos. O peso de cada
subdominio pode ser definido através de um vetor de tamanho np cujos elementos

representam a fracao do peso total dos vértices que cada subdominio deve receber.
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Bibliotecas, tais como, METIS [105] e a ParMETIS [106], foram desenvolvidas
com objetivo de implementar esquemas eficientes de particionamento de malhas.
A primeira é uma biblioteca serial de particionamento, enquanto que a segunda é
paralela baseada em MPI. Ambas sao aplicaveis a grafos provenientes de malhas
nao estruturadas e, segundo afirmam seus desenvolvedores, para reordenar as equa-
¢oes de forma a minimizar o preenchimento durante a fatoragdo LU (completa ou
nao). Ainda, segundo estes, a ParMETIS estende as funcionalidades fornecidas pela
METIS e inclui rotinas que sao especialmente adequadas para computagoes parale-
las com refinamento adaptativo de malhas e para simulacdes numéricas de grande

escala.

5.4.6 Precondicionamento ILU por Subdominios

Embora o precondicionamento ILU(k) seja bastante eficiente para a solugao serial
de sistemas lineares, sua aplicacao paralela, além de muito complicada devido a
natureza recursiva do processo de fatoracao, tende a produzir resultados nao satis-
fatérios. A fim de tornar o fatoracao ILU mais adequada para arquiteturas paralelas,
uma série de técnicas alternativas foram desenvolvidas usando precondicionadores
por bloco que permitem a combinagao com fatoragoes ILU locais (por subdominios).
A abordagem mais simples é o precondicionador Bloco-Jacobi que recebe esse nome
por ser uma extensao do método iterativo homoénimo utilizado para solugao de sis-
temas lineares. Alguns exemplos de aplicacao dessa técnica podem ser encontradas
em [107, 108].

Este método consiste em fatorar cada bloco-diagonal da matriz tal que cada
bloco coincida com a divisao das varidveis nos processadores. A fatoracao ILU sera
aplicada nos blocos-diagonais de cada subdominio (fatoragdo local), em contraste
com a fatoracdo global realizada em solucoes seriais. Vale ressaltar que a acgao
do precondicionador por bloco serd diferente da agdo do precondicionador com a
fatoracao global além de tornar a construgao dos fatores incompletos e a reordenacgao
das incognitas mais simples e eficiente [108].

Dentre as técnicas de precondicionamento por bloco, Bloco-Jacobi é um dos
esquemas mais utilizados devido a facilidade de implementacao. Nao ha intersegoes
entre os blocos. A fatoracao incompleta pode ser aplicada em cada um deles sem o
custo extra da comunicacao. Porém, em simulagdes adaptativas, a nova fatoracao
local deve ser realizada toda vez que a malha é modificada ja que a adaptatividade
altera o grupo de elementos residentes em cada subdominio.

Outra abordagem para a paralelizacao do précondicionamento ILU é embutir a
fatoragao na decomposi¢do de dominio. O método Additive Schwarz (ASM, [109])

constréi o precondicionador dividindo o dominio do problema em um ntmero de
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subdominios com possibilidade de sobreposicao e, posteriormente, combinando o
precondicionadores dos subdominios. A comunicacao entre os subdominios através
da sobreposicao pode ser realizada de diversas varias maneiras, ou a sobreposi¢ao
pode ser ajustada para zero, reduzindo o precondicionador para o Bloco-Jacobi [50].

De forma resumida, o precondicionamento Bloco-Jacobi divide o sistema linear
em diversos subsistemas (sem dependéncia comum) que sdo precondicionados local-
mente de forma independente. O niimero de blocos em cada subdominio é arbitrario,
mas, por questoes de economia no precondicionamento local, é comum a defini¢ao
de apenas um. Essa estratégia pode ser usada com diferentes tipos de precondicio-
nadores em cada bloco. Costuma-se referenciar a estratégia de precondicionamento
Bloco-Jabobi em conjunto com a fatoracao ILU com um determinado nivel de pre-
enchimento k& por BILU(k) ([110]).

O Cédigo 1 apresenta um trecho do método PetscPreconditioner<T>: :set -
petsc_subpreconditioner_type() da biblioteca 1ibMesh onde é implementada a

aplicacao do precondicionador Bloco-Jacobi.

Cédigo 1 : Implementacao da aplicacdo do precondicionador Bloco-Jacobi da
PETSc na 1ibMesh.

1
2 // For catching PETSc error return codes

3 int ierr = 0;

4 o

) // To store array of local KSP contexts on this processor
6 KSP* subksps;

7

8 // the number of blocks on this processor

9 int n_local;

10

11 // Fill array of local KSP contexts
12 ierr = PCBJacobiGetSubKSP(pc, &n_local, PETSC_NULL, &subksps):;
13 CHKERRABORT (libMesh :: COMM_WORLD ,ierr) ;

15 // Loop over sub—ksp objects, set ILU preconditioner
16 for (int i=0; i<n_local; ++i)

17 {

18 // Get pointer to sub KSP object’s PC
19 PC subpc;

20 ierr = KSPGetPC(subksps|[i], &subpc);
21 CHKERRABORT (1ibMesh:: COMM_WORLD ,ierr);
22

23 // Set requested type on the sub PC
24 ierr = PCSetType (subpc, type);

25 CHKERRABORT (1libMesh :: COMM_WORLD ,ierr);
26 }

27 |}

O método PetscPreconditioner<T>::set_petsc_subpreconditioner type()

é chamado por cada subdominio. A linha 6 do coédigo instancia um ponteiro para
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o objeto que representa todo “contexto” do método de solucao de sistemas lineares
baseados no método do subespago de Krylov (subksps) para o subdominio corrente
definido para o problema. Na linha 12, o método PCBJacobiGetSubKSP fornece o
nimero total de blocos (n_local) e o vetor com as informagoes do contexto do so-
lucionador linear para cada bloco do subdominio. Na linha 16 ¢ realizado o laco
por todos os blocos locais. O método KSPGetPC retorna um ponteiro para o pre-
condicionador local (ILU, por exemplo) a varidvel subpc e, na linha 24, o método

PCSetType aplica o precondicionador definido para o subdominio corrente.

5.5 Adaptatividade de Malhas

Nessa secao sao apresentados os conceitos fundamentais associados a metodologia
de adaptacao de malhas. O objetivo principal da utilizacdo de malhas adaptativas
¢ a busca de forma dinamica e automatica de uma discretizagao espacial eficiente
para minimizar e distribuir uniformemente o erro da solu¢ao numérica calculado
através de uma determinada métrica. Consequentemente, a malha de elementos
finitos tende a ser otimizada representando melhor as regides do dominio onde ha
presenca de fortes variagoes das grandezas calculadas em detrimento de outras onde
as varicoes sao suaves.

Simplificadamente, existem 3 esquemas principais de adaptacao de malhas:
e o refinamento h;

e o refinamento p;

e o refinamento hp.

O refinamento h consiste no aumento da quantidade de elementos finitos e mu-
danga na sua distribui¢do e/ou tamanho no interior do dominio de solugdo. No
refinamento p, a ordem dos polinémios de interpolacao é aumentada mantendo-se
a topologia dos elementos. A combinacao desses dois esquemas representa o refina-
mento hp.

A adaptatividade h é adequada para problemas em que a solug¢do nao é suave
em todo o dominio [111]) como nos casos de propagagao de uma frente, superficies
livres, presenca de camadas limites, etc. Ja o refinamento p é mais eficiente quando
nao ha presenca de descontinuidades sendo que a taxa de convergéncia tende a ser
exponencial quando nao ha presenca de singularidades. O refinamento hp possui as
vantagens desses dois esquemas produzindo 6timos resultados a despeito do aumento
da complexidade de programacao [44]. GAGO et al. [112] apresentam um estudo

com a comparacao dos resultados obtidos para os trés esquemas.
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O refinamento h, segundo [3], é a estratégia de enriquecimento de malhas mais

bem sucedida e as razoes sao:

e A conservacao satisfeita naturalmente;

e Nao ha necessidade de interpolagoes adicionais aquelas dadas pelas fungoes de

interpolagao dos elementos;

e o refinamento h é bastante adequado ao processamento paralelo e vetorial.

Idealmente, espera-se que o refinamento da malha (ou enriquecimento dos polind-
mios de interpolacao) ocorra apenas nas regioes do dominio onde existe a presenca de
grandes diferencas na solucao aproximada. Dessa forma, busca-se aumentar a quali-
dade da solu¢ao numérica final com diminuicao do esfor¢co computacional, caso fosse
usada uma malha com nivel de refinamento uniforme. Apesar dessas caracteristicas
desejaveis, o refinamento automatico impoe algumas complexidades as simulacoes.

Considerando-se apenas o refinamento A (utilizado no presente trabalho), a in-
clus@o de novos nés na malha aumenta diretamente o tamanho do sistema linear
que deve ser resolvido impactando os parametros inicialmente definidos para o pre-
condicionador e solver iterativo. Também havera mudancas no grafo associado e,
consequentemente, impacto no particionamento da malha. Esse conjunto de fatores
pode afetar o padrao de preenchimento do sistema linear, os requisitos de memo-
ria e o desempenho dos solucionadores iterativos precondicionados por fatoragao
incompleta [98].

Além disso, o processo de adaptatividade de malhas é inerentemente recursivo
e, caso nao seja corretamente implementado e utilizado, pode piorar o desempenho
computacional. A frequéncia de refinamento/desrefinamento é de responsabilidade
do usuario. Quando a malha se adapta, estd otimizada para o estado corrente [48].
Como ha um custo computacional associado ao processo de adaptatividade, deve-se
encontrar uma frequéncia que ira equilibrar o esforco computacional e a qualidade
dos resultados. Toda vez que a malha é adaptada, a solugdo do campo deve ser
projetada (interpolada) e uma simulagao deve ser realizada na nova malha.

Levando-se isso em conta, os critérios utilizados para definir os elementos que
serao refinados (ou desrefinados) precisam ser eficientes e, idealmente, ajustados ao
problema fisico que serd resolvido. A préxima subsecao (5.5.1)apresenta uma meto-
dologia para a selecao automatica desses elementos que utiliza a solucao aproximada
disponivel para determinagao do erro local.

As principais operagoes em solugoes adaptativas podem ser resumidas da seguinte

forma:
1. Geragao da malha inicial;
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2. Calculo da solucao aproximada na malha atual;

3. Avaliacao da qualidade da solugdo aproximada a partir de uma estimativa de

erro;

4. Selegao dos elementos que devem ser refinados/desrefinados e gera¢ao da nova

malha;
5. Projecao da solugao corrente na nova malha;

6. Retorno ao segundo passo.

Em problemas estacionarios, o ciclo entre os passos 2 e 6 pode ser repetido até que
nao haja mais alteragdo na malha (nenhum elemento selecionado para refinamen-
to/refinamento). Em problemas transientes (reais ou distorcidos [113]), os passos 2
a 6 ficam no interior do laco de tempo. E critério do usudrio/programador definir
a frequéncia com que o processo de adaptatividade (passos 3 a 5) serd realizado
e, também, o nimero de vezes que a malha serd adaptada (retorno ao passo 2),
em cada passo de tempo selecionado, antes de avancar para o proximo intervalo de
tempo.

DEVLOO et al. [114] apresentam algumas estratégias em forma de algoritmos
para a simulacao adaptativa de problemas estacionarios e transientes utilizando a
formulacao estabilizada SUPG do MEF. A técnica é aplicada na solugao do problema

bidimensional de convecgao pura, conhecido em inglés como rotation cone.

5.5.1 Estimativa a Posterior:i do Erro

Segundo [44], o propdsito da estratégia de refinamento adaptativo é automatizar a
construcao de malhas com uma solugao aproximada precisa do problema. Portanto,
busca-se um algoritmo recursivo baseado em critérios para automaticamente avaliar
a qualidade da solugao aproximada na malha atual, o qual seletivamente refina a
malha em subregioes apropriadas do dominio.

Para esse proposito é fundamental dispor-se de uma técnica de estimativa de
erro que seja eficiente e confiavel para predizer precisamente o erro da solu¢ao apro-
ximada. Conforme [115], de forma ampla, estimativas de erro podem ser ser classi-
ficadas em a priori e a posteriori. Devido a dificuldade de se estimar a qualidade e
quantidade do erro antes do processo de solucao, a maioria das estimativas de erro
utilizadas na pratica é do tipo a posteriori.

Estimativas de erro a posteriori fornecem dois pardmetros fundamentais: indi-
cador de erro e estimador de erro. Um indicador de erro ¢ um valor calculado por
alguma norma o qual identifica os elementos que possuem os maiores erros para o

refinamento da malha. Ja o estimador de erro ¢ uma medida global do erro que atua
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como um critério de parada para determinar o nivel necessario de refinamento tal
que a precisao desejada da solugao seja alcancada [115].

A partir da solugao aproximada disponivel, pode-se avaliar sua qualidade através
de indicadores de erro locais. Essa informacao é usada por algoritmos que refinam
os elementos para os quais a estimativa de erro for considerada grande. Em cada
etapa de adaptatividade, os elemento podem ser subdivididos sendo que o nimero
de divisoes de cada elemento sera proporcional ao tamanho calculado de seu erro.
O processo iterativo termina quando um determinado critério de parada é atingido.

Dado que a solugao (e sua derivada) pode variar significativamente no interior
do dominio, malhas nao uniformes sdo fundamentais para a precisao e eficiéncia.
Com essa finalidade, os esquemas de estimativa de erro a posteriori e algoritmos
de pos-processamento para refinamento adaptativo foram desenvolvidos. A ideia
desses esquemas é de que, ao final do processo calculo, a malha esteja suficientemente
adaptada ao comportamento da solugao garantindo-se sua eficiéncia e que a precisao
buscada seja alcancada.

A questao central de uma estimativa de erro a posteriori esta, segundo
AISWORTH e ODEN [46], incorporada no seguinte problema: Dada uma solugao
aproximada u”, os dados de “carregamento” e de contorno, encontre uma estimativa
quantitativa para o erro verdadeiro err = u — u" medida por uma norma especifica.

Ainda conforme [46], a funcao erro err poderia ser reconstruida com a precisao
desejada simplesmente pela solug¢ao do problema variacional similar obtido pela sua
inclusdo no problema original (cuja solugdo resultou u”). Entretanto, esse procedi-
mento seria equivalente a resolver o problema original o que, na pratica, inviabilizaria
sua aplicacdo. Nesse caso, poderia ser mais eficiente buscar uma solucao aperfei-
coada da aproximacdo u”. Consequentemente, uma estimativa de erro a posteriori
viavel deve ser tal que o esfor¢co computacional necessario para sua obtencao pre-
cisa ser menor do que o de recalcular uma aproximacao mais precisa do problema
original.

Em principio, os estimadores de erro a posteriori podem ser classificados em
explicitos, que utilizam diretamente a solucao aproximada disponivel, e implicitos,
que necessitam resolver um sistema algébrico de equagoes. Nesse trabalho considera-
se estimadores de erro explicitos calculados através de uma norma da contribuicao

local do erro em cada elemento.

Critérios de Refinamento

Para a obtencao de solugoes adaptativas é fundamental a definicaio de um critério
de refinamento. A estimativa de erro a posteriori corresponde a uma medida de
qualidade calculada a partir da solugdo aproximada para uma determinada malha

obtida em cada etapa intermediaria do processo de “evolucao” ou adaptatividade.
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A medida da qualidade de cada solucao (ou indicador de erro) é parcialmente deter-
minada pela escolha da norma associada. Diferentes normas implicam em diferentes
malhas [44].

Critérios baseados na fisica do problema a ser resolvido (niveis locais de tensao)
ou questoes matemadticas subjacentes (principio da minima energia) normalmente
sao utilizados. No contexto dos métodos de solugdo numérica baseados na técnica
dos minimos residuos ponderados (Segao 3.1), pode-se utilizar o residuo local do
elemento para a construcao de estimadores de erro. Isto é, pode-se definir uma
norma (por exemplo a L?) a partir do erro local escalado pelo tamanho de cada
elemento e assim determinar quais devem ser refinados.

Uma estratégia amplamente utilizada é medir o desequilibrio do fluxo de uma
determinada propriedade (q — qh). A técnica de Projecdo de Fluxo por Minimos
Quadrados (do inglés, Least Squares Flux Projections) assume que a partir da pri-
meira derivada da solucao aproximada pode-se determinar um ajuste para o fluxo
numa determinada base 1; que, por questoes praticas (ja que uma média nos nés dos
elementos é de interesse), pode-se utilizar as mesmas funcoes lineares de u”. Assim,
um ajuste de minimos quadrados linear continuo para os fluxos ¢" = ¢ (uh), onde ¢
¢ uma funcao qualquer que reconstitui (ou pésprocessa) o gradiente da propriedade,

. . ~ . /
a partir dos valores das derivadas das solucoes aproximadas u " pode ser encontrada

¢" (x) = ﬁ:%’%’ (5.16)

onde os valores nodais de g; sao aqueles que minimizam

E= /Q (u" ~¢")" ac. (5.17)

Outra forma de estimar o erro através dos fluxos pode ser obtida calculando-
se o norma do “salto” (diferenca absoluta) de seu fluxo normal as interfaces entre
elementos vizinhos. Considerando-se que o salto do fluxo normal a uma determinada
aresta/face s entre dois elementos ¢ possa ser determinado, pode-se ponderar esse
valor através das areas/volumes dos elementos adjacentes e e e; que compartilham

a face s

A
=" 1
qs A6+Aes qSJ (5 8)

onde A, e A, sdo as respectivas areas (ou volumes em 3D) dos elementos.

Essa expressao é repetida para todas as arestas/faces entre elementos adjacentes
no interior do dominio e pode ser utilizada para definir uma aproximacao para uma
média RMS ponderada pela drea/volume dos elementos e entao, para calcular um

estimador de erro local.
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De forma geral, pode-se escrever a aproximacgao para a média ponderada

v E ) @19

N seSe

onde S, representa o conjunto de arestas/faces de cada elemento e e N,, é o ntimero

de nds do elemento.

5.6 A biblioteca 1ibMesh

5.6.1 Visao Geral da Biblioteca

O principal objetivo da 1ibMesh ¢ prover uma plataforma para simulagoes adaptati-
vas multifisicas de elementos finitos com malhas nao estruturadas em ambientes de
arquitetura paralela [53]. A 1ibMesh proporciona o suporte computacional que per-
mite ao desenvolvedor manter o foco nas questoes especificas da modelagem (fisica
e matematica) do problema que sera resolvido.

Um aspecto bastante positivo da biblioteca é a possibilidade de abstracao de
grande parte das complicagoes adicionais introduzidas pela adaptatividade de ma-
lhas e computagao paralela. Consequentemente, o esforco requerido para a progra-
macao de cdédigos computacionais para solug¢ao de problemas de grande porte com
malhas adaptativas nao estruturadas tende a ser minimizado.

A biblioteca 1ibMesh foi projetada a partir do paradigma de orientacao a ob-
jetos (OO) [116] e escrita em C++ [117]. A escolha deveu-se a ampla aplicagao
dessa linguagem de programacao no desenvolvimento de codigos de Engenharia e
Ciéncias da Computacao. Um bom niimero de exemplos [118, 119] demonstram que
as caracteristicas avancadas de C++ tais como o polimorfismo, programacao gené-
rica e a biblioteca padrao de gabaritos (do inglés, Standard Template Library, STL
[120]) e também a filosofia de OO viabilizam a manutencao e extensao de bibliotecas
numéricas para computacao cientifica de alto desempenho.

A existéncia de compiladores C++ padronizados e compativeis com diversos
hardware e software e o desenvolvimentos do projeto GNU para sistema operacional
LINUX, tornaram a libMesh portavel em maquinas de arquiteturas diversas. A
capacidade de encapsulamento da C++ proporciona um mecanismo natural para
conectar a 1ibMesh a bibliotecas externas (inclusive escritas em linguagens de mais
baixo nivel como C e Fortran) através de uma interface comum.

Dentre as diversas bibliotecas externas que sao utilizadas pela 1ibMesh destacam-
se a LASPack [121] a qual retine um pacote com rotinas seriais de algebra linear e
de solucao de métodos iterativos, a PETSc [122], que disponibiliza o conjunto de

rotinas/algoritmos para a computagao cientifica em paralelo, METIS e ParMETIS
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(previamente mencionadas na subsegao 5.4.5) para o particionamento de dominio,
além de varias outras para a geragdo de malhas, tais como CUBIT [123] e tetgen
[124].

O suporte para a solucdo numérica em ambiente de arquitetura paralela das
equagoes diferenciais é provido pela PETSc. Ela disponibiliza as estruturas eficien-
tes para o armazenamento de dados (vetores, matrizes, por exemplo), assim como
para sua manipulacao. Alguns exemplos dessas estruturas foram apresentados na
subsecao 5.2.1. A 1libMesh utiliza a estrutura CSR. A PETSc possui uma série de
métodos para solucao de sistemas lineares esparsos como o GMRES e Gradientes
Bi-Conjugados além de vérios tipos de precondicionadores como o ILU(k) e Bloco-
Jacobi. Opc¢oes de reordenamento do sistema linear também estao disponiveis.

A definicdo do ntimero de processadores, tipo de solver linear e precondiociona-
dor e suas opcoes, entre outros® ¢ de responsabilidade do usuério e pode ser feita
incluindo as flags equivalentes junto a chamada do executavel no script de submis-
sao’.

Na Figura 5.6, encontra-se um exemplo de script em que o executavel run-opt
¢ submetido a 8 processadores (-n 8). As opgoes selecionadas foram: o GMRES
(-ksp_type gmres) com reinicio a cada 10 iteragoes (-ksp_gmres_restart 10), precon-
diocionador Bloco-Jacobi (-pc_type bjacobi) e um precondicionador local (em cada
subdominio) com 1 nivel de preenchimento, ILU(1) (-sub_pc_type ilu -sub_pc_fac-

tor_levels 1).

mpirun -n 8 run-opt -ksp_type gmres -ksp_gmres_restart 10 -pc_type bjacobi
-sub_pc_type ilu sub_pc_factorlevels 1

Figura 5.6: Submissao paralela de um executavel e definicdo de parametros para
PETSc.

As operagoes paralelas na 1ibMesh acontecem na montagem das matrizes e nas
operagoes de algebra linear. Seu projeto levou em conta a combinagdo dos modelos
de troca de mensagens e multitarefa o que permite que seja utilizada em arquiteturas
de memoria hibrida. O usuério fica “blindado” das complexidades inerentes a pro-
gramacao paralela. As chamadas necessarias para a comunicacdo entre os processos
( MPI_Send , MPI_Recv , MPI_Bcast , etc) permanecem “escondidas” do programador.

Essa caracteristica ¢ muito interessante, pois permite ao desenvolvedor realizar
toda a codificacao e testes dos algoritmos numa méaquina serial e depois migrar o
c6digo de forma direta para outra de arquitetura paralela. A sincronizagao de dados

também é realizada sem a necessidade de intervencao do programador. Apés cada

6Um guia completo das op¢des disponiveis pode ser encontrado [122].
"Os processos sdo submetidos & execugdo através de controladores de filas como o Torque [125]
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solucao do sistema linear, os graus de liberdade do problema sao atualizados em cada
processador e a comunicagao remota entre estes é realizada de forma automatica.
A comunicagao entre os processadores, como as necessarias para as operagoes
algébricas ou durante a montagem das matrizes de elementos, sao suportados pelo
conjunto de rotinas da biblioteca PETSc que é desenvolvida para a computacao pa-
ralela utilizando a API MPI. A Figura 5.7 reproduzida de [98] mostra a organizagao

hierarquica entre as bibliotecas 1ibMesh e PETSc e sua relagao com o MPI.

nivais
m::“_m[ libMesh
PETSc

Solugdo de Sistemas Lineares

[ métodos do subespago de

Krylov J [ precondicionadores J

Armazenamento

J [ matrizes

MPI

Figura 5.7: Niveis de hierarquia entre MPI e as bibliotecas PETSc e 1ibMesh com
destaque para principais componentes da PETSc utilizados.

Embora possa ser utilizada para execucao em clusters multiprocessados, caso
do presente trabalho®, a biblioteca realiza apenas troca de mensagens (MPI) para
a comunicacao de dados entre os multiplos niicleos de processamento de um de-
terminado né. As caracteristicas associadas a programacao para multirefa nao sao
contempladas pela 1ibMesh, consequentemente, as informagoes pertencentes a um
determinado ntcleo nao sao compartilhadas pelos demais localizados no mesmo né.

A 1libMesh considera o particionamento do dominio sem sobreposi¢ao conforme
apresentado na subsecao 5.4.5. O particionamento padrao é obtido através do es-
quema recursivo fornecido pela METIS quando o niimero de partigoes selecionadas
n, < 8, e com o esquema de k-way caso contrario. Um algoritmo de particiona-
mento tipo curva de enchimento de espaco também esta disponivel, assim como
uma interface para a ParMETIS [53].

8Na introducdo do Capitulo 6 que contém as aplicacdes numéricas, sio apresentadas as carac-
teristicas das maquinas utilizadas para a execuc¢ao das simulagoes.
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Apesar do particionamento atribuir conjuntos de elementos sem sobreposi¢ao aos
diferentes processadores, é preciso levar em conta os graus de liberdade associados
as entidades geométricas compartilhadas pelas parti¢oes (nds, arestas e faces) na
montagem da matriz global. Na libMesh, qualquer grau de liberdade localizado
numa interface entre subdominios é atribuido ao processador que possui o menor

indice global, conforme ilustra a Figura 5.8.

Processador 0

Processador 1

Figura 5.8: Distribui¢ao dos graus de liberdade num dominio particionado.

Essa convencao para associacao de graus de liberdade as partigoes corresponde
a forma de decomposicao das matrizes esparsas utilizada pela PETSc.

Em simulagoes adaptativas, o particionamento deve levar em conta todos os ele-
mentos ativos (a “arvore” com os elementos gerados a partir das sucessivas divisoes)
de forma que a montagem das matrizes continue a ser paralelizavel. A maneira
como a libMesh realiza o AMR/C e lida com a hierarquia de elementos devido ao

refinamento serao apresentados na préxima subse¢ao 5.6.2.

5.6.2 Adaptatividade no Contexto da 1libMesh

Na libMesh, o refinamento pode ser realizado pela subdivisao de elementos (refina-
mento h), enriquecimento do graus do polindémio de interpola¢ao (refinamento p),
assim como pela combinagao das duas técnicas (refinamento hp). Serd considerado
apenas o refinamento h uma vez que os demais nao foram aplicados no presente
trabalho.

O refinamento h na biblioteca ocorre através de um esquema “natural de re-

finamento” local: elementos de dimensdo d (com excecdo de pirdmides) geram 2¢
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elementos do mesmo tipo apds serem refinados. A representacao dessa abordagem
pode ser acomodada em uma estrutura de dados em arvore formada por elementos
“pais” com seus respectivos “filhos”. A cada “geracao” de elementos associa-se um
nivel mais alto em relacdo ao dos elementos que foram refinados. Portanto, o nivel
dos elementos filhos é determinado de forma incremental ao de seu pai. O nivel 0 da
hierarquia ¢ atribuido aos elementos da malha original. Procedimento semelhante é
adotado em [126].

A Figura 5.9 apresenta um exemplo da hierarquia de (niveis) de elementos re-
sultantes da aplicacdo desse esquema a um hexaedro. E possivel observar que a
vizinhanga é sempre formada ou por elementos do mesmo nivel ou por elementos
com nivel imediatamente superior ou inferior. A quantidade de niveis de refinamento

fica a critério do usuario.

\

/
/

/
/

/
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 5.9: Hierarquia dos niveis de refinamento de um elemento.

Fica implicito que a maior dimensao que cada elemento podera assumir durante

toda simulagao adaptativa é a da malha original (o nivel 0 é o menor na hierarquia de
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refinamento). Além disso, ao serem desrefinados, os elementos retornam a topologia
(ou configuragao geométrica) do elemento com nivel imediatamente inferior, ou seja,
os “filhos” recompdem o elemento “pai”. O desrefinamento ocorre apenas quando
um elemento pai é reativado devido a desativa¢io de todos os seus filhos[53]. A
malha original é constituida por elementos “orfaos” (a nao ser que esta seja lida de
uma simulac¢ao adaptativa anterior).

Os elementos que formam a malha corrente, chamados de elementos ativos, nao
possuem filhos, pois os elementos de nivel mais alto, que nao serao utilizados, sao eli-
minados para economia de memoria (ja que constituiriam um conjunto de elementos
inativos). A malha inicial deve ser formada somente por elementos conformes. Os
nos irrequlares que surgem nas arestas/faces dos elementos devido ao refinamento,
chamados em inglés de hanging nodes, terao os graus de liberdade restringidos alge-
bricamente.

Embora exista uma extensa literatura dedicada a obtencdo de estimadores de
erro a posteriori confidveis e mais intimamente ligados aos operadores e as equagoes
governantes, o indicador ¢ essencialmente independente da fisica [53]. Essa decisao
de projeto visa tornar a biblioteca mais flexivel j4 que ela é desenvolvida para a
solugao de problemas de miultiplas fisicas.

A libMesh utilizada um esquema de refinamento/desrefinamento estatistico ba-
seado nas ideias apresentadas em [44] no qual a média p e o desvio padrao o da
“populacgao” de indicadores de erros locais (por elemento) sao calculados. Com
o auxilio de fracoes de refinamento 7, e desrefinamento 7. definidos entre 0 e 1,
os elementos sdo “marcados” para serem subdivididos ou reagrupados conforme é

apresentado na Figura 5.10.

>

P(e)

ut+or,

Elementos selecionados
para refinamento

Elementos selecionados
para desrefinamento

|
u-o u uto e

Figura 5.10: Esquema de refinamento estatistico: Elementos da area hachurada sao
selecionados para o processo de AMR/C.
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As fragoes de refinamento e desrefinamento multiplicam o valor do desvio padrao
da distribuicao de erro. Se a fracao de refinamento for definida como 1, os elementos
selecionados para o refinamento devem ter um erro associado superior a u + o. Se
for definido como zero, todos os elementos cujo erro for maior que a média serao
selecionados. A fracao de desrefinamento tem papel equivalente para a selecao dos
elementos que serao desrefinados.

Este esquema é adequado para problemas de evolucao em que, no inicio, um
pequeno erro é uniformemente distribuido. Ao longo da simulacao a distribuigao de
erro se espraia e o processo de adaptatividade inicia. Se a solucao se aproxima de
seu estado estacionario, a distribuicao de erro também atinge o estado estacionario,
parando o processo de AMR/C.

Neste trabalho foi adotada uma classe de estimadores de erros a posteriori base-
ados na descontinuidade das derivadas (fluz-jump) do escalar transportado ou das
componentes do vetor velocidade calculadas nas interfaces dos elementos chamada
de Kelly error estimator [127]. As fragoes de refinamento e desrefinamento para a
estratégia de adaptatividade estatistica, assim como a frequéncia de adaptatividade
da malha sao definidas de forma independente para cada problema simulado e serao

apresentadas no Capitulo 6 junto com os problemas resolvidos com AMR/C.

5.7 Algoritmo do Simulador

As principais caracteristicas do codigo computacional podem ser organizadas e re-
sumidas no Algoritmo 1 apresentado a seguir.

Os dados de entrada informados pelo usuario sao lidos no inicio da execucao.
Os pardmetros geométricos de um dominio regular (cubo, paralelepipedo, etc) e o
nimero de divisoes em cada diregdo para a geragao automatica de uma malha (nor-
malmente cartesiana) podem ser definidos na entrada de dados. Alternativamente,
um arquivo com a malha previamente gerada pode ser fornecido para o simulador.
E responsabilidade do usudrio definir o niimero de vezes que a malha serd adaptada
(max_rstep) por passo de tempo (t_step).

Enquanto o tempo de simulagao (¢) ndo atingir o tempo final (¢_end) ou a simu-
lagao nao alcangar o estado estaciondrio (SS), a solugao nao linear das equagoes de
Navier-Stokes e do Transporte do escalar sao realizadas nessa ordem?.

Se o nimero de passos de tempo for multiplo do intervalo de adaptatividade
(r_int) e o nimero méaximo de adaptagoes no intervalo de tempo corrente nao foi

atingido (r_step # max_rstep), o processo de AMR/C é realizado. Nesse caso, o

90 ndmero de iteracdes ndo lineares de cada problema deve ser definido pelo usudrio. Se a
tolerancia para a solu¢do nao-linear nao for alcancada, a simulagdo avanca. Porém, caso haja
divergéncia da solucdo, a simulagdo ¢ interrompida
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Algoritmo 1 : Algoritmo Principal

1: 1é Dados de Entrada > Leitura de todos os dados da simulacao
2: define Sistema de Equagoes > Define o tipo dos sistemas de equagoes
3: define AMR/C > Define as informagoes para a adaptatividade
4: 1+ 0

5: t_step < 0

6: enquanto t < t_end ou != SS faga

T: t—t+ At

8: t_step < t_step + 1

9: r_step < 0
10: redo_nl <— verdadeiro
11: enquanto r_step < max_rtep + 1 faca
12: se redo_nl = verdadeiro entao

13: enquanto Sistema Nao Linear != convergido faga

14: Solver Linear (Navier-Stokes)

15: fim enquanto

16: enquanto Sistema Nao Linear != convergido faga

17: Solver Linear (Transporte)

18: fim enquanto

19: fim se
20: redo_nl < falso
21: se r_setp # max_rstep e t_setp%r_int = 0 entao
22: calcula Erro
23: AMR/C > Adaptatividade da malha
24: reinicia Sistema de Equacoes
25: redo_nl = verdadeiro
26: fim se
27: r_step <— r_rtep + 1
28: fim enquanto

29: fim enquanto

erro local de cada elemento da malha (Erro) é calculado e os elementos selecionados
de acordo com o sistema de adaptatividade estatistico (Figura 5.10) sao refinados/-
desrefinados.

A variavel booleana redo_nl garante que solucao nao linear das equagoes gover-
nantes sera refeita toda vez que a malha for adaptada e a solugao corrente projetada

na nova malha.
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Capitulo 6

Experimentos Numéricos

6.1 Introducao

Nesse Capitulo serdao apresentadas aplicacoes das técnicas discutidas anteriormente
na solugao de diversos problemas numéricos. Foram realizadas simulagoes tridimen-
sionais e também bidimensionais a partir da emulacao de dominios planos através
de “fatias” de geometrias 3D discretizadas por apenas uma camada de elementos he-
xaédricos. Nesses casos, impoe-se as condigoes de contorno adequadas para eliminar
a transferéncia de informacoes na direcao perpendicular ao plano de simulagao.

A fim de verificar a precisao da formulacio e avaliar o desempenho do elemento
com integracao reduzida, foi realizada a simulacao do problema de escoamento de
Kim-Moin. Este problema possui solucao analitica manufaturada para as equagoes
de Navier-Stokes incompressiveis sem transferéncia de calor em dominio bidimensi-
onal.

A seguir apresenta-se a simulagao de um problema nao-isotérmico tridimensional
de convecgao natural no interior de um cubo unitério. O desempenho dos elementos
com integracao completa e reduzida é analisado levando-se em conta a alocagao de
diferentes quantidades de processadores para a execugao em paralelo.

O terceiro caso ¢ uma simulacao adaptativa do problema tridimensional de
Rayleigh-Bénard com convecc¢ao natural no interior de um recipiente. Nesse experi-
mento numérico considera-se apenas o elemento com integracao completa. Avalia-se
o desempenho paralelo da solugao de Navier-Stokes e do transporte de temperatura.

O escoamento transiente em torno de um cilindro aquecido é realizado no quarto
exemplo de aplicagdo. Considera-se o dominio plano e o efeito de flutuagao causado
na esteira de vortices a jusante do obstaculo. Realiza-se a comparagao dos resultados
obtidos para o elemento com integracao completa e também reduzida. A simulagao
utiliza o esquema de adaptatividade de malhas baseado no erro das componentes de

velocidade. Considera-se também a solugao isotérmica do problema cujo objetivo
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¢é avaliar os valores dos coeficientes de arrastro e de pressao e as forcas viscosas e
de pressao sobre a superficie do cilindro para o problema estacionario (Re = 40),
e o nimero de Strouhal (calculado a partir da frequéncia de oscilagao da forga de
sustentagao sobre o cilindro), para o problema transiente (Re = 100).

Na primeira simulacao de correntes gravitacionais, resolve-se um problema de
lock-exchange em que o escoamento é desenvolvido devido a diferenca na massa
especifica de um fluido que encontra-se inicialmente em repouso. Considera-se no-
vamente apenas uma fatia de um dominio 3D uniformemente discretizado por uma
malha fixa. Os resultados obtidos no presente trabalho para os elementos com inte-
gragao completa e reduzida sao comparados com uma referéncia.

Na sequéncia, apresentam-se os resultados de mais duas simulagbes do pro-
blema de lock-exchange em configuracao plana. Na primeira delas, o escoamento
desenvolve-se devido a pequenas flutuacoes na massa especifica do fluido causadas
por diferengas no campo de temperatura em um dominio bidimensional (fatia) dis-
cretizado por malhas fixas e adaptativas. No segundo, é resolvido um problema
equivalente, porém novamente o escalar transportado é a massa especifica. O do-
minio é tridimensional e a malha, adaptativa. O desempenho dos dois elementos é
avaliado em simulacoes paralelas.

Todos os problemas desse trabalho foram resolvidos em maquinas instaladas no
Ntcleo de Atendimento a Computacao de Desempenho (NACAD) da COPPE/U-
FRJ. As simulagoes do escoamento em torno de um obstaculo foram realizadas
numa maquina SGI UV-100 que possui 64 nticleos de processamento (cores) com
2GB de memoéria RAM por nicleo (total de meméria de 128GB)'. A API de troca
de mensagens instalado é o MPT (Message Passing Toolkit da SGI).

As demais simulagbes foram executadas num cluster SGI Altix ICE 8400 que
possui atualmente 128 CPUs Intel Xeon e o total de 640 niicleos de processamento.
Ela possui 1.28 TB de meméria RAM distribuida. Os 64 nés de processamento (2
CPUs por nd) estao conectados através de uma rede InfiniBand. Os protocolos de
troca de mensagem sao o MPT (Message Passing Toolkit da SGI), MVAPICH2 e
OpenMPI.

As simulacoes de correntes gravitacionais tridimensionais foram realizadas em
uma extensao recente da maquina que possui 64 CPUS com seis niicleos de proces-
samento Intel Xeon X5650 (Westmere) de 2.67 GHz cada (384 cores). Os executéveis
foram compilados utilizando-se o OpenMPI.

O restante dos problemas de aplicacao foram executados na parte original da
Altix ICE 8400 que possui 64 CPUs Quad Core Intel Xeon X5355 (Clovertown) de

2.66 GHz (256 cores). Os executdveis também foram compilados com OpenMPI.

'Parte das simulacdes do problema de lock-exchange com transporte de temperatura também
foram realizadas nessa maquina. Elas serao identificadas na se¢ao equivalente.
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Para todos os casos simulados, considera-se valores adimensionalizados dos dados
de entrada. Portanto, caso nao seja especificado em contrario, os valores associados a
geometria do modelo computacional, tempo e passos de tempo de simulacao e para-
metros fisicos seguiram o processo de adimensionalizagao apresentado na Secao 2.2.

Consequentemente, os resultados apresentados a seguir sao todos adimensionais.

6.2 Avaliacao da Taxa de Convergéncia

6.2.1 O problema de Kim-Moin

O problema de Kim-Moin é resolvido para verificar a taxa de convergéncia da so-
lugdo das equagoes de Navier-Stokes para ambos elementos finitos cuja formulagao
estabilizada ¢é aplicada: com integragdo completa e o subintegrado. O problema
modelo de Kim-Moin tem solugao analitica para o escoamento incompressivel de
fluidos viscosos em um quadrado unitario e foi apresentado originalmente em [128].

Para emular o dominio bidimensional = [0,1] x [0, 1], apenas uma fatia de
elementos hexaédricos é utilizada. Para que o escoamento permaneca confinado no
plano xy, a componente na diregao perpendicular é imposta zero (u, = 0). Nenhuma
restricao especial é necessaria para o campo de pressao. A Figura 6.1 apresenta uma

vista em perspectiva do dominio de simulacao.

&

1.0

1.0

~

Figura 6.1: Modelo computacional do problema de Kim-Moin.

Este problema teste foi utilizado por FOSTER. et al. [129] para investigar a in-

fluéncia de diferentes termos de formulagoes estabilizadas sobre os resultados obtidos



com malhas distorcidas formadas por quadrilateros. Os resultados numéricos foram

comparados com a solucao exata dada por

- a27r2t
Uy (x,y,t) = — cos (amz) sin (amwy)e S (6.1)
—2a272¢
uy (2,y,t) = sin (amz) cos (amy) e Re | (6.2)
1 . —4a272¢
p(x,y,t) = ~1 (cos (2amx) + sin (2amy)) e 7= . (6.3)

As solugoes de (6.1)-(6.3) sao estacionarias no espago e decaem monotonicamente
no tempo (¢). O problema é definido prescrevendo-se o campo de velocidade através
de (6.1) e (6.2) sobre o contorno do dominio de simulag¢ao. O comportamento padrao
da solucao dos campos de velocidade e da pressao para o nimero de Reynolds

Re = 100 e o parametro adimensional do expoente a = 2 é apresentado na Figura 6.2.
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Figura 6.2: Solugdo do problema de Kim-Moin: (a) Campo de velocidade e (b)
Campo de pressao.

Na presente simulacao, desconsidera-se a contribuicao da estabilizagao LSIC
devido ao baixo Re. Para manter-se o foco apenas na solugdo espacial, o erro no
campo de velocidade u e no de pressao p é calculado escalando-se o decaimento

temporal como mostrado a seguir

2.2
L h 207t
erry := Hu - uHQe Re (6.4)
22
L h 4a“met
err, := Hp —pH26 Re (6.5)

onde o super-indice h representa a solugdo aproximada (numérica).

A norma do erro L? frequentemente empregada para estimativa a priori do erro
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de cada varidvel é substituida aqui por uma norma do tipo RMS definida pela

seguinte expressao,

o= (o) (6.5)

onde err; representa o erro em cada né ¢ da malha que nao esteja sobre o con-
torno calculado como o valor absoluto da diferenca entre as solugoes numéricas e
as analiticas (6.1)-(6.3). NN representa o nimero de nés localizados no interior do
dominio.

A motivagio para a adocdo de (6.6) e ndo a tradicional norma L? deve-se ao
fato de que esta ultima ser obtida por intermédio da integracao do erro no dominio
onde a solucao é determinada®?. Como na presente simulacio o dominio ¢ uma
fatia discretizada por apenas uma camada de elementos na dire¢ao z, cuja razao de
aspecto é 1 para os elementos regulares, o volume do dominio de simulagao muda
devido a diferenca no niimero de divisdes nas dire¢oes x e y. Portanto, a espessura

do dominio é definida da seguinte forma:

1
ndiv

dz = (6.7)
onde ndiv é o nimero de divisdes na direcao dos eixos = e y.

As simulagoes foram realizadas usando-se malhas uniformes e distorcidas cujo
padrao é apresentado na Figura 6.3. Foram adotados quatro tamanhos diferentes
de malha (ndiv x ndiv): 44 x 44, 56 x 56, 68 x 68 e 80 x 80.
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Figura 6.3: Exemplo de malhas utilizadas para a avaliagdo do erro: (a) Malha
uniforme com 44 x 44 divisoes e (b) Malha distorcida com 44 x 44 divisoes

2Devido & discretizacdo, a norma deve ser obtida pela soma das integrais sobre o dominio de
cada elemento finito.
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Para a determinacao do passo de tempo At, leva-se em conta a discretizacao do
dominio. Ele é calculado a partir do valor maximo do niimero de Courant-Friedrich-

Lewy (C'FL) definido pela seguinte expressao

[u® (t = 0) [|At
be

onde h° tamanho caracteristico do elemento e dado pela expressio (3.15) e

CFL =

— CFL(0) (6.8)

|lu¢ (t = 0) || é o médulo do vetor velocidade de cada elemento e em ¢ = 0 calculado

por

[uc (¢ = ;Z\/( )2+ () (t:0))2 (6.9)

onde ul e ug/ sao as componentes do vetor velocidade em cada né ¢ do elemento
obtidas pelas expressoes (6.1) e (6.2), respectivamente.

Dessa forma, garante-se que o pardmetro adimensional utilizado para o calculo
do passo de tempo (CFL(0)) seja o mesmo para todos os tamanhos de malha.
A partir dessas consideragoes, nas simulagoes com malhas distorcidas adotou-se
CFL(0) = 0.2795 e com as malhas regulares, CFL (0) = 0.2530.

As condicoes iniciais para as componentes da velocidade e para o campo de
pressao sao obtidas substituindo-se ¢t = 0 em (6.1)-(6.3). As expressoes (6.1) e (6.2)
sao utilizadas para prescrever as condicoes de contorno de velocidade ao longo de
todo o periodo de simulagdo. A pressdo no centro do dominio p(0.5,0.5,z,t) é
prescrita através de (6.3).

A tolerdncia do solver linear (GMRES(30)) foi definida como 1 x 10~? enquanto
que a nao-linear foi de 1 x 1076, Foi utilizado o nivel 1 de preenchimento do pre-
condicionador por blocos (BILU(1)).

Antes da avaliacao da taxa de convergéncia dos elementos, foi realizado um
estudo dos parametros adimensionais da estabilizacao hourglass. As simulac¢oes uti-
lizaram 12 diferentes combinacoes dos 3 pardmetros® para malha distorcida com 56
divisdes. A Tabela 6.1 apresenta as 12 combinagoes avaliadas e indica quais foram
eficazes e quais falharam.

De todos os casos que nao foram concluidos, a maioria teve a simulagao abortada
devido a pivo nulo na fatoracdo LU (f) e um caso pela ndo convergéncia do solver
linear (1) que retornou residuo relativo na ordem de 107. Analisando-se a Tabela 6.1,
percebe-se que todos os casos que falharam, o valor do pardmetro de estabilizacao
dos termos difusivos é nulo.

A Tabela 6.2 apresenta as normas RMS finais dos erros (t = 100) da velocidade,

pressdo e total (erro da velocidade mais pressao) para os 8 casos em que a integragao

3Por serem ntimeros reais, ndo ha como avaliar todas as possibilidades de combinacdes de valores
dos parametros de estabilizacao. Decidiu-se limita-los ao conjunto €, = {0.0,0.5,1.0}
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| Caso [ 1 ]2 ]3] 4[5 ][6]7]8[9]10]11]12]
€d 1.0/05[1.0]1.0[00]0.0][1.0]0.0[00]1.0[05]1.0
€a 1.0/05[1.0/0.0[1.0]0.0][00]1.0[00]05[10]1.0
€ 1.0/05]00[1.0][10]0.0[00[00][10]1.0[10]05
Execucio | v | v | vV |V | X | X1 | vV | X | X | vV |V |V

Tabela 6.1: Avaliagdo das combinagoes dos parametros adimensionais da estabiliza-
¢ao hourglass.

reduzida foi estabilizada.

Caso | erry err, eITy4p
1 ]0.00417 | 0.00607 | 0.00737
2 1 0.00428 | 0.00476 | 0.00640
3 | 0.00408 | 0.00652 | 0.00769
4 10.00425 | 0.00391 | 0.00577
7 1 0.00411 | 0.00396 | 0.00570
10 | 0.00416 | 0.00469 | 0.00627
11 | 0.00438 | 0.00634 | 0.00771
12 | 0.00405 | 0.00580 | 0.00707

Tabela 6.2: Erros da velocidade, pressao e total para a malha irregular com 56
divisoes.

As Tabelas 6.3 e 6.4 apresentam as normas RMS do erro acumulado (¢ = 100) da
velocidade, pressao e total para as quatro diferentes discretizagoes das malhas distor-
cidas e regulares calculadas pelos elementos com integraciao completa e reduzida. h°
representa o comprimento caracteristico médio de cada malha. Os parametros adi-

mensionais da estabilizacao hourglass utilizados foram €5 = 1.0, ¢, = 1.0 e ¢, = 0.5.

Malha Integracao Completa Integragao Reduzida

B 5 €
size h erry ‘ err, ‘ eITy4p erry err, eIy p

44 x 44 | 0.0282 | 0.00193 | 0.00808 | 0.00830 | 0.00310 | 0.00970 | 0.01019
56 x 56 | 0.0222 | 0.00133 | 0.00586 | 0.00600 | 0.00209 | 0.00693 | 0.00723
68 x 68 | 0.0182 | 0.00099 | 0.00453 | 0.00464 | 0.00152 | 0.00526 | 0.00547
80 x 80 | 0.0155 | 0.00079 | 0.00365 | 0.00373 | 0.00117 | 0.00418 | 0.00434

Tabela 6.3: Erros da velocidade, pressao e total para a malha regular.

Como pode ser observado, o campo de velocidade sempre apresenta um erro me-
nor do que o calculado para a pressao. Comparando-se os resultados dos dois padroes
de malha, observa-se que, para a varidavel pressao, os menores erros foram obtidos
com as malhas distorcidas, resultando também num menor erro total. Note-se, po-

rém, que o comprimento caracteristico para as malhas distorcidas é ligeiramente
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Malha Integracao Completa Integracao Reduzida
size e eITy \ err, \ erTy eITy \ err, \ erTy
44 x 44 | 0.0273 | 0.00268 | 0.00550 | 0.00612 | 0.00628 | 0.00778 | 0.00999
56 x 56 | 0.0218 | 0.00175 | 0.00432 | 0.00466 | 0.00405 | 0.00580 | 0.00707
68 x 68 | 0.0177 | 0.00127 | 0.00356 | 0.00376 | 0.00284 | 0.00458 | 0.00539
80 x 80 | 0.0150 | 0.00091 | 0.00302 | 0.00315 | 0.00210 | 0.00371 | 0.00426

Tabela 6.4: Erros da velocidade, pressao e total para a malha distorcida.

menor que para as malhas regulares. Além disso, os resultados obtidos utilizando-se
o elemento subintegrado sempre apresentam maior valor para a norma do erro para
cada variavel, que leva a um maior erro total.

O erro associado a discretizacao espacial pode ser sintetizado através de uma
taxa de convergéncia efetiva definida a partir de um erro ansatz [130] definida

Epvar

eITyar ‘= Olyar , (6.10)

onde p,q é a taxa de decaimento do erro (ou de convergéncia) de cada variavel var.
A Figura 6.4 apresenta o grafico do log (err) contra o log (ﬁ) comparando os

resultados da integracao completa e reduzida para as malhas regulares e distorcidas.
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Figura 6.4: Erros devido a discretizacao espacial. Malhas regulares: (a) Velocidade
e (b) Pressao. Malhas Distorcidas: (c¢) Velocidade e (d) Pressao.
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As taxas de convergéncia da velocidade, pressao e total (velocidade+pressao) sao

resumidas na Tabela 6.5.

Integracao Completa | Integracao Reduzida
Pu ‘ pp ‘ pu-i—p Pu ‘ pp ‘ pu+p
Regular | 1,49 | 1.32 1,33 1.63 | 1.41 1.43

Distorcida | 1.80 | 1.00 1.11 1.84 | 1.24 1.43

Malha

Tabela 6.5: Taxas de convergéncia.

Embora os menores erros tenham sido obtidos com a integragao plena, as maiores
taxas de convergéncia foram encontrados na subintegracao. A variavel velocidade
sempre tem melhor taxa de convergéncia. O melhor resultado para a velocidade é
alcancado com um ponto de integracao para a malha distorcida enquanto que para a
pressao, também é obtido para o elemento subintegrado, mas para a malha regular.

O pior resultado ¢ obtido para a pressao com a integragao plena e malha distorcida.

6.3 Simulacoes de Conveccao Natural

6.3.1 Conveccao Natural no interior de um Cubo

O segundo exemplo de aplicagdo consiste na solu¢gdo do escoamento devido a con-
vecgao natural no interior de um cubo de aresta unitaria. Neste problema, a parede
do lado direito (x = 1) é mantida resfriada em relacao a parede do lado esquerdo
(r = 0). As demais paredes sdo consideradas adiabaticas. O fluido inicialmente
(t =0) esta em repouso e desenvolve uma corrente de recirculagao devido ao gradi-
ente de temperatura imposto em lados opostos. A Figura 6.5 apresenta o dominio
computacional.

As condig¢oes de contorno para a velocidade sao de nao-deslizamento em todas
as paredes. Prescreve-se a pressao no centro da cavidade como p (0.5,0.5,0.5) = 0.
O valor adimensional da temperatura fria é T, = 0 e a quente é T, = 1 enquanto
que a temperatura de referéncia adimensional é T, = T,.. O vetor gravidade esta
alinhado com a dire¢ao negativa do eixo z.

Os parametros fisicos adimensionais que descrevem o problema sido dados pelo
nimero de Reynolds Re = 11063, o nimero de Prandtl Pr = 7 e o ntimero de
Grashof Gr = 28571 o que resulta em um numero de Richardson de aproxima-
damente Ri = 2.33 x 10~*. Ignora-se a contribuicdo do peso préprio do fluido
(Fr = 00). Na presente simulagao, nao foi considerada a contribuigao do termo de
captura de descontinuidades na solug¢ao do problema de transporte de temperatura.

Devido ao alto nimero de Reynolds, a estabilizagao LSTC foi computada.
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Figura 6.5: Modelo computacional do problema de convecc¢ao natural no interior de
um cubo.

Existe uma extensa literatura com resultados numéricos dessa classe de problema
de forcas de flutuagao para diversas escalas do niimero de Grashof. Alguns exemplos
podem ser encontrados em [131] e [132].

O dominio do cubo foi uniformemente discretizado com 32 x 32 x 32 elementos
e o tamanho do passo de tempo utilizado foi At = 50. Para realizar a comparacao
do desempenho dos elementos com integracao completa e reduzida, o tempo final
da simulacao foi fixado em t.,4 = 18000.

A tolerancia do solver linear (GMRES(30)) foi definida como 1 x 1072 enquanto
que a nao-linear foi de 1 x 10~* tanto para a solucao das equacoes de Navier-Stokes
quanto para o problema de transporte. O precondicionador utilizado foi a fatora-
¢ao incompleta com nivel de preenchimento igual a 1 em cada subdominio, isto é,
BILU(1).

O campo de temperatura estaciondrio e as linhas de corrente sobre o plano
y = 0.5 s@o apresentados na Figura 6.6. Considera-se que o estado estacionério foi
atingido apés 25 passos de tempo consecutivos em que convergéncia da solucao dos
problemas nao-lineares foi obtida com apenas uma iteragao.

A Figura 6.11 apresenta o campo vetorial espacial da velocidade e a distribuicao
de temperatura sobre os planos © = 1, y = 1 e z = 0. As linhas de corrente no
interior do cubo observadas por dois pontos de vista diferentes sao apresentadas na

Figura 6.8.
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Figura 6.6: Conveccao natural no interior de um cubo: (a) Campo de temperatura
¢ isotermas e (b) Campo de velocidade e linhas de corrente sobre o plano y = 0.5.
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Figura 6.7: Campo vetorial espacial da velocidade.

O desempenho da computacao paralela para solucao acoplada do escoamento e
de transporte de temperatura obtido com os dois tipos de elemento foi comparado.
Os melhores resultados para a integracao reduzida foram obtidos fixando-se os pa-
rametros da estabilizagao hourglass como €5 = 1.0, ¢, = 0.5 e ¢, = 1.0. Os tempos
de execucao resultantes em segundos sao resumidos nas Tabelas 6.6 e 6.7.

A Figura 6.9 apresenta o grafico do speedup obtido pelos dois elementos definido

como a razao entre tempos totais de simulagao considerando-se no numerador o
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Figura 6.8: Linhas de corrente: (a) Primeiro ponto de vista e (b) Segundo ponto de
vista.

CPU Navier-Stokes Transporte
Montagem | Solver | Total | Montagem | Solver | Total

16 165.15 995.60 | 1160.75 41.93 111.75 | 153.68 | 1314.43

32 81.74 508.24 | 589.98 21.30 69.68 | 86.85 | 680.96
64 40.90 354.31 | 395.21 11.85 85.85 | 97.7 | 49291

Total

Tabela 6.6: Tempo de execugao em segundos para montagem e solucao dos sistemas
lineares com o elemento de integracao plena.

tempo total gasto com 16 processadores, isto é

_ e

Sp S
p

(6.11)
O speedup maximo obtido pelos dois elementos é praticamente idéntico: o ele-
mento com integragao completa obteve Sg; = 2.666 enquanto que o com integragao

reduzida, Sg4 = 2.663.
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Navier-Stokes Transporte
CPU Montagem \ Solver \ Total | Montagem \ Solver \ Total Total
16 93.03 1043.63 | 1136.66 26.61 102.89 | 129.50 | 1266.16
32 46.28 501.07 | 547.35 14.11 55.94 | 70.05 | 617.40
64 24.85 357.25 | 382.10 9.65 83.60 | 93.25 | 475.35

Tabela 6.7: Tempo de execugao em segundos para montagem e solucao dos sistemas
lineares com o elemento de integragao reduzida.

40
—s— Integracdo Completa

—=— Integracdo Reduzida

3.0

.
.
B
e
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Speedup

16 32 48 64
Numero de Nucleos de Processamento

Figura 6.9: Curvas de speedup de cada elemento e ideal obtidas pela equagao (6.11).

Observa-se que o célculo e a montagem das matrizes e do vetor do lado direito
dos sistemas lineares das equagoes de Navier-Stokes e do transporte de temperatura
é duas vezes mais rapido para o elemento subintegrado. Entretanto, o tempo gasto
no procedimento da solugao nao-linear é aproximadamente equivalente para os dois
elementos.

Portanto, o tempo total de CPU consumido pelo elemento com integracao redu-
zida nao apresenta um ganho significativo sobre elemento com integracao completa
(5-10% mais rapido). Isto é consistente com o comportamento do esquema de mar-
cha no tempo totalmente implicito utilizado juntamente com o GMRES precondi-
cionado. O ntmero total de iteragoes lineares do solver (LI) e também o ntimero
total de iteragoes nao-lineares (NLI) sdo apresentados nas Tabelas 6.8 e 6.9.

Como pode ser observado, o nimero total de iteracoes lineares e nado-lineares
para o elemento subintegrado é equivalente ao obtido para o elemento com integra-
¢ao completa. Isso indica que o condicionamento do sistema nao foi afetado pelo

controle de hourglass. Ganhos mais significativos no desempenho podem ser alcan-
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Navier-Stokes | Transporte
LI \ NLI LI \NLI

16 | 1961 445 1152 | 532
32 | 2614 | 445 1789 | 536
64 | 2557 | 445 1933 | 549

CPU

Tabela 6.8: Resumo das iteracoes lineares e nao-lineares para a integracao completa.

Navier-Stokes | Transporte
LI \ NLI LI \NLI

16 | 1834 | 445 1537 | 530
32 | 2664 | 442 | 2246 | 538
64 | 3081 442 2445 | 540

CPU

Tabela 6.9: Resumo das iteracoes lineares e nao-lineares para a integracao reduzida.

cados utilizando-se estratégias de solugao que realizam o calculo somente do residuo,

como por exemplo, os métodos chamados de Jacobian-free Newton-Krylov [133].

6.3.2 Solucao Adaptativa do Problema de Rayleigh-Bénard

Nesse exemplo resolve-se o problema nao-isotérmico de Rayleigh-Bénard no inte-
rior de um recipiente de dimensoes 2 = [0,4] x [0,1] x [0,1]. Esse caso consiste
na solucao de um problema de convecgao natural em que o fluido, inicialmente em
repouso (t = 0), produz uma sequéncia de células de convecgao (correntes de recir-
culagdo) adjacentes ao longo da diregao longitudinal (eixo z) devido a diferenga de
temperatura em estre suas paredes superior (fria) e inferior (quente).

A Figura 6.10 representa o modelo computacional.

; _

Figura 6.10: Modelo computacional do problema de Rayleigh-Bénard.

As condigoes de contorno da velocidade sao de nao-deslizamento em todas as
paredes. A pressao é prescrita no centro da superficie de base como p (2.0, 0.5,0.0) =
0. O valor adimensional da temperatura fria é T, = —0.5 e a quente é T, = 0.5. A
temperatura de referéncia adimensional é T, = 0. O vetor gravidade est4 alinhado

com a dire¢ao negativa do eixo z.
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O problema fisico é definido pelos seguintes parametros adimensionais: ntimero
de Reynolds Re = 4365, o nimero de Prandtl Pr = 0.72, o nimero de Grashof de
Gr = 41666.66, o que resulta num nimero de Richardson de aproximadamente Ri ~
2,19 x 1072, e o ntimero de Froude Fr = 0.6432. Novamente nao foi considerada
a contribuicao do termo de captura de descontinuidades no problema de transporte
de temperatura mas apenas a estabilizacdo LSITC para a solucao das equagoes de
Navier-Stokes.

O campo de vetores velocidade no final da simulagao é mostrado na Figura 6.11.
A Figura 6.12 apresenta o campo de temperatura sobre a malha adaptada. O passo
de tempo permaneceu constante At = 5.0. O niimero maximo de passos de tempo
foi fixado em 720 o que corresponde a um tempo final de simulagao ¢; = 3600. A
malha regular inicial utilizada possui 64 x 16 x 16 elementos. A solucao obtida esta

em boa concordancia com a solu¢ao de GRIEBEL et al. [54].

g ~— Velocidade
| 0.004 0008 0012 D016
0 D.0187

Figura 6.11: Problema de Rayleigh-Bénard: Campo vetorial estacionario.

Foi permitido apenas um nivel de refinamento para cada elemento cuja frequéncia
é de 25 passos de tempo. Para o esquema estatistico de adaptatividade, a fracao
de refino foi definida como 7y = 0.6 enquanto que a de desrefinamento ficou em
re=0.01.

Foram definidos 30 vetores no espago de Krylov para o solver linear (GM-
RES(30)) com tolerancia para o residuo de 1.0 x 107 enquanto que a tolerancia do
problema néo-linear foi de 1.0 x 1075 Foi utilizado o precondicionador BILU(1) com
reoordenamento dos graus de liberdade realizados pelo algoritmo Reverse Cuthill-
McKee (RCM) [134].

A Tabela 6.10 apresenta o tempo de simulagdo (em segundos) para a solugao do
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Figura 6.12: Problema de Rayleigh-Bénard: (a) Campo de temperatura na superficie
do recipiente e (b) Campo de temperatura sobre a malha adaptada.

problema de transporte de temperatura, de Navier-Stokes, para o procedimento de
refinamento/desrefinamento e o total. O speedup do tempo total de simulagao, para
a solucao das ENS, de transporte e do processo de adaptatividade calculados com a
expressao (6.11) sdo apresentados na Figura 6.13.

O ntmero de iteragoes lineares (LI) e nao-lineares (NLI) é apresentado na Ta-
bela 6.11.

O tempo gasto com o processo de adaptatividade corresponde, em média, a
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| CPU | Transporte | Navier-Stokes | AMR/C | Total |
16 895.73 8728.32 547.22 | 10171.27
32 683.45 5050.62 482.01 | 6216.08
64 451.37 2719.61 448.70 | 3619.70

Tabela 6.10: Tempo de execucao em segundos para solucao adaptativa do problema
de Rayleigh-Bénard.

40
—s— Total

—a— AMR/C
—a— NS

—#— Transporte

3,0

Speedup

2,0

—

32 48
Numero de Nicleos de Processamento

64

16

Figura 6.13: Curvas de speedup obtidas pela equacao (6.11).

Transporte | Navier-Stokes
CPU LI | NLI [ LI | NLI
16 | 2380 | 1379 | 1619 | 1323
32 | 2779 | 1469 | 2078 | 1428
64 | 2410 | 1282 | 1936 | 1333

Tabela 6.11: Resumo das iteragoes lineares e nao-lineares para solucao adaptativa
do problema de Rayleigh-Bénard.

menos de 10% do tempo total de simulacao (=~ 5.38% com 16 CPUs, ~ 7.75%
com 32 CPUs ~ 12.4% com 64 CPUs). Observado-se os resultados, percebe-se que
foi obtido um bom desempenho da computacao paralela, isto é, o speedup total
resultou em aproximadamente 3 para a simulagdo com 64 ntcleos de processamento
em relacao a com 16 nicleos. Para a solucao das equagoes de Navier-Stokes obteve-se
o speedup maximo de Sgy = 3.2 e para o problema de tranporte, Sgs = 1.98.
Apesar do bom desempenho geral, observa-se que o procedimento adaptativo nao

escala tdo bem como os solucionadores lineares (Sg4 = 1.22). Esse fato pode com-
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prometer a eficiéncia total quando um nimero maior de nicleos de processamento

for utilizado.

6.4 Escoamento em torno de um Obstaculo

6.4.1 Forcas atuantes sobre corpos imersos e defini¢coes de

coeficientes adimensionais

As forcgas totais, viscosas e de pressao por unidade de area sobre um corpo imerso
sao calculadas projetando-se o tensor de tensoes viscosas total, de tensoes viscosas
desviadoras e o campo de pressao sobre a superficie do corpo. As componentes das

forcas em cada direcdo coordenada j podem ser obtidas pelas seguintes expressoes*:

ng = N;0ij (612)
Frj = nimij (6.13)

Nas expressoes anteriores, n; representam as componentes do vetor normal (para
fora) a superficie do corpo. Em (6.14), o sinal negativo deve-se a convencao utilizada
a qual considera que os valores positivos da pressao representam compressao.

As forcas resultantes sobre os corpos imersos em cada direcdo sao obtidas
realizando-se a integracao de (6.12), (6.13) e (6.14) sobre a drea A, de sua superficie.
Por exemplo, para a componente j de uma forca por unidade de area qualquer F, a

forca resultante Frp; é obtida através de

Fr :/A Fy dA, . (6.15)

No presente trabalho, as tensoes viscosas totais e desviadoras atuantes sobre
as superficies sélidas foram determinadas de forma simplificada a partir da média
nos elementos que possuem um de seus lados sobre os corpo imerso. Portanto, a

componente da tensao viscosa o,, de um determinado elemento e, por exemplo, é

calculada a partir da taxa de deformagao %h e da pressao p" em cada ponto de

integracao ip pela seguinte expressao:

np 8 h
of, = L1 (Z (28“ —p?p> ) (6.16)
k

np Re 7= \;Z1 \ Ozip

4Na convencio de indices adotada nesse trabalho para identificar as componentes dos tensores,
o primeiro (i) representa o plano de atuac¢io da tensao e o segundo (5), a sua direcao.
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onde np representa o nimero de pontos de integracao.
A componente na diregao x da forca viscosa total sobre a superficie de area A
com vetor normal n¢ de um elemento que compoe o corpo é computada como
Ff, = (n,0%, +nS,05, + nl.o%, ) AL (6.17)
A componente da forca resultante da integracao de (6.12) alinhada a diregao do
escoamento é a chamada forca de arrasto enquanto que a componente perpendicular
a diregao do escoamento é a forca de sustentagao®[135]. As forgas de arrasto (Fp =
F,.) e de sustentacdo (F = F,,) sao utilizadas para o calculo dos coeficientes
(adimensionais) de arrasto (Cp) e de sustentagao (Cf) e sdo definidos no presente

trabalho (para um cilindro de didmetro d) pelas seguintes expressoes®:

F*
Cp=—"D 6.18
P 0.5p U2 (6.18)
F*
Op = — L 6.19
L 0.5p U2 (6.19)

Para o cédlculo do coeficiente de pressao utiliza-se expressao adotada por [136]:

p* - pest* + 05P*U*2
0.5p*U*?

onde p.s* € a pressao adimensional de estagnacao que sera definida mais adiante.

Cp =

(6.20)

Os coeficientes de arrasto e de sustentacao sao valores globais do corpo imerso
pois sao calculados a partir das forcas totais atuantes sobre toda a superficie. Por-
tanto, representam caracteristicas do objeto sujeito a acao de um determinado esco-
amento. Ja o coeficiente de pressao é um valor local, isto é, representa uma medida
da acao da pressao em cada ponto da superficie do objeto.

Em contraste com o calculo dos coeficientes de arrasto e sustentacdo obtidos
através das forcas (médias) calculadas nos elementos que formam a superficie do
cilindro, o coeficiente de pressao é computado a partir dos valores da pressao nos
nos localizados sobre a superficie.

O desenvolvimento da esteira de vértices a jusante do cilindro” estd associada
as oscilagoes do coeficiente de sustentagdao a medida que o valor Re aumenta acima

de aproximadamente 40 [137]. A frequéncia adimensional de desprendimento dos

SEm inglés, estas forcas sdo chamadas de drag e lift, respectivamente.

6No presente trabalho, adotam-se os valores de entrada e resultantes da simulacdo para o
posprocessamento dos coeficientes. Dessa forma, optou-se por representd-los com o super-indice *
para deixar claro que os valores utilizados nas expressoes (6.18) a (6.20) sdo adimensionais.

TAs esteiras de vértices formadas pela passagem de fluidos em torno obsticulos recebem o
nome Voértices von Karman em homenagem ao fisico hingaro Theodore von Karméan, pioneiro na
descri¢ao do fendémeno na atmosfera
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vortices é determinada pelo niimero de Strouhal definido pela seguinte expressao:

_ fud
i

onde f, é a frequéncia dos vortices, d é o didmetro do cilindro e U,, é o valor do

St

(6.21)

campo de velocidade do fluxo uniforme (na entrada do dominio de simulacao). Em
geral, quando adota-se a forma nao dimensional das equagoes governantes, utiliza-se
a Transformada Rapida de Fourier (em inglés, Fast Fourier Transform, FFT [138])
sobre o grafico da forca de sustentagdo em funcao do tempo para a determinagao da

frequéncia adimensional, ou seja o nimero de Strouhal.

6.4.2 Escoamento em torno de um cilindro aquecido

Nesse exemplo de aplicagao é resolvido o escoamento transiente em torno de um
cilindro aquecido de diametro unitario com malha adaptativa. Considera-se o eixo
do cilindro paralelo ao eixo coordenado z e localizado no ponto (5.5,5.5) do plano zy
onde desenvolve-se o escoamento. A Figura 6.14 apresenta a geometria do modelo

computacional cuja espessura é de 0.125.

y
27.0
¥ L
[0)

V4

Figura 6.14: Modelo computacional do problema de escoamento em torno do cilindro
aquecido.

A malha inicial é formada por 2500 elementos e possui refinamento gradual
na direcao do cilindro composto por 24 divisdes, conforme pode ser observado no
detalhe apresentado na Figura 6.15(b). O perimetro do cilindro é discretizado por
80 hexaedros.

O problema fisico ¢ definido impondo-se um campo advectivo horizontal unitario

na entrada do dominio (v (0,y,2) = (1,0,0)) onde a temperatura de referéncia é
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(b)

Figura 6.15: Discretizacdo do dominio de simulac¢do: (a) Vista frontal da malha
completa e (b) Detalhe da malha em torno do cilindro.

T, = 0 e prescrevendo-se a temperatura da superficie do cilindro 7" = 1. A massa
especifica do fluido é p = 1.0. Na salda do dominio prescreve-se pressao nula,
p(27,y,2) = 0. Considera-se a componente vertical do vetor velocidade nula nos
contornos superior e inferior do dominio (v, (2,0, 2) = v, (z,11,2) = 0). A direcao
da gravidade esta alinhada ao eixo x no sentido da origem do sistema coordenado
porém, despreza-se o peso préprio do fluido.

Foram realizadas simulacoes considerando-se Re = 40 e Re = 100. No primeiro
caso, apresenta-se um estudo das forcas totais, viscosas e de pressao atuantes sobre
a superficie do cilindro e dos coeficientes de arrasto e de pressao. Esse valor baixo

do nimero de Reynolds foi propositalmente definido pois, é conhecido na literatura

103



[139] que o escoamento em torno do cilindro mantém-se estaciondrio até esse limite.
Para valores superiores de Re, inicia-se a formacao da esteira vortices a jusante do
cilindro.

Para as simulagoes nao-isotérmicas, considera-se apenas Re = 100 e o ntimero
de Prandtl é Pr = 0.706 resultando em Pe = 70.6. A for¢a de flutuacdo na dire-
¢ao principal do escoamento (z) devido ao aquecimento do cilindro é considerada
definindo o nimero de Richardson Ri = 1.0. A formacao da esteira de vortices é
simulada desprezando-se os efeitos de flutuabilidade, isto é, Ri = 0.

Em todas as simulagoes considera-se apenas um nivel de refinamento com fracao
de refinamento 7y = 0.3 e de desrefinamento 7. = 0.01. Para as simulagoes com Re =
100, malha é adaptada a cada 10 passos de tempo para a simula¢ao com formacao
de esteira (isotérmica e nao-isotérmica com Ri = 0) e 25 para a simula¢do com
forca de flutuagao. Nas simulacoes isotérmicas com Re = 40, a malha é adaptada a
cada 20 intervalos de tempo. A frequéncia de adaptatividade é maior no primeiro
caso devido ao carater transiente do escoamento com a presenca dos vortices de von
Karman.

Devido ao baixo nimero de Reynolds e a auséncia de grandes descontinuidades
na solugdo da temperatura, as estabilizagbes adicionais (LSIC e Y Z[) nao sao
computadas. As simulagoes foram realizadas para os elementos com integracao
completa e reduzida. O passo e tempo adotado foi At = 0.01. As tolerancias nao
linear e linear (GMRES(30)) sdo de 107% e 107®, respectivamente. Foi utilizado
o precondicionador BILU(1) com reoordenamento dos graus de liberdade através
de RCM. Para a simulacdo com integracao reduzida e Re = 40 foi utilizada a
seguinte combinacao os parametros adimensionais da estabilizacao de hourglass:
€4 = €¢ = 1.0 e ¢, = 0.0. Para as simula¢oes com Re = 100 a combinacao dos
parametros de estabilizacao foi €, = ¢, = 0.5 e ¢, = 0.0.

Inicialmente, apresenta-se um estudo das forgas viscosas e de pressao sobre a
superficie do cilindro e dos coeficientes de arrasto e de pressao para o escoamento
isotérmico e Re = 40. A Figura 6.16 apresenta a comparagao das isolinhas de
pressao proximas do cilindro para os dois elementos.

A Figura 6.18 apresenta a distribui¢do das componentes horizontal e vertical das
forcas por unidade de comprimento® obtidas pelos dois elementos atuantes sobre o
cilindro em funcao do dngulo # em graus definido na Figura 6.17.

Os coeficientes de arrasto obtidos pelas simulagoes com os elementos com inte-
gracao completa e reduzida foram 1.6259 e 1.6228, respectivamente, enquanto que
BARANYI e LEWIS [137] obteve 1.5425 para uma simulac¢ao bidimensional atra-

vés do MDF. Entre os diversos motivos que podem justificar a diferencas de valor

8Como o dominio de simulacdo ndo é bidimensional, as forcas calculadas a partir de expressoes
equivalentes a 6.17 precisam ser divididas pela espessura do dominio, dz = 0.125.
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(a) (b)

Figura 6.16: Isolinhas de pressao para Re = 40: (a) Integracdo Completa e (b)
Integracao Reduzida.

Figura 6.17: Definicao angulo de varredura sobre a superficie do cilindro.

entre os resultados obtidos pelo presente trabalho e o da referéncia pode ser citado
o fato de que a simulacao da referéncia ser bidimensional. Além disso, deve-se le-
var em conta que o pos-processamento das forcas que atuam sobre a superficie do
cilindro ser computado de forma simplificada pela média nos elementos conforme
apresentado na se¢do anterior.

Os coeficientes de sustentacao obtidos no presente trabalho estao na ordem de
10~°, consistentes com a tolerancia da solucio nao-linear e de acordo com o com-
portamento das curvas das forcas verticais das Figuras 6.18(a) e 6.18(b) (F, F,, €
F,

P
em suas metades superior e inferior.

) que apresentam simetria em relagdo ao plano horizontal que divide o cilindro
A comparacgao entre os coeficientes de pressao obtidos pelos dois elementos e com

os trabalhos de CHOLI et al. [136] e ROSSA [25] é apresentada na Figura 6.19. A

pressdao de estagnacao utilizada é p.s = p (0 = 0).
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Figura 6.18: Forgas por unidade de comprimento para Re = 40: (a) Integragao
Completa e (b) Integracao Reduzida.

Finalizando o problema isotérmico, considera-se os resultados transientes obtidos

pelo escoamento com Re = 100. As Figuras 6.20 e 6.21 apresentam os graficos dos
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Figura 6.19: Coeficiente de pressao sobre a superficie do cilindro para Re = 40.

coeficientes de arrasto e de sustentacao em funcdo do tempo obtidos pelos dois
elementos.

Embora haja boa semelhanca nos graficos nas regioes onde o regime transiente
(periédico) estd plenamente desenvolvido, percebe-se que o elemento com integragao
reduzida antecipa o desprendimento dos vértices.

Os numeros de Strouhal obtidos foram 0.1725 para o elemento com integracao
completa e 0.1721 para o elemento com integracao reduzida. BARANYI e LEWIS
[137] obtiveram 0.1661.

NORBERG [139] apresenta uma série correlagoes empiricas entre os nimeros de
Strouhal e de Reynolds baseadas em experimentos de laboratorio. Para valores de
Reynolds compreendidos entre 47 < Re < 190 a correlagao é

1.019
St = 0.2663 — —— (6.22)

VRe

Através de (6.22), o valor tedrico do nimero de Strouhal para esse regime de
escoamento ¢ St = 0.1644. A diferenca dos valores obtidos no presente trabalho
com o da correlacao é inferior a 5%.

A sequéncia da secdo apresenta a andlise da simulagdo nao isotérmica com
Re = 100. O objetivo dessa etapa é avaliar o comportamento da adaptatividade
de malhas e comparar o desempenho global dos dois elementos. A simulacao para-

lela foi realizada com & CPU’s.

107



1,44

14 -

136

1,32 -

1,28 -

1,24 -

12
0 50 100 150 200 250 300

> | T T
S

Figura 6.20: Historico no tempo para Re = 100 do elemento com integracao com-
pleta: (a) Coeficiente de arrasto e (b) Coeficiente de sustentacao.

As Figuras 6.22 e 6.23 apresentam os resultados do campo de temperatura e
linhas de corrente sobre o campo de pressao das simulagoes com Ri =0 e Ri = 1.

O tempo méximo definido no primeiro caso foi de ¢ = 100 enquanto que
considera-se o estado estacionério alcancado apds 50 passos de tempo consecutivos
em que a convergéncia dos problemas de Navier-Stokes e transporte de temperatura
é obtida em apenas uma iteragdo nao linear.

A Tabelas 6.12 e 6.13 apresentam a comparacao de desempenho computacional
(tempo total de simulagdo em segundos) obtido pelos dois elementos finitos para a
simulagao transiente (Ri = 0) e a estacionaria (Ri = 1) do problema de transporte

de temperatura, de Navier-Stokes e o do processo de adaptatividade (AMR/C).
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Figura 6.21: Historico no tempo para Re = 100 do elemento com integracao redu-
zida: (a) Coeficiente de arrasto e (b) Coeficiente de sustentagao.

Ri Integracao Completa

Transporte | Navier-Stokes | AMR/C | Total
0 1296.58 32127.46 1137.07 | 34561.11
1 404.57 7620.26 129.39 8154.22

Tabela 6.12: Desempenho geral do elemento com integracao completa.

Analisando-se os resultados da comparacao dos tempos computacional total en-

tre os dois elementos, observa-se que para a simulagao transiente, o elemento com

integracao completa apresentou um desempenho superior. Por outro lado, o ele-

mento com integracao reduzida consumiu menos tempo na execucao da simulagao
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Figura 6.22: Resultados para Ri = 0: (a) Campo de temperatura e (b) Isolinhas
sobre campo de pressao.

Ri Integracao Reduzida

Transporte | Navier-Stokes | AMR/C | Total
0 823.21 36362.14 1187.00 | 38372.36
1 222.58 6781.72 129.55 7133.85

Tabela 6.13: Desempenho geral do elemento com integragao reduzida.

estacionéaria.

As Tabelas 6.14 e 6.15 apresentam o tempo gasto em segundos para a montagem
e solucao dos sistemas lineares para a solucao do escoamento pelos dois elementos
finitos.

Observando-se os valores contidos nas Tabelas 6.14 e 6.15, percebe-se que o de-
sempenho pior do elemento com integracao reduzida na simulagao transiente deve-se

a solucao do sistema linear do problema de Navier-Stokes ja que o tempo consumido
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Figura 6.23: Resultados para Ri = 1: (a) Campo de temperatura e (b) Isolinhas
sobre campo de pressao.

Integragao Completa
Ri Transporte Navier-Stokes
Montagem | Sistema Linear | Montagem | Sistema Linear
0 927.18 369.40 8564.75 23562.71
1 310.41 94.16 2647.70 4972.56

Tabela 6.14: Tempo para montagem e solucao dos sistemas lineares para integracao
completa.

pelo processo de adaptatividade é apenas um pouco superior e para a solugao do
problema de transporte é inferior ao do elemento com integracao completa.

A evolugao da malha é apresentada nas proximas figuras. Para o problema
transiente, os instantes de tempo considerados foram ¢ = 20, t = 60, t = 80 e

t = 100 enquanto que para o problema estacionario, t =5,t =15t =25e t = 35.
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Integracao Reduzida
Ri Transporte Navier-Stokes
Montagem | Sistema Linear | Montagem | Sistema Linear
0 423.61 399.60 6841.38 29520.76
1 117.53 105.05 1455.94 5325.78

Tabela 6.15: Tempo para montagem e solugao dos sistemas lineares para integragao
reduzida.
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Figura 6.24: Evolucao da malha com integracao completa para o problema transiente
(Ri =0).

Observado-se as imagens dos intervalos de tempo intermediarios do problema
transiente, percebe-se que a esteira de vortices teve o inicio antecipado na simulacao
com o elemento com integracdao reduzida. Esse fato ja havia sido observado nas
curvas dos coeficientes de arrasto e de sustenta¢ao em relagdo ao tempo (Figuras 6.20
e 6.21).

O numero final de elementos da simulacao transiente (¢t = 100) foi de 8284 com
a integracao completa e de 8316 reduzida, o que representa quantidades muito pare-
cidas. Porém, nos demais intervalos de tempo considerados, o niimero de elementos
foi 6244 e 6484 em t = 20, 7028 e 8316 em ¢t = 60 e 8156 e 8316 em t = 80, mostrando
que a antecipagao das esteira de vortices fez com o o processo de adaptatividade da
malha produzisse um niimero maior de elementos a jusante do cilindro.

Observa-se que o elemento com integracao reduzida atingiu o nimero maximo de
elementos ja em ¢ = 20 mantendo-o até o final da simulagdo enquanto que a malha

na simulacao com o elemento com integracao completa s6 atinge o niimero maximo
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Figura 6.25: Evolucao da malha com integracao reduzida para o problema transiente
(Ri =0).

de elementos no final da simulacao.

Quando analisa-se o tempo total de execucao obtido pelos dois elementos para
a solucdo da simulagao com o tempo estendido a t = 300, verifica-se que o ele-
mento com integracao reduzida obteve melhor desempenho global: 122417.39s con-

tra 138540.95s resultante do elemento com integracao completa.
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Figura 6.26: Evolugao da malha com integracao completa para o problema estacio-
nario (Ri = 1).
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Figura 6.27: Evolucao da malha com integracao reduzida para o problema estacio-
nario (Ri = 1).

A simulagdo permanente resultou em 5505 e 5476 elementos para a integragao

completa e reduzida, respectivamente.

6.5 Simulacoes de Correntes Gravitacionais

6.5.1 Consideragoes Iniciais

Correntes gravitacionais® (ou correntes de flutuacio) compoem uma classe de esco-
amentos produzidos por pequenas diferencas na massa especifica dos fluidos. Eles
frequentemente ocorrem na forma de uma intrusao de um fluido pesado em um mais
leve. Estes fendmenos acontecem espontaneamente na natureza assim como podem
ser causados pela a¢do humana [56]. No primeiro caso, podem ser citados como
exemplos as avalanches, correntes de turbiditos e erup¢oes vulcanicas. Por outro
lado, acidentes industriais podem causar dispersao de gases pesados na atmosfera.
Um extensa lista de exemplos pode ser encontrada em [140] e [56].

A pequena diferenga na massa especifica pode ser originada por campos escalares
tais como a temperatura, salinidade ou particulas em suspensao [141], sendo o tltimo
associado a correntes de turbiditos. MEIBURG e KNELLER [142] definem correntes
de turbiditos como escoamentos de particulas transportadas por agao da gravidade

nos quais as particulas sao amplamente ou totalmente suspensas pela turbuléncia

9Alguns autores como BONOMETTI e BALACHANDAR [55] referem-se ao fenémeno como
correntes de densidade ou em inglés density currents
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do fluido.

Alguns desses fendmenos podem ser reproduzidos em ensaios de laboratério. Dois
fluidos inicialmente em repouso sao confinados em um canal e separados fisicamente
por uma barreira impermeavel. A barreira é bruscamente retirada e, devido a agao
da gravidade, o fluido pesado colapsa na direcdo do mais leve dando inicio a uma
interacao livre entre os dois fluidos. Esse dispositivo é conhecido em inglés como
lock-exchange.

Ultimamente, a solu¢gdo numérica desse fendomeno tem recebido atengao especial.
A configuracao do problema lock-exchange é relativamente simples e pode ser recri-
ada, tanto em termos do dominio geométrico quanto a definicao dos dados de entrada
para a simulacdo. As equacgoes de Navier-Stokes para o escoamento incompressivel
de fluidos viscosos sao resolvidas em conjunto com o transporte difusivo-advectivo
de um escalar através de uma descricao Euleriana. O acoplamento entre as equagoes
governantes é realizado pela aproximacao de Boussinesq incorporada ao vetor de for-
cas de corpo de forma a reproduzir os efeitos gravitacionais associados as pequenas
mudancas na massa especifica causadas por variagoes no campo do escalar.

HARTEL et al. [143] realizaram uma investigacio detalhada da estrutura tridi-
mensional do escoamento da parte mais avancada da frente de propagacao usando
métodos numéricos baseados em discretizagoes espectrais e elementos espectrais.
NECKER et al. [144] apresentam simulac¢oes bi e tridimensionais de alta resolu-
¢ao de correntes originadas pela diferenca de concentragao de particulas suspensas
no fluido utilizando também métodos espectrais e elementos espectrais levando em
conta a influéncia de deposicao de particulas diluidas no fluido na dindmica do es-
coamento. Em CANTERO et al. [145], a influéncia do nimero de Grashof para
o problema de lock-exchange é investigada em configuracoes planas e cilindricas.
As equacgoes governantes sao resolvidas numericamente usando um cédigo pseudo-
espectral. ELIAS et al. [146] também simulam escoamentos devido a diferenga de
concentragao de particulas em configuragoes planas e cilindricas utilizando uma for-
mulacgao estabilizada do método dos elementos finitos considerando apenas malhas
fixas.

Em BONOMETTI ¢ BALACHANDAR [55] as correntes de densidade nao-
Boussinesq sao simuladas e os resultados comparados com outros obtidos por mode-
los para escoamentos de dguas rasas [147] utilizando o método dos volumes finitos
com captura de frente sem reconstrucao de interfaces.

Todos os trabalhos relacionados até aqui adotam malhas fixas em simulagoes
bi e tridimensionais. Portanto, para capturar com precisao a natureza transiente
do escoamento e, particularmente, a interface entre os fluidos, é necessario um alto
nivel de refinamento de toda malha. Isso implica, de forma geral, em um alto

esforco computacional devido ao tamanho da malha, especialmente em simulagoes
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tridimensionais.

Recentemente, O’CALLAGHAN et al. [49] investigaram o comportamento de
plumas de flutuacao originadas por entrada/absor¢do de momentum usando um si-
mulador de Navier-Stokes adaptativo chamado Gerris [148] o qual tem sido aplicado
na solucao de problemas geofisicos. Simulacoes bidimensionais utilizando quadtrees
foram realizadas para analisar a resposta da pluma de flutuacao devido fluxos de
momentum nulo, estaciondrio e varidveis. E mostrado que o uso de malhas adap-
tativas apresenta uma economia entre 60 e 90% em armazenamento de dados e um
ganho médio de 80% em tempo de CPU comparados a simula¢oes com malhas fixas.

HIESTER et al. [48] apresentam um estudo da influéncia da adaptatividade
de malhas em simulacoes bidimensionais do problema de lock-exchange plano com
atencao especial a velocidade gravitacional da frente de avango utilizando o modelo
nao-hidrostatico de elementos finitos para a solucao das ENS chamado Fluidity-
ICOM (http://amcg.ese.ic.ac.uk/index.php?title=FLUIDITY). E apresentado
que adaptatividade da malha ¢é capaz de seguir a dinamica do escoamento incluindo
a captura das vagas de Kelvin-Helmholtz!°.

A seguir sdo apresentados os resultados dos trés problemas de correntes gravita-
cionais descritos na introdugao desse Capitulo (6.1). Utiliza-se como referéncia para

avaliagoes qualitativas e quantitativas as simulacoes computacionais realizadas por
[48, 143, 145, 146, 149].

6.5.2 Escoamento Induzido pela Diferenca de Massa Espe-

cifica em um Dominio Plano

No primeiro problema de corrente gravitacionais, considera-se o escoamento de dois
fluidos inicialmente em repouso devido ao colapso do mais “pesado” sobre o mais
“leve”. O dominio de simulagdo é um canal plano e possui comprimento L = 30
e altura H = 2. A configuragao inicial do problema e a geometria do canal onde
acontece o fendmeno sao representados na Figura (6.28).

A linha pontilhada esbocga a interface da massa especifica dos dois fluidos em
algum momento apods o inicio do movimento.

O dominio ¢ discretizado por uma malha fixa formada por 1000 x 1 x 100 ele-
mentos. Um detalhe da malha é apresentado na Figura 6.29.

Condigoes de contorno de nao deslizamento sao impostas nas paredes superior
e inferior. Embora o tempo total de simulagdo seja inferior ao necessario para
que as frentes de deslocamento alcancem as paredes esquerda e direita, impoe-se a
condicao de deslizamento livre sobre elas. A pressdo nao é prescrita em nenhum

local do dominio.

10Nos artigos escritos em inglés, essas estruturas sdo denominadas Kelvin-Helmholtz billows.
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Figura 6.29: Dominio de simula¢ao e um detalhe da malha estruturada.

A Figura (6.30) apresenta a comparacao das linhas de contorno de massa es-
pecifica obtidas pelo presente trabalho, utilizando-se os elementos com integracao
completa e reduzida, e as apresentadas por HARTEL et al. [143] em diferentes ins-
tantes de tempo.

Os numeros de Grashof e de Reynolds, definidos em funcao da velocidade de
flutuacdo, recebem os valores Gr = 1.25 x 105 ¢ Re ~ 1.12 x 10° (Re = VGr).
portanto, o nimero de Richardson ¢ Ri = 1.0. O nimero de Schmidt é Sc¢ = 0.71.
A massa especifica adimensional do fluido pesado é p; = 1 enquanto que a do leve é
p2 = 0. Adota-se um passo de tempo constante At = 0.025. O expoente do operador
nio linear de captura de descontinuidades (3.24) ¢ definido como 8 = 1.

Os parametros de estabilizagao hourglass utilizados pelo elemento com integragao
reduzida na solucao do escoamento foram €¢; = ¢, = 1 e ¢, = 0, enquanto que para
a solugao do problema de transporte foram definidos ¢; = ¢, = 0.1.

Os resultados obtidos pelo presente trabalho, em termos de representacao das
linhas de corrente e de avanco das frentes de propagagao, com ambos elementos,
mostram boa concordancia com os apresentados por HARTEL et al. [143]. Entre-

tanto, os resultados da referéncia mostram o desenvolvimento de um vortice extra
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Figura 6.30: Linhas de contorno de massa especifica em func¢ao do tempo ¢: (a)
Presente trabalho com integracao completa, (b) Presente trabalho com integracao
reduzida e (c¢) Resultados de HARTEL et al.

centralizado no meio do dominio de simulacao.
Esta diferenca pode ser atribuida a uma resolucao muito mais alta do método

vorticity-streamfunction espectral utilizado para a obtencao da solucao de referéncia.
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Por outro lado, o autor realizou uma simulagdao bidimensional, fato que por si s6

implica em diferentes solugoes computacionais.

6.5.3 Corrente Gravitacional Induzida por Diferenca de
Temperatura com Adaptatividade da Malha em um

Dominio Plano

O segundo exemplo de correntes-gravitacionais consiste na simulagao de um pro-
blema classico de lock-exchange cujo escalar transportado é a temperatura. Nova-
mente, considera-se um dominio plano que confina dois fluidos inicialmente isolados
com diferentes temperaturas. A metade esquerda do canal é preenchida pelo fluido
frio enquanto que a metade direita é preenchida pelo fluido quente.

O dominio do problema ¢ definido por Q = [0, L] x [0, H/8] x [0, H] onde o
comprimento e altura sdo L = 0.8m ¢ H = 0.1lm. A Figura (6.31) apresenta a
configuracao inicial da simulagao e um detalhe da malha refinada no centro do
dominio.

Para geracao da malha apresentada na Figura (6.31) realiza-se uma “pré-
simulacao” adaptativa cujo objetivo é o refinamento da interface entre os fluidos,
localizada no centro do dominio (z = 0.4m). A partir de uma malha estruturada
uniforme formada por 80 x 1 x 8 elementos, realiza-se algumas simulagoes (3 ou 4)

“pre—

de duracao de apenas um passo de tempo. Apds a primeira, em cada nova
simulagao” a interface entre os fluidos é reposicionada no centro do dominio para
manter o refinamento concentrado apenas nessa posigao.

Esse procedimento garante que os elementos gerados pelo processo de adaptati-
vidade possuirao seus proprios “pais” (elementos de nivel de refinamento inferior) e
portanto, poderao ser desrefinados apés o deslocamento da interface. A simulagao
verdadeira é realizada apds a quarta geracao de elementos ser obtida (quatro niveis
de refinamento) junto a interface.

Os parametros fisicos da simulagao foram baseados nos dados dimensionais apre-
sentados em HIESTER et al. [48]. Nesse trabalho, a aceleragdo da gravidade é
g = 10ms~2, a altura do canal, utilizada como escala de comprimento, é H = 0.1m.
O coeficiente de expansdo térmica é definido como S = 0.001°C~! e as temperatu-
ras fria e quente sao 77 = —0.5°C e Ty, = 0.5°C, respectivamente. Finalmente, a
viscosidade cinemética é v = 10 m?s7!.

HIESTER et al. [48] adotam uma forma equivalente a (2.49) para determinagao

da gravidade reduzida dada por

g = plp_ P2, (6.23)
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(b)

Figura 6.31: Dominio discretizado e configuracao inicial do problema de lock-
exchange: (a) Vista em perspectivado dominio plano e (b) Detalhe da malha refinada
no centro.

onde p; é a massa especifica do fluido associada a temperatura fria (77) e ps, a massa
especifica do fluido associada a temperatura quente (73).
Utilizando-se a aproximagao de Boussinesq (2.15) para o célculo das massas

especificas, a equagao (6.23) pode ser reescrita da seguinte forma

g =—g8(T—T). (6.24)

Substituindo-se as grandezas dimensionais em (6.24), o valor da gravidade redu-

2

zida é ¢ = 0.0lms™*. Consequentemente, a velocidade de flutuacao (2.48) resulta

em up, = +/0.001ms 1.
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Embora tenham usado a altura do canal para a determinacao da velocidade
de flutuagao, HIESTER et al. [48] utilizam o comprimento de escala h = H/2 na

defini¢do do niimero de Grashof, isto é:

Gr = (Wg_h>

1/ (6.25)
resultando em Gr = 1.25 x 10°.

Como a escala de comprimento nao é a mesma para a determinaciao do nimero
de Grashof e célculo da velocidade de flutuagao, a identidade (2.57) nao pode ser
utilizada para encontrar o valor do niimero de Reynolds em fun¢ao do de Grashof.
Portanto, o niimero de Richardson é diferente da unidade.

Apés uma série de testes com diversas combinacoes de valores para Re e Ri,
observou-se que, muito provavelmente, HIESTER et al. [48] definiram os nimeros

de Reynolds e de Richardson da seguinte forma:!!

1
Re=~- =109,

v (6.26)
Ri = ¢ =0.01.

Nesta simulagao, despreza-se o termo difusivo da equacao de transporte (2.38).
Assim, o numero de Peclet nao precisa ser definido. Para a adimensionalizacao da
temperatura'?, foram considerados Ty, = (1o + T1) /2 ¢ AT = (T, — T}) resultando
em 17 = —0.5 e T3 = 0.5. Para o dominio de simulacao adimensional, adota-se os
valores de comprimento e altura originais (L* = L e H* = H)".

Considera-se a condicao de deslizamento livre nas paredes de topo e laterais
esquerda e direita. Na parede do base, considera-se a condicao de nao-deslizamento.
Dessa forma, é possivel avaliar frentes de deslocamento sobre paredes para as duas
condigoes de deslizamento numa mesma simulagdo. O expoente do operador nao
linear de captura de descontinuidades (3.24) ¢ definido como 3 = 1 e o passo de
tempo é At* = 0.025.

A tolerancia do problema nao-linear é 1072 e o niimero maximo de iteracdo foi
3 para a solucao das ENS e 5 para o problema de transporte advectivo-difusivo. A
tolerancia do solver linear é 107°.

Foram realizadas simulagoes adaptativas e com malha fixa e estruturada com os

1 Convém observar que o procedimento para determinacdo das grandezas adimensionais adotado
por HIESTER et al. [48] ndo é adequado. Ele foi reproduzido nesse trabalho apenas para tornar
possivel a comparacao entre os resultados.

2Embora os valores adimensionalizados da temperatura resultem idénticos aos dimensionais,
utiliza-se o super-indice (*) para destacar o uso de valores adimensionais.

13 Apesar da inconsisténcia (os valores dimensionais do comprimento e altura deveriam ser dividi-
dos pela escala de comprimento), o dominio adimensional foi definido dessa forma para possibilitar
a comparacao de resultados com a referéncia.
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dois elementos. No primeiro caso, adotou-se para o esquema estatistico de adap-
tatividade a fracao de refinamento r; = 0.95 e de desrefinamento r. = 0.01. No
segundo, o comprimento caracteristico da malha é [* = 0.00078125 definido em fun-
cao da dimensao da aresta do hexaedro'*. A malha estruturada possui 1024 divisoes
na dire¢do = e 128 na direcao y.

Os parametros de estabilizagao hourglass utilizados pelo elemento com integragao
reduzida na solucao das equagoes de Navier-Stokes foram e¢; =€, = 1 e ¢, = 0. Para
a solucao do problema de transporte, €, = ¢, = 0.1.

A distancia absoluta nao-dimensional do ponto mais avancado da interface das
frentes de avanco X* = |z* — 0.4] é medida ao longo do tempo t*. A disténcia
em relacdo a posigao original (centro do canal) das duas frentes (deslizamento e
nao-deslizamento), obtida com integracdo completa e reduzida, é apresentada na

Figura (6.32).

Figura 6.32: Posicao em relagao a configuragao inicial das frentes de avanco no topo
e base do canal.

Conforme esperado, a frente de avanco junto ao topo do dominio alcanca a parede
vertical esquerda antes que a frente junto a base toque a parede vertical direita. A
Figura (6.32) mostra a boa concordancia entre os resultados do presente trabalho
com ambos os elementos e os obtidos por HIESTER. et al. [48]. Os resultados de
referéncia foram obtidos com uma malha bidimensional regular e fixa formada por
tridngulos cujo comprimento caracteristico é de [* = 0.00025.

O numero de Froude calculado como a razao entre o valor absoluto da velocidade

da posigao mais avangada das frentes u} e a velocidade de flutuagao wy, isto ¢,

MDeve-se observar que as espessuras dos dominios da simulacio adaptativa e com malha fixa
sao diferentes. A primeira tem espessura dy = 0.0128 enquanto a segunda possui dy = 0.00078125.
Essa caracteristica se deve ao fato das malhas serem formadas por hexaedros regulares. O dominio
do problema adaptativo tem espessura igual a aresta de seu maior elemento.
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Fr=— (6.27)

é computado para as simulagoes adaptativa e com malha fixa para ambas as frentes.

A influéncia da frequéncia de adaptatividade é verificada. As Figuras (6.33)
e (6.34) mostram o valor do nimero de Froude em relagdo a distdncia normalizada
X*/H obtido pelos dois elementos para o processo de adaptatividade em todos
os passos de tempo (f1) e a cada 5 (f5), 10 (f10) e 20 (f20) passos de tempo de
simulagao. Também sdo mostrados os resultados obtidos por HIESTER et al. [48]
com um periodo de adaptatividade de 10 passos de tempo. Para prevenir que o
processo de AMR/C produza elementos muito pequenos, foram permitidos apenas

4 niveis de refinamento.

rN

(b)

Figura 6.33: Integracao completa: O ntmero de Froude em relacdo a distancia
normalizada para as malhas fixa e adaptativa: (a) Frente superior e (b) Frente
inferior.
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Figura 6.34: Integracao reduzida: O nimero de Froude em relacao a distancia nor-
malizada para as malhas fixa e adaptativa: (a) Frente superior e (b) Frente inferior.

As Figuras (6.35) e (6.36) apresentam a distribuigao de temperatura e malhas em
instantes de tempo diferentes para a simulagao adaptativa com periodo de adaptati-
vidade de 5 passos de tempo (f5) obtidas com o elemento com integragao completa e
reduzida, respectivamente. As vagas de Kelvin-Helmholtz sao captadas pela malha
a medida que as frentes se desenvolvem apos o inicio do deslocamento.

Observa-se a boa semelhanca da distribuicdo da temperatura obtida pelos dois
elementos bem como das malhas adaptadas. O elemento com integracao reduzida
também conseguiu captar as vagas e a malha acompanha a evolugao da frente de
deslocamento.

No final da simulagdo adaptativa, a quantidade de elementos gerados foi de
423347 e 478906, para os elementos com integragao completa e reduzida, respectiva-

mente. Deve-se observar que o refinamento também ocorreu ao longo da espessura
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Figura 6.35: Malhas adaptativas e a distribuicao do campo de temperatura para
o elemento com integracao completa: (a) Malha adaptativa e (b) Distribuicao de
temperatura em ¢ = 12.5. (¢) Malha adaptativa e (d) Distribuigdo de temperatura
em t = 25.0.

do dominio (dire¢ao y), o que é desnecessério pois o fendmeno se desenvolve no plano
xz. Essa caracteristica é inerente ao procedimento de refinamento da biblioteca dis-
cutido na secao 5.6.2.

Desprezando-se os elementos gerados na direcao transversal, o nimero de hexa-
edros que efetivamente contribuem para a captura do deslocamento das frentes e
formacao das vagas é de 30287 e 33254, para o elemento com integracao completa e
reduzida, respectivamente.

A simulagao com malha fixa e uniformemente estruturada possui 131072 hexa-
edros. Portanto, com a malha adaptativa é possivel, para esse problema, realizar a
simulagdo com uma ordem de magnitude a menos (redugao aproximadamente 77%
para o elemento com integracao completa e 75% para o elemento com integracao
reduzida) sem comprometer a precisao dos resultados.

A comparacao de desempenho entre os dois elementos foi realizada na maquina
SGI UV-100 definindo-se 48 CPUs para a simulagao paralela. Para o elemento
com integracdo completa a solucao das ENS resultou 3634 iteragoes nao-lineares

e 84964 lineares enquanto que a solucao do problema de transporte exigiu 8400
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Figura 6.36: Malhas adaptativas e a distribuicao do campo de temperatura para
o elemento com integragdo reduzida: (a) Malha adaptativa e (b) Distribui¢ao de
temperatura em ¢ = 12.5. (¢) Malha adaptativa e (d) Distribuigdo de temperatura
em t = 25.0.

iteracoes nao-lineares e 32441 lineares. Ja para a simulacao com o elemento com
integragao reduzida solugao das ENS resultou 3913 iteragdes nao-lineares e 104585
lineares enquanto que a solugao do problema de transporte exigiu 8686 iteracoes

nao-lineares e 46030 lineares.

6.5.4 Escoamento Tridimensional Induzido pela Diferenca

de Massa Especifica com Adaptatividade

No tltimo exemplo de aplicacao, o problema de escoamento gravitacional equivalente
ao apresentando na secao 6.5.2 é resolvido em um dominio tridimensional. O escalar
transportado é a massa especifica e o termo fonte das equacoes de Navier-Stokes é

determinado por uma a expressao equivalente a (2.71), dado por
f (p) = Ripe. (6.28)
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O dominio computacional adimensional é definido por Q = [—15,15] x [0, 3] x

[—1,1] e estd esquematizado na Figura (6.37).

z

+15
+1

-15

+3 0

Figura 6.37: Dominio computacional do problema de corrente gravitacional tridi-
mensional.

A malha inicial possui refinamento no centro do dominio para representacao
adequada da interface entre os dois fluidos. Assim como no exemplo anterior, para
sua geracao foi utilizada a estratégia de reposicionamento da interface até que fosse
alcancado o terceiro nivel de refinamento. Uma visao em perspectiva do dominio dis-
cretizado e um detalhe da malha no centro do canal tridimensional sao apresentados
na Figura 6.38.

Condigbes de contorno de nao-deslizamento sdo impostas nas paredes superior e
inferior. Nas paredes frontal e posterior considera-se condi¢ao de deslizamento para
as componentes x e z do campo de velocidade e nas paredes esquerda e direita, a
condicao de deslizamento é aplicada as componentes y e z do vetor velocidade. A
pressao nao é prescrita em nenhum local do dominio.

A massa especifica adimensional do fluido pesado é p; = 1 enquanto que a do
leve é py = 0. Despreza-se o peso préprio no vetor de forgas de corpo e utiliza-se
a velocidade de flutuagdo para a determinagao do nimero de Grashof, definido por
Gr = 1.5 x 10°. Fixando-se o ntimero de Schmidt em Sc = 0.71, as caracteristicas
problema fisico estao completas.

O passo de tempo constante é At = 0.025 que corresponde a um CFL méximo
de 0.2 durante toda a simulacdo'®. O expoente do operador nao linear de captura
de descontinuidades (3.24) é definido como 3 = 1.

A tolerdncia do problema nao-linear ¢ 107 e a do solver linear é 107¢. O
nimero maximo de iteragoes nao-lineares foi de 5 para a solucao das ENS e 10 para
o problema de transporte.

A fracao de refinamento do processo de adaptatividade da malha é 7y = 0.95 e de
desrefinamento, r. = 0.01. Foram realizadas simulagoes com refinamento em todos
os passos de tempo e também a cada 5 passos, sempre considerando-se 3 niveis de

refinamento.

150 ntimero de Courant desse problema é calculado em funcdo da velocidade da frente de avanco
(inclinagado média das curvas de posigdo da frente de avango em funcao do tempo) e do tamanho
da aresta dos hexaedros.
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(b)

Figura 6.38: Dominio tridimensional discretizado: (a) Vista em perspectiva da ma-
lha e (b) Detalhe do refinamento com 3 niveis junto a interface.

A fim de acelerar o desenvolvimento tridimensional do escoamento, a interface
inicial de massa especifica entre o fluido leve e o pesado foi ligeiramente distorcida
junto as paredes laterais. Para isso, foi realizada uma pré-simulacao impondo-se a
condicao de nao-deslizamento nessas paredes. Detalhes da superficie inicial distor-
cida sao apresentados na Figura 6.39. Recurso semelhante foi adotado em [143].

O resultado da isosuperficie de massa especifica p = 0.5 obtido pelo presente

trabalho para o elemento com integracao completa e adaptatividade de malha em
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Figura 6.39: Condicao inicial na interface dos fluidos para induzir o padrao tridi-
mensional.

todos os passos de tempo de simulagao sao qualitativamente comparados com os
obtidos por CANTERO et al. [145] na Figura 6.40

CANTERO et al. [145] utilizaram uma malha regular formada por 560 nés na
dire¢do x, 48 em y e 64 em z para realizar uma simulagdo numérica direta (em in-
glés, Direct Numerical Simulation, DNS) empregando um cédigo pseudo-espectral.
ELIAS et al. [146] resolvem esse problema através de uma formulagio estabilizada
baseada em arestas do MEF com uma malha nao estruturada formada por 2630883
tetraedros. HARTEL et al. [143] também aplicam DNS através de métodos numé-
ricos de alta-ordem baseados em discretizacao espectral utilizando 4250000 pontos
no mesmo dominio computacional. No presente trabalho, a simulacao adaptativa
terminou com 360477 elementos, praticamente uma ordem de grandeza a menos no
tamanho de malha.

A Figura 6.41 mostra a evolugdo da posicao mais avancada da frente de deslo-
camento esquerda obtida pelo presente trabalho com adaptacao de malha em cada
passo de tempo (fl) e por simulagdes computacionais de ELIAS et al. [146] e CAN-
TERO et al. [149] (DNS) e pelo resultado experimental presente em SHIN et al.
[150]. O deslocamento horizontal da frente é medida em relacdo posicao inicial da
interface como X = |z|.

A frente de deslocamento obtida pelo presente trabalho mantém-se sempre adi-
antada a obtida experimentalmente. Em relacao as referéncias numeéricas, ela inicia
A frente, mas é ultrapassada préximo a t = 10. E possivel observar que, enquanto
a curva do presente trabalho mantém uma inclinacdo praticamente constante, as
demais numéricas aumentam a inclina¢ao ao longo do tempo fazendo que estas 1l-
timas alcancem uma distancia maior ao final da simulacdo. O nimero de Froude
definido como a relacao entre a velocidade de avanco da frente e a de flutuagao

(equacao (6.27)) calculado pelo presente trabalho é Fr ~ 0.5, inferior aos valores
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(a) (b)

Figura 6.40: Comparacao qualitativa da isosuperficie de massa especifica p = 0.5
nos instantes de tempo 0, 5, 10, 15 e 20: (a) Presente trabalho e (b) CANTERO et
al.

apresentados por [146] (Fr = 0.579), [149] (Fr = 0.57) e [143] (Fr = 0.576).

Levando-se em conta a diferenca no tamanho da malha, assim como as diferentes
metodologias utilizadas (métodos de mais alta ordem junto com DNS em [149] e
[143]), pode-se considerar os resultados obtidos satisfatérios. Contribui para o atraso
da frente o procedimento de projecao das solucoes entre as malhas antes e depois da
adaptacao, inerente ao processo de adaptatividade. Esse fato também foi observado
por [48].

A Figura 6.42 apresenta a comparacao da regiao do dominio preenchida por
valores de massa especifica iguais ou superiores a 0.5 obtida pelos dois elementos
com adaptatividade de malha em cada passo de tempo e interface inicial plana.
Para a simulagao com integracao reduzida foi utilizada a seguinte combinacao de

parametros adimensionais da estabilizacao de hourglass: €5 = €, = 1.0 e ¢, = 0.0
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Figura 6.41: Posicao da frente de avanco em funcao do tempo.

para a solucao do escoamento e ¢4 = €, = 0.2 para a solucao do transporte advectivo-
difusivo.

Observa-se que o padrao inicial do desenvolvimento é bastante parecido, mas em
t = 10 os resultados dos dois elementos tornam-se diferentes. Consequentemente, a
malha nas duas simulagdes também nao é a mesma. Devido a isso, o desempenho
dos elementos foi comparado até o instante de tempo ¢t = 7.5. A simulagao paralela
foi executada alocando-se 120 processadores (10 nds).

Para o elemento com integracao completa a malha atingiu 129904 elementos e
a solucao das ENS resultou 2470 iteragoes nao-lineares e 38767 lineares enquanto
que a solucao do problema de transporte exigiu 8919 iteragoes nao-lineares e 705195
lineares. Ja para a simulacao com o elemento com integracao reduzida a malha
atingiu 129743 elementos, quantidade bem préxima da alcancada pela simulagao
com integragdo completa. A solugdo das ENS resultou 2394 iteragdes nao-lineares
e 43710 lineares enquanto que a solucao do problema de transporte exigiu 8765
iteracoes nao-lineares e 745702 lineares.

Analisando-se os nimeros, percebe-se que o elemento com integracao reduzida
exigiu menos iteracoes nao-lineares para a solucao dos dois problemas mas estas
resultaram num ntmero maior de iteragoes lineares. O tempo de execucao gasto pelo
elementos com integracao completa foi de aproximadamente 1 hora e 25 minutos e
para o elemento com integracao reduzida foi de 1 hora e 18 minutos.

Os resultados do avanco da frente obtidos com simulagao com o elemento com
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Figura 6.42: Regiao do dominio preenchida por p > 0.5 nos instantes de tempo 5,
10, 15 e 20: (a) Integragdo completa e (b) Integragao reduzida.

integracao completa e reduzida sdao comparados entre si na Figura 6.43.

Na Figura 6.43, foram consideradas duas frequéncias de adaptatividade da malha
(fl e f5) e também a interface inicial regular (Regular) e distorcida (Perturbacao).
Observando-se que as curvas, percebe-se que a utilizacdo de uma interface inicial
ligeiramente distorcida, além de antecipar o padrao tridimensional do escoamento,
acelera o deslocamento da frente de propagacao. Percebe-se também a influéncia da
frequéncia da adaptatividade.

A frente de propagacao da simulagao com adaptatividade em todo passo e tempo
é um pouco mais rapida que a obtida com adaptatividade a cada 5 passos de tempo.
Esse comportamento pode ser atribuido ao fato da frente de avango (interface) se
deslocar em relacao a regiao de mais alta resolucdo da malha durante os intervalos
de tempo entre dois processos de adaptacao consecutivos, causando uma pequena
difusdao na interface.

Finalizando os resultados obtidos, apresenta-se a uma sequéncia de malhas adap-
tadas (f1) durante a evolucao das frentes para os dois elementos com interface inicial
distorcida.

Até o final da simulac¢ao com integracao completa foram gerados 360309 elemen-
tos, e realizadas 6807 iteragoes nao-lineares e 102314 iteragoes lineares para a solugao

das ENS e 23949 iteracoes nao-lineares e 1863506 iteragoes lineares para a solugao
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Figura 6.43: Comparacao da posicao da frente de avango em fungao do tempo obtida
pelos dois elementos.

do problema de transporte advectivo difusivo. A simulacao com integracao reduzida
terminou com 352056 elementos totalizando 6528 iteracoes nao-lineares e 122698
iteracoes lineares para a solugao das ENS e 23811 iteracoes nao-lineares e 1985589
iteragoes lineares para a solugao do problema de transporte advectivo difusivo.

A incorporacao do operador de captura de descontinuidades é fundamental para
manter o campo de massa especifica dentro dos limites fisicos do problema (p =
[0, 1]). Porém, sua presenca introduz muita nao-linearidade na solugdo do problema
de transporte advectivo-difusivo. Como o limite de itera¢oes nao-lineares foi 10, a
quantidade final de iteracoes utilizadas resultou muito maior do que a da solugao
das ENS para ambos os elementos.

Observa-se que foram mantidas até o final da simulagao as mesmas caracteristicas
em relagao ao niimero de iteragoes lineares e nao lineares obtidas pelos dois elementos

para simulag¢ao com a superficie inicial plana até o instante de tempo t = 7.5.
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Figura 6.44: Evolucao da malha adaptativa para o elemento com integragdo com-
pleta.
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Figura 6.45: Evolucao da malha adaptativa para o elemento com integracao redu-
zida.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusoes

Essa tese desenvolve uma implementacao de alto desempenho de formulacoes esta-
bilizadas para as ENS incompressiveis acopladas ao transporte advectivo-difusivo de
um escalar (por exemplo a temperatura ou massa especifica). A implementacao, rea-
lizada dentro do ambiente 1ibMesh, contempla o refinamento/desrefinamento adap-
tativo dindmico em paralelo e usa solucionadores de equacoes lineares avancados
disponibilizados pela PETSc e estudados em detalhe em CAMATA et al. [108].

As formula¢oes SUPG/PSPG/LSIC e SUPG/Y Zf foram resolvidas de forma
implicita através do esquema de avango no tempo de Euler. O acoplamento entre as
equagoes de conservacao de quantidade de movimento e transporte é contemplado
pela da aproximacao de Bousinessq. O problema nao linear é resolvido adotando-se
o esquema de ponto-fixo. Os sistemas lineares resultantes sao resolvidos em paralelo
pelo solver (GMRES) com precondicionamento Bloco-Jacobi e fatoragao ILU.

A implementacao foi validada e seu desempenho foi avaliado em uma série de
problemas teste em diversas maquinas paralelas de memoria distribuida, em até
240 cores. Devido as particularidades do manejo da adaptatividade na biblioteca
libMesh, o peso do refinamento/desrefinamento em paralelo ndao é tao escalavel
quanto os outros componentes.

Esse fato pode ser observado na solugao adaptativa do problema de Rayleigh-
Bénard. Comparando-se o desempenho entre a simulagao realizada com 16 e 64
CPUs, a solucao das equacgoes de Navier-Stokes obteve um speedup superior a 3 e
para o problema de transporte, foi praticamente 2. Por outro lado, o speedup do
processo de adaptatividade da malha resultou em pouco acima da unidade (= 1.22).

De forma a aumentar ainda mais a eficiéncia dessas simulagoes, desenvolveu-se
um elemento com 1 ponto de integracao e estabilizacao de hourglass para a formula-

¢ao estabilizada da ENS e transporte. Este elemento se baseou nos desenvolvimentos
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de MALLET et al. [35] e, de forma inovadora, estabilizou as matrizes de massa e
advecgao da formulagdo SUPG (ENS e transporte) e de massa e gradiente de pressao
da formulagao PSPG.

Verificou-se o desempenho do elemento para malhas regulares e distorcidas
usando-se um problema teste de verificagdo com solu¢ao manufaturada [128]. Foram
testados experimentalmente diversos parametros de estabilizagao hourglass e com-
putadas as taxas de convergéncia do elemento para diferentes situagoes. Em todos os
testes de verificacao, o elemento se comportou de maneira correta, apresentando em
alguns casos taxas até um pouco superiores ao elemento com integracao completa.
O elemento com integracao reduzida foi entao incorporado ao simulador adaptativo
e paralelo com intuito de se verificar seu desempenho.

O ganho produzido na avaliacdo das matrizes de elemento e residuo foi signi-
ficativo conforme apresentado no problema de convecgao natural na cavidade 3D.
Nessa simulacao a economia para montagem das matrizes de elementos das ENS
foi de aproximadamente 60% e de 40% para o problema de tranporte com 16 e 32
CPUs e 25% com 64 CPUs. Deve-se levar em conta que a simula¢ao com integragao
reduzida realiza a montagem de termos adicionais que nao fazem parte do calculo
das matrizes de elemento na simulagdo completa. Portanto, nao é de ser esperar
que a reducao no tempo de montagem seja diretamente proporcional a diminuicao
do niimero de pontos de integracao.

Embora haja ganho na montagem das matrizes, devido ao esquema de marcha
temporal totalmente implicito adotado no simulador, os maiores custos computa-
cionais sao associados a solugao iterativa dos sistemas de equacoes lineares. Esse
fato amortiza consideravelmente os ganhos com a formacgao das matrizes de ele-
mento e calculo dos residuos obtidos com o elemento subintegrado. Além disso, o
procedimento de adaptatividade é idéntico para os dois elementos.

Consequentemente, apesar de haver um ganho, a melhora no desempenho geral
obtida pelo elemento com um ponto de integracao ¢ pequena. Um ponto impor-
tante aqui é que observa-se que a utilizagdo do elemento subintegrado nao degrada
o condicionamento dos sistemas lineares apesar de que, na maioria das vezes, o ni-
mero de iteragoes nao lineares e lineares é superior as realizadas pelo elemento com
integracao completa.

Cabe ressaltar aqui que, diversas estratégias modernas de solucao iterativa de
sistemas de equagoes nao lineares prescindem do Jacobiano (isto é, do calculo das
matrizes de elemento), substituindo por uma aproximagao envolvendo avaliagbes
sucessivas de residuos [133]. Antecipa-se neste caso que o elemento subintegrado de-
senvolvido na presente Tese pode ter um impacto mais favoravel nesta estratégia. A
biblioteca PETSc suporta este esquema, porém esta possibilidade nao foi explorada

no presente trabalho.
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Um ponto importante é a aplicacdo da metodologia para a anélise de correntes
gravitacionais. A simulagao numeérica dessa classe de problema fisico vem recebendo
maior atencao no tultimos anos dada a variedade de aplicagbes em que ocorrem,
tanto devido a circunstancias naturais quanto produzidas pela agao humana. Esse
fenomeno é associado a agao da gravidade e se caracteriza pela propagacao de um
fluido devido a variagoes na massa especifica causadas por diferencas de temperatura,
particulas em suspensao, salinidade ou a mistura entre fluidos [56].

O problema cléssico de laboratorio lock-exchange tem sido largamente simulado
numericamente devido a sua capacidade de reproduzir as principais caracteristicas
do fendmeno em escala real como a frente de propagacgao e a formacao das vagas de
Kelvin-Helmholtz originadas das instabilidades devido ao cisalhamento que ocorre
na interface fluido leve/fluido pesado.

Para captar as menores escalas que ocorrem junto a essa interface, é necessario
que haja um bom nivel de refinamento nessa regiao. Em simulacoes tradicionais
com malha fixa, o dominio inteiro é refinado gerando um ntimero muito grande de
elementos. O aspecto chave da simulacao adaptativa aplicada ao problema de lock-
exchange é a possibilidade do refinamento manter-se concentrado junto a interface,
proporcionando uma economia muito grande de esfor¢o computacional, principal-
mente em simulagoes tridimensionais.

No presente trabalho, foi realizada pela primeira vez a simulagao adaptativa do
problema de lock-exchange tridimensional. O desempenho obtido foi bastante satis-
fatorio, tanto em termos de reducao na quantidade de elementos quanto na qualidade
dos resultados. Mesmo permitindo apenas 3 niveis de refinamento, resultando em
360477 elementos, a isosuperficie de massa especifica p = 0.5 obtida é bastante
similar a apresentada por [145] que utilizou 1720320 pontos numa simulagdo DNS.

Da mesma forma, os resultados bidimensionais apresentaram boa concordancia
com os apresentados por [48] que também realizou simulagoes adaptativas e com
malha fixa. A economia de elementos obtida em relacao a simulacdo com malha
fixa foi de pelo menos 75% quando descontados os elementos gerados na dire¢ao
transversal ao plano onde o fendmeno se desenvolve.

Na simulacao bidimensional (fatia do dominio 3D), o elemento com integracao
reduzida apresentou uma quantidade maior de elementos na malha final, mas mesmo
assim, seu desempenho global foi superior ao do elemento com integragao completa.
Porém, na simulagao tridimensional, a diferenca no nimero final de elementos em
relacdo ao obtido com a integracao completa foi apenas 0.12% superior.

Embora adicione bastante nao linearidade, foi observado que a presenca do ope-
rador de captura de descontinuidades Y Z3 tem papel fundamental para manter o
valor do escalar transportado dentro dos limites fisicos. J& a estabilizacao LSIC e

o modelo de turbuléncia (Smagorinsky) puderam ser dispensados nas simulagoes de
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correntes gravitacionais, sem prejuizos a qualidade da solugao.

7.2 Trabalhos Futuros

Para continuidade e extensao do presente trabalho, podem ser listadas as seguintes

sugestoes:

1. Inclusao da formulagao variacional multiescala dentro do simulador, seguindo
os trabalhos de [151-153] com intuito de melhorar a representacao da turbu-

léncia, no quadro de simulagao de vortices de grandes escalas (LES);

2. Investigar de forma mais profunda a questao da escolha dos parametros de
controle de hourglass. Implementar o método Jacobian-free Newton-Krilov

[133] e avaliar o desempenho do elemento em situagoes mais favoraveis;

3. Estender a capacidade do simulador para situagoes mais complexas encontra-
das na industria do petrdleo como, por exemplo, o tratamento de misturas
polidispersas na modelagem de turbiditos. Pode ser utilizado como referéncia
o trabalho de [154];

4. Utilizacao do simulador para andlise de didpiros salinos através de uma meto-

dologia semelhante as propostas por [155, 156];

5. Incluir tentativa de métodos de fronteira imersa, ja que estes podem se be-
neficiar da capacidade de refinamento local ao longo das fronteiras, conforme
ilustrado em [157].

139



Referéncias Bibliograficas

REDDY, J. N. An introduction to the finite element method. New York, NY,
USA, McGraw Hill, 1984.

OWENS, R., PHILLIPS, T. Computational Reology. London, UK, Imperial
College Press, 2002.

LOHNER, L. Applied Computational Fluid Dynamics Techniques: An Introduc-
tion Based on Finite Element Method. 2nd ed. West Sussex, England,
John Wiley & Sons, Ltd, 2008.

CAREY, G., ODEN, J. Finite Elements: Fluid Mechanics, v. VI. Printice Hall,
1986.

FORTIN, M., THOMASSET, F. “Mixed Finite Element Methods for Incompres-
sible Flow Problems”, Journal of Computational Physics, v. 31, pp. 113~
145, 1979.

GUNZBURGER, M. “Mathematical Aspects of Finite Element Methods for
Incompressible Viscous Flows”. In: Finite Elements: Theory and Applica-
tion, Springer-Verlag, pp. 124-150, 1987.

FRANCA, L., FREY, S. “Stabilized Finite Element Methods: II. The Incompres-
sible Navier-Stokes Equations”, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, v. 99, pp. 209-233, 1992.

BEHR, M., FRANCA, L., TEZDUYAR, T. “Stabilized Finite Element Methods
for the Velocity-Pressure-Stress Formulation of Incompressible Flows”,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 104, pp. 31—
48, 1993.

AWRUCH, A., PETRY, A. Sobre andlise de escoamentos viscosos e incompres-
stweis através do método dos elementos finitos usando varidveis primdrias.
Relatorio de Pesquisa RP-122/97, CPGEC, UFRGS, 1997.

140



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

GIRAULT, V., RAVIART, P. Finite element methods for Navier-Stokes equa-
tions: Theory and algorithms. Philadelphia, PA, USA, Springer-Verlag,
1986.

FORTIN, M., BREZZI, F. Mized and Hybrid Finite Element Methods (Sprin-
ger Series in Computational Mathematics). Springer-Verlag Berlin and
Heidelberg GmbH & Co. K, 1991.

ZIENKIEWICZ, O., TAYLOR, R. The Finite Element Method: The Basis,
v. 1. 5th ed. , Elsevier, 2002.

CAREY, G., KRISHNAN, R. “Penalty Finite Element Method for the Naviers-
Stokes equations”, Computer Methods in Applied Mechanics and Engine-
ering, v. 42, 1984. doi: 10.1115/1.3062968.

ENGELMAN, N.; SANI, R., GRESHO, P., et al. “Consistent vs. reduced inte-
gration penalty methods for incompressible media using several old and
new elements”, International Journal for Numerical Methods in Fluids,
V. 2, pp. 25-42, 1982.

HUGHES, T., LIU, W., BROOKS, A. “Finite element analysis of incompressi-
ble viscous flows by the penalty function formulation”, Journal of Com-
putational Physics, v. 30, pp. 1-60, 1978.

REDDY, J. N., GARTLING, D. The finite element method for heat transfer
and fluid dynamics. New York, NY, USA, McGraw Hill, 1994.

KAWAHARA, M., HIRANO, H. “A finite element method for high Reynolds
number viscous fluid flow using two step explicit scheme”, International

Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 3, pp. 137-167, 1983.

CHORIN, A. “A numerical method for solving incompressible viscous flow

problems”, Journal of Computational Physics, v. 2, pp. 12-26, 1967.

RAMSHAW, V., MESSINA, G. “A hybrid penalty-pseudo incompressibility
method for transient incompressible fluid-flow”, Computer & Fluids, v. 20,
pp- 165-175, 1991.

TABARROK, B., SU, J. “Semi-Implicit Taylor-Galerkin element methods for

)

incompressible viscous flow”, Computer Methods in Applied Mechanics

and Engineering, v. 117, pp. 391-410, 1994.

AZEVEDO, R. Andlise de problemas de iteracao fluido estrutura usando o
método dos elementos finitos com um acoplamento monolitico. Tese de

Doutorado, PPGEC/UFRGS, Porto Alegre, 1999.

141



[22]

[206]

28]

[29]

[30]

[31]

DONEA, J. “A Taylor-Galerkin method for convective transport problems”,
International Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 20, pp. 101—
119, 1984.

LAX, P., WENDROFF, B. “Systems of conservation laws”, Communications
on Pure and Applied Mathematics, v. 13, pp. 217-237, 1960.

HATANAKA, K., KAWAHARA, M. “A numerical study of vortex shed-
ding around a heated/cooled circular cylinder by yhe three-step Taylor-
Galerkin method”, International Journal for Numerical Methods in
Fluids, v. 21, pp. 857-867, 1995.

ROSSA, A. Um esquema semi-implicito para a simula¢ao numérica de escoa-
mentos incompressiveis nao isotérmicos via o MEF usando a técnica de
Taylor-Galerkin. Dissertagao de Mestrado, PPGEC/UFRGS, Porto Ale-
gre, 2000.

CHRISTIE, T., GRIFFITHS, D. “Finite element methods for second order dif-
ferential equations with significant first derivatives”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, v. 10, pp. 13891396, 1976.

BROOKS, A., HUGHES, T. “Streamline Upwind/Petrov-Galerkin formulati-
ons for convection dominated flows with particular emphasis on the in-
compressible Navier-Stokes equation”, Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering, v. 32, pp. 199-259, 1982.

TEZDUYAR, T. “Stabilized finite element formulations for incompressible flows
computation”, Advances in Applied Mechanics, v. 28, pp. 1-44, 1992.

HUGHES, T., FRANCA, L., BALESTRA, M. “A new finite element formu-
lation for computational fluid dynamics: V. Circumventing the Babuzka-
Brezzi condition: A stable Petrov-Galerkin formulation of the Stokes pro-

blem accommodating equal-order interpolations”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 59, pp. 85-99, 1986.

BURBRIDGE, H. O esquema explicito de Taylor-Galerkin na simula¢ao numé-
rica de escoamentos compressiveis tridimensionais utilizando elementos fi-
nitos hexaédricos de oito nds. Dissertacao de Mestrado, PPGEC/UFRGS,
Porto Alegre, 1999.

BELYTSCHKO, T., ONG, J., LIU, W., et al. “Hourglass control in linear
and nonlinear problems”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 43, pp. 251-276, 1984.

142



[32]

[34]

[36]

[37]

[38]

[39]

ALVES, J. Andlise transiente de grandes deformagoes em computadores de

arquitetura vetorial/paralela. Tese de Doutorado, Programa de Engenharia

Civil, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1991.

SILVA, E. Implementacdo computacional de elemento de casca com formulacdo

co-rotacional para andlise transiente. Tese de Doutorado, Programa de
Engenharia Civil, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1997.

COSTA, L. Andlise de problemas tridimensionais de contato-impacto com desli-
zamento formulacoes penalizadas de elementos finitos. Tese de Doutorado,
Programa de Engenharia Civil, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1997.

MALLET, M., POIRIER, C., SHAKIB, F. “A new finite element formula-
tion for computational fluid dynamics: Development of an hourglass con-
trol operator for multidimensional advective-diffusive systems”, Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 94, pp. 429-442, 1992.

CHRISTON, M. “A domain-decomposition message-passing approach to tran-
sient viscous incompressible flow using explicit time integration”, Compu-
ter Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 148, pp. 329-352,
1998.

BRAUN, A., AWRUCH, A. “Geometrically non-linear analysis in elastody-
namics using the eight-node Finite Element with one-point quadrature
and the generalized-a method”, Latin American Journal of Solids and
Structures, v. b, pp. 17-45, 2008.

JUHRE, D., REESE, S. “A reduced integration finite element technology based
on a thermomechanically consistent stabilization for 3D problems”, Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 199, pp. 2050—
2058, 2010.

KOH, B., KIKUCHI, N. “New improved hourglass control for bilinear and
trilinear elements in anisotropic linear elasticity”, Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering, v. 65, pp. 1-46, 1987.

CAREY, G. “A mesh-refinement scheme for finite computations”, Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 7, pp. 93-105, 1976.

BABUSKA, I., CHANDRA, J., FLAHERTY, J. Accuracy Estimates and Adap-
tive Refinements in Finite Element Computations. STAM, 1983.

143



[42]

[46]

[47]

[50]

[51]

[52]

[53]

BABUSKA, 1., ZIENKIEVICZ, O., GAGO, J., et al. Accuracy Estimates and
Adaptive Refinements in Finite Element Computations. John Wiley &
Sons, 1986.

BABUSKA, I., GUI, W. “Basic Principles of Feedback and Adaptive Approa-
ches in the Finite Element Method”, Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering, v. 55, pp. 27-42, 1986.

CAREY, G. Computational Grids: Generation, Adaptation and Solution Stra-
tegies. Taylor & Francis, 1997.

BABUSKA, 1., RHEINBOLDT, W. “A posteriori error estimators for the Fi-
nite Element Method”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 12, pp. 1597-1615, 1978.

AISWORTH, M., ODEN, J. A Posterori Error Estimation in Finite Element
Analysis. Wiley Interscience, 2000.

ODEN, J., WU, W., AINSWORTH, M. “A posteriori error estimators for the
Navier-Stokes problem”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 111, pp. 185-202, 1994.

HIESTER, H., PIGGOT, M., ALLISON, P. “The impact of mesh adaptivity on
the gravity current front speed in a two-dimensional lock-excange”, Ocean
Modeling, v. 38, pp. 1-21, 2011.

O’CALLAGHAN, J., RICKARD, G., POPINET, S., et al. “The response of
buoyant plumes to transient discharges investigated using an adaptive
solver”, Journal of Geophysical Research, v. 115, pp. 1901-1917, 2010.

DONGARRA, J., FOSTER, 1., FOX, G., et al. Sourcebook of Parallel Compu-
ting. San Francisco, CA, USA, Morgan Kaufmann Publishers, 2003.

OPENMPI. “Message Passing Interface Forum”. outubro 2011. Disponivel em:

<www.mpi-forum.org>.

DEVLOO, P., BRAVO, C., FORTI, T., et al. “Inclusao de Elementos Des-
continuos no Ambiente PZ”. In: Proceedings of XXIV CILAMCE, Con-
gresso Ibero Latino Americano de Métodos Computacionais em Engenha-
ria, Ouro-Preto, MG, 2003.

KIRK, B. S., PETERSON, J. W., STOGNER, R. H., et al. “1ibMesh: A C++
Library for Parallel Adaptive Mesh Refinement/Coarsening Simulations”,

Engineering with Computers, v. 22, n. 3-4, pp. 237-254, 2006. http:
//dx.doi.org/10.1007/s00366-006-0049-3.

144



[56]

[57]

[58]

[59]

[62]

[63]

[64]

[66]

GRIEBEL, M., DORNSEIFER, T., NEUHOEFFER, T. Numerical Simulation
in Fluid Dynamics: A Practical Introduction. Philadelphia, PA, USA,
SIAM, 1997.

BONOMETTI, T., BALACHANDAR, S. “Slumping of non-Boussinesq density
currents of various initial fractional depths: A comparison between direct

numerical simulations and a recent shallow-water model”, Computer &
Fluids, v. 39, pp. 729-734, 2010.

SIMPSON, J. E. Gravity Currents in Environment and the Laboratory, v. II.
Cambridge University Press, 1997.

LESIEUR, M., METAIS, 0., COMTE, P. Large-Eddy Simulations of Turbu-
lence. New York, NY, USA, Cambridge University Press, 2005.

SANCHEZ, E. Tensores. Rio de Janeiro, RJ, Brasil, Interciéncia, 2007.

BURNETT, D. Finite Element Analysis: From Concepts to Applications.
Addison-Wesley Publishing Company, 1987.

ZIENKIEWICZ, O., MORGAN, K. Finite Elements € Approzimation. Mine-
ola, NY, USA, Dover Publicatios, 2006.

BABUSKA, I., ODEN, J. “The reliability of computer predictions: Can they
be trusted?” International Journal of Numerical Analysis and Modeling,
v. 1, pp. 1-18, 2005.

BABUSKA, 1., ODEN, J. “Verification and Validation in Computational En-
gineering and Science, Part 1, Basic Concepts”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 193, pp. 4047-4066, 2004.

HUGHES, T. The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic Finite
Element Analysis. Englewood Cliffs, NJ, USA, Prentice-Hall, 1987.

DOENA, J., HUERTA, A. Finite Element Methods for Flow Problems. West
Sussex, England, John Wiley & Sons Ltd., 1997.

JANSEN, K, E., COLLIS, S., WHITING, C., et al. “A better consistency
for low-order stabilized finite element methods”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 174, pp. 153-170, 1999.

CATABRIGA, L., DOUZA, D., COUTINHO, A., et al. “Three-dimensional
edge-based SUPG computation of inviscid compressible flows with Y73
shock-capturing”; Journal of Applied Mechanics, v. 76, pp. 183-204, 20009.

145



[68]

[69]

[73]

[77]

BAZILEVS, Y., CALO, V., TEZDUYAR, T., et al. “YZ{ Discontinuity Cap-
turing for Advection-Dominated Processes with Application to Arterial
Drug Delivery”, International Journal for Numerical Methods in Fluids,
v. 54, pp. 593-608, 2007.

JEFFREY, A., ZWILLINGER, D. Table of integrals, Series, and Products. Tth
ed. West Sussex, England, Academic Press, 2007.

ISERLES, A. A First Course in the Numerical Analysis of Differential Equa-
tions. 1st ed. West Sussex, England, Cambridge University Press, 1996.

KELLEY, C. [Iterative Methods for Linear and Nonlinear Equations. Phila-
delphia, PA, USA, STAM, 1995.

AGARWAL, R., MEEHAN, M., OREGAN, D. Fized Point Theory and Appli-
cations, v. I. Cambridge University Press, 2001.

BOCHEV, P., GUNZBURGER, M., SHADID, J. “Stability of SUPG finite
element method for transient advection-diffusion problems”, Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 193, pp. 2301-2323,
2004.

HARARI, I., HAUKE, G. “Semidiscrete formulations for transient transport at
small time steps”, International Journal for Numerical Methods in Fluids,
v. 54, pp. 731-743, 2007.

BOCHEV, P., GUNZBURGER, M., SHADID, J. “On inf-sup stabilized finite
element methods for transient problems”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, v. 193, pp. 147161489, 2004.

BURMAN, E. “Consistent SUPG-method for transient transport problems:
Stability and convergence”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 199, pp. 1114-1123, 2010.

HSU, M.-C., BASILEV, Y., CALO, V., et al. “Improving stability of stabilized
and multiscale formulations in flow simulations at small time steps”, Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 199, pp. 828-840,
2010.

LE BEAU, G., TEZDUYAR, T. “Finite element computation of compressible
flows with the SUPG formulation”, Advances in Finite Element Analysis
in Fluid Dynamics, v. 123, pp. 21-27, 1991.

146



[79]

[30]

[81]

[84]

[85]

[30]

[87]

3]

TEZDUYAR, T., SENGA, M. “Stabilization and shock-capturing parameters in
SUPG formulation of compressible flows”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, v. 195, pp. 1621-1632, 2006.

HUGHES, T., SCOVAZZI, G., TEZDUYAR, T. “Stabilized Methods for Com-
pressible Flows”, Journal os Scientific Computing, v. 43, pp. 343-268,
2010.

KIRK, B. S. “Adiabatic shock capturing in perfect gas hypersonic flows”, Inter-
national Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 64, pp. 1041-1062,
2010.

VOLKER, J., NOVO, J. “Error analysis of the SUPG finite element discretiza-
tion of evolutionary convection-diffusion-reaction equations”, Journal on
Numerical Analysis, v. 49, pp. 11491176, 2011.

HUGHES, T. “Generalization of selective integration procedures to anisotro-
pic and nonlinear media”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 15, pp. 1413-1418, 1980.

BELYTSCHKO, T., LIU, W., MORAN, B. Nonlinear Finite Element for Con-
tinua and Structures. John Wiley & Sons, 2000.

ARNOLD, D., BREZZI, F. “Locking-free finite element methods for shells”,
Mathematics of Computation, v. 166, pp. 1-14, 1997.

LAMICHHANE, B. “From the Hu-Washizu formulation to the average nodal
strain formulation Problems”, Computer Methods in Applied Mechanics

and Engineering, v. 168, pp. 3957-3961, 2009.

DIAS, C., COUTINHO, A. “Integracao reduzida para problemas advectivos-
difusivos escalares discretizados pela formulacado SUPG com operador
de captura de descontinuidades”, Revista Internacional de Métodos

Numéricos para cdlculo y Diserio en Ingenieria, v. 14, pp. 145-166, 1998.

DIAS, C., COUTINHO, A. “Stabilized finite element methods with reduced
integration techniques for miscible displacements in porous media”, Inter-
national Journal for Numerical Methods in Engineering, v. 59, pp. 475—
492, 2004.

GRESHO, P., CHAN, S., LEE, R., et al. “A modified finite element method
for solving the time-dependent, incompressible Navier-Stokes equations,
Part 1: Theory”, International Journal for Numerical Methods in Fluids,
v. 4, pp. 557-598, 1984.

147



[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[96]

RAO, S. Applied Numerical Methods for Engineerings and Scientists. New
Jersey, USA, Prentice Hall, 2002.

SAAD, Y. Ilterative Methods for Sparse Linear Systems. 2nd ed. Philadelphia,
PA, USA, SIAM, 2003.

FREUND, R., GOLUB, G., NACHTIGAL, N. “Iterative solution of linear
systems”, Acta Numerica, v. 1, pp. 57-100, 1992.

HESTENES, M., STIEFEL, E. “Methods of Conjugate Gradients for Solving
Linear Systems”, Journal of Research of the National Bureau of Standards,
v. 46, n. 6, pp. 409-436, 1952.

VAN DER VORST, H. “A fast and smoothly converging variant of Bi-CG for
the solution of nonsymmetric linear systems”, STAM Journal on Scientific
and Statistical Computing, v. 13, pp. 631-644, 1992.

SAAD, Y., SCHULTZ, M. H. “GMRES: A Generalized Minimal Residual Al-
gorithm for Solving Nonsymmetric Linear Systems”, SIAM Journal on
Scientific and Statistical Computing, v. 7, n. 3, pp. 85617869, 1986.

BOLDRINI, J., COSTA, S., FIGUEIREDO, V., et al. Finite Element Analy-
sis: From Concepts to Applications. 3 ed. Sao Paulo, SP, Brasil, Editora
Harper & Row do Brasil, 1980.

COSMOS,; S. “Physical and Virtual Memory. Part 1. IRIX Device Integration”.
outubro 2011. Disponivel em: <http://www.damtp.cam.ac.uk/cosmos/
private/documentation/library/SGI_bookshelves/SGI_Developer/
books/DevDriver_PG/sgi_html/chO1.html>.

OPENMP. “The OpenMP API Specification for Parallel Programming”. outu-
bro 2011. Disponivel em: <http://openmp.org/wp/>.

CAMATA, J. Estratégias computacionais de alto desempenho aplicadas ao
M¢étodo dos Elementos Finitos. Tese de Doutorado, Programa de En-
genharia Civil, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 2011.

MPICH2. “MPICH2". outubro 2011. Disponivel em: <http://www.mcs.anl.
gov/research/projects/mpich2/>.

[100] MVAPICH. “MVAPICH: MPT over InfiniBand, 10GigE/iWARP and RoCE”".

outubro 2011. Disponivel em: <http://mvapich.cse.ohio-state.
edu/>.

148



[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

107]

[108]

[109]

[110]

[111]

RABENSEIFNER, R., HAGER, G., JOST, G. “Hybrid MPI/OpenMP Paral-
lel Programming on Clusters of Multi-Core SMP Node”. In: Proceedings
of 17th Euromicro International Caonference on Parallel, Distributed and
Network-based Processing, pp. 427-436, Weimar, february 2009.

RAEDER, M., D.,; G., RIBEIRO, N., et al. “A Hybrid Parallel Version of
ICTM for Cluster of NUMA Machines”. In: Proceedings IADIS Interna-
tional Conference Applied Computing, pp. 1-8, Rio de Janiero, Brazil,

november 2011.

SAEED, 1., CAREY, G. “Performance analysis of dynamic load balancing
algorithms with variable number of processors”, Journal of Parallel and
Distributed Computing, v. 65, pp. 934-948, 2005.

DINIZ, P., PLIMPTON, S., HENDRICKSON, B., et al. “Parallel algorithms
for dynamically partitioning unstructured grids”. In: Proceedings of the
7th SIAM Conference on Parallel Processing for Scientific Computation,
pp. 615-620, Philadelphia, PA, USA, 1995. STAM.

METIS. “METIS - Serial Graph Partitioning and Fill-reducing Matrix Or-
dering”. outubro 2011. Disponivel em: <http://glaros.dtc.umn.edu/

gkhome/metis/metis/overview>.

PARMETIS. “ParMETIS - Parallel Graph Partitioning and Fill-reducing Ma-
trix Ordering”. outubro 2011. Disponivel em: <http://http://glaros.

dtc.umn.edu/gkhome/metis/parmetis/overview>.

KALRO, V., TEZDUYAR, T. “Parallel Iterative Computational Methods
For 3D Finite Element Flow Simulations” In: Proceedings of Computer

Assisted Mechanics and Engineering, 1997.

CAMATA, J., ROSSA, A., VALLI, A., et al. “Reordering and incomplete
preconditioning in serial and parallel adaptive mesh refinement and co-
arsening flow solutions”, International Journal for Numerical Methods in

Fluids, 2011. doi: 10.1002/fld.2614.

GROPP, W., KAUSHIK, D., KEYES, D. “High-perfomance parallel implicit
CFD?”, Parallel Computing, v. 27, pp. 337-362, 2001.

BENZI, M. “Preconditioning Techniques for Large Linear Systems: A Survey”,
Journal of Computational Physics, v. 182, pp. 418477, 2002.

NOVOTNY, A., FANCELLO, E. “Um refinamento h, p e hp adaptativo

na andlise de flexdo de placas semi-espessas”, Revista Internacional de

149



[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

Métodos Numéricos para cdlculo y Diseno en Ingenieria, v. 14, pp. 2848,
1998.

GAGO, J., KELLY, D., ZIENKIEWICZ, O. “A Posteriori Error Analysis
and Adaptive Process in the Finite Element Method. Part II: Adaptive
Mesh Refinement”, International Journal for Numerical Methods in En-
gineering, v. 19, pp. 1621-1656, 1983.

MALISKA, C. Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional.
2 ed. Rio de Janeiro, RJ, LTC, 2004.

DEVLOO, P., ODEN, J., STROUBOULIS, T. “Implementation of an adaptive
refinement technique for the SUPG algorithm”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 61, pp. 339-358, 1987.

CHELLAMUTHU, K., IDA, N. “‘A posteriori’ error indicator and error es-
timators for adaptive mesh refinament”, The International Journal for
Computational and Mathematics in Eletrical and Eletronical Engineering,
v. 14, pp. 139-156, 1995.

DEITEL, H., DEITEL, P. C++: como programar. 3 ed. Porto Alegre, RS,
Bookman, 2001.

STROUSTRUP, B. A Linguagem de Programagio C++. 3 ed. Porto Alegre,
RS, Bookman, 2000.

BANGERTH, W. “Using modern features of C++ for adaptive finite element
methods: dimension-independent programming in deal.Il”. In: Procee-
dings of the 24th national conference, pp. 157-172, Lausanne, Switzerland,
2000.

BARTON, J., NACKMAN, L. Scientific and engineering C++: an introduc-
tion with advanced techniques and examples. Addison-Wesley, 1994.

JOSUTTIS, N. The C++ Standard Library: A Tutorial and Reference. 2 ed.
Rio de Janeiro, RJ, Addison-Wesley, 1999.

SKALICKY, T. LASPack Reference Manual. Dresden University of Techno-
logy, 1996.

BALAY, S., BROWN, J., BUSCHELMAN, K., et al. “PETSc Web page”.
2011. http://www.mcs.anl.gov/petsc.

150



[123]

[124]

[125]

[126]

[127)

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

MEYERS, R., TAUTGES, T., TUCHINSKY, P. “The hex-tet hex-dominant
meshing algorithm as implemented in CUBIT”. In: Proceedings of the 7th
International Meshing Roundtable, pp. 151-158, 1998.

SI, H. GTetGen: A quality tetrahedral mesh generator and three-dimensional
Delaunay triangulator. Berlin, Weierstrass Institute for Applied Analysis
and Stochastics, 2005.

TORQUE. “TORQUE Admin Manual”. novembro 2011. Disponivel em:

<http://www.clusterresources.com/torquedocs/index.shtml>.

DEVLOO, P. “A three-dimensional adaptive finite element strategy”, Com-
puter € Structures, v. 38, pp. 121-130, 1991.

KELLY, D., GAGO, J., ZIENKIEWICZ, O., et al. “A posteriori error analy-
sis and adaptive processes in the finite element method: Part I - Error
analysis”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
v. 19, pp. 1593-1619, 1983.

KIM, J., MOIN, P. “Application of a Fractional-Step Method to Incompres-
sible Navier-Stokes Equatios”, Journal of Computational Physics, v. 59,
pp. 308-323, 1985.

FOSTER7 C., WALL, W., RAMM, E. “Stabilized finite element formulation
for incompressible flow on distorted meshes”, International Journal for
Numerical Methods in Fluids, v. 60, pp. 1103-1126, 2008.

ECA, L., HOEKSTRA, M. “Evaluation of numerical error estimation based on
grid refinement studies with the method of the manufactured solutions”,
Computer & Fluids, v. 38, pp. 1580-1591, 2009.

DAVIS, G. D. “Natural Convection of air in a square cavity: A bench mark nu-

merical solution”, International Journal for Numerical Methods in Fluids,

v. 3, pp. 249-264, 1983.

MAYNE, D., USMANI, A., CRAPPER, M. “h-adaptive finite element solution
of high Rayleigh number thermally driven cavity problem”, International
Journal of Numerical Methods for Heat and Fluid Flow, v. 10, pp. 598—
615, 2000.

KNOLL, D., KEYES, D. “Jacobian-free Newton-Krylov methods: a survey of
approaches and applications”, Journal of Computational Physics, v. 193,

pp. 357-397, 2004.

151



[134]

[135]

[136]

[137]

138

[139]

[140]

[141]

142]

[143]

[144]

145

LIU, W., SHERMAN, A. “Comparative Analysis of the Cuthill-McKee and
the Reverse Cuthill-McKee Ordering Algorithms for Sparse Matrices”,
Journal on Numerical Analysis, v. 13, pp. 198-213, 1976.

FOX, R., MCDONALD, A. Introdu¢ao a Mecanica dos Fluidos. V ed. Rio de
Janeiro, RJ, LTC, 1998.

CHOI, H., CHOI, H., YOO, J, Y. “A fractional four-step finite element for-
mulation of the unsteady incompressible Navier-Stokes equations using
SUPG and linear equal-order element methods”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 143, pp. 333348, 1997.

BARANYI, L., LEWIS, R. “Comparison of a grid-based CFD method and
vortex dynamics predictions of low Reynolds number cylinder flows”, The
Aeronautical Journal, pp. 63-71, 2006.

O’NEIL, P. Advanced Engineering Mathematics. 3rd ed. Melmont, CA, USA,
Wadsworth, 1991.

NORBERG, C. “Fluctuating lift on a circular cylinder: review and new mea-

surements”, Journal of Fluids and Structures, v. 17, pp. 57-96, 2003.

ALLEN, J. Principles of Physical Sedimentology, v. 1. George Allen and Unwin
Ltd., 1985.

CANTERO, M., CANTELLI, A., PIRMEZ, C., et al. “Emplacement of mas-
sive turbidites linked to extinction of turbulence in turbidity currents”,

Nature Geoscience, v. DOI:10.1038/NGEO1320, pp. 1-4, 2011.

MEIBURG, E., KNELLER, B. “Turbidity Currents and Their Deposits”. In:
Proceedings of Annual Review of Fluid Mechanics, pp. 135-156, 2010.

HARTEL, C., MEIBURG, E., NECKER, F. “Analysis and direct numerical
simulation of the flow at a gravity-current head. Part 1. Flow topology and
front speed for slip and no-slip boundaries”; Journal of Fluid Mechanics,
v. 418, pp. 189-212, 2000.

NECKER, F., HARTEL, C., KLEISER, L., et al. “High Resolution simu-
lations of particle-driven gravity currents”, International Jounal of Mul-
tiphase Flow, v. 28, pp. 279-300, 2002.

CANTERO, M., BALACHANDAR, S., GARCIA, M., et al. “Direct Numeri-
cal Simulations of Planar and Cylindrical Density Currents”, Journal of
Applied Mechanics, v. 73, pp. 923-930, 2006.

152



[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

ELIAS, R., PARAIZO, P., COUTINHO, A. “Stabilized edge-based finite ele-
ment computation of gravity currents in lock-exchange configurations”,
International Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 57, pp. 1137—
1152, 2008.

UNGARISH, M. “A shallow-water model for high-Reynolds-number gravity
currents for a wide range of density differences and fractional depths”,

Journal of Fluid Mechanics, v. 579, pp. 373-382, 2007.

POPINET, S. “A tree-based adaptive solver for the incompressible Euler
equations in complex geometries”, Journal of Computational Physics,
v. 190(2), pp. 572-600, 2003.

CANTERO, M., LEE, J., BALANCHANDAR, S., et al. “On the front velocity
of gravity currents”, Journal of Fluid Mechanics, v. 586, pp. 1-39, 2007.

SHIN, J., DANZIEL, S., LINDEN, P. “Gravity currents produced by lock-
exchange”, Journal of Fluid Mechanics, v. 521, pp. 1-34, 2004.

HUGHES, T., FEIJ()O, G., MAZZEI L., et al. “The variational multiscale
method - a paradigm for computational mechanics”, Computer Methods

in Applied Mechanics and Engineering, v. 166, pp. 3—24, 1998.

AKKERMAN, I., BAZILEVS, Y., CALO, V., et al. “The role of continuity
in residual-based variational multiscale modeling of turbulence”, Compu-
tational Mechanics, v. 41, n. 3, pp. 371-378, 2008.

LINS, E., ELIAS, R., GUERRA, G., et al. “Edge-based finite element imple-
mentation of the residual-based variational multiscale method”, Interna-
tional Journal for Numerical Methods in Fluids, v. 61, pp. 1-22, 2009.

NASR-AZADANI, M., HALL, B., MEIBURG, E. “Polydisperse turbidity cur-
rents propagating over complex topography: Comparison of experimental
and depth-resolved simulation results”, Computational Mechanics, 2011.
doi: 10.1016/j.cageo.2011.08.030.

FRAIGNEAU, Y., GUERMOND, J., QUARTAPELLE, L. “Approximation
of variable density incompressible flows by means of finite elements and
finite volumes”, Communications in Numerical Methods in Engineering,
v. 17, pp. 893-902, 2001.

ALIABADI, S., ABATAN, A., JOHNSON, A., et al. “Stabilized finite element
formulation of buoyancy driven incompressible flows”, Communications in
Numerical Methods in Engineering, v. 18, pp. 315-324, 2002.

153



[157] SCHILLINGER, D., DUSTER, A., RANK, E. “The hp-d adaptive Finite
Cell Method for geometrically nonlinear problems of solid mechanics”,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 2011. doi:
10.1002/nme.3289.

154



Apéndice A

Forma Geral das Equacoes de

Navier-Stokes

Para apresentar a forma mais geral das ENS sera utilizada a notacao indicial de Eins-
tein para representacao das equagoes de conservacao de quantidade de movimento.
Levando-se em conta que a direcao do escoamento ¢é representada pelo indice 7, o

sistema de equagoes (2.2) pode ser rescrito de forma compacta da seguinte forma

an 8uj OO'Z'J' _

O tensor de tensoes viscosas (2.5) escrito em notagao indicial fica

0ij = —Ddij + Tyj (A.2)

e o tensor de tensoes desviadores torna-se

8ui an

Em (A.2), §;; é o delta de Kroenecker. Substituindo-se (A.3) em (A.2) e logo
apdés em (A.1), e levando em conta um fluido Newtoniano (e viscosidade dindmica

constante), chega-se a:

Ou, Ou, 0 (Ou; Ouy o _ .

Aplicando-se o operador divergente sobre as taxas de deformacao e levando-se em
conta a definicao da viscosidade cinemaética, a equagao de conservacao da quantidade

de movimento em cada direcao j torna-se:

D du ( *u, N 82u]~> dp (A5)

—— tu— -V = gj-
ot "o, ow.0x;  0x2 ) " oz, ¥
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Expandido-se (A.5) para as 3 diregdes coordenadas (i,j = 1,2,3), chega-se as
expressoes geral das equacoes das EDP’s que governam a conservagao de quanti-

dade de movimento escritas em sua forma nao-conservativa segundo uma descri¢ao

Fuleriana.

T g bt gl -y (250 T T Ty D)
+§£ g1,

B g v g - (o + TR g R )

0

+8;11:)2 92,

T g gt Gy (D Dy Ty T o)
+0853 =03

(A.6)

Com exce¢ao dos problemas de correntes gravitacionais, todos os demais exem-

plos de aplicacao utilizam a forma apresentada nesse apéndice para a solucao das
ENS.
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Apéndice B

Forma Geral da Matriz de

Elemento para as ENS

Na segao 3.3, foi apresentado o espago de fungoes de interpolagdo e de peso (3.11)
formado por funcoes definidas no dominio do elemento finitos utilizadas para inter-
polar e ponderar os graus de liberdade vetoriais e escalares. A matriz de fungoes de

interpolagao do vetor velocidade u pode ser arranjada da seguinte forma:

¢, O, 05, O, 05, Dy D DT,
(@], = | & @iy <I>;°1y @iy @f’w (ID?W (IDZW (IDiy (B.1)
©,. @ 0. D, O DL Dl DY
De forma equivalente, a matriz de fungoes de peso que irao multiplicar o sistema

de equagoes de conservacao da quantidade de movimento pode ser expressa como

oL @2 P dr PS5 PSS DT P
(@], = | ®! CIDny CI)f’Uy <I>fuy (I)fLy (I)fuy (I)Z}y <I>§Uy (B.2)
oL d2 P pr P> PS  PT P
Ja a incognita pressao ¢ interpolada e ponderada pela mesma funcao, e pode ser
representada pelo seguinte vetor
@], =] @} @2 @ @ @F of o] @ | (B.3)

q

No presente trabalho, adota-se as mesmas fungoes para interpolar cada graus de

liberdade assim como a mesma para ponderar cada equacgao governante. Portanto,

@], =[9], =[P, =[P, i=uz1y,z (B.4)

ut w1

As fungoes de interpolagao das incognitas do elemento sdo convenientemente ar-

ranjadas em um vetor com 32 elementos apresentado de forma compacta da seguinte
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maneira:

T
[y = | [, [B],, [®],. (@], ] (B.5)
Os vetores com as incognitas nodais de cada elemento sao definidos da seguinte
forma:
T
u, = [ LT Vi V3 R Ve Vi VR VKA Vi } , (B.6)

uy:[u wroud our ou) udow u]T, (B.7)

T

u, = [ LTS Vo VA Vsl VS V3 VLA T } ; (B.8)
[ 2 3 4 5 .6 .7 8]

p=[p P P P 0 P P (B.9)

Isolando-se os valores nodais da incégnitas de (3.12), a matriz de cada elemento

e possui dimensao 32 x 32 e é representada de forma geral:

K, K, K, X,

K| S (€ K, K, 510
Ky, K, (K, (K,
K, K, [K,, K,

Cada submatriz de [K]° possui dimensdo 8 x 8. O vetor de forcas é arranjado
de forma equivalente aos de incognitas nodais (B.5). O sistema matricial resultante

pode ser escrito de forma geral como:

K (Kl (Kl (K, ][] [,
K, (K, (K, [, || )| _ ] ], B
Kl (Kl (K K, || 0] | ] 1,
K, (K, (K, K, ||| [

Apoés a linearizagao dos termos advectivos, adi¢ao da estabilizacao LSIC, distreti-
zagao temporal e aplicacao do esquema de primeira ordem de Euler, cada submatriz

de (B.11) é definida pelas seguintes expressoes:

M +M,

K], A7 + N (u) + N, (u) + K, + Ly (B.12)
K], =K., + Lo, (B.13)
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[K]up =G, + Grp

[K]Uu - Kya: + L@ya:

M + M,

K], = ———— + N(u) + N; (u) + K, + Lgy,

VU At

[K]vw = Kyz + L@yz

[K]vp - Gy + GT?J

[K]wu - KZI + LHZI

[K]wv = sz + L@zy

M + M,

v T A

K], =G+ G,

M,
M
[K]pv = GZ + Agty + ny (LI)

M.,
=Gl + =% L N, (u)

K] Af

p

K], = G

geral das equagoes de Navier-Stokes, apresentada no Anexo A.
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(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

Os termos difusivos cruzados K;;, i # j, s6 existem quando considera-se a forma

As matrizes M, M, e Mg;, © = z,y, 2 correspondem as matrizes de massa de
Galerkin e das estabilizagoes SUPG e PSPG, respectivamente. As matrizes N (u),

N, (u) e Ng, (u) representam as matrizes convectivas linearizadas' de Galerkin,

1O vetor de velocidade que aparece dentro do parénteses é caculado em cada ponto de integracao
conforme demostrado na secdo 3.7



SUPG e PSPG. As matrizes G;, i = x,y, z (e sua transposta), G,;, i = z,y, z e Gg¢
sao as matrizes gradiente de Galerkin, SUPG e PSPG.

Os subvetores de forcas sao expressos como segue:

M+ M,

fl,=h,+1L +1.+ Tug (B.28)
M+ M,

fl,=h, +1,+1,+ TuZ (B.29)
M+ M,

], =h, +1 1.+ Ztug (B.30)

ngug + Mg u’ + Mgzug
[£], =1 + Ayt Y (B.31)

Os vetores h; e 1;, © = x, y, 2z representam as condigoes de contorno de Neumann

e as forcas de corpo originados da formulacao de Galerkin. Os vetores 1,;, 1 =z, v, z,
e l¢ correspondem as forcas de corpo SUPG e PSPG. Os demais termos representam
os vetores resultantes do produto das matrizes de massa pelos vetores nodais com

as componentes da velocidade no tempo anterior.
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