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André Luis Rossa

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

SIMULAÇÃO PARALELA E ADAPTATIVA DE ESCOAMENTOS
INCOMPRESSÍVEIS DE FLUIDOS VISCOSOS PELO MÉTODO

ESTABILIZADO DOS ELEMENTOS FINITOS

André Luis Rossa

Março/2012

Orientador: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Programa: Engenharia Civil

A formulação estabilizada SUPG/PSPG do MEF é aplicada para a simulação
de escoamentos incompresśıveis de fluidos viscosos e o transporte advectivo-difusivo
de um escalar. A aproximação de Boussinesq é utilizada para acoplar as equações
de conservação de quantidade de movimento e de transporte através das forças de
volume devidas à ação da gravidade. A estabilização LSIC é empregada para lidar
com escoamentos de elevado número de Reynolds. Para evitar oscilações na solução
de transporte, adiciona-se o termo de captura de descontinuidades Y Zβ.

É verificada a precisão e o desempenho computacional da integração Gaussiana
completa e reduzida para o elemento hexaédrico isoparamétrico trilinear através
de uma série de exemplos de aplicação. Adiciona-se uma estabilização aos termos
advectivos e viscosos/difusivos para o controle dos modos espúrios de hourglass.

O código computacional foi implementado em C++ utilizando-se como base a
biblioteca libMesh que fornece suporte para o refinamento adaptativo de malha e
computação paralela. Adotam-se estimadores de erro a posteriori baseados no salto
do fluxo das variáveis primárias entre elementos adjacentes.

A simulação numérica de correntes gravitacionais é realizada e atenção especial
é dada a problemas de lock-exchange planos. O refinamento h é adotado para a
captura da interface entre os dois fluidos e melhorar a representação das vagas de
Kelvin-Helmholtz.

Resultados mostram que a taxa de convergência dos elementos é consistente.
Simulações adaptativas confirmam o potencial de redução do tamanho de malha e a
capacidade de captura das menores escalas da solução assim como o desenvolvimento
da interface entre os fluidos.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

PARALLEL ADAPTIVE SIMULATION OF INCOMPRESSIBLE VISCOUS
FLOWS USING STABILIZED FINITE ELEMENTS

André Luis Rossa

March/2012

Advisor: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Department: Civil Engineering

The stabilized SUPG/PSPG Finite Element formulation is applied for the sim-
ulation of incompressible viscous fluid flows and advective-diffusive transport of a
scalar. The Boussinesq approximation is used for coupling the momentum and
transport equations by the effect of buoyancy forces associated with gravity. The
LSIC stabilization is employed in order to handle large Reynolds numbers. To avoid
oscillation in the transport solution, the discontinuity capturing term Y Zβ is added
to the stabilized formulation.

Accuracy and assessment and a computational performance comparison between
full Gaussian and reduced integrations for the isoparametric 8-node hexahedron
element is presented for several representative problems. A h-stabilization for both
advective and viscous/diffusive terms is used to control the spurious hourglass modes
introduced by under integrating the element.

The implementation has been performed using the libMesh Finite Element
Method library written in C++ which provides support for adaptive mesh refine-
ment and coarsening and parallel computations. A posteriori error estimators are
employed based on the unknowns flux jump calculated at element interfaces.

The numerical simulation of three-dimensional gravity currents is performed and
special attention is given to the planar lock-exchange problem. The h-refinement is
adopted to capture the interface between two fluids and improving the resolution of
the Kelvin-Helmholtz billows.

Results show that the convergence rate of the reduced integrated element is
consistent with that obtained by the full integrated element. Adaptive simulations
confirm the mesh size reduction potential and the ability to capture the solution
lower scales as well the development of the interface between the fluids.
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6.31 Domínio discretizado e configuração inicial do problema de lock-
exchange: (a) Vista em perspectivado domínio plano e (b) Detalhe
da malha refinada no centro. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.32 Posição em relação à configuração inicial das frentes de avanço no
topo e base do canal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

6.33 Integração completa: O número de Froude em relação à distância
normalizada para as malhas fixa e adaptativa: (a) Frente superior e
(b) Frente inferior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

6.34 Integração reduzida: O número de Froude em relação à distância
normalizada para as malhas fixa e adaptativa: (a) Frente superior e
(b) Frente inferior. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

6.35 Malhas adaptativas e a distribuição do campo de temperatura para
o elemento com integração completa: (a) Malha adaptativa e (b)
Distribuição de temperatura em t = 12.5. (c) Malha adaptativa e (d)
Distribuição de temperatura em t = 25.0. . . . . . . . . . . . . . . . . 125

6.36 Malhas adaptativas e a distribuição do campo de temperatura para
o elemento com integração reduzida: (a) Malha adaptativa e (b) Dis-
tribuição de temperatura em t = 12.5. (c) Malha adaptativa e (d)
Distribuição de temperatura em t = 25.0. . . . . . . . . . . . . . . . . 126

6.37 Domínio computacional do problema de corrente gravitacional tridi-
mensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.38 Domínio tridimensional discretizado: (a) Vista em perspectiva da
malha e (b) Detalhe do refinamento com 3 níveis junto à interface. . . 128

6.39 Condição inicial na interface dos fluidos para induzir o padrão tridi-
mensional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.40 Comparação qualitativa da isosuperfície de massa específica ρ = 0.5
nos instantes de tempo 0, 5, 10, 15 e 20: (a) Presente trabalho e (b)
CANTERO et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6.41 Posição da frente de avanço em função do tempo. . . . . . . . . . . . 131

xiii



6.42 Região do domínio preenchida por ρ ≥ 0.5 nos instantes de tempo 5,
10, 15 e 20: (a) Integração completa e (b) Integração reduzida. . . . . 132

6.43 Comparação da posição da frente de avanço em função do tempo
obtida pelos dois elementos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

6.44 Evolução da malha adaptativa para o elemento com integração com-
pleta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.45 Evolução da malha adaptativa para o elemento com integração reduzida.135

xiv



Lista de Tabelas

4.1 Estabilizações de hourglass. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.1 Avaliação das combinações dos parâmetros adimensionais da estabi-
lização hourglass. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.2 Erros da velocidade, pressão e total para a malha irregular com 56
divisões. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.3 Erros da velocidade, pressão e total para a malha regular. . . . . . . . 89
6.4 Erros da velocidade, pressão e total para a malha distorcida. . . . . . 90
6.5 Taxas de convergência. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6.6 Tempo de execução em segundos para montagem e solução dos siste-

mas lineares com o elemento de integração plena. . . . . . . . . . . . 94
6.7 Tempo de execução em segundos para montagem e solução dos siste-

mas lineares com o elemento de integração reduzida. . . . . . . . . . . 95
6.8 Resumo das iterações lineares e não-lineares para a integração completa. 96
6.9 Resumo das iterações lineares e não-lineares para a integração reduzida. 96
6.10 Tempo de execução em segundos para solução adaptativa do problema

de Rayleigh-Bénard. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
6.11 Resumo das iterações lineares e não-lineares para solução adaptativa

do problema de Rayleigh-Bénard. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
6.12 Desempenho geral do elemento com integração completa. . . . . . . . 109
6.13 Desempenho geral do elemento com integração reduzida. . . . . . . . 110
6.14 Tempo para montagem e solução dos sistemas lineares para integração

completa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
6.15 Tempo para montagem e solução dos sistemas lineares para integração

reduzida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

xv



Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Dinâmica dos Fluidos Computacional

A solução numérica de problemas de escoamento através da Dinâmica dos Flui-
dos Computacional (DFC)1 ganhou corpo no ińıcio dos anos 60 devido ao impulso
tecnológico proporcionado, principalmente, pela indústria aeroespacial e militar. A
DFC tornou-se uma alternativa à análise experimental convencional em laboratórios
que permite poupar custos, tempo e obter resultados confiáveis, predizendo poten-
ciais problemas de projeto e reduzindo a quantidade de ensaios experimentais a um
mı́nimo indispensável.

Atualmente, a simulação numérica de problemas de escoamentos e transferência
de calor tornou-se rotina no trabalho de engenheiros e pesquisadores das mais diver-
sas áreas do conhecimento. A evolução dos algoritmos numéricos juntamente com o
avanço da arquitetura dos computadores foram fundamentais para a popularização
da DFC através de códigos de uso comercial e/ou acadêmico.

A partir da hipótese da continuidade (mecânica do contínuo), a solução de es-
coamentos pela DFC consiste em resolver numericamente um conjunto de equações
diferenciais parciais (EDP) através da discretização do domínio espacial e temporal.
Várias técnicas de discretização do domı́nio espacial e resolução das equações gover-
nantes surgiram devido ao crescimento exponencial do uso da DFC. Entre as mais
difundidas estão o Método das Diferenças Finitas (MDF), o Método dos Volumes
Finitos (MVF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF).

De forma geral, as três técnicas resultam da aplicação do Método dos Resíduos
Ponderados (MRP), que é a técnica mais geral de métodos baseados na Teoria da
Aproximação, cujo objetivo é minimizar o erro resultante da substituição da solução
exata por uma aproximada2.

1A DFC representa uma área das técnicas de simulação chamada mecânica computacional.
2Na seção 3.1 serão apresentados alguns detalhes sobre o MRP e os aspectos básicos da Teoria

da Aproximação.
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O MEF tem sua origem na década de 50 e era aplicado na solução de problemas
de elasticidade na área estrutural. O método adquiriu maior expressão na simulação
de escoamentos de fluidos no final dos anos 60. Ao contrário do MDF e do MVF,
desde o prinćıpio, o MEF teve como vantagem o uso de malhas não-estruturadas, o
que permite a solução de problemas com geometrias complexas. Uma caracteŕıstica
interessante do MEF é a facilidade para a aplicação de condições de contorno com-
plexas como as de Neumann, por exemplo.

O MEF, assim como os outros métodos de discretização de equações diferenciais
parciais, tem a capacidade de recorrer à adaptação de malha, baseando-se em esti-
madores e indicadores de da solução aproximada das variáveis ou de seus gradientes
nas interfaces entre os elementos. A adaptação pode ocorrer através do refinamento
ou desrefinamento da malha, da movimentação da mesma, pelo incremento da ordem
das funções de interpolação ou pela combinação destes.

Segundo REDDY [1], o MEF baseia-se na forma variacional equivalente das
equações diferenciais. O domı́nio, que pode ser geometricamente complexo, é di-
vidido em subdomı́nios de geometria simples, chamados de elementos finitos. A
solução é aproximada por uma combinação linear de funções interpoladoras cons-
titúıdas de polinômios algébricos de fácil derivação e integração e que interpolam as
variáveis básicas do problema dentro de cada elemento.

A solução de problemas da DFC tradicionalmente leva em conta as características
físicas do fluido e a natureza de seu escoamento. Os fluidos e escoamentos são
convenientemente divididos em diversos tópicos de acordo com suas propriedades. A
abordagem utilizada para a solução numérica do problema da Mecânica dos Fluidos
será consequência da classificação resultante.

Fluidos Newtonianos são caracterizados pela suposição de que o tensor de ten-
sões desviadoras é uma função linear isotrópica das componentes do gradiente de
velocidade [2]. Fluidos que não obedecem à relação linear tensão-taxa de deformação
(gradiente de velocidade) são ditos não-Newtonianos.

Os escoamentos de fluidos são tradicionalmente classificados em compressíveis
e incompressíveis3. A primeira classe compreende os fluxos em que a massa espe-
cífica do fluido varia no tempo e espaço. Normalmente, esse tipo de escoamento
ocorre na presença de valores mais elevados do número de Mach (M). A segunda
classe considera que a massa específica permanece constante (ou sua variação é as-
sumida desprezível) e compreende o conjunto mais importante de escoamentos, pois
está presente na maioria dos produtos manufaturados e nas situações do cotidiano:
aerodinâmica de automóveis, escoamento em torno de edificações, propagação de
inundações, correntes sanguíneas, entre diversos outros.

3Outra classificação tradicional de escoamentos leva em conta a seu movimento definindo-os
como laminares ou turbulentos.
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Os escoamentos (compressíveis e incompressíveis) de fluidos viscosos são descritos
pelas equações de Navier-Stokes. Quando assume-se que sua viscosidade é nula, o
fluido é dito invíscido e seu escoamento é governado pelas equações de Euler. O que
diferencia a solução de escoamentos incompressíveis dos compressíveis é o fato de
que a pressão não é obtida através de uma equação de estado [3].

1.2 Simulação Computacional de Escoamentos
Incompressíveis via o MEF

Na simulação numérica de escoamentos incompressíveis através do MEF, o acopla-
mento entre a velocidade e a pressão impõe restrições ao espaço das funções de
aproximação [4]. Existem três alternativas clássicas para contornar essa dificuldade:
o enfoque misto, função de penalidade e pseudo-compressibilidade.

O enfoque misto, em que utilizam-se as variáveis primitivas de velocidade e pres-
são como incógnitas, resulta, após a discretização da formulação, num sistema algé-
brico com uma submatrix nula na diagonal4. Para que esse sistema tenha solução
válida, utilizam-se funções de interpolação de ordem diferente para a aproximação
da pressão e da velocidade [5]. Essas funções precisam satisfazer a condição de com-
patibilidade, conhecida como a condição de Ladyzenskaya-Babuska-Brezzi (LBB)
[6].

Essa abordagem pode ser obtida diretamente da aplicação do MEF nas equações
de resíduos ponderados. FRANCA e FREY [7] propõem um método baseado na for-
mulação de velocidade-pressão para resolver escoamentos incompressíveis. BEHR
et al. [8] formulam em termos da velocidade, pressão e do tensor de tensões as
equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressíveis adotando várias com-
binações de funções interpoladoras. Em AWRUCH e PETRY [9] encontra-se uma
análise sobre a utilização de funções de ordens diferentes para o acoplamento pressão-
velocidade. Mais detalhes sobre o enfoque misto podem ser obtidos em [10–12].

Embora a formulação mista seja capaz de contornar a condição LBB, o uso de
elementos que obedecem a essas restrições pode aumentar o número de graus de
liberdade tornando a solução do sistema linear mais cara. Além disso, nos proble-
mas com malhas adaptativas, o refinamento e desrefinamento pode se tornar mais
complicado, especialmente quando elementos de ordem superior são utilizados.

A abordagem com função de penalidade considera a equação de conservação de
massa como uma restrição de incompressibilidade que é satisfeita de forma aproxi-
mada através de um termo de penalização. O resultado é um sistema de equações

4A presença de uma submatriz nula ocorre pelo fato da variável pressão não estar presente na
equação da continuidade
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em que a pressão é eliminada da formulação. A pressão pode ser computada pos-
teriormente com base no campo de velocidade obtido. CAREY e KRISHNAN [13]
adotam esse método para a solução estacionária das equações de Navier-Stokes. No
trabalho de ENGELMAN et al. [14] podem ser encontradas mais informações sobre
esse esquema, assim como em [15, 16].

O enfoque de pseudo-compressibilidade considera a definição da velocidade do
som num meio elástico como uma equação de estado. Quando esta é substituída
na equação de conservação de massa, resulta, depois da discretização no tempo e
espaço, num sistema elíptico para a pressão. A técnica baseia-se no fato de que a
velocidade de propagação do som é finita. A partir disso, KAWAHARA e HIRANO
[17] argumentam que todo escoamento apresenta um nível de compressibilidade,
sendo o enfoque denominado por eles de quase-incompressível.

A ideia de pseudo-compressibilidade foi originalmente apresentada por CHORIN
[18] e tem sido largamente utilizada para a solução de escoamentos incompressíveis
com M ≤ 0.4. RAMSHAW e MESSINA [19] apresentam um método híbrido que
combina a técnica da penalidade com a pseudo-compressibilidade. TABARROK e
SU [20] apresentam um esquema baseado nessa técnica para a solução de escoamen-
tos incompressíveis, enquanto que AZEVEDO [21] adota essa metodologia para a
solução de problemas de iteração fluido estrutura.

Em problemas predominantemente advectivos, a solução de escoamentos através
de métodos de discretização tende a ser instável e a apresentar oscilações nos re-
sultados. Para tornar os procedimentos numéricos mais estáveis sem a necessidade
de se recorrer a um excessivo refinamento da malha nas regiões onde as oscilações
estão presentes, diversas técnicas de estabilização foram desenvolvidas.

No contexto do MEF, o esquema de Taylor-Galerkin [22] consiste na expansão
temporal das variáveis primárias por séries de Taylor seguido pela aplicação do
método de Galerkin sobre o resíduo resultante da discretização espacial. Esse método
aplicado à formulação fraca do MEF é equivalente ao esquema de segunda ordem
no tempo e espaço para a solução de EDP hiperbólicas através do MDF chamado
de método de Lax-Wendroff [23].

O método semi-implícito de Taylor-Galerkin é utilizado por TABARROK e
SU [20] para a solução de escoamentos incompressíveis com transferência de ca-
lor via o enfoque de pseudo-compressibilidade descrito acima. HATANAKA e
KAWAHARA [24] utilizam o método de Taylor-Galerkin com 3 passos para o estudo
da esteira de vórtices em torno de um cilindro resolvendo as equações de Navier-
Stokes incompressíveis e de energia. Em ROSSA [25] é resolvido o escoamento
não-isotérmico tridimensional através de um esquema semi-implícito. O enfoque de
pseudo-compressibilidade é utilizado para determinar a variação da quantidade de
movimento através da soma de duas parcelas. A primeira considera a solução de
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uma aproximação sem a contribuição da pressão via um processo iterativo. A se-
gunda é obtida de forma explícita após a solução implícita da equação de Poisson
para variação da pressão.

A utilização de funções de interpolação modificadas foi introduzida por CH-
RISTIE e GRIFFITHS [26] para contornar os problemas de oscilação na solução
numérica de equações elípticas de segunda ordem. A técnica tornou-se conhecida
como formulação Petrov-Galerkin e mostrou-se adequada quando aplicada a proble-
mas unidimensionais. BROOKS e HUGHES [27] propuseram o uso de funções peso
descontínuas adicionando-se perturbações na direção das linhas de corrente, introdu-
zindo a formulação estabilizada Streamline-Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Mais
tarde, TEZDUYAR [28] estende a formulação apresentada por HUGHES et al. [29],
utilizada para resolver o problema de Stokes com elementos de mesma ordem, para
a solução geral de escoamentos incompressíveis de fluidos viscosos. Esse método
tornou-se conhecido como Streamline Upwind Petrov-Galerkin/Pressure Stabilizing
Petrov-Galerkin (SUPG/PSPG).

1.3 Estratégia de Integração Espacial Reduzida

A aplicação do MEF implica na discretização espacial e a adoção de alguma técnica
para minimizar o resíduo resultante, que envolve a integração dos termos das equa-
ções governantes no domínio de cada elemento finito. De forma geral, os integrandos
são compostos pelas funções de forma e suas derivadas em relação às coordenadas
espaciais (x, y, z). Quando utilizam-se os elementos definidos no espaço padrão, as
derivadas com respeito às coordenadas espaciais e o domínio de integração devem ser
expressos em termos das coordenadas naturais (ξ, η, ζ). Essa transformação resulta
na avaliação de uma matriz de transformação (e de seu determinante) para cada
elemento, chamada de matriz Jacobiana.

A integração analítica no domínio computacional é, na maioria das vezes, inviá-
vel devido à complexidade da expressão que representa o integrando. Na prática, a
integração é realizada numericamente através regra de quadratura gaussiana 5 (ou de
Gauss-Legendre). A integração numérica tende a consumir boa quantidade de me-
mória e tempo de computação uma vez que haverá a necessidade de implementação
de um laço que será percorrido tantas vezes quantos forem os pontos de integração.

Com o objetivo de minimizar o esforço computacional na integração das matri-
zes de elementos, BURBRIDGE [30] resolve escoamentos compressíveis de fluidos
viscosos integrando analiticamente as expressões envolvidas de forma simplificada

5Para o elemento triangular pode ser utilizada a técnica de integração parametrizada através
das suas sub-áreas. Para o elemento tetraédrico, pode-se utilizar o procedimento análogo através
de seus subvolumes
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avaliando as funções de forma no centro do elemento hexaédrico (ξ = 0, η = 0, ζ = 0).
Existem muitos autores que empregam a integração numérica reduzida utili-

zando apenas um ponto da quadratura. No trabalho de BELYTSCHKO et al. [31]
a integração reduzida é utilizada para a solução de problemas estruturais lineares e
não-lineares. ALVES [32] em simulação não-linear (física e geométrica) dinâmica em
regime transiente, SILVA [33], em simulação dinâmica não-linear em regime transi-
ente de estruturas laminares (cascas) e COSTA [34], na solução de problemas tridi-
mensionais de contato-impacto, também utilizam essa estratégia. MALLET et al.
[35] e CHRISTON [36] realizam a integração apenas no centro do elemento na solu-
ção de problemas da DFC. BRAUN e AWRUCH [37] adotam a integração reduzida
uniforme para a integração espacial do hexaedro isoparamétrico na análise dinâmica
de estruturas elásticas com não-linearidade geométrica. Mais recentemente, JUHRE
e REESE [38] aplicam a integração reduzida na solução de problemas elasto-plásticos
termo-mecanicamente acoplados.

Uma terceira possibilidade de integração numérica espacial é a integração redu-
zida seletiva (integração reduzida de alguns termos que formam a matriz de rigidez).
Esta foi desenvolvida para melhorar a precisão de solução de certos problemas com
restrições nos quais a integração completa apresenta dificuldades. Em KOH e KI-
KUCHI [39] a integração reduzida seletiva é estudada para os elementos quadrilátero
e hexaédrico em problemas de elasticidade linear anisotrópica.

Apesar de resultar em economia de tempo computacional, a integração numérica
(ou analítica) reduzida necessita de uma estabilização afim de mitigar os efeitos
devido à excitação de modos espúrios através de uma técnica eficiente chamada
genericamente de controle de hourglass. Essa técnica deve evitar a manifestação
descontrolada os modos espúrios remediando a deficiência de posto, mantendo assim
a eficiência computacional.

1.4 Adaptatividade de Malhas

A garantia de qualidade das malhas criadas para a resolução de problemas através da
simulação computacional exige dedicação e normalmente consome um bom tempo
de trabalho. Além de representear corretamente o domínio geométrico, o modelador
necessita levar em conta a física do problema para que a solução aproximada possa
ser obtida e que esta reproduza a realidade minimizando o erro inerente metodolo-
gia numérica (discretização espacial, erros de truncamento, etc.). Experiência em
simulação computacional e conhecimento prévio do comportamento da solução são
fatores muito importantes para obtenção de bons resultados.

A geração da malha para simulações tradicionais em que esta permanecerá fixa,
precisa levar em conta a presença de descontinuidades, gradientes da solução, im-
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posição de condições de contorno, entre outros aspectos, para obtenção de solução
consistente e estável evitando oscilações espúrias ou até mesmo a não convergência.
Problemas estacionários com presença de ondas de choque, por exemplo, não podem
prescindir de uma malha que seja gerada levando-se em conta a localização desse
fenômeno e, portanto, resulte adaptada a estas condições físicas.

Por outro lado, em problemas transientes, especialmente aqueles em que exista
a propagação de uma frente de deslocamento, a criação de uma malha que consiga
captar corretamente a evolução do fenômeno é uma tarefa quase inviável. A alter-
nativa normalmente adotada é o refinamento uniforme da malha pagando-se o preço
do número excessivo de elementos em regiões onde a solução é suave e, portanto,
poderiam ser discretizadas de forma mais grosseira.

Para contornar tais dificuldades (captura da física e minimização do esforço com-
putacional), malhas que se auto-adaptam durante a simulação podem ser adotadas.
O refinamento/desrefinamento adaptativo de malhas (em inglês Adaptive Mesh Refi-
nement/Coarsening, AMR/C) é uma técnica que teve origem nos anos 70. CAREY
[40] apresenta um esquema de refinamento de malhas bidimensionais utilizando o
MEF. Em [41, 42] estão compilados uma série de trabalhos apresentados nas pri-
meiras conferências dedicadas exclusivamente a esse tema.

Segundo LÖHNER [3], as principais motivações para a utilização de malhas
adaptativas devem-se ao fato de que: a) a solução numérica de um problema espe-
cífico, dada um determinada precisão, seria alcançada com o menor quantidade de
graus de liberdade; b) a economia de recursos de CPU6 e memória pode exceder a
um fator de 100 em certas classes de problemas, e c) a prevenção do desperdício
de tempo na geração da malha adequada para o problema em questão (processo
iterativo), principalmente os transientes.

O processo de refinamento adaptativo de malhas é composto pela definição de um
critério para otimizá-las (distribuição uniforme do erro ou alcance de uma tolerância
de erro local), um método para determinação de indicadores de erros (a priori ou a
posteriori) e uma estratégia para o refinamento ou desrefinamento dos elementos. A
partir desses critérios, deseja-se que a malha ao final da simulação resulte otimizada
através do refinamento das regiões críticas enquanto que em outras, onde a solução
é suave, possua apenas a quantidade de elementos necessária.

A lista de publicações sobre malhas adaptativas é extensa. Como referências
teóricas do tema pode-se citar os trabalhos de [43, 44]. A teoria por traz dos es-
timadores de erro pode ser encontrada em [45–47]. Exemplos atuais de simulações
adaptativas podem ser obtidas em [48, 49] que resolvem as equação de Navier-Stokes
aplicadas a problemas de correntes gravitacionais.

6CPU representa as iniciais em inglês de unidade de processamento central (Central Processing
Unity), parte do computador onde são executadas as instruções dos programas
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1.5 Processamento de Alto Desempenho

A simulação numérica de grande parte dos problemas de Engenharia seria inviável
sem o advento da computação paralela. Mesmo com o desenvolvimento das técnicas
de malhas adaptativas, os processadores disponíveis mais velozes não são capazes de
resolver sozinhos, dentro de um período de tempo factível, problemas que possuam
quantidades enormes de graus de liberdade e que precisam de montantes proporci-
onais de recursos de memória, típicos na solução dos casos reais.

A computação paralela e o processamento de alto desempenho possibilitaram
que problemas com grande quantidade de graus de liberdade e de alta complexidade
(muitas vezes envolvendo diversas escalas de magnitude e múltiplas físicas) sejam
resolvidos por aglomerados de computadores instalados em centros de pesquisas de
empresas e em universidades.

Para que os recursos de processamento de alto desempenho sejam eficientemente
utilizados, foram desenvolvidos ao longo da última década uma série de algorítimos
e métodos computacionais que viabilizaram a solução de problemas com níveis de
detalhamento cada vez mais realísticos. Processadores com múltiplos núcleos que
compartilham memória, aglomerados de computadores pessoais em que cada pro-
cessador possui sua própria memória (memória distribuída) e, mais recentemente, os
cluster multiprocessados com memória compartilhada e também distribuída (arqui-
tetura de memória híbrida) fazem parte do cotidiano de engenheiros e pesquisadores.

O conceito de multitarefa [50] e o paradigma de troca de mensagens [51] foram
incorporados às técnicas de programação tradicionais de forma que o esforço de
computação seja distribuído uniformemente ou não entre vários (não raro milhares)
de processos e processadores conectados entre si. Consequentemente, diminui-se a
quantidade de trabalho individual das CPUs viabilizando-se através da soma dos
esforços em paralelo a solução de problemas que seriam impossíveis de ser resolvidos
de forma serial. A computação paralela possibilitou que a velocidade de pico dos
supercomputadores crescesse a uma taxa superior à prevista pela Lei de Moore7.

Embora tenha aumentado a capacidade de processamento, o paralelismo adi-
cionou complexidade à programação dos códigos computacionais. Além disso, a
escalabilidade do desempenho das aplicações que utilizam processamento paralelo
não acontece de forma natural (o aumento do desempenho da computação não neces-
sariamente é proporcional ao número de processadores utilizados). Segundo DON-
GARRA et al. [50] a escalabilidade é particularmente problemática porque a visão
de escalabilidade fácil não pode ser alcançada sem que aplicações escalem automa-
ticamente à medida que o número de processadores aumenta. Portanto, os recursos

7A Lei de Moore é uma previsão empírica realizada pelo antigo presidente da Intel chamado
Gordon Moore, que diz que o desempenho dos processadores dobra aproximadamente a cada 18
meses.
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de computação paralela devem ser utilizados de forma racional para obtenção de
desempenhos compatíveis.

A boa prática de simulação de alto desempenho sugere que sejam usados algo-
ritmos e aplicativos otimizados para esse fim. Atualmente estão disponíveis (grande
parte de forma livre) diversos programas destinados a realizar as diferentes tarefas
inerentes à computação paralela. O particionamento de domínio e balanço de carga,
troca de informações entre os processadores, operações algébricas e a solução de sis-
temas lineares pré-condicionados são algumas das principais operações necessárias
e que possuem bibliotecas computacionais específicas que podem ser incorporadas à
implementação de um simulador numérico.

A escolha de cada um deve ser realizada de acordo com o propósito do simulador
e das estratégias computacionais adotadas atendendo às necessidades pré-definidas.
METIS/ParMETIS, OpenMPI, LasPACK e PETSc8 são alguns exemplos de bibli-
otecas consolidadas e amplamente utilizadas no desenvolvimento de códigos para
a computação científica e de alto-desempenho e que formam a base subjacente de
grande parte dos simuladores modernos.

Ao longo dos anos foram desenvolvidas uma série de bibliotecas para computação
científica que encapsulam um determinado conjunto de bibliotecas de base disponi-
bilizando as ferramentas necessárias para a implementação de simuladores voltados
à solução de problemas físicos e/ou matemáticos através de técnicas de discretização.
Entre outros exemplos de plataformas para simulação paralela adaptativa podem ser
citados a Cactus (http://cactuscode.org/) para problemas na área de astrofísica
e temas relacionados e ParFUM2 (http://charm.cs.uiuc.edu/research/ParFUM)
que permite implementação de códigos nas linguagens de programação Fortran90,
C ou C++.

O grupo hp-FEM (http://hpfem.org/main/) formado por pesquisadores da
Universidade de Nevada em Reno, EUA e da Universidade da Bohemia do Oeste,
em Pilsen, na República Tcheca desenvolve uma série de métodos computacionais
para a solução de problemas de engenharia e computação científica descritos por
EDPs. Entre as diversas ferramentas de código aberto disponibilizadas pelo grupo
encontra-se HERMES que é uma biblioteca do MEF em linguagem C++ para o de-
senvolvimento de simuladores adaptativos (hp). A partir dela, foram desenvolvidas
aplicações de múltiplas físicas (acústica, magnetismo, transferência de calor, etc.)
como o Agros2D. Estão disponíveis também geradores de malhas como o XGEN
(triângulos) e os Flex Mesh Editor para edição de malhas com elementos curvilíneos
inclusive.

Com objeto semelhante, deal.II (http://www.dealii.org/) é uma biblioteca
8Detalhes e referências sobre essas bibliotecas serão apresentadas no Capítulo ?? dedicado às

questões computacionais de base
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em C++ orientada para a solução computacional de equações diferenciais parci-
ais usando elementos finitos adaptativos. Ela utiliza o estado da arte em técnicas
de programação e fornece uma interface para as complexas estruturas de dados
e algoritmos necessários para o desenvolvimento de códigos computacionais. A
deal.II foi inicialmente desenvolvida pelo Numerical Methods Group da Universi-
dade de Heidelberg, na Alemanha (http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/) e
atualmente é mantido pelo departamento de Matemática da Universidade Texas
A&M (http://http://www.math.tamu.edu/) e por diversos colaboradores além
de usuários em todo o mundo.

No Brasil, um grupo de pesquisadores do Laboratório de Mecânica Computacio-
nal (LabMeC, http://labmec.fec.unicamp.br) do Departamento de Estruturas da
Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo (FEC) da Unicamp de-
senvolve o PZ que é um ambiente escrito em linguagem C++ para a implementação
de algoritmos de elementos finitos com suporte para adaptatividade de malha. O
ambiente inclui todas as famílias de elementos finitos: zero (elemento pontual), uni,
bi e tridimensional contínuos e descontínuos. A inclusão dos elementos descontínuos
permite ao ambiente PZ implementar uma nova gama de algoritmos, incluindo a
combinação de elementos contínuos e descontínuos em um mesmo código [52]].

Outra biblioteca de elementos finitos que vem obtendo bom destaque é a
libMesh. Em desenvolvimento desde 2002 por um grupo de pesquisadores do CF-
DLab, Department of Aerospace Engineering and Engineering Mechanics, da Uni-
versidade do Texas em Austin, EUA, a biblioteca é disponibilizada em código aberto
(http://libmesh.sourceforge.net/). Segundo seus desenvolvedores, um dos seus
principais objetivos é fornecer suporte para computação em paralelo com refinamento
adaptativo de malha, permitindo ao pesquisador se concentrar sobre a física que está
sendo modelada [53].

Para alcançar essa finalidade, a biblioteca “esconde” as complicações introdu-
zidas pela computação paralela, para que o usuário possa se concentrar sobre as
especificidades da sua aplicação. A libMesh incorpora uma série de modernos paco-
tes para computação científica tornando possível a implementação de códigos para
simulações numéricas de alto desempenho. A seção 5.6 descreve com mais detalhes
as suas principais características.

1.6 Objetivos

O objetivo principal desse trabalho é a implementação de uma metodologia para a
simulação numérica adaptativa de escoamentos incompresśıveis tridimensionais tran-
sientes de fluidos viscosos acoplados ao transporte advectivo-difusivo de um escalar
através de uma formulação estabilizada do método dos elementos finitos. O escalar
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transportado depende do problema podendo ser a temperatura ou concentração de
partículas, por exemplo.

Essa classe de problema físico possui uma série de aplicações na Engenharia
tais como, dispersão de poluentes, aerodinâmica de automóveis, trocadores de calor,
correntes gravitacionais, entre outros.

Para disponibilizar as modernas técnicas para simulação computacional de alto
desempenho, a biblioteca libMesh foi adotada como plataforma de desenvolvimento
do simulador. Essa estratégia permite a realização de simulações adaptativas para-
lelas em aglomerados de computadores com arquitetura de memória distribuída a
partir das ferramentas próprias da biblioteca.

Para a discretização espacial utiliza-se o elemento hexaédrico trilinear (8 nós) e
para o avanço no tempo, adota-se o esquema implícito de Euler. Visando-se reduzir
o custo da montagem do sistema linear, realiza-se também a integração reduzida
das matrizes considerando-se apenas um ponto de integração no centro elemento. O
desempenho computacional entre os elementos com integração completa e a reduzida
é comparado e avaliado em um problema de verificação, onde existe uma solução
manufaturada, e em problemas onde existem soluções numéricas disponíveis.

Atenção especial é dada às simulações de problemas de correntes gravitacionais.
Deseja-se avaliar a eficiência do refinamento h de malha na redução do número total
de elementos e verificar sua capacidade de captura das principais características
físicas do fenômeno, como o avanço da frente de deslocamento e o desenvolvimento
das vagas de Kelvin-Helmholtz.

1.7 Estrutura do Texto

A estrutura deste trabalho está organizada da seguinte forma. O Caṕıtulo 2 apre-
senta as equações que regem o escoamento incompresśıvel transiente de fluidos vis-
cosos e o transporte advectivo-difusivo de um escalar. São descritas as equações
constitutivas e o acoplamento entre as equações de Navier-Stokes e de transporte
através da aproximação de Boussinesq. O método para simulação de vórtices de
larga escala é descrito sucintamente. O Capítulo é concluído com a dedução da
adimensionalização de todas as equações governantes.

No Caṕıtulo 3 são apresentados os aspectos básicos da Teoria da Aproximação
seguida pela formulação estabilizada do método dos elementos finitos para solução de
escoamentos predominantemente advectivos e o transporte de um escalar com seus
respectivos parâmetros de estabilização. São descritos os termos de estabilização
adicionais para lidar com valores elevados do número de Reynolds, assim como a
presença de fortes gradientes do escalar.

O Capítulo 4 descreve as técnicas utilizadas para o controle dos modos de hour-
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glass inerentes à integração reduzida. A dedução de operadores para combater a
excitação de modos espúrios que serão adicionados aos termos advectivos e visco-
sos/difusivos é realizada e o sistema matricial resultante é apresentado.

O Caṕıtulo 5 traz os principais aspectos computacionais utilizados na imple-
mentação do código computacional. A descrição de cada ferramenta é realizada em
conjunto com a justificativa para sua adoção. Detalhes sobre a biblioteca de elemen-
tos finitos libMesh utilizada para o suporte à computação paralela e adaptatividade
de malhas também são apresentados.

Uma série de aplicações numéricas da formulação estabilizada é apresentada no
Caṕıtulo 6. É realizada a validação do elemento com integração reduzida através da
simulação de um problema que possui solução analítica. O desempenho em simu-
lações paralelas dos dois elementos é realizada em problemas de convecção natural.
O escoamento em torno de um cilindro é realizado avaliando-se as forças que atuam
sobre sua superfície e os valores de coeficientes adimensionais. Resultados de simu-
lações adaptativas de problemas de correntes gravitacionais encerram o Capítulo.

No Capítulo 7 é apresentado o resumo das principais conclusões e uma lista com
os desafios e sugestões para a continuidade das atividades.

O documento termina com dois Anexos em que são apresentados (A) a forma
geral das Equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressíveis e (B) o ar-
ranjo da matriz de elemento resultante da aplicação da formulação estabilizada para
a solução do problema de escoamento.
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Caṕıtulo 2

Formulação Matemática

2.1 Equações Governantes

2.1.1 Equações de Conservação

As equações que governam o escoamento transiente e incompresśıvel de um fluido
viscoso no interior do domı́nio Ω⊂R

3 escritas em sua forma não-conservativa segundo
a descrição Euleriana podem ser representadas em notação matricial pelo seguinte
sistema de equações diferenciais parciais:

∇·u = 0 em Ω × [0, t] , (2.1)

ρ∞

(
∂u
∂t

+ u∇u
)

− ∇·σ = f em Ω × [0, t] . (2.2)

A equação (2.1) representa a conservação de massa (ou da continuidade) sendo
u o vetor com as componentes da velocidade. Já (2.2) representa a equação de
conservação de quantidade de movimento onde ρ∞ é a massa espećıfica de referência1,
t é o tempo, σ é o tensor de tensões viscosas e f é o vetor com as forças de volume
definido como:

f = gρ∞ (2.3)

onde g representa o vetor com as componentes da aceleração da gravidade alinhadas
com os eixos coordenados.

A equação que governa o transporte advectivo-difusivo de um escalar qualquer φ

em sua forma não-conservativa segundo a descrição Euleriana pode ser representada
pela seguinte EDP:

∂φ

∂t
+ u · ∇φ − ∇· (α∇φ) = Q em Ω × [0, t] . (2.4)

1Em escoamentos incompresśıveis, ρ (x, t) = ρ∞ = constante.
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Na expressão acima, α é um coeficiente difusivo como, por exemplo, a difusi-
vidade térmica do fluido se (2.4) representar a equação de conservação de energia
escrita em temos da temperatura T . Q representa a taxa com que o escalar é incluído
ou eliminado do domínio através de uma fonte ou sumidouro.

A dependência da massa espećıfica com o escalar que está sendo transportado é
discutida na seção 2.1.5.

2.1.2 Equações Constitutivas

O tensor de tensões viscosas pode ser convenientemente decomposto em suas parcelas
hidrostática e cisalhante conforme a seguinte expressão:

σ = −pI + τ , (2.5)

onde I é o tensor identidade, p é a pressão, definida como o valor negativo da média
das componentes diagonais do tensor de tensões viscosas [2], isto é

p = −1
3 (σxx + σyy + σzz) , (2.6)

e τ é o tensor de tensões viscosas desviadoras.
Para fluidos Newtonianos, o tensor de tensões desviadoras relaciona-se ao de taxa

de deformações através de uma constante de proporcionalidade que representa sua
propriedade de transporte microscópico de quantidade de movimento por difusão
molecular, isto é:

τ = 2με. (2.7)

onde a constante μ é a viscosidade dinâmica ou absoluta2 e

ε = 1
2
(
∇u + (∇u)T

)
. (2.8)

é o tensor de taxas de deformações calculado a partir dos gradientes das componentes
da velocidade.

2.1.3 Equações de Navier-Stokes

Substituindo-se as equações (2.5), (2.7) e (2.8) nas equações de conservação de quan-
tidade de movimento (2.2) obtém-se as equações de Navier-Stokes (ENS) para esco-

2A viscosidade de fluidos reais é dependente das características termodinâmicas às quais estão
sujeitos. Para a maioria do materiais, a viscosidade diminui com temperatura e aumenta com pres-
são [2]. Independentemente da viscosidade ser considerada constante ou função da temperatura,
por exemplo, um fluido é chamado de Newtoniano quando suas tensões cisalhantes são diretamente
proporcionais às taxas de deformações.
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amentos incompresśıveis de fluidos Newtonianos em sua forma não-conservativa:

ρ∞

(
∂u
∂t

+ u∇u
)

− μ∇2u + ∇p = f em Ω × [0, t] . (2.9)

No Anexo A é apresentada um forma mais geral das Equações de Navier-Stokes
para escoamentos incompressíveis em que não se leva em conta a condição de di-
vergente nulo (equação (2.1)) durante a incorporação do tensor de tensões viscosas
desviadoras (2.7) nas equações de conservação de movimento (2.2). Alternativa-
mente, as ENS serão apresentadas em notação indicial.

2.1.4 Condições de Contorno e Iniciais

As equações de conservação de massa e de Navier-Stokes estão sujeitas as seguintes
condições de contorno (CC):

u = g em Γg,

n · σ = h em Γσ
(2.10)

onde Γg representa a região do contorno Γ onde são aplicadas as condições de con-
torno essenciais ou de Dirichlet e Γσ a porção onde são aplicadas as CC naturais
ou de Neumann representadas pelo vetor forças por unidade de área h.

De forma similar, as CC da equação de transporte difusivo-advectivo são dadas
pelas seguintes expressões:

φ = φ̂ em Γφ,

−n · (κ∇φ) = q em Γq.
(2.11)

onde Γφ representa a região do contorno Γ onde são aplicadas as CC essenciais e Γq

a porção onde são aplicadas as CC naturais como o fluxo q (de calor, massa) que
atravessa o contorno. κ é um coeficiente de condução (ou de difusão).

Em (2.10) e (2.11), n representa o vetor unitário normal à superfície, orientado
para fora do domínio Γ. Generalizando-se:

Γi ⊂ Γ (2.12)

As condições iniciais são:
u (x, 0) = u0, (2.13)

φ (x, 0) = φ0, (2.14)

sendo que o campo de velocidade inicial u0 satisfaz a condição de incompressibilidade
dada por (2.1).
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2.1.5 Acoplamento entre as Equações de Navier-Stokes e de
Transporte

Quando consideram-se as variações da massa espećıfica devido a mudanças no campo
do escalar transportado, as forças de corpo devido à ação da aceleração da gravi-
dade acoplam as equações de Navier-Stokes e a de transporte. Essas forças podem
representar os efeitos gravitacionais devido à distribuição não uniforme de concen-
tração de determinado componente disperso no fluido, diferentes valores de massa
espećıfica no escoamento simultâneo de dois ou mais fluidos ou, em escoamentos
não-isotérmicos, os efeitos de flutuação causados pela expansão térmica.

A consideração desses efeitos na solução de um problema de dinâmica dos fluidos
conduz a não linearidade entre a solução do escoamento (campo de velocidade e
pressão) e a do escalar transportado dificultando ainda mais a solução do sistema
de equações. Portanto, é conveniente realizar algumas simplificações tais como:

• a massa espećıfica é constante, exceto no vetor de forças de corpo;

• todas as outras propriedades do fluido são assumidas constantes;

A primeira suposição garante que a equação da continuidade preserva a hipótese da
incompressibilidade enquanto que a segunda, restringe o foco de interesse apenas
aos efeitos gravitacionais.

O exemplo de aplicação mais tradicional de tais considerações acontece quando
adota-se a aproximação de Boussinesq [54] que emula os efeitos das forças de flu-
tuação devido às variações na massa espećıfica com a temperatura. Matematica-
mente, a aproximação de Boussinesq assume uma relação linear entre ρ e T ,

ρ (T ) = ρ∞ (1 − β (T (x, t) − T∞)) . (2.15)

onde ρ∞ e T∞ representam a massa espećıfica e temperatura de referência e β o
coeficiente de expansão térmica.

Uma classe semelhante de escoamentos são os chamados de não-Boussinesq [55],
em que ocorrem correntes gravitacionais devido à presença de partículas suspensas
no fluido. Nesses escoamentos, existe uma pequena diferença de massa específica
entre o fluido que carrega uma determinada concentração de partículas e o limpo.

A partir do campo de fração de volume3 s ocupada por dois fluidos de massas es-
pećıficas diferentes ρa e ρb, pode-se adotar uma forma equivalente de ( 2.15) definida
por:

ρ (s) = s (x, t) ρa + (1 − s (x, t)) ρb. (2.16)
3Também conhecida como saturação, mede a fração de volume ocupada por cada fluido em

relação ao volume total do domínio e varia entre s ∈ [0, 1].
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Aproximações equivalentes a essa são adotadas em problemas de escoamentos em
águas rasas em que uma corrente transportando uma determinada concentração de
partículas propaga-se através de um fluido limpo inicialmente em repouso. Mais
detalhes sobre essa classe de problemas podem ser obtidos em [55].

De forma geral, as forças de corpo devido à ação da gravidade podem ser escritas
em função do escalar transportado em (2.4) como:

f (φ) = ρ (φ) g (2.17)

onde o campo do escalar é uma função do espaço e do tempo tal que:

φ = φ (x, t) (2.18)

Para que as simplificações apresentadas nessa seção possam ser adotadas sem
maiores prejúızos à f́ısica do fenômeno, a dependência da massa espećıfica com o
escalar transportado deve ser fraca, sendo que a variação em torno do valor de
referência não deve ser superior a 5% [56].

2.1.6 Modelo de Turbulência

No presente trabalho optou-se pela estratégia de solução do comportamento médio
do escoamento, associado às maiores escalas, e modelagem dos efeitos das menores
escalas. Uma descrição mais detalhada da teoria dos escoamentos turbulentos, assim
como das diversas abordagens para emular seus efeitos, estão além do escopo da Tese.

Adota-se o modelo de simulação dos vórtices de larga escala (do inglês, Large
Edge Simulation (LES)). Portanto, as equações de Navier-Stokes são resolvidas para
as maiores escalas dos vórtices, enquanto que os efeitos dos menores são aproximados
através de um modelo matemático. Utiliza-se o modelo de Smagorinsky [57] em que a
tensão cisalhante residual τ r resultante do processo de filtragem das maiores escalas
é determinada pela seguinte expressão4

τ r = τ − 1
3τ I = −2ρ∞ (Csd)2 |ε| ε (2.19)

onde τ é o tensor cisalhante não filtrado, Cs é a constante de Smagorinsky cujo
valor normalmente é definido entre 0.1 e 0.2. O comprimento de filtro d associado à
malha pode ser determinado a partir do diâmetro da esfera de volume equivalente
a cada elemento finito conforme será demonstrado no Capítulo 3. ε é o tensor de
taxas de deformação filtrado e, |ε| é sua norma definida conforme segue:

4O sinal negativo do lado direito de (2.19) deve-se ao fato de que após a aplicação do filtro nas
equações de Navier-Stokes, o tensor residual resulta com o sinal trocado.
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|ε| =
√

2εijεij. (2.20)

Quando compara-se o lado direito de (2.19) com a definição do tensor desvi-
ador para fluidos Newtonianos escrito antes da substituição do tensor de taxa de
deformação

τ = 2με (2.21)

observa-se que o termo ρ∞ (Csd)2 |ε| é similar a viscosidade dinâmica. Devido a
essa semelhança, esse termo é chamado em inglês de eddy viscosity, e é associado à
viscosidade resultante dos vórtices do escoamento turbulento.

A presença de turbulência nos escoamentos tende a aumentar sua viscosidade.
Esse efeito pode ser incorporado às equações de Navier-Stokes pela definição da
viscosidade efetiva calculada a partir da seguinte expressão

μe = μ + μs (2.22)

onde μs é a eddy viscosity. Portanto, computando-se o tensor de tensões desviado-
ras através da viscosidade efetiva, aumenta-se a contribuição do termo de tensões
viscosas na solução numérica do escoamento.

2.2 Adimensionalização das Equações

Experimentos realizados em laboratórios visam reproduzir fenômenos f́ısicos que
ocorrem na natureza através de modelos reduzidos. De forma geral, os ensaios
utilizam modelos constrúıdos em escala e o escoamento de um fluido é monitorado
em um túnel de vento. A questão que surge é como relacionar os resultados obtidos
em modelos de laboratórios com os objetos (asas de aviões, cascos de navios, por
exemplo) em escala real.

As características dos escoamentos estão contidas nos parâmetros f́ısicos que
os definem, tais como a viscosidade dinâmica μ e valores caracteŕısticos para o
comprimento L∞, velocidade u∞ e a massa espećıfica ρ∞. Combinando-se esses
parâmetros convenientemente de forma a produzir quantidades adimensionais, é
posśıvel relacionar os escoamentos em grandes e pequenas escalas.

Uma quantidade adimensional qualquer ϕ∗ pode ser obtida a partir de sua con-
trapartida dimensional ϕ da seguinte forma:

ϕ∗ = ϕ

ϕ∞
, (2.23)

onde ϕ∞ é o valor de referência da quantidade expressa na mesma unidade de ϕ. Em

18



[54] podem ser obtidas mais informações a respeito das características necessárias
para obtenção de escoamentos dinamicamente similares.

2.2.1 Adimensionalização das equações da continuidade e
Navier-Stokes

Desconsiderando-se o acoplamento definido na secção 2.1.5 no primeiro momento,
introduz-se as seguintes variáveis adimensionais:

x∗ := x
L∞

,

t∗ := u∞t

L∞
,

u∗ := u
u∞

,

p∗ := p

ρ∞u2∞
.

(2.24)

sendo os valores das constantes escalares de referência L∞, u∞, ρ∞ e p∞ conhecidos
a priori.5

Substituindo-se os valores dimensionais das variáveis obtidos a partir de (2.24) e
após algumas manipulações algébricas nas equações da continuidade (2.1) e Navier-
Stokes (2.9), chega-se a:

∇∗ · u∗ = 0, (2.25)
∂u∗

∂t∗ + u∗∇∗u∗ − μ

ρ∞u∞L∞
Δ∗u∗ + (∇∗p∗) = L∞

u2∞
g, (2.26)

onde os operadores ∇∗ e Δ∗6 estão relacionados às coordenadas adimensionalizadas
x∗ em vez de x. O lado direito de (2.26) representa a força de corpo adimensionali-
zada:

g∗ := L∞
u2∞

g. (2.27)

Multiplicando-se (2.26) pelo módulo do vetor gravidade e considerando-se as
definições dos números adimensionais de Reynolds (Re) e de Froude (Fr),

Re := ρ∞u∞L∞
μ

, (2.28)

Fr := u∞√
L∞ ‖g‖

, (2.29)

5Em problemas de laboratório, L∞ pode ser a dimensão principal de um obstáculo, u∞, ρ∞ e
p∞ os valores à montante (ou de entrada) da velocidade, massa espećıfica e pressão.

6A notação do operador Laplaciano foi substitúıda para melhor representação de seu equivalente
adimensionalizado.
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as ENS adimensionalizadas tornam-se:

∂u∗

∂t∗ + u∗∇∗u∗ − 1
Re

Δ∗u∗ + (∇∗p∗) = 1
Fr2 e, (2.30)

onde
e = g

‖g‖ (2.31)

é um vetor unitário que representa a direção gravitacional. Analisando-se as equa-
ções (2.25) e (2.30) percebe-se que as propriedades de um escoamento podem ser
descritas pelo números de Reynolds e de Froude. O primeiro representa a relação
entre as forças de inércia e viscosas e o segundo, a razão entre as forças de inércia
e gravitacionais. Escoamentos são considerados dinamicamente similares quando
esses duas quantidades adimensionais coincidem.

2.2.2 Adimensionalização da equação de transporte de tem-
peratura

Para facilitar a dedução da adimensionalização da equação de transporte, convém
especificar qual é a grandeza escalar que está sendo transportada. Por conveniência,
adota-se a temperatura devido à grande quantidade de problemas de Engenharia
que envolvem escoamentos não-isotérmicos. Por completude, a seguir apresenta-se
a equação da energia7 para propriedades térmicas constantes e isotrópicas com uma
fonte/sumidouro de energia escalada q

′′′ = Q
ρ∞cp

:

∂T

∂t
+ u · ∇T − κ

ρ∞cp

∇2T = q
′′′ (2.32)

onde cp é o calor específico à pressão constante que pode ser determinado a partir
da entalpia h através de

cp = ∂h (p, T )
∂T

∣∣∣∣
p=cte

(2.33)

A difusividade térmica fica definida por:

α := κ

ρ∞cp

(2.34)

De forma semelhante à adimensionalização das ENS, introduz-se algumas gran-
dezas adimensionais:

7A equação de energia equivale à equação de advecção-difusão (ou transporte) de temperatura
advectada pelo escoamento e difundida uniformemente em todas as direções.
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T ∗ := T − T∞
ΔT

,

q
′′′∗ := L∞

ΔTu∞
q

′′′
,

(2.35)

onde T∞ é a temperatura de referência e ΔT é uma diferença de temperatura no
interior do domínio. Todos esses valores de temperaturas são constantes e devem
ser previamente conhecidos. Na seção 2.2.2 são apresentadas algumas alternativas
para a definição de ΔT .

Substituindo-se os valores dimensionais a partir de (2.35) e a velocidade definida
em (2.24), assim como a definição de difusidade térmica, a equação de energia torna-
se8:

∂T ∗

∂t∗ + u∗ · ∇T ∗ − α

L∞u∞
Δ∗T ∗ = q

′′′∗. (2.36)

Multiplicando-se e dividindo-se o termo difusivo de (2.36) pela viscosidade cinemá-
tica ν:

ν := μ

ρ∞
(2.37)

chega-se a forma final adimensionalizada da equação da energia:

∂T ∗

∂t∗ + u∗ · ∇T ∗ − 1
Re

1
Pr

Δ∗T ∗ = q
′′′∗. (2.38)

Assim como nas ENS adimensionalizadas, as características físicas da equação
de transporte adimensionalizada também são descritas apenas por números adimen-
sionais. A nova grandeza adimensional que aparece em (2.38) é conhecida como o
número de Prandtl definido por:

Pr := α

ν
(2.39)

o qual descreve a relação entre a difusão de quantidade de movimento e de calor e
é uma propriedade que leva em conta apenas características do fluido. O produto
entre os números de Reynolds e de Prandtl é conhecido como o número de Peclet:

Pe := RePr = u∞L∞
α

(2.40)

que representa a relação entre o calor advectado e o difundido.

Adimensionalização da aproximação de Boussinesq

O acoplamento entre a equação de energia (2.32) e de momentum (2.9) ocorre quando
considera-se a aproximação de Boussinesq para calcular a variação da massa espe-

8Foi levado em conta o fato de T∞ ser uma constante conhecida e que, consequentemente, todas
as suas derivadas parciais são nulas.
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cífica com a temperatura. Dessa forma, o vetor de forças de corpo emula os efeitos
de flutuação térmica da ordem de grandeza de ‖g‖ β (Th − T∞) em sentido contrário
ao da aceleração da gravidade, onde Th representa valor máximo da temperatura do
fluido.

O coeficiente de expansão térmica é definido como:

β := −1
ρ

∂ρ

∂T
(2.41)

e possui dimensão igual ao inverso da temperatura. Levando-se em conta (2.15), o
vetor de forças de corpo fica:

f (T ) = ρ (T ) g = ρ∞ (1 − β (T (x, t) − T∞)) g. (2.42)

Recordando a adimensionalização das ENS, percebe-se que o vetor de forças de corpo
resultou dividido por L∞

ρ∞u2∞
. Aplicando-se o mesmo fator em (6.15) e substituindo-se

a temperatura por seu valor adimensionalizado T = T ∗ΔT + T∞, chega-se a:

f (T ∗) = (1 − βT ∗ΔT ) L∞
u2∞

g. (2.43)

A equação (2.43) pode ser convenientemente reescrita para incorporar o módulo
do vetor aceleração da gravidade e o vetor unitário (2.31) resultando em:

f (T ∗) =
(

L∞ ‖g‖
u2∞

− βΔTL∞ ‖g‖
u2∞

T ∗
)

e. (2.44)

O primeiro termo do lado esquerdo de (2.44) é o inverso do quadrado do número
de Froude enquanto que o quociente que multiplica a temperatura adimensionalizada
é exatamente a definição do número de Richardson:

Ri := βΔTL∞ ‖g‖
u2∞

. (2.45)

que, no contexto de escoamentos não-isotérmicos, descreve a relação entre a convec-
ção natural e a forçada.

Em definitivo, o vetor de forças de corpo que acopla as equações de energia e
Navier-Stokes, expresso somente através de números adimensionais, resulta em:

f (T ∗) =
( 1

Fr2 − RiT ∗
)

e. (2.46)

É comum encontrar na literatura autores que consideram apenas os efeitos de
flutuação térmica no escoamento ([24], [48]) ignorando a força peso do fluido. Para
isso, basta eliminar a contribuição do número de Froude em (2.46).
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A diferença de temperatura definida e utilizada inicialmente na seção 2.2.2 pode
ser selecionada de diversas maneiras dependendo do problema que será resolvido.
Em fenômenos que possuem paredes quentes e frias como, por exemplo, simulação
de convecção natural, é usual definir ΔT como a diferença entre os valores quente Th

(máxima) e fria Tc (mínima). Já para escoamentos em que existe um corpo imerso
aquecido, é comum selecionar-se como a temperatura quente a da superfície do corpo
e a fria, a de entrada.

A temperatura de referência pode ser definida como a temperatura de entrada
T∞ := Tc ou como a média entre as temperaturas quente e fria T∞ := (Th + Tc) /2.
No primeiro caso, o intervalo de variação da temperatura adimensionalizada é T ∗ ∈
[0, 1] e no segundo, T ∗ ∈ [−0.5, +0.5].

2.2.3 Adimensionalização da equação de transporte de par-
tículas

Uma classe de fenômenos muito importante na Engenharia é aquela em que partí-
culas suspensas num fluido são transportadas pelo escoamento. O escoamento pode
ser forçado (gradiente de pressão, por exemplo) ou induzido em função de diferenças
na distribuição da concentração das partículas. Esse segundo grupo de escoamento
é conhecido na literatura [55] como correntes gravitacionais ou não-Boussinesq onde
o fluido (ou porção dele) mais pesada se propaga na direção do fluido mais leve.

O acoplamento entre o escoamento e o transporte das partículas pode ser mais ou
menos complexo dependendo das hipóteses consideradas como, por exemplo, o tama-
nho médio das partículas em suspensão, nível de concentração, entre outras. Nesse
trabalho, assume-se que a concentração de partículas é pequena suficiente para que
as interações entre elas possam ser desprezadas e o movimento do fluido e das partí-
culas seja essencialmente dominado pela transferência de momentum eliminado-se os
efeitos de deslocamentos volumétricos. Consequentemente, o campo de velocidade
do fluido u pode ser considerado solenoidal (equação (2.1)).

Considera-se apenas partículas de diâmetro muito menor do que as menores es-
calas do movimento do fluido induzidas pelas forças de gravidade. O transporte
advectivo das partículas é realizado pelo campo de velocidades do fluido. Essa afir-
mação implica dizer que o campo de velocidade das partículas também é solenoidal
portanto, as partículas não se acumulam.

Levando-se em conta as hipóteses anteriores, a evolução temporal da distribui-
ção das partículas pode ser descrita segundo um esquema Euleriano pela seguinte
equação de transporte:

∂c

∂t
+ u · ∇c − κ∇2c = C (2.47)

onde c é o número de partículas por unidade de volume (ou concentração), κ é a
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difusividade de massa e C é a taxa de injeção ou eliminação de partículas no domínio
por unidade de volume.

Para a adimensionalização de (2.47) considera-se a referência para a densidade
de número de partículas o seu valor inicial homogêneo c0 e como escala para a
velocidade de flutuação ub definida como:

ub :=
√

g′L∞ (2.48)

onde g
′ é o valor da aceleração da gravidade reduzida definida como:

g
′ := ρp − ρ0

ρ∞
‖g‖ (2.49)

Na definição da gravidade reduzida, ρp representa a massa específica do fluido que
contém as partículas em suspensão, ρ0 é a massa específica do fluido em repouso
(limpo) e ρ∞ é a massa específica de referência, usualmente definida ρ∞ = ρp.

A partir desses valores de referência, defini-se as seguintes grandezas adimensio-
nais:

c∗ := c − c∞
Δc

,

u∗ := u
ub

,

t∗ := ubt

L∞
.

(2.50)

onde c∞ é uma concentração de referência e Δc uma diferença entre concentrações
e que podem ser determinadas como:

c∞ := c0,

Δc := cp − c0.
(2.51)

Considerando-se (2.50) e as demais grandezas adotadas nas adimensionalizações
anteriores, (2.47) transforma-se em:

∂c∗

∂t∗ + u∗ · ∇∗c∗ − ν

ubL∞
Δ∗c∗ = C∗ (2.52)

onde o termo fonte adimensionalizado é determinado como:

C∗ := CL∞
ubΔc

. (2.53)

Se a equação (2.52) for multiplicada pela viscosidade cinemática ν, a equação de
transporte de partículas adimensionalizada pode ser escrita em termos de dois pa-
râmetros adimensionais:
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∂c∗

∂t∗ + u∗ · ∇∗c∗ − 1
Sc

√
Grub

Δ∗c∗ = C∗ (2.54)

onde Sc é o número de Schmidt que define a razão entre a taxa de difusão viscosa
e a taxa de difusão de massa (molecular):

Sc := ν

κ
, (2.55)

e Grub
é o número de Grashof calculado com a velocidade de flutuação ub:

Grub
:=
(

ubL∞
ν

)2
. (2.56)

e define a razão entre as forças de flutuação e viscosas que atuam sobre um fluido.
Analisando-se (2.56) percebe-se que o número de Reynolds calculado com a ve-

locidade de flutuação (Reub
) pode ser obtido a partir de Grub

através de:

Reub
:=
√

Grub
. (2.57)

Essa relação direta entre Reub
e Grub

é possível porque o número de Grashof foi
calculado com a definição de velocidade de flutuação obtida a partir da gravidade
reduzida. Caso contrário, essa constatação não seria tão evidente pois, a forma mais
usual para a definição do número de Grashof é a partir dos parâmetros associados
à flutuação do fluido devido à expansão térmica conforme a expressão abaixo:

GrT := ‖g‖ βΔTL3
∞

ν2 (2.58)

onde ΔT pode ser obtido de umas das formas definidas ao final da seção 2.2.2.
Para problemas em que há transferência de massa, existe uma forma equiva-

lente de expressar o número de Grashof em função da concentração das espécies em
suspensão no fluido dado por:

Grc := ‖g‖ βcΔcL3
∞

ν2 (2.59)

O coeficiente βc relaciona a variação da massa específica dos fluidos com a concen-
tração de partículas.

Nas simulações de correntes gravitacionais realizadas nesse trabalho apresenta-
das nas Seções 6.5.2 e 6.5.4, a equação (2.54) é utilizada para resolver de forma
equivalente o transporte de massa específica do fluido. Portanto, no lugar de deter-
minar o campo de concentração das partículas em suspensão, o escalar transportado
será própria massa específica do fluido.
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O termo fonte das ENS adimensionalizado para problema de transporte
de partículas

Para finalizar a adimensionalizaçao das equações governantes, é necessário encontrar
uma maneira de relacionar o termo fonte das ENS com a concentração determinada
por (2.54). Ou seja, deseja-se expressar:

f (c) = ρ (c) g (2.60)

Para que se possam utilizar hipóteses semelhantes adotadas pela aproximação de
Boussinesq, deve-se assumir uma relação linear entre a massa específica do fluido e
a concentração de partículas transportadas. Supondo-se que o coeficiente βc presente
em (2.59) possa ser determinado conforme a expressão abaixo9:

βc := 1
ρ

∂ρ

∂c
(2.61)

a dependência de ρ com distribuição da concentração de partículas c = c (x, t) pode
ser definida através de:

ρ (c) = ρ∞ (1 + βc (c (x, t) − c∞)) . (2.62)

Na solução do problema de correntes gravitacionais é comum desprezar os efeitos
do peso próprio do fluido mantendo-se o foco apenas no efeito associado as variações
relativas da massa específica entre os fluidos envolvidos, ou seja:

f = ρ (c) − ρ0

ρ∞
g (2.63)

onde, mais uma vez, ρ0 é a massa específica do fluido limpo. A massa específica de
referência não precisa ser definida como ficará claro a seguir.

A variação relativa (ou adimensional) da massa específica entre fluidos é dada
por:

Δ∗ρ = ρ (c) − ρ0

ρ∞
. (2.64)

Substituindo-se as massas específicas calculadas a partir de (2.62) na definição
da variação relativa (2.64) obtém-se:

Δ∗ρ = βc (c (x, t) − c0) (2.65)

e o vetor de forças de corpo pode ser reescrito em função da concentração de partí-
9Assume-se que a massa específica do fluido tende a aumentar com a presença das partículas

em suspensão.
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culas como:
f (c) = βc (c (x, t) − c0) g. (2.66)

A partir desse ponto, a menos que seja mencionado o contrário, a distribuição
de concentração c (x, t) será representada por c e chamada apenas concentração.

Para que haja consistência na adimensionalização das ENS e do termo
fonte (2.63), é necessário que a escala de velocidade usada como referência para
definição da velocidade adimensional seja única. Portanto, considera-se a veloci-
dade de flutuação ub para adimensionalização de (2.9). Dessa forma, o fator que
multiplica o termo fonte resultante da adimensionalização das ENS é L∞

u2
b

.
Substituindo-se a concentração por seu valor adimensionalizado definido

em (2.50) e levando-se em conta a definição do vetor unitário (2.31), o termo fonte
da equação de transporte torna-se:

f (c∗) = ‖g‖ βcΔcL∞
u2

b

c∗e. (2.67)

Multiplicando-se (2.67) por L2∞
ν2 , o termo fonte em função da concentração adi-

mensional torna-se:
f (c∗) = Grub

Re2
ub

c∗e. (2.68)

onde o número de Grashof foi escrito em termos da variação concentração das par-
tículas suspensas conforme (2.59) e o número de Reynolds foi calculado a partir da
velocidade de flutuação:

Reub
= ρ∞ubL∞

μ
, (2.69)

A relação entre o número de Grashof e o quadrado de Reynolds é uma maneira
alternativa de definir o número de Richardson:

Ri := Gr

Re2 , (2.70)

e assim, o termo fonte da ENS que incorpora o acoplamento com o transporte de
uma concentração de partículas em sua forma adimensionalizada fica resumido a:

f (c∗) = Ric∗e. (2.71)

A partir dessas deduções, fica claro a semelhança entre as equações de trans-
porte de temperatura e de partículas apresentada nesse Capítulo. Porém, quando
os números de Reynolds e de Grashof são definidos em função da velocidade de flu-
tuação, levando-se em conta (2.57), conclui-se que o número de Richardson é sempre
unitário.

Caso o peso próprio do fluido seja desprezado, o vetor de forças das ENS resulta
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no produto entre o escalar transportado e o vetor da direção gravitacional e terá
o mesmo sinal da dependência da massa específica do fluido em relação ao escalar
(equação (2.41) ou (2.61)).

2.2.4 Adimensionalização do Modelo de Turbulência

A emulação dos efeitos da turbulência via LES através do modelo de Smagorinsky
introduz um termo equivalente à viscosidade dinâmica definido por

μs = 2ρ∞ (Csd)2 |ε| (2.72)

e que é somado a esta resultando na viscosidade efetiva (equação (2.22)) utilizada
para computar o tensor de tensões cisalhantes.

Após a adimensionalização das equações de Navier-Stokes, o termo de tensões
viscosos acaba dividido por ρ∞u∞L∞. Adotando-se um procedimento análogo para
o tensor residual ( 2.19), a expressão ( 2.72) pode ser reescrita da seguinte forma

μs

ρ∞u∞L∞
= 2(Csd)2 |ε|

u∞L∞
. (2.73)

Recordando as definições de velocidade e coordenadas espaciais adimensionais
apresentadas em ( 2.24) e observado que as taxas de deformação possuem a mesma
unidade do gradiente da velocidade, chega-se, após, algumas manipulações algébri-
cas, a expressão para a eddy viscosity adimensional:

μ∗
s = 2 (Csd

∗)2 |ε∗| (2.74)

onde o comprimento de filtro adimensional (d∗ = d/L∞) é calculado diretamente a
partir das informações geométricas da malha que deve ser fornecida adimensionali-
zada. O coeficiente de Smagorinsky Cs é, por definição, um parâmetro adimensional.
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Caṕıtulo 3

Formulação do Método dos
Elementos Finitos

3.1 Considerações Iniciais sobre Soluções Aproxi-
madas

Considere um determinado fenômeno físico e sua correspondente formulação mate-
mática em termos de equações diferenciais parciais e respectivas condições iniciais e
de contorno. Considere também que essa formulação possui uma função incógnita
U (x). Para a maioria dos problemas práticos de Engenharia, a solução exata U das
equações que governam o fenômeno físico é impossível de ser obtida.

Uma alternativa para a solução de tais problemas pode ser obtida através da
chamada Teoria da Aproximação [3]. As ideias da Teoria da Aproximação são a base
de qualquer esquema de discretização que “procura” por uma solução aproximada
Uh das EDPs, determinada a partir de um conjunto de funções conhecidas Φi (x) e
de parâmetros livres ai

1:

U (x) ≈ Uh = Φi (x) ai. (3.1)

Alguns exemplos de aproximações frequentemente aplicadas são as séries de Tay-
lor e de Fourier em que utilizam-se funções globais (definidas em todo domínio) como
base para a solução aproximada.

No contexto dos chamados métodos numéricos, uma forma clássica de obtenção
da solução aproximada é via o procedimento conhecido em inglês como trial-solution
[59] ou solução tentativa, numa tradução livre. Esse procedimento forma a estrutura
matemática básica de todas técnicas de elementos finitos, independente do problema
ser formulado em termos de equações diferenciais (equações que contenham as deri-

1Nesse Capítulo, por conveniência, será adotada regra do somatório de Einstein para os índices
repetidos [58]
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vadas de U (x)) ou equações variacionais (que contenha as integrais de U (x) e/ou
suas derivadas).

As três principais operações da solução tentativa são listadas a seguir na ordem
em que são aplicadas:

• construir de uma solução tentativa para Uh;

• aplicar de um critério de otimização a Uh;

• estimar a precisão de Uh

A construção da solução tentativa inicia-se a partir da escolha das funções que
irão aproximar a exata. Funções aproximadas globais possuem algumas inconveni-
ências, principalmente quando a geometria do domínio de solução é complexa. Uma
opção mais adequada é a utilização de funções aproximadas locais. Nesse caso,
o domínio original Ω é dividido em um conjunto de subdomínios Ωe que não se
interseccionam, ou seja:

∑
Ωe = Ω,

Ωe
i ∩ Ωe

j = ∅, ∀ i �= j
(3.2)

A função de aproximação Uh é definida separadamente em cada subdomínio. A
Figura 3.1 apresenta a divisão de um domínio de solução em diversos subdomínios
regulares.

Figura 3.1: Divisão de um domínio de solução (cima) em subdomínios regulares
(baixo).
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A definição da função local depende das características físicas e geométricas do
problema. Alguns funções muito utilizados são as lineares e quadráticas. As funções
locais também são conhecidas como funções de forma ou de base2 e interpolam as
incógnitas do problema no interior dos elementos a partir dos seus valores nos vértices
(nós) Ûi dos elementos:

Uh (xj) = Φi (xj) Ûi. (3.3)

onde xj representa as coordenadas de um determinado ponto j no interior do ele-
mento. Utilizando-se funções locais que satisfaçam a condição

Φi (xj) = 1 se i = j,

Φi (xj) = 0 se i �= j
(3.4)

os parâmetros livres passam a ter um significado físico.
Dentre os diversos critérios de otimização das funções de interpolação, o Método

dos Resíduos Ponderados (MRP) corresponde à classe mais geral e amplamente
utilizada quando as equações governantes são EDPs. O MRP pode ser empregado
para a minimização do erro entre a solução exata e a aproximada:

εh (x) = U (x) − Uh (x) (3.5)

ponderando-o através de um conjunto de funções peso W i, i = 1, 2, . . . , m definidas
em m pontos do espaço de solução, e forçando-se que εh (x) → 0 através de uma
integral no domínio de solução, isto é:

∫
Ω

W iεhdΩ = 0, i = 1, 2, 3, . . . , m. (3.6)

E assim, dado um conjunto completo de funções de aproximação e de peso, o
erro (3.5) tende a zero a medida que m → ∞.

Na solução numérica de equações diferenciais (ou integrais) é necessário minimi-
zar o erro quando a solução aproximada é introduzida num determinado operador
ou conjunto de operadores3 L. Ou seja:

εh
L = L

(
Uh
)

= L
(
Φi (x) Ûi

)
→ 0 (3.7)

Da mesma forma que o erro na solução foi minimizada em (3.5), o MRP pode
2Na nomenclatura inglesa, essas funções são chamadas de shape functions e também trial func-

tions
3Um exemplo clássico é o operador Laplaceano L (U (x)) = ∇2 (U (x)).
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ser utilizado para impor (3.7), ou seja:
∫

Ω
W iεh

LdΩ = 0, i = 1, 2, 3, . . . , m. (3.8)

Os MRP mais populares são o Método da Colocação, Método do Subdomínio,
Método dos Mínimos Quadrados e o Método de Galerkin. Todos eles diferem entre
si pela forma como as funções de peso são escolhidas. Mais informações sobre esses
tipos de MRP podem ser obtidas em [60].

Após determinada a solução aproximada, é importante obter uma indicação da
proximidade entre esta e a solução exata. Uma maneira de avaliar a precisão é
através do erro εh (x). A equação (3.5) é conhecida por erro pontual, já que expressa
o valor do erro em cada ponto x do domínio. Existem outras formas de medição de
erro. Em aplicações de esquemas numéricos, o interesse é voltado para uma solução
e, consequentemente, no seu erro em determinados locais ou regiões do domínio.
Nesse caso, o erro pontual é uma medida natural e significativa de precisão.

Em problemas reais da Engenharia, não é possível utilizar a equação (3.5) para
o cálculo do erro, já que a solução exata é desconhecida. Porém, em problemas de
laboratório, em que a natureza e a geometria do problema são geralmente simplifi-
cadas, é possível a obtenção de uma solução analítica para as EDPs que governam
o fenômeno. Nessas circunstâncias, a solução analítica serve para avaliar e estimar
a qualidade da solução numérica.

BABUSKA e ODEN [61] definem verificação como o processo para determinar
se um problema computacional e a implementação do código do problema compu-
tacional conduzem a uma predição de precisão suficiente, isto é, a diferença entre a
quantidade de interesse exata e computada é suficientemente pequena.

Partindo-se do pressuposto que a implementação do esquema numérico esteja
correta, a verificação da solução aproximada é essencialmente um problema de esti-
mativa a posteriori do erro. A estimativa de erro a posteriori é processo puramente
matemático [61]. Sua aplicação tem como objetivo determinar de forma aproximada
o erro (devido a discretização, linearização, entre outros) presente numa solução de
elementos finitos baseada no conhecimento das equações diferenciais que governam
o fenômeno e da solução numérica. A partir dessas informações, pode-se estimar
uma medida do erro no domínio de simulação.

Um estudo aprofundado de técnicas para determinação do erro a posteriori está
fora do escopo desse trabalho. As referências apresentadas no Seção 1.4 podem
ser consultadas para maiores informações. No Capítulo 5 serão discutidos alguns
detalhes sobre estimativa de erro no contexto de adaptatividade de malhas utilizada
nesse trabalho.

Assumindo-se a existência de determinada solução exata de um problema sim-
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plificado ou uma estimativa adequada de erro, é possível diminuir a magnitude do
erro caso esse seja considerado inaceitável. A forma natural de minimização do erro
é redefinindo-se a solução de estimativa (aproximada) adicionando-se graus de liber-
dade. Isso pode ser realizado pelo aumento do número de funções (elementos) ou
de seu grau. O segundo procedimento é repetido obtendo-se a nova solução aproxi-
mada que, espera-se, faça com que o erro (ou sua estimativa) diminua em relação
a primeira tentativa. Esse ciclo pode ser repetido tantas vezes quantas forem ne-
cessárias até que as melhorias impostas às funções sejam capazes de produzir uma
distribuição de erro uniforme e de magnitude4 suficientemente pequena.

É evidente que, na prática, deve ser observado um equilíbrio entre o nível de
discretização e o esforço computacional resultante de tal forma que o segundo não
inviabilize o procedimento de solução numérica. O esforço pode ser medido através
da quantidade de recursos computacionais e do tempo de computação necessários.

Ainda segundo [61], embora o processo de verificação da solução aproximada
através da estimativa de erro a posteriori tenda a tornar mais confiável a solução
obtida, esse tratamento matemático não é suficiente para afiançar a confiabilidade
da predição numérica. Garantir a validação do modelo matemático que descreve
o fenômeno físico é o processo complementar à verificação mas que ainda está em
aberto pois, em muitos problemas (em especial os mais complexos), não se sabe
ao certo se a validação é possível. Mais informações sobre validação podem ser
encontradas em [62].

3.2 Formulação Estabilizada do Método dos Ele-
mentos Finitos

Nesse trabalho, utiliza-se o Métodos dos Elementos Finitos para discretização es-
pacial do domínio através elementos hexaédricos trilineares de oito nós. As oito
funções de interpolação (ou de forma) Φi podem ser reunidas num vetor da seguinte
maneira:

[Φ] =
[
Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 Φ6 Φ7 Φ8

]
(3.9)

Por se tratar de um elemento isoparamétrico, as coordenadas espaciais também
são interpoladas no domínio do elemento finito a partir de seus valores nodais da
seguinte forma:

xh
j = [Φ] [xj] (3.10)

onde xj representa uma determinada coordenada j = 1, 2, 3 e [xj] é o arranjo em
forma de vetor se seus valores nos nós do elemento.

4Costuma-se medir a magnitude da distribuição do erro através de uma norma como a Euclidi-
ana, por exemplo
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A aplicação do MRP para a solução de numérica de problemas da dinâmica
dos fluidos produzirá resultados insatisfatórios caso alguns cuidados não sejam to-
mados na definição de (3.8). Devido à característica predominante advectiva dos
escoamentos, soluções obtidas através da aplicação dos MRP tradicionais listados
anteriormente tendem a apresentar oscilações e/ou instabilidades. Por outro lado, o
acoplamento entre pressão e velocidade necessita de um esquema estável para lidar
com a restrição de conservação de massa imposta pela equação (2.1)5. Tais obstá-
culos não podem ser considerados inerentes ao MEF, pois também são verificados
quando a discretização das EDP é realizada pelo MDF ou MVF.

Essas dificuldades podem ser superadas se as funções de ponderação possuírem
certas características especiais. Na formulação estabilizada SUPG/PSPG do MEF,
introduzida por TEZDUYAR [28], as funções de peso são especializadas tornando
possível a utilização do mesmo elemento finito para a interpolação dos campos de
pressão e velocidade sem a necessidade de imposição de grande refinamento em
regiões onde o regime de escoamento é predominantemente advectivo.

Nessa formulação, adiciona-se ao esquema clássico de Galerkin o resíduo das
equações de NS discretizadas multiplicadas pela função de peso oriunda da formula-
ção SUPG [27]. O acoplamento com a pressão é realizado adicionando-se o resíduo
das equações de NS discretizadas multiplicadas pela função de peso da formulação
PSPG.

A solução do problema de transporte é realizada adicionando-se o produto da
função peso da estabilização SUPG e o resíduo discretizado à formulação de Ga-
lerkin, evitando-se as instabilidades numéricas impostas pelo termo de transporte
advectivo.

Nos dois sistemas discretizados são adicionados termos para tratar de peculiari-
dades de cada problema como elevados números de Reynolds na solução das ENS e
a presença de fortes gradientes na solução dos transporte de um escalar.

Nas aplicações do esquema numérico, são utilizadas estimativas a posteriori de
erro das soluções disponibilizadas pela biblioteca libMesh para o enriquecimento
do espaço de soluções aproximadas através do procedimento de adaptatividade h de
malhas, como será visto adiante.

5O critério de estabilidade para a restrição do divergente nulo do campo de velocidade é conhe-
cida como a condição LBB [6]

34



3.3 Formulação Estabilizada Aplicada às
Equações de Navier-Stokes

Após a discretização do domínio espacial através de um conjunto de elementos que
respeitam as condições (3.2) e (3.4), associa-se a esta discretização os seguintes
espaços de funções de interpolação e de peso:

Sh
u =

{
uh | uh ∈

[
H1h (Ω)

]3
, uh .= gh em Γg

}
,

V h
w =

{
wh | wh ∈

[
H1h (Ω)

]3
, wh .= 0 em Γg

}
,

Sh
p = V h

p =
{
qh | qh ∈ H1h (Ω)

}
,

(3.11)

onde H1h (Ω) é um espaço de funções de dimensão finita que possuem derivada
quadrado integrável no interior do domínio. Os polinômios de primeira ordem Φi

definidos no domínio de cada elemento hexaédrico formam esse espaço de funções6.
A formulação estabilizada SUPG/PSPG do MEF para as equações adimensiona-

lizadas7 da continuidade (2.25) e de conservação de quantidade de movimento (2.30)8

pode ser escrita da seguinte forma: Encontre uh ∈ Sh
u e ph ∈ Sh

p tal que, ∀wh ∈ V h
w

e ∀qh ∈ Sh
p ,

∫
Ω

wh ·
[(

∂uh

∂t
+ uh∇uh

)
− lh

]
dΩ + 1

Re

∫
Ω

(
∇wh

)T · ∇uhIdΩ −
∫

Ω
∇whphIdΩ−∫

Γ
wh · hhdΓ +

∫
Ω

qh∇ · uhdΩ+
nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τSUP Guh∇wh

)
·
[(

∂uh

∂t
+ uh∇uh

)
+ ∇ph − lh

]
dΩe+

nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τP SP G∇qh

)
·
[(

∂uh

∂t
+ uh∇uh

)
+ ∇ph − lh

]
dΩe = 0.

(3.12)

As primeiras quatro integrais de (3.12) correspondem à forma fraca (ou varia-
cional [64]) da formulação Galerkin sobre (2.30) pois os termos oriundos do tensor
difusivo foram integrados por partes dando origem a integral de contorno sobre Γ.

Uma força de corpo genérica discretizada no interior dos elementos é representada
por lh, isto é:

lh = [Φ] [l] . (3.13)
6Mais informações sobre as características dos espaços das funções de interpolação e de peso

podem ser obtidas em [63].
7O asterisco que representava o valor adimensional das variáveis é suprimido a partir desse

ponto para facilitar a notação.
8O vetor de forças de corpo adimensionalizado é representado por l para generalização já que a

aplicação do MEF sobre este independente do acoplamento apresentado no capítulo anterior.
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onde Φ∈H1h (Ω) e l o arranjo em forma de vetor das forças de corpo nos nós do
elemento. A aplicação de Galerkin clássico sobre à equação da continuidade resulta
na integral de volume da segunda linha.

As integrais no interior dos somatórios sobre os elementos representam as es-
tabilizações SUPG e PSPG, respectivamente. A parcela correspondente às tensões
cisalhantes do resíduo das ENS é eliminada por não ter sido integrada por partes e
a função de interpolação ser trilinear.

Negligenciar a contribuição do tensor difusivo nas duas estabilizações faz com
que a formulação (3.12) aplicada a elementos hexaédricos trilineares perca a consis-
tência já que as equações só seriam plenamente satisfeitas, substituindo-se a solução
aproximada pela solução exata, se os parâmetros de estabilização τSUP G e τP SP G

fossem nulos9. Uma forma de restaurar a capacidade dos termos das estabilizações
de aproximar completamente o resíduo utilizando-se funções de ordem inferior a
da derivada de maior ordem é apresentada por JANSEN et al. [65] onde são de-
senvolvidos novos operadores de estabilização que tem como objetivo reconstruir as
derivadas de segunda ordem. No presente trabalho, a correção para compensar a
ausência dos termos difusivos no resíduo das estabilizações não foi considerada.

Os parâmetros de ambas as estabilizações em sua forma adimensional são obtidos
a partir das seguintes expressões10

τSUP G = τP SP G =

⎡⎢⎣
⎛⎝2

∥∥∥uh
∥∥∥

h

⎞⎠2

+ 9
(

4
Reh2

)2
⎤⎥⎦

− 1
2

. (3.14)

Os parâmetros de estabilização (3.14) são calculados para cada elemento da ma-
lha. Portanto,

∥∥∥uh
∥∥∥ representa o módulo do vetor velocidade local e o comprimento

h, o diâmetro da esfera equivalente ao volume do elemento V determinado pela
seguinte expressão:

h = 3

√
6V
π

(3.15)

No Anexo B são apresentados detalhes sobre como termos da formulação esta-
bilizada das ENS são arranjados para a montagem de cada matriz de elemento e do
vetor de forças equivalente.

9O resíduo que a formulação pretende minimizar não possui a capacidade de aproximar o
verdadeiro resíduo pois o último possui as derivadas de segunda ordem.

10Os parâmetros de estabilização possuem dimensão de tempo que é o inverso do resultado do
produto do vetor velocidade e operador gradiente. São definidos em [28] como: τSUP G = τP SP G =[(

2‖uh‖
h

)2
+ 9
( 4ν

h2

)2]− 1
2
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3.4 Formulação Estabilizada Aplicada ao Trans-
porte Advectivo-Difusivo

Considera-se a equação de transporte de um escalar qualquer φ escrita em sua forma
adimensionalizada com difusividade e termo fontes genéricos D e Q dada pela se-
guinte expressão:

∂φ

∂t
+ u · ∇φ − D∇2φ = Q. (3.16)

Levando-se em conta os seguintes espaços de funções de testes e de ponderação:

Sh
φ =

{
φh | φh ∈ H1h (Ω) , φh .= φ̂h em Γφ

}
,

V h
φ =

{
wh | wh ∈ H1h (Ω) , wh .= 0 em Γφ

}
.

(3.17)

a formulação estabilizada do MEF pode ser escrita como segue: Encontre φh ∈ Sh
φ

tal que, ∀wh ∈ V h
φ ,

∫
Ω

wh

(
∂φh

∂t
+ uh · ∇φh − Qh

)
dΩ + D

∫
Ω

(
∇wh

)T · ∇φhdΩ −
∫

Γ
whqdΓ+

nel∑
e=1

∫
Ωe

(
τSUP Guh · ∇wh

)
·
[(

∂φh

∂t
+ uh · ∇φh − Qh

)]
dΩe = 0.

(3.18)

As três primeiras integrais de (3.18) representam a forma fraca (ou variacional
[64]) da formulação de Galerkin. O termo fonte discretizado no interior dos elementos
é representado por Qh e discretizado de forma equivalente a (3.13). A integral no
interior do somatório sobre os elementos forma a estabilização SUPG. Novamente,
o termo difusivo é eliminado do resíduo discretizado da estabilização por não ser
integrado por partes. O parâmetro de estabilização para a equação de transporte
em sua forma adimensional é calculado de forma semelhante a (3.14):

τSUP G =

⎡⎢⎣
⎛⎝2

∥∥∥uh
∥∥∥

h

⎞⎠2

+ 9
(

4
Dh2

)2
⎤⎥⎦

− 1
2

. (3.19)

3.5 Estabilizações Adicionais

Às duas estabilizações apresentadas nas seções anteriores são adicionados estabiliza-
ções complementares para lidar com instabilidades numéricas na solução de escoa-
mentos com altos números de Reynolds e fortes gradientes do escalar que está sendo
transportado.
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3.5.1 Estabilização de Mínimos Quadrados para a Restrição
de Incompressibilidade

A estabilização Least Squares Incompressible Constraint (LSIC) [8] impõe de forma
fraca a satisfação da condição de incompressibilidade e corresponde à uma matriz
que é adicionada à formulação estabilizada SUPG/PSPG (3.12). Ela também é
formada a partir de um somatório sobre os elementos da malha e é definida pela
seguinte expressão:

nel∑
e=1

∫
Ωe

τLSIC∇̂wh ⊗ ∇̂uhdΩe. (3.20)

onde o operador ∇̂ aplicado sobre os vetores wh e uh resulta em

∇̂wh =
[

∂wx

∂x

∂wy

∂y

∂wz

∂z

]T

∇̂uh =
[

∂ux

∂x

∂uy

∂y

∂uz

∂z

]T
(3.21)

O parâmetro de estabilização adimensional é obtido através da seguinte expres-
são:

τLSIC =

∥∥∥uh
∥∥∥ h

2 (3.22)

3.5.2 Termo de Captura de Descontinuidades

A presença de elevados gradientes no campo do escalar transportado é fonte potencial
de oscilações na solução numérica. CATABRIGA et al. [66] apresentam um termo
de captura de descontinuidades denominado estabilização Y Zβ que é adicionado à
formulação estabilizada (3.18) dado pela seguinte expressão:

nel∑
e=1

∫
Ωe

δ
(
φh
)

∇wh · ∇φhdΩe. (3.23)

Como o parâmetro δ é função do escalar, (3.23) pode ser entendido como um ope-
rador difusivo não-linear. Nesse trabalho, o parâmetro δ foi adaptado de BAZILEVS
et al. [67] conforme segue em sua forma adimensional:

δ
(
φh
)

=
∣∣∣∣∣ 1
φ∞

R
(
φh
)∣∣∣∣∣
⎛⎝ 3∑

i=1

∣∣∣∣∣ 1
φ∞

∂φh

∂xi

∣∣∣∣∣
2
⎞⎠β/2−1

h

2

β

(3.24)

onde φ∞ = 1 é um valor de referência do escalar e o parâmetro β pode assumir os
valores 1 ou 2. R

(
φh
)

é uma aproximação para o resíduo de (2.4) definido como:

R
(
φh
)

= ∂φh

∂t
+ uh · ∇φh − Qh. (3.25)
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Em (3.25), novamente o termo difusivo é eliminado do resíduo devido à ordem
das funções de interpolação.

3.6 Sistemas Matriciais Semi-Discretos

Os sistemas integrais (3.12) e (3.18) acrescidos dos termos de estabilização (3.20)
e (3.23), respectivamente, são chamados de semi-discretização das equações de con-
servação por terem sido discretizados apenas no espaço através de uma formulação
estabilizada do MEF. Realizada a integração no domínio dos elementos finitos e
antes da discretização temporal, eles podem ser escritos em notação matricial da
seguinte forma11:

(M + Mτ ) u̇ + (N (u) + Nτ (u) + K + Lθ) u − (G − Gτ ) p =
l (φ) + l (φ)τ + hΓh

σ
,

(3.26)

(
GT + Mξ + Nξ (u)

)
u + Gξp = l (φ)ξ, (3.27)

(M + Mτ ) φ̇ + (N (u) + Nτ (u) + K + Kδ (φ)) φ =
Q + Qτ + qΓh

q
.

(3.28)

Nos sistemas matriciais acima, u representa o vetor de incógnitas nodais da so-
lução aproximada do vetor velocidade uh e u̇ sua derivada temporal (ou aceleração),
p é o vetor de incógnitas nodais da solução aproximada do campo de pressão ph. φ

é o vetor de incógnitas nodais da solução aproximada da grandeza escalar φh e φ̇

sua respectiva derivada temporal.
O sistema matricial (3.26) é resultante da formulação clássica de Galerkin e da es-

tabilização SUPG sobre as ENS acrescidas pela estabilização LSIC. O sistema (3.27)
é o resultado da formulação clássica de Galerkin sobre a equação da continuidade e
da estabilização PSPG sobre as ENS. O terceiro sistema é obtido após a aplicação
da formulação clássica de Galerkin e da estabilização SUPG sobre a equação do
transporte advectivo-difusivo do escalar mais a presença do termo de captura de
descontinuidades.

As matrizes M correspondem às matrizes de massa, K são matrizes de tensões
cisalhantes (ENS) ou matriz difusiva (transporte) e G representam as matrizes as-
sociadas às tensões normais (pressão). N (u) são as matrizes de advecção não-linear
oriundas dos termos convectivos das ENS e da equação de transporte. GT é a matriz

11Considera-se a dependência do termo fonte genérico l com o escalar transportado φ.
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divergente.12 As matrizes Lθ e Kδ (φ) representam a estabilização LSIC e o termo
difusivo não-linear de captura de descontinuidades, respectivamente.

No lado direito dos sistemas (3.26)-(3.28) encontram-se os vetores de força de
corpo em função do escalar l (φ) e da fonte do escalar Q, além dos vetores com
as condições de contorno de Neumann definidas em (2.10) e (2.11) aplicadas nas
respectivas regiões do contorno discretizado Γh.

Finalmente, os sub-índices τ , ε representam matrizes e vetores associados às
estabilizações SUPG e PSPG, respectivamente.

A não-linearidade associada à matriz convectiva N (u) e o acoplamento entre os
sistemas (3.26) e (3.28) através da presença do vetor de forças de corpo l (φ) no pri-
meiro e, do termo N (u) φ no segundo, serão tratadas na próxima seção juntamente
com discretização temporal.

3.7 Discretização Temporal e o Sistema Linear
Discretizado

Os sistemas matriciais discretizados no espaço (3.26)-(3.28) formam um sistema não
linear de equações diferencias ordinárias (EDO) já que estes contém as taxas de
variação da velocidade e do escalar em relação ao tempo:

u̇ = ∂u
∂t

,

φ̇ = ∂φ

∂t
.

(3.29)

A discretização completa (no espaço e no tempo) é realizada através da integração
de (3.26)-(3.28) no tempo junto com algum esquema de discretização temporal de
(3.29).

Neste trabalho, as derivadas temporais são discretizadas por diferenças finitas e
para a integração no tempo, adota-se o Teorema do Valor Médio para Integrais [68],
isto é: ∫ tn+1

tn
f (t) dt = f (t)

(
tn+1 − tn

)
. (3.30)

onde tn e tn+1 correspondem ao início e fim do intervalo de tempo Δt = tn+1 − tn e
t ∈ [tn, tn+1].

O avanço (ou marcha) no tempo é realizado aplicando-se o esquema de primeira
ordem de Euler (do inglês, Euler backward) [69] resultando num esquema totalmente
implícito.

12A matriz divergente é a transposta da matriz gradiente da pressão ou somente matriz gradiente
G = ∇ΦΦ. A matriz divergente, portanto, é definida como GT = Φ∇Φ.
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Adota-se a estratégia de solução segregada das ENS e de transporte. Nesse caso,
o acoplamento entre elas é resolvido obtendo-se inicialmente a solução das ENS
considerando-se um campo de temperatura conhecido. Com o campo de velocidade
atualizado (assim como o de pressão), resolve-se o transporte do escalar mantendo-se
fixo o campo de velocidade utilizado no cálculo do termo advectivo.

Finalmente, utiliza-se o esquema de Picard ou ponto-fixo [70, 71] para levar em
conta não-linearidade presente nas matrizes determinadas a partir do operadores
advectivos uh∇uh e uh∇wh.

O vetor velocidade que multiplica o operador gradiente e compõe esses termos é
avaliado em cada ponto de integração a partir de sua última atualização disponível.
Para o caso do termo convectivo da ENS resultante da formulação de Galerkin,
N (u), esse procedimento resulta em:

∫
Ω

wh
(
uh∇uh

)
dΩ = uip

∫
Ω

wh∇uhdΩ (3.31)

onde uip representa o último vetor velocidade disponível num determinado ponto de
integração xip calculado com os valores nodais do vetor velocidade ui:

uip =
8∑

i=1
Φi (xip) ui. (3.32)

Procedimento idêntico a (3.32) é realizado para avaliar o resíduo R
(
φh
)

utilizado
para o cálculo do parâmetro δ

(
φh
)

do termo de captura de descontinuidades (3.24).
A partir dessas hipóteses, o sistema linear resultante pode ser escrito da seguinte

forma:

(M + Mτ ) un+1,ν+1 + Δt
(
N
(
un+1,ν

)
+ Nτ

(
un+1,ν

)
+ K + Lθ

)
un+1,ν+1−

(G − Gτ ) pn+1,ν+1 = Δt
(
l (φn) + l (φn)τ + hΓh

σ

)
+ (M + Mτ ) un,

(3.33)

ΔtGT un+1,ν+1 + Mξun+1,ν+1 + Δt
(
Nξ

(
un+1,ν

)
un+1,ν+1 + Gξpn+1,ν+1

)
=

Δtl (φn)ξ + Mξun,
(3.34)

(M + Mτ ) φn+1,ν+1 + Δt
(
N
(
un+1

)
+ Nτ

(
un+1

)
+ K + Kδ

(
φn+1,ν

))
φn+1,ν+1 =

Δt
(
Q + Qτ + qΓh

q

)
+ (M + Mτ ) φn.

(3.35)

Em (3.33)-(3.35) os super-índices n + 1 e n representam os valores no final e
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início de cada intervalo de tempo Δt enquanto que ν + 1 e ν são os contadores da
iteração corrente e anterior da solução do problema não-linear.

Detalhes sobre a solução dos sistemas lineares tais como o solver iterativo e
precondicionamento das matrizes resultantes serão abordados no Capítulo 5 onde
também estarão presentes características principais da biblioteca de Elementos Fi-
nitos libMesh.

3.7.1 Influência do Passo de Tempo na Determinação dos
Parâmetros de estabilização

É conhecido e reportado na literatura [72], que a solução de problemas convectivos-
difusivos através de uma formulação estabilizada do MEF pode apresentar oscila-
ções espúrias quando passos de tempo muito pequenos são utilizados. HARARI e
HAUKE [73] descrevem que situação semelhante ocorre na solução de problemas
parabólicos de transferência de calor resolvidos pela formulação de Galerkin com
avanço no tempo através do esquema implícito de Euler.

Muitas vezes, devido às características do escoamento, não existe a possibilidade
de utilização de passos de tempo maiores pois dessa forma, a solução numérica pode
não captar certas características do fenômeno físico. Em aplicações científicas que
envolvem a análise de problemas com acoplamento de diversos fenômenos físicos, fre-
quentemente há múltiplas escalas de tempo e comprimento envolvidas. Um exemplo
típico são escoamentos com presença de reações químicas. Estas últimas possuem
escala de tempo muito menor do que a do problema de transporte [74].

Em esquemas explícitos, essa situação pode ser crítica quando passos de tempo
muito pequenos são necessários para satisfazer a condição de estabilidade. Tanto
em esquemas implícitos quanto em explícitos, a diminuição do tamanho do passo de
tempo pode ser “compensada” pelo refinamento da malha. Porém, na prática, na
maioria das vezes, essa solução não é viável.

Levando-se em conta esse fato, nesse trabalho foi adotada a estratégia descrita em
TEZDUYAR [28]. A ideia consiste em tornar os parâmetros de estabilização (3.14)
e (3.19) função também do passo de tempo. Isso é realizado inserindo-se uma parcela
a mais conforme as expressões abaixo:

τSUP G = τP SP G =

⎡⎢⎣
⎛⎝2

∥∥∥uh
∥∥∥

h

⎞⎠2

+ 9
(

4
Reh2

)2

+
( 2

Δt

)2
⎤⎥⎦

− 1
2

. (3.36)

τSUP G =

⎡⎢⎣
⎛⎝2

∥∥∥uh
∥∥∥

h

⎞⎠2

+ 9
(

4
Dh2

)2

+
( 2

Δt

)2
⎤⎥⎦

− 1
2

. (3.37)
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Analisando-se as expressões completas dos parâmetros de estabilização, observa-
se que a primeira parcela leva em conta a característica advectiva, a segunda, o
aspecto viscoso/difusivo, enquanto que a terceira considera a evolução transiente do
fenômeno físico.

Existem formas alternativas para definição dos parâmetros de estabilização, tanto
para o controle das instabilidades do método SUPG induzidas pela utilização de
passos de tempo muito pequenos [75, 76], como para a utilização do esquema em
escoamentos compressíveis com presença de ondas de choque [77–81] mas estas não
serão exploradas no presente trabalho.
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Caṕıtulo 4

Integração Reduzida

4.1 Introdução

A integração espacial sobre o domínio de elementos finitos quadriláteros e hexaé-
dricos é usualmente realizada através da quadratura Gaussiana. Quando funções
de interpolação bi e trilineares são utilizadas, a integração exata pode ser obtida
utilizando-se 2 × 2 e 2 × 2 × 2 pontos de Gauss, respectivamente.

Muitos códigos computacionais que utilizam integração explícita no tempo ado-
tam uma ordem de quadratura mais baixa, a qual é inferior à requerida para a
integração espacial exata dos polinômios que interpolam as variáveis nodais no in-
terior do elemento. Em problemas de elasticidade em que a incompressibilidade
do material é considerada, adota-se a integração reduzida seletiva [82] que consiste
na integração completa dos termos desviadores e reduzida dos termos relacionados
aos tensor esférico [83]. Essa estratégica tende a evitar o problema de travamento
(em inglês, locking [84]) comumente observado nessa classe de problemas. Além da
economia no tempo total de computação para o cálculo das matrizes de elementos,
especialmente em problemas não-lineares, estudos sugerem que a taxa de convergên-
cia obtida com um ponto da quadratura é consistente com a obtida utilizando-se a
integração completa [31] dos termos que resultam da formulação fraca, a qual é a
base do método dos elementos finitos.

Em elementos com integração reduzida, as matrizes resultantes dos termos das
equações (3.12) e (3.18) onde aparece o gradiente discretizado das funções de forma
são deficientes de posto. Para que o elemento seja estável, ele precisa ter o posto
adequado. Do contrário, a discretização é instável e apresentará oscilações espúrias
na solução dinâmica [83]. Estas oscilações resultam do fato de que o operador
gradiente subintegrado não possui controle sobre os modos espúrios de hourglass. Os
modos de houglass são modos de energia nula pois eles não resultam em nenhuma
deformação nos pontos do elementos que são amostrados [83]. Consequentemente,
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elementos subintegrados necessitam estabilização.
Atualmente, o padrão das oscilações é bem conhecido e é encontrado em uma

ampla gama de problemas físicos. A Figura 4.1 reproduz os 4 modos de hourglass
associados à direção x para o elemento hexaédrico segundo [31]:

�

�

�

� �

��

� �

�	

Figura 4.1: Modos de hourglass associados a direção x. Em sentido horário a partir
do canto superior esquerdo: modo de torção; primeiro modo de flexão; modo não-
físico e segundo modo de flexão.

Muitos procedimentos numéricos foram desenvolvidos para controlar os modos
de hourglass para problemas de transporte advectivo-difusivo. CHRISTON [36] uti-
lizou a chamada estabilização h realizada através do produto externo dos vetores de
hourglass dos elementos para deduzir o operador de estabilização o qual é adicionado
aos termos difusivos das equações de Navier-Stokes para a solução de escoamentos
incompressíveis de fluidos viscosos.

Em MALLET et al. [35] é apresentada uma correção aos modos de hourglass para
sistemas advectivos-difusivos multidimensionais deduzida a partir da formulação
variacional de Hu-Washizu [85] originalmente utilizada em problemas de elasticidade
linear. Esta técnica foi aplicada na solução das equações de Euler e de Navier-
Stokes para escoamentos compressíveis bi e tridimensionais através da formulação
variacional dos mínimos quadrados de Galerkin (do inglês Galerkin Least Squares
(GLS)) e um operador de captura de descontinuidades. DIAS e COUTINHO [86]
também derivam a partir da formulação variacional de Hu-Washizu uma técnica
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para controle das oscilações espúrias na solução estacionária do transporte advectivo-
difusivo bidimensional de um escalar utilizando a formulação SUPG. Em DIAS e
COUTINHO [87] essa técnica é utilizada para tratamento da integração junto com
uma formulação estabilizada do método do elementos finitos na determinação dos
campos de pressão e de concentração num meio poroso.

É importante ressaltar que os elementos hexaédricos devem cumprir certas exi-
gências para que a integração reduzida com a estabilização hourglass produza ma-
trizes com uma boa aproximação. De forma geral, os elementos não podem estar
muito distorcidos pois nessa condição a estabilização não será capaz de garantir a
qualidade dos resultados.

Utilizando-se como base o trabalho de MALLET et al. [35], a próxima seção
apresenta a dedução dos operadores de correção dos modos espúrios de hourglass
devido à subintegração dos termos difusivos e advectivos que resultantes da for-
mulação estabilizada apresentada no Capítulo 3. Esses termos são adicionados aos
sistemas lineares discretizados (3.33), (3.34) e (3.35) resultando no sistema adotado
para a solução de problemas advectivo-difusivos via integração reduzida do elemen-
tos hexaédrico.

4.2 Operadores para Controle dos Modos Espú-
rios de Hourglass

Dado um conjunto de funções de interpolação trilineares Nk, (k = [1, 8]), define-
se bi como o operador gradiente discreto na direção i, (i = x, y, z) calculado no
centroide do elemento,

bi =
[
N1

,i, N2
,i, N3

,i, N4
,i, N5

,i, N6
,i, N7

,i, N8
,i

]T
. (4.1)

Conforme MALLET et al. [35], a interpolação de um escalar ϕ sobre um elemento
típico pode ser escrita como

ϕ (x, y, z) =
(
CT + bT

x x + bT
y y + bT

z z + γT
α hα

)
ϕe, (4.2)

onde ϕe é o vetor com os valores nodais locais (elemento) do escalar. O subscrito
α = 1, 2, 3, 4 representa os quatro modos de hourglass no espaço tridimensional. Os
vetores C e γα são calculador pelas seguintes expressões

C = 1
8
[
t − tT xebx − tT yeby − tT zebz

]
, (4.3)

γα = 1
Ve

[
Hα − HT

αxebx − HT
αyeby − HT

αzebz

]
, (4.4)
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onde Ve é o volume do elemento e xe, ye e ze são arranjos com os valores das
coordenadas nodais do elemento. Na expressão (4.2) as funções hα são definidas
como segue

h1 = Ve

8 ξη,

h2 = Ve

8 ηζ,

h3 = Ve

8 ξζ,

h4 = Ve

8 ξηζ.

(4.5)

onde ξ, η, ζ são as coordenadas naturais locais no espaço de referência (plano com-
putacional).

Os vetores t e Hα representam o movimento de corpo rígido e os modos de
hourglass e são definidos como segue

t = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]T , (4.6)

H1 = [1, −1, 1, −1, 1, −1, 1, −1]T ,

H2 = [1, 1, −1, −1, −1, −1, 1, 1]T ,

H3 = [1, −1, −1, 1, −1, 1, 1, −1]T ,

H4 = [−1, 1, −1, 1, 1, −1, 1, −1]T .

(4.7)

As estabilizações hourglass para os termos advectivos e difusivos são obtidos
introduzindo-se as novas funções de interpolação na formulação variacional de Hu-
Washizu sobre as formulações estabilizadas (3.12) e (3.18).

Genericamente, a estabilização dos termos difusivos pode ser escrita da seguinte
forma

dhg = εdDijHαβ
ii γαγT

β , (4.8)

onde Dij, (i, j = x, y, z) é um tensor difusivo genérico e

Hαβ
ii =

∫
Ωe

hα,ihβ,idΩe, (4.9)

onde hα,i significa a derivada parcial da função em relação às coordenadas do espaço
físico.

A estabilização dos termos advectivos podem ser escritas de uma forma geral
como

ahg = εaX α
ijbjū

h
i γT

α , (4.10)
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ūh
i é a média de cada componente i do vetor velocidade avaliado no centroide do

elemento e
X α

ij =
∫

Ωe
xjhα,idΩe, (4.11)

xj são as coordenadas do sistema global.
Finalmente, o vetor de estabilização do operador gradiente (da pressão) é dado

por

phg = εpX α
ijbjδijγ

T
α , (4.12)

onde δij é o delta de Kroenecker.
A equação (4.12) pode ser interpretada como uma estabilização de um termo

advectivo cujo campo de velocidade é constante e homogêneo cujas componentes
são iguais a unidade.

Em (4.8), (4.10) e (4.12) os parâmetros adimensionais da estabilização de hour-
glass εk, (k = d, a, p) podem assumir valores dentro do intervalo [0, 1]. A escolha
de seu valor não é trivial para elementos com faces não paralelas. Nesse trabalho,
por default seu valor é definido como a unidade. Nos exemplos de aplicação do
Capítulo 6, caso seja adotado outro valor, este será explicitado. Mais informações
sobre o parâmetro adimensional podem ser obtidas em [88] e [83].

Deve-se observar que os termos de estabilização (4.8), (4.10) e (4.12) resultam
em matrizes de dimensão 8 × 8 e que deve-se realizar o somatório sobre os índices
gregos e latinos. No caso da estabilização difusiva,

dhg (m, n) = εd

∑
α

∑
β

∑
i

∑
j

DijHαβ
ii γα (m) γβ (n) . (4.13)

onde m, n ∈ [1, 8].
A equação (4.12) possui uma componente em cada direção cartesiana, portanto

phg
j (m, n) = εp

∑
α

∑
β

∑
i

X αβ
ij bj (m) γα (n) . (4.14)

As integrais que definem Hα
ij e X α

ij foram determinadas através de software de
álgebra simbólica1. O operador gradiente bi e os tensores difusivos são avaliados no
centroide do elemento, ou seja, com um ponto de integração.

1As expressões foram integradas utilizando-se MATLAB (http://www.mathworks.com/
products/matlab/)
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4.3 Sistemas Lineares Discretizados Resultantes
da Integração Reduzida

Realizando-se a integração espacial no centroide do elemento em (3.12) e (3.18) e
considerando-se novamente o esquema implícito de Euler junto com a linearização
de ponto fixo, após a adição das estabilizações de hourglass, os sistemas lineares
discretizados resultam em

(Mc + Ms
τ ) un+1,ν+1 + Δt

(
Ns
(
un+1,ν

)
+ Ns

τ

(
un+1,ν

)
+ Ks + Lθ

)
un+1,ν+1−

Δt (Gs − Gτ ) pn+1,ν+1Δt
(
l (φn) + l (φn)τ + hΓh

σ

)
+ (Mc + Ms

τ ) un,

(4.15)

ΔtGsT un+1,ν+1 + Ms
ξu

n+1,ν+1 + Δt
(
Nξ

(
un+1,ν

)
un+1,ν+1 + Gs

ξp
n+1,ν

)
=

Δtl (φn)ξ + Ms
ξu

n,
(4.16)

(Mc + Ms
τ ) φn+1,ν+1 + Δt

(
Ns
(
un+1

)
+ Ns

τ (uν) + Ks + Kδ

(
φn+1,ν

))
φn+1,ν+1 =

Δt
(
Q + Qτ + qΓh

q

)
+ (Mc + Ms

τ ) φn.

(4.17)

Em (4.15), (4.16) e (4.17) o super-índice s nas matrizes representa aquelas que
receberam a adição da estabilização hourglass, ou seja

Ns = N + Nhg

Ks = K + Khg

Gs = G + Ghg

Ms
τ = Mτ + Mhg

τ

Ns
τ = Nτ + Nhg

τ

Ms
ξ = Mξ + Mhg

ξ

Gs
ξ = Gξ + Ghg

ξ

(4.18)

onde o super-índice hg representa as matrizes de estabilização que são resumidas na
Tabela 4.1.

Como pode ser observado, a matriz de massa SUPG, e as matrizes de massa e
do gradiente de pressão PSPG também são corrigidas (estabilizadas). A primeira
é igual à matriz de advecção de Galerkin transposta multiplicada pelo parâmetro
de estabilização SUPG. A segunda é equivalente à matriz divergente de Galerkin
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Sistema Matriz Estabilização

Navier-Stokes

Advecção de Galerkin X α
ijbjū

h
i γT

α

Viscosa de Galerkin 1
Re

IHαβ
ii γαγT

β

Gradiente/Divergente de Galerkin X α
ijbjδijγ

T
α

Massa SUPG τX α
ijbjū

h
i γT

α

Advecção SUPG τ
(
ūh ⊗ ūh

)
Hαβ

ii γαγT
β

Massa PSPG τX α
ijbjδijγ

T
α

Gradiente de Pressão PSPG τIHαβ
ii γαγT

β

Transporte

Advecção de Galerkin X α
ijbjū

h
i γT

α

Difusiva de Galerkin 1
D

IHαβ
ii γαγT

β

Massa SUPG τX α
ijbjū

h
i γT

α

Advecção SUPG τ
(
ūh

i ⊗ ūh
i

)
Hαβ

ii γαγT
β

Tabela 4.1: Estabilizações de hourglass.

também multiplicada pelo mesmo parâmetro. A última é similar à matriz viscosa
de Galerkin caso a matriz identidade I3×3 seja adotada como o tensor viscoso.

Os parâmetros de estabilização SUPG e PSPG das equações de transporte e
Navier-Stokes foram representados por τ e o termo difusivo adimensional da equação
de transporte foi generalizado como D.

Nas matrizes que contém o operador advectivo, isto é, advecção de Galerkin,
de massa e de advecção SUPG e de advecção PSPG, as componentes do vetor
velocidade são avaliadas como a média no centroide do elemento (ūh

i ). Da mesma
forma são calculados os vetores de força de corpo, de taxa de geração e as condições
de contorno de Neumann.

A matriz de massa de Galerkin é integrada analiticamente considerando-se o
determinante da matriz Jacobiana da transformação calculado no centroide do ele-
mento resultando em

Mc = Ve

64

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a b c b b c d c

b a b c c b c d

c b a b d c b c

b c b a c d c b

b c d c a b c b

c b c d b a b c

d c b c c b a b

c d c b b c b a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.19)
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onde
a = 2.370370370370370 · · · ,

b = 1.185185185185185 · · · ,

c = 0.592592592592592 · · · ,

d = 0.296296296296296 · · · .

(4.20)

Essa matriz é uma boa aproximação para a matriz de massa de Galerkin quando
os hexaedros apresentam uma razão de aspecto favorável como será visto adiante,
nos experimentos numéricos.
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Caṕıtulo 5

Aspectos Computacionais

5.1 Introdução

Neste Capítulo são apresentadas as principais caraterísticas adotadas para a imple-
mentação do código computacional e a solução paralela dos sistemas de equações
lineares precondicionados em computadores de arquitetura de memória distribuída.
Especial atenção é dada à adaptatividade de malhas em simulações paralelas. Essa
técnica, junto com solucionadores (do inglês, solvers) iterativos de sistemas lineares
viabilizam a solução numérica de problemas de grande porte.

Embora permitam que uma maior quantidade e variedade de problemas físicos
sejam resolvidos a partir dos recursos atuais disponíveis, a adaptatividade de malhas
e a computação paralela adicionam mais complexidade à codificação (metodologia
e algoritmos) e na estrutura de armazenamento e manipulação dos dados. Nesse
contexto, a biblioteca libMesh apresenta-se como uma plataforma computacional
que permite ao desenvolvedor manter o foco nas questões específicas do problema
que será resolvido. Dessa forma, é possível abstrair as complicações adicionais in-
troduzidas pela adaptatividade de malhas e computação paralela e concentrar-se na
modelagem física e matemática.

5.2 Solução do Sistema Linear

A definição do método de solução dos sistemas lineares resultantes da discretização
no tempo e espaço das EDPs governantes é um fator muito importante para o
sucesso de todo esquema numérico. De forma mais geral, um sistema linear pode
ser representado pela seguinte equação:

Ax = b (5.1)

52



onde A é uma matrix não singular de dimensão N × N e b ∈ RN é um vetor
conhecido. N é o número de incógnitas do problema.

Existem duas classes de solvers para a resolução de (5.1): os métodos diretos e os
iterativos. Os métodos diretos, também conhecidos como de eliminação, consistem
em transformar o sistema original através de operações em suas linhas e colunas
num sistema que seja de mais fácil solução ou inversão. Na ausência de erros de
arredondamento ou outros erros, produzem a solução exata após um número finito
de operações aritméticas elementares [89]. Dentre vários, destacam-se o método da
eliminação gaussiana, o método de Gauss-Jordan e a fatoração LU. A precisão e
eficiência computacionais variam de método para método.

Os métodos iterativos ou indiretos são aqueles que, a partir de uma solução ini-
cial aproximada, sobre a qual são aplicados alguns algoritmos algébricos, produzem
uma sequência de soluções melhores à medida que o processo iterativo avança. Após
satisfação de um critério de parada, espera-se obter uma boa aproximação da solu-
ção. Alguns exemplos de método iterativos são o de Jacobi, Gauss-Seidel [90] e os
métodos baseados no espaço de Krylov [70, 91]. Os dois primeiros são classificados
de métodos estacionários, enquanto que o último, representa um grupo de méto-
dos classificados como não-estacionários. A precisão e a taxa de convergência dos
métodos iterativos dependem do tipo do algoritmo utilizado.

Os métodos diretos não são adequados para solução de grandes sistemas lineares
devido ao tempo de computação excessivo e à acumulação de erros de arredonda-
mento quando o número de operações algébricas sobre os elementos da matriz ori-
ginal é grande. Acrescente-se a isso a dificuldade de escalabilidade à medida que o
tamanho do problema aumenta. Embora os métodos iterativos também sejam com-
petitivos na solução de sistemas de tamanho moderado [44], estes são especialmente
atrativos para a solução de grandes problemas esparsos não-simétricos resultantes
da aplicação do MEF. Quando considera-se problemas com malhas adaptativas, em
que a malha final pode ser muito maior que a inicial, os métodos iterativos são mais
adequados.

Uma categoria especial de solucionadores de sistemas lineares indiretos são os
métodos baseados no espaço de Krylov. Conforme [70], esses métodos buscam mi-
nimizar ao longo das iterações uma determinada medida de erro (resíduo1) sobre o
espaço:

x0 + Kk, (5.2)
1A utilização do resíduo de um sistema linear justifica-se pois este mede indiretamente o erro ao

longo das iterações. Isso pode ser verificado subtraindo-se o resultado da substituição da solução
exata Ax−b = 0 do resultado obtido com aproximação numa determinada iteração i, Axi−b = ri,
ou seja, A (xi − x) = ri onde ei = xi − x é o vetor erro da iteração.
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onde x0 é a iteração inicial e Kk é o espaço de Krylov na iteração k definido por:

Kk = span
(
r0, Ar0, . . . ,Ak−1r0

)
(5.3)

para k ≥ 1. O resíduo é calculado pela seguinte expressão

r = b − Ax (5.4)

portanto, r0 é o resíduo inicial

r0 = b − Ax0. (5.5)

Um exemplo clássico de método de Krylov para a solução de sistemas linea-
res simétricos positivo definidos é o método dos gradientes conjugados (do inglês,
Conjugate Gradient, CG) [92]. Para a solução de sistemas lineares não-simétricos,
dois exemplos muito utilizados são o gradiente biconjugado (do inglês, Bi-Conjugate
Gradient, Bi-CG) [93] e o método dos mínimos resíduos generalizados (do inglês,
Generalized Minimum RESidual, GMRES) [94].

Uma característica muito importante dos métodos de Krylov é que eles pres-
cindem do armazenamento (e até da formação) da matriz A durante o processo
iterativo, necessitando apenas do produto da matriz por um vetor. Por esse motivo,
esses métodos são frequentemente chamados de métodos livre de matriz (do inglês,
matrix-free) [70]. Além do produto matriz-vetor, os métodos de Krylov necessitam
de operações de produto escalar entre vetores, e atualização de um vetor pela adição
de um vetor multiplicado por um escalar.

Levando-se em conta as características do sistema linear resultante da aplicação
do MEF sobre as equações governantes, nesse trabalho adotou-se o GMRES para
a sua solução. Na próxima seção (5.2.1) serão apresentados mais detalhes sobre as
principais características do método, assim como algumas vantagens que fazem dele
um método de solução de sistemas lineares amplamente utilizado pela comunidade
acadêmica e também em aplicações comerciais, como por exemplo o ACUSIM que
emprega o MEF para a solução de problemas da DFC ( http://www.acusim.com/
index.html).

5.2.1 GMRES

Segundo KELLEY [70], o GMRES foi proposto em 1986 por SAAD e SCHULTZ [94]
como um método iterativo baseado no espaço de Krylov para solução de sistemas
lineares não-simétricos. A cada iteração k ≥ 1, o método soluciona o seguinte
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problema de mínimos quadrados

minimizex∈x0+Kk
‖b − Ax‖2 (5.6)

onde ‖ ˙ ‖ é uma norma, como a euclidiana.
Na realidade, o GMRES resolve um problema de minimização equivalente a (5.6)

a partir de uma projeção ortogonal Vk do espaço de Krylov. Considerando-se a base
ortogonal, qualquer vetor z ∈ Kk pode ser obtido por

z =
k∑

l=1
ylvk

l (5.7)

onde vk
l é coluna l da projeção ortogonal Vk.

Um novo problema de mínimos quadrados pode ser proposto em termos do vetor
y formado pelos coeficientes yl em (5.7) obtidos para

z = x − x0. (5.8)

A partir (5.8), a equação (5.7) pode-se ser reescrita em termos de um vetor
y ∈ Rk da seguinte forma

x − x0 = Vky (5.9)

Portanto, deve ser possível obter-se

xk = x0 + Vky (5.10)

a partir de y que minimiza
‖r0 − AVky‖2 (5.11)

No desenvolvimento acima foi levado em conta a definição do resíduo inicial (5.5)2.
O novo problema de mínimos quadrados pode ser resolvido por um algoritmo

de fatoração QR. Porém, observando-se (5.11), percebe-se a presença do produto
matriz-vetor de A pela matriz de bases ortogonais Vk. Para evitar o indesejável
produto matriz-vetor adicional, pode ser utilizado como alternativa o processo de
ortogonalização de Gram-Schimidt [95] que, para o caso da formação de uma base
ortogonal para Kk, é chamado de processo de Arnoldi.

Uma deficiência do processo de ortogonalização de Gram-Schimidt é a possibi-
lidade de que os vetores que formam as bases de Vk não sejam realmente ortogo-
nais devido a erros de arredondamento. Uma forma de reparar esse problema é

2Para a obtenção de (5.11), substitui-se (5.10) em (5.6) resultando em ‖b − Axk‖2 =
‖b − A (x0 + Vky)‖2.
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substituindo-o por sua versão modificada. Segundo [70], embora os processos de or-
togonalização de Gram-Schimidt e sua versão modificada sejam equivalentes no caso
de precisão infinita, a segunda forma possui uma probabilidade maior de manter a
ortogonalidade das bases em situações práticas.

O processo iterativo termina quando a norma relativa do resíduo da iteração k

for inferior a uma determinada tolerância ε, isto é:

‖rk‖2
‖b‖2

< ε. (5.12)

Somente após terminado o processo iterativo é que a solução xk é computada
através de (5.10). Deve-se observar que é necessário o armazenamento de vetores
de tamanho N para cada iteração. Isto é, após k iterações do GMRES, k vetores
deverão estar disponíveis. Esse procedimento pode se tornar inviável caso o problema
a ser resolvido seja muito grande e o número de vetores no espaço de Krylov (nk)
também.

Esse inconveniente (falta de memória) pode ser contornado através do procedi-
mento chamado de reinício. Para isso, define-se um número máximo de iterações
kmax. Se a condição (5.12) não for obtida dentro desse limite de iterações, o processo
é restabelecido novamente com x0 = xk. Dessa forma, pode-se ajustar o número
máximo de vetores que serão armazenados em cada ciclo de reinício levando-se em
conta os recursos de memória disponíveis.

Portanto, dados uma solução inicial x0, o vetor que forma o lado direito do
sistema linear b, a matriz3 A, uma tolerância para o resíduo relativo ε, o número
de vetores no espaço de Krylov nk e o número máximo de vetores que podem ser
armazenados kmax, os procedimentos básicos em cada iteração do GMRES consistem
na formação de uma base ortogonal para o espaço de Krylov através do algoritmo de
Gram-Schmidt modificado seguida pela solução do problema de mínimos quadrados
(5.10). Para cada iteração, avalia-se se a tolerância para o resíduo relativo foi obtida.
Caso o número máximo de vetores que pode ser armazenados seja alcançado antes
disso, o processo é reiniciado a partir da última aproximação da solução disponível,
isto é xk.

Para obtenção de um melhor desempenho do GMRES, geralmente são realizadas
as seguintes estratégias: otimização do produto matriz-vetor, utilização de uma
estrutura de armazenamento compacta dos elementos da matriz como, por exemplo,
linha comprimida (do inglês, Compressed Sparse Row, CSR), elemento-por-elemento
(do inglês, Element-By-Element, EBE) ou aresta-por-aresta, utilização esquemas de

3Na realidade, o GMRES recebe apenas os elementos não-nulos dessa matriz esparsa. Isso é
realizado fornecendo-se ao método um mapa que relaciona as posições com valores não nulos com
um vetor comprimido.
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reinício e aplicação de técnicas de precondicionamento da matriz.
A última estratégia pode ser fundamental para viabilizar a solução dos siste-

mas lineares muito grandes e que resultem mal-condicionados. A próxima seção
(5.3) apresenta algumas características desejáveis nos sistemas precondicionados e
descreve a técnica adotada nesse trabalho.

5.3 Precondicionamento do Sistema Linear

Embora os métodos iterativos de solução de sistemas lineares possuam bom emba-
samento teórico, todos eles tendem a produzir uma taxa de convergência lenta em
problemas típicos da DFC [90]. Em especial para os métodos de Krylov, o precondi-
cionamento dos sistemas lineares resultantes é essencial para a solução de problemas
reais de engenharia através de técnicas de discretização como o MEF.

O conceito por trás de todo método de precondicionamento é trivial: substituir
o sistema original por outro que produza os mesmos resultados, mas que seja mais
fácil de ser resolvido. Por mais fácil, entende-se uma taxa de convergência superior.
Portanto, o sistema linear (5.1) é substituído por outro melhor condicionado, descrito
de forma geral como

M−1Ax = M−1b (5.13)

onde M é uma boa aproximação para A. Alguns exemplos para a determinação
da matriz M podem ser a matriz diagonal D = diag (d11, . . . ,dNN) e matriz bloco-
diagonal B = block (A).

No primeiro caso, o operador “diag” compõe uma matriz diagonal cujas elemen-
tos dii podem ser determinados a partir dos elementos da diagonal de A. Essa
técnica conhecida como precondicionador por ponto de Jacobi (do inglês, point Ja-
cobi preconditioner) possui como vantagens a fácil implementação e baixo custo de
armazenamento. Por outro lado, não apresenta grande eficiência já que a inversa de
D é uma aproximação bastante pobre de A−1.

O segundo exemplo utiliza o operador “block” que extrai da matriz original as
submatrizes bloco-diagonais que possuem dimensão m × m onde m é, por exemplo,
o número de incógnitas por nó do problema. Essa estratégia também é de fácil
implementação e, embora imponha um custo de armazenamento um pouco maior,
apresenta uma melhor taxa de convergência. Essa técnica, assim como variantes
para a determinação dos blocos, é conhecida genericamente como precondicionador
por bloco de Jacobi (do inglês, block-Jacobi preconditioner). Mais detalhes assim
como sua aplicação em processamento paralelo serão apresentados na subseção 5.4.6.

Apesar de até aqui terem sido apresentados exemplos explícitos de determinação
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da matriz de precondicionamento, na prática, segundo [90], é improvável que esse
procedimento seja realizado. Em vez disso, o processo iterativo opera com A e com
M−1 sempre que necessário.

A seguir é apresentada a técnica utilizada no presente trabalho conhecida como
precondicionamento pela fatoração incompleta da matriz A em que esta é aproxi-
mada pelo produto de duas matrizes triangulares, uma inferior (L) e outra superior
(U), ou seja, A ≈ LU.

5.3.1 Precondicionador ILU

O precondicionamento através da fatoração incompleta LU, conhecida na literatura
como fatoração ILU (do inglês, Incomplete Lower Upper factorization) é uma téc-
nica amplamente empregada na solução de sistemas lineares através de métodos de
Krylov. Como o nome diz, essa técnica apenas aproxima a matriz original através
de uma fatoração tal que

A = LU − R (5.14)

sendo que as matrizes L e U possuem a mesma estrutura de elementos nulos como as
das partes inferior e superior de A. A matriz R é composta pelo erro (ou resíduo)
da fatoração. Portanto, o produto dos fatores L e U é mais denso que a matriz
original.

A fatoração incompleta pode ser realizada pela eliminação de Gauss (ou uma de
suas variantes) definindo-se um conjunto P de elementos da matriz A que ficarão
de fora do processo. O conjunto pode ser definido de forma geral por

P ⊂ {(i, j) |i �= j;1 ≤ i, j ≤ N} (5.15)

Quando o resíduo da fatoração possui elementos de valor zero nas posições não
nulas da matriz A, isto é o produto LU não gera erro em suas posições não nulas,
a fatoração é chamada de nível de preenchimento zero (do inglês, no fill-in) ILU(0).
Nesse casos, constituem o conjunto P os elementos nulos da matriz esparsa A e
diz-se que o conjunto representa a padrão zero dessa matriz.

Nem sempre o precondicionador ILU(0) é suficiente para obter-se uma boa taxa
de convergência da solução iterativa. A qualidade do precondicionamento pode ser
melhorada permitindo-se um aumento no nível de preenchimento. Genericamente,
chama-se ILU(k) o precondicionador ILU com nível de preenchimento (ou ordem)
k. Por exemplo, o primeiro nível de preenchimento ILU(1) é obtido definindo-se
o conjunto P como sendo o padrão nulo do produto LU resultante de ILU(0).
Embora um maior nível de preenchimento potencialmente melhore a qualidade da
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convergência, o custo associado ao processo de fatoração aumenta.

5.4 Computação Paralela

5.4.1 Arquiteturas de Memória

Considerando-se a arquitetura de memória, basicamente, existem duas categorias
para classificação dos computadores [50]: memória compartilhada e memória dis-
tribuída. A primeira categoria compreende sistemas em que diversos núcleos de
processamento (do inglês, core) acessam e utilizam a mesma área de memória e os
dados são compartilhados entre os núcleos. Utiliza-se o modelo de paralelismo de
multitarefas em que um determinado processo (ou programa executável) é dividido
em várias linhas de execução (do inglês, threads) que podem ser executadas simulta-
neamente. A Figura 5.1 apresenta um esquema representativo de uma arquitetura
de memória compartilhada com acesso uniforme típica de um multiprocessamento
simétrico em que cada processador pode acessar todas os locais da memória global
através de operações de carregamento e armazenamento (Mais detalhes na subse-
ção 5.4.2).
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Figura 5.1: Esquema de arquitetura de memória compartilhada com acesso uniforme.

Por outro lado, sistemas de memória distribuída são aqueles formados por uma
série de processadores que possuem a sua própria memória (não compartilhada com
os demais processadores) sendo, portanto, responsáveis pelo tratamento dos dados
armazenados nesta. Como nesse caso os diferentes processadores têm acesso a di-
ferentes conjuntos de dados, o modelo de programação por troca de mensagens é

59



utilizado para a comunicação e sincronização destes entre os processadores. A Fi-
gura 5.2 apresenta um esquema de memória distribuída.
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Figura 5.2: Esquema de arquitetura de memória distribuída.

O recente desenvolvimento de arquiteturas de memória híbrida distribuída/com-
partilhada, como a utilizada em aglomerados de computadores pessoais com CPUs
de múltiplos núcleos (chamados em inglês de cluster), sugere que os códigos paralelos
correspondentes devem incluir a combinação de modelos de troca de mensagens e de
multitarefas. Nas próximas seções são descritos os paradigmas de programação para
os três padrões de arquitetura de memória: compartilhada, distribuída e híbrida.

5.4.2 Programação por Multitarefa

No modelo de programação por multitarefas, um determinado processo se subdivide
em diversas threads que concorrem na utilização do mesmo espaço de memória [50].
Neste caso, não existe a necessidade de operações especiais de cópia de informações,
pois cada linha de execução lê e grava na memória através do uso de atribuições
de variáveis em comum. Um mesmo processo é capaz de “tratar” de múltiplas
instruções num mesmo ciclo de máquina, normalmente fazendo uso de processadores
de múltiplos núcleos. De forma abstrata, o esforço computacional de um processo
(ou programa executável) é dividido em diversas linhas de execução distribuindo
paralelamente esse esforço, de forma igual ou não, entre as linhas. Dado que o
acesso à memória é através de operações de carregamento e de armazenamento, em
vez de as operações de rede usadas em sistemas de memória distribuída, o acesso à
memória remota tem menor latência e maior largura de banda (taxa de transferência
de memória de/para a CPU).

Conforme apresentado na Figura 5.1, sistemas multiprocessados utilizam memó-
rias caches para agilizar o acesso aos dados solicitados pelo processador. O uso de
caches significa que muitas vezes há várias cópias de dados: uma cópia na memória
principal, uma cópia na cache secundário (quando existe e é usado) e uma cópia no
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cache primário. Além de várias cópias dos dados, estes podem ter sido modificados
pelas múltiplas CPU’s.

O acesso sincronizado às estruturas de dados compartilhados é uma questão
importante em sistemas de memória compartilhada. O problema da coerência e
consistência de cache é garantir que todas as cópias de dados sejam um reflexo
verdadeiro (atualizado) dos dados contidos na memória principal. Para evitar esse
problema, o sistema de programação e o programador devem ter cuidado com as
estruturas de dados compartilhadas e estruturas de dados não compartilhados que
podem estar localizadas no mesmo bloco de cache, uma situação conhecida como
falso compartilhamento [50].

Muitas vezes, a coerência de cache é realizada pelo hardware, sem qualquer efeito
sobre o processo. Em alguns casos, programas especializados, como um driver de
dispositivo no nível do kernel, devem tomar medidas específicas para manter a coe-
rência de cache [96].

O acesso uniforme à memória (do inglês, Uniform Memory Access, UMA) é um
tipo de arquitetura projetada para garantir a coerência. O esquema de memória
compartilhada apresentada na Figura 5.1 é um exemplo de UMA. Neste projeto,
cada memória e caches estão ligadas a todas as outras, cada parte observa qualquer
operação de memória (como um carregamento a partir de uma posição de memó-
ria) e garante que a coerência de cache é mantida [50]. Conforme a Figura 5.1,
esse projeto possui uma “camada” de sinalização, chamada em inglês de bus, para a
conexão entre os processadores e a memória (fator limitador da capacidade de comu-
nicação). Sistemas UMA de alto-desempenho foram projetados mais recentemente
sem a necessidade dessas camadas. Porém, estes também não são escaláveis.

Com o objetivo de contornar essa dificuldade, a arquitetura de acesso não-
uniforme à memória (do inglês, NonUniform Memory Access, NUMA) foi desen-
volvida sem a necessidade de que o tempo de acesso à memória seja igual para todos
os processadores, como ocorre em sistemas UMA. Em vez disso, a memória pode
ser conectada por uma rede escalável. Tais sistemas podem ser mais sensíveis aos
detalhes do layout de dados, mas também podem escalar para um número muito
maior de processadores [50].

A implementação do paralelismo de memória-compartilhada pode ser realizada a
partir do padrão OpenMP (Open Multi-Processing, [97]). OpenMP é uma interface
de programação (em inglês, Application Program Interface, API e corresponde a um
conjunto de rotinas e padrões de um software) disponível para diversas linguagens de
programação (C/C++ e Fortran, por exemplo) que oferece suporte ao paralelismo
em computadores com arquitetura de memória compartilhada. O OpenMP consiste
de diversas diretivas de compilação, rotinas e variáveis de ambiente que controlam
o comportamento de um programa em tempo de execução.
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5.4.3 Programação por Troca de Mensagens

Considerando-se uma série de computadores conectados através de uma rede, o mo-
delo típico de programação por troca de mensagens consiste em comunicar processos
separados em cada computador através do envio de dados (mensagens), geralmente
chamando rotinas para esse fim. A troca de mensagens é um paradigma de pro-
gramação amplamente utilizado em computadores paralelos, especialmente clusters
com memória distribuída e em redes de estações de trabalho [51]. Essa técnica de co-
municação baseia-se no envio e recebimento de mensagens através da rede seguindo
as regras de um protocolo de comunicação entre vários processadores que possuam
memória distribuída [98].

A interface de troca de mensagens (do inglês Message Passing Interface, MPI)
constitui para os usuários um padrão de programação que permite a implementação
de códigos computacionais que serão executados em paralelo. As instruções de
“envio” e “recebimento”, assim como uma série de outras mais, fazem parte do
conjunto de operações das bibliotecas MPI. Além da portabilidade, isto é, o mesmo
código fonte pode ser executado em diversos tipos de máquina, as bibliotecas podem
ser utilizadas em clusters heterogêneos (formados por processadores de diferentes
arquiteturas).

Existem várias bibliotecas MPI disponíveis atualmente. Alguns exemplos são as
implementações de código aberto OpenMPI [51], MPICH2 [99] e MVAPICH [100].

No contexto da simulação numérica através de técnicas de discretização (como
no caso do MEF), após o particionamento do domínio de simulação entre os diversos
processadores, os quais resolverão de forma independente as equações associadas aos
elementos de seu subdomínio, existirá sempre a necessidade da troca de mensagens
entre os subdomínios adjacentes. É através dessa interface de comunicação que
haverá troca de informações entre os processadores via envio e recebimentos de
mensagens. A comunicação entre os processadores é realizada de forma cooperativa,
isto é, um dado enviado por um determinado processo só será recebido se a chamada
à rotina de recepção correspondente também tiver sido efetuada por outro processo
[50].

Se um determinado processador precisa usar um conjunto de dados que não está
armazenado localmente, o processador que possui esses dados deve explicitamente
enviá-los para o processador requerente. Este último deve executar uma operação
explícita de recebimento, a qual é sincronizada com o envio, antes que ele possa usar
o conjunto de dados comunicados [50].

Embora em arquiteturas de memória distribuída o acesso a dados locais seja re-
lativamente rápido, o acesso à memória remota exige mais esforço devido à latência.
Nesse caso, torna-se fundamental para obtenção de bons desempenhos a minimiza-
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ção do custo envolvido na troca de mensagens estre os processadores. Portanto, esse
modelo de paralelismo só pode ser escalável se a rede de interconexão também for.
InfiniBand é uma tecnologia de comunicação de alta velocidade usada em compu-
tação de alto desempenho. Suas características incluem alta taxa de transferência,
baixa latência, sendo projetada para ser escalável. Embora a tecnologia de comu-
nicação através de redes tenha avançado muito nos últimos anos, as operações de
acesso à memória possuem uma latência maior do que em arquiteturas de memória
compartilhada.

5.4.4 Programação em Sistemas de Memória Híbrida

Atualmente, os clusters de nós multiprocessados4 de memória compartilhada são
bastante populares na comunidade de computação de alto desempenho. Nessas má-
quinas, a memória é distribuída entre os nós que compõem o cluster e compartilhada
entre os núcleos de cada nó. A utilização combinada de modelos de memória com-
partilhada e de troca de mensagens (interfaces OpenMP e MPI) é uma possibilidade
nesse tipo de arquitetura.

Consequentemente, a programação paralela deve combinar paralelização de me-
mória distribuída na interconexão entre nós com a paralelização de memória com-
partilhada dentro de cada nó [101]. Segundo RAEDER et al. [102], a implementação
de códigos em arquiteturas de memória híbrida impõe todos os desafios de ambos
sistemas e requer um cuidado especial sobre como separar o paralelismo no interior
e entre os nós.

Estas arquiteturas incluem uma grande variedade de sistemas, desde arquiteturas
em que a interligação do nó fornece um único espaço de endereçamento de memória,
até sistemas com capacidade de acesso à memória remota direta (do inglês, Remote
Direct Memory Access, RDMA). Elas permitem a alta eficiência paralela dentro de
um nó multiprocessado, escaláveis para centenas ou até milhares de processadores.

O modelo de programação híbrido MPI e OpenMP pode ser explorado com
sucesso em cada um destes sistemas. De fato, os princípios de códigos paralelos
híbridos são adequados para sistemas que vão desde um nó até grandes clusters de
memória compartilhada, ou mesmo para máquinas NUMA, e ainda para clusters de
máquinas NUMA.

O ideal da programação híbrida é o aproveitamento do potencial de ambos os
modelos. É desejável combinar a paralelização explícita de grandes tarefas com o
MPI com a divisão de tarefas simples em threads com o OpenMP. Em alto nível, o
programa pode ser hierarquicamente estruturado como uma série de tarefas MPI,
cujo código sequencial é enriquecido com diretivas OpenMP para adicionar multith-

4Normalmente, cada nó possui entre 2 e 16 CPUs
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reading5 e aproveitar as características da presença de memória compartilhada e o
multiprocessamento dos nós [102].

5.4.5 Particionamento do Domínio

No presente trabalho, o número de processos utilizados numa simulação paralela
deve ser definido a priori antes da submissão do executável. Esse número permane-
cerá inalterado até que a execução seja finalizada (uma alternativa seria a adaptação
no número de processadores ao longo da simulação, mas essa estratégia não será con-
siderada). Idealmente, para obtenção de melhor desempenho, é importante conhecer
o tamanho total (em termos de malha) do problema que será resolvido.

Para executar com eficiência computações paralelas em sistemas de memória
distribuída, dois aspectos fundamentais devem ser levados em conta. Primeiro, o
número de processadores deve ser adequadamente escolhido de acordo com o ta-
manho do problema e a sobrecarga de comunicação esperada. Segundo, a carga de
trabalho deve ser equilibrada entre os processadores selecionados de forma propor-
cional ao seu poder computacional [103]. Portanto, deve-se buscar um mapeamento
da malha computacional para os processadores que equalize o número de elemen-
tos atribuídos a cada processador e que minimize a comunicação necessária para
executar a troca de informações entre os subdomínios (processadores) adjacentes.

Balanceamento de carga significa que os processadores têm aproximadamente a
mesma quantidade de trabalho. Para equilibrar a carga computacional em uma má-
quina com processadores homogêneos (de igual potência, como é o caso das máquinas
utilizadas nesse trabalho), o programador deve dividir o trabalho e as comunicações
uniformemente. Este pode ser um desafio na solução de problemas em que não se
conhece o tamanho da malha no início da execução ou nos quais o tamanho muda
ao longo da simulação. A estimativa a priori do número ideal de processadores de
uma simulação transiente com alteração do tamanho de malha torna-se uma tarefa
difícil. A definição de um número elevado de processadores pode resultar em exces-
sivo custo de comunicação de dados, fato que pode aumentar significativamente o
tempo total de execução devido, principalmente, à troca de mensagens pela rede.

Em simulações adaptativas, o problema muda de tamanho com uma taxa de
crescimento imprevisível durante o processo de solução. Quando executadas em
ambientes de arquitetura paralela, é impossível determinar a carga computacional
e de comunicação com antecedência. A alteração dinâmica do tamanho do pro-
blema com AMR/C é claramente complexa uma vez que este pode aumentar ou
diminuir. Além disso, a distribuição (dos elementos) da malha no domínio muda

5O termo multithreading pode ser entendido como a capacidade de um sistema operacional de
executar diferentes partes de um programa (as chamadas threads) simultaneamente.
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dinamicamente, geralmente, de uma forma que não é conhecida com antecedência
[103].

A manutenção do particionamento realizado no início da simulação (particiona-
mento estático) inevitavelmente irá causar desequilíbrio de carga entre os proces-
sadores durante o tempo de execução. Em clusters e outras plataformas paralelas,
uma estratégia de particionamento dinâmica precisa ser viável para simulações com
refinamento adaptativo de malha. Métodos especiais envolvendo reconfiguração de
uma computação em tempo de execução são requeridos para tratar desses proble-
mas [50]. Porém, o desenvolvimento de esquemas ideais para reparticionamento que
podem tirar proveito de uma partição anterior em um ambiente de adaptatividade
de malhas paralelo ainda é uma questão aberta para investigação.

Neste trabalho, considera-se o particionamento de domínio padrão sem superpo-
sição, conforme apresentado na Figura 5.3, em que os elementos relacionados a cada
um dos subdomínios são associados a processadores diferentes.

Figura 5.3: Particionamento de um domínio de simulação em 8 subdomínios.

Ou seja, o domínio computacional discreto Ωh é dividido em conjunto de subdo-
mínios Ωh

p tal que ⋃Ωh
p = Ωh e ⋂Ωh

p = ∅. Segundo [53], as duas métricas primárias
para julgar a qualidade de uma partição são o tamanho da malha em cada subdomí-
nio e o número de arestas que ligam vértices em subdomínios diferentes (em inglês,
edge-cut) resultantes do particionamento.

Em problemas com malhas adaptativas, a cada nova etapa de adaptação, regiões
do domínio terão um aumento na densidade de elementos da malha enquanto que
em outras, a quantidade de elementos irá diminuir. Esses ajustes dinâmicos de ma-
lha resultarão, para alguns processadores, em aumento (ou diminuição) significativa
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de trabalho em relação a outros e, portanto, causarão desequilíbrio de carga [50].
Situação semelhante existe para problemas em que a quantidade de computação as-
sociada a cada elemento da malha muda ao longo do tempo [104]. Nesses dois tipos
de aplicações, é necessário realizar o balanceamento dinâmico de carga à medida
que a simulação avança. A Figura 5.4 apresenta um exemplo de evolução do parti-
cionamento de domínio que acompanha o transiente de uma simulação com malha
adaptativa.

(a)

(b)

(c)

Figura 5.4: Particionamento dinâmico do domínio: (a) Particionamento inicial, (b)
Particionamento em um intervalo de tempo intermediário e (c) Particionamento
final.

O balanceamento dinâmico pode ser realizado utilizando-se algoritmos de parti-
cionamento baseados em grafos de malhas como o apresentado na Figura 5.5. Em
simulações numéricas em que a computação é realizada a partir dos elementos da
malha (Figura 5.5(a)), como a versão do MEF desse trabalho, o grafo correspondente
é formado por vértices, que representam cada elemento da malha, e por arestas, que
representam as conexões que compartilham arestas (em duas dimensões) ou faces
(em três dimensões). Portanto, na Figura 5.5(c) os vértices correspondem aos 10 tri-
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ângulos e cada uma das arestas que os conectam representa um elemento adjacente
que compartilha uma aresta da malha.

(a) (b)

(c)

Figura 5.5: Malha irregular e seus correspondentes grafos: (a) Malha triangular, (b)
Grafo da conetividade nodal e (c) Grafo associado à vizinhança dos elementos da
malha.

Distribuindo-se os vértices desses grafos em np subdomínios disjuntos, obtém-se
um mapeamento dos elementos da malha para cada processador p. Se o partici-
onamento é determinado de forma que cada subdomínio possua o mesmo número
de vértices, cada processador terá uma quantidade igual de trabalho durante o pro-
cessamento paralelo. O volume total das comunicações efetuadas durante o proces-
samento paralelo pode ser estimado através da contagem do número de edge-cuts.
Portanto, o objetivo de cada particionamento deve ser minimizar a quantidade de
edge-cuts.

A definição do objetivo do particionamento pode ser ampliada considerando-se
a possibilidade de associar-se pesos aos vértices V e às arestas E de um deter-
minado grafo G (V, E). Nesse caso, o objetivo do grafo “ponderado” é dividir os
vértices em np subdomínios de tal forma que cada subdomínio contenha aproxima-
damente a mesma quantidade de vértices ponderados, minimizando a soma dos pesos
das arestas cujos vértices pertencem subdomínios diferentes. Em clusters heterogê-
neos, pode-se atribuir a cada subdomínio uma quantidade de vértices ponderados
de forma a distribuir mais trabalho aos processadores mais rápidos. O peso de cada
subdomínio pode ser definido através de um vetor de tamanho np cujos elementos
representam a fração do peso total dos vértices que cada subdomínio deve receber.
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Bibliotecas, tais como, METIS [105] e a ParMETIS [106], foram desenvolvidas
com objetivo de implementar esquemas eficientes de particionamento de malhas.
A primeira é uma biblioteca serial de particionamento, enquanto que a segunda é
paralela baseada em MPI. Ambas são aplicáveis a grafos provenientes de malhas
não estruturadas e, segundo afirmam seus desenvolvedores, para reordenar as equa-
ções de forma a minimizar o preenchimento durante a fatoração LU (completa ou
não). Ainda, segundo estes, a ParMETIS estende as funcionalidades fornecidas pela
METIS e inclui rotinas que são especialmente adequadas para computações parale-
las com refinamento adaptativo de malhas e para simulações numéricas de grande
escala.

5.4.6 Precondicionamento ILU por Subdomínios

Embora o precondicionamento ILU(k) seja bastante eficiente para a solução serial
de sistemas lineares, sua aplicação paralela, além de muito complicada devido à
natureza recursiva do processo de fatoração, tende a produzir resultados não satis-
fatórios. A fim de tornar o fatoração ILU mais adequada para arquiteturas paralelas,
uma série de técnicas alternativas foram desenvolvidas usando precondicionadores
por bloco que permitem a combinação com fatorações ILU locais (por subdomínios).
A abordagem mais simples é o precondicionador Bloco-Jacobi que recebe esse nome
por ser uma extensão do método iterativo homônimo utilizado para solução de sis-
temas lineares. Alguns exemplos de aplicação dessa técnica podem ser encontradas
em [107, 108].

Este método consiste em fatorar cada bloco-diagonal da matriz tal que cada
bloco coincida com a divisão das variáveis nos processadores. A fatoração ILU será
aplicada nos blocos-diagonais de cada subdomínio (fatoração local), em contraste
com a fatoração global realizada em soluções seriais. Vale ressaltar que a ação
do precondicionador por bloco será diferente da ação do precondicionador com a
fatoração global além de tornar a construção dos fatores incompletos e a reordenação
das incógnitas mais simples e eficiente [108].

Dentre as técnicas de precondicionamento por bloco, Bloco-Jacobi é um dos
esquemas mais utilizados devido à facilidade de implementação. Não há interseções
entre os blocos. A fatoração incompleta pode ser aplicada em cada um deles sem o
custo extra da comunicação. Porém, em simulações adaptativas, a nova fatoração
local deve ser realizada toda vez que a malha é modificada já que a adaptatividade
altera o grupo de elementos residentes em cada subdomínio.

Outra abordagem para a paralelização do précondicionamento ILU é embutir a
fatoração na decomposição de domínio. O método Additive Schwarz (ASM, [109])
constrói o precondicionador dividindo o domínio do problema em um número de
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subdomínios com possibilidade de sobreposição e, posteriormente, combinando o
precondicionadores dos subdomínios. A comunicação entre os subdomínios através
da sobreposição pode ser realizada de diversas várias maneiras, ou a sobreposição
pode ser ajustada para zero, reduzindo o precondicionador para o Bloco-Jacobi [50].

De forma resumida, o precondicionamento Bloco-Jacobi divide o sistema linear
em diversos subsistemas (sem dependência comum) que são precondicionados local-
mente de forma independente. O número de blocos em cada subdomínio é arbitrário,
mas, por questões de economia no precondicionamento local, é comum a definição
de apenas um. Essa estratégia pode ser usada com diferentes tipos de precondicio-
nadores em cada bloco. Costuma-se referenciar a estratégia de precondicionamento
Bloco-Jabobi em conjunto com a fatoração ILU com um determinado nível de pre-
enchimento k por BILU(k) ([110]).

O Código 1 apresenta um trecho do método PetscPreconditioner<T>::set -
petsc subpreconditioner type() da biblioteca libMesh onde é implementada a
aplicação do precondicionador Bloco-Jacobi.

Código 1 : Implementação da aplicação do precondicionador Bloco-Jacobi da
PETSc na libMesh.

1 {
2 // For catch ing PETSc e r r o r re turn codes
3 i n t ierr = 0 ;
4 . . .
5 // To s t o r e array o f l o c a l KSP context s on t h i s p ro c e s s o r
6 KSP∗ subksps ;
7
8 // the number o f b locks on t h i s p ro c e s s o r
9 i n t n_local ;

10
11 // F i l l array o f l o c a l KSP context s
12 ierr = PCBJacobiGetSubKSP ( pc , &n_local , PETSC_NULL , &subksps ) ;
13 CHKERRABORT ( libMesh : : COMM_WORLD , ierr ) ;
14
15 // Loop over sub−ksp ob j ec t s , s e t ILU p r e c o n d i t i o n e r
16 f o r ( i n t i=0; i<n_local ; ++i )
17 {
18 // Get po in t e r to sub KSP ob j e c t ’ s PC
19 PC subpc ;
20 ierr = KSPGetPC ( subksps [ i ] , &subpc ) ;
21 CHKERRABORT ( libMesh : : COMM_WORLD , ierr ) ;
22
23 // Set reques ted type on the sub PC
24 ierr = PCSetType ( subpc , type ) ;
25 CHKERRABORT ( libMesh : : COMM_WORLD , ierr ) ;
26 }
27 }

O método PetscPreconditioner<T>::set petsc subpreconditioner type()
é chamado por cada subdomínio. A linha 6 do código instancia um ponteiro para
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o objeto que representa todo “contexto” do método de solução de sistemas lineares
baseados no método do subespaço de Krylov (subksps) para o subdomínio corrente
definido para o problema. Na linha 12, o método PCBJacobiGetSubKSP fornece o
número total de blocos (n local) e o vetor com as informações do contexto do so-
lucionador linear para cada bloco do subdomínio. Na linha 16 é realizado o laço
por todos os blocos locais. O método KSPGetPC retorna um ponteiro para o pre-
condicionador local (ILU, por exemplo) à variável subpc e, na linha 24, o método
PCSetType aplica o precondicionador definido para o subdomínio corrente.

5.5 Adaptatividade de Malhas

Nessa seção são apresentados os conceitos fundamentais associados à metodologia
de adaptação de malhas. O objetivo principal da utilização de malhas adaptativas
é a busca de forma dinâmica e automática de uma discretização espacial eficiente
para minimizar e distribuir uniformemente o erro da solução numérica calculado
através de uma determinada métrica. Consequentemente, a malha de elementos
finitos tende a ser otimizada representando melhor as regiões do domínio onde há
presença de fortes variações das grandezas calculadas em detrimento de outras onde
as varições são suaves.

Simplificadamente, existem 3 esquemas principais de adaptação de malhas:

• o refinamento h;

• o refinamento p;

• o refinamento hp.

O refinamento h consiste no aumento da quantidade de elementos finitos e mu-
dança na sua distribuição e/ou tamanho no interior do domínio de solução. No
refinamento p, a ordem dos polinômios de interpolação é aumentada mantendo-se
a topologia dos elementos. A combinação desses dois esquemas representa o refina-
mento hp.

A adaptatividade h é adequada para problemas em que a solução não é suave
em todo o domínio [111]) como nos casos de propagação de uma frente, superfícies
livres, presença de camadas limites, etc. Já o refinamento p é mais eficiente quando
não há presença de descontinuidades sendo que a taxa de convergência tende a ser
exponencial quando não há presença de singularidades. O refinamento hp possui as
vantagens desses dois esquemas produzindo ótimos resultados a despeito do aumento
da complexidade de programação [44]. GAGO et al. [112] apresentam um estudo
com a comparação dos resultados obtidos para os três esquemas.
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O refinamento h, segundo [3], é a estratégia de enriquecimento de malhas mais
bem sucedida e as razões são:

• A conservação satisfeita naturalmente;

• Não há necessidade de interpolações adicionais àquelas dadas pelas funções de
interpolação dos elementos;

• o refinamento h é bastante adequado ao processamento paralelo e vetorial.

Idealmente, espera-se que o refinamento da malha (ou enriquecimento dos polinô-
mios de interpolação) ocorra apenas nas regiões do domínio onde existe a presença de
grandes diferenças na solução aproximada. Dessa forma, busca-se aumentar a quali-
dade da solução numérica final com diminuição do esforço computacional, caso fosse
usada uma malha com nível de refinamento uniforme. Apesar dessas características
desejáveis, o refinamento automático impõe algumas complexidades às simulações.

Considerando-se apenas o refinamento h (utilizado no presente trabalho), a in-
clusão de novos nós na malha aumenta diretamente o tamanho do sistema linear
que deve ser resolvido impactando os parâmetros inicialmente definidos para o pre-
condicionador e solver iterativo. Também haverá mudanças no grafo associado e,
consequentemente, impacto no particionamento da malha. Esse conjunto de fatores
pode afetar o padrão de preenchimento do sistema linear, os requisitos de memó-
ria e o desempenho dos solucionadores iterativos precondicionados por fatoração
incompleta [98].

Além disso, o processo de adaptatividade de malhas é inerentemente recursivo
e, caso não seja corretamente implementado e utilizado, pode piorar o desempenho
computacional. A frequência de refinamento/desrefinamento é de responsabilidade
do usuário. Quando a malha se adapta, está otimizada para o estado corrente [48].
Como há um custo computacional associado ao processo de adaptatividade, deve-se
encontrar uma frequência que irá equilibrar o esforço computacional e a qualidade
dos resultados. Toda vez que a malha é adaptada, a solução do campo deve ser
projetada (interpolada) e uma simulação deve ser realizada na nova malha.

Levando-se isso em conta, os critérios utilizados para definir os elementos que
serão refinados (ou desrefinados) precisam ser eficientes e, idealmente, ajustados ao
problema físico que será resolvido. A próxima subseção (5.5.1)apresenta uma meto-
dologia para a seleção automática desses elementos que utiliza a solução aproximada
disponível para determinação do erro local.

As principais operações em soluções adaptativas podem ser resumidas da seguinte
forma:

1. Geração da malha inicial;

71



2. Cálculo da solução aproximada na malha atual;

3. Avaliação da qualidade da solução aproximada a partir de uma estimativa de
erro;

4. Seleção dos elementos que devem ser refinados/desrefinados e geração da nova
malha;

5. Projeção da solução corrente na nova malha;

6. Retorno ao segundo passo.

Em problemas estacionários, o ciclo entre os passos 2 e 6 pode ser repetido até que
não haja mais alteração na malha (nenhum elemento selecionado para refinamen-
to/refinamento). Em problemas transientes (reais ou distorcidos [113]), os passos 2
a 6 ficam no interior do laço de tempo. É critério do usuário/programador definir
a frequência com que o processo de adaptatividade (passos 3 a 5) será realizado
e, também, o número de vezes que a malha será adaptada (retorno ao passo 2),
em cada passo de tempo selecionado, antes de avançar para o próximo intervalo de
tempo.

DEVLOO et al. [114] apresentam algumas estratégias em forma de algoritmos
para a simulação adaptativa de problemas estacionários e transientes utilizando a
formulação estabilizada SUPG do MEF. A técnica é aplicada na solução do problema
bidimensional de convecção pura, conhecido em inglês como rotation cone.

5.5.1 Estimativa a Posteriori do Erro

Segundo [44], o propósito da estratégia de refinamento adaptativo é automatizar a
construção de malhas com uma solução aproximada precisa do problema. Portanto,
busca-se um algoritmo recursivo baseado em critérios para automaticamente avaliar
a qualidade da solução aproximada na malha atual, o qual seletivamente refina a
malha em subregiões apropriadas do domínio.

Para esse propósito é fundamental dispor-se de uma técnica de estimativa de
erro que seja eficiente e confiável para predizer precisamente o erro da solução apro-
ximada. Conforme [115], de forma ampla, estimativas de erro podem ser ser classi-
ficadas em a priori e a posteriori. Devido à dificuldade de se estimar a qualidade e
quantidade do erro antes do processo de solução, a maioria das estimativas de erro
utilizadas na prática é do tipo a posteriori.

Estimativas de erro a posteriori fornecem dois parâmetros fundamentais: indi-
cador de erro e estimador de erro. Um indicador de erro é um valor calculado por
alguma norma o qual identifica os elementos que possuem os maiores erros para o
refinamento da malha. Já o estimador de erro é uma medida global do erro que atua
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como um critério de parada para determinar o nível necessário de refinamento tal
que a precisão desejada da solução seja alcançada [115].

A partir da solução aproximada disponível, pode-se avaliar sua qualidade através
de indicadores de erro locais. Essa informação é usada por algoritmos que refinam
os elementos para os quais a estimativa de erro for considerada grande. Em cada
etapa de adaptatividade, os elemento podem ser subdivididos sendo que o número
de divisões de cada elemento será proporcional ao tamanho calculado de seu erro.
O processo iterativo termina quando um determinado critério de parada é atingido.

Dado que a solução (e sua derivada) pode variar significativamente no interior
do domínio, malhas não uniformes são fundamentais para a precisão e eficiência.
Com essa finalidade, os esquemas de estimativa de erro a posteriori e algoritmos
de pós-processamento para refinamento adaptativo foram desenvolvidos. A ideia
desses esquemas é de que, ao final do processo cálculo, a malha esteja suficientemente
adaptada ao comportamento da solução garantindo-se sua eficiência e que a precisão
buscada seja alcançada.

A questão central de uma estimativa de erro a posteriori está, segundo
AISWORTH e ODEN [46], incorporada no seguinte problema: Dada uma solução
aproximada uh, os dados de “carregamento” e de contorno, encontre uma estimativa
quantitativa para o erro verdadeiro err = u − uh medida por uma norma específica.

Ainda conforme [46], a função erro err poderia ser reconstruída com a precisão
desejada simplesmente pela solução do problema variacional similar obtido pela sua
inclusão no problema original (cuja solução resultou uh). Entretanto, esse procedi-
mento seria equivalente a resolver o problema original o que, na prática, inviabilizaria
sua aplicação. Nesse caso, poderia ser mais eficiente buscar uma solução aperfei-
çoada da aproximação uh. Consequentemente, uma estimativa de erro a posteriori
viável deve ser tal que o esforço computacional necessário para sua obtenção pre-
cisa ser menor do que o de recalcular uma aproximação mais precisa do problema
original.

Em princípio, os estimadores de erro a posteriori podem ser classificados em
explícitos, que utilizam diretamente a solução aproximada disponível, e implícitos,
que necessitam resolver um sistema algébrico de equações. Nesse trabalho considera-
se estimadores de erro explícitos calculados através de uma norma da contribuição
local do erro em cada elemento.

Critérios de Refinamento

Para a obtenção de soluções adaptativas é fundamental a definição de um critério
de refinamento. A estimativa de erro a posteriori corresponde a uma medida de
qualidade calculada a partir da solução aproximada para uma determinada malha
obtida em cada etapa intermediária do processo de “evolução” ou adaptatividade.
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A medida da qualidade de cada solução (ou indicador de erro) é parcialmente deter-
minada pela escolha da norma associada. Diferentes normas implicam em diferentes
malhas [44].

Critérios baseados na física do problema a ser resolvido (níveis locais de tensão)
ou questões matemáticas subjacentes (princípio da mínima energia) normalmente
são utilizados. No contexto dos métodos de solução numérica baseados na técnica
dos mínimos resíduos ponderados (Seção 3.1), pode-se utilizar o resíduo local do
elemento para a construção de estimadores de erro. Isto é, pode-se definir uma
norma (por exemplo a L2) a partir do erro local escalado pelo tamanho de cada
elemento e assim determinar quais devem ser refinados.

Uma estratégia amplamente utilizada é medir o desequilíbrio do fluxo de uma
determinada propriedade

(
q − qh

)
. A técnica de Projeção de Fluxo por Mínimos

Quadrados (do inglês, Least Squares Flux Projections) assume que a partir da pri-
meira derivada da solução aproximada pode-se determinar um ajuste para o fluxo
numa determinada base ψi que, por questões práticas (já que uma média nos nós dos
elementos é de interesse), pode-se utilizar as mesmas funções lineares de uh. Assim,
um ajuste de mínimos quadrados linear contínuo para os fluxos qh = q

(
uh
)
, onde q

é uma função qualquer que reconstitui (ou pósprocessa) o gradiente da propriedade,
a partir dos valores das derivadas das soluções aproximadas u

′h pode ser encontrada

qh (x) =
N∑

j=1
qjψj (5.16)

onde os valores nodais de qj são aqueles que minimizam

E =
∫

Ω

(
u

′h − qh
)2

dΩ. (5.17)

Outra forma de estimar o erro através dos fluxos pode ser obtida calculando-
se o norma do “salto” (diferença absoluta) de seu fluxo normal às interfaces entre
elementos vizinhos. Considerando-se que o salto do fluxo normal a uma determinada
aresta/face s entre dois elementos qh

s possa ser determinado, pode-se ponderar esse
valor através das áreas/volumes dos elementos adjacentes e e es que compartilham
a face s

q̂h
s = Ae

Ae + Aes

qh
s , (5.18)

onde Ae e As são as respectivas áreas (ou volumes em 3D) dos elementos.
Essa expressão é repetida para todas as arestas/faces entre elementos adjacentes

no interior do domínio e pode ser utilizada para definir uma aproximação para uma
média RMS ponderada pela área/volume dos elementos e então, para calcular um
estimador de erro local.
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De forma geral, pode-se escrever a aproximação para a média ponderada

εe =
√

Ae

Nn

∑
s∈Se

(
Ae

Ae + As

qh
s

)
(5.19)

onde Se representa o conjunto de arestas/faces de cada elemento e e Nn é o número
de nós do elemento.

5.6 A biblioteca libMesh

5.6.1 Visão Geral da Biblioteca

O principal objetivo da libMesh é prover uma plataforma para simulações adaptati-
vas multifísicas de elementos finitos com malhas não estruturadas em ambientes de
arquitetura paralela [53]. A libMesh proporciona o suporte computacional que per-
mite ao desenvolvedor manter o foco nas questões específicas da modelagem (física
e matemática) do problema que será resolvido.

Um aspecto bastante positivo da biblioteca é a possibilidade de abstração de
grande parte das complicações adicionais introduzidas pela adaptatividade de ma-
lhas e computação paralela. Consequentemente, o esforço requerido para a progra-
mação de códigos computacionais para solução de problemas de grande porte com
malhas adaptativas não estruturadas tende a ser minimizado.

A biblioteca libMesh foi projetada a partir do paradigma de orientação a ob-
jetos (OO) [116] e escrita em C++ [117]. A escolha deveu-se à ampla aplicação
dessa linguagem de programação no desenvolvimento de códigos de Engenharia e
Ciências da Computação. Um bom número de exemplos [118, 119] demonstram que
as características avançadas de C++ tais como o polimorfismo, programação gené-
rica e a biblioteca padrão de gabaritos (do inglês, Standard Template Library, STL
[120]) e também a filosofia de OO viabilizam a manutenção e extensão de bibliotecas
numéricas para computação científica de alto desempenho.

A existência de compiladores C++ padronizados e compatíveis com diversos
hardware e software e o desenvolvimentos do projeto GNU para sistema operacional
LINUX, tornaram a libMesh portável em máquinas de arquiteturas diversas. A
capacidade de encapsulamento da C++ proporciona um mecanismo natural para
conectar a libMesh a bibliotecas externas (inclusive escritas em linguagens de mais
baixo nível como C e Fortran) através de uma interface comum.

Dentre as diversas bibliotecas externas que são utilizadas pela libMesh destacam-
se a LASPack [121] a qual reúne um pacote com rotinas seriais de álgebra linear e
de solução de métodos iterativos, a PETSc [122], que disponibiliza o conjunto de
rotinas/algoritmos para a computação científica em paralelo, METIS e ParMETIS
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(previamente mencionadas na subseção 5.4.5) para o particionamento de domínio,
além de várias outras para a geração de malhas, tais como CUBIT [123] e tetgen
[124].

O suporte para a solução numérica em ambiente de arquitetura paralela das
equações diferenciais é provido pela PETSc. Ela disponibiliza as estruturas eficien-
tes para o armazenamento de dados (vetores, matrizes, por exemplo), assim como
para sua manipulação. Alguns exemplos dessas estruturas foram apresentados na
subseção 5.2.1. A libMesh utiliza a estrutura CSR. A PETSc possui uma série de
métodos para solução de sistemas lineares esparsos como o GMRES e Gradientes
Bi-Conjugados além de vários tipos de precondicionadores como o ILU(k) e Bloco-
Jacobi. Opções de reordenamento do sistema linear também estão disponíveis.

A definição do número de processadores, tipo de solver linear e precondiociona-
dor e suas opções, entre outros6 é de responsabilidade do usuário e pode ser feita
incluindo as flags equivalentes junto à chamada do executável no script de submis-
são7.

Na Figura 5.6, encontra-se um exemplo de script em que o executável run-opt
é submetido a 8 processadores (-n 8). As opções selecionadas foram: o GMRES
(-ksp type gmres) com reinício a cada 10 iterações (-ksp gmres restart 10), precon-
diocionador Bloco-Jacobi (-pc type bjacobi) e um precondicionador local (em cada
subdomínio) com 1 nível de preenchimento, ILU(1) (-sub pc type ilu -sub pc fac-
tor levels 1).
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Figura 5.6: Submissão paralela de um executável e definição de parâmetros para
PETSc.

As operações paralelas na libMesh acontecem na montagem das matrizes e nas
operações de álgebra linear. Seu projeto levou em conta a combinação dos modelos
de troca de mensagens e multitarefa o que permite que seja utilizada em arquiteturas
de memória híbrida. O usuário fica “blindado” das complexidades inerentes à pro-
gramação paralela. As chamadas necessárias para a comunicação entre os processos
( MPI Send , MPI Recv , MPI Bcast , etc) permanecem “escondidas” do programador.

Essa característica é muito interessante, pois permite ao desenvolvedor realizar
toda a codificação e testes dos algoritmos numa máquina serial e depois migrar o
código de forma direta para outra de arquitetura paralela. A sincronização de dados
também é realizada sem a necessidade de intervenção do programador. Após cada

6Um guia completo das opções disponíveis pode ser encontrado [122].
7Os processos são submetidos à execução através de controladores de filas como o Torque [125]
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solução do sistema linear, os graus de liberdade do problema são atualizados em cada
processador e a comunicação remota entre estes é realizada de forma automática.

A comunicação entre os processadores, como as necessárias para as operações
algébricas ou durante a montagem das matrizes de elementos, são suportados pelo
conjunto de rotinas da biblioteca PETSc que é desenvolvida para a computação pa-
ralela utilizando a API MPI. A Figura 5.7 reproduzida de [98] mostra a organização
hierárquica entre as bibliotecas libMesh e PETSc e sua relação com o MPI.

Figura 5.7: Níveis de hierarquia entre MPI e as bibliotecas PETSc e libMesh com
destaque para principais componentes da PETSc utilizados.

Embora possa ser utilizada para execução em clusters multiprocessados, caso
do presente trabalho8, a biblioteca realiza apenas troca de mensagens (MPI) para
a comunicação de dados entre os múltiplos núcleos de processamento de um de-
terminado nó. As características associadas à programação para multirefa não são
contempladas pela libMesh, consequentemente, as informações pertencentes a um
determinado núcleo não são compartilhadas pelos demais localizados no mesmo nó.

A libMesh considera o particionamento do domínio sem sobreposição conforme
apresentado na subseção 5.4.5. O particionamento padrão é obtido através do es-
quema recursivo fornecido pela METIS quando o número de partições selecionadas
np ≤ 8, e com o esquema de k-way caso contrário. Um algoritmo de particiona-
mento tipo curva de enchimento de espaço também está disponível, assim como
uma interface para a ParMETIS [53].

8Na introdução do Capítulo 6 que contém as aplicações numéricas, são apresentadas as carac-
terísticas das máquinas utilizadas para a execução das simulações.
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Apesar do particionamento atribuir conjuntos de elementos sem sobreposição aos
diferentes processadores, é preciso levar em conta os graus de liberdade associados
às entidades geométricas compartilhadas pelas partições (nós, arestas e faces) na
montagem da matriz global. Na libMesh, qualquer grau de liberdade localizado
numa interface entre subdomínios é atribuído ao processador que possui o menor
índice global, conforme ilustra a Figura 5.8.

��������	��
�

��������	��
�

Figura 5.8: Distribuição dos graus de liberdade num domínio particionado.

Essa convenção para associação de graus de liberdade às partições corresponde
à forma de decomposição das matrizes esparsas utilizada pela PETSc.

Em simulações adaptativas, o particionamento deve levar em conta todos os ele-
mentos ativos (a “árvore” com os elementos gerados a partir das sucessivas divisões)
de forma que a montagem das matrizes continue a ser paralelizável. A maneira
como a libMesh realiza o AMR/C e lida com a hierarquia de elementos devido ao
refinamento serão apresentados na próxima subseção 5.6.2.

5.6.2 Adaptatividade no Contexto da libMesh

Na libMesh, o refinamento pode ser realizado pela subdivisão de elementos (refina-
mento h), enriquecimento do graus do polinômio de interpolação (refinamento p),
assim como pela combinação das duas técnicas (refinamento hp). Será considerado
apenas o refinamento h uma vez que os demais não foram aplicados no presente
trabalho.

O refinamento h na biblioteca ocorre através de um esquema “natural de re-
finamento” local: elementos de dimensão d (com exceção de pirâmides) geram 2d
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elementos do mesmo tipo após serem refinados. A representação dessa abordagem
pode ser acomodada em uma estrutura de dados em árvore formada por elementos
“pais” com seus respectivos “filhos”. A cada “geração” de elementos associa-se um
nível mais alto em relação ao dos elementos que foram refinados. Portanto, o nível
dos elementos filhos é determinado de forma incremental ao de seu pai. O nível 0 da
hierarquia é atribuído aos elementos da malha original. Procedimento semelhante é
adotado em [126].

A Figura 5.9 apresenta um exemplo da hierarquia de (níveis) de elementos re-
sultantes da aplicação desse esquema a um hexaedro. É possível observar que a
vizinhança é sempre formada ou por elementos do mesmo nível ou por elementos
com nível imediatamente superior ou inferior. A quantidade de níveis de refinamento
fica a critério do usuário.

������� ������	 ������


Figura 5.9: Hierarquia dos níveis de refinamento de um elemento.

Fica implícito que a maior dimensão que cada elemento poderá assumir durante
toda simulação adaptativa é a da malha original (o nível 0 é o menor na hierarquia de
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refinamento). Além disso, ao serem desrefinados, os elementos retornam à topologia
(ou configuração geométrica) do elemento com nível imediatamente inferior, ou seja,
os “filhos” recompõem o elemento “pai”. O desrefinamento ocorre apenas quando
um elemento pai é reativado devido à desativação de todos os seus filhos[53]. A
malha original é constituída por elementos “orfãos” (a não ser que esta seja lida de
uma simulação adaptativa anterior).

Os elementos que formam a malha corrente, chamados de elementos ativos, não
possuem filhos, pois os elementos de nível mais alto, que não serão utilizados, são eli-
minados para economia de memória (já que constituiriam um conjunto de elementos
inativos). A malha inicial deve ser formada somente por elementos conformes. Os
nós irregulares que surgem nas arestas/faces dos elementos devido ao refinamento,
chamados em inglês de hanging nodes, terão os graus de liberdade restringidos alge-
bricamente.

Embora exista uma extensa literatura dedicada à obtenção de estimadores de
erro a posteriori confiáveis e mais intimamente ligados aos operadores e às equações
governantes, o indicador é essencialmente independente da física [53]. Essa decisão
de projeto visa tornar a biblioteca mais flexível já que ela é desenvolvida para a
solução de problemas de múltiplas físicas.

A libMesh utilizada um esquema de refinamento/desrefinamento estatístico ba-
seado nas ideias apresentadas em [44] no qual a média μ e o desvio padrão σ da
“população” de indicadores de erros locais (por elemento) são calculados. Com
o auxílio de frações de refinamento rf e desrefinamento rc definidos entre 0 e 1,
os elementos são “marcados” para serem subdivididos ou reagrupados conforme é
apresentado na Figura 5.10.
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Figura 5.10: Esquema de refinamento estatístico: Elementos da área hachurada são
selecionados para o processo de AMR/C.
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As frações de refinamento e desrefinamento multiplicam o valor do desvio padrão
da distribuição de erro. Se a fração de refinamento for definida como 1, os elementos
selecionados para o refinamento devem ter um erro associado superior a μ + σ. Se
for definido como zero, todos os elementos cujo erro for maior que a média serão
selecionados. A fração de desrefinamento tem papel equivalente para a seleção dos
elementos que serão desrefinados.

Este esquema é adequado para problemas de evolução em que, no início, um
pequeno erro é uniformemente distribuído. Ao longo da simulação a distribuição de
erro se espraia e o processo de adaptatividade inicia. Se a solução se aproxima de
seu estado estacionário, a distribuição de erro também atinge o estado estacionário,
parando o processo de AMR/C.

Neste trabalho foi adotada uma classe de estimadores de erros a posteriori base-
ados na descontinuidade das derivadas (flux-jump) do escalar transportado ou das
componentes do vetor velocidade calculadas nas interfaces dos elementos chamada
de Kelly error estimator [127]. As frações de refinamento e desrefinamento para a
estratégia de adaptatividade estatística, assim como a frequência de adaptatividade
da malha são definidas de forma independente para cada problema simulado e serão
apresentadas no Capítulo 6 junto com os problemas resolvidos com AMR/C.

5.7 Algoritmo do Simulador

As principais características do código computacional podem ser organizadas e re-
sumidas no Algoritmo 1 apresentado a seguir.

Os dados de entrada informados pelo usuário são lidos no início da execução.
Os parâmetros geométricos de um domínio regular (cubo, paralelepípedo, etc) e o
número de divisões em cada direção para a geração automática de uma malha (nor-
malmente cartesiana) podem ser definidos na entrada de dados. Alternativamente,
um arquivo com a malha previamente gerada pode ser fornecido para o simulador.
É responsabilidade do usuário definir o número de vezes que a malha será adaptada
(max rstep) por passo de tempo (t step).

Enquanto o tempo de simulação (t) não atingir o tempo final (t end) ou a simu-
lação não alcançar o estado estacionário (SS), a solução não linear das equações de
Navier-Stokes e do Transporte do escalar são realizadas nessa ordem9.

Se o número de passos de tempo for múltiplo do intervalo de adaptatividade
(r int) e o número máximo de adaptações no intervalo de tempo corrente não foi
atingido (r step �= max rstep), o processo de AMR/C é realizado. Nesse caso, o

9O número de iterações não lineares de cada problema deve ser definido pelo usuário. Se a
tolerância para a solução não-linear não for alcançada, a simulação avança. Porém, caso haja
divergência da solução, a simulação é interrompida
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Algoritmo 1 : Algoritmo Principal
1: lê Dados de Entrada � Leitura de todos os dados da simulação
2: define Sistema de Equações � Define o tipo dos sistemas de equações
3: define AMR/C � Define as informações para a adaptatividade
4: t ← 0
5: t step ← 0
6: enquanto t < t end ou != SS faça
7: t ← t + Δt
8: t step ← t step + 1
9: r step ← 0

10: redo nl ← verdadeiro
11: enquanto r step < max rtep + 1 faça
12: se redo nl = verdadeiro então
13: enquanto Sistema Não Linear != convergido faça
14: Solver Linear (Navier-Stokes)
15: fim enquanto
16: enquanto Sistema Não Linear != convergido faça
17: Solver Linear (Transporte)
18: fim enquanto
19: fim se
20: redo nl ← falso
21: se r setp �= max rstep e t setp%r int = 0 então
22: calcula Erro
23: AMR/C � Adaptatividade da malha
24: reinicia Sistema de Equações
25: redo nl = verdadeiro
26: fim se
27: r step ← r rtep + 1
28: fim enquanto
29: fim enquanto

erro local de cada elemento da malha (Erro) é calculado e os elementos selecionados
de acordo com o sistema de adaptatividade estatístico (Figura 5.10) são refinados/-
desrefinados.

A variável booleana redo nl garante que solução não linear das equações gover-
nantes será refeita toda vez que a malha for adaptada e a solução corrente projetada
na nova malha.
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Caṕıtulo 6

Experimentos Numéricos

6.1 Introdução

Nesse Capítulo serão apresentadas aplicações das técnicas discutidas anteriormente
na solução de diversos problemas numéricos. Foram realizadas simulações tridimen-
sionais e também bidimensionais a partir da emulação de domínios planos através
de “fatias” de geometrias 3D discretizadas por apenas uma camada de elementos he-
xaédricos. Nesses casos, impõe-se as condições de contorno adequadas para eliminar
a transferência de informações na direção perpendicular ao plano de simulação.

A fim de verificar a precisão da formulação e avaliar o desempenho do elemento
com integração reduzida, foi realizada a simulação do problema de escoamento de
Kim-Moin. Este problema possui solução analítica manufaturada para as equações
de Navier-Stokes incompressíveis sem transferência de calor em domínio bidimensi-
onal.

A seguir apresenta-se a simulação de um problema não-isotérmico tridimensional
de convecção natural no interior de um cubo unitário. O desempenho dos elementos
com integração completa e reduzida é analisado levando-se em conta a alocação de
diferentes quantidades de processadores para a execução em paralelo.

O terceiro caso é uma simulação adaptativa do problema tridimensional de
Rayleigh-Bénard com convecção natural no interior de um recipiente. Nesse experi-
mento numérico considera-se apenas o elemento com integração completa. Avalia-se
o desempenho paralelo da solução de Navier-Stokes e do transporte de temperatura.

O escoamento transiente em torno de um cilindro aquecido é realizado no quarto
exemplo de aplicação. Considera-se o domínio plano e o efeito de flutuação causado
na esteira de vórtices à jusante do obstáculo. Realiza-se a comparação dos resultados
obtidos para o elemento com integração completa e também reduzida. A simulação
utiliza o esquema de adaptatividade de malhas baseado no erro das componentes de
velocidade. Considera-se também a solução isotérmica do problema cujo objetivo
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é avaliar os valores dos coeficientes de arrastro e de pressão e as forças viscosas e
de pressão sobre a superfície do cilindro para o problema estacionário (Re = 40),
e o número de Strouhal (calculado a partir da frequência de oscilação da força de
sustentação sobre o cilindro), para o problema transiente (Re = 100).

Na primeira simulação de correntes gravitacionais, resolve-se um problema de
lock-exchange em que o escoamento é desenvolvido devido à diferença na massa
específica de um fluido que encontra-se inicialmente em repouso. Considera-se no-
vamente apenas uma fatia de um domínio 3D uniformemente discretizado por uma
malha fixa. Os resultados obtidos no presente trabalho para os elementos com inte-
gração completa e reduzida são comparados com uma referência.

Na sequência, apresentam-se os resultados de mais duas simulações do pro-
blema de lock-exchange em configuração plana. Na primeira delas, o escoamento
desenvolve-se devido a pequenas flutuações na massa específica do fluido causadas
por diferenças no campo de temperatura em um domínio bidimensional (fatia) dis-
cretizado por malhas fixas e adaptativas. No segundo, é resolvido um problema
equivalente, porém novamente o escalar transportado é a massa específica. O do-
mínio é tridimensional e a malha, adaptativa. O desempenho dos dois elementos é
avaliado em simulações paralelas.

Todos os problemas desse trabalho foram resolvidos em máquinas instaladas no
Núcleo de Atendimento à Computação de Desempenho (NACAD) da COPPE/U-
FRJ. As simulações do escoamento em torno de um obstáculo foram realizadas
numa máquina SGI UV-100 que possui 64 núcleos de processamento (cores) com
2GB de memória RAM por núcleo (total de memória de 128GB)1. A API de troca
de mensagens instalado é o MPT (Message Passing Toolkit da SGI).

As demais simulações foram executadas num cluster SGI Altix ICE 8400 que
possui atualmente 128 CPUs Intel Xeon e o total de 640 núcleos de processamento.
Ela possui 1.28 TB de memória RAM distribuída. Os 64 nós de processamento (2
CPUs por nó) estão conectados através de uma rede InfiniBand. Os protocolos de
troca de mensagem são o MPT (Message Passing Toolkit da SGI), MVAPICH2 e
OpenMPI.

As simulações de correntes gravitacionais tridimensionais foram realizadas em
uma extensão recente da máquina que possui 64 CPUS com seis núcleos de proces-
samento Intel Xeon X5650 (Westmere) de 2.67 GHz cada (384 cores). Os executáveis
foram compilados utilizando-se o OpenMPI.

O restante dos problemas de aplicação foram executados na parte original da
Altix ICE 8400 que possui 64 CPUs Quad Core Intel Xeon X5355 (Clovertown) de
2.66 GHz (256 cores). Os executáveis também foram compilados com OpenMPI.

1Parte das simulações do problema de lock-exchange com transporte de temperatura também
foram realizadas nessa máquina. Elas serão identificadas na seção equivalente.
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Para todos os casos simulados, considera-se valores adimensionalizados dos dados
de entrada. Portanto, caso não seja especificado em contrário, os valores associados à
geometria do modelo computacional, tempo e passos de tempo de simulação e parâ-
metros físicos seguiram o processo de adimensionalização apresentado na Seção 2.2.
Consequentemente, os resultados apresentados a seguir são todos adimensionais.

6.2 Avaliação da Taxa de Convergência

6.2.1 O problema de Kim-Moin

O problema de Kim-Moin é resolvido para verificar a taxa de convergência da so-
lução das equações de Navier-Stokes para ambos elementos finitos cuja formulação
estabilizada é aplicada: com integração completa e o subintegrado. O problema
modelo de Kim-Moin tem solução analítica para o escoamento incompressível de
fluidos viscosos em um quadrado unitário e foi apresentado originalmente em [128].

Para emular o domínio bidimensional Ω = [0, 1] × [0, 1], apenas uma fatia de
elementos hexaédricos é utilizada. Para que o escoamento permaneça confinado no
plano xy, a componente na direção perpendicular é imposta zero (uz = 0). Nenhuma
restrição especial é necessária para o campo de pressão. A Figura 6.1 apresenta uma
vista em perspectiva do domínio de simulação.

���

�
�

�

�

���

��

Figura 6.1: Modelo computacional do problema de Kim-Moin.

Este problema teste foi utilizado por FÖSTER et al. [129] para investigar a in-
fluência de diferentes termos de formulações estabilizadas sobre os resultados obtidos
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com malhas distorcidas formadas por quadriláteros. Os resultados numéricos foram
comparados com a solução exata dada por

ux (x, y, t) = − cos (aπx) sin (aπy)e−2a2π2t
Re , (6.1)

uy (x, y, t) = sin (aπx) cos (aπy) e
−2a2π2t

Re , (6.2)

p (x, y, t) = −1
4 (cos (2aπx) + sin (2aπy)) e

−4a2π2t
Re . (6.3)

As soluções de (6.1)-(6.3) são estacionárias no espaço e decaem monotonicamente
no tempo (t). O problema é definido prescrevendo-se o campo de velocidade através
de (6.1) e (6.2) sobre o contorno do domínio de simulação. O comportamento padrão
da solução dos campos de velocidade e da pressão para o número de Reynolds
Re = 100 e o parâmetro adimensional do expoente a = 2 é apresentado na Figura 6.2.

(a) (b)

Figura 6.2: Solução do problema de Kim-Moin: (a) Campo de velocidade e (b)
Campo de pressão.

Na presente simulação, desconsidera-se a contribuição da estabilização LSIC

devido ao baixo Re. Para manter-se o foco apenas na solução espacial, o erro no
campo de velocidade u e no de pressão p é calculado escalando-se o decaimento
temporal como mostrado a seguir

erru :=
∥∥∥uh − u

∥∥∥
2

e
2a2π2t

Re , (6.4)

errp :=
∥∥∥ph − p

∥∥∥
2

e
4a2π2t

Re (6.5)

onde o super-índice h representa a solução aproximada (numérica).
A norma do erro L2 frequentemente empregada para estimativa a priori do erro
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de cada variável é substituída aqui por uma norma do tipo RMS definida pela
seguinte expressão,

‖·‖2 := 1
N

(
N∑

i=1
err2

i

)
(6.6)

onde erri representa o erro em cada nó i da malha que não esteja sobre o con-
torno calculado como o valor absoluto da diferença entre as soluções numéricas e
as analíticas (6.1)-(6.3). N representa o número de nós localizados no interior do
domínio.

A motivação para a adoção de (6.6) e não a tradicional norma L2 deve-se ao
fato de que esta última ser obtida por intermédio da integração do erro no domínio
onde a solução é determinada2. Como na presente simulação o domínio é uma
fatia discretizada por apenas uma camada de elementos na direção z, cuja razão de
aspecto é 1 para os elementos regulares, o volume do domínio de simulação muda
devido à diferença no número de divisões nas direções x e y. Portanto, a espessura
do domínio é definida da seguinte forma:

dz = 1
ndiv

(6.7)

onde ndiv é o número de divisões na direção dos eixos x e y.
As simulações foram realizadas usando-se malhas uniformes e distorcidas cujo

padrão é apresentado na Figura 6.3. Foram adotados quatro tamanhos diferentes
de malha (ndiv × ndiv): 44 × 44, 56 × 56, 68 × 68 e 80 × 80.

(a) (b)

Figura 6.3: Exemplo de malhas utilizadas para a avaliação do erro: (a) Malha
uniforme com 44 × 44 divisões e (b) Malha distorcida com 44 × 44 divisões

2Devido à discretização, a norma deve ser obtida pela soma das integrais sobre o domínio de
cada elemento finito.
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Para a determinação do passo de tempo Δt, leva-se em conta a discretização do
domínio. Ele é calculado a partir do valor máximo do número de Courant-Friedrich-
Lewy (CFL) definido pela seguinte expressão

CFL := ‖ue (t = 0) ‖Δt

he
= CFL (0) (6.8)

onde he tamanho característico do elemento e dado pela expressão (3.15) e
‖ue (t = 0) ‖ é o módulo do vetor velocidade de cada elemento e em t = 0 calculado
por

‖ue (t = 0) ‖ = 1
8

8∑
j=1

√(
uj

x (t = 0)
)2

+
(
uj

y (t = 0)
)2

(6.9)

onde uj
x e uj

y são as componentes do vetor velocidade em cada nó i do elemento
obtidas pelas expressões (6.1) e (6.2), respectivamente.

Dessa forma, garante-se que o parâmetro adimensional utilizado para o cálculo
do passo de tempo (CFL (0)) seja o mesmo para todos os tamanhos de malha.
A partir dessas considerações, nas simulações com malhas distorcidas adotou-se
CFL (0) = 0.2795 e com as malhas regulares, CFL (0) = 0.2530.

As condições iniciais para as componentes da velocidade e para o campo de
pressão são obtidas substituindo-se t = 0 em (6.1)-(6.3). As expressões (6.1) e (6.2)
são utilizadas para prescrever as condições de contorno de velocidade ao longo de
todo o período de simulação. A pressão no centro do domínio p (0.5, 0.5, z, t) é
prescrita através de (6.3).

A tolerância do solver linear (GMRES(30)) foi definida como 1 × 10−9 enquanto
que a não-linear foi de 1 × 10−6. Foi utilizado o nível 1 de preenchimento do pre-
condicionador por blocos (BILU(1)).

Antes da avaliação da taxa de convergência dos elementos, foi realizado um
estudo dos parâmetros adimensionais da estabilização hourglass. As simulações uti-
lizaram 12 diferentes combinações dos 3 parâmetros3 para malha distorcida com 56
divisões. A Tabela 6.1 apresenta as 12 combinações avaliadas e indica quais foram
eficazes e quais falharam.

De todos os casos que não foram concluídos, a maioria teve a simulação abortada
devido a pivô nulo na fatoração LU (†) e um caso pela não convergência do solver
linear (‡) que retornou resíduo relativo na ordem de 107. Analisando-se a Tabela 6.1,
percebe-se que todos os casos que falharam, o valor do parâmetro de estabilização
dos termos difusivos é nulo.

A Tabela 6.2 apresenta as normas RMS finais dos erros (t = 100) da velocidade,
pressão e total (erro da velocidade mais pressão) para os 8 casos em que a integração

3Por serem números reais, não há como avaliar todas as possibilidades de combinações de valores
dos parâmetros de estabilização. Decidiu-se limitá-los ao conjunto εk = {0.0, 0.5, 1.0}
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Caso 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
εd 1.0 0.5 1.0 1.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 1.0 0.5 1.0
εa 1.0 0.5 1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.5 1.0 1.0
εp 1.0 0.5 0.0 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 1.0 0.5

Execução � � � � �‡ �† � �† �† � � �

Tabela 6.1: Avaliação das combinações dos parâmetros adimensionais da estabiliza-
ção hourglass.

reduzida foi estabilizada.

Caso erru errp erru+p

1 0.00417 0.00607 0.00737
2 0.00428 0.00476 0.00640
3 0.00408 0.00652 0.00769
4 0.00425 0.00391 0.00577
7 0.00411 0.00396 0.00570
10 0.00416 0.00469 0.00627
11 0.00438 0.00634 0.00771
12 0.00405 0.00580 0.00707

Tabela 6.2: Erros da velocidade, pressão e total para a malha irregular com 56
divisões.

As Tabelas 6.3 e 6.4 apresentam as normas RMS do erro acumulado (t = 100) da
velocidade, pressão e total para as quatro diferentes discretizações das malhas distor-
cidas e regulares calculadas pelos elementos com integração completa e reduzida. h

e

representa o comprimento característico médio de cada malha. Os parâmetros adi-
mensionais da estabilização hourglass utilizados foram εd = 1.0, εa = 1.0 e εp = 0.5.

Malha Integração Completa Integração Reduzida
size h

e erru errp erru+p erru errp erru+p

44 × 44 0.0282 0.00193 0.00808 0.00830 0.00310 0.00970 0.01019
56 × 56 0.0222 0.00133 0.00586 0.00600 0.00209 0.00693 0.00723
68 × 68 0.0182 0.00099 0.00453 0.00464 0.00152 0.00526 0.00547
80 × 80 0.0155 0.00079 0.00365 0.00373 0.00117 0.00418 0.00434

Tabela 6.3: Erros da velocidade, pressão e total para a malha regular.

Como pode ser observado, o campo de velocidade sempre apresenta um erro me-
nor do que o calculado para a pressão. Comparando-se os resultados dos dois padrões
de malha, observa-se que, para a variável pressão, os menores erros foram obtidos
com as malhas distorcidas, resultando também num menor erro total. Note-se, po-
rém, que o comprimento característico para as malhas distorcidas é ligeiramente
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Malha Integração Completa Integração Reduzida
size h

e erru errp erru+p erru errp erru+p

44 × 44 0.0273 0.00268 0.00550 0.00612 0.00628 0.00778 0.00999
56 × 56 0.0218 0.00175 0.00432 0.00466 0.00405 0.00580 0.00707
68 × 68 0.0177 0.00127 0.00356 0.00376 0.00284 0.00458 0.00539
80 × 80 0.0150 0.00091 0.00302 0.00315 0.00210 0.00371 0.00426

Tabela 6.4: Erros da velocidade, pressão e total para a malha distorcida.

menor que para as malhas regulares. Além disso, os resultados obtidos utilizando-se
o elemento subintegrado sempre apresentam maior valor para a norma do erro para
cada variável, que leva a um maior erro total.

O erro associado à discretização espacial pode ser sintetizado através de uma
taxa de convergência efetiva definida a partir de um erro ansatz [130] definida

errvar := αvarh
pvar

, (6.10)

onde pvar é a taxa de decaimento do erro (ou de convergência) de cada variável var.
A Figura 6.4 apresenta o gráfico do log (err) contra o log

(
h
)

comparando os
resultados da integração completa e reduzida para as malhas regulares e distorcidas.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.4: Erros devido à discretização espacial. Malhas regulares: (a) Velocidade
e (b) Pressão. Malhas Distorcidas: (c) Velocidade e (d) Pressão.
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As taxas de convergência da velocidade, pressão e total (velocidade+pressão) são
resumidas na Tabela 6.5.

Malha Integração Completa Integração Reduzida
pu pp pu+p pu pp pu+p

Regular 1,49 1.32 1,33 1.63 1.41 1.43
Distorcida 1.80 1.00 1.11 1.84 1.24 1.43

Tabela 6.5: Taxas de convergência.

Embora os menores erros tenham sido obtidos com a integração plena, as maiores
taxas de convergência foram encontrados na subintegração. A variável velocidade
sempre tem melhor taxa de convergência. O melhor resultado para a velocidade é
alcançado com um ponto de integração para a malha distorcida enquanto que para a
pressão, também é obtido para o elemento subintegrado, mas para a malha regular.
O pior resultado é obtido para a pressão com a integração plena e malha distorcida.

6.3 Simulações de Convecção Natural

6.3.1 Convecção Natural no interior de um Cubo

O segundo exemplo de aplicação consiste na solução do escoamento devido à con-
vecção natural no interior de um cubo de aresta unitária. Neste problema, a parede
do lado direito (x = 1) é mantida resfriada em relação à parede do lado esquerdo
(x = 0). As demais paredes são consideradas adiabáticas. O fluido inicialmente
(t = 0) está em repouso e desenvolve uma corrente de recirculação devido ao gradi-
ente de temperatura imposto em lados opostos. A Figura 6.5 apresenta o domínio
computacional.

As condições de contorno para a velocidade são de não-deslizamento em todas
as paredes. Prescreve-se a pressão no centro da cavidade como p (0.5, 0.5, 0.5) = 0.
O valor adimensional da temperatura fria é Tc = 0 e a quente é Th = 1 enquanto
que a temperatura de referência adimensional é T∞ = Tc. O vetor gravidade está
alinhado com a direção negativa do eixo z.

Os parâmetros físicos adimensionais que descrevem o problema são dados pelo
número de Reynolds Re = 11063, o número de Prandtl Pr = 7 e o número de
Grashof Gr = 28571 o que resulta em um número de Richardson de aproxima-
damente Ri = 2.33 × 10−4. Ignora-se a contribuição do peso próprio do fluido
(Fr = ∞). Na presente simulação, não foi considerada a contribuição do termo de
captura de descontinuidades na solução do problema de transporte de temperatura.
Devido ao alto número de Reynolds, a estabilização LSIC foi computada.
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Figura 6.5: Modelo computacional do problema de convecção natural no interior de
um cubo.

Existe uma extensa literatura com resultados numéricos dessa classe de problema
de forças de flutuação para diversas escalas do número de Grashof. Alguns exemplos
podem ser encontrados em [131] e [132].

O domínio do cubo foi uniformemente discretizado com 32 × 32 × 32 elementos
e o tamanho do passo de tempo utilizado foi Δt = 50. Para realizar a comparação
do desempenho dos elementos com integração completa e reduzida, o tempo final
da simulação foi fixado em tend = 18000.

A tolerância do solver linear (GMRES(30)) foi definida como 1 × 10−9 enquanto
que a não-linear foi de 1 × 10−4 tanto para a solução das equações de Navier-Stokes
quanto para o problema de transporte. O precondicionador utilizado foi a fatora-
ção incompleta com nível de preenchimento igual a 1 em cada subdomínio, isto é,
BILU(1).

O campo de temperatura estacionário e as linhas de corrente sobre o plano
y = 0.5 são apresentados na Figura 6.6. Considera-se que o estado estacionário foi
atingido após 25 passos de tempo consecutivos em que convergência da solução dos
problemas não-lineares foi obtida com apenas uma iteração.

A Figura 6.11 apresenta o campo vetorial espacial da velocidade e a distribuição
de temperatura sobre os planos x = 1, y = 1 e z = 0. As linhas de corrente no
interior do cubo observadas por dois pontos de vista diferentes são apresentadas na
Figura 6.8.
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(a) (b)

Figura 6.6: Convecção natural no interior de um cubo: (a) Campo de temperatura
e isotermas e (b) Campo de velocidade e linhas de corrente sobre o plano y = 0.5.

Figura 6.7: Campo vetorial espacial da velocidade.

O desempenho da computação paralela para solução acoplada do escoamento e
de transporte de temperatura obtido com os dois tipos de elemento foi comparado.
Os melhores resultados para a integração reduzida foram obtidos fixando-se os pa-
râmetros da estabilização hourglass como εd = 1.0, εa = 0.5 e εp = 1.0. Os tempos
de execução resultantes em segundos são resumidos nas Tabelas 6.6 e 6.7.

A Figura 6.9 apresenta o gráfico do speedup obtido pelos dois elementos definido
como a razão entre tempos totais de simulação considerando-se no numerador o
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(a)

(b)

Figura 6.8: Linhas de corrente: (a) Primeiro ponto de vista e (b) Segundo ponto de
vista.

CPU Navier-Stokes Transporte TotalMontagem Solver Total Montagem Solver Total
16 165.15 995.60 1160.75 41.93 111.75 153.68 1314.43
32 81.74 508.24 589.98 21.30 69.68 86.85 680.96
64 40.90 354.31 395.21 11.85 85.85 97.7 492.91

Tabela 6.6: Tempo de execução em segundos para montagem e solução dos sistemas
lineares com o elemento de integração plena.

tempo total gasto com 16 processadores, isto é

Sp = T16

Tp

(6.11)

O speedup máximo obtido pelos dois elementos é praticamente idêntico: o ele-
mento com integração completa obteve S64 = 2.666 enquanto que o com integração
reduzida, S64 = 2.663.
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CPU Navier-Stokes Transporte TotalMontagem Solver Total Montagem Solver Total
16 93.03 1043.63 1136.66 26.61 102.89 129.50 1266.16
32 46.28 501.07 547.35 14.11 55.94 70.05 617.40
64 24.85 357.25 382.10 9.65 83.60 93.25 475.35

Tabela 6.7: Tempo de execução em segundos para montagem e solução dos sistemas
lineares com o elemento de integração reduzida.

Figura 6.9: Curvas de speedup de cada elemento e ideal obtidas pela equação (6.11).

Observa-se que o cálculo e a montagem das matrizes e do vetor do lado direito
dos sistemas lineares das equações de Navier-Stokes e do transporte de temperatura
é duas vezes mais rápido para o elemento subintegrado. Entretanto, o tempo gasto
no procedimento da solução não-linear é aproximadamente equivalente para os dois
elementos.

Portanto, o tempo total de CPU consumido pelo elemento com integração redu-
zida não apresenta um ganho significativo sobre elemento com integração completa
(5-10% mais rápido). Isto é consistente com o comportamento do esquema de mar-
cha no tempo totalmente implícito utilizado juntamente com o GMRES precondi-
cionado. O número total de iterações lineares do solver (LI) e também o número
total de iterações não-lineares (NLI) são apresentados nas Tabelas 6.8 e 6.9.

Como pode ser observado, o número total de iterações lineares e não-lineares
para o elemento subintegrado é equivalente ao obtido para o elemento com integra-
ção completa. Isso indica que o condicionamento do sistema não foi afetado pelo
controle de hourglass. Ganhos mais significativos no desempenho podem ser alcan-
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CPU Navier-Stokes Transporte
LI NLI LI NLI

16 1961 445 1152 532
32 2614 445 1789 536
64 2557 445 1933 549

Tabela 6.8: Resumo das iterações lineares e não-lineares para a integração completa.

CPU Navier-Stokes Transporte
LI NLI LI NLI

16 1834 445 1537 530
32 2664 442 2246 538
64 3081 442 2445 540

Tabela 6.9: Resumo das iterações lineares e não-lineares para a integração reduzida.

çados utilizando-se estratégias de solução que realizam o cálculo somente do resíduo,
como por exemplo, os métodos chamados de Jacobian-free Newton-Krylov [133].

6.3.2 Solução Adaptativa do Problema de Rayleigh-Bénard

Nesse exemplo resolve-se o problema não-isotérmico de Rayleigh-Bénard no inte-
rior de um recipiente de dimensões Ω = [0, 4] × [0, 1] × [0, 1]. Esse caso consiste
na solução de um problema de convecção natural em que o fluido, inicialmente em
repouso (t = 0), produz uma sequência de células de convecção (correntes de recir-
culação) adjacentes ao longo da direção longitudinal (eixo x) devido à diferença de
temperatura em estre suas paredes superior (fria) e inferior (quente).

A Figura 6.10 representa o modelo computacional.

� �
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Figura 6.10: Modelo computacional do problema de Rayleigh-Bénard.

As condições de contorno da velocidade são de não-deslizamento em todas as
paredes. A pressão é prescrita no centro da superfície de base como p (2.0, 0.5, 0.0) =
0. O valor adimensional da temperatura fria é Tc = −0.5 e a quente é Th = 0.5. A
temperatura de referência adimensional é T∞ = 0. O vetor gravidade está alinhado
com a direção negativa do eixo z.
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O problema físico é definido pelos seguintes parâmetros adimensionais: número
de Reynolds Re = 4365, o número de Prandtl Pr = 0.72, o número de Grashof de
Gr = 41666.66, o que resulta num número de Richardson de aproximadamente Ri ≈
2, 19 × 10−3, e o número de Froude Fr = 0.6432. Novamente não foi considerada
a contribuição do termo de captura de descontinuidades no problema de transporte
de temperatura mas apenas a estabilização LSIC para a solução das equações de
Navier-Stokes.

O campo de vetores velocidade no final da simulação é mostrado na Figura 6.11.
A Figura 6.12 apresenta o campo de temperatura sobre a malha adaptada. O passo
de tempo permaneceu constante Δt = 5.0. O número máximo de passos de tempo
foi fixado em 720 o que corresponde a um tempo final de simulação tf = 3600. A
malha regular inicial utilizada possui 64 × 16 × 16 elementos. A solução obtida esta
em boa concordância com a solução de GRIEBEL et al. [54].

Figura 6.11: Problema de Rayleigh-Bénard: Campo vetorial estacionário.

Foi permitido apenas um nível de refinamento para cada elemento cuja frequência
é de 25 passos de tempo. Para o esquema estatístico de adaptatividade, a fração
de refino foi definida como rf = 0.6 enquanto que a de desrefinamento ficou em
rc = 0.01 .

Foram definidos 30 vetores no espaço de Krylov para o solver linear (GM-
RES(30)) com tolerância para o resíduo de 1.0 × 10−6 enquanto que a tolerância do
problema não-linear foi de 1.0×10−5. Foi utilizado o precondicionador BILU(1) com
reoordenamento dos graus de liberdade realizados pelo algoritmo Reverse Cuthill-
McKee (RCM) [134].

A Tabela 6.10 apresenta o tempo de simulação (em segundos) para a solução do
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(a)

(b)

Figura 6.12: Problema de Rayleigh-Bénard: (a) Campo de temperatura na superfície
do recipiente e (b) Campo de temperatura sobre a malha adaptada.

problema de transporte de temperatura, de Navier-Stokes, para o procedimento de
refinamento/desrefinamento e o total. O speedup do tempo total de simulação, para
a solução das ENS, de transporte e do processo de adaptatividade calculados com a
expressão (6.11) são apresentados na Figura 6.13.

O número de iterações lineares (LI) e não-lineares (NLI) é apresentado na Ta-
bela 6.11.

O tempo gasto com o processo de adaptatividade corresponde, em média, a
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CPU Transporte Navier-Stokes AMR/C Total
16 895.73 8728.32 547.22 10171.27
32 683.45 5050.62 482.01 6216.08
64 451.37 2719.61 448.70 3619.70

Tabela 6.10: Tempo de execução em segundos para solução adaptativa do problema
de Rayleigh-Bénard.

Figura 6.13: Curvas de speedup obtidas pela equação (6.11).

CPU Transporte Navier-Stokes
LI NLI LI NLI

16 2380 1379 1619 1323
32 2779 1469 2078 1428
64 2410 1282 1936 1333

Tabela 6.11: Resumo das iterações lineares e não-lineares para solução adaptativa
do problema de Rayleigh-Bénard.

menos de 10% do tempo total de simulação (≈ 5.38% com 16 CPUs, ≈ 7.75%
com 32 CPUs ≈ 12.4% com 64 CPUs). Observado-se os resultados, percebe-se que
foi obtido um bom desempenho da computação paralela, isto é, o speedup total
resultou em aproximadamente 3 para a simulação com 64 núcleos de processamento
em relação a com 16 núcleos. Para a solução das equações de Navier-Stokes obteve-se
o speedup máximo de S64 = 3.2 e para o problema de tranporte, S64 = 1.98.

Apesar do bom desempenho geral, observa-se que o procedimento adaptativo não
escala tão bem como os solucionadores lineares (S64 = 1.22). Esse fato pode com-
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prometer a eficiência total quando um número maior de núcleos de processamento
for utilizado.

6.4 Escoamento em torno de um Obstáculo

6.4.1 Forças atuantes sobre corpos imersos e definições de
coeficientes adimensionais

As forças totais, viscosas e de pressão por unidade de área sobre um corpo imerso
são calculadas projetando-se o tensor de tensões viscosas total, de tensões viscosas
desviadoras e o campo de pressão sobre a superfície do corpo. As componentes das
forças em cada direção coordenada j podem ser obtidas pelas seguintes expressões4:

Fσj = niσij (6.12)

Fτj = niτij (6.13)

FP j = ni (−p) δij (6.14)

Nas expressões anteriores, ni representam as componentes do vetor normal (para
fora) à superfície do corpo. Em (6.14), o sinal negativo deve-se à convenção utilizada
a qual considera que os valores positivos da pressão representam compressão.

As forças resultantes sobre os corpos imersos em cada direção são obtidas
realizando-se a integração de (6.12), (6.13) e (6.14) sobre a área As de sua superfície.
Por exemplo, para a componente j de uma força por unidade de área qualquer F, a
força resultante FT j é obtida através de

FT j =
∫

As

Fj

→
dAs . (6.15)

No presente trabalho, as tensões viscosas totais e desviadoras atuantes sobre
as superfícies sólidas foram determinadas de forma simplificada a partir da média
nos elementos que possuem um de seus lados sobre os corpo imerso. Portanto, a
componente da tensão viscosa σxx de um determinado elemento e, por exemplo, é
calculada a partir da taxa de deformação ∂u

∂x

h e da pressão ph em cada ponto de
integração ip pela seguinte expressão:

σe
xx = 1

np

1
Re

np∑
ip=1

( 8∑
k=1

(
2∂u

∂x

h

ip
− ph

ip

)
k

)
(6.16)

4Na convenção de índices adotada nesse trabalho para identificar as componentes dos tensores,
o primeiro (i) representa o plano de atuação da tensão e o segundo (j), a sua direção.
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onde np representa o número de pontos de integração.
A componente na direção x da força viscosa total sobre a superfície de área Ae

s

com vetor normal ne
s de um elemento que compõe o corpo é computada como

F e
sx =

(
ne

sxσe
xx + ne

syσe
yx + ne

szσe
zx

)
Ae

s. (6.17)

A componente da força resultante da integração de (6.12) alinhada à direção do
escoamento é a chamada força de arrasto enquanto que a componente perpendicular
à direção do escoamento é a força de sustentação5[135]. As forças de arrasto (FD =
Fσx) e de sustentação (FL = Fσy) são utilizadas para o cálculo dos coeficientes
(adimensionais) de arrasto (CD) e de sustentação (CL) e são definidos no presente
trabalho (para um cilindro de diâmetro d) pelas seguintes expressões6:

CD = F ∗
D

0.5ρ∗U∗2d∗ (6.18)

CL = F ∗
L

0.5ρ∗U∗2d∗ (6.19)

Para o cálculo do coeficiente de pressão utiliza-se expressão adotada por [136]:

CP = p∗ − pest
∗ + 0.5ρ∗U∗2

0.5ρ∗U∗2 (6.20)

onde pest
∗ é a pressão adimensional de estagnação que será definida mais adiante.

Os coeficientes de arrasto e de sustentação são valores globais do corpo imerso
pois são calculados a partir das forças totais atuantes sobre toda a superfície. Por-
tanto, representam características do objeto sujeito à ação de um determinado esco-
amento. Já o coeficiente de pressão é um valor local, isto é, representa uma medida
da ação da pressão em cada ponto da superfície do objeto.

Em contraste com o cálculo dos coeficientes de arrasto e sustentação obtidos
através das forças (médias) calculadas nos elementos que formam a superfície do
cilindro, o coeficiente de pressão é computado a partir dos valores da pressão nos
nós localizados sobre a superfície.

O desenvolvimento da esteira de vórtices à jusante do cilindro7 está associada
às oscilações do coeficiente de sustentação à medida que o valor Re aumenta acima
de aproximadamente 40 [137]. A frequência adimensional de desprendimento dos

5Em inglês, estas forças são chamadas de drag e lift, respectivamente.
6No presente trabalho, adotam-se os valores de entrada e resultantes da simulação para o

pósprocessamento dos coeficientes. Dessa forma, optou-se por representá-los com o super-índice *
para deixar claro que os valores utilizados nas expressões (6.18) a (6.20) são adimensionais.

7As esteiras de vórtices formadas pela passagem de fluidos em torno obstáculos recebem o
nome Vórtices von Kármán em homenagem ao físico húngaro Theodore von Kármán, pioneiro na
descrição do fenômeno na atmosfera
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vórtices é determinada pelo número de Strouhal definido pela seguinte expressão:

St = fvd

U∞
(6.21)

onde fv é a frequência dos vórtices, d é o diâmetro do cilindro e U∞ é o valor do
campo de velocidade do fluxo uniforme (na entrada do domínio de simulação). Em
geral, quando adota-se a forma não dimensional das equações governantes, utiliza-se
a Transformada Rápida de Fourier (em inglês, Fast Fourier Transform, FFT [138])
sobre o gráfico da força de sustentação em função do tempo para a determinação da
frequência adimensional, ou seja o número de Strouhal.

6.4.2 Escoamento em torno de um cilindro aquecido

Nesse exemplo de aplicação é resolvido o escoamento transiente em torno de um
cilindro aquecido de diâmetro unitário com malha adaptativa. Considera-se o eixo
do cilindro paralelo ao eixo coordenado z e localizado no ponto (5.5, 5.5) do plano xy

onde desenvolve-se o escoamento. A Figura 6.14 apresenta a geometria do modelo
computacional cuja espessura é de 0.125.
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Figura 6.14: Modelo computacional do problema de escoamento em torno do cilindro
aquecido.

A malha inicial é formada por 2500 elementos e possui refinamento gradual
na direção do cilindro composto por 24 divisões, conforme pode ser observado no
detalhe apresentado na Figura 6.15(b). O perímetro do cilindro é discretizado por
80 hexaedros.

O problema físico é definido impondo-se um campo advectivo horizontal unitário
na entrada do domínio (v (0, y, z) = (1, 0, 0)) onde a temperatura de referência é

102



(a)

(b)

Figura 6.15: Discretização do domínio de simulação: (a) Vista frontal da malha
completa e (b) Detalhe da malha em torno do cilindro.

T∞ = 0 e prescrevendo-se a temperatura da superfície do cilindro T = 1. A massa
específica do fluido é ρ = 1.0. Na saída do domínio prescreve-se pressão nula,
p (27, y, z) = 0. Considera-se a componente vertical do vetor velocidade nula nos
contornos superior e inferior do domínio (vy (x, 0, z) = vy (x, 11, z) = 0). A direção
da gravidade está alinhada ao eixo x no sentido da origem do sistema coordenado
porém, despreza-se o peso próprio do fluido.

Foram realizadas simulações considerando-se Re = 40 e Re = 100. No primeiro
caso, apresenta-se um estudo das forças totais, viscosas e de pressão atuantes sobre
a superfície do cilindro e dos coeficientes de arrasto e de pressão. Esse valor baixo
do número de Reynolds foi propositalmente definido pois, é conhecido na literatura
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[139] que o escoamento em torno do cilindro mantém-se estacionário até esse limite.
Para valores superiores de Re, inicia-se a formação da esteira vórtices à jusante do
cilindro.

Para as simulações não-isotérmicas, considera-se apenas Re = 100 e o número
de Prandtl é Pr = 0.706 resultando em Pe = 70.6. A força de flutuação na dire-
ção principal do escoamento (x) devido ao aquecimento do cilindro é considerada
definindo o número de Richardson Ri = 1.0. A formação da esteira de vórtices é
simulada desprezando-se os efeitos de flutuabilidade, isto é, Ri = 0.

Em todas as simulações considera-se apenas um nível de refinamento com fração
de refinamento rf = 0.3 e de desrefinamento rc = 0.01. Para as simulações com Re =
100, malha é adaptada a cada 10 passos de tempo para a simulação com formação
de esteira (isotérmica e não-isotérmica com Ri = 0) e 25 para a simulação com
força de flutuação. Nas simulações isotérmicas com Re = 40, a malha é adaptada a
cada 20 intervalos de tempo. A frequência de adaptatividade é maior no primeiro
caso devido ao caráter transiente do escoamento com a presença dos vórtices de von
Kármán.

Devido ao baixo número de Reynolds e à ausência de grandes descontinuidades
na solução da temperatura, as estabilizações adicionais (LSIC e Y Zβ) não são
computadas. As simulações foram realizadas para os elementos com integração
completa e reduzida. O passo e tempo adotado foi Δt = 0.01. As tolerâncias não
linear e linear (GMRES(30)) são de 10−6 e 10−8, respectivamente. Foi utilizado
o precondicionador BILU(1) com reoordenamento dos graus de liberdade através
de RCM. Para a simulação com integração reduzida e Re = 40 foi utilizada a
seguinte combinação os parâmetros adimensionais da estabilização de hourglass:
εd = εa = 1.0 e εp = 0.0. Para as simulações com Re = 100 a combinação dos
parâmetros de estabilização foi εd = εa = 0.5 e εp = 0.0.

Inicialmente, apresenta-se um estudo das forças viscosas e de pressão sobre a
superfície do cilindro e dos coeficientes de arrasto e de pressão para o escoamento
isotérmico e Re = 40. A Figura 6.16 apresenta a comparação das isolinhas de
pressão próximas do cilindro para os dois elementos.

A Figura 6.18 apresenta a distribuição das componentes horizontal e vertical das
forças por unidade de comprimento8 obtidas pelos dois elementos atuantes sobre o
cilindro em função do ângulo θ em graus definido na Figura 6.17.

Os coeficientes de arrasto obtidos pelas simulações com os elementos com inte-
gração completa e reduzida foram 1.6259 e 1.6228, respectivamente, enquanto que
BARANYI e LEWIS [137] obteve 1.5425 para uma simulação bidimensional atra-
vés do MDF. Entre os diversos motivos que podem justificar a diferenças de valor

8Como o domínio de simulação não é bidimensional, as forças calculadas a partir de expressões
equivalentes a 6.17 precisam ser divididas pela espessura do domínio, dz = 0.125.
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(a) (b)

Figura 6.16: Isolinhas de pressão para Re = 40: (a) Integração Completa e (b)
Integração Reduzida.

�

Figura 6.17: Definição ângulo de varredura sobre a superfície do cilindro.

entre os resultados obtidos pelo presente trabalho e o da referência pode ser citado
o fato de que a simulação da referência ser bidimensional. Além disso, deve-se le-
var em conta que o pós-processamento das forças que atuam sobre a superfície do
cilindro ser computado de forma simplificada pela média nos elementos conforme
apresentado na seção anterior.

Os coeficientes de sustentação obtidos no presente trabalho estão na ordem de
10−6, consistentes com a tolerância da solução não-linear e de acordo com o com-
portamento das curvas das forças verticais das Figuras 6.18(a) e 6.18(b) (FL, Fvy e
Fpy) que apresentam simetria em relação ao plano horizontal que divide o cilindro
em suas metades superior e inferior.

A comparação entre os coeficientes de pressão obtidos pelos dois elementos e com
os trabalhos de CHOI et al. [136] e ROSSA [25] é apresentada na Figura 6.19. A
pressão de estagnação utilizada é pest = p (θ = 0) .
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(a)

(b)

Figura 6.18: Forças por unidade de comprimento para Re = 40: (a) Integração
Completa e (b) Integração Reduzida.

Finalizando o problema isotérmico, considera-se os resultados transientes obtidos
pelo escoamento com Re = 100. As Figuras 6.20 e 6.21 apresentam os gráficos dos
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Figura 6.19: Coeficiente de pressão sobre a superfície do cilindro para Re = 40.

coeficientes de arrasto e de sustentação em função do tempo obtidos pelos dois
elementos.

Embora haja boa semelhança nos gráficos nas regiões onde o regime transiente
(periódico) está plenamente desenvolvido, percebe-se que o elemento com integração
reduzida antecipa o desprendimento dos vórtices.

Os números de Strouhal obtidos foram 0.1725 para o elemento com integração
completa e 0.1721 para o elemento com integração reduzida. BARANYI e LEWIS
[137] obtiveram 0.1661.

NORBERG [139] apresenta uma série correlações empíricas entre os números de
Strouhal e de Reynolds baseadas em experimentos de laboratório. Para valores de
Reynolds compreendidos entre 47 < Re < 190 a correlação é

St = 0.2663 − 1.019√
Re

(6.22)

Através de (6.22), o valor teórico do número de Strouhal para esse regime de
escoamento é St = 0.1644. A diferença dos valores obtidos no presente trabalho
com o da correlação é inferior a 5%.

A sequência da seção apresenta a análise da simulação não isotérmica com
Re = 100. O objetivo dessa etapa é avaliar o comportamento da adaptatividade
de malhas e comparar o desempenho global dos dois elementos. A simulação para-
lela foi realizada com 8 CPU’s.
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(a)

(b)

Figura 6.20: Histórico no tempo para Re = 100 do elemento com integração com-
pleta: (a) Coeficiente de arrasto e (b) Coeficiente de sustentação.

As Figuras 6.22 e 6.23 apresentam os resultados do campo de temperatura e
linhas de corrente sobre o campo de pressão das simulações com Ri = 0 e Ri = 1.

O tempo máximo definido no primeiro caso foi de t = 100 enquanto que
considera-se o estado estacionário alcançado após 50 passos de tempo consecutivos
em que a convergência dos problemas de Navier-Stokes e transporte de temperatura
é obtida em apenas uma iteração não linear.

A Tabelas 6.12 e 6.13 apresentam a comparação de desempenho computacional
(tempo total de simulação em segundos) obtido pelos dois elementos finitos para a
simulação transiente (Ri = 0) e a estacionária (Ri = 1) do problema de transporte
de temperatura, de Navier-Stokes e o do processo de adaptatividade (AMR/C).
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(a)

(b)

Figura 6.21: Histórico no tempo para Re = 100 do elemento com integração redu-
zida: (a) Coeficiente de arrasto e (b) Coeficiente de sustentação.

Ri
Integração Completa

Transporte Navier-Stokes AMR/C Total
0 1296.58 32127.46 1137.07 34561.11
1 404.57 7620.26 129.39 8154.22

Tabela 6.12: Desempenho geral do elemento com integração completa.

Analisando-se os resultados da comparação dos tempos computacional total en-
tre os dois elementos, observa-se que para a simulação transiente, o elemento com
integração completa apresentou um desempenho superior. Por outro lado, o ele-
mento com integração reduzida consumiu menos tempo na execução da simulação
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(a)

(b)

Figura 6.22: Resultados para Ri = 0: (a) Campo de temperatura e (b) Isolinhas
sobre campo de pressão.

Ri
Integração Reduzida

Transporte Navier-Stokes AMR/C Total
0 823.21 36362.14 1187.00 38372.36
1 222.58 6781.72 129.55 7133.85

Tabela 6.13: Desempenho geral do elemento com integração reduzida.

estacionária.
As Tabelas 6.14 e 6.15 apresentam o tempo gasto em segundos para a montagem

e solução dos sistemas lineares para a solução do escoamento pelos dois elementos
finitos.

Observando-se os valores contidos nas Tabelas 6.14 e 6.15, percebe-se que o de-
sempenho pior do elemento com integração reduzida na simulação transiente deve-se
à solução do sistema linear do problema de Navier-Stokes já que o tempo consumido
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(a)

(b)

Figura 6.23: Resultados para Ri = 1: (a) Campo de temperatura e (b) Isolinhas
sobre campo de pressão.

Ri
Integração Completa

Transporte Navier-Stokes
Montagem Sistema Linear Montagem Sistema Linear

0 927.18 369.40 8564.75 23562.71
1 310.41 94.16 2647.70 4972.56

Tabela 6.14: Tempo para montagem e solução dos sistemas lineares para integração
completa.

pelo processo de adaptatividade é apenas um pouco superior e para a solução do
problema de transporte é inferior ao do elemento com integração completa.

A evolução da malha é apresentada nas próximas figuras. Para o problema
transiente, os instantes de tempo considerados foram t = 20, t = 60, t = 80 e
t = 100 enquanto que para o problema estacionário, t = 5, t = 15, t = 25 e t = 35.
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Ri
Integração Reduzida

Transporte Navier-Stokes
Montagem Sistema Linear Montagem Sistema Linear

0 423.61 399.60 6841.38 29520.76
1 117.53 105.05 1455.94 5325.78

Tabela 6.15: Tempo para montagem e solução dos sistemas lineares para integração
reduzida.
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Figura 6.24: Evolução da malha com integração completa para o problema transiente
(Ri = 0).

Observado-se as imagens dos intervalos de tempo intermediários do problema
transiente, percebe-se que a esteira de vórtices teve o início antecipado na simulação
com o elemento com integração reduzida. Esse fato já havia sido observado nas
curvas dos coeficientes de arrasto e de sustentação em relação ao tempo (Figuras 6.20
e 6.21).

O numero final de elementos da simulação transiente (t = 100) foi de 8284 com
a integração completa e de 8316 reduzida, o que representa quantidades muito pare-
cidas. Porém, nos demais intervalos de tempo considerados, o número de elementos
foi 6244 e 6484 em t = 20, 7028 e 8316 em t = 60 e 8156 e 8316 em t = 80, mostrando
que a antecipação das esteira de vórtices fez com o o processo de adaptatividade da
malha produzisse um número maior de elementos à jusante do cilindro.

Observa-se que o elemento com integração reduzida atingiu o número máximo de
elementos já em t = 20 mantendo-o até o final da simulação enquanto que a malha
na simulação com o elemento com integração completa só atinge o número máximo
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Figura 6.25: Evolução da malha com integração reduzida para o problema transiente
(Ri = 0).

de elementos no final da simulação.
Quando analisa-se o tempo total de execução obtido pelos dois elementos para

a solução da simulação com o tempo estendido a t = 300, verifica-se que o ele-
mento com integração reduzida obteve melhor desempenho global: 122417.39s con-
tra 138540.95s resultante do elemento com integração completa.

��� ������

������ ������

Figura 6.26: Evolução da malha com integração completa para o problema estacio-
nário (Ri = 1).
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Figura 6.27: Evolução da malha com integração reduzida para o problema estacio-
nário (Ri = 1).

A simulação permanente resultou em 5505 e 5476 elementos para a integração
completa e reduzida, respectivamente.

6.5 Simulações de Correntes Gravitacionais

6.5.1 Considerações Iniciais

Correntes gravitacionais9 (ou correntes de flutuação) compõem uma classe de esco-
amentos produzidos por pequenas diferenças na massa específica dos fluidos. Eles
frequentemente ocorrem na forma de uma intrusão de um fluido pesado em um mais
leve. Estes fenômenos acontecem espontaneamente na natureza assim como podem
ser causados pela ação humana [56]. No primeiro caso, podem ser citados como
exemplos as avalanches, correntes de turbiditos e erupções vulcânicas. Por outro
lado, acidentes industriais podem causar dispersão de gases pesados na atmosfera.
Um extensa lista de exemplos pode ser encontrada em [140] e [56].

A pequena diferença na massa específica pode ser originada por campos escalares
tais como a temperatura, salinidade ou partículas em suspensão [141], sendo o último
associado a correntes de turbiditos. MEIBURG e KNELLER [142] definem correntes
de turbiditos como escoamentos de partículas transportadas por ação da gravidade
nos quais as partículas são amplamente ou totalmente suspensas pela turbulência

9Alguns autores como BONOMETTI e BALACHANDAR [55] referem-se ao fenômeno como
correntes de densidade ou em inglês density currents
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do fluido.
Alguns desses fenômenos podem ser reproduzidos em ensaios de laboratório. Dois

fluidos inicialmente em repouso são confinados em um canal e separados fisicamente
por uma barreira impermeável. A barreira é bruscamente retirada e, devido à ação
da gravidade, o fluido pesado colapsa na direção do mais leve dando início a uma
interação livre entre os dois fluidos. Esse dispositivo é conhecido em inglês como
lock-exchange.

Ultimamente, a solução numérica desse fenômeno tem recebido atenção especial.
A configuração do problema lock-exchange é relativamente simples e pode ser recri-
ada, tanto em termos do domínio geométrico quanto à definição dos dados de entrada
para a simulação. As equações de Navier-Stokes para o escoamento incompressível
de fluidos viscosos são resolvidas em conjunto com o transporte difusivo-advectivo
de um escalar através de uma descrição Euleriana. O acoplamento entre as equações
governantes é realizado pela aproximação de Boussinesq incorporada ao vetor de for-
ças de corpo de forma a reproduzir os efeitos gravitacionais associados às pequenas
mudanças na massa específica causadas por variações no campo do escalar.

HÄRTEL et al. [143] realizaram uma investigação detalhada da estrutura tridi-
mensional do escoamento da parte mais avançada da frente de propagação usando
métodos numéricos baseados em discretizações espectrais e elementos espectrais.
NECKER et al. [144] apresentam simulações bi e tridimensionais de alta resolu-
ção de correntes originadas pela diferença de concentração de partículas suspensas
no fluido utilizando também métodos espectrais e elementos espectrais levando em
conta a influência de deposição de partículas diluídas no fluido na dinâmica do es-
coamento. Em CANTERO et al. [145], a influência do número de Grashof para
o problema de lock-exchange é investigada em configurações planas e cilíndricas.
As equações governantes são resolvidas numericamente usando um código pseudo-
espectral. ELIAS et al. [146] também simulam escoamentos devido à diferença de
concentração de partículas em configurações planas e cilíndricas utilizando uma for-
mulação estabilizada do método dos elementos finitos considerando apenas malhas
fixas.

Em BONOMETTI e BALACHANDAR [55] as correntes de densidade não-
Boussinesq são simuladas e os resultados comparados com outros obtidos por mode-
los para escoamentos de águas rasas [147] utilizando o método dos volumes finitos
com captura de frente sem reconstrução de interfaces.

Todos os trabalhos relacionados até aqui adotam malhas fixas em simulações
bi e tridimensionais. Portanto, para capturar com precisão a natureza transiente
do escoamento e, particularmente, a interface entre os fluidos, é necessário um alto
nível de refinamento de toda malha. Isso implica, de forma geral, em um alto
esforço computacional devido ao tamanho da malha, especialmente em simulações
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tridimensionais.
Recentemente, O’CALLAGHAN et al. [49] investigaram o comportamento de

plumas de flutuação originadas por entrada/absorção de momentum usando um si-
mulador de Navier-Stokes adaptativo chamado Gerris [148] o qual tem sido aplicado
na solução de problemas geofísicos. Simulações bidimensionais utilizando quadtrees
foram realizadas para analisar a resposta da pluma de flutuação devido fluxos de
momentum nulo, estacionário e variáveis. É mostrado que o uso de malhas adap-
tativas apresenta uma economia entre 60 e 90% em armazenamento de dados e um
ganho médio de 80% em tempo de CPU comparados a simulações com malhas fixas.

HIESTER et al. [48] apresentam um estudo da influência da adaptatividade
de malhas em simulações bidimensionais do problema de lock-exchange plano com
atenção especial à velocidade gravitacional da frente de avanço utilizando o modelo
não-hidrostático de elementos finitos para a solução das ENS chamado Fluidity-
ICOM (http://amcg.ese.ic.ac.uk/index.php?title=FLUIDITY). É apresentado
que adaptatividade da malha é capaz de seguir a dinâmica do escoamento incluindo
a captura das vagas de Kelvin-Helmholtz10.

A seguir são apresentados os resultados dos três problemas de correntes gravita-
cionais descritos na introdução desse Capítulo (6.1). Utiliza-se como referência para
avaliações qualitativas e quantitativas as simulações computacionais realizadas por
[48, 143, 145, 146, 149].

6.5.2 Escoamento Induzido pela Diferença de Massa Espe-
cífica em um Domínio Plano

No primeiro problema de corrente gravitacionais, considera-se o escoamento de dois
fluidos inicialmente em repouso devido ao colapso do mais “pesado” sobre o mais
“leve”. O domínio de simulação é um canal plano e possui comprimento L = 30
e altura H = 2. A configuração inicial do problema e a geometria do canal onde
acontece o fenômeno são representados na Figura (6.28).

A linha pontilhada esboça a interface da massa específica dos dois fluidos em
algum momento após o início do movimento.

O domínio é discretizado por uma malha fixa formada por 1000 × 1 × 100 ele-
mentos. Um detalhe da malha é apresentado na Figura 6.29.

Condições de contorno de não deslizamento são impostas nas paredes superior
e inferior. Embora o tempo total de simulação seja inferior ao necessário para
que as frentes de deslocamento alcancem as paredes esquerda e direita, impõe-se a
condição de deslizamento livre sobre elas. A pressão não é prescrita em nenhum
local do domínio.

10Nos artigos escritos em inglês, essas estruturas são denominadas Kelvin-Helmholtz billows.
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Figura 6.28: Modelo computacional e configuração inicial com os fluidos pesado
(vermelho) e leve (azul).

Figura 6.29: Domínio de simulação e um detalhe da malha estruturada.

A Figura (6.30) apresenta a comparação das linhas de contorno de massa es-
pecífica obtidas pelo presente trabalho, utilizando-se os elementos com integração
completa e reduzida, e as apresentadas por HÄRTEL et al. [143] em diferentes ins-
tantes de tempo.

Os números de Grashof e de Reynolds, definidos em função da velocidade de
flutuação, recebem os valores Gr = 1.25 × 106 e Re ≈ 1.12 × 103 (Re =

√
Gr).

portanto, o número de Richardson é Ri = 1.0. O número de Schmidt é Sc = 0.71.
A massa específica adimensional do fluido pesado é ρ1 = 1 enquanto que a do leve é
ρ2 = 0. Adota-se um passo de tempo constante Δt = 0.025. O expoente do operador
não linear de captura de descontinuidades (3.24) é definido como β = 1.

Os parâmetros de estabilização hourglass utilizados pelo elemento com integração
reduzida na solução do escoamento foram εd = εa = 1 e εp = 0, enquanto que para
a solução do problema de transporte foram definidos εd = εa = 0.1.

Os resultados obtidos pelo presente trabalho, em termos de representação das
linhas de corrente e de avanço das frentes de propagação, com ambos elementos,
mostram boa concordância com os apresentados por HÄRTEL et al. [143]. Entre-
tanto, os resultados da referência mostram o desenvolvimento de um vórtice extra
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(b)

(c)

Figura 6.30: Linhas de contorno de massa específica em função do tempo t: (a)
Presente trabalho com integração completa, (b) Presente trabalho com integração
reduzida e (c) Resultados de HÄRTEL et al.

centralizado no meio do domínio de simulação.
Esta diferença pode ser atribuída a uma resolução muito mais alta do método

vorticity-streamfunction espectral utilizado para a obtenção da solução de referência.
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Por outro lado, o autor realizou uma simulação bidimensional, fato que por si só
implica em diferentes soluções computacionais.

6.5.3 Corrente Gravitacional Induzida por Diferença de
Temperatura com Adaptatividade da Malha em um
Domínio Plano

O segundo exemplo de correntes-gravitacionais consiste na simulação de um pro-
blema clássico de lock-exchange cujo escalar transportado é a temperatura. Nova-
mente, considera-se um domínio plano que confina dois fluidos inicialmente isolados
com diferentes temperaturas. A metade esquerda do canal é preenchida pelo fluido
frio enquanto que a metade direita é preenchida pelo fluido quente.

O domínio do problema é definido por Ω = [0, L] × [0, H/8] × [0, H] onde o
comprimento e altura são L = 0.8m e H = 0.1m. A Figura (6.31) apresenta a
configuração inicial da simulação e um detalhe da malha refinada no centro do
domínio.

Para geração da malha apresentada na Figura (6.31) realiza-se uma “pré-
simulação” adaptativa cujo objetivo é o refinamento da interface entre os fluidos,
localizada no centro do domínio (x = 0.4m). A partir de uma malha estruturada
uniforme formada por 80 × 1 × 8 elementos, realiza-se algumas simulações (3 ou 4)
de duração de apenas um passo de tempo. Após a primeira, em cada nova “pre-
simulação” a interface entre os fluidos é reposicionada no centro do domínio para
manter o refinamento concentrado apenas nessa posição.

Esse procedimento garante que os elementos gerados pelo processo de adaptati-
vidade possuirão seus próprios “pais” (elementos de nível de refinamento inferior) e
portanto, poderão ser desrefinados após o deslocamento da interface. A simulação
verdadeira é realizada após a quarta geração de elementos ser obtida (quatro níveis
de refinamento) junto à interface.

Os parâmetros físicos da simulação foram baseados nos dados dimensionais apre-
sentados em HIESTER et al. [48]. Nesse trabalho, a aceleração da gravidade é
g = 10ms−2, a altura do canal, utilizada como escala de comprimento, é H = 0.1m.
O coeficiente de expansão térmica é definido como β = 0.001oC−1 e as temperatu-
ras fria e quente são T1 = −0.5oC e T2 = 0.5oC, respectivamente. Finalmente, a
viscosidade cinemática é ν = 10−6m2s−1.

HIESTER et al. [48] adotam uma forma equivalente a (2.49) para determinação
da gravidade reduzida dada por

g
′ := ρ1 − ρ2

ρ∞
g (6.23)
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(a)

(b)

Figura 6.31: Domínio discretizado e configuração inicial do problema de lock-
exchange: (a) Vista em perspectivado domínio plano e (b) Detalhe da malha refinada
no centro.

onde ρ1 é a massa específica do fluido associada a temperatura fria (T1) e ρ2, a massa
específica do fluido associada a temperatura quente (T2).

Utilizando-se a aproximação de Boussinesq (2.15) para o cálculo das massas
específicas, a equação (6.23) pode ser reescrita da seguinte forma

g
′ = −gβ (T1 − T2) . (6.24)

Substituindo-se as grandezas dimensionais em (6.24), o valor da gravidade redu-
zida é g′ = 0.01ms−2. Consequentemente, a velocidade de flutuação (2.48) resulta
em ub =

√
0.001ms−1.
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Embora tenham usado a altura do canal para a determinação da velocidade
de flutuação, HIESTER et al. [48] utilizam o comprimento de escala h = H/2 na
definição do número de Grashof, isto é:

Gr =
(

h
√

g′h
ν

)2

(6.25)

resultando em Gr = 1.25 × 106.
Como a escala de comprimento não é a mesma para a determinação do número

de Grashof e cálculo da velocidade de flutuação, a identidade (2.57) não pode ser
utilizada para encontrar o valor do número de Reynolds em função do de Grashof.
Portanto, o número de Richardson é diferente da unidade.

Após uma série de testes com diversas combinações de valores para Re e Ri,
observou-se que, muito provavelmente, HIESTER et al. [48] definiram os números
de Reynolds e de Richardson da seguinte forma:11

Re = 1
ν

= 10−6,

Ri = g′ = 0.01.
(6.26)

Nesta simulação, despreza-se o termo difusivo da equação de transporte (2.38).
Assim, o número de Peclet não precisa ser definido. Para a adimensionalização da
temperatura12, foram considerados T∞ = (T2 + T1) /2 e ΔT = (T2 − T1) resultando
em T ∗

1 = −0.5 e T ∗
2 = 0.5. Para o domínio de simulação adimensional, adota-se os

valores de comprimento e altura originais (L∗ = L e H∗ = H)13.
Considera-se a condição de deslizamento livre nas paredes de topo e laterais

esquerda e direita. Na parede do base, considera-se a condição de não-deslizamento.
Dessa forma, é possível avaliar frentes de deslocamento sobre paredes para as duas
condições de deslizamento numa mesma simulação. O expoente do operador não
linear de captura de descontinuidades (3.24) é definido como β = 1 e o passo de
tempo é Δt∗ = 0.025.

A tolerância do problema não-linear é 10−3 e o número máximo de iteração foi
3 para a solução das ENS e 5 para o problema de transporte advectivo-difusivo. A
tolerância do solver linear é 10−5.

Foram realizadas simulações adaptativas e com malha fixa e estruturada com os
11Convém observar que o procedimento para determinação das grandezas adimensionais adotado

por HIESTER et al. [48] não é adequado. Ele foi reproduzido nesse trabalho apenas para tornar
possível a comparação entre os resultados.

12Embora os valores adimensionalizados da temperatura resultem idênticos aos dimensionais,
utiliza-se o super-índice (*) para destacar o uso de valores adimensionais.

13Apesar da inconsistência (os valores dimensionais do comprimento e altura deveriam ser dividi-
dos pela escala de comprimento), o domínio adimensional foi definido dessa forma para possibilitar
a comparação de resultados com a referência.
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dois elementos. No primeiro caso, adotou-se para o esquema estatístico de adap-
tatividade a fração de refinamento rf = 0.95 e de desrefinamento rc = 0.01. No
segundo, o comprimento característico da malha é l∗ = 0.00078125 definido em fun-
ção da dimensão da aresta do hexaedro14. A malha estruturada possui 1024 divisões
na direção x e 128 na direção y.

Os parâmetros de estabilização hourglass utilizados pelo elemento com integração
reduzida na solução das equações de Navier-Stokes foram εd = εa = 1 e εp = 0. Para
a solução do problema de transporte, εd = εa = 0.1.

A distância absoluta não-dimensional do ponto mais avançado da interface das
frentes de avanço X∗ = |x∗ − 0.4| é medida ao longo do tempo t∗. A distância
em relação a posição original (centro do canal) das duas frentes (deslizamento e
não-deslizamento), obtida com integração completa e reduzida, é apresentada na
Figura (6.32).

Figura 6.32: Posição em relação à configuração inicial das frentes de avanço no topo
e base do canal.

Conforme esperado, a frente de avanço junto ao topo do domínio alcança a parede
vertical esquerda antes que a frente junto a base toque a parede vertical direita. A
Figura (6.32) mostra a boa concordância entre os resultados do presente trabalho
com ambos os elementos e os obtidos por HIESTER et al. [48]. Os resultados de
referência foram obtidos com uma malha bidimensional regular e fixa formada por
triângulos cujo comprimento característico é de l∗ = 0.00025.

O número de Froude calculado como a razão entre o valor absoluto da velocidade
da posição mais avançada das frentes u∗

f e a velocidade de flutuação ub, isto é,
14Deve-se observar que as espessuras dos domínios da simulação adaptativa e com malha fixa

são diferentes. A primeira tem espessura dy = 0.0128 enquanto a segunda possui dy = 0.00078125.
Essa característica se deve ao fato das malhas serem formadas por hexaedros regulares. O domínio
do problema adaptativo tem espessura igual a aresta de seu maior elemento.
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Fr =
u∗

f

ub

(6.27)

é computado para as simulações adaptativa e com malha fixa para ambas as frentes.
A influência da frequência de adaptatividade é verificada. As Figuras (6.33)

e (6.34) mostram o valor do número de Froude em relação à distância normalizada
X∗/H obtido pelos dois elementos para o processo de adaptatividade em todos
os passos de tempo (f1) e a cada 5 (f5), 10 (f10) e 20 (f20) passos de tempo de
simulação. Também são mostrados os resultados obtidos por HIESTER et al. [48]
com um período de adaptatividade de 10 passos de tempo. Para prevenir que o
processo de AMR/C produza elementos muito pequenos, foram permitidos apenas
4 níveis de refinamento.

(a)

(b)

Figura 6.33: Integração completa: O número de Froude em relação à distância
normalizada para as malhas fixa e adaptativa: (a) Frente superior e (b) Frente
inferior.
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(a)

(b)

Figura 6.34: Integração reduzida: O número de Froude em relação à distância nor-
malizada para as malhas fixa e adaptativa: (a) Frente superior e (b) Frente inferior.

As Figuras (6.35) e (6.36) apresentam a distribuição de temperatura e malhas em
instantes de tempo diferentes para a simulação adaptativa com período de adaptati-
vidade de 5 passos de tempo (f5) obtidas com o elemento com integração completa e
reduzida, respectivamente. As vagas de Kelvin-Helmholtz são captadas pela malha
à medida que as frentes se desenvolvem após o início do deslocamento.

Observa-se a boa semelhança da distribuição da temperatura obtida pelos dois
elementos bem como das malhas adaptadas. O elemento com integração reduzida
também conseguiu captar as vagas e a malha acompanha a evolução da frente de
deslocamento.

No final da simulação adaptativa, a quantidade de elementos gerados foi de
423347 e 478906, para os elementos com integração completa e reduzida, respectiva-
mente. Deve-se observar que o refinamento também ocorreu ao longo da espessura
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 6.35: Malhas adaptativas e a distribuição do campo de temperatura para
o elemento com integração completa: (a) Malha adaptativa e (b) Distribuição de
temperatura em t = 12.5. (c) Malha adaptativa e (d) Distribuição de temperatura
em t = 25.0.

do domínio (direção y), o que é desnecessário pois o fenômeno se desenvolve no plano
xz. Essa característica é inerente ao procedimento de refinamento da biblioteca dis-
cutido na seção 5.6.2.

Desprezando-se os elementos gerados na direção transversal, o número de hexa-
edros que efetivamente contribuem para a captura do deslocamento das frentes e
formação das vagas é de 30287 e 33254, para o elemento com integração completa e
reduzida, respectivamente.

A simulação com malha fixa e uniformemente estruturada possui 131072 hexa-
edros. Portanto, com a malha adaptativa é possível, para esse problema, realizar a
simulação com uma ordem de magnitude a menos (redução aproximadamente 77%
para o elemento com integração completa e 75% para o elemento com integração
reduzida) sem comprometer a precisão dos resultados.

A comparação de desempenho entre os dois elementos foi realizada na máquina
SGI UV-100 definindo-se 48 CPUs para a simulação paralela. Para o elemento
com integração completa a solução das ENS resultou 3634 iterações não-lineares
e 84964 lineares enquanto que a solução do problema de transporte exigiu 8400
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 6.36: Malhas adaptativas e a distribuição do campo de temperatura para
o elemento com integração reduzida: (a) Malha adaptativa e (b) Distribuição de
temperatura em t = 12.5. (c) Malha adaptativa e (d) Distribuição de temperatura
em t = 25.0.

iterações não-lineares e 32441 lineares. Já para a simulação com o elemento com
integração reduzida solução das ENS resultou 3913 iterações não-lineares e 104585
lineares enquanto que a solução do problema de transporte exigiu 8686 iterações
não-lineares e 46030 lineares.

6.5.4 Escoamento Tridimensional Induzido pela Diferença
de Massa Específica com Adaptatividade

No último exemplo de aplicação, o problema de escoamento gravitacional equivalente
ao apresentando na seção 6.5.2 é resolvido em um domínio tridimensional. O escalar
transportado é a massa específica e o termo fonte das equações de Navier-Stokes é
determinado por uma a expressão equivalente a (2.71), dado por

f (ρ) = Riρe. (6.28)
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O domínio computacional adimensional é definido por Ω = [−15, 15] × [0, 3] ×
[−1, 1] e está esquematizado na Figura (6.37).

���

���

��

��

���

�

�� �

Figura 6.37: Domínio computacional do problema de corrente gravitacional tridi-
mensional.

A malha inicial possui refinamento no centro do domínio para representação
adequada da interface entre os dois fluidos. Assim como no exemplo anterior, para
sua geração foi utilizada a estratégia de reposicionamento da interface até que fosse
alcançado o terceiro nível de refinamento. Uma visão em perspectiva do domínio dis-
cretizado e um detalhe da malha no centro do canal tridimensional são apresentados
na Figura 6.38.

Condições de contorno de não-deslizamento são impostas nas paredes superior e
inferior. Nas paredes frontal e posterior considera-se condição de deslizamento para
as componentes x e z do campo de velocidade e nas paredes esquerda e direita, a
condição de deslizamento é aplicada às componentes y e z do vetor velocidade. A
pressão não é prescrita em nenhum local do domínio.

A massa específica adimensional do fluido pesado é ρ1 = 1 enquanto que a do
leve é ρ2 = 0. Despreza-se o peso próprio no vetor de forças de corpo e utiliza-se
a velocidade de flutuação para a determinação do número de Grashof, definido por
Gr = 1.5 × 106. Fixando-se o número de Schmidt em Sc = 0.71, as características
problema físico estão completas.

O passo de tempo constante é Δt = 0.025 que corresponde a um CFL máximo
de 0.2 durante toda a simulação15. O expoente do operador não linear de captura
de descontinuidades (3.24) é definido como β = 1.

A tolerância do problema não-linear é 10−4 e a do solver linear é 10−6. O
número máximo de iterações não-lineares foi de 5 para a solução das ENS e 10 para
o problema de transporte.

A fração de refinamento do processo de adaptatividade da malha é rf = 0.95 e de
desrefinamento, rc = 0.01. Foram realizadas simulações com refinamento em todos
os passos de tempo e também a cada 5 passos, sempre considerando-se 3 níveis de
refinamento.

15O número de Courant desse problema é calculado em função da velocidade da frente de avanço
(inclinação média das curvas de posição da frente de avanço em função do tempo) e do tamanho
da aresta dos hexaedros.
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(a)

(b)

Figura 6.38: Domínio tridimensional discretizado: (a) Vista em perspectiva da ma-
lha e (b) Detalhe do refinamento com 3 níveis junto à interface.

A fim de acelerar o desenvolvimento tridimensional do escoamento, a interface
inicial de massa específica entre o fluido leve e o pesado foi ligeiramente distorcida
junto às paredes laterais. Para isso, foi realizada uma pré-simulação impondo-se a
condição de não-deslizamento nessas paredes. Detalhes da superfície inicial distor-
cida são apresentados na Figura 6.39. Recurso semelhante foi adotado em [143].

O resultado da isosuperfície de massa específica ρ = 0.5 obtido pelo presente
trabalho para o elemento com integração completa e adaptatividade de malha em
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Figura 6.39: Condição inicial na interface dos fluidos para induzir o padrão tridi-
mensional.

todos os passos de tempo de simulação são qualitativamente comparados com os
obtidos por CANTERO et al. [145] na Figura 6.40

CANTERO et al. [145] utilizaram uma malha regular formada por 560 nós na
direção x, 48 em y e 64 em z para realizar uma simulação numérica direta (em in-
glês, Direct Numerical Simulation, DNS) empregando um código pseudo-espectral.
ELIAS et al. [146] resolvem esse problema através de uma formulação estabilizada
baseada em arestas do MEF com uma malha não estruturada formada por 2630883
tetraedros. HÄRTEL et al. [143] também aplicam DNS através de métodos numé-
ricos de alta-ordem baseados em discretização espectral utilizando 4250000 pontos
no mesmo domínio computacional. No presente trabalho, a simulação adaptativa
terminou com 360477 elementos, praticamente uma ordem de grandeza a menos no
tamanho de malha.

A Figura 6.41 mostra a evolução da posição mais avançada da frente de deslo-
camento esquerda obtida pelo presente trabalho com adaptação de malha em cada
passo de tempo (f1) e por simulações computacionais de ELIAS et al. [146] e CAN-
TERO et al. [149] (DNS) e pelo resultado experimental presente em SHIN et al.
[150]. O deslocamento horizontal da frente é medida em relação posição inicial da
interface como X = |x| .

A frente de deslocamento obtida pelo presente trabalho mantém-se sempre adi-
antada à obtida experimentalmente. Em relação às referências numéricas, ela inicia
à frente, mas é ultrapassada próximo a t = 10. É possível observar que, enquanto
a curva do presente trabalho mantém uma inclinação praticamente constante, as
demais numéricas aumentam a inclinação ao longo do tempo fazendo que estas úl-
timas alcancem uma distância maior ao final da simulação. O número de Froude
definido como a relação entre a velocidade de avanço da frente e a de flutuação
(equação (6.27)) calculado pelo presente trabalho é Fr ≈ 0.5, inferior aos valores
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Figura 6.40: Comparação qualitativa da isosuperfície de massa específica ρ = 0.5
nos instantes de tempo 0, 5, 10, 15 e 20: (a) Presente trabalho e (b) CANTERO et
al.

apresentados por [146] (Fr = 0.579), [149] (Fr = 0.57) e [143] (Fr = 0.576).
Levando-se em conta a diferença no tamanho da malha, assim como as diferentes

metodologias utilizadas (métodos de mais alta ordem junto com DNS em [149] e
[143]), pode-se considerar os resultados obtidos satisfatórios. Contribui para o atraso
da frente o procedimento de projeção das soluções entre as malhas antes e depois da
adaptação, inerente ao processo de adaptatividade. Esse fato também foi observado
por [48].

A Figura 6.42 apresenta a comparação da região do domínio preenchida por
valores de massa específica iguais ou superiores a 0.5 obtida pelos dois elementos
com adaptatividade de malha em cada passo de tempo e interface inicial plana.
Para a simulação com integração reduzida foi utilizada a seguinte combinação de
parâmetros adimensionais da estabilização de hourglass: εd = εa = 1.0 e εp = 0.0
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Figura 6.41: Posição da frente de avanço em função do tempo.

para a solução do escoamento e εd = εa = 0.2 para a solução do transporte advectivo-
difusivo.

Observa-se que o padrão inicial do desenvolvimento é bastante parecido, mas em
t = 10 os resultados dos dois elementos tornam-se diferentes. Consequentemente, a
malha nas duas simulações também não é a mesma. Devido a isso, o desempenho
dos elementos foi comparado até o instante de tempo t = 7.5. A simulação paralela
foi executada alocando-se 120 processadores (10 nós).

Para o elemento com integração completa a malha atingiu 129904 elementos e
a solução das ENS resultou 2470 iterações não-lineares e 38767 lineares enquanto
que a solução do problema de transporte exigiu 8919 iterações não-lineares e 705195
lineares. Já para a simulação com o elemento com integração reduzida a malha
atingiu 129743 elementos, quantidade bem próxima da alcançada pela simulação
com integração completa. A solução das ENS resultou 2394 iterações não-lineares
e 43710 lineares enquanto que a solução do problema de transporte exigiu 8765
iterações não-lineares e 745702 lineares.

Analisando-se os números, percebe-se que o elemento com integração reduzida
exigiu menos iterações não-lineares para a solução dos dois problemas mas estas
resultaram num número maior de iterações lineares. O tempo de execução gasto pelo
elementos com integração completa foi de aproximadamente 1 hora e 25 minutos e
para o elemento com integração reduzida foi de 1 hora e 18 minutos.

Os resultados do avanço da frente obtidos com simulação com o elemento com
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Figura 6.42: Região do domínio preenchida por ρ ≥ 0.5 nos instantes de tempo 5,
10, 15 e 20: (a) Integração completa e (b) Integração reduzida.

integração completa e reduzida são comparados entre si na Figura 6.43.
Na Figura 6.43, foram consideradas duas frequências de adaptatividade da malha

(f1 e f5) e também a interface inicial regular (Regular) e distorcida (Perturbação).
Observando-se que as curvas, percebe-se que a utilização de uma interface inicial
ligeiramente distorcida, além de antecipar o padrão tridimensional do escoamento,
acelera o deslocamento da frente de propagação. Percebe-se também a influência da
frequência da adaptatividade.

A frente de propagação da simulação com adaptatividade em todo passo e tempo
é um pouco mais rápida que a obtida com adaptatividade a cada 5 passos de tempo.
Esse comportamento pode ser atribuído ao fato da frente de avanço (interface) se
deslocar em relação à região de mais alta resolução da malha durante os intervalos
de tempo entre dois processos de adaptação consecutivos, causando uma pequena
difusão na interface.

Finalizando os resultados obtidos, apresenta-se a uma sequência de malhas adap-
tadas (f1) durante a evolução das frentes para os dois elementos com interface inicial
distorcida.

Até o final da simulação com integração completa foram gerados 360309 elemen-
tos, e realizadas 6807 iterações não-lineares e 102314 iterações lineares para a solução
das ENS e 23949 iterações não-lineares e 1863506 iterações lineares para a solução
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Figura 6.43: Comparação da posição da frente de avanço em função do tempo obtida
pelos dois elementos.

do problema de transporte advectivo difusivo. A simulação com integração reduzida
terminou com 352056 elementos totalizando 6528 iterações não-lineares e 122698
iterações lineares para a solução das ENS e 23811 iterações não-lineares e 1985589
iterações lineares para a solução do problema de transporte advectivo difusivo.

A incorporação do operador de captura de descontinuidades é fundamental para
manter o campo de massa específica dentro dos limites físicos do problema (ρ =
[0, 1]). Porém, sua presença introduz muita não-linearidade na solução do problema
de transporte advectivo-difusivo. Como o limite de iterações não-lineares foi 10, a
quantidade final de iterações utilizadas resultou muito maior do que a da solução
das ENS para ambos os elementos.

Observa-se que foram mantidas até o final da simulação as mesmas características
em relação ao número de iterações lineares e não lineares obtidas pelos dois elementos
para simulação com a superfície inicial plana até o instante de tempo t = 7.5.

133



��	

����

���	

����

Figura 6.44: Evolução da malha adaptativa para o elemento com integração com-
pleta.
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Figura 6.45: Evolução da malha adaptativa para o elemento com integração redu-
zida.
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusões

Essa tese desenvolve uma implementação de alto desempenho de formulações esta-
bilizadas para as ENS incompressíveis acopladas ao transporte advectivo-difusivo de
um escalar (por exemplo a temperatura ou massa específica). A implementação, rea-
lizada dentro do ambiente libMesh, contempla o refinamento/desrefinamento adap-
tativo dinâmico em paralelo e usa solucionadores de equações lineares avançados
disponibilizados pela PETSc e estudados em detalhe em CAMATA et al. [108].

As formulações SUPG/PSPG/LSIC e SUPG/Y Zβ foram resolvidas de forma
implícita através do esquema de avanço no tempo de Euler. O acoplamento entre as
equações de conservação de quantidade de movimento e transporte é contemplado
pela da aproximação de Bousinessq. O problema não linear é resolvido adotando-se
o esquema de ponto-fixo. Os sistemas lineares resultantes são resolvidos em paralelo
pelo solver (GMRES) com precondicionamento Bloco-Jacobi e fatoração ILU.

A implementação foi validada e seu desempenho foi avaliado em uma série de
problemas teste em diversas máquinas paralelas de memória distribuída, em até
240 cores. Devido às particularidades do manejo da adaptatividade na biblioteca
libMesh, o peso do refinamento/desrefinamento em paralelo não é tão escalável
quanto os outros componentes.

Esse fato pôde ser observado na solução adaptativa do problema de Rayleigh-
Bénard. Comparando-se o desempenho entre a simulação realizada com 16 e 64
CPUs, a solução das equações de Navier-Stokes obteve um speedup superior a 3 e
para o problema de transporte, foi praticamente 2. Por outro lado, o speedup do
processo de adaptatividade da malha resultou em pouco acima da unidade (≈ 1.22).

De forma a aumentar ainda mais a eficiência dessas simulações, desenvolveu-se
um elemento com 1 ponto de integração e estabilização de hourglass para a formula-
ção estabilizada da ENS e transporte. Este elemento se baseou nos desenvolvimentos
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de MALLET et al. [35] e, de forma inovadora, estabilizou as matrizes de massa e
advecção da formulação SUPG (ENS e transporte) e de massa e gradiente de pressão
da formulação PSPG.

Verificou-se o desempenho do elemento para malhas regulares e distorcidas
usando-se um problema teste de verificação com solução manufaturada [128]. Foram
testados experimentalmente diversos parâmetros de estabilização hourglass e com-
putadas as taxas de convergência do elemento para diferentes situações. Em todos os
testes de verificação, o elemento se comportou de maneira correta, apresentando em
alguns casos taxas até um pouco superiores ao elemento com integração completa.
O elemento com integração reduzida foi então incorporado ao simulador adaptativo
e paralelo com intuito de se verificar seu desempenho.

O ganho produzido na avaliação das matrizes de elemento e resíduo foi signi-
ficativo conforme apresentado no problema de convecção natural na cavidade 3D.
Nessa simulação a economia para montagem das matrizes de elementos das ENS
foi de aproximadamente 60% e de 40% para o problema de tranporte com 16 e 32
CPUs e 25% com 64 CPUs. Deve-se levar em conta que a simulação com integração
reduzida realiza a montagem de termos adicionais que não fazem parte do cálculo
das matrizes de elemento na simulação completa. Portanto, não é de ser esperar
que a redução no tempo de montagem seja diretamente proporcional à diminuição
do número de pontos de integração.

Embora haja ganho na montagem das matrizes, devido ao esquema de marcha
temporal totalmente implícito adotado no simulador, os maiores custos computa-
cionais são associados a solução iterativa dos sistemas de equações lineares. Esse
fato amortiza consideravelmente os ganhos com a formação das matrizes de ele-
mento e cálculo dos resíduos obtidos com o elemento subintegrado. Além disso, o
procedimento de adaptatividade é idêntico para os dois elementos.

Consequentemente, apesar de haver um ganho, a melhora no desempenho geral
obtida pelo elemento com um ponto de integração é pequena. Um ponto impor-
tante aqui é que observa-se que a utilização do elemento subintegrado não degrada
o condicionamento dos sistemas lineares apesar de que, na maioria das vezes, o nú-
mero de iterações não lineares e lineares é superior às realizadas pelo elemento com
integração completa.

Cabe ressaltar aqui que, diversas estratégias modernas de solução iterativa de
sistemas de equações não lineares prescindem do Jacobiano (isto é, do cálculo das
matrizes de elemento), substituindo por uma aproximação envolvendo avaliações
sucessivas de resíduos [133]. Antecipa-se neste caso que o elemento subintegrado de-
senvolvido na presente Tese pode ter um impacto mais favorável nesta estratégia. A
biblioteca PETSc suporta este esquema, porém esta possibilidade não foi explorada
no presente trabalho.
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Um ponto importante é a aplicação da metodologia para a análise de correntes
gravitacionais. A simulação numérica dessa classe de problema físico vem recebendo
maior atenção no últimos anos dada à variedade de aplicações em que ocorrem,
tanto devido a circunstâncias naturais quanto produzidas pela ação humana. Esse
fenômeno é associado à ação da gravidade e se caracteriza pela propagação de um
fluido devido a variações na massa específica causadas por diferenças de temperatura,
partículas em suspensão, salinidade ou à mistura entre fluidos [56].

O problema clássico de laboratório lock-exchange tem sido largamente simulado
numericamente devido a sua capacidade de reproduzir as principais características
do fenômeno em escala real como a frente de propagação e a formação das vagas de
Kelvin-Helmholtz originadas das instabilidades devido ao cisalhamento que ocorre
na interface fluido leve/fluido pesado.

Para captar as menores escalas que ocorrem junto à essa interface, é necessário
que haja um bom nível de refinamento nessa região. Em simulações tradicionais
com malha fixa, o domínio inteiro é refinado gerando um número muito grande de
elementos. O aspecto chave da simulação adaptativa aplicada ao problema de lock-
exchange é a possibilidade do refinamento manter-se concentrado junto à interface,
proporcionando uma economia muito grande de esforço computacional, principal-
mente em simulações tridimensionais.

No presente trabalho, foi realizada pela primeira vez a simulação adaptativa do
problema de lock-exchange tridimensional. O desempenho obtido foi bastante satis-
fatório, tanto em termos de redução na quantidade de elementos quanto na qualidade
dos resultados. Mesmo permitindo apenas 3 níveis de refinamento, resultando em
360477 elementos, a isosuperfície de massa específica ρ = 0.5 obtida é bastante
similar à apresentada por [145] que utilizou 1720320 pontos numa simulação DNS.

Da mesma forma, os resultados bidimensionais apresentaram boa concordância
com os apresentados por [48] que também realizou simulações adaptativas e com
malha fixa. A economia de elementos obtida em relação a simulação com malha
fixa foi de pelo menos 75% quando descontados os elementos gerados na direção
transversal ao plano onde o fenômeno se desenvolve.

Na simulação bidimensional (fatia do domínio 3D), o elemento com integração
reduzida apresentou uma quantidade maior de elementos na malha final, mas mesmo
assim, seu desempenho global foi superior ao do elemento com integração completa.
Porém, na simulação tridimensional, a diferença no número final de elementos em
relação ao obtido com a integração completa foi apenas 0.12% superior.

Embora adicione bastante não linearidade, foi observado que a presença do ope-
rador de captura de descontinuidades Y Zβ tem papel fundamental para manter o
valor do escalar transportado dentro dos limites físicos. Já a estabilização LSIC e
o modelo de turbulência (Smagorinsky) puderam ser dispensados nas simulações de
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correntes gravitacionais, sem prejuízos à qualidade da solução.

7.2 Trabalhos Futuros

Para continuidade e extensão do presente trabalho, podem ser listadas as seguintes
sugestões:

1. Inclusão da formulação variacional multiescala dentro do simulador, seguindo
os trabalhos de [151–153] com intuito de melhorar a representação da turbu-
lência, no quadro de simulação de vórtices de grandes escalas (LES);

2. Investigar de forma mais profunda a questão da escolha dos parâmetros de
controle de hourglass. Implementar o método Jacobian-free Newton-Krilov
[133] e avaliar o desempenho do elemento em situações mais favoráveis;

3. Estender a capacidade do simulador para situações mais complexas encontra-
das na indústria do petróleo como, por exemplo, o tratamento de misturas
polidispersas na modelagem de turbiditos. Pode ser utilizado como referência
o trabalho de [154];

4. Utilização do simulador para análise de diápiros salinos através de uma meto-
dologia semelhante às propostas por [155, 156];

5. Incluir tentativa de métodos de fronteira imersa, já que estes podem se be-
neficiar da capacidade de refinamento local ao longo das fronteiras, conforme
ilustrado em [157].
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Taylor-Galerkin. Dissertação de Mestrado, PPGEC/UFRGS, Porto Ale-
gre, 2000.

[26] CHRISTIE, T., GRIFFITHS, D. “Finite element methods for second order dif-
ferential equations with significant first derivatives”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, v. 10, pp. 1389–1396, 1976.

[27] BROOKS, A., HUGHES, T. “Streamline Upwind/Petrov-Galerkin formulati-
ons for convection dominated flows with particular emphasis on the in-
compressible Navier-Stokes equation”, Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering, v. 32, pp. 199–259, 1982.

[28] TEZDUYAR, T. “Stabilized finite element formulations for incompressible flows
computation”, Advances in Applied Mechanics, v. 28, pp. 1–44, 1992.

[29] HUGHES, T., FRANCA, L., BALESTRA, M. “A new finite element formu-
lation for computational fluid dynamics: V. Circumventing the Babuzka-
Brezzi condition: A stable Petrov-Galerkin formulation of the Stokes pro-
blem accommodating equal-order interpolations”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 59, pp. 85–99, 1986.
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outubro 2011. Dispońıvel em: <http://www.damtp.cam.ac.uk/cosmos/
private/documentation/library/SGI_bookshelves/SGI_Developer/
books/DevDriver_PG/sgi_html/ch01.html>.

[97] OPENMP. “The OpenMP API Specification for Parallel Programming”. outu-
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1998.

[112] GAGO, J., KELLY, D., ZIENKIEWICZ, O. “A Posteriori Error Analysis
and Adaptive Process in the Finite Element Method. Part II: Adaptive
Mesh Refinement”, International Journal for Numerical Methods in En-
gineering, v. 19, pp. 1621–1656, 1983.

[113] MALISKA, C. Transferência de Calor e Mecânica dos Fluidos Computacional.
2 ed. Rio de Janeiro, RJ, LTC, 2004.

[114] DEVLOO, P., ODEN, J., STROUBOULIS, T. “Implementation of an adaptive
refinement technique for the SUPG algorithm”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, v. 61, pp. 339–358, 1987.

[115] CHELLAMUTHU, K., IDA, N. “‘A posteriori’ error indicator and error es-
timators for adaptive mesh refinament”, The International Journal for
Computational and Mathematics in Eletrical and Eletronical Engineering,
v. 14, pp. 139–156, 1995.

[116] DEITEL, H., DEITEL, P. C++: como programar. 3 ed. Porto Alegre, RS,
Bookman, 2001.

[117] STROUSTRUP, B. A Linguagem de Programação C++. 3 ed. Porto Alegre,
RS, Bookman, 2000.

[118] BANGERTH, W. “Using modern features of C++ for adaptive finite element
methods: dimension-independent programming in deal.II”. In: Procee-
dings of the 24th national conference, pp. 157–172, Lausanne, Switzerland,
2000.

[119] BARTON, J., NACKMAN, L. Scientific and engineering C++: an introduc-
tion with advanced techniques and examples. Addison-Wesley, 1994.

[120] JOSUTTIS, N. The C++ Standard Library: A Tutorial and Reference. 2 ed.
Rio de Janeiro, RJ, Addison-Wesley, 1999.
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Apêndice A

Forma Geral das Equações de
Navier-Stokes

Para apresentar a forma mais geral das ENS será utilizada a notação indicial de Eins-
tein para representação das equações de conservação de quantidade de movimento.
Levando-se em conta que a direção do escoamento é representada pelo índice j, o
sistema de equações (2.2) pode ser rescrito de forma compacta da seguinte forma

ρ∞

(
∂uj

∂t
+ ui

∂uj

∂xi

)
− ∂σij

∂xi

= fj. (A.1)

O tensor de tensões viscosas (2.5) escrito em notação indicial fica

σij = −pδij + τij (A.2)

e o tensor de tensões desviadores torna-se

τij = μ

(
∂ui

∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
. (A.3)

Em (A.2), δij é o delta de Kroenecker. Substituindo-se (A.3) em (A.2) e logo
após em (A.1), e levando em conta um fluido Newtoniano (e viscosidade dinâmica
constante), chega-se a:

ρ∞

(
∂uj

∂t
+ ui

∂uj

∂xi

)
− μ

∂

∂xi

(
∂ui

∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
+ ∂p

∂xj

= fj. (A.4)

Aplicando-se o operador divergente sobre as taxas de deformação e levando-se em
conta a definição da viscosidade cinemática, a equação de conservação da quantidade
de movimento em cada direção j torna-se:

∂uj

∂t
+ ui

∂uj

∂xi

− ν

(
∂2ui

∂xi∂xj

+ ∂2uj

∂x2
i

)
+ ∂p

∂xj

= gj. (A.5)
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Expandido-se (A.5) para as 3 direções coordenadas (i, j = 1, 2, 3), chega-se as
expressões geral das equações das EDP’s que governam a conservação de quanti-
dade de movimento escritas em sua forma não-conservativa segundo uma descrição
Euleriana.

∂u1

∂t
+ u1

∂u1

∂x1
+ u2

∂u1

∂x2
+ u3

∂u1

∂x3
− ν

(
2∂2u1

∂x2
1

+ ∂2u1

∂x2
2

+ ∂2u1

∂x2
3

+ ∂2u2

∂x1∂x2
+ ∂2u3

∂x1∂x3

)

+ ∂p

∂x1
= g1,

∂u2

∂t
+ u1

∂u2

∂x1
+ u2

∂u2

∂x2
+ u3

∂u2

∂x3
− ν

(
∂2u1

∂x1∂x2
+ ∂2u2

∂x2
1

+ 2∂2u2

∂x2
2

+ ∂2u2

∂x2
3

+ ∂2u3

∂x2∂x3

)

+ ∂p

∂x2
= g2,

∂u3

∂t
+ u1

∂u3

∂x1
+ u2

∂u3

∂x2
+ u3

∂u3

∂x3
− ν

(
∂2u1

∂x1∂x3
+ ∂2u2

∂x2∂x3
+ ∂2u3

∂x2
1

+ ∂2u3

∂x2
2

+ 2∂2u3

∂x2
3

)

+ ∂p

∂x3
= g3.

(A.6)

Com exceção dos problemas de correntes gravitacionais, todos os demais exem-
plos de aplicação utilizam a forma apresentada nesse apêndice para a solução das
ENS.
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Apêndice B

Forma Geral da Matriz de
Elemento para as ENS

Na seção 3.3, foi apresentado o espaço de funções de interpolação e de peso (3.11)
formado por funções definidas no domínio do elemento finitos utilizadas para inter-
polar e ponderar os graus de liberdade vetoriais e escalares. A matriz de funções de
interpolação do vetor velocidade u pode ser arranjada da seguinte forma:

[Φ]u =

⎡⎢⎢⎢⎣
Φ1

ux Φ2
ux Φ3

ux Φ4
ux Φ5

ux Φ6
ux Φ7

ux Φ8
ux

Φ1
uy Φ2

uy Φ3
uy Φ4

uy Φ5
uy Φ6

uy Φ7
uy Φ8

uy

Φ1
uz Φ2

uz Φ3
uz Φ4

uz Φ5
uz Φ6

uz Φ7
uz Φ8

uz

⎤⎥⎥⎥⎦ (B.1)

De forma equivalente, a matriz de funções de peso que irão multiplicar o sistema
de equações de conservação da quantidade de movimento pode ser expressa como

[Φ]w =

⎡⎢⎢⎢⎣
Φ1

wx Φ2
wx Φ3

wx Φ4
wx Φ5

wx Φ6
wx Φ7

wx Φ8
wx

Φ1
wy Φ2

wy Φ3
wy Φ4

wy Φ5
wy Φ6

wy Φ7
wy Φ8

wy

Φ1
wz Φ2

wz Φ3
wz Φ4

wz Φ5
wz Φ6

wz Φ7
wz Φ8

wz

⎤⎥⎥⎥⎦ (B.2)

Já a incógnita pressão é interpolada e ponderada pela mesma função, e pode ser
representada pelo seguinte vetor

[Φ]q =
[

Φ1
q Φ2

q Φ3
q Φ4

q Φ5
q Φ6

q Φ7
q Φ8

q

]
(B.3)

No presente trabalho, adota-se as mesmas funções para interpolar cada graus de
liberdade assim como a mesma para ponderar cada equação governante. Portanto,

[Φ]ui = [Φ]wi = [Φ]q = [Φ] , i = x, y, z. (B.4)

As funções de interpolação das incógnitas do elemento são convenientemente ar-
ranjadas em um vetor com 32 elementos apresentado de forma compacta da seguinte
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maneira:
[Φ]up =

[
[Φ]ux [Φ]uy [Φ]uz [Φ]q

]T
(B.5)

Os vetores com as incógnitas nodais de cada elemento são definidos da seguinte
forma:

ux =
[

u1
x u2

x u3
x u4

x u5
x u6

x u7
x u8

x

]T
, (B.6)

uy =
[

u1
y u2

y u3
y u4

y u5
y u6

y u7
y u8

y

]T
, (B.7)

uz =
[

u1
z u2

z u3
z u4

z u5
z u6

z u7
z u8

z

]T
, (B.8)

p =
[

p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8
]T

. (B.9)

Isolando-se os valores nodais da incógnitas de (3.12), a matriz de cada elemento
e possui dimensão 32 × 32 e é representada de forma geral:

[K]e32×32 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[K]uu [K]uv [K]uw [K]up

[K]vu [K]vv [K]vw [K]vp

[K]wu [K]wv [K]ww [K]wp

[K]pu [K]pv [K]pw [K]pp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (B.10)

Cada submatriz de [K]e possui dimensão 8 × 8. O vetor de forças é arranjado
de forma equivalente aos de incógnitas nodais (B.5). O sistema matricial resultante
pode ser escrito de forma geral como:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[K]uu [K]uv [K]uw [K]up

[K]vu [K]vv [K]vw [K]vp

[K]wu [K]wv [K]ww [K]wp

[K]pu [K]pv [K]pw [K]pp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[ux]
[uy]
[uz]
[p]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[f ]u
[f ]v
[f ]w
[f ]p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (B.11)

Após a linearização dos termos advectivos, adição da estabilização LSIC, distreti-
zação temporal e aplicação do esquema de primeira ordem de Euler, cada submatriz
de (B.11) é definida pelas seguintes expressões:

[K]uu = M + Mτ

Δt
+ N (u) + Nτ (u) + Kxx + Lθxx (B.12)

[K]uv = Kxy + Lθxy (B.13)

[K]uw = Kxz + Lθxz (B.14)
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[K]up = Gx + Gτx (B.15)

[K]vu = Kyx + Lθyx (B.16)

[K]vv = M + Mτ

Δt
+ N (u) + Nτ (u) + Kyy + Lθyy (B.17)

[K]vw = Kyz + Lθyz (B.18)

[K]vp = Gy + Gτy (B.19)

[K]wu = Kzx + Lθzx (B.20)

[K]wv = Kzy + Lθzy (B.21)

[K]ww = M + Mτ

Δt
+ N (u) + Nτ (u) + Kzz + Lθzz (B.22)

[K]wp = Gz + Gτz (B.23)

[K]pu = GT
x + Mξx

Δt
+ Nξx (u) (B.24)

[K]pv = GT
y + Mξy

Δt
+ Nξy (u) (B.25)

[K]pw = GT
z + Mξz

Δt
+ Nξz (u) (B.26)

[K]pp = Gξ (B.27)

Os termos difusivos cruzados Kij, i �= j, só existem quando considera-se a forma
geral das equações de Navier-Stokes, apresentada no Anexo A.

As matrizes M, Mτ e Mξi, i = x, y, z correspondem às matrizes de massa de
Galerkin e das estabilizações SUPG e PSPG, respectivamente. As matrizes N (u),
Nτ (u) e Nξz (u) representam as matrizes convectivas linearizadas1 de Galerkin,

1O vetor de velocidade que aparece dentro do parênteses é caculado em cada ponto de integração
conforme demostrado na seção 3.7
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SUPG e PSPG. As matrizes Gi, i = x, y, z (e sua transposta), Gτi, i = x, y, z e Gξ

são as matrizes gradiente de Galerkin, SUPG e PSPG.
Os subvetores de forças são expressos como segue:

[f ]u = hx + lx + lτx + M + Mτ

Δt
un

x (B.28)

[f ]v = hy + ly + lτy + M + Mτ

Δt
un

y (B.29)

[f ]w = hz + lz + lτz + M + Mτ

Δt
un

z (B.30)

[f ]p = lξ +
Mξxun

x + Mξyun
y + Mξzun

z

Δt
(B.31)

Os vetores hi e li, i = x, y, z representam as condições de contorno de Neumann
e as forças de corpo originados da formulação de Galerkin. Os vetores lτi, i = x, y, z,
e lξ correspondem às forças de corpo SUPG e PSPG. Os demais termos representam
os vetores resultantes do produto das matrizes de massa pelos vetores nodais com
as componentes da velocidade no tempo anterior.
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