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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para a
obtenc¢éo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

UMA AVALIACAO DE FORMULACOES ESTABILIZADAS DE ELEMENTOS
FINITOS ASSOCIADAS AO METODO DE ROTHE DE DISCRETIZACAO
TEMPORAL

Carlos Alberto Alvarez Henao

Outubro/2011

Orientador: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho
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Formulagdes estabilizadas de elementos finitos sdo empregadas para controlar o
surgimento de oscilagdes espurias devidas a discretizacdo numérica das equacgdes
diferencias parciais, que regem os fenémenos fisicos envolvendo a equacdo de Adveccao—
Difusdo—Reacdo. Foi feito um estudo dos esquemas estabilizados de elementos finitos:
Streamline — Upwind / Petrov — Galerkin (SUPG); Galerkin Least Squares (GLS); Subgrid
Scale (SGS) e Unusual Stabilized Finite Element Method (USFEM), e de alguns
parametros de estabilizacdo associados a este tipo de formulagGes numéricas. O algoritmo
implicito preditor/multi—corretor e o esquema de Rothe, sdo utilizados na integracao
temporal. Finalmente, uma serie de experimentos numéricos em estado estacionario e
dependente do tempo, em 1D e 2D, foram realizados para avaliar o desempenho nas

solugdes obtidas com as diferentes formulacdes estabilizadas.
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Stabilized finite element formulations are used to avoid spurious oscillations in the
numerical discretization of partial differential equations, which govern physical
phenomena modeled by Advection—Diffusion—-Reaction equation. We study the stabilized
finite element schemes: Streamline—Upwind/Petrov—Galerkin (SUPG); Galerkin Least
Squares (GLS); Subgrid Scale (SGS) and Unusual Stabilized Finite Element Method
(USFEM), and some stabilized parameters which are associated with these numerical
formulations. The implicit predictor/multi—corrector algorithm and the Rothe scheme are
used for time integration. Finally, numerical experiments in steady-state and time—

dependent problems in 1D and 2D are performed to compare the different solutions.
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Capitulo 1 — Introducao

1.1 Motivacao

Os fluidos sé@o parte integral da nossa vida: o corpo humano estd composto de
75% de agua, 0 ar gque respiramos € 0 mesmo que permite a sustentacdo dos avides, 0
petrleo mobiliza grande parte da industria na qual se apdia a economia mundial
atualmente, a agua movimenta uma turbina para gerar energia e € a mesma agua que
usamos para satisfazer nossa sede. Esses sdo alguns exemplos simples da importancia
de compreender muito bem o comportamento dos fluidos quando submetido a diferentes
condicdes de pressdo, temperatura, mudancas de estado e de fase, etc., para seu
posterior aproveitamento em nosso beneficio. Para isto, é preciso realizar diversos

estudos que envolvem diferentes disciplinas e metodologias.

A mecanica dos fluidos estuda os efeitos das forcas sobre os fluidos. Mediante a
experimentacdo pratica ao longo de séculos se chegou a determinacdo de principios
basicos que todo fluido deve satisfazer. Esses principios sdo chamados de Leis de
Conservacdo (LEVEQUE, 1992) e sdo enunciadas como: conservacdo da massa, da
guantidade de movimento ou momentum linear e momentum angular, de energia e de
entropia. As Leis de Conservacdo podem ser enunciadas de forma matematica, que é a
linguagem da fisica. Uma dessas equacfes matematicas, expressadas em forma de
equacOes diferenciais em derivadas parciais, que envolvem uma grande quantidade de
fendmenos fisicos dos fluidos sdo as equacOes de Navier—Stokes, que representam o

escoamento em fluidos viscosos newtonianos incompressiveis. Geralmente uma solugéo



fechada para tais equacgdes sO é possivel para uma pequena classe de problemas com

geometrias simples. Ferramentas numéricas e computacionais eficientes para tentar
encontrar solugfes aproximadas destas equagdes em situagdes mais complexas tornam—
se entdo necessarias. Dependendo do tipo de problema a ser abordado, de simplificacfes
feitas nessas equacGes matematicas e outras consideracdes gerais (como certo tipo de
geometria), é possivel encontrar soluces satisfatorias para essas equagbes que

representem adequadamente o fenémeno fisico em estudo (FORTUNA, 2000).

A Computacgdo Cientifica ou Ciéncia Computacional (Scientific Computing ou
Computational Science, em inglés), é uma area interdisciplinar que estuda a construgdo
de modelos matematicos empregando técnicas de solugdo numéricas eficientes e
maquinas de alto desempenho para analisar e resolver problemas nas ciéncias e na
engenharia (COMPUTATIONAL SCIENCE EDUCATION PROJECT, 1996). E
mediante o uso das ferramentas que fornece a area da Ciéncia Computacional que
podemos melhorar e corrigir muitas daquelas discrepancias entre a realidade fisica e a
discretizacio das equacbes matematicas. E dizer, a transformacéo resultante de ter um
problema continuo, que emprega equacdes diferenciais em derivadas parciais de dificil
solucdo, por um problema discreto que emprega equacdes algébricas, de mais facil
solucdo. Encontrar algoritmos e esquemas numeéricos eficientes que consigam lidar com
as dificuldades préprias de cada equacdo matematica é trabalho de constante pesquisa
que envolve um grande namero de pessoal cientifico e técnico. LOHNER (2008) faz
uma revisdo dos aspectos a serem considerados na realizacdo de uma simulacdo
numérica e computacional, tocando aspectos essenciais como: necessidade de realizar
prognosticos de eventos fisicos; custo de experimentos fisicos; impossibilidade de

realizar experimentos em escala real; e velocidade e memoria computacional.
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Existem diversas técnicas de resolucdo das equagdes matematicas que
descrevem um fenémeno fisico, a escolha de qual dessas técnicas deve ser empregada
depende de vérios fatores como: tipos de problemas a serem resolvidos, condicfes
iniciais e/ou de contorno, dados disponiveis, etc. Cada técnica apresenta diferentes tipos
de desempenho dependendo dessas consideragdes. Algumas podem apresentar
problemas de instabilidade numérica ou simplesmente ndo conseguir atingir nenhuma
solugéo para um problema dado, mas para outro tipo de problema apresentar a melhor
solugdo entre as outras. Na Dindmica de Fluidos Computacional existem vérias técnicas
numericas que conseguem encontrar uma solucdo para muitos dos problemas presentes
de uma forma atil. As mais amplamente empregadas sdo: o Método de Diferencas
Finitas, o Método dos Volumes Finitos e 0 Método dos Elementos Finitos (FORTUNA,
2000, LEVEQUIE, 1992, DONEA e HUERTA, 2003). Neste trabalho vamos tratar sobre
0 Método dos Elementos Finitos, especialmente com foco na resolucdo dos problemas
da dindmica dos fluidos (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e NITHIARASU, 2005, DONEA e

HUERTA, 2003)

O Método dos Elementos Finitos, ou simplesmente MEF, foi criado para
resolver, de forma aproximada, problemas de valores de contorno e/ou iniciais que
envolvem equacg0es diferenciais parciais (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, 2005,
FELIPPA, 2010). Desenvolvido inicialmente na area da mecénica dos solidos, foi
aproveitado rapidamente para tentar resolver problemas em outras areas:

eletromagnetismo, fluidos, etc.

Contudo, para estes tipos de problemas, a formulacdo classica empregada na

discretizacdo das equacOes, a formulacdo de Galerkin, deixa de atingir resultados



satisfatorios. A formulacdo de Galerkin, quando emprega uma discretizacdo
polinomial de baixa ordem, pode apresentar um desempenho pobre na obtencdo da
solucdo discreta. Oscilagdes espurias podem ocorrer quando os termos advectivo ou
reativo sdo dominantes. Uma forma de tratar esse problema é ter uma malha muito
refinada diminuindo o tamanho dos elementos, o que pode tornar inviavel
computacionalmente a solu¢do do problema. Outra forma é considerar o uso de

formulaces estabilizadas de elementos finitos.

Os meétodos estabilizados constituem uma metodologia sistematica para
melhorar a estabilidade sem comprometer a precisdo (BREZZI et al., 1997). BROOKS
e HUGHES (1982) foram dos primeiros a utilizar um esquema estabilizado de
elementos finitos. Apo6s esse trabalho bem sucedido, aparecem outros trabalhos
propondo esquemas seguindo a mesma filosofia: adicionar termo(s) de estabiliza¢do a
formulacdo de Galerkin (DONEA, 1984, HUGHES, FRANCA e HULBERT, 1989,
FRANCA, FREY e HUGHES, 1992, HUGHES, 1995, ZIENKIEWICZ e CODINA,
1995, CODINA, 1998). No trabalho de GRESHO e SANI (1998) é mostrada uma ampla
discussdo sobre 0 mecanismo que ocasiona 0 surgimento das oscilacBes espdrias,
insistindo que essas oscilagfes sdo uma propriedade auto—diagndstica, indicando uma
inadequada resolucdo e dificuldade do método numérico empregado para chegar a uma

apropriada aproximacao do problema fisico.

OscilagBes espurias devidas ao termo convectivo na equacdo de Advecgdo—
Difusdo—Reacdo surgem nas regides de fortes gradientes que o esquema numérico
empregado ndo consegue resolver. Particularmente em calculos dependentes do tempo,

essas oscilacbes poluem a solucgéo depois de alguns passos. DONEA e HUERTA (2003)



mostram que esguemas centrais sao sub—difusivos comparados com esquemas que
apresentam solugdes nodalmente exatas, pelo que o tipo de estabilizacdo sugerida €
adicionar certa quantidade de difusdo de forma apropriada. A solucdo dada em um no
em particular no tempo n + 1 é muito mais influenciada pelo comportamento da fungéo

¢ a montante, que pelos valores da fun¢éo a jusante no nivel de tempo n.

Na literatura encontram—se diferentes esquemas de estabilizacdo. Inspirado pelo
fato de que a informacdo é propagada por um campo de velocidades subjacente,
esquemas upwind tém sido propostos para escoamentos dominados pela conveccao. Nos
métodos dos residuos ponderados, certa quantidade de upwind € introduzida mediante a
escolha adequada de fungdes peso que coloque mais peso a montante (upstream) do que
a parte a jusante (downstream) do escoamento. Ajustando a quantidade de upwinding
pelo nimero de Péclet, que mede a relagcdo entre os termos advectivos e difusivos na
equacdo (11), pode-se obter valores nodalmente exatos para problemas advectivos—
difusivos em 1D. Para problemas em 2D ou 3D, a situacdo é mais dificil, ja que a
quantidade de upwinding corresponde a uma por¢do particular de difusdo artificial
introduzida no esquema (DONEA e HUERTA, 2003, ZIENKIEWICZ, TAYLOR e

NITHIARASU, 2005).

Existem esquemas de estabilizacdo lineares, como o Streamline/Upwind-
Petrov/Galerkin, ou SUPG, formulado por BROOKS e HUGHES (1982), Galerkin
Least Squares, ou GLS, formulado por HUGHES, FRANCA e HULBERT (1989), e
outros que empregam uma formulagdo ndo linear como o CAU, apresentado por
GALEAO e DO CARMO (1988). Esses métodos usam uma estabilizacio baseada no

residuo da formulacdo de Galerkin, ponderada por pardmetros de estabilizacdo a serem



determinados de alguma forma, como mostrado nos capitulos seguintes neste trabalho.

Existe outra “familia” de métodos que tratam o problema das oscilacdes mediante a
aplicacdo de limitadores diretamente na formulacdo de Galerkin, como o Flux—
Corrected Transport (BORIS e BOOK, 1973, KUZMIN, 2009) que emprega uma
combinacdo de esquemas de baixa ordem, que sdo difusivos (porém garantindo a
monotonicidade) e um esquema de alta ordem que embora seja mais preciso também é

mais oscilatério. Esses ultimos nao serdo tratados neste trabalho.

Uma prética usual em elementos finitos para problemas dependentes do tempo é
discretizar as variaveis no espago primeiro, gerando um sistema de equacles
diferenciais ordinarias de primeira ordem com respeito ao tempo que é chamado de
método “semi—discreto” (DONEA e HUERTA, 2003). Esses esquemas sdo chamados
de Método das Linhas. Existem outros esquemas, que realizam primeiro a discretizagao
temporal e logo depois a espacial. Esses métodos sdo chamados de Método Horizontal,
ou transversal, das Linhas (HARARI, 2004, ASENSIO, AYUSO e SANGALLLI, 2007).
Nos trabalhos de DE SAMPAIO (DE SAMPAIO et al, 2004, DE SAMPAIO, 2005, DE
SAMPAIO, 2006) é usado um esquema que primeiro discretiza no tempo, onde a
estrutura de estabilizacdo empregada surge de forma natural ap6s a minimizagdo da

discretizacdo temporal por minimos quadrados da equagdo de momentum.

O presente trabalho apresenta o esquema de Rothe (ROTHE, 1930), como
método para realizar o avanco no tempo em formulacGes estabilizadas de elementos
finitos dependentes do tempo. Neste trabalno o método de Rothe é aplicado as
formulacBes estabilizadas de elementos finitos: USFEM (FRANCA e VALENTIN,

2000), SUPG (BROOKS e HUGHES, 1982) e GLS (HUGHES, FRANCA e



HULBERT, 1989). S&o realizados experimentos numéricos tanto em estado
estacionario quanto dependentes no tempo, em 1D e 2D, com malhas estruturadas e ndo
estruturadas, e comparados com 0s esquemas estabilizados comumente encontrados na

literatura.

1.2 Objetivo Principal

Apresentar o esquema de Rothe como método de discretizacdo temporal —
espacial (primeiro discretizando no tempo e em seguida no espago) em algumas
formulacdes estabilizadas de elementos finitos e mostrar que esta é uma alternativa
viavel na intencdo de se obter bons resultados na reducdo das oscilacdes espUrias nessas

formulagoes.

1.3 Estrutura da Tese

O documento apresenta a seguinte estrutura. No capitulo 2 é feita uma descri¢do geral
dos aspectos matematicos e numéricos mais importantes a serem considerados na
solucdo da equacdo Adveccdo — Difusdo — Reacdo (ADR). Ja no capitulo 3 apresenta—se
a descricdo matematica das formulacdes estabilizadas de elementos finitos USFEM,
SUPG e GLS, assim como também a determinacdo dos parametros de estabilizacéo,
para cada uma delas. O capitulo 4 é dedicado a avaliagdo numérica das formulacdes
estabilizadas de elementos finitos descritas no capitulo 3, mediante a realizacdo de uma

série de experimentos numericos e comparacdo dos resultados com os da literatura.



Finalmente no capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes e propostas de trabalhos

futuros para dar continuidade no estudo da formulag&o proposta.



Capitulo 2 — Métodos Numericos para a

solucao da Equacéao de Transporte

2.1 Introducéo

A equacdo de transporte, também chamada de equacdo de Adveccao—Difusdo—
Reacdo (ADR), faz parte da representagdo matematica de fendmenos da fisica tais
como: dispersdo de poluentes em fontes de &gua ou no ar, transferéncia de calor,
evolucdo da populacdo de espécies, migracdo do petréleo e gas no subsolo, entre muitos
outros presentes na natureza e na industria (HUNDSDORFER, 2003). Porém, devido as
aproximacoes realizadas na simulacdo da realidade fisica, sua representacdo em um
modelo mateméatico mediante equacOes diferenciais parciais (EDP’s), e na grande
maioria das vezes, a impossibilidade de se resolver analiticamente, ou de forma fechada
essas equacdes, é preciso recorrer ao uso de modelos computacionais que permitam pelo
menos ter uma adequada aproximacgdo da solucdo dessa equacdo. Encontrar solugdes
apropriadas para os fendmenos que essa equacdo representa é uma das tarefas de
pesquisa mais amplamente trabalhadas na Dindmica de Fluidos Computacional. Mas no
modelo computacional, representado na discretizacdo dessas equagdes, surgem uma
grande quantidade de incertezas e acimulo de erros, que podem levar a solugdes nao

satisfatorias e que ndo representem o fenémeno fisico em estudo.

A equacdo ADR é uma equacdo diferencial em derivadas parciais, que pode
envolver termos dependentes do tempo, e esta sujeita a certas condi¢des espaciais e/ou

temporais que fazem com que exista uma solucdo. Para descrever essa solugéo € preciso
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empregar alguma técnica numérica que permita discretizar a equacdo ADR, que
representa um continuo no mundo fisico real, em uma série de equacbes diferenciais
ordinarias e/ou algébricas factiveis de serem resolvidas pelo uso de computadores.
Existem muitas técnicas numéricas que permitem realizar esse procedimento, cada uma
delas aborda o problema de discretizagdo de uma forma diferente & outra. Entre as
técnicas mais empregadas tem-se: Diferencas Finitas, Volumes Finitos, Elementos
Finitos (FORTUNA, 2000). Neste trabalho o foco vai ser o uso de técnicas de

Elementos Finitos para resolver a equagédo ADR.

Antes de entrar em detalhe como é empregado o Método dos Elementos Finitos,
ou simplesmente MEF, para resolver a equacdo ADR e que serd visto no capitulo
seguinte, é preciso realizar uma descricdo detalhada das propriedades matematicas e
numericas que essa equacao apresenta isto para justificar o uso dos métodos que vao ser

empregados na sua solucdo.

2.2 O fenbmeno do transporte

As trés leis de conservagéo que governam o transporte séo (DATE, 2005):

v A Lei da Conservacdo da Massa: Transporte da massa;

v' Segunda Lei do Movimento de Newton: Transporte do momentum;

v Primeira Lei da Termodinamica: Transporte da energia.
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Aplicadas essas leis em um volume de controle infinitesimal localizado em um
fluido, resultam nas equacOes em derivadas parciais de transferéncia de massa,
momentum e energia. Uma descricdo detalhada da obtencdo dessas equacbes pode-se
encontrar no apéndice A do livro de DATE (2005), no capitulo 1 do livro de KUZMIN
(2010), ou nas notas do curso de TEZDUYAR (1999), chegando-se a seguinte equagdo

geral:

0 1

DB~V (V) ~sp = f emQx [0,T] @
onde ¢ = pc, é a massa de certa quantidade a ser conservada (transportada) por unidade
de volume; p, é a massa especifica do fluido e ¢(x,t) € R denota a concentracdo ou
quantidade por unidade de massa do escalar a ser conservado em um certo ponto x em

um tempo t. A interpretacdo fisica que pode ser dada para cada um dos termos na

equacao acima € a seguinte:

» 0 termo taxa de variacdo da grandeza, no referencial Euleriano, % = % +V-(Bo)

é 0 ganho/perda liquido de massa por unidade de tempo;
» 0 termo convectivo, B - V(¢), é devido ao transporte a jusante com velocidade f;
» o termo difusivo, —V - (kV¢), é devido a distribuicao espacial ndo—uniforme de ¢;
» o termo fonte, s, combina todos 0s outros efeitos que cria/destroi ¢.

A equacdo (1) é uma equacdo em derivadas parciais (EDP), que tem que ser

submetida a certas condigdes iniciais e de contorno para ser completamente fechada na
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solucdo, mas, além disso, é preciso determinar certas condi¢cdes apropriadas nos

parametros para que o método numerico que vai ser empregado para resolvé-la produza
resultados satisfatorios. Por isso, é importante se efetuar um estudo preliminar da
classificacdo das EDP’s e encontrar para cada uma delas as condi¢des apropriadas para

a solugéo.

2.3 Classificagao das equacoes diferenciais parciais

As equacOes diferenciais parciais (EDP’s) que representam fendmenos de
interesse da Dinamica de Fluidos Computacional (DFC) sdo classificadas em trés
categorias: Elipticas, parabolicas e hiperbdlicas, cada uma associada a um fenémeno
fisico especifico e métodos numéricos que servem para uma categoria podem néo servir

para as outras (FORTUNA, 2000).

Considere-se a equacao diferencial em derivadas parciais de segunda ordem:

0%¢ 0%¢ 0°¢ ~ d¢p _0¢ )
522 P Bamay t Cayrt D TEg, +Fe =G

onde x e y ndo necessariamente representam coordenadas espaciais. Em funcdo dos

valores de A, B e C, pode—se classificar a equacao (2) nas trés categorias vistas acima:

v' Eliptica, se B2 — 4AC < 0;

v' Parabolica, se B> —4AC =0, e
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v Hiperbolica, se B2 — 4AC > 0.

2.3.1 Equacdes elipticas
As equacdes elipticas representam comumente problemas que ndo dependem do

tempo, ou dito de outra forma, representam problemas em equilibrio. Um exemplo € a

equacdo de Laplace em 2D, que € dada por,

2 2

7= 22,20 ema ®
onde V2 é o operador laplaciano em coordenadas espaciais. A equacéo (3) representa
varios tipos de problemas em eletromagnetismo e DFC. Em problemas elipticos, a
informacdo é propagada em todas as direcfes a velocidade infinita. A variacdo de ¢ em
um ponto x; € Q pode influir em outro ponto x, € Q e vice-versa, € pequenas
perturbacdes em um ponto arbitrario do dominio podem influenciar a solugdo em todo o
dominio. Esquemas numéricos para esta classe de EDP’s terdo de obter o valor da

solugdo em cada ponto dependendo das condicGes de contorno impostas. Existem trés

tipos diferentes de condic¢des de contorno:

v’ Dirichlet: Especifica o valor da variavel dependente na fronteira ¢ = g em I';;
v" Neumann: Fixa a derivada normal a fronteira, d¢p/0n = hem T} e

v Mista: envolve as duas anteriores, ¢ — d¢p/dn =0emT,,.
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2.3.2 Equagcdes Parabolicas

A equacdo transiente de difusdo de calor é a mais representativa deste tipo de

equacoes:

d¢ 5
E—C{V¢)

(4)

obtida da lei de Fourier do calor, onde ¢ é a temperatura e « = k/pc, € a difusividade
térmica, que é um parametro dependente do tipo de material que relaciona a
condutividade térmica com capacidade volumétrica de calor e indica a capacidade que
tem o material de conduzir energia. Se uma distribuicdo inicial de energia € dada o fluxo
de calor atua desde regides frias para mais quentes do dominio, que é assumido como
sendo homogéneo. Para poder estudar a evolucdo temporal da grandeza em estudo
(temperatura, concentracao, etc.), € necessario que o valor inicial da grandeza ao longo
do dominio seja especificado. Com essa informacdo, obtém-se a distribuicdo da

grandeza ao longo do dominio para diferentes instantes de tempo.

Com isto, os problemas transientes, ao contrario dos problemas de equilibrio,
necessitam de valores para a variavel dependente ¢ em t = 0 (condigdes iniciais), além
de condigOes de fronteira para t > 0. Problemas desse tipo s&o denominados Problemas
de Valor Inicial (PVI). A informacdo é propagada a montante no tempo e ndo tem
influencia a jusante, isto €, qualquer perturbacdo que ocorra em um ponto P da regido Q

no instante t,, > 0, s6 influencia a solugdo em t > t,,.
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2.3.3 Equagdes Hiperbolicas

Problemas hiperbdlicos tratam acerca de fendmenos de vibracdo e puramente

convectivos. A equacdo modelo € a equacdo de convecgéo:

i (5)
5= BVo

que representa o transporte do escalar ¢ a direita ao longo de X = (x,y,z), se 0
problema é em 3D, com velocidade B > 0. Dito de outra forma, a informacdo é
transportada a velocidade finita ao longo das linhas de corrente sobre o campo de
velocidades B. A natureza do problema hiperbdlico requer que condi¢bes de contorno
sejam especificadas para dentro da fronteira (inflow), isto €, onde B -n < 0. Como nas
equacdes de tipo parabdlico, a distribuicdo da solucdo em um passo de tempo t depende
unicamente do tempo anterior. A auséncia de mecanismos de dissipagdo faz com que
qualquer descontinuidade presente nas condi¢fes iniciais se propague para a solugcdo em

t>0.

2.3.4 Sumério das Equagdes Diferenciais Parciais

Como visto, a equacdo ADR representa uma grande variedade de problemas. Na
Tabela 2.1, pode-se ver um resumo da classificacdo das equaces vistas (VERSTEEG e

MALASEKERA, 1995, Fortuna, 2000 e Kuzmin, 2010):
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Tabela 2.1: Classificacdo das equac@es diferenciais parciais.

. N ~ - Admite solugéo
Problema Tipo de equacdo | Equacdo modelo Condicoes descontinua?
Equilibrio Eliptica Vip =0 Fronteira Nao
Transiente com dissipacéo Parabolica (;_(f = aV?¢ Fronteira e iniciais Né&o
. o . 0 dp fo10) S .
Transiente sem dissipacao Hiperbolica = _pa_ Fronteira e iniciais Sim
X

2.4 Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade

Uma pergunta importante para ser feita quando resolvemos uma EDP € se a
solucdo calculada se aproxima de alguma forma da solucdo “real” da EDP. A idéia é
determinar quando e sob que condi¢cdes a solucdo computada € representativa da
solucdo real da EDP. “Real” porque efetivamente essa solucdo é desconhecida. A
resposta para essa pergunta vai depender de trés aspectos: consisténcia das equacdes
discretizadas e da estabilidade e convergéncia do método numerico empregado. Pode-se
expressar uma relacdo entre esses aspectos como em LEVEQUE (1992), MOLLER

(2008) e FORTUNA (2000):
Consisténcia + Estabilidade & Convergéncia

Esta afirmacdo é conhecida como teorema de equivaléncia de Lax (KUZMIN,

2010)

2.4.1 Consisténcia

Uma caracteristica importante da aproximacdo de uma equacdo por alguma das
técnicas numéricas mencionadas acima (Elementos Finitos, Diferengas Finitas, Volumes
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Finitos, etc.) € que ela seja consistente com a equacdo diferencial parcial original, isto
é, um método numérico é dito consistente se o erro na discretizacdo vai para zero
quando h — 0 e At — 0. A consisténcia faz referencia a relacdo entre a solucdo exata do

problema continuo e a solucdo aproximada do problema discreto.

2.4.2 Estabilidade

Um método numérico é dito estavel se os erros ndo sao amplificados sem limite
e a solucdo aproximada permanece controlada. A estabilidade faz referéncia a relagédo
entre a solugédo exata do problema discreto e a solucdo realmente computada que inclui
erros de arredondamento. Segundo FLETCHER (1992), o conceito de estabilidade esta

relacionado ao crescimento, ou diminuicdo dos erros introduzidos nos calculos.

Em relagdo a estabilidade dos métodos numéricos, eles podem ser classificados

em:

v" Condicionalmente estaveis: Precisam satisfazer alguns critérios para produzir
solucBes estaveis. Métodos explicitos de marcha temporal estdo, de forma

geral, nesta categoria;

v" Incondicionalmente estaveis: Nao necessitam satisfazer quaisquer critérios de
estabilidade para produzir solugdes estaveis. Em geral métodos implicitos de

integracdo temporal fazem parte desta classificacéo;
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v" Incondicionalmente instaveis: Ndo existem valores de passos de tempo e/ou
discretizacdo espacial que permitem fornecer solugdes estaveis. Ndo deve ser

utilizado.

A estabilidade de um problema discreto exige que, para valores finitos do lado
direito, a solucdo ndo apresente crescimento ilimitado. Nem sempre é simples a
determinacdo exata dos critérios de estabilidade, sendo preciso o0 uso de experimentos
numericos e comparagdo com o comportamento de equagdes mais simples, mas que

descrevem fendmenos similares (FORTUNA, 2000).

2.4.3 Convergéncia

Um método numérico é dito convergente se a solucdo numérica do problema
discreto aproxima a solucdo exata da equacdo diferencial quando tanto o tamanho dos

elementos da malha quanto o passo do tempo tendem para zero

A consisténcia é uma condi¢cdo necessaria para a convergéncia, pois se h — 0,
At — 0 e ndo recuperarmos a EDP original, entdo, também a solucdo numérica ndo se
aproximara da solucdo exata da EDP original. Consisténcia e estabilidade séo
condicdes necessarias e suficientes da convergéncia nas aproximacdes dos métodos
numéricos para problemas de valores iniciais bem postos. Isto € conhecido como

teorema de equivaléncia de Lax (QUARTERONI e VALLI, 1994)
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2.5 Monotonicidade

Aléem das propriedades vistas acima, uma caracteristica essencial de um
esquema numérico € relacionada com a limitacdo da solugcdo aproximada
(Boundedness). Densidade e temperatura devem ser ndo—negativas; fracbes massicas e
volumeétricas devem estar limitadas entre 0 e 1, por exemplo. Para certas suposicoes, é
conhecido que solugdes analiticas da equacdo escalar de transporte alcancam seus
valores maximos ou minimos nas fronteiras do dominio. No intuito de se prevenir a
formagéo de picos (overshoots) e/ou depressdes (undershoots) na vizinhancga de fortes
gradientes faz sentido garantir que algumas propriedades naturais da solugdo exata
sejam herdadas pela aproximacdo numérica. Uma propriedade util da solugdo de uma lei
de conservacao escalar é que dois conjuntos de dados iniciais com uy(x) = vy(x) em
todo o dominio, conduz a solugbes u(x,t) = v(x,t) para todo x e todo tempo t > 0
(LEVEQUE, 1992). Os esquemas numericos que imitam essa propriedade sao
chamados de esquemas monotonos, se u;' = v;* para todos os nds i implica

necessariamente que ult' > v/*t!

em toda parte. Como conseqliéncia direta,
méaximos/minimos globais ndo podem crescer/decrescer de um passo de tempo para
outro, e portanto, o valor maximo/minimo na condic¢do inicial pode servir como

fronteira superior/inferior para todo tempo:

max prHt < max ¢f < < max ¢7 (6)
min ¢} = min ¢} > - > min ¢} 7
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entdo, nenhuma criacdo de oscilagBes espurias acontece desde que o esquema néo gere

um novo valor extremo (TORO, 1999). GODUNOV (1959) demonstrou que esquemas
lineares que satisfazem a propriedade da monotonicidade podem ser no méaximo da
primeira ordem de precisdo, ou seja, ndo existem esquemas mondtonos lineares de

segunda ou maior ordem de preciséo.

Se a aproximacdo numérica falha no momento de satisfazer uma condicéo de
contorno baseada numa propriedade exata conhecida, uma solucdo alternativa pode ser
“cortar” todos os valores picos/deprimidos (overshoots/undershoots). Contudo, esta
correcdo dos valores nodais ponto—a—ponto pode ser uma pratica perigosa devido a
possibilidade de se perder a conservacdo da propriedade. Como exemplo, no trabalho de
ELIAS e COUTINHO (2007) para evitar resultados ndo—fisicos com valores fora de um
intervalo [0,1], os valores por cima ou por baixo desse intervalo sdo truncados com a

funcéo

d" = min[max[¢", 0], 1] (8)

Uma idéia simples e promisséria para realizar isto foi dada no trabalho de
YABE e XIAO (1995) empregando o método de interpolagdo cubica propagada (em
inglés, Cubic Interpolated Propagation method, CIP). A idéia é substituir a funcdo
original ¢ por Fy, onde Fy € uma funcdo de ¢, baseada em uma transformacgdo dada

pela funcdo tangente

Fy = tan[(1 — €)n(¢ — 0,5)] 9)
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logo a funcdo original é recuperada pela transformac&o inversa, que é

B arctan(F¢) (10)
ECEDE IS

onde e € um valor pequeno que evita o surgimento de valores infinitos quando ¢ é igual
a0 ou 1. No trabalho de ELIAS e COUTINHO (2007) é explorada essa idéia com bons
resultados, mas como indicado anteriormente, se deve ter muito cuidado quando usada

devido a possivel perda da conservacdo de alguma propriedade de interesse.

No capitulo seguinte sdo apresentadas algumas formulagdes estabilizadas de
elementos finitos para a equagéo de transporte que levam em consideracao, tacitamente,
esses critérios vistos acima. Isto no intuito de resolver a principal questdo que é de
evitar o surgimento das oscilacBes espdrias dadas pela discretizacdo numérica temporal—

espacial empregada.
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Capitulo 3 — FormulacOes Estabilizadas
de Elementos Finitos para a Equacao

de Transporte

3.1 Formulacéo semidiscreta

A equacdo linear de Adveccédo-Difusdo—Reacdo (ADR) dependente do tempo,
conhecida também como equacéo de transporte, é apresentada na sua forma diferencial

da seguinte forma:

aa—(f+ﬂ-qu—V-(Kqu)—s¢=f em Q X [0, T] (11)

submetida as condi¢Bes de contorno essenciais e naturais:

¢=g emly (12)
n-kV¢ = q (13)

e condigAo inicial,
P (x,0) = ¢o(x) (14)
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onde Q ¢ R™%, nsd = 1,20u3, é a dimensdo do espagco com contorno I', em um
intervalo de tempo [0, T], x = (x, y, z) um ponto genérico em Q e n é a direcdo normal
externa a I'. As fungbes g e q sdo conhecidas, I'; e I'; sdo subconjuntos
complementares de T', ¢ é a funcdo a ser determinada (temperatura, concentracéo, etc.),
B ¢ o campo de velocidades conhecido e variavel no tempo, isto é B = B(x,t),
assumindo-se que este é solenoidal, isto € V- g = 0. O tensor k € de segunda ordem e
contém os coeficientes de difusdo do material. Assume—se que 0 meio é anisotropico e

heterogéneo, ou seja, em duas dimensdes temos,

K = [Zxx :xy] (15)
yx Yy

Adotando-se a hip6tese de material ortotrdpico, o tensor k fica definido como,

[Kxx O (16)
K=1o0 Kyy]

s é o coeficiente de reacdo. O valor de s > 0 indica producdo e s < 0 indica dissipacao

ou absor¢édo. O termo fonte conhecido é dado por f = f(x,t).

3.2 Formulacéo variacional de Galerkin

A equacdo (11) estd na sua forma forte. Para obter a formulacéo variacional de

Galerkin equivalente, ou forma fraca, definem-—se duas classes de fungdes: a primeira é

23



a correspondente as funcgdes teste, ¢, que devem satisfazer as condi¢bes de contorno e

outra classe dada pelas funcdes peso, w, que satisfazem condig¢des nulas no contorno.

S={plp €eH', ¢ =g(t) em T x[0,T]} 17)

V={wlweH,w=0em I'} (18)

A formulacdo variacional tipo Galerkin é obtida multiplicando a forma forte por
uma funcdo peso w € V e integrando-se, entdo o problema fica enunciado como: Achar

¢ €Sew €V tal que:

(W, ¢") +awh, ") = W", f) (19)
(w",¢" (@) = (w" ¢t) (20)

onde,
a(wh, ¢") = (wWh, B - Vop™) + (Vwh, k- Voph) — (Wh, sph) (21)

a(-,") é uma forma abstrata bi—linear simétrica e (-,-) com produto interno L, em Q. O
super indice refere—se a uma particdo de elementos finitos, sendo A o tamanho de um

elemento caracteristico.

A notacdo acima descrita corresponde a forma integral (HUGHES, 1987):
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(22)
a(w, §) = fQ (W 1) A

(23)
(W, f) = f wfdO

Q

3.3 Formulacdes estabilizadas lineares de elementos finitos

A equacdo de Adveccio-Difusdo—Reacdo na sua forma estabilizada pode ser

escrita em forma geral como (FRANCA, HAUKE e MASUD, 2003):

B(w,¢") = Fw") vw e V" (24)

onde
Bw", ¢") = (wh, ") + aw", ¢™) + 1(L*w", L") (25)
Fw™") = (w" g (26)

a terceira parcela do lado direito em (25) indica o termo adicional de estabilizacdo na

formulacdo variacional de Galerkin, e
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h
£gh =21 g vgh — v (kTgh) — s n

é um operador linear. Cada esquema se diferencia um do outro pela escolha do operador

linear £
LSUPGyyh, = padvyh — 1 B Giyh (28)
LW = Lwh = 1615 (% +B-Vwh -V (kVw") — swh> (29)
L3CSwh: = LIV wh = 1464 (% —B-Vwh — V- (kVwh) — swh> (30)
LUSFEMph: = — L0 wh = —tygppym <% —B-Vwh -V (kVwh) — swh> (31)

O operador linear na formulagdo SUPG, L4V, é composto unicamente da
parcela advectiva, ja o operador linear na formulacdo GLS, £, contém todas as parcelas
da equacao original. O operador £ nas formulagBes estabilizadas SGS e USFEM ¢ o

chamado adjunto do operador £

h 2
L% ph = %—ﬁ VP — V- (kVP") — 5" 2
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Nas equacdes (28) — (31), . é o parametro de estabilizacédo e sua defini¢do sera
tratada em uma secdo a parte, na descricdo de cada uma das formulacGes propostas

acima, e * representa SUPG, GLS, SGS, ou USFEM.

3.3.1 Formulacédo SUPG

A formulacdo SUPG (BROOKS e HUGHES, 1982), para o caso em estado
estacionario, se baseia na adicdo de difusdo artificial atuando na direcdo das linhas de
corrente (streamlines) empregando funcdes de ponderacdo descontinuas modificadas, de
modo a se obter um peso maior a informacdo dos nos na direcdo a montante (upwind).
O método de estabilizacdo foi proposto inicialmente por ZIENKIEWICZ,
GALLAGHER e HOOD (1975) e usado formalmente por CHRISTIE, GRIFFITHS e
ZIENKIEWICZ (1976) e ZIENKIEWICZ, HEINRICH e HUYAKORN (1977), e
generalizado como técnica para problemas de adveccdo dominante por HUGHES e

BROOKS (1979).

A formulacdo estabilizada de elementos finitos SUPG é escrita assim: Achar

¢" € S™ tal que:

BSUPG(Wh' ¢h) = Fsypg (Wh) (33)

onde
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nel (34)

Bsype W, ¢™) = (Wh, ") + a(wal, ™) + Zf tsupc LYW LM dQ

e=1"Qe

nel (35)

FSUPG (Wh) = (Wh’ f)Q - z f TSUPGLadthfdQ
e=1 Qe

Como resultado de ser um método de residuos ponderados, o erro e = ¢ — ¢ é

ortogonal Yw" € V" com respeito & Bsypg, isto é:
Bsypc(w",€) =0 (36)

Observa—se que o método SUPG € variacionalmente consistente, ja que quando

a equacdo (36) é igual a zero se recupera a formulacdo de Galerkin original.

3.3.2 Formulacéo GLS

A formulacdo estabilizada de elementos finitos Galerkin Least-Squares (GLS)
(HUGHES, FRANCA e HULBERT, 1989) adiciona formas residuais de minimos
quadrados ao esquema de Galerkin para conseguir a estabilizacdo. Seguindo a mesma
idéia apresentada na secdo anterior para a formulagdo SUPG, a formulacdo GLS é

enunciada como: Achar ¢™ € S" tal que:
Bgrs(w", ") = Fgrs(w™) (37)
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onde

nel (38)
Bors(w", ¢™) = (Wh’ ¢h) +a(w", oM + z f TeLs LW Lp"dQ
e=1 Qe

nel (39)
Fous") = W Pa= . | saisLw"fd2

e=1 Qe

O nome “Least-Squares” vem do fato de o termo do somatério na equagao (38)

pode ser interpretado como a minimizacgéo do funcional:

nel

o 2 (40)
7=;LeIGLS<W+ﬁ'V¢h_V'(”V¢h)_s¢h) dQ

Como descrito para o esquema SUPG, o esquema GLS também é um método de
residuos ponderados e quando o erro vai para zero, se recupera a formulacdo de

Galerkin.

3.3.3 Formulagéo SGS

O esquema Subgrid Scale (SGS) foi formulado por HUGHES (1995), e
amplamente tratado nos trabalhos de BREZZI, FRANCA e HUGHES (1997) e
HUGHES et al. (1998). Pode ser entendido como um método geral que gera varios

outros métodos de estabilizagdo. Uma forma particular do método aplicado ao problema
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de Stokes, foi proposta por DOUGLAS e WANG (1989) e posteriormente estendido

por FRANCA et al. (1992) para a equacdo de Conveccao—Difusdo. O esquema SGS €
muito similar ao GLS, sendo a Unica diferenca o sinal negativo no termo difusivo do
operador apresentado na equacgdo (27). O metodo pode ser visto como a solugdo de um
problema multiscala, onde duas escalas estdo presentes: as grandes escalas, ou “Large
Scales”, que podem ser resolvidas pela malha computacional, e as pequenas escalas, ou
“Fine Grid”, definidas no nivel de sub—malha (“subgrid”’) que s&o muito menores do

que as dimensdes de um elemento tipico da malha.

Devido ao fato do método USFEM (foco central deste trabalho e descrito a
seguir) ser considerado um caso especial do SGS, este trabalho ndo vai se aprofundar no
método SGS. Uma discussdo mais detalhada do esquema SGS pode ser encontrada nos
trabalhos de HUGHES (1995), BREZZI et al. (1997), HUGHES et al. (1998), CODINA

(1998) e ONATE e MANZAN (2000).

3.3.4 Formulagédo USFEM

A formulacéo estabilizada Unusual Stabilized Finite Element Method, USFEM
(FRANCA, FREY e HUGHES, 1992, FRANCA e FARHAT, 1995 e FRANCA e
VALENTIN, 2000) surge de uma série de trabalhos prévios consistentes no
enriquecimento dos subespacos das funcbes de interpolacdo mediante fungdes tipo
bolha (bubble functions) (BREZZI et al., 1992, BAIOCCHI, BREZZI e FRANCA,
1993, BREZZI et al., 1997). N&o entanto, para certo tipo de problemas, tirava

estabilizacdo ao invés de adiciond-la a formulacdo tipo Galerkin (FRANCA e
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FARHAT, 1994, FRANCA e FARHAT, 1995), diferentemente com outros métodos
desenvolvidos pelos autores onde a estabilizagdo, empregando funcdes tipo bolha, era
conseguida naturalmente. Esse fato realmente serviu de inspiracdo para os autores para
a criacdo do metodo USFEM, que € obtido mediante a subtracdo prescrita na
condensacdo estdtica devido ao enriquecimento pelas funcbes bolha, atingindo a
estabilizacdo de uma forma ndo padréo, dai o nome unusual. Em FRANCA e FARHAT
(1995) é feita uma ampla anélise de como é essa subtracdo para chegar ao método

USFEM.

Portanto a formulagdo estabilizada de elementos finitos USFEM, pode ser escrita

como: Achar ¢ € S™ tal que

Bysrem (Wh;(.'bh) = FUSFEM(Wh) vvlt e vt (41)
onde
. nel ' (42)
Byseem(W", ¢") = (W", ¢") + a(w", ¢") , - z_f Tusrem LYW LP"dQ
e=1"{e
nel (43)
FUSFEM(Wh) = (Wh.f)Q - Zf TUSFEMLadJthdQ
e=1 Qe

Lembrando de (32)
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h
Lo ph = aait +—B-Vp" — V- (kVp") — sp" 44

é 0 adjunto do operador linear dado em (27).

O operador adjunto, L%, surge naturalmente na formulagdo USFEM quando é
realizado o procedimento de condensacdo estatica, como apresentado na secdo 4 em

FRANCA e FARHAT (1995) ao se incluir o termo advectivo.

3.4 Parametros de estabilizacéo para diferentes esquemas de elementos

finitos estabilizados

O elemento em comum a todas as formulagdes estabilizadas de elementos finitos
apresentadas anteriormente é o chamado parametro de estabilizacdo 7. Ainda nao foi
encontrada uma forma “6tima” para calcular esse parametro. Pesquisas teoricas
(BROOKS e HUGHES, 1992; HUGHES, 1995, TEZDUYAR, 2000) tém encontrado
valores extremos de 7, onde as formulacBes apresentam certo grau de estabilidade e
convergéncia para a solugdo discreta ¢". N&o entanto, a escolha do parametro 7 dentro
desses valores extremos influencia drasticamente a precisdo dos resultados da solugédo
discretizada. A escolha do parametro de estabilizacdo adequado continua sendo ainda
um grande desafio nas pesquisas nesta area. Em seguida sdo apresentadas algumas das

escolhas mais bem sucedidas do pardmetro de estabilizagéo z.
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3.4.1Parametro de estabilizacdo tsypg

O pardmetro de estabilizacdo tsyp; € dado originalmente para a equagdo de

adveccgao — difusdo em estado estacionario (BROOKS e HUGHES, 1982):

1 h® (45)
Tsupc = E ”Be” aup

onde a;, € o parametro upwind, que pode ser calculado para impor a solucdo
nodalmente exata para a equacdo de adveccdo—difusédo 1D. No caso multidimensional é

usual a aproximacdo assintotica:

P;e ’ 1) (46)

gy = min(
onde Pe® é o numero de Péclet ao nivel do elemento, que é uma quantidade

adimensional que mede a importancia da adveccao relativa a difusdo, isto é,

. _lBelne (47)

Pe
|||

3.4.2 Parametro de estabilizacdo tsuqkip

O parametro tguqkip TOi proposto inicialmente por SHAKIB (1988) e usado com

relativo sucesso nos trabalhos de TEZDUY AR, BEHR e LIOU (1992).
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2 2 2 e 2 4 e 2 —1/2 (48)
TShakib = [(E> +< ”g ”> +< Hhkz ”> ]

O primeiro termo da equacéo (48) corresponde ao termo temporal, 0 segundo ao
termo advectivo, com velocidade f, e o terceiro, corresponde a contribuicdo devida a
difusdo. Pode-se observar que se desconsideramos os termos temporal e difusivo,
recuperamos 0 Tgypg, Pel0 que o parametro proposto por Shakib pode ser considerado

como uma generalizacdo do parametro de estabilizacdo SUPG.

3.4.3 Parametro de estabilizacdo T¢ygina

CODINA (1998, 2000 e 2001) emprega a teoria do principio do méaximo
discreto (IKEDA, 1983) para propor outra forma de calcular o pardmetro de

estabilizacdo, desta vez levando em consideracdo a inclusdo do parametro reativo:

1 (49)

e
EIMET LI

Tcodina = 4||x€||

Observa-se que a equacdo (49) é parecida com a equacdo (48) sem a raiz quadrada nem

o0 termo temporal, mas acrescentado o termo reativo.
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3.4.4 Parametro de estabilizacéo tgyp

TEZDUYAR e OSAWA (2000) apresentam outra forma de calcular o parametro
T para os esquemas estabilizados SUPG e Pressure—Stabilizing/Petrov—Galerkin, PSPG
(TEZDUYAR, 1991) empregando trés diferentes pardmetros, calculados ao nivel de
elementos em forma de matrizes ou vetores (Element Vector Based/Element Matrix

Based). Definindo os seguintes vetores, ou matrizes, ao nivel de elemento:

h 50
mf wh aidﬂ 0)
51
c:f wh Bh - vephdQ &
Qe
52
k: | vwh-kVehdQ &2
Q.
53
k:| B'-vwhgh-vehda ©3)
Q.
h 54
ph-vwh —— 0% dQ 4
Q, gt

as componentes do parametro 7,5 sdo definidos como:
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el (55)
=&l
. Al (56)
SV TE

1BeI1? |icl| (57)

Ts3 = Ts1 ”K” m

entdo, o parametro de estabilizacdo 7,5 € definido como

Tgyp = (Ts_12 + Ts_zz + 75_32)_1/2 (58)

Pode-se demonstrar que para problemas 1D é obtido o parametro de

estabilizacéo para problemas predominantemente advectivos:

_h (59)
Tl

At 60

Ts2 :7 ( )

R (61)
53 = Al
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sendo sl, s2 e s3 os limites para os problemas de advecgdo dominante, transiente
dominante e difusdo dominante, respectivamente, que é exatamente igual ao parametro

apresentado em (48). Entéo,

-1/2
22 (2189 [4leeNe ] (62)
TevB—1D = Tshakib = (E) + A + 2

3.4.5 Parametro de estabilizacdo tysrem

O parametro de estabilizacdo t,srgy apresentado em FRANCA e VALENTIN
(2000), surge de uma analise da teoria de convergéncia e estabilidade, e tem a forma
sugerida pela condensacdo estatica das funcbes bolha (FRANCA e FARHAT, 1995) e

sua forma final é portanto,

7= h (63)
sh2é(Pei(®) + 2N ¢(Pep(®))
onde,
Pein) = (64
Pel(¥) = W (65)
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@=L "5 “

N 1/p (67)
1Bell, = (Zumup) 1<p<o
i=1
mg = min(1/3,Cg) (68)
(69)

N
C ) Rk AWl < Vw3, vw € V),

KEeJp

para elementos lineares e bi-lineares é usado o valor de m;, = 1/3.

Em HAUKE e GARCIA (2001) e HAUKE (2002) é demonstrado, mediante uma
andlise pelo limite de Helmholtz, que o parametro dado por FRANCA e VALENTIN
(2000) e calculado pela equacdo (63) € o de maior precisdo comparado com 0s

resultados obtidos com os parametros Tsype, Tshakip € Tcoding -

3.5 Célculo do h: Comprimento caracteristico do elemento

Ainda falta por definir a obtencdo do valor do comprimento caracteristico do
elemento, h. Existem varias idéias de qual poderia ser a forma apropriada para se

determinar o valor do parametro h.
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Em 1D a escolha é simplesmente o tamanho (comprimento) do elemento, dado
pela diferenca de coordenadas, h = |xi — xj|, onde x; € a coordenada x dondi e x; a

coordenada x do no seguinte, j.

Ja em 2D e 3D existem varias propostas. Uma idéia € obter o comprimento do
elemento baseado no didmetro da circunferéncia de mesma éarea, h = \/m para
elementos em 2D, e seguindo a mesma idéia, é obter o comprimento do elemento
baseado no diametro da esfera do mesmo volume, h = 3/12V/m, em 3D. Outra ideia é
simplesmente assumir o valor de h como sendo a raiz quadrada da area do elemento,

h = /A, para elementos em 2D, ou a raiz cubica do volume do elemento, h = /V, para

elementos em 3D.

Os trabalhos de TEZDUYAR e PARK (1986) e TEZDUYAR e OSAWA (2000)
apresentam uma forma diferente de calcular o tamanho caracteristico do elemento, h.

Nesses trabalhos, eles prop6em calcular o valor de h como sendo:

(70)

-1
h=2116°I <Z|36-wva|>

onde N, é a fun¢do de forma associada ao né do elemento.

O valor do h na formulagdo estabilizada USFEM é obtido seguindo a idéia
apresentada em (FRANCA e VALENTIN, 2000). Eles propdem que o valor de h seja
calculado usando a maior distancia da linha de corrente dentro do elemento, como

mostrado na Figura 3.1 (tomada de (ASENSIO e RUSSO, 2002))
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Figura 3.1: Calculo do comprimento caracteristico do elemento, h, para elemento triangular
(ASENSIO e RUSSO, 2002).

3.6 Esquemas de integragdo no tempo

Apds a discretizacdo espacial da equacdo (24), independentemente da
formulacdo estabilizada empregada, chega-se a um sistema de equacOes diferenciais

ordinérias de primeira ordem:

(M+M,)d+ (K+K,)d=F+F, (71)

onde d ={d,,d,,--,d,} é 0 vetor contendo os valores nodais da grandeza a ser
transportada, d = {d;,d,, -, d,} € sua derivada temporal, a matriz M corresponde ao
termo da derivada temporal ou matriz de massa, K corresponde ao termo das
contribuicdes das parcelas advectiva, difusiva e reativa, chamada de matriz de rigidez,
0s vetores F levam em consideragédo os termos independentes do lado direito e o

subscrito t refere—se aos termos de estabilizagdo, segundo a formulagdo empregada.
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As matrizes M e K e o vetor F, sdo construidos a partir da montagem
(assembly, representado neste trabalho pelo simbolo A) das contribui¢des dos elementos

de uma malha de elementos finitos:

nel (72)

nel (73)

nel (7 4)

Até agora foi feita a semi—discretizacdo espacial da equacdo (11), resultando o
sistema de equacOes diferenciais ordinarias de primeira ordem (71), restando ainda
realizar a discretizacdo temporal, que é feita empregando algum tipo de esquema de
integracdo no tempo (DONEA e HUERTA, 2003 e ELIAS, 2007). Os algoritmos para
discretizacdo no tempo sao classificados como explicitos ou implicitos (HUGHES, 1987
e FORTUNA, 2000). Os métodos explicitos sdo condicionalmente estaveis, precisando
de algum critério envolvendo um tamanho do passo de tempo menor que um valor
critico para que o método evolua corretamente sem divergir. Os métodos implicitos séo
geralmente incondicionalmente estaveis, podendo-se empregar passos de tempo maiores
do que o exigido no critério para 0 metodo explicito. Por causa da propriedade dos
métodos implicitos serem incondicionalmente estaveis, sdo mais empregados, mesmo

precisando-se resolver um sistema de equacOes algebricas para cada passo de tempo.
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Nos problemas de transporte, como no caso da equacgdo (11), surge um sistema de

equacdes ndo simétrico a ser resolvido, geralmente de forma iterativa, por algum solver

eficiente. Neste trabalho é empregado o método iterativo dos Residuos Minimos

Generalizados, ou GMRES do inglés Generalized Minimal Residual, pré—condicionado

pela diagonal (AMORIM e COUTINHO, 1994 e SAAD e SCHULTZ, 1996).

De forma geral, podemos enunciar o problema na seguinte forma: dada uma

equacdo semi—discreta:

Md+Kd=F

submetida a condigdes iniciais

0 esquema de solucdo é dado pelas seguintes equacdes:

Mdn+1 +Kdy1 = Fniq

dny =dp + Atdn+9

dn+9 =(1- H)dn + 6dn+1

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

onde n + 1 é o passo de tempo atual e n o anterior. d,, e d,, s30 as aproximacdes de ¢ e

¢, At é o passo de tempo e F,,; é 0 vetor dos termos fontes. & é um pardmetro no
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intervalo [0, 1], que indica qual tipo de esquema vai ser empregado dentre a familia da
regra trapezoidal generalizada. Se 6 =1, o método é equivalente ao método de
diferencas finitas para tras (backward difference ou backward Euler) e € um método
explicito. Se 8 =1/2, o método é chamado de Crank—Nicholson ou da regra
trapezoidal, e € um método implicito. Se 6 = 0, 0 método € chamado de diferencas
finitas para frente (forward difference ou forward Euler) (Hughes, 1987) e também é
um método implicito. A diferenca entre um método explicito e um método implicito é
que o método implicito é incondicionalmente estavel para qualquer tamanho do passo

de tempo, mas precisa ser resolvido um sistema de equacdes lineares em cada passo.

3.6.1 Algoritmo Preditor — Corretor

A partir do apresentado acima, surge o esquema preditor—corretor, onde o valor

preditor é definido como:

d,,, =d,+ (1 —-0)Atd, (80)

chamando M* a matriz de massa efetiva, que € esparsa e ndo simétrica, dada por

M* = M + 0AtK (81)

Resolvendo—se entdo o sistema de equacdes algébricas efetivo,
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M*dn+1 =Fp4y1 — Kan+1 (82)

onde o lado direito da equacdo (82) é conhecido e que uma vez calculado o valor de

d,, ., pode-se corrigir o valor de d,,..; por

dyyq = an+1 + 9Atdn+1 (83)

3.6.2 Algoritmo de Rothe

O algoritmo de Rothe (ROTHE, 1930), ou método transversal das linhas,
consiste principalmente em discretizar uma equacdo dependente do espago e do tempo
primeiramente no tempo e logo depois no espaco. A diferenca entre 0 método de Rothe
e 0 método semi-discreto da regra trapezoidal, é que no método de Rothe é feita
primeiramente a discretizacdo temporal e depois a espacial. Isto leva a se resolver um
sistema de equacg0es diferenciais em estado estacionario para cada passo de tempo, mas
incluindo o fator do passo de tempo, At. Em RAMOS (2007) é apresentado um extenso
estudo deste esquema, dividido em duas “familias” do método, para equagdes em 1D.
Nos trabalhos de SCHEMANN e BORNEMANN (1998), KOLEVA (2005) e HARARI e
HAUKE (2007) também sdo apresentados varios exemplos empregando o método de

Rothe.
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3.7 Formulacéao estabilizada de elementos finitos USFEM — Rothe

Nesta secdo vamos descrever a formulacdo estabilizada de elementos finitos
USFEM seguindo a idéia do esquema de Rothe: Discretizar primeiro no tempo e depois
no espaco. Como foi apresentado em HENAO, FRANCA e COUTINHO (2010), vamos
considerar a equacdo de Advecgdo-Difusdo—Reacdo dada em (11), que consiste em

encontrar ¢(x, t) tal que:

%+B-V¢—V-(kv¢)—s¢=f em Q X [0, T] (84)

¢ =0 (85)
d(x,0) = ¢ (86)

com os parametros B,k e s, como definidos na se¢do (3.1). O problema consiste em

encontrar ¢"(-,t) € V" tal que:

(wh, ¢") + a(wh, ¢") = (wh, f) (87)
(w" 9"@) = (w",t) (89)

onde
a(w', ") = (W, B - V™) + (Vwh, k- Vo) — (", s¢™) (89)
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Discretizando a equacdo diferencial mediante a regra trapezoidal generalizada

apresentada na seco (3.6.1) em termos de ¢, (x):
Prs1 + B Vi1 — V- (6Vyi1) = SPni1 = f(X, tnir)
Pn1 = Prar + OALPpsq
Pri1 = ¢n + (1= 0)ALe,
Entdo, podemos escrever o0 método de Galerkin como:
(Wh' ¢7fll+1) + a(Wh» ¢1}11+1) = (Wh'f(tn+1))
ou
(Wh, dpsq) + 0Ata(wh, dyq) = (Wh'f(tn+1)) —a(w", ¢h,,)
se substituirmos a equacéo (91) na equacdo (90), obtemos

(]Sn+1 + ﬁ ' V($n+1 + 9At¢n+1) -V (Kv($n+1 + 0At(i’n+1))

- S($n+1 + 9At¢n+1) = f(x, th+1)

rearranjando (95)
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i1+ B VPni1 + OAB -Vpyyy — V- (kVy4q) — OALY - (V)

— SPny1 — OAtsPryy = (X, tny1)

e levando—se os termos conhecidos para o lado direito da equacao,

F ' Vqsn+1 -V (Rvd)n+1) - §¢)n+1

= f(x' tn+1) - (B ) V(f)n+1 -V (de;n+1) - S(f)n+1)

onde:
B = 0AtpB
K = OAtk
§=0Ats -1
Agora podemos reescrever o método de Galerkin como:
a(Wh: qsﬁﬂ) = (Wh»f(tnﬂ))
onde,
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A(wh, ) = (W B-TGh) + (WWh R-VGR,) — (whadh,) (102
(Wh'f(tnﬂ)) - (Wh'f(tn+1)) - a(Wh' ¢~’Z+1) (103)

a(wh, ¢,1) = (Wh B - Vgl ) + (Ywh k- Vi, ) — (wh, s¢l, ) (104)

A formulacdo de Galerkin, dada na equacdo (101), é apresentada como uma
equacdo de Adveccdo-Difusdo—Reacdo em estado estacionario, sendo amplamente
conhecido que para essa equacdo surgem oscilagdes espurias na solucdo aproximada,
precisando-se de algum tipo de estabilizacdo. Neste caso, empregando a formulacao

estabilizada de elementos finitos USFEM, tem-se:

a(wh, lty) = £ (LW Edlys = Ftnen)) = (WP F(ts) (105)
o

onde

Lwh = B-vwh — V- (k- Vwh) — swh (106)

denota o operador diferencial linear e seu adjunto é dado por:

L'wh = —B-vwh — V- (k- Vwh) — swh (107)

expandindo (I) em (105) e rearranjando termos conhecidos para o lado direito
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a(w", §isn) = 2w Ldhn) = (W ftnen)) = £ (LW fltne))  (A08)
Do lado direito em (108)
(W, f(tnr)) = (Wh £ (tas2)) = a(w", Blss) (109)
é imediato verificar que
ftass) = f(tnr1) = Ldnss (110)
Substituindo a equacdo (110) na equacéo (108)

a(w", dnsr) — (L W", Lorysq) (111)
= (W f(tne)) = a(w", Blisr) = 2(LW", f(tsn))

+2(Lwh, Lpt, )

E por altimo, substituindo as equacdes (102), (110) e (111) na equacdo (105), se

chega a:
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(W B-Vns1) + (VW' R Vor, ) — (W 8¢R.1) — ¢(L'W", Lorii1) (112)
= _[(Wh'ﬁ ) V¢~’1’11+1) + (th,K ) V(ﬁﬁﬂ) - (Wh'sqggﬂ)

— H(L W, Lpl)] + (W f(tr)) — 2(L WP, f(tnsn))

Expandindo-se as formas bi-lineares da equacdo (112) na sua forma integral e
lembrando que para elementos lineares (como no caso deste estudo) V - (E . th) =0,
se obtém a equacdo (113). Nela os trés primeiros termos do lado esquerdo,
correspondem a formulacdo de Galerkin, os termos restantes correspondem a
estabilizacdo USFEM. Reagrupando termos semelhantes em (113), chega—se por ultimo

a equacdo (114):
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P : : (113)
f whB -Vl da + f VwWhR - Vol da — f whsph,  da
Q Q Q

+ 1 f VWhBRB - V!, da
QO

- ff B Vwhs¢h,  da + ff SwhB -Vl . dQ
QO Q

— 1 f Swhsdh, ,da
Q

=— <] whp - v¢3;‘+1dﬂ+j Vwhk - Vo, dQ

Q Q
—] whscﬁﬁﬂdﬂwf VWBRB - VP!, dQ
Q [0}

- ff B-Vwhsph,  da + ff Swhp -Vl da

Q Q

—fj §thq§ﬁ+1dﬂ> +J whf(t,41)dQ
Q Q

+t j B VWi (t,,)dQ + ¢ J SWhF(t41)dQ
Q Q
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¢! +f§)f whﬁ-VqS;;HdQJrf WwhR - Vol dO
Q Q
—3(1 + 19) f wheh,  da+ ff VWhBRB - VI, dQ
QO Q
— ff B - Vwhsgh,  dQ
QO
=—-(1+ fg)f whB Vel da —f Vwhi - Vo, do
Q Q
3 R 3 (114)
+s(1+ fﬁ)f whph  da — fj VWiBRB - VPl dQ
[0} Q

+ fsf B-Vwheh, do+ (1+ fﬁ)f W f(tpe1)dQ
Q Q

+1 f B - VW"f(ty.1)dQ
Q

Na equacéo (114) todos os termos envolvem a dependéncia temporal mediante o
parametro At que esta afetando os pardmetros da adveccédo, B, da difuséo, k, e da
reacdo, s, como visto nas equacdes (98)—(100). O parametro de estabilizagdo, £, também
¢ afetado pela dependéncia temporal 6At. Reescrevendo a equacdo (63) com as

consideracOes anteriores, chega—se a,
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hZ
$h2& (Pe,% (’f)) + %"k” £ (ﬁe,f (%))

1=

(115)

Tanto os valores dos nimeros de Pel e Pe? quanto os valores dos outros

parametros ali envolvidos, sdo calculados em forma semelhante as equacdes (64)—(69),

levando em consideracdo a dependéncia temporal. Substituindo a dependéncia temporal

na equacdo (115), se chega a:

h2

1=

(OAts — 1)h2E (ﬁe;('f)) + 208tk ¢ (Pe,z(az))

my

20At| k€|
my (1 — OAts)h?

Pej. (%) =

pe oy = OB Iyl _ il
Zurg) el

(116)

(117)

(118)

As equacdes (116)-(118) mostram que quando At — 0,7 — 1,0, assim, T

mantém-se limitado para passos de tempo pequenos. Note a diferenca entre este

esquema e 0s outros parametros estudados que levam em consideragdo o termo

temporal, neste caso Shakib, equacéo (48), e Tezduyar — EVB, equacéo (62), que quando

At —» 0,7 — 0,0, perdendo—se a capacidade de estabilizag&o.
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3.8 Formulacéo estabilizada de elementos finitos SUPG — Rothe

Pode-se escrever a formulacdo estabilizada de elementos finitos SUPG
empregando o esquema de Rothe na discretizagdo temporal/espacial e realizando o

mesmo procedimento visto no numeral anterior. Isto nos leva a,
a(wh, ¢ltyr) =7 (LUPOW, LR, — F(tnen)) = (W f(tnin)) (119)

Seguindo o procedimento descrito na secdo anterior, mas substituindo o

operador adjunto £* pelo £L5YP¢ | da formulagdo SUPG equacdo (28), chega—se:

] WhB - Vel . do + f VWi - Vel dO — f whsph, . da
Q Q Q
+ Tj VW'BRB - VP!, d0 — Tj B - Vwhsph . da
Q Q
= —f whﬁ-vdﬁ,’;ﬂdn—f Vwhi - Vol d
Q Q
+ | whslada-t [ Vw'BOR-V@ldo (120)
Q Q
+rsf ﬁ-th$Z+1dQ+f whf(tye1)dQ
Q Q

o[ Bvwh (o
Q
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3.9 Formulacéao estabilizada de elementos finitos GLS — Rothe

Por ultimo, a formulacéo estabilizada de elementos finitos GLS com o algoritmo

de Rothe na discretizacdo temporal / espacial fica:
a(wh, dltyr) — 7 (LW, £y = F(tnan)) = (WP Ftnen)) (121)

substituindo a equacdo (29) na equacdo (121) e efetuando o mesmo procedimento

anterior nas formulagdes USFEM-Rothe e SUPG-Rothe, chega—se a,

(1 - %3) fn whﬁ-vd),’;ﬂdﬂ+L VWK - Vol dQ
—5(1 - 1%) fﬂ wheh, da+ ¢ fﬂ VWhBRB - V!, dQ
-1 fﬂ B-Vwhsph,  da
=-(1 —f@)fn whB-vel,  da —fﬂ Vwhk - Vel  dQ
+s(1—19) fn wheh,  d -t fn VW'BRB - VeI, dQ (122)

+ fsf B-Vwhel, da+ (1 - f§)f whf(t,.1)dQ
Q Q

4 f B+ VWhf (tnsr)d2
Q
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Comparando a equacdo (122) com a equacgdo (114), observa-se que a Unica
diferenca entre o esquema GLS e o USFEM consiste na troca de sinal em alguns dos
termos, isto devido ao sinal negativo no termo da adveccdo no operador adjunto, dado

pela equacdo (32).

Para o calculo do parametro de estabilizacdo, t, empregados nas formulagdes
SUPG-Rothe e GLS-Rothe, pode ser empregado o apresentado por CODINA (1998,
2000 e 2001) na equacdo (49) ou TEZDUYAR e OSAWA (2000), como mostrado nas

equacoes (50) — (58).
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Capitulo 4 — Avaliacdo Numeérica de
FormulacOes Estabilizadas de elementos
Finitos para a Equacao de Transporte
Empregando o Metodo de Rothe na

Integracao Temporal

4.1 Introducéo

Neste capitulo sdo apresentados experimentos numéricos que permitirdo avaliar
as formulacdes estabilizadas de elementos finitos propostas e compard—las com as
formulacdes estabilizadas vistas no capitulo anterior: SUPG, GLS e Rothe empregando
formulacdes semi—discreta e discreta na integracdo temporal. Isto é realizado mediante
uma série de testes em 1D e 2D, tanto em problemas em estado estacionario quanto

dependentes do tempo.
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4.2 Experimentos numéricos em 1D

Foram escolhidos trés problemas para avaliar a capacidade da formulacdo
USFEM de reduzir as oscilagcBes espurias na presenca de fortes gradientes, e a ndo
sobre—difusdo quando se tem uma solucéo dita suave. O primeiro experimento numérico
é o transporte por difusdo de uma onda quadrada e € feito uma andlise da obtengdo do
pardmetro CFL méaximo que impede o surgimento das oscila¢fes espurias. O segundo
experimento numérico € o transporte da mesma onda quadrada, mas desta vez sem
difusdo, que apresenta o surgimento de oscilagdes espurias devido ao termo advectivo.
E apresentado o resultado de como a formulagdo USFEM consegue capturar essas
oscilacBes quando se tem passos de tempo muito pequenos. O terceiro experimento é o
transporte por adveccdo de uma funcdo suave (sem fortes gradientes) em forma de
coseno, com o intuito de avaliar o comportamento da formulacéo neste tipo de casos e
como ndo é sobre-dimensionada a quantidade de difusdo artificial adicionada devida a

estabilizacéo.

4.2.1 Transporte por difusdo de uma onda quadrada em 1D

O primeiro experimento numérico é o transporte por convecc¢do e difusdo de
uma onda quadrada, como apresentado em HARARI e HAUKE (2007), onde ¢é feita
uma analise do comportamento da equacéo de transporte quando o termo de difuséo €
levado em conta. A anélise considera o valor da condicdo de estabilidade dada pelo
numero de Courant—Friedrichs—Lewy, ou condicdo CFL como é chamada comumente,

dada por:
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IB°IlAL (123)

CFL =
h

A solugdo numeérica é caracterizada por duas quantidades adimensionais. O

numero de Péclet,

_ lIB%liA (124)

Pe =
2||ce||

que mede a relacdo entre as parcelas advectiva e difusiva na equacéo de transporte, e 0

ndamero de Damkohler,

_ sh (125)
—lIpell

Da

que mede a relacdo entre as parcelas reativa e advectiva. A analise padrdo indica que

oscilacBes espdlrias podem acontecer quando:

CFL < CFLPo¥nd = —
36

1 (1 — Pe N s>‘1 (126)
Pe 3

O caso da equacdo de adveccao—difusdo dependente do tempo é de especial

interesse. Eliminando o parametro da reacdo, a equacao (126) fica:

Pe (127)
CFL < CFLPO¥"? = —————
36(1 — Pe)
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O resultado anterior € aplicado ao regime de difusdo dominante, Pe < 1. No
caso de advecgdo dominante, Pe > 1, podem existir oscilagbes espurias para qualquer
passo de tempo. O parametro que indica o tipo de esquema de integracdo temporal que
estd sendo empregado, neste caso o método da regra trapezoidal ou de Crank —

Nicolson, é dado por 6 = 0,5

No exemplo proposto no artigo de HARARI e HAUKE (2007), tem-se o
transporte de uma onda quadrada com condigdes iniciais como mostrado na figura
4.1(a), onde o pulso unitario se encontra entre x; = 0,2 e x,, = 0,7. A velocidade é
unitéria no sentido positivo do eixo x. Nesse artigo foi fixado o valor do nimero de
Péclet em Pe = 0,1, e ndo se diz nada a respeito do nimero de elementos, mas neste
exemplo vamos empregar 100 elementos, obtendo entdo o tamanho de cada elemento
em h = 0.02 e o valor do parametro de difusdo, obtido da equacdo (124) x = 0,02.
Contudo, o valor da condi¢io CFLP°¥"d = (,0741 e fazendo CFL/CFLP°¥"d = (,5 se
chega aos resultados apresentados na  Figura 4.1: (b) para diferentes passos de tempo
empregando a formulacéo estabilizada USFEM com o esquema de Rothe como esquema

de integracdo temporal .

Observa-se a semelhanca nos resultados obtidos comparados com o artigo de
HARARI e HAUKE (2007). Neste exemplo, empregando a formulacéo estabilizada de
elementos finitos USFEM-Rothe, diferente da formulacdo proposta por eles, sé

precisamos de um parametro de estabilizacdo para obter resultados similares.

A idéia apresentada em HARARI e HAUKE (2007) é ter um esquema de

estabilizacdo com dois pardmetros da seguinte forma:
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a(w", dri1) = (TOOL*Wh» Lphis — f(tn+1)) (128)

- (T11VL*Wh» VLGS — Vf(tn+1)) = (Wh'f(tn+1))

Onda Quadrada - Condicao inicial Onda Quadrada - Diferentes passos de tempo
Condicao inicial 102 t=0.0000 ——
1F — t=0.0004 —
101 + t=0.0016 ——
t= 00028 ——
08 1L t= 00040 —
I~/
[ 5 099 f /AI v \_
& 04 | & oss ” t=0,004 \ =0.000
02 L 097 |
096 |
0
. . . 095 . . .
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
X X
(a) Condicdo inicial (b) diferentes passos de tempo (USFEM)
0=1/2 CFL/CFLPond =05 0=1/2 CFL/CFLY"d = .5
1.02 T T : 1.02 T T T
1.01 1 1.01 ¢
1 ll 7 AI‘ 1 7 T
| | I. I|I |
S09r | | 1 = ,ee—f.-l‘v-'\
= | iad =
=008+ | 8 = 098P0 f| t=0,004 [| =0
097 | . 0971 | |
|
096 - l ] 0.96 |
| |
1 I 1 1 095 L L 1
0.5 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 | 1.5 2
X X
(c) Formulacéo Galerkin (d) Formulagéo estabilizada

Figura 4.1: Transporte por difusdo de uma onda quadrada — Comparagao entre as
formulacbes USFEM (b), Galerkin (c) e Estabilizada (d). (c) e (d) tomadas de HARARI e
HAUKE (2007)

Observa—se que a equacdo (128) é similar a equacdo (105) do capitulo 3, que
apresenta o esquema USFEM-Rohe, sem o terceiro termo da esquerda que € um termo
tipo gradiente de minimos quadrados (Gradient Least Squares) para o operador linear, £
e 0 seu adjunto L*, e para cada termo é empregado um pardmetro de estabilizacdo

diferente, dados por 7, € 7;1. Uma descri¢cdo mais ampla do método e a forma de obter
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0s parametros de estabilizagdo podem ser encontradas em HARARI e HAUKE (2007)

e HAUKE, SANGALLI e DOWEIDAR (2007)

4.2.2 Transporte por adveccdo de uma onda quadrada em 1D

Neste exemplo o parametro de difusdo é xk = 0, ou seja, 0 transporte € devido
exclusivamente a adveccdo. Como dito no capitulo anterior, oscilacdes espurias
aparecem devido a presenca do termo advectivo. O exemplo € 0 mesmo apresentado na
secdo 4.2.1, uma onda quadrada que se desloca no sentido positivo do eixo x com
velocidade unitéria. Dividindo o dominio em 100 elementos, obtendo entdo o tamanho
de cada elemento h = 0.02. S0 apresentados resultados para diferentes valores da
condicdo CFL e a formulacdo USFEM — Rothe é comparada com o esquema classico
semi—discreto SUPG. O parédmetro de estabilizacdo t para a formulagédo estabilizada
SUPG foi calculado segundo CODINA (1998, 2000 e 2001) e apresentado na equacgéo
(49). Como o tamanho do elemento é o0 mesmo em todo o dominio, o valor do

parametro de estabilizacdo T também € igual.

Observa-se como a medida que o tamanho do passo do tempo diminui a
formulacéo estabilizada de elementos finitos SUPG ndo consegue acompanhar a solucéo
exata, perdendo sua capacidade de estabilizacdo. Ja o esquema proposto, USFEM —
Rothe consegue controlar melhor o surgimento dessas oscilagfes, mesmo para passos de

tempo muito pequenos.
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Escalar

Escalar

Onda Quadrada - CFL = 1.00

12 ¢

04 r

SUPG: tau = 0.0067 —s—

Exata ——
‘ USFEM: tau = 05000 —— |
Al

X

15

a) Transporte de uma onda quadrada — CFL =1.00

Onda Quadrada - CFL = 0.50

12 ¢

086 r

Exata ——
USFEM: tau = 06667 —— |
SUPG: tau = 0.0050 —«—

X

15

b) Transporte de uma onda quadrada — CFL =0.50
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Escalar

Escalar

Onda Quadrada - CFL = 0.10

12

0.8

086

12

08

08

04

Exata ——
USFEM: tau=09091 —— |
I SUPG: tau=00017 —s—

X
¢) Transporte de uma onda quadrada — CFL =0.10

Onda Quadrada - CFL = 0.07

Exata ——
USFEM: tau = 09310 —— |
' SUPG: tau=00017 —«—

d) Transporte de uma onda quadrada — CFL =0.07
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Onda Quadrada - CFL = 0.01

T T e
USFEM: tau = 0.9901 —+— |
SUPG: tau = 0.0002 —s—

ko
m
[&]
w
LUl
0 05 1 15 2
X
e) Transporte de uma onda quadrada — CFL =0.01
Onda Quadrada - CFL = 0.001
' ' " Exaa ——
USFEM: tau=0.99900 —+— ]
SUPG: au=0.00001 —s—
k=
g
i

f) Transporte de uma onda quadrada — CFL =0.001

Figura 4.2: Transporte por advec¢do de uma onda quadrada para diferentes valores da

condicdo CFL
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4.2.3 Colina em forma de coseno — 1D

O terceiro experimento numérico consiste do deslocamento de uma fungéo tipo
colina em forma de coseno. Neste exemplo é mostrado o comportamento da formulacéo
estabilizada de elementos finitos USFEM quando usada para resolver funcdes ditas
suaves, € dizer, sem fortes gradientes. O problema puramente advectivo consiste em

deslocar uma fungdo tipo coseno com uma velocidade unitéria no sentido positivo da

direcdo Xx.
Colina em forma de Gauss - CFL=1.00
08 . T T T
Exact Soln ———
USFEM: tau = 05000 —se—
07 r  SUPG: tau=00017 —— 1
06 F 1
05 F 1
& 04} .
[1+]
(%]
73]
03 + .
02 + .
01 h .
0
0 02 0.4 0.6 08 1

x
a) Colina em forma de coseno — CFL = 1,00
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Scalar

Scalar

08

0.7

08

07

Colina em forma de Gauss - CFL = 050

ExactSoln —
USFEM: tau = 0.6667 —«—
I SUPG:tau=00012 ——

0 02 0.4 0.6 08 1
X

b) Colina em forma de coseno — CFL = 0,50

Colina em forma de Gauss - CFL= 010

"ExactSoln —
USFEM: tau = 0.9091 —s«—
I SUPG:tau=42E04 ——

0 02 0.4 086 08 1
X

¢) Colina em forma de coseno — CFL = 0,10
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Colina em forma de Gauss - CFL = 0.07

08 T T . .
Exact Soln ———
USFEM: tau=09310 ——

0.7 | SUPG :tau=32E04 —— 1

Scalar

0 02 04 06 08 1
X
d) Colina em forma de coseno — CFL = 0,07

Colina em forma de Gauss - CFL= 001

08 T T
Exact Soln ———
USFEM: tau = 0.9901 —s«—
07 SUPG:tau=50E05 —— 1

Scalar

0 02 0.4 086 08 1
X

e) Colina em forma de coseno — CFL = 0,01
Figura 4.3: Colina em forma de coseno para diferentes valores da condigdo CFL
O dominio foi dividido em 100 elementos, obtendo entdo o tamanho de cada
elemento de h = 0.01. Foram empregados 40 elementos para conformar a condigéo
inicial da colina. Foram rodados varios exemplos para diferentes valores da condi¢do
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CFL. Observa-se que as solucdes obtidas empregando as formulagdes estabilizadas
USFEM e SUPG séo muito similares entre si e com a solugdo exata. Somente para
valores do CFL = 1,0 a resposta dada pela formulagdo USFEM apresenta algumas
oscilagOes, ainda que muito pequenas. Como no exemplo anterior, 0 parametro de
estabilizacdo t para a formulacéo estabilizada SUPG foi calculado segundo CODINA
(1998, 2000 e 2001) apresentado na equacéo (49) e para cada passo de tempo € igual em

todo o dominio. Os resultados sdo mostrados na Figura 4.3.

4.3 Experimentos numéricos em estado estacionario — 2D

Nesta seccdo sdo apresentados uma serie de experimentos numéricos em 2D em
estado estacionario empregando a formulacdo estabilizada de elementos finitos
USFEM-Rothe. Como a formulacédo estabilizada USFEM-Rothe resolve um sistema de
equac0es lineares para cada passo de tempo, neste caso ficticio, a solugdo estacionaria é
alcancada quando se satisfaz um critério de erro relativo da solugéo calculada entre dois
passos de tempo consecutivos,

(129)

_ ”Sn+1 - Sn”

€. = < 1,0E712
5 |5l

onde e € 0 erro relativo, s,,., € s, sS40 as solugdes encontradas nos passos de tempo

n + 1 e n respectivamente.
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4.3.1 Adveccao pura em estado estacionario

Seja o0 problema de adveccdo pura proposto em BROOKS e HUGHES (1982) e

mostrado na Figura 4.4.

$=00 Direcéo de

fluxo
a

$=1,0

Figura 4.4: Advecgdo pura em dominio quadrado

Considera—se uma malha de 21 x 21 n6s e 800 elementos triangulares lineares. O
comprimento caracteristico de cada elemento € h = 0,037. Executaram-se exemplos
para diferentes angulos na direcdo do campo de velocidades (« = 22,5°, 45° e 67,5°). Na
Figura 4.5: se observa o comportamento da solucdo quando atingido o estado
estacionario empregando a formulagdo estabilizada de elementos finitos USFEM-Rothe.
Empregando tamanhos de passo de tempo At = 0,01, o valor do pardmetro de
estabilizacdo para cada um dos casos estudados foi de 7 = 0,9999. A norma-2 do

residuo foi alcancada no valor de 1,5x10¢, 0,2x10 e 1,2x10™ respectivamente.
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scalar scalar

Q_03 05 08 1 Q030508 1 . scou
“5 003 1,085 “y 002 1,057 “% 0..03 05 08 7.
-0.03 1.073

(a) 22.5° (b) 45° () 67.5°

Figura 4.5: Adveccédo pura em estado estacionario com campo de velocidades para
diferentes angulos

Em HENAO (2004) foi realizado um estudo comparativo de varios métodos de
estabilizacdo empregando esquemas ndo lineares de captura de descontinuidades.
Comparando as solucdes obtidas nesse trabalho empregando o esquema de estabilizacdo
ndo linear, observa—se que é atingida uma melhor resposta com o esquema estabilizado
linear USFEM—-Rothe. Na Figura 4.6 sdo mostrados os resultados obtidos no trabalho de
HENAO (2004) para o mesmo problema empregando a formulagéo estabilizada SUPG
e a formulacdo estabilizada com operador de captura de descontinuidades SUPG + CAU

dado em GALEAO e DO CARMO (1988).
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13 r: 8.2
1.25, 1 o.g ©B.6 9.4

Figura 4.6: Advecgao pura em estado estacionario com campo de velocidades para

diferentes angulos
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4.3.2 Exemplos de problemas advectivos, difusivos e reativos com termo fonte

A seguir se apresentam uma série de experimentos numéricos em estado
estacionario em 2D que foram propostos por CODINA (1998, 2000). Os  experimentos
numericos sdo feitos sobre um dominio quadrado com uma malha triangular de
elementos finitos de 21 x 21 nos e 800 elementos, dando um tamanho relativo de
elemento de h = 0,037. Estes experimentos numéricos também fizeram parte do
trabalho apresentado por CAMATA, HENAO e COUTINHO (2008), empregando o
software LIBMESH (2008) onde se avaliaram os resultados empregando elementos

quadrilateros bi—lineares com integracdo reduzida e formulacdo nédo linear SUPG+CAU.

Considere a equagéo:

%—f+ﬂ-v¢—v-(xv¢)—s¢=f em Q x [0,1]2

(130)
onde B = A(0.4,0.7), f = 1. A equacdo (11) tem como condi¢do de contorno ¢ = 0
em 0Q. Para todos os casos € utilizado um parametro que indica o valor de um nimero
muito pequeno, & = 105, Consideraram-se as seguintes combinacdes dos termos

Advectivo-Diffusivo—Reativo:
a) Solucdo dominada pela difusdo: k =1,A = ¢, s = ¢,

Na Figura 4.7 se observa a solucdo quando alcancado o estado estacionario.
Neste caso, o valor do tamanho de passo de tempo foi de At = 0,01 e o valor do
parametro de estabilizacdo calculado tyspgy = 0,02238. Comparando o valor maximo

obtido com a formulacéo estabilizada USFEM-Rothe com o valor m&ximo obtido pelas
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solugdes nos trabalhos de CODINA (2000) e CAMATA, HENAO e COUTINHO
(2008) s&o observadas uma grande similitude entre elas, atingindo valores muito

proximos a 0,07. A norma—2 do residuo foi alcangada em 6.1x10™*°.

.
f om0, oo

« M mm

] 0.07188093

Figura 4.7: Solucéo, dominada pela difuséo, em estado estacionario

b) Solucdo dominada pela advecgdo: k =€, A=1,s = ¢;

Na Figura 4.8 se observa a solucdo obtida pelo esquema estabilizado USFEM —
Rothe. Para um tamanho no passo de tempo de At = 4,5 x 10~° o valor do pardmetro
de estabilizacdo calculado foi de tyspgy = 0,9999, apresentando uma solucdo sem os
picos mostrados na solugdo de CODINA (2000) e muito proxima a solugdo obtida em
CAMATA, HENAO e COUTINHO (2008), sendo esta ultima ndo linear e com

elementos quadrilateros bi-lineares. A norma — 2 do residuo foi alcancada em 2,1x10™%.
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X scalar

04 038
— LU
[o]

12711801

12

Figura 4.8: Solucdo, dominada pela advecgdo, em estado estacionario

c) Solugéo dominada pelareagéo: k =&, A=¢,s = 1;

Na Figura 4.9 é observada a solucdo dominada pela reacdo empregando a
formulacdo USFEM-Rothe. Neste exemplo foi empregado um tamanho de passo de
tempo de At = 0,01, obtendo-se um valor do parametro de estabilizacdo tysppy =
0,9948. Comparando a solucdo USFEM-Rothe com as obtidas nos trabalhos de
CODINA (2000) e CAMATA, HENAO e COUTINHO (2008), se observam a auséncia
de valores extremos nas esquinas e nas bordas, apresentando um melhor desempenho. A

norma-2 do residuo foi alcancada em 1,5x10°%.

scalar

Z 02 04 06 08

2 (PRI« IRT - PEPRRTTIR
= o

097844517

Figura 4.9: Solucdo, dominada pela reacdo, em estado estacionario
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d) Solugcdo dominada por uma combinacéo conveccdo—reacdo: k = &, A = 1,

s=1.

Por ultimo, a solucdo dominada por uma combinacdo de convecgdo-reacdo
empregando o esquema USFEM-Rothe, é apresentada na Figura 4.10. O tamanho do
passo de tempo foi de At = 0,045 e o pardmetro de estabilizacdo calculado de
Tysrem = 0,4943. Observa-se que a solucdo obtida pela formulacdo estabilizada
apresenta uma forma suave, sem oscilagdes nem valores extremos nas bordas. A norma

— 2 do residuo foi alcancada em 6.2x10™.

“ 02 04 06 08
2 00,

4] 0.91145164

Figura 4.10: Solugdo, dominada por uma combinagédo convecgdo-reacdo, em estado
estacionario.
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4.3.3 Adveccao escoamento rotacional em estado estacionario

Este problema foi tratado no trabalho de Brooks e Hughes (1982) e aborda a
adveccdo num campo de escoamento rotacional com condi¢bes de contorno ¢ = 0 em
dQ e condicOes prescritas nos nos internos em forma de co-seno no intervalo —0,5 <
x < 0,5, como apresentado na Figura 4.11. A malha é de 21x21 nds e 800 elementos
triangulares lineares. O campo de velocidades rotacional é dado por 8, = —y e 8, = x.
O tamanho do passo de tempo foi de At = 10 e o parametro de estabilizacdo calculado,
Tysrem = 0,97. A solucdo exata deste problema é uma rotacdo rigida do coseno em

torno da origem.

/”““B\
| j X w
\\

¢=0

n
-1 #=0 -1

y

Figura 4.11: Adveccao fluxo rotacional em estado estacionario — condicao inicial

O exemplo foi executado para duas configuragdes da malha: uma malha com os
elementos em uma dire¢do, como mostrada na Figura 4.12 a) e outra com 0s elementos

em duas dire¢bes, como mostrado na Figura 4.12 b).
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-0.09378

a) Malha em uma direcéo b) Malha em duas diregdes

scalar
025 05 078 1 0 025 05 075 1
AR i TG hint

scalar

o]
Y i

-0.09508 1.000467 -009378 1021739

a) Resultados malha em uma dire¢do b) Resultados malha em duas dire¢des

Figura 4.12: Adveccéo fluxo rotacional em estado estacionario — Solucéo final

Observa-se que o resultado obtido com a malha da esquerda apresenta ser um
pouco melhor do que o encontrado com a malha da direita, mas em geral ambas as
solucBes sdo satisfatdrias, se comparadas com os resultados encontrados com a solugédo
obtida pela formulacdo SUPG+CAU apresentada no trabalho dissertagdo de HENAO

(2004) e mostrada na Figura 4.13.
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Figura 4.13: Adveccao fluxo rotacional em estado estacionario — Tomado de
HENAO (2004)

4.4 Experimentos numéricos dependentes do tempo — 2D

4.4.1 Adveccao de fluido em patamar em movimento diagonal

Este problema foi proposto por TEZDUYAR (1991). Apresenta-se o problema
de adveccdo de um platé em um fluido em movimento unidirecional com condicdes
essenciais homogéneas e em regime transiente como apresentado na Figura 4.14. A
malha adotada compreende 41x41 nos e 3200 elementos triangulares lineares, com
tamanho de elemento h = 0,035. A direcdo do vetor velocidade é de 45° e o
escoamento é unidirecional e igual a ||B]l =1 e o valor da condicdo CFL = 1. Nas
Figura 4.15:, Figura 4.16: e Figura 4.17: séo apresentados o0s resultados para 0s passos
de tempo At = 0,035;0,001e3,5%x 1075 no instante que atingirem a metade do

tempo total, que é t = 0,35.
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$(xt=0)=1

Figura 4.14: Adveccdo de um platd em um fluido em movimento unidirecional

Sdo comparadas as formulacgdes estabilizadas de elementos finitos estudadas no

capitulo anterior, realizando as seguintes combinacdes:

v" SUPG/Codina: Formulacéo estabilizada de elementos finitos SUPG com
parametro de estabilizacdo, 7, sendo calculado como proposto em
CODINA (2000) e integracdo no tempo empregando o algoritmo classico

da regra trapezoidal;

v' SUPG/EVB: Formulagédo estabilizada de elementos finitos SUPG com
parametro de estabilizacdo, 7, sendo calculado mediante o esquema
Element Vector Based, ou EVB, como proposto em TEZDUYAR (2000) e
integracdo no tempo empregando o algoritmo classico da regra

trapezoidal;

v' SUPG/Rothe: Formulagdo estabilizada de elementos finitos SUPG com
integracdo no tempo seguindo o esquema de Rothe e pardmetro de

estabilizacéo, 7, sendo calculado como proposto em CODINA (2000);
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v GLS/Rothe: Formulagdo estabilizada de elementos finitos GLS com
integracdo no tempo seguindo o esquema de Rothe e pardmetro de

estabilizacdo, 7, sendo calculado como proposto em CODINA (2000);

v' USFEM/Rothe: Formulacdo estabilizada de elementos finitos USFEM
com integracdo no tempo seguindo o esquema de Rothe e parametro de
estabilizagdo, t, sendo calculado como proposto em FRANCA e

VALENTIN (2000);

Observa-se que assim que se tém tamanhos de passos de tempo menores, a
solucdo obtida pela formulacdo USFEM/Rothe apresenta um melhor desempenho
comparado com o restante de formulacGes estudadas. Nas Figuras 4.16 — 4.18 se
observa também o comportamento da solucdo SUPG/Rothe muito difusa para 0s passos
de tempo At = 0,0035 e At = 0,001, isto porque foi empregado um parametro de
estabilizacdo forcado, muito maior do calculado pela formula proposta por CODINA
(1998). O valor dado para atingir essas solucGes foi de T = 8 e 4, respectivamente. Para
0 passo de tempo At =3,5% 1075 o pardmetro de estabilizacdo empregado foi o
calculado pela formula de CODINA (1998), cujo valor foi de 7 = 0,9986, e a solucéo se
mostra bastante oscilatéria. Na Tabela 4.1 sdo mostrados os valores da norma — 2 para

cada um dos esquemas de estabilizacdo e passos de tempo.

Tabela 4.1: Comparacao da norma—2 para diferentes esquemas de estabilizagdo e passos de
tempo.

Esquema | Dt=0,035 Dt=0,001 | Dt=35x10"
SUPG — Codina 8,7246x10% | 8,3284x10%? | 8,3242x10™*"
SUPG - EVB 8,5592x10% 8,2974x10™ 8,3102x10™
SUPG — Rothe 1,0323x10™ | 3,8235x10™* | 9,4595x10%°
GLS - Rothe 1,9960x10™ | 6,4966x10% | 7,6436x10%°
USFEM —Rothe | 3,0353x10%* | 3,9143x10%" | 4,0786x10™%®
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scalar - SUPG/Codina

028 08 075 1 2

scalar - SUPG / EVB
o 025

}W‘mgﬁf‘)uum]

R
«

«

-0.139756 1.2049023 -0.113695 1.1855136

7 scalar - SUPG/Rothe Lo scalar - GLS/Rothe
e w“zﬁ”’ﬁﬁ“"'wﬁ”ﬂ] e M?ﬁﬁ‘?h\mu”9;{‘?‘.‘.‘.,]“
0006127 1.0084717 0139756 1204901

(=4 scalar - USFEM/Rothe
¥ plpom
-0.103424 1.1805702

Figura 4.15: Patamar em movimento diagonal — Diferentes esquemas estabilizados —
At = 0,035
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scalar - SUPG

scalar - SUPG / Codina

R
«

o e P B BT A O 0280, 05 . 078 0]
-0.074965 1.1190279 -0.080862 1.1362247

L scalar - SUPG/Rothe ¥ scalar - GLS/Rothe
3 0 D.‘25‘H’ 05 R p|75 3 1 & 0 0.25‘ L 0.5‘ : 0.75 i 1
-0.004398 1.0019643 -0.074214 1.1291407

¥ scalar - USFEM/Rothe
« OO . BN 17 D
-0.088453 1.1431689

Figura 4.16: Patamar em movimento diagonal — Diferentes esquemas estabilizados —
At =0,001
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R
«

scalar - SUPG / Codina TZ scalar - SUPG / EVB

B 078 Db, 078, ] K L TN LI S

-0.075989 1.1268947 -0.0817 1.133416

«

[ scalar - SUPG / Rothe scalar - GLS / Rothe
K 0. 04 08 12 ke o 025 08 078 1
™ i i & bl

-0.25993 1.363063 -0.06385 1.111269

¥ scalar - USFEM / Rothe
7o S i 078l
-0.05102 1.08234

Figura 4.17: Patamar em movimento diagonal — Diferentes esquemas estabilizados —
At =3,5%1075
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4.4.2 Movimento em rotacéo — Disco de Zalesak

O problema do disco rotatério de ZALESAK (1979) tem sido amplamente
empregado para avaliar a preciséo dos solucionadores de problemas advectivos (ELIAS
e COUTINHO, 2007). O problema consiste em um disco entalhado centrado em (50,75)
com raio 15. A ranhura tem uma largura de 5, e um comprimento de 25. O campo de

velocidades rotacional constante é dado por:

u, = (r/314)(50 — y) (131)

u, = (r/314)(x — 50) (132)

o disco completa uma revolucéo a cada 628 unidades de tempo.

Na Figura 4.18: a) tem-se a malha de elementos finitos com 5.287 nds e 10.304
elementos triangulares lineares e a condi¢cdo inicial do experimento. Foi feito o
experimento para um At = 0,01. Nas Figura 4.18: b) c) e d) se apresentam os resultados
para 0 passo de tempo final para as formulacdes estabilizadas de elementos finitos
USFEM-Rothe, SUPG e SUPG+CAU. O parametro de estabilizacdo para a formulacao
SUPG e SUPG+CAU é calculado como mostrado na equacdo (49). Observa—se que para
0s esquemas lineares SUPG e USFEM-Rothe, os resultados sdo muito parecidos, ja para
0 esquema nao linear SUPG+CAU ¢ verificada a sobre difusdo que essa formulacéo
impde na solugdo. A linha preta continua é a condigdo inicial, sobreposta para fins

comparativos.
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scalar
025 0.5 0.75

025 75 T 1,

0 1 -0068891 1.119632

a) Malha b) SUPG

scalar
04 06

o] 0.
[RygRT

0 0. .8
NI T

0059499 1.1122596 001345 0064347

¢) USFEM/Rothe d) SUPG + CAU

Figura 4.18: Movimento em rotagdo: Disco de Zalesak
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4.4.3 Disk Stretching

O problema do Disk Stretching proposto em BELL, COLLELA e GLAZ (1989) é
amplamente usado na avaliacdo de esquemas advectivos. O teste causa um escoamento
alongado aplicado em um disco, gerando um filamento fino. O campo de velocidades é

dado por:

u, = g(t)sin(2my)sin?(mx) (133)

u, = —g(t)sin(2mx)sin®(mwy) (134)

onde g(t) = cos(2mt/T) é uma funcdo proposta por LEVESGUE (1996), que permite o
retorno do fluido para seu estado inicial apds um periodo T. Neste trabalho foi adotado
um valor de T=8, seguindo o trabalho de ELIAS e COUTINHO (2007). A malha
computacional foi construida com 22.801 nos e 22.500 elementos em um dominio de
tamanho [0, 1] x [0, 1]. Inicialmente o disco é centrado em (0,5, 0,75) e tem um raio
igual a 0,15. Nas Figura 4.19: a), b) e ¢) sdo apresentadas as solugdes nos passos de
tempo t = 0,0, 4,0 e 8,0. Foi empregado um At = 0,00289 calculado a partir da
condicdo CFL = 1,0 e o menor valor do tamanho caracteristico do elemento, h, como

mostrado na equacdo (123).
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_ [

W1|HT UqFEM/RMhE ( 0.0 scalar - USFEM / Rothe - t = 0.0
0.25 05 075

T o7

a) Passo de tempo inicial, t = 0,0

X scalar - USFEM / Rothe - t = 4.0 & scalar - USFEM / Rothe - t = 4.0
0 025 05 075 1 0 025 05 075 1
i e L]

-0.089 1.14197 -0.08904 1.14197

b) Passo de tempo t =4,0

scalar - USFEM / Rothe - t = 8.0 X scalar - USFEM / Rothe -t = 8.0

0 025 05 075 1 0 025 05 075 1
— PR g G
-0.0747 1.10653 -0.07467 1.10653

c) Passo de tempot = 8,0

Figura 4.19: Disk Stretching
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Para este exemplo, observa-se que a solucdo obtida ndo é muito diferente da
obtida no trabalho de ELIAS e COUTINHO (2007) onde se fez a comparagdo entre
varias formulacgdes, lineares e ndo lineares. Ainda nesse trabalho foi feito um
experimento empregando uma fungdo de truncamento, mas que para os fins praticos

deste trabalho néo é levada em consideragéo.

4.5 Problemas puramente advectivos — Calculo da funcdo distancia:

Level Set

Um problema interessante para se tratar na avaliacdo da formulacéo estabilizada
de elementos finitos USFEM é o de descrever o movimento da interface entre dois
fluidos. Esse fendmeno aparece em problemas de superficie livre quando dois fluidos
interagem, agua/ar, por exemplo. Tem-se desenvolvido varios métodos numéricos na
procura de descrever adequadamente o dito fendmeno. Esses métodos podem se agrupar
em dois tipos: 0s que realizam um seguimento na interface (Interface-Tracking) e os
que capturam a interface propriamente (Interface—capturing) (TEZDUYAR, 2007).

Neste trabalho nos referiremos exclusivamente aos segundos.

Os métodos que capturam a interface empregam uma malha fixa que abarca os
dominios das fases presentes, ndo unicamente as que sdo de interesse no estudo (a fase
liqguida a maioria das vezes) se ndo também a fase gasosa. Os metodos chamados
Volume de Fluido (Volume of Fluid em inglés, ou simplesmente VOF) e Fung¢do de

Nivel (Level Set em inglés, ou LS) sdo os mais amplamente usados.
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Os métodos LS sdo técnicas numéricas empregadas para calcular a posicao de
frentes que se propagam (SETHIAN, 1999, ELIAS, MARTINS e COUTINHO, 2007).
S&o baseados principalmente na adveccdo de uma fungdo que determina uma curva ou
superficie, definida em todo o dominio, e que abarca as fases dos fluidos envolvidos
(geralmente dois) e cujo valor da fungdo é zero na interface entre ambos. Uma das
principais vantagens de usar LS é sua capacidade de tratar eficientemente as mudangas
na topologia e/ou descontinuidades presentes na curva ou superficie (OSHER e
SETHIAN, 1988). A solucdo da equacdo de transporte, que depende de um (pseudo)
tempo, que advecta a funcdo da interface é feita pelo esquema de Rothe, com

apresentado no capitulo anterior.

4.5.1 Formulacéo do problema de Level Set (LS)

O problema da evolucéao da interface pode ser descrito como sendo uma equagéo

de transporte advectivo dependente de um pseudo tempo t (SUSSMAN et al. 1998):

d
% 4879 = sign(9) (4%

_ Ve . (136)
B - |V¢| Slgn(d)O)
P(x,t = 0) = Ppo(x,t) (137)
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onde B é um campo de velocidades conhecido e solenoidal, isto € V- g = 0, que indica
a condicdo de incompressibilidade; ¢ é uma funcéo de nivel, ou Level Set (LS), suave
definida em todo o dominio espacial Q, que inclui as fases dos fluidos envolvidos
(liquida e gasosa) a serem determinadas em cada instante de tempo t € [0, T] e definido

assim:

>0 sex€ (138)
d)(x,t): =0 SexEFI
<0 sexeﬂg

x indica a posicdo espacial aonde a fungdo ¢ avaliada, Q = Q, U Q,,Q, = Q\Q;, 0s
sub—indices [ e g referem-se a fase liquida e gasosa respectivamente e a interface é

definida como: I'; = {x|¢(x, t) = 0}; sign(¢) é a funcdo sinal, dada por:

sign(¢) = 2(He(¢) —1/2) (139)

onde H.(¢) ¢ a funcdo de Heaviside, definida como:

0 sep < —e€ (140)
)1 $ 1  (¢m
H.(¢p) = §[1+z+;sm<?>] sel|lp| <e
1 se¢p >e€

€ € R*é um valor pequeno diretamente relacionado com a espessura da interface, dada
aproximadamente por 2¢/|¢| (BATTAGLIA, STORTI e D’ELIA, 2010). A funcéo
Heaviside € empregada para proporcionar uma variagdo suave da variavel ¢ para

quando |¢| < €, entdo |V¢| = I e garantir uma espessura na interface igual a 2e, pelo
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que a selecdo do valor € deve estar ajustada ao tamanho dos elementos proximos a
. ’ 1 .
interface. Neste trabalho o valor de € é dado como sendo € = Emm{he}, sendo h, o

tamanho do elemento.

4.5.2 Calculo da funcéo distancia empregando o método Level Set (LS)

Apdbs a definicdo do problema, como descrito na secdo anterior, é feita a
discretizacdo temporal e espacial empregando o método USFEM-Rothe, como
apresentado no capitulo anterior. Sdo realizados experimentos numéricos para
demonstrar o desempenho da formulacéo de estabilizacdo USFEM e comparados com a
solucdo encontrada pelo método SUPG incrementado com o operador de captura de
descontinuidades CAU (GALEAO e DO CARMO, 1988), tornando essa formulacao no

linear.

Nos exemplos a seguir, se apresentam diferentes tipos de malha, estruturadas e
ndo estruturadas, em 2D compostas de triangulos lineares. Para todos os experimentos
numeéricos foi empregado um passo de tempo At = 0.0/ e um tempo maximo de
execucao variavel, até atingir o estado estacionario. Como critério para determinar o
estado estacionario, foi empregado o erro relativo da solucéo calculada entre dois passos

de tempo consecutivos

o = ISnsa = sull (142)
5 sl
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onde e, € 0 erro relativo, s,., € s, sao as solu¢des encontradas nos passos de tempo
n + 1 e n respectivamente. Para todos 0s experimentos numéricos é considerado que foi

alcancado o estado estacionario quando se verifica que: eq; < 1,0E712,

Como caso geral, para os diferentes tipos de malha empregados nos
experimentos numeéricos, um tamanho de passo de tempo maior do que 0 proposto

resultaria em uma condicdo CFL > 1,0, perdendo precisdo nos resultados.

4.5.3 Calculo da funcéo distancia para um quadrado

Este experimento consiste de um quadrado centrado em (0,5,0,5) em uma
malha de elementos finitos estruturada, composta de 3.200 elementos triangulares
lineares e 1.681 nds. O dominio tem dimensdes [7,0 x 1,0] e o quadrado interno séo de
[0,25 x 0,25]. A parte interna no quadrado apresenta o valor de ¢ = —1, a parte externa

apresenta o valor de ¢ = +1 e a interface ¢ = 0.

Observa—se que a solucdo obtida com a formulacdo estabilizada de elementos
finitos USFEM, consegue um melhor resultado, uma vez que a solucdo se apresenta
mais suave, comparada com as outras duas solucBes obtidas empregando o esquema
linear SUPG e 0 esquema estabilizado ndo-linear SUPG+CAU. Observa-se a presenca

de um salto dado pelas solu¢des SUPG no nivel zero.
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—USFEM-Rothe
—S8UPG
---- SUPG-CAU

04 0’6 0% 1

b) Solucéo final (planta) c) solucéo final (corte)
Figura 4.20: Funcéo distancia para um quadrado

4.5.4 Célculo da funcao distancia para um circulo

Neste experimento € apresentado um circulo centrado em (0,5, 0,75) e de raio
0,15, numa malha de elementos finitos ndo estruturada com 45.667 nds e 90.532
elementos triangulares lineares. Ndo se apresenta uma figura com a malha devido ao
fato desta ser muito densa e ndo seria possivel distinguir os elementos nela. O dominio é

representado por um quadrado de [1,0 x 1,0] e da mesma forma que no experimento
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anterior, a parte interna do circulo tem um valor de ¢ = —1, a parte externa apresenta

o valor de ¢ = +1 e a interface ¢ = 0.

Na Figura 4.21: é apresentado o resultado da funcéo distancia para o circulo e
uma elevacdo dos valores da distancia, comparando as formulacdes de elementos finitos
estabilizados USFEM/Rothe e SUPG, que séo lineares, e a formulacdo estabilizada

SUPG+CAU, que é ndo linear.

— USFEM-Rothe
—SUPG
--- SUPG-CAU

02 04 0% 08

Figura 4.21: Fungdo distancia para um circulo

Neste exemplo se observa que todas as formulagdes atingem quase um mesmo
resultado, e o salto mostrado no nivel zero pelas solu¢cbes SUPG no exemplo anterior

ndo esta mais presente.
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Capitulo5 - Conclusdes e Trabalhos

Futuros

5.1 Conclusdes

Neste trabalho foram abordadas e validadas as formulagdes estabilizadas de
elementos finitos SUPG, GLS, SGS e USFEM para a equacdo de adveccao—difusdo—
reacao tanto para problemas estacionarios quanto dependentes do tempo, e apresentados
varias formas de calcular o parametro de estabilizacdo. Foram empregados dois
esquemas de integracdo no tempo: o esquema semi—discreto da regra trapezoidal, que
discretiza primeiro a dimenséo espacial e em seguida a temporal e o esquema de Rothe,
que emprega uma abordagem contréria, primeiro discretizando no tempo e depois no

espaco.

Foram tratados aspectos numéricos e matematicos das diferentes familias de
equacOes diferenciais em derivadas parciais e colocada a questdo da necessidade de se
ter métodos numéricos robustos que consigam lidar com as aproximacdes realizadas na
discretizacdo espagco-temporal dessas equacOes. Foi estudada a classificacdo das
equac0es diferenciais parciais e abordados 0s conceitos de consisténcia, convergéncia e
estabilidade, aspectos que qualquer esquema numérico deve levar em consideracdo na
hora de se candidatar para resolver um problema numérico, para finalmente chegar ao
conceito de monotonicidade, que indica um critério para levar em consideracdo o
surgimento de picos e depressdes além dos valores que deveriam ser os fisicamente

corretos.
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No terceiro capitulo sdo apresentadas as formulagdes estabilizadas de
elementos finitos SUPG, GLS e USFEM sendo discretizadas no espago e no tempo de
duas formas. Uma primeira forma, é a formulacdo semi—discreta do método das linhas,
discretizando primeiro no espaco e em seguida no tempo, e uma segunda forma é
empregando o método de Rothe, ou método transversal das linhas, discretizando
primeiro no tempo e em seguida no espaco. Com a segunda forma de discretizacdo, se
chega a um problema estacionario, resolvendo—se um sistema de equacdes diferenciais
parciais para cada passo de tempo. E proposta esta segunda forma para estudar a
dificuldade em estabilizar problemas transientes utilizando formulagdes semi—discretas
com pequenos passos de tempo. A reducdo do passo de tempo tem um efeito na
ampliacdo do termo reativo comparado ao difusivo e como visto nos exemplos, a perda

de estabilizag&o quando ele tende a zero.

Para cada um dos esquemas estabilizados vistos, existe um parametro de
estabilizacdo 7 associado. Foram estudados os parametros propostos nos trabalhos de
BROOKS e HUGHES (1982), SHAKIB (1988), CODINA(1998), TEZDUYAR e
OSAWA (2000) e FRANCA e VALENTIN(2000), e determinado que, excetuando o
ultimo, todos eles podem ser expressos numa Unica expressao geral dada pelo esquema

Element Vector Based, EVB, proposto por TEZDUYAR e OSAWA (2000).

Foram realizados experimentos numéricos que permitiram avaliar o
comportamento das solucbes obtidas com as formulagcbes estabilizadas de elementos
finitos frente a situacgdes criticas, como a presenca de fortes gradientes. Experimentos
numéricos de diferentes casos permitiram ganhar experiéncia no entendimento de por

que o surgimento dessas oscilacfes e a forma de serem controladas.
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Foi possivel comparar as formulagBes apresentadas para vérios tipos de
problemas, tanto em estado estacionario quanto transiente em 1D e 2D. Foram
apresentados problemas que na literatura apresentam grandes oscilagfes devidas aos

fortes gradientes presentes na solugao.

De forma geral, 0 melhor comportamento apresentado foi quando empregado o
método USFEM-Rothe para pequenos passos de tempo com o uso do parametro de
estabilizacdo apropriado para essa formulacdo, dado por FRANCA e VALENTIN
(2000). Foi observado experimentalmente o resultado obtido teoricamente que mostra
um limite superior do parametro de estabilizacdo quando o tamanho do passo de tempo
€ muito pequeno. Situacdo contréria foi comprovada para 0s outros tipos de parametros
de estabilizacdo empregados, que perdiam a propriedade de estabilizagcdo para essa

condicgéo de tamanhos de passo de tempo pequenos.

No altimo experimento numérico é realizado o célculo da fungdo distancia em
problemas de captura de interface empregando o método Level-Set. Se aprecia que a
melhor resposta € obtida quando utilizado o método estabilizado de elementos finitos

USFEM-Rothe.

Ao utilizar o esquema de estabilizaggo USFEM-Rothe para a equacdo de
Adveccao-Difusdo—Reacdo, é mostrada uma nova formulagdo de alto interesse tedrico e

pratico para continuar sendo desenvolvida em outras aplicagcdes em trabalhos futuros.
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5.2 Trabalhos futuros

Com tudo, o que foi visto no trabalho, se propde continuar pesquisando o
esquema USEM/Rothe como uma alternativa viavel na resolucdo de problemas
dependentes do tempo e para pequenos passos de tempo, onde as formula¢Ges semi—

discretas classicas ndo conseguem atingir resultados satisfatorios.

Ampliar a formulacdo para um esquema ndo linear de captura de
descontinuidades, estudando um pardmetro de captura de descontinuidades apropriado a

formulacdo USEM/Rothe.

Ampliar a formulagéo para resolver problemas 3D e implementar um esquema
de paralelizacdo do cddigo para poder realizar simulagdes mais complexas, com um
maior ndmero de ndés, elementos e diferentes tipos de configuracbes de malha,

condigdes de contorno e iniciais.

Utilizar a formulacdo USFEM-Rothe para outros tipos de equacdes que
envolvem outros problemas da fisica e determinar a viabilidade da sua implementacao

computacional e numérica e seu desempenho.

Estudar a viabilidade de programar a formulacdo USFEM/Rothe em um codigo

para resolucdo das equacOes de Navier—Stokes e escoamento em meios porosos.

99



Referéncias Bibliograficas

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

AMORIM, R.B., COUTINHO, A.L.G.A., “Non Symmetric CG-Like Schemes for
the Element-by-Element Solution of Finite Element Equations”, In: V Encontro
Nacional de Ciéncias Térmicas, Vol. 1, pp. 309 311, S&o Paulo, SP, Brasil,

1994.

ASENSIO, M.I., RUSSO, A., Stabilized finite elements with Matlab. In: Istituto

di Analisi Numerica, vol. 1274. CNR, Pavia Pub. Italia, 2002.

ASENSIO, M.I., AYUSO, B., SANGALLI, G. “Coupling stabilized finite element
methods with finite difference time integration for advection—diffusion—reaction

problems”, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 196:3475-3491, 2007.

BAIOCCHI, C., BREZZI, F. ¢ FRANCA, L.P., “Virtual bubbles and the
Galerkin-least-squares method”, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 105:125-141,

1993.

BATTAGLIA, L., STORTL M.A., D’ELIA, J., “Bounded renormalization with

continuous penalization for level set interface-capturing methods”, Int. J. Numer.

Methods Engrg. 84(7):830-848, 2010

BELL, J., COLLELA, P. e GLAZ, H., “A second-order projection method for the
incompressible Navier—Stokes equations”, Journal of Computational Physics.

85:257-283, 1989.

100



[7] BORIS J. P. BOOK D. L. “Flux-corrected transport. 1. SHASTA, A fluid
transport algorithm that works”, Journal of Computational Physics. 11: 38-69,

1973.

[8] BREZZI, F., BRISTEAU, M.O., FRANCA, L.P., MALLET M. ¢ G. ROGE, “A
relationship between stabilized finite element methods and the Galerkin method

with bubble functions”, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 96:117-129, 1992.

[9] BREZZI, F., FRANCA, LP., HUGHES, T. I. R, ¢ A. RUSSO, “b = [ g”,

Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 145:129-339, 1997.

[10] BROOKS, A.N., HUGHES, T.J.R., “Streamline Upwind/Petrov—Galerkin
formulations for convection dominated flows with particular emphasis on the
incompressible Navier—Stokes equations”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.,

32:199-259, 1982.

[11] CAMATA, J.J., HENAO, C.A.A., COUTINHO, A.L.G.A., “Reduced Integration
with Hourglass Stailization for Bi-linear Quadrlilateral Elements in LibMesh”. In:

V National Congress in Mechanical Engineering, 2008.

[12] Computational ~ Science  Education  Project, 1996, Disponivel em:

http://www.phy.ornl.gov/csep/. Acesso em: 8 de marco, 2011, 16:20:15.

[13] CHRISTIE, I., GRIFFITHS, D., e O. ZIENKIEWICZ, “Finite element methods
for second order differential equations with significant first derivatives”. Int. J.

Numer. Methods Engrg. 10:1389-1396, 1976.

101



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

CODINA, R. “Comparison of some finite element methods for solving the
diffusion—convection-reaction equation”, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg.

156:185-210, 1998.

CODINA, R. “On stabilized finite element methods for linear systems of
convection—diffusion-reaction equations”, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg.

188:61-88, 2000.

CODINA, R. “Stabilized finite element method for generalized stationary

incompressible flows”, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 190:2681-2706, 2001.

DATE, S., 2005, Introduction to Computational Fluid Dynamics, Cambridge

University Press.

DE SAMPAIO, P.A.B., HALLAK , P.H., COUTINHO, A.L.G.A., PFEIL, M.S,,
“A Stabilized finite element procedure for Turbulent fluid—structure interaction
using adaptive time—step refinement”, Int. J. Numer. Meth. Fluids. 44:673-693,

2004.

DE SAMPAIO, P.AB., “A finite element formulation for transient

incompressible viscous flows stabilized by local time—steps”, Comput. Methods

Appl. Mech. Engrg. 194:2095-2108, 2005.

DE SAMPAIO, P.A.B., “A stabilized finite element method for incompressible

flow and heat transfer: A natural derivation based on the use of local time—steps”,

Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 195:6177-6190, 2006.

102



[21]DONEA, J. “A Taylor—Galerkin method for convection transport problems”, Int.

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

J. Numer. Methods Engrg. 20:101-119, 1984.

DONEA, J., HUERTA, A., 2003, Finite Element Methods for Flow Problems,

John Wiley & Sons.

DOUGLAS, J., WANG, J. “An absolutely Stabilized Finite Element Method for

the Stokes Problem”, Math. Comput. 52:495-508, 1989.

ELIAS, R.N., COUTINHO, A. L. G. A., “Stabilized edge—based finite element

simulation of free—surface flow”, Int. J. Numer. Meth. Fluids. 54:965-993, 2007.

ELIAS, R. N., MARTINS, M. A. D., COUTINHO, A. L. G. A., “Simple finite
element-based computation of distance functions in unstructured grids”, Int. J.

Numer. Meth. Engrg. 72(9):1095-1110, 2007.

ELIAS, R.N., 2007, Estruturas De Dados Por Arestas Para A Simulacéo Paralela
De Escoamentos Incompressiveis Pelo Método Estabilizado De Elementos

Finitos, Tese de Doutorado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

FELIPPA, C.A. 2010, Introduction to Finite Element Method. Virtual Book.
Disponivel em:
http://www.colorado.edu/engineering/CAS/courses.d/IFEM.d/Home.html. Acesso

em 26 de Julho de 2011, 19:12:32.

FLETCHER, C.A.J., 1992, Computational Techniques for Fluid Flows. Vols. 1

and 2. Ed. Heidelberg, Springer — Verlag.

103



[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

FORTUNA, A. de O., 2000, Técnicas Computacionais para a Dinamica dos

Fluidos, Editora da Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, Brasil.

FRANCA, L. P.,, HAUKE, G., e MASUD, A. “Stabilized Finite Element
Methods” In: FRANCA, L. P. (Ed.) Finite Element Methods: 1970’s And Beyond,

CIMNE, Barcelona, Spain, 2003

FRANCA, L. P., VALENTIN, F. “On an improved unusual stabilized finite

element method for the advective—reactive—diffusive equation”. Comput. Methods

Appl. Mech. Engrg. 190:1785-1800, 2000.

FRANCA, L. P., FARHAT, C. “Anti-stabilizing effects of bubble functions”, In:
Proceedings of Third World Congress on Computational Mechanics,
Extended Abstracts of Lectures, vol. 2, pp. 1452-1453, Chiba, Japan, Ago.

1994,

FRANCA, L. P., FARHAT, C. “Bubble functions prompt unusual stabilized finite

element methods”. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 123:299-308, 1995.

FRANCA, L. P., FREY, S. L. e HUGHES, T. J. R. “Stabilized finite element
methods: I. application to the advective-diffusive model”, Comput. Methods Appl.

Mech. Engrg., 95:253-276, 1992.

GALEAOQ, A.C., DO CARMO, E.G., “A consistent approximate Upwind Petrov-
Galerkin method for convection-dominated Problems”. Comput. Methods Appl.

Mech. Engrg. 68:83-95, 1988.

104



[36]GODUNOV, S.K. “Finite difference method for numerical computation of
discontinuous solutions of the equations of fluid dynamics”. Mat. Shornic,

47:271-306, 1959. (in Russian).

[37] GRESHO, P.M., SANI, R.L., 1998, Incompressible flow and the finite element

method, Wiley.

[38] HARARI, 1., HAUKE, G. “Semidiscrete formulations for transient transport at
small time steps”, International Journal for Numerical Methods in fluids. 54:731—

743, 2007.

[39] HARARI, 1., “Stability of semidiscrete formulations for parabolic problems at

small time steps”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 193:1491-1516, 2004.

[40] HAUKE, G., GARCIA-OLIVARES, A. “Variational subgrid scale formulations
for the advection—diffusion—reaction equation”, Comput. Methods Appl. Mech.

Engrg., 190:6847-6865, 2001.

[41] HAUKE, G. “A simple subgrid scale stabilized method for the advection—
diffusion—reaction equation”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 191:2925-

2947, 2002.

[42] HAUKE, G., SANGALLI, G., DOWEIDAR, M. H. “Combining Adjoint
Stabilized Methods for the Advection—Diffusion—Reaction Problem”,

Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 17:305-326, 2007.

105



[43] HENAO C.AA., 2004, Um estudo sobre operadores de captura de
descontinuidades para problemas de transporte advectivos, Dissertacdo de

Mestrado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

[44] HENAO C.A.A., FRANCA, L.P., COUTINHO, A.L.G.A., “A stabilized method

for transient transport equation”, Computational Mechanics, 46:199-204, 2010.

[45] HUGHES, T.J.R., BROOKS, A.N., “A multidimensional upwind scheme with no
crosswind diffusion”. Finite Element Method for Convection Dominated Flows

(ASME). 34:19-35, 1979.

[46] HUGHES, T.J.R., 1987, The Finite Element Method — Linear Static and Dynamic

Finite Element Analysis, Englewood Cliffs, NJ, Prentice-Hall.

[47] HUGHES, T.J.R., FRANCA, L.P., ¢ HULBERT, G., “A new finite element
formulation for computational fluid dynamics: VIII. The Galerkin/least—squares
method for advective diffusive equations. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.,

73:173-189, 1989.

[48] HUGHES, T.J.R., “Multiscale phenomena: Green’s function, the Dirichlet—to—
Neumann formulation, subgrid scale models, bubbles and the origins of stabilized

formulations”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 127:387-401, 1995.

[49] HUGHES, T.J.R., FEIJOO, G.R., MAZZEI, L. e QUINCY, J.B., “The Variational
Multiscale Method: A Paradigm for Computational Mechanics”, Comput.

Methods Appl. Mech. Engrg., 166:3-24, 1998.

106



[S0JHUNDSDORFER, W., VERWER, J.,, G., Numerical Solution of Time-
Dependent Advection-Diffusion—Reactions Equations. USA, Springer Verlag,

20083.

[51] IKEDA, T., “Maximum principle in finite element models for convection—
diffusion phenomena”, In: Lecture Notes in Numerical and Applied Analysis, v. 4,

Mathematics Studies 76, North Holland, 1983.

[52] JOHN, V., NOVO, J., “Error analysis of the supg finite element discretization of
evolutionary convection—diffusion—reaction equations”, SIAM J. Numer. Anal, 49

(3) : 1149-1176, 2011,

[53] KRAFT, R.A., 2010, Uma contribuicdo a andlise por elementos finitos de
problemas acoplados de escoamentos viscosos incompressiveis com transferéncia

de calor, Tese de Doutorado, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

[54] KOLEVA, M.N., “Comparison of a Rothe-Two Grid Method and Other
Numerical Schemes for Solving Semilinear Parabolic Equations”, In: Lect. Notes

in Comp. Sci., SPRINGER—Verlag Heidelberg, 2401:352-360, 2005.

[55] KUZMIN, D., 2010, A Guide to Numerical Methods for Transport Equation.
Virtual Book. Disponivel em: http://www.mathematik.uni-

dortmund.de/~kuzmin/Transport.pdf. Acesso em 13 de fevereiro 2011, 11:21:23.

[56] KUZMIN, D., 2009, “Explicit and implicit FEM—FCT algorithms with flux

linearization”, J. Comput.Phys. v. 228, pp. 2517 — 2534.

107



[57] LEVEQUE, R. J., 1992, Numerical Methods for Conservation Laws. In:

Lectures in Mathematics. ETH Zirich. Birkhause.

[58] LEVEQUE, R. J., 2004, Finite Volume Methods for Hyperbolic Problems. In:

Cambridge texts in Applied Mechanics. Cambridge University Press.

[59] LEVESGUE, R., “High-resolution conservative algorithms for advection in

incompressible flow”, SIAM Jornal on Numerical Analysis, 33:627-665, 1996.

[60] LIBMESH. “http://libmesh.sourceforge.net/”, Acesso em 10 de agosto 2008,

09:15:11.

[61] LOHNER, R., 2008, Applied Computational Fluid Dynamics Techniques: An

Introduction Based on Finite Element Methods. 2 ed. John Wiley & Sons, Ltd.

[62] MOLLER, M., 2008, Adaptive High Resolution Finite Element Schemes, Ph.D.

thesis, Technischen Universitat Dortmund, Deutschland.

[63] ONATE, E., MANZAN, M., Stabilization Techniques for Finite Element Analysis
of Convection — Diffusion Problems. CIMNE Publication No. 183. 2000.
Disponivel em: http://www.cimne.upc.es/eo/publicaciones/files/P1183.pdf.

Acesso em: 03 de agosto 2011, 20:13:45.

[64] Osher S., Sethian J.A. “Fronts propagating with curvature—dependent speed:

Algorithms based on Hamilton-Jacobi formulations”. J. Comput.Phys. 79(1):12—

49, 1988.

108



[65]QUARTERONI, A., VALLI, A., 1994, Numerical Approximation of Partial

Differential Equations, Springer Verlag.

[66] RAMOS, J.I. “Numerical methods for nonlinear second—order hyperbolic partial
differential equations. 1l — Rothe’s techniques for 1-D problems”. Applied

Mathematics and Computation, 190:804-832, 2007.

[67] ROTHE, E. “Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben als Grenzfall
eindimensionaler Randwertaufgaben”. Mathematishe Annalen, 102:650-670,

1930.

[68] SAAD, Y., SCHULTZ, M. H., “GMRES: Generalized Minimal Residual
Algorithm for Solving Non-Symmetric Systems”. SIAM Journal of Scientific and

Statistical Computing, 7:856-869, 1996.

[69] SETHIAN, J.A., Fast Marching Methods. SIAM Review. 41(2): 199 — 235, 1999.

[70] SCHEMANN, M., BORNEMANN, F. “An adaptive Rothe method for the wave

equation”, Comput. Visual Sci. 1:137-144, 1998.

[71] SHAKIB, F., 1988, Finite element analysis of the compressible Euler and Navier-

Stokes equations, Ph.D. thesis, Stanford University, Palo Alto, California, USA.

[72] SOUZA, D.A.F., 2002, Algoritmo adaptativo implicito/explicito por arestas para
solugdo de problemas de transporte tridimensionais, Dissertacdo de Mestrado,

COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

109



[73] Sussman M, Fatemi E, Smereka P, Osher S “An improved Level Set method for

incompressible two—phase flows”. Computers & Fluids, 27(5-6):663—680, 1998.

[74] TEZDUYAR, T.E., PARK, Y.J. “Discontinuity — Capturing finite element
formulations for nonlinear convection—diffusion—reaction equations”, Comput.

Methods Appl. Mech. Engrg., 59:307-325, 1986.

[75] TEZDUYAR, T.E., “Stabilized fInite element formulations for incompressible

flow computations”, Adv. Appl. Mech. 28:1-44, 1991.

[76] TEZDUYAR, T.E., BEHR, M., LIOU, J. “A new strategy for finite element
computations involving moving boundaries and interfaces — The deforming—
spatial-domain/space-time procedure: |. The concept and the preliminary

numerical tests”, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 94:339-351, 1992.

[77] TEZDUYAR, T. E., Finite Elements In Fluids: Lecture Notes of the Short Course
on Finite Elements in Fluids, Computational Mechanics Division — Vol. 99-77,

Japan Society of Mechanical Engineers, Tokyo, Japan, 1999.

[78] TEZDUYAR, T.E., OSAWA, Y. “Finite element stabilization parameters
computed from element matrices and vectors”, Comput. Methods Appl. Mech.

Engrg. 190:411-430, 2000.

[79] TEZDUYAR, “Finite elements in fluids: Stabilized formulations and moving

boundaries and interfaces”, Computers & Fluids. 36:191-206, 2007.

[80] TORO. E. F., 1999, Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid

Dynamics, A Practical Introduction. Springer Verlag.

110



[B1]JVERSTEEG, H.K., MALALASEKERA, W., 1995, An Introduction to

Computational Fluid Dynamics. 1st ed. Longman Scientific & Technical.

[82] YABE T, XIAO F., “Description of complex and sharp interface with fixed grids
in incompressible and compressible fluid”. Computers and Mathematics with

Applications. 29(1):15-25, 1995.

[83] ZALESAK, S.T., “Fully multidimensional Flux—corrected transport algorithms

for fluids” Journal of Computational Physycs. 31:335-362, 1979.

[84] ZIENKIEWICZ, O., TAYLOR. R., ZHU, J.Z., 2005, The Finite Element Method:

Its Basis and Fundamentals. 6 ed. Elsevier Butterworth—Heinemann.

[85] ZIENKIEWICZ, O., TAYLOR. R., 2005, The Finite Element Method for Solids

and Structural Mechanics. 6 ed. Elsevier Butterworth—Heinemann.

[86] ZIENKIEWICZ, O., TAYLOR. R., NITHIARASU, P., 2005, The Finite Element

Method for Fluid Dynamics. 6 ed. Elsevier Butterworth—Heinemann.

[87] ZIENKIEWICZ, O., GALLAGHER, R. ¢ HOOD. P., “Newtonian and non—
Newtonian viscous impompressible flow. Temperature induced flows and finite
elements solutions”. In: The Mathematics of Finite Elements and Applications.

Ed. Academic Press, pp 1-650, 1975.

[88] ZIENKIEWICZ, O., HEINRICH, J., HUYAKORN, P., ¢ MITCHEL, A., “An
upwind finite element scheme for two dimensional convective transport
equations”. International Journal for Numerical Methods in Engineering. 11:131—

144, 1977.

111



[89] ZIENKIEWICZ, O., CODINA, R., “A general algorithm for compressible and
incompressible flow. Part I: The split, characteristic based scheme”, Int. J. Numer.

Methods Fluids, 20:869-885, 1995.

112



