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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ comodpartequisitos necessarios
para a obtencéo do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc
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ELEMENTOS DE CONTORNO

Newton Jorge Munareto Zambrozuski
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Orientador: Webe Jodao Mansur
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O presente trabalho apresenta uma solucdo de prablele difusdo linear
transiente utilizando o Método dos Elementos det@on (MEC) e o Método de
Aproximacado Explicita de Green com o MEC (MAEG-MEQD) MEC nesta
formulacdo considera que em cada ponto do contérmmnhecido um valor de
potencial ou um valor de fluxo ao longo do tempm\&lor do potencial inicial em um
ou mais pontos dentro do dominio. A aproximacaarg#nca usa elementos lineares e
nés duplos nos pontos especiais. A aproximacaempd € realizada com uma funcao
constante unitaria. A presenca da integral do dmmé@ mantida na equacéo tornando
obrigatorio a discretizacdo do dominio em célulaernas, sendo adotadas células
triangulares. O processo de marcha no tempo conE@ ldode iniciar com valores
diferentes de zero. Foi desenvolvido o procedimedatdMAEG com o uso do MEC e
seus resultados foram comparados com o MEC e clugpdss analiticas.
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APPROACH METHOD AND THE BOUNDARY ELEMENT METHOD
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This work presents a solution of linear transieifitudion problems using the
Boundary Element Method (BEM) and the Explicit Grepproch Method with BEM
(ExGAM-BEM). The BEM in this formulation considethat at each point of the
boundary it is known the potential or the flux rajahe time and the value of the initial
potential at one or more points inside of the domahe BEM approach uses linear
elements and double nodes at special points. Thwoagh in the time it is
accomplished with an unitary constant function. phesence of the domain integral in
this formulation is maintained turning it obligagathe discretization of the domain in
internal cells, being adopted triangular cells. Bhep-time process with the BEM can
start with initial condition different from zeroh€ ExXGAM was developed with the use
of BEM (ExGAM-BEM) and results were compared witle® and with analytical

results.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 — IMPORTANCIA DA PESQUISA

Este trabalho tem por finalidade desenvolver feestas computacionais novas
e eficientes que possam auxiliar a modelagem dmmesnto de agua subterranea e do
fluxo de calor com o uso da equacdo da difusdcsiate, ou seja, criar cédigos
computacionais que permitam avaliar quantitativames fendmenos da difusao que

estdo subordinados a varidvel tempo.

1.1.1 — Importancia da exploracdo da 4gua subterré@a

O ser humano depende fundamentalmente da aguanlispem nosso planeta.
Ela existe em seus trés estados fisicos, gelo,rvap@quido, e apresenta variadas
composic¢des quimicas. A quantidade e proporcadpds tle agua disponiveis para o
ser humano foi apresentada por GLEICK (1996) (Teabd.).

Pode-se observar na Figura 1.1, uma sintese giddiceabela 1.1, que a agua
sem utilizacao direta para_o ser huma&nde aproximadamente 99 por cento de toda a
agua existente na Terra (oceanos, mares, baiasageBguas salobras em geral e agua
atmosférica). Vé-se também, grafico (b), que aténmeeda fracdo restante de um por
cento, muito disso esta fora de alcance.

Considerando que a maior parte da agua que é usadaa cotidiana vem de
rios vé-se que o homem s faz uso de uma minugmrgio da agua disponivel.
Ressalta-se que a maior quantidade de agua dogeomiigel para uso humano é
armazenada no solo

A agua na Terra estd em permanente mudanca coné&wicendicdes climaticas

do ambiente onde se encontra. Nos aquiiferos aesgaoa de forma muito lenta quando



comparada ao escoamento superficial ou ao atmosf@orque sofre a resisténcia

imposta pelo solo, sendo que o escoamento sealéstlos vazios interconectados.

Tabela 1.1 - Distribuicdo da agua no ciclo hidraéglobal.

Volume de agua, em Percentagem| Percentagen
Fonte de agua quildmetros cubicog do volume de| do volume
agua total | de agua doce
Oceanos, Mares e Baias 1.338.000.000 96,5 --
Capas e Montanhas de Geloje  24.064.000 1,74 68,7
Neve permanentes
Agua Subterranea Doce 10.530.000 0.76 30,1
Agua Subterranea Salobra 12.870.000 0,94 -
Agua misturada com o solo 16.500 0,001 0,05
Gelo subterraneo e Permafrost 300.000 0,022 0,86
Lagos de Agua doce 91.000 0,007 0,26
Lagos de Agua salobra 85.400 0,006 --
Atmosfera 12.900 0,001 0,04
Pantano 11.470 0,0008 0,03
Rios 2.120 0,0002 0,006
Agua Bioldgica 1.120 0,0001 0,003
Total 1.386.000.000 100,0 100,0
Permafrost = area de terra permanentemente emggaluja superficie derrete no verdo e congela

novamente no outono.



Agua - distribuicdo na Terra

N&o usavel = 99%

Lagos = 0,86% e Rios =0,02%

Figura 1.1 — Gréficos (a) e (b) - Distribuicdo dei@na Terra

A modelagem de escoamento subterraneo tem sidaarapte utilizada para o
planejamento e a gestdo de recursos hidricos. Aseelade da utilizacdo de modelos
para esses fins tem crescido & medida que crestemanda desses recursos. As
formacdes geoldgicas onde € possivel a exploragddgdas subterrdneas é muito
variada e cada vez mais sdo necessarios modeloneajber representem o movimento

dessas aguas.

1.1.2 — Importancia da conducéo de calor em sdlidos

A conducdo de calor é relevante em mdltiplos probke de engenharia que
transcendem o ambito da engenharia mecéanica, amdogtambém as areas das
engenharias quimica, nuclear, metallrgica, eletnotd, civil, aeroespacial, ambiente e
bioengenharia. As questdes concretas que se colacamngenheiro que estuda a
conducéo de calor podem ser muito diversas. Aotitalexemplo, pode citar-se:

O projeto, operagdo e manutencdo de permutadoresalde Este tipo de

equipamento encontra-se, por exemplo, em geradimegpor de centrais térmicas,



fabricas de processos quimicos, instalacdes deciaggr®o de agua, ar condicionado,
refrigeracéo, radiadores de veiculos motorizados, e

Selecéo de isolamentos térmicos para minimizacdax@ade conducéo de calor
em edificios, equipamentos térmicos, etc. Essammzaicdo € geralmente condicionada
por constrangimentos de natureza econdmica, talocontusto do isolamento, e
geomeétrica, tal como a espessura ou 0 volume thmismto.

Controle da temperatura em equipamentos industrrasanicos ou eletrénicos.
O controle da temperatura requer, frequentementeagemperatura de uma superficie
quente ndo ultrapasse um determinado valor crifie pode conduzir a fusdo de um
material ou & deterioracéo da resisténcia mecél@aana estrutura ou equipamento. E
0 caso, por exemplo, do nucleo de um reator nueléar superficie exterior de veiculos
aeroespaciais durante a entrada na atmosferatterres

Problemas de conducdo de calor sdo encontradosodas tos processos
industriais, tais como a producdo de energia e&tiipartir de combustiveis fésseis ou
com base em energias renovaveis (energia solaictgémn fotovoltaica, geotérmica,
biomassa); fornos para producdo de aco, aluminidro,v cimento e materiais
ceramicos; motores de combustdo interna, incluitdtbinas de gas usadas nas
industrias automavel, naval e aeronautica; incohenas usadas na queima de residuos;
sistemas de aquecimento, ar condicionado e refgger A importancia do
conhecimento aprofundado dos processos de condigéamlor e a necessidade de
analisa-los quantitativamente tém-se tornado pssgramente mais importantes com o
avanco tecnoldgico. O progresso nesses conhecimménfmossivel de ser alcancado
devido aos avangos nas técnicas computacionaiseyalacdo dos equipamentos de

informatica disponiveis hoje em dia.

1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A civilizacdo humana, se desenvolvendo nas regidelas ou semi-aridas foi
extremamente dependente dos suprimentos de aguaesno tempo em que o0 homem
aprendeu a domesticar animais, 0 pog¢o tornou-sg agis importante possessao. No
capitulo Génesis da Biblia Sagrada se encontramf@€ncias primordiais da procura

de 4gua, nesse caso, através da escavacdo mamaoagode Os registros arqueologicos



mostram que a tecnologia de construcdo de poc@gue alcancou um alto grau de
sofisticagdo, milhares de anos antes da Era CR&tduras pré-histéricas anteriores a
nossa época de 8000 anos ja sugerem a captac@uae@ pocos. Acredita-se que
antes do ano 1700 da nossa era, haviam sido pdoBielos chineses mais de 10000
pocos, com profundidades de mais de 500 metrosgparaducéo de sal. Embora o uso
desses recursos seja antigo, as leis fisicas qudtigen um estudo cientifico do uso

destas aguas s0 surgiram no século XIX.

A lei de DARCY (1856) tornou possivel uma avaliag@@antitativa dos recursos
hidricos. Mais tarde, DUPUIT (1863) verificou quesnescoamentos de agua
subterranea a declividade da superficie freaticgeglmente muito pequena e o
escoamento pode ser considerado como praticamemntemital. Com isto se reduz uma
dimensdo do problema e a carga hidraulica tornfansgéo apenas das coordenadas
horizontais do meio poroso.

Allen HAZEN (1892) e Charles S. SLICHTER (1898) ydpSEZER, 2009)
contribuiram para o conhecimento da permeabilidiadsolo.

O século seguinte pode ser dividido em duas fas#es e depois da era do
computador moderno, 1970. Na primeira fase podeaentar a criacdo do primeiro
teste de bombas em um aquiifero. Este tem pordad#i bombear agua para dentro do
aquifero e observar o seu rebaixamento em varassl@o longo do tempo. THIEM G.
(1906) deu este primeiro passo e seus trabalh@nderigem a famosa equacéo de
Thiem. Mais tarde o Engenheiro Civil Charles VernbHEIS (1935) publicou a
primeira andlise do teste de bombas transientaadwisua equacdo para fluxo radial
bidimensional (equacao de Theis) com o apoio dematico Clarence RUBIN a partir
da literatura usada em conducéao de calor.

Outro trabalho de destaque € o do Engenheiro dél&ztMorris MUSKAT
(1937) com a publicacdo do artigo “O Fluxo de FbsidHomogéneos por Midia
Porosas”. Outra contribuicdo importante deste perioi a do gedlogo Marion King
HUBBERT logo depois de seu doutoramento, no antod®, quando entdo apresentou
uma deducdo da equacdo experimental de Darcy, te gas equacdes de Navier-
Stokes, considerando elementos liquidos e gasasygdiando desta forma o uso desta
equacdao. Nesta ocasiao introduziu na literatur@ngeito de potencial.

Em 1946, CARSLAW e JAEGER lancaram a primeira ewligé seu classico

livro “Conducao de Calor em Sdlidos” que, apesatrakar de calor, € muito usado pela



comunidade cientifica de aguas subterraneas ptar tla equacdo da difusédo, fator
comum nestas duas areas.

C. E. JACOB (1946), seguidor de Theis, contribuiire outros trabalhos, na
explanacéo das propriedades do armazenamentotieidée dos aquiferos artesianos
e no método semi-logaritmo de analise de testesogiifieros.

No campo dos calculos numéricos aparece o tralddghB. W. STALLMAN
(1956), que representa a primeira tentativa doctadande obter propriedades fisicas
de aquiferos usando suporte de informatica. Elerpotou valores de potenciais
medidos em nos de uma rede de pocos discretizaodifprencas finitas e assumiu
gue os coeficientes de recarga e de armazenantramiacenhecidos e dessa forma pode
simular a distribuicdo de transmissividade na drseretizada.

DE WIEST (1969) apresenta seu trabalho que trattugo em meio poroso que
pode ser considerado um classico.

A segunda fase do século XX, com a popularizagawdgoutador, houve muito
desenvolvimento de modelos numéricos. Um dos proseainodelos numéricos que
simulava o escoamento de agua em meios porosomdaue nao-saturados foi o
trabalho de FREEZE (1971).

BEAR (1972, 1979) apresenta dois livros classiages tyatam da dindmica dos
fluidos em meios porosos e da hidraulica de aguisiesaneas.

TRESCOTT e LARSON (1976) apresentaram um trabathqual comparam a
eficiéncia do método “LSOR” (Line Successive OvdaRation) com 0 método “2DC”
(2-Dimensional Correction) e os iterativos métodddl” (Alternating Direction
Implicit) e “SIP” (Strongly Implicit Procedure) pamresolver equagbes em diferencas
finitas usados para simular diversos reservat&ubserraneos.

Herbert F. WANG e Mary P. ANDERSON (1982) publicaram livro no qual
apresentam modelos de escoamento subterr@neanditizo método das diferencas
finitas (MDF) e o método dos elementos finitos (MEF

HUYAKORN e PINDER (1983) discutiram diversos métsdmmputacionais
para o escoamento subterraneo.

José A. CIRILO e Jayme P. CABRAL (1989) apresentam um livro da
Associagdo Brasileira de Recursos Hidricos um estial escoamento subterraneo e
utiizam os métodos das diferencgas finitas e desnehtos finitos para modelar o

aquifero Beberibe no nordeste brasileiro.



Karlheinz SPITZ e Joanna MORENO (1996) elaboraramguia pratico para
modelagem de aguas subterraneas e transporte demdamentes, abordando em
detalhes conceitos importantes do assunto e engiaara aplicar modelos numéricos e
obter desenhos detalhados dos casos aplicados.

LIU et al. (2000) utiliza uma técnica hibrida numéranalitica que permite
tratar diversas situacbes de modelagem hidrolo¢gemeralized integral transform
technique) (GITT) para resolver equacdes unidinograss de adveccédo e dispersao para
transporte de poluentes em meios porosos. Outabslhios seguiram esta linha tais
como o0s de ROCHA E CRUZ (2001), VASCONCELLOS (2002ASCONCELLOS
et al. (2001) e VASCONCELLOS et al. (2005).

OLIVEIRA (2002) desenvolveu um ferramental de gesté@ aguas subterraneas
no aquifero de Bauru, cidade de S&do José do Rio/BRIBrasil, com 0 uso de um
programa baseado no método dos elementos finitos.

VASCONCELLOS (2008) apresentou uma modelagem pguasasubterraneas
utilizando o método de aproximacao explicita deeBreom o uso do MEF.

OLIVEIRA (2009) apresentou um estudo de contamioagn aguas
subterraneas na cidade de Salvador/Bahia/Brasilaoso do programa MODFLOW,
gue é um programa de dominio publico muito utilzad trabalhos cientificos.

Uma preocupacdo dos Orgdos responséveis pelo gemamto da agua, em
milhares de cidades brasileiras, particularmentguelas metropoles de populacdo
acima de 250.000 habitantes (em torno de 100Y)erske a protecdo e ao uso racional da
agua subterrénea, principalmente no que tange &&s ate recarga dos aquiferos.
Recentemente o Conselho Nacional de Recursos blédrc CNRH, com base na
resolucdo n° 22, de 24 de maio de 2002, estabetkasitizes complementares para a
elaboracdo dos planos de recursos hidricos daasbharograficas, as quais devem
considerar a caracterizagdo dos aquiferos envalyvidem como definir as inter-
relacdes de cada aquifero com os cursos de agedisigis, promovendo assim uma
gestdo integrada das informacdes disponiveis rgs@s hidricos. Para dar suporte a
estas necessidades e obrigacdes as autoridadesajoeatais precisam de um suporte
técnico so possivel com o apoio de engenheirodo@e® e outros profissionais desta
area com conhecimento em modelagem numérico conipng e auxiliado por

equipes de trabalho de campo.



1.3 - OBJETIVO DESTE TRABALHO

A importancia do tema escolhido e a revisdo bibétiga realizada foram as
molas propulsoras do desenvolvimento da presestpiEa de tese.

O objetivo desta pesquisa é apresentar uma nowvgdgohumeérica para a analise
de problemas difusivos transientes utilizando ood@tde aproximacdo explicito de
Green para marcha no tempo e o método dos elenstantorno para a discretizacéo
espacial.

Note-se que esta tese trata 0 problema de escaanentiguas subterraneas e o
problema da conducéo de calor, tendo em vistauaara similar dos fenémenos fisicos
aqui referidos, ambos, regidos pela equacao deatftransiente. Assim, sob todos o0s
pontos de vista, o leitor terd oportunidade de g@othar e avaliar a analogia
estabelecida.

Para aplicar os métodos numéricos tanto para alegmie de fluxo de calor
como para a modelagem de aguas subterraneas fiiletado um corpo bidimensional,

homogéneo, isotropico e cuja condutividade é indégete do potencial.

1.4 — DESENVOLVIMENTO DA TESE

O desenvolvimento da tese é feito em 6 capitulogte®ente capitulo tratou da
importancia do assunto e do objetivo desta pesquisa

O Capitulo 2 apresenta conceitos basicos de agquisierineas que sao
necessarios para entender as aplicacfes realizaalass métodos propostos.

O Capitulo 3 apresenta conceitos basicos de coadigécalor que sdo Uteis
para compreensao do desenvolvimento deste trabalho.

O Capitulo 4 apresenta a formulacdo basica do métlms elementos de
contorno para a equacdo da difusdo em regime éramsiutilizando solugéo
fundamental dependente do tempo. O procedimentaced®e descrito para elementos
lineares e a integracdo no tempo da solucéo funaaine da sua derivada normal sao
feitas numericamente pelo método da quadraduraaidsss O dominio € discretizado
em células triangulares para que seja calculadaintegral de convolugdo no dominio,

permitindo que o0 avanco no tempo possa ser iniadadopotencial nulo ou nao.



O capitulo 5 mostra o procedimento usado para ebseitados com o método
de aproximacao explicita de Green com o uso dodoédos elementos de contorno.

Os trabalhos apresentados nos capitulos anterfasmitem tirar algumas
conclusdes. Estas estdo no Capitulo 6, onde sergeridas possiveis linhas de

trabalhos futuros.



CAPITULO 2

AGUAS SUBTERRANEAS

2.1 — INTRODUCAO

A agua encontrada pelo homem na natureza se reooti@uamente através do
ciclo hidrolégico. Uma parte deste ciclo acontduaixo da superficie terrestre e merece
atencao especial pela quantidade de agua potés&ivpbde ser usada pelo ser humano
para suas diversas finalidades. E conhecendo agtaipvisivel aos olhos humanos que
sera possivel explorar seus tesouros, particulaenmm referéncia aos aquiferos que
hoje sdo considerados ricos patrimonios de cada pai

Para poder explorar essas aguas como também parte-las longe da
contaminagao € preciso conhecer as principais ipagdes do solo, das rochas, e dos
fluidos existentes neste dominio bem como ter g@edi de aplica-las usando métodos
computacionais para simular situacdes possivemcdetecer. Conhecimentos basicos
de hidrogeologia serdo necessarios para reduzioraplexas variaveis da natureza as
variaveis representativas que possam fazer pagguBcoes que simulam o movimento
da agua nos poros dos aquiferos. Um conjunto desgiomais com conhecimentos de
hidrogeologia, programacdo, engenharia e outros peamprecisam se apoiar

mutuamente porque esta exploracdo € muito complexa.

2.2 — CICLO HIDROLOGICO

O ciclo hidrolégico € um fendmeno global de circdla fechada da agua entre a
superficie terrestre e a atmosfera, impulsionasgmdmentalmente pela energia solar
associada a gravidade e a rotagao terrestre (SRAF1993).

Como todo ciclo, o hidrolégico ndo tem principiomé&m, e sua descricdo pode
comecar em qualquer ponto e envolve as trés sigagdssiveis da agua em nosso
planeta: agua na atmosfera, na superficie e n@kul#s Figura 2.1 mostra um esboco

desta descri¢ao.
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CONDENSAGAO

/\;,\\/ CAP. = CAPILARIDADE
%{ ‘ E.S.S. = ESC. SUB SUPERFICIAL
/x\¥/w%, E.S. = ESC. SUPERFICIAL

E.S.L. = EVAP. SUP. LiQ.

\ INF. = INFILTRACAO

v R.S.= RETENGAO SUPERFICIAL
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Figura 2.1 — Ciclo Hidrolégico

A agua que se encontra sobre a superficie terrestrenuito perto dela se
evapora sob o efeito da radiacdo solar e do vént@por de agua, que assim se forma,
se eleva e é transportado em formas de nuvensvpeto até se condensar e cair em
direcéo a terra, sob o efeito da gravidade, emdatenprecipitacdo. Durante seu trajeto
em direcdo a superficie da terra, a agua poderwlgaporar-se ou ser interceptada por
plantas ou construcdes e depois ela flui pela figpeaté os rios ou infiltra-se. A dgua
interceptada e uma parte da agua infiltrada e daque corre por sobre a superficie se
evapora novamente. Da precipitacdo que chega essuma parte se infiltra e outra
chega até os oceanos e outros grandes corpos dea@go represas e lagos. Da agua
infiltrada, uma parte é absorvida pelas plantagstepiormente é transpirada, quase em
sua totalidade, em direcdo da atmosfera e a oatta flui sob a superficie da terra em
direcdo aos rios, aos mares e a outros corposuade ag dirigem-se a areas profundas
do solo para serem armazenadas em reservatorigsrrémeos e mais tarde irdo
aparecer em fontes, rios ou mares. O estudo donmeow® da Agua armazenada nesses

reservatoérios subterraneos é o motivo deste trabalh

2.3 - DISTRIBUICAO DAS AGUAS SUBTERRANEAS

A maior parte das rochas ou solos préximos da fuojgeterrestre sdo formadas

de sdlidos e vazios. Estes vazios, também chama@elgsoros, sdo espacos entre 0s
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graos ou fraturas em rochas densas. Toda a aguaixenda superficie terrestre que
existe dentro destes vazios € chamada de aguarémete Na figura 2.2 podem ser
observadas algumas imagens que representam ag@egidadas abaixo.

Aguas subterraneas ocorrem em duas diferentes .zonas zona, localizada
imediatamente abaixo da superficie terrestre namaailas vezes, contém gases, agua,
ar ou vapor de agua nos espacos vazios. Essa zosfaréla como uma zona nédo
saturada. Também pode ser chamada de zona dé@ewagona vadosa. Essa zona
possui trés zonas. A primeira chamada zona da®srataracteriza-se por uma

quantidade de agua suficiente para manterszionento das plantas e sua dimenséo é

\L /S
-
- \/f N\
L1111} precipitacdo POCO ST
] . ¥
WO ] ZONA DAS RAIZES
o N Agua do solo
infiltracao
L LLL L ZONA [3E ZONA INTERMEDIARIA
5 AERACAO Agua pelicular e gravitacional
percolagéo
ZONA CAPILAR
Agua capilar
S,
capilaridade
gt
7 ZONA 3
DE Agua subterranea ]
SATURACAO Te Pp

Camada impermeéavel
NLF = Nivel do lencol freatico ST = Superficie do Terreno
= Linha de saturacéo

Figura 2.2 — Movimento da agua no subsolo. Tens@b (,), tenséo efetiva

(0.) € presséo dos porag,).

determinada pela profundidade que as raizes datplaonseguem chegar. Esta sujeita
a grandes alterac6es em seu conteudo de agua eé&ofdas processos de infiltracéo,
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transpiracdo das plantas e da evaporacdo. A seguoda abaixo, € a zona
intermediaria e caracteriza-se por uma menor \@iagos niveis de umidade,
geralmente encontrando-se com teores proximos acicigule de campo. A terceira, a
zona capilar, se estende da superficie freaticaatinite de ascensao capilar da agua.
A espessura desta zona depende principalmentestidbuicdo e tamanho dos poros e
da homogeneidade do terreno. Embora esta zonaatej@da ela pertence a zona de
aeracao devido a sua pressao ser inferior a prags@sferica.

A zona néo saturada na maioria das vezes estébtalacima de uma segunda
zona na qual todos os vazios sdo preenchidos com &gsa zona é definida como
zona saturada. As aguas nas zonas saturadas séddagfcomo aguas subterréneas e
séo elas que suprem pocgos e fontes. A linha deasat ou nivel do lencol freatico
constitui-se no contorno entre a zona nao satwamaona saturada. Nela a pressao da
agua é igual a pressao atmosférica. O nivel de @ége@ntrado em pog¢os ndo sujeitos a
bombeamento € o mesmo nivel da agua nao confinadg@ zona € limitada
inferiormente por uma camada impermeavel ou quagermeavel (leito rochoso ou

camada de solo de baixissima permeabilidade).

2.4 — IMPORTANTES PROPRIEDADES HIDROGEOLOGICAS

2.4.1 — Porosidade

Porosidaden é definida como o volume de poros de uma rochsota simples

Vv dividido pelo volume tota¥ de ambos os poros e material sélido. Ou seja,

(2.1)

IR

Quando uma rocha ou solo é inicialmente formadgeksui uma porosidade
inerente que é chamada de porosidade primaria. gestacdes diversas da natureza
podem diminuir ou aumentar. Entretanto, as rocluaiem fraturar e os solos podem

sofrer a acao de raizes, animais e fluidos desbautie forma a criarem uma conhecida
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porosidade secundaria. Entdo, o total de porosidadem aquifero sera a soma das
porosidades primaria e secundéaria. A Figura 2 &rduuma amostra de solo com o0s

elementos que a compdem.

vg | (O AR(GASES) Pg
wl| | 1
Va - AGUA Pa
v P
Vs . SOLIDOS Ps
(@ (b)

Figura 2.3 — (a) Esquema representativo de umatearaes solo e das suas distintas

fases. (b) Diagrama de pesos e volumes da amastala

Se nem todos os poros em uma rocha ou solo est&otados, entdo somente
certa fracdo dos poros ira permitir a passagengda, & essa fracdo é conhecida como
porosidade efetivan, . A porosidade de uma rocha ou solo é determinada
principalmente pelo arranjo dos seus grdaos em uterrdmado volume e pela
uniformidade na distribuicdo dos seus grdos pewjemedios e grandes. Se em um
corpo pequenos graos estao situados nos espagagEts grandes entdo a porosidade
ird ser reduzida abaixo daquela que teria somembeos graos grandes.

Para analisar a porosidade de um solo convém emtdficar a textura dos
solos. Quanto a textura (distribuicdo granulomajrios solos sédo classificados em
grossos e finos. Os solos grossos sédo aquelesuassmais do que 50% dos gréos sao
visiveis a olho nu; sdo as areias e 0s pedregub®solos finos sdo aqueles nos quais
mais do que 50 % das particulas sédo de tal dimega&mao séo visiveis a olho nu; sdo
as argilas e os siltes.

A experiéncia indica que para solos granulares hdominteresse no

conhecimento do tamanho das particulas, vistoalgamas de suas propriedades estao
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relacionadas com 0s mesmos, 0 que nao ocorre csolassfinos.

Em funcdo da distribuicdo granulométrica os solodemn ser bem ou mal
graduados. Os solos que tem seus graos variandppraerantemente, dentro de
pequenos intervalos, sdo considerados solos maiiggas. Em oposicdo, os solos que

tem varios diametros diferentes misturados sdsdmm graduados. Ver Figura 2.4.

AR ]

1,100 -

Solo de graduacdo aberta

Figura 2.4 — Trés tipos de graduacéo de solos.

Algumas definicbes sdo necessarias para tirar nidgdes sobre as curvas
granulométricas: Diametro efetiva),, , € 0 ponto caracteristico da curva
granulométrica para medir a finura do solo, queesmonde ao ponto de 10%, tal que
10% das particulas do solo possuem diametros anésria ele. Da mesma forma que foi
definido o diametrd,,, define-seD;, e Ds,. O Coeficiente de Uniformidadg, é a

relacdo entre os diametros efetiviyg € D;:

Cu = Deo /D10 (2.2)
e o Coeficiente de curvatu€a € dado pela equacao:

__(D3p)?

C.=——2 _
‘ Do + D1o (2.3)

O Coeficiente de Uniformidadg, da uma idéia da distribuicdo do tamanho das

particulas do solo; valores proximos de um indicammva granulométrica quase
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vertical, com os diametros variando em um interyaégueno, enquanto que, para
valores maiores a curva granulométrica ird se abate aumentando o intervalo de
variagcédo dos diametros, tornando a porosidade menor

A representacdo da curva granulométrica em papei-legaritmo apresenta
vantagens, pois 0s solos cdly, aproximadamente iguais, serdo representados por
curvas paralelas. Os solos que apresentgm< 5 sao denominados uniformes; e com
C, > 15 desuniformes. Para valores dg entre 5 e 15 sdo denominados de
medianamente uniformes.

A experiéncia mostra que para um solo ser bem gdagw valor do coeficiente
de curvatura, devera estar entre 1 e 3. Neste caso havera umaisibuicdo de
particulas, de forma que os espacos deixados paftisulas maiores sejam ocupados

pelas menores, causando porosidades menores.

Tabela 2.1 — Importantes propriedades fisicas ceae solos.

Litologia Porosidade Condutividade | Compressibilidade

% hidraulica [cm/s 2
(%) [ | ﬂ[%louPa‘l

N&ao consolidados

Cascalho 25-40| 1072 - 102 1078 — 10710
Areia 25-50 107 -1 1077 — 107°
Silte 35-50 1077 — 1073 N&o ha
Argila 40-70 | 1071 - 1077 1076 — 1078
Sedimentos glaciais 10-20 1071°— 107* 1076 — 1078
Consolidados

Basalto fraturado 5-50 1075 -1 1078 — 10710
Calcério carstico 5-50 107% - 10 N&o aplicavel
Arenito 5-30 1078 - 107* 1071 — 10710
Calcério, dolomita 0-20 | 1077 - 107* < 10710
Xisto 0-10 10711 — 1077 1077 — 1078
Rocha cristalina fraturada 0-10| 1077 — 1072 10710
Rocha cristalina densa 0-5| 1072 - 1078 107% — 10711

Fonte: LEAP, 1999, TABELA 1.3

16



A razao de vazio®, usado em mecanica dos solos, é definida como

_ % 2.4
€=y (2.4)
ondeV; é o volume de sdlidos, tal que
= ! 2.5
"Ta+1/0 (2:5)

2.4.2 — Umidade do solo

A umidade do sol® pode ser medida e descrita por tomadas de peste ou

volume de amostras de solo ou rocha. A equacamgttica €
Fa
0, =— 2.

ondeP, € 0 peso da agua contido na amostPge peso seco dos solidos contidos na
amostra. Embora esta definicdo seja util, normalenandefinicdo volumétrica é mais

usada

e—Va 2.7
a7 (2.7)

ondeV, é o volume da agua contido na amostrg é& o volume seco dos solidos

contidos na amostra. O teor em agua da amasérdado em percentagem

w(%) = -2 - 100 (2.8)

SIS

As variaveis contidas nas equacdes (2.6 - 2.9peagtdficamente representadas na

Figura 2.3. Outros indices relacionados a umidadearazao de saturacao
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(2.9)

o
|
SIS

ondeV, é o volume de vazios e 0 grau de saturacdo quazia de saturacdo dado em

percentagem

Va
s(%) = 77 100 (2.10)
v

2.4.3 — Capilaridade

A forca de capilaridade é um elemento importantenmyimento da agua em
materiais ndo saturados. A agua € atraida pareios golidos por adesdo. Um exemplo
simples € a agua subindo em um canudo de refriger@m uma altura capilag e um
pequeno raio (Figura 2.5):

_ 20 cosa

h.=— 2.11
== (2.11)

ondec é a tensado de superficie da agua756 N/m a0°C), y, € o peso especifico da

agua 9,805kN /m3 a0 °C) ea = 0° para a agua.

2r

PA

Nz

—a— NNy A
hc < P<PA
P = Pressao
A = Atmosférica
— “— PA
P> PA

Figura 2.5 — Capilaridade da agua em um tubo &stleiraio r.
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MAVIS e TSUI (1939), apud LEAP (1999), desenvolvera seguinte equacgao

para estimar a altura de capilaridade subindo dimetros no solo:

h, = (2) [(1 - ")]2/3 2.12)

dy n

ondedy € a média harmbénica dos didmetros dos grdos emmehibs en € a
porosidade.

A elevacao capilar em pedregulhos grossos podedsee alguns milimetros,
mas em argilas podem chegar até trés ou quatramsnete acordo com DAVIS e DE
WIEST (1966) e LOHMAN(1972), citados por LEAP (1999

Na zona das raizes ha uma disputa natural por égtre as forcas de
capilaridade do solo e as forcas de succao osmedles raizes das plantas. A umidade
do solo, na qual as for¢cas de capilaridade do swltam-se maiores que as forcas
osmaticas, é conhecida como ponto de murchamesttoéj a umidade do solo na qual
as plantas cessam de receber agua e murcham. Bsete pm areias € de
aproximadamente 5% enquanto em argilas € de 283@(B&DA, 1955, apud LEAP
(1999)).

2.4.4 — Compressibilidade da 4gua
A agua é quase incompressivel, mas deve-se levaroata esta propriedade
principalmente quando se trata de estudar granolesnes de agua. Em condi¢cdes de

temperatura e massa constantes, DOMENICO e SCHWARDAO0), apud LEAP
(1999), definem a compressibilidade isotérmicagiaé&omo

-t (B

ondepf, compressibilidade do fluido, representa a vadagé volume de agua em

relacdo ao volume total de agua do sistema pelag@ar de pressao. O sinal negativo
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sinaliza a diminuicdo do volume de agua quando esgdio aumenta. A letra E
representa o modulo de compressédo. R2& agua de um aquifero possui a seguinte
compressibilidades = 4,8 - 1071° m?/N.

2.4.5 — Compressibilidade do terreno

A compressibilidade de um solo ou rocha contendmagm uma determinada
profundidadeh é afetada por pressoes internas e externas eneskfo da agua contida

em seus poros. A equacédo de equilibrio de tensie pento € dada por (Figura 2.2):
o =0, + B (2.14)

ondeo; é a carga total agindo para baixo neste pontec@posta da pressdo do solo
ou rochas sobrepostos ao ponto, inclusive a age&lgs contém mais as edificacdes,
arvores, carga moveis (por exemplo: trens), sitsatidbre a superficie do terreno. A
tensao efetiva ou de resisténcia da estrutura idws golidos, isto €, a matriz do solo, &
o, €P, € a pressao de poros relativa a agua situadaonos geste aquifero.

Conforme a profundidade do ponto cresce, cresceatera tenséo total, porque
esta cresce naturalmente com a profundidade. Baiigbear, as tensdes do lado direito
da equacao (2.14) devem crescer juntas. Se umépbgmbeado, a extracdo de agua ira
aos poucos diminuindo a pressdo dos pdipe por conseqléncia havera um
crescimento na tenséo efetiwaexercida sobre a matriz do solo. Como resultati es
irA comprimir, diminuindo a porosidade do solo.Hdever injecdo de agua no poco, o

contrario acontece.

2.4.6 — Carga hidraulica

A carga hidraulicda em um ponto de um aquifero é expressa como

P
h=z+— (2.15)
Pg
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ondez é a elevacao do ponto em relacdo a um plano deérgia (normalmente usa-se
o nivel do mar)P é a presséo do fluido no ponto exercida pela eolleagua sobre

este ponto, pg € 0 peso especifico da agyapu mais simplesmente

h=z+1 (2.16)

ondey é também chamado de carga de presséo.

A carga hidraulica tem dimensdo de comprimentou® tprna conveniente os
calculos baseados na elevacédo da agua do mar] 6 goemalmente considerado nivel
de referéncia zero. A carga hidraulica pode tambénthamada de potencial de fluido,
mas esta expressao € pouco usada.

No movimento da agua é importante considerar aadaidyaulica e ndo somente
a carga de pressao. Pois a agua ira se deslocpresdenuma carga hidraulica mais alta
para uma mais baixa, ndo importando se a cargaedsdm no destino € mais alta que

na origem.

Poco

NLF

e e <7h:Z+7¢

z = 0, nivel de referéncia

7

e

NLF = Nivel do lencol freético

Figura 2.6 — Carga hidraulica de um ponto em uniffeuepl
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2.4.7 — Armazenamento

A equacédo de equilibrio de massa para um escoareenum aquifero através

de um volume unitario de meio poroso € dado por
Qsai * At = Qene - At + AS - At (2.17)

ondeQ € a razao do fluxo total em volume por unidadéed®po eAS € o volume por
unidade de tempo entrando ou saindo do volumerimité tempd.

Em um meio poroso saturado confinado entre duasdas de rocha ou argila a
agua sera armazenada nos poros do meio pela ca@birde dois fenbmenos: a
compressao da agua e a expansao do aquifero. Qaaygl@ € forcada para dentro do
meio em uma quantidade maior do que é retiradgua éa comprimir e a estrutura do
meio ir4 expandir para acomodar 0 excesso.

Define-se armazenamento especifio (HUYAKORN, 1983, apud CIRILO e
CABRAL (1989)) como o volume de agua recebido padpiifero por unidade de

volume e por unidade de aumento de carga hidraulica

5Vrecebido
S = el 2.18

onded indica uma pequena variagao.
O armazenamento especifigotambém pode ser calculado mediante a seguinte
equacéao (LEAP (1999)):

Ss = pg (B +npa) (2.19)

ondep é a massa especifica da agua, g € a aceleracgoaddade localp; é a
compressibilidade do meio poroso, n é a porosiddtiee a compressibilidade da agua.

O armazenamento especifico tem dimenkéo e seu valor € normalmente
menor qued,0001cm™1.

O coeficiente de armazenamento de um aquiferodsi@ plor
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S=S,-¢ (2.20)

onde? é a espessura do aquifero saturado. Ele € um e@caradimensional e
corresponde ao volume de agua libertado por ummaadlie aquifero de altura igual a
sua espessura e secdo unitaria, ao diminuir a ¢édgaulica (nivel piezométrico) de
uma unidade. Nos aquiferos confinados o valor des¢diciente € normalmente na
ordem des x 1073 a5 x 10~° (LEAP, 1999).

O comportamento dos aquiferos livres é diferenteatjliferos confinados. Nos
aquiferos livres a agua é liberada em funcdo daadem dos poros e 0s vazios passam
a ser ocupados pelo ar e o nivel freatico fica raiso, sendo que a estrutura do solo
permanece quase imutavel. Nos aquiferos confinadesrada ou inclusdo de agua faz
com que a estrutura do solo se compacte ou se @xpaaspectivamente. Esse
comportamento leva alguns autores a denominar tggtede armazenamento como
elastico.

O coeficiente de armazenamento para meio porase@ardinado € chamado de
producdo especifics, (em inglés “specific yield”) e é definido como azéo do
volume de agua que drena de uma estrutura pordseada sob a influéncia da
gravidade para o volume total da estrutura, podade de esvaziamento do nivel
fredtico. Este coeficiente freqientemente tem ealora ordem de 0,2 a 0,3 e trés até
quatro ordens de magnitude maior que o coeficidai@mazenagem elastica.

A drenagem por gravidade age no meio poroso atéroento em que as forcas
da tensdo de superficie e atragdo molecular pagedos da estrutura de solo igualem a
forca da gravidade. A razdo do volume de 4guacasetims poros para o volume da

estrutura do solo é conhecido como retencéo egpeesif
S, = a (2.21)
r Vt .

Nas partes mais altas de um meio poroso ndo caolofirande a armazenagem
elastica ndo é significante, a soma da producaecédgas, e da retencao especififa

iguala a porosidade

Sy + S, =n. (2.22)
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Quando um meio poroso nao confinado é muito gr@spartes baixas do meio
devem também conter 4gua sob armazenamento eldgtomitindo incrementar a
pressdo e consequentemente a compressibilidadgudacda expanséo da estrutura do
solo com o incremento da altura. Nesse caso o0 amaazento total do meio € expresso

como

S=5,+4S, (2.23)

onde? é a espessura do meio saturado. Como visto acimalor do armazenamento
especificaSs € algumas ordens de grandeza inferior a produg@ecéicas,,, podendo
entdo a equacao (2.23) ser simplificada para S,,.

A propriedade dos solos denominadapacidade de campo € usada para
descrever essencialmente o mesmo fendmeno queesrgcdet especifica, mas ela é
normalmente usada em estudos de solo para agraufila € uma funcéo ndo somente
da retencao especifica, mas também da altura deoegio e da permeabilidade do

solo ndo saturado.

2.4.8 — Permeabilidade intrinseca

Diversas sdo as propriedades basicas de fluidosiesnporosos que irdo
determinar a facilidade com a qual um meio ira dmaitir um fluido. A mais
fundamental de todas elas é conhecida como perileale intrinseca, também
chamada de permeabilidade especificgla € simplesmente uma funcdo da média dos
tamanhos de poros do meio e é definida como

k =Cd? (2.24)

onded é o diametro médio dos porosCeé uma constante empirica a qual depende
principalmente da composicdo mineralogica, do tdmae da distribuicdo das
particulas do solo.

A permeabilidade intrinseca € uma funcdo estritdene€lo meio e ndo tem

nenhuma relagdo com a temperatura, pressao ouiquages do fluido que passa
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através do meio. Ela comumente é medida em Dardidancy oucm?. Embora

independente do fluido, o Darcy é definido com lmdb padrdo com a finalidade de
quantificar ele com a area através do qual o fleden uma viscosidade de um
centipoise ira fluir na razéo equivalenté an3/s, na secdo dé cm? sob um gradiente

de pressao de uma atmosfera por centimetro ou
3

lcm
1 Darcy = [(1 centipoise X )/lcmzl /(latm/1cm).

S
Sendo 1 centipoise = 0,01 dine -s/cm? e 1atm = 1,0132 x 10°dinas/cm?,
substituindo esses valores éMarcy obtém-sel Darcy = 9,87 x 10~°cm?.

Véarios autores (BEAR, 1979) estabelecem férmulaga padalculo de
permeabilidade intrinseca, mas geralmente seusegakiio determinados na pratica

pela experiéncia que se tem do aquifero em estudo.

2.4.9 — Viscosidade

Viscosidade dinamica de um fluido é a propriedasknciada a resisténcia que
ele oferece ao cisalhamento quando em movimentofighra 2.7 auxiliara o

entendimento fisico e matematico da definicao.

ty _
- V=V placa mével F
== ’ av
dy dy
== J e dv y
velocidade V =0 placa fixa

Figura 2.7 — Desenho para explicar a viscosidaa@naica como uma resisténcia de

um fluido a deformacé&o por cisalhamento.
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Seja considerada a existéncia de um fluido entas glacas horizontais, planas,
suficientemente largas para serem desprezadogitssede borda e com distancia entre
elas pequena Se a placa inferior permanecer parapeanto a superior for colocada em
movimento por acdo de uma forca F no sentido do xjxxom uma velocidade = V
dentro do limite de escoamento laminar, entdowdimira se deslocar acompanhando a
placa superior, com variacdo linear de velocidade) velocidades variaveis de zero
junto a placa inferior at& =V junto a placa superior. A razdo de variacdo da
velocidade pela variagdo da altura € chamada @evietical de tensaal¥ /dy). Esse

fendbmeno é causado pela tensédo de cisalhamgatqual €
t=F/A (2.25)

onde F é a forca de movimento da placa superiora&oelocidadé’ =V e A é a area
da superficie da placa superior. Dessa experiénobgerva-se que a tensdo de
cisalhamento é proporcional a taxa vertical dedersassumindo uma constaatque

transforme essa proporcionalidade em equacédo tem-se
r=uZ (2.26)

Essa constante € conhecida como viscosidade dinamica e tem ueiddd.~2]. Para
pressdes moderadas ela independe da pressédo. dsigdade dinamica depende da
temperatura e em geral decresce com ela. A visadsidinAmica da aguald°C é de
1,1404 X 1073 N - s/m?.

A viscosidade dinamica pode ser relacionada coniseosidade cinematica

através da expressao
K
v="_ (2.27)

ondep é a massa especifica do fluido. A viscosidade catieantem unidadg.2T1].

A viscosidade cinematica da AguasaC € de1,139 x 107 m?/s.
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2.4.10 — Gradiente hidraulico

Gradiente hidraulico é a relacdo entre a perdacalga por unidade de

comprimento em um escoamento ao longo de uma dialtrrente

_an
== (2.28)

e é um nimero adimensional.

2.4.11 — Condutividade hidraulica em meios saturado

A permeabilidade intrinseca de um meio poroso reészréve completamente a
relativa facilidade com a qual um liquido ir4 fleim um meio poroso. Esta descricao
completa é possivel pelo uso da condutividade hidey K, a qual combina as

propriedades do meio e do fluxo,

K=—2 (2.29)

ondepg/u é o fator hidrodinamico do fluido.

Tabela 2.2 - Alguns valores tipicos da condutivalhiiraulica.

Tipo de Solo Condutividade hidraulida[cm/s]
Pedregulho limpo K>1,0

Areia limpa grossa 0,01K<1,0

Areia mista 0,005 K < 0,01
Areia fina 0,001 K < 0,05
Areia siltosa 0,0001 K < 0,002
Silte 0,00001 K < 0,0005
Argila ou barro K < 0,000001

Fonte: HARR, 1999, Table 4.2 (“Coefficient of Peahdity”)
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Appareil destiof a]détermumer 1a los

de I'éeoulement de] a travers le sable

Veau

hi-h2

)

h2

a = areia
e =tela
(@) (b)

Figura 2.8 — (a) Aparato original usado por HenARTY (1856) para sua experiéncia
com mandmetro de mercurio e publicado eéms‘fontaines publiques de la ville de
Dijon” e (b) um aparato equivalente usado com manémetaguke para tornar mais

simples o entendimento da experiéncia.

7

A condutividade hidraulica, dependendo do setor tddalho, também é
chamada de coeficiente de permeabilidade ou cdestd@ permeabilidade. Esse
parametro com dimensionalidade de velocidadleT~!] corresponde ao volume
de liquido fluindo perpendicularmente a uma arataua de meio poroso por unidade
de tempo sob a influéncia de um gradiente hidraulinitario. A tabela 2.2 lista a
condutividade hidraulica (coeficiente de permedhiie) para diversas litologias.

Henry Darcy, engenheiro francés, em 1856, descaionai das mais importantes
relacdes fisicas da ciéncia da hidrodinamica deosng@iorosos, a qual se tornou
conhecida como Lei de Darcy. Ele quantificou a peate carga piezométri¢a, — h,)
necesséria para a producao de determinados vaenezad em um cilindro de areia
de comprimento fixo L e com uma area de meio popespendicular a dire¢éo de fluxo

A. Ele observou que a vazéo era diretamente prapw@icia perda de carga e
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inversamente proporcional ao comprimento do cibnés variaveis estudadas estariam
relacionadas por intermédio de uma constante depimnalidadé, que representava
as propriedades do fluido e do meio (Figura 2.8).

Q hi—h
A

q= =K== (2.30)

onde q representava o fluxo por unidade de area trasalverpor unidade de tempo,
h, eh, representavam as cargas piezométricas nas edtdes do tubo,L, o
comprimento do percurso eK, a condutividade hidraulica. O sinal resultante da
expressao (positivo ou negativo) indicar4 que oimemto do fluido se dara no sentido
da maior para a menor carga piezométrica.

Convém ressaltar que a lei de Darcy € valida pscaagnentos laminares. Num
meio poroso, pode-se considerar como escoamentmdaraguele cujo numero de

Reynolds, definido por

R, = (2.31)

€ menor ou igual a um (HARR, 1999, 84.2.3), obdeode ser considerado cona,, ,
ou seja, o diametro que na curva granulométriceado tamanho de 50% do material
granuloso em peso.

Observando-se a equacao (2.30) nota-seqgueen a dimensdo de velocidade
[LT~1] e por isto € comumente designada como velocidadbadey. Outros nomes
usados na literatura sdo vazao especifica, veldeidparente ou ainda velocidade de
descarga. A velocidade efetiva com que o escoansentealiza no meio poroso é

Vp = — (2.32)

onden, € a porosidade efetiva. Esta velocidade tambéhaéada de velocidade real,
velocidade de infiltracdo ou velocidade interstioi@dia.
A principal vantagem do uso da equacao (2.29) &equbndo se trata de

problemas com mais de um fluido ou com variacOgsifttativas de temperatura.
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Quando se trata de um unico fluido relativamentenmpressivel e sujeito a pequenas
mudancas de temperatura tal como em aquiferos blepras relacionados com
infiltracdo é mais conveniente usar a condutividaideaulica K como unico parametro
(HARR, 1999).

A) q B)
l -~ P A
K d
- Khz ds
Kpp @ q —> 5 d —>
+ Kh:’) d"i
. L Kne dy Y

~
B
<>
=
>
|
|

Figura 2.9 — Condutividade hidraulica para agufemulticamadas: (A) fluxo

perpendicular as camadas, e (B) fluxo paralel@asadas.

A condutividade hidraulica médig, perpendicular a um aquifero multicamadas
de m camadas cada uma das quais sendo isotrOpica @otrapica, pode ser

determinada usando a média harmonica ponderada (t&A®, 1999)

K, = d/z Ao/ Ko (2.33)
1

onded é a espessura total,, € a espessura da cada camadg,,eé a condutividade
hidraulica perpendicular a cada camada (ver Figlga).

A média da condutividade hidraulica horizontalgbela as camadas é dada pela
média linear ponderada
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m
K, = Z Ky, - dyp/d (2.34)
1

ondeKy,, é a condutividade hidraulica horizontal de cadaada (ver Figura 2.9.B).
Havendo uma descontinuidade na condutividade Hideédéem um meio poroso,
pode ser adotada a separacdo do escoamento eresredgbtal maneira que em cada
regido se tenha condigbes homogéneas. A equacagdfero € utilizada para cada
regido e na superficie de separagdo entre as segfdicam-se equagbes de
compatibilidade de potenciale de fluxo normadh/dn a superficie de separacéo.

Regidao 1 One| g,
e w
———— \ q
7777777 hz |Qr2 \@?7 T1
— On2
———— Regido 2

Figura 2.10 - Heterogeneidade em escoamento saivéerr

A Figura 2.10 mostra as condicbes de compatibiédadtre as regidées um e
dois, onde setemgq,; = g, € h = h; =h,.Senddl a linha tangente a interface

e sendo o fluxo continuo ao longo da interfaced@n®h/0T também é continuo.

Logo,
oh
= — 2.35
ar1 = Ky aT ( )
oh
=K, — 2.36
qr2 2 57 ( )

por definicdo
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nl

tg 6, = 12 (2.38)

n2
Dividindo-se os valores deg;, por g, (das equagdes 2.35 e 2.36) obtém-se

dri _ 4r2
K - K (2.39)

ou seja, quanto maior a condutividade hidraulicioma componente tangencial do
escoamento. Aplicando as equacdes (2.37 e 2.3&qguacao (2.39) e levando em

consideracéo a igualdade das velocidades de Dgfce g, obtém-se

tgb, K
tg, K,

(2.40)

VERRUIJT (1982) apresenta um exemplo, onde uma danda argila semi-
permeavel sobrepde-se a uma camada de areia. €@@mld-se o fluxo na argila quase
vertical (angulo 6; = 0.1°) e adotando-se a permeabilidade da areia muitor qa®
a da argild, = K; - 10° constata-se que o fluxo na areia serd quase htalzo
(angulo 6, = 89,96°).

Embora seja comum empregar condutividade hidrautiea uma forma
generalizada no estudo das propriedades hidrauleasim meio poroso, € mais
vantajoso usar o termo transmissividade para descee facilidade com que a agua
move-se através de um espesso corpo poroso tal comaquifero horizontal ou
multicamadas.

Transmissividad&,, também designado por coeficiente de transmissidu
ainda transmissibilidade é simplesmente o prodateahdutividade hidraulicK pela

espessurd do aquifero saturado

T,= K- (2.41)
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e tem dimensionalidadg?T~!]. A transmissividade é usualmente calculada em
m?/dia. A vazdo total de escoamenf@ através de uma areA do aquifero

perpendicular a direcdo do escoamento sob um degatmgradienté € dado por

Q=T -1-4A (2.42)

2.4.12 — Condutividade hidraulica em meios nao satados

Como visto previamente, a agua em meios ndo sairadcujeita a influéncia
nao somente do gradiente hidraulico, mas tambéntrdado molecular e da tensdo de
superficie. Por este motivo a condutividade hidcautm meios ndo saturados depende
da carga de pressdg a qual € sempre negativa. Para ressaltar esteupanidade esta

condutividade sera chamadaki@p).

2.4.13 — Isotropia e Homogeneidade

Diz-se que um aquifero é isotrépico quando suaprigdades hidraulicas nao
variam em funcdo da direcdo considerada, caso &@tdiz-se que 0 mesmo é
anisotropico. Esta definicdo aplica-se as propdedade um agqiifero quando as
mesmas sao vetoriais, tais como a descarga espec#i velocidade efetiva e a
condutividade hidraulica.

Um aquifero é considerado homogéneo quando apaesast propriedades
hidrogeoldgicas iguais em todos os pontos do damdonsiderado, caso contrario €
chamado heterogéneo.

Considerando as duas definicbes acima é possivedr olis seguintes
combinagcBes de meio poroso: 1) homogéneo e isotrPp) homogéneo e anisotrdpico;
3) heterogéneo e isotropico e 4) heterogéneo eotabipsco. Com relacdo a
condutividade hidraulica em um meio poroso a Tal®B mostra as possiveis

combinagfes de homogeneidade, isotropia, hetermgelgee anisotropia.
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As propriedades direcionais de um aquifero taisccpermeabilidade intrinseca,
condutividade hidraulica e transmissividade sd&ocritas tridimensionalmente em
notagao cartesiana de tensao usando nove termosntsloto, deve-se lembrar que a
transmissividade é um termo bidimensional e queapto, deve ser aplicado levando
em consideracdo sua caracteristica no plano hoaizoRara a propriedade de

condutividade hidraulica este tensor é assim reptado:

Kyx ny Ky,
K] =|Kyx Kyy Ky, (2.43)
K« sz K,

Tabela 2.3 — Sumério das possiveis combinacéesrdedeneidade, isotropia,
heterogeneidade e anisotropia da condutividad@lida em um meio poroso.

Homogéneo K K
z1l — z2
Kle KZZT Kx1 = Kx2
> >
Ky, Kx, Isotropico K, = K,
Homogéneo K, = K,,
K.,=K
KZ]_T KZZT x1 X2
> >
Kxg Kx, Anisotropico K, # K,
T Heterogéneo gﬂ z 222
Kzl ? x1 x2
Kz,
Ky, Ky, Isotrépico K, = K,
R K, # K
Heterogéneo z1 z2
KZ2 J le s sz
oA R
Ky, Kx, Anisotropico K, + K,
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A Figura 2.11.a mostra em duas dimensdes a situdgsi®ixos tensores nao
coincidindo com 0s eixos cartesianos, causandocposeqiéncia um tensor com 0s
termos fora da diagonal principal diferente de z&@o seu lado, a Figura 2.11.b a
situacdo em que ha coincidéncia dos eixos.

Quando as direcbes principais do tensor coincidem 0s eixos cartesianos
adotados, diz-se que o meio é ortotropico. Neste oa elementos do tensor fora da

diagonal principal se anulam e os Unicos termadstdeesse sao

K, 0 0
[K]=[0 Ky, 0 (2.44)
0 0 K,

v X
i
x

(@) (b)
Figura 2.11 — (a) DirecOes principais do tensorgwncidem com 0s eixos

cartesianos. (b) Dire¢fes principais do tensorad@m com 0S eixos cartesianos.

Quando o meio € homogéneo e isotropice K,, = Ky, = K,.

Para um meio anisotrépico, a lei de Darcy poderagsa seguinte representacao

Qy Kyz . ah/ay (245)
%) K. Ky K oh/dz

{qx} Kex Ky Kiz dh/ox

A isotropia ou anisotropia da condutividade hiticiue da transmissividade é
controlada especificamente pela isotropia e amip@rda permeabilidade intrinseca.
Esta sendo uma funcdo estritamente do meio posssualmente determinada pela
estrutura do meio, o qual por sua vez, € o resuladorigem geoldgica do meio e das

alteragcbes subsequentes.
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Figura 2.12— Anisotropia hidraulica em sedimentoenfdos pela acdo das aguas.

LEAP (1999) cita como exemplo, um depdsito sediaregtie apresenta menor
permeabilidade na direcdo vertical que na horizodtsstifica isso devido ao fato de
gue como os sedimentos sdo depositados pela &siasgtumem uma posicdo mais
estavel onde os eixos maiores dos gréos e sebmsassentados horizontalmente
(Figura 2.12). Este mesmo deposito sedimentarfser subsequientes fraturas por acao
de forcas tecténicas em uma dada direcéo, poderdadhaduras verticais que poderao

resultar em permeabilidades maiores na verticahqu®orizontal (Figura 2.13).

D e ey e gy = iy
e e e it
e e — e e e e
e e e e e —
e e e e e e ok e e T
e e e
3 = - - o e
e T rrer e — e ey Y ] e i s e
P, e e T e s L= i o 2]
e e e N e\ BEs ey Ae i feaes
—e e e == e e e
e e S i e _"T'—_"'_T_' T T ey - L

Figura 2.13 — Anisotropia devido a geracao de pdaoles secundarias por fratura.

2.5 — AQUIFEROS
2.5.1 — Definigbes

Um aquifero for definido por DAVIS e DE WIEST (1969pud LEAP (1999),
como “... uma zona natural (formacéo geoldgica)xabda superficie que produz agua

em guantidades suficientemente grandes que adcommicamente importante”.
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Areias e pedregulhos que s&do encontrados em depodaluviais, dunas
litordneas, planicies litoraneas, e depdsitos @ilgcsdo os materiais de aquiferos mais
comuns. Arenito, pedra calcirea porosa, e outremafgbes cérsticas também séo
materiais de aquiferos bons. Em geral, pedras sgaeaetamorficas ndo formam bons
aquiferos a menos que eles sejam fraturados eiesuEmente porosos (YONG e
AHMED, 1999).

Inf. = infiltracéo

Int. = interagdo Ag.-mar
L. =lengol -

N. = nivel

P = pogo

P. = piezométrica

R. =recarga

S. = superficie

Scf. = semiconfinado

T. = terrestre

' Ag. F. | Ag. Cf. Aqg. Scf. Aqg. Art. | Ag. Cf. | Ag. Scf. Ag. Suspenso ﬁq' = aqiifero
| . = area
‘ T Art. = artesiano
| L | | Cf. = confinado
"AR. | S.T F. = freatico

|

, Zzy
% Extrato Impermeavel

E Ext. Semipermeavel ’ NIMZ.
CWENCOES:
Aqg.A = Aguifero A, ndo confinado  Int.= Interface Agua Aqiiifero/Agua Mar
Aq.Art. = Aquifero Artesiano N.L.F. = Nivel Lencol Freatico
Aq.B = Aquifero B P1, P3, P4 = Pocgo Artesiano
Aq.C = Aquifero C, confinado P2 = Pogo Surgente ou jorrante
Aq.Cf. = Aquifero Confinado P5 = Poco Freatico
Aq.F. = Aquifero Freatico S.P.B = Superficie Piezométrica Aquifero B
A.R.=Area de Recarga S.P.C = Superficie Piezométrica Aquifero C

AqQ.Scf. = Aguifero Semiconfinado S.T. = Superficie Terrestre
Inf. = Infiltrac&o

Figura 2.14 — Diversos tipos de aquiferos e pogos.
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Um aquifero que se situa entre duas camadas ow¢dea impermeaveis €
chamado de aquifero confinado se é totalmenteaghtudo topo até o fundo. A Figura
2.14 mostra dois exemplos, aquiferos B e C. Sea @& recarga para este aquifero é
localizada em uma regido mais alta que o topo difexg, e o poco € escavado dentro
do aquifero, o nivel da agua ira crescer acimaogo tomo mostrado (Poco surgente,
também chamado poco jorrante, Figura 2.14, P2)adgalfero € conhecido como um
aquifero artesiano; ele foi assim nomeado apdsisirtia Franga, onde tais pogos sao
mais comuns. Ele observou, no entanto, que o péagotem que estar escoando para
assim ser chamado, embora essa seja a concepqiargd®mco artesiano, Figura 2.14,
P1, P3 e P4).

A superficie piezométrica ou superficie de pressaqual € o local da carga
piezométrica de um aquifero é representada porlinima que tem a altura do nivel da
agua na area de recarga, local mais alto do aqjigedecresce com a perda de carga
devido ao atrito da agua com os graos de solo admegie a 4gua se movimenta para
as regidbes mais baixas. Na Figura 2.14 estdo nmascasl linhas piezométricas das
bacias B e C em linha tracejada vermelha ( S.PBPeC.).

Um aquifero ndo confinado, também chamado deideeéu livre ndo possui
camada de confinamento sobre si, mas deve situssise uma camada impermeavel
ou quase impermedvel. Este aquifero correspondgqi#tero A da Figura 2.14.

O topo de uma zona ndo saturada de um aquifero cadédinado é
freqientemente a superficie terrestre, e o0 topaotia saturada esta usualmente sob
tensdo ou pressao negativa. Esta Ultima propriedadentido a definicdo de superficie
fredtica a qual é simplesmente a superficie ongeeasdo relativa é nula, isto é, a
pressdo absoluta € a atmosférica. Na figura 2.t leha (N.L.F.) € desenhada em
azul. Imediatamente acima do nivel freatico, o n&iainda saturado, mas a agua é
manejada pelas forcas de capilaridade, dessa fori@ado uma tenséo ou carga de
pressao negativa. Essa tensao pode existir embgraros possam estar saturados entre
o nivel do lencol freatico e o topo da franja dpileaidade. Abaixo do nivel do lencol
freatico a pressao da agua cresce com a profuredidad

Embora maior quantidade de agua possa ser obtidgidteros ndo confinados
do que de outros tipos, eles sdo mais vulneravet®rdaminacdo das fontes da
superficie que outras por causa da falta de umadadimitante sobre eles. E por esta

razao que cuidados especiais devem ser tomados agsaegurar a remocao e/ou
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remediacdo de fontes de contaminacdo sobre umeagiifio confinado em uso ou
sendo considerado como uma proviséo de agua (LE39D).

Um aquifero freatico especial é conhecido como familisuspenso. Este é
constituido de bolsas de areia ou pedregulho, tw anaterial, que se assenta sobre
materiais impermeaveis (ou quase impermeaveis) camargila. Estes aquiferos
localizam-se sobre areas horizontais limitadaseeticalmente, entre a superficie do
terreno e o nivel de 4gua do aquifero freaticoigufa 2.14 mostra um exemplo deste
aquifero. Durante os periodos de taxas de recdtga, a&sses aquiferos podem
permanecer saturados e de fato conter suficiente pgra uso em bacias temporarias.
Frequentemente, entretanto, apdés uma estacaoesapas bombeamento, os aquiferos
suspensos ficardo secos.

Um mapa de nivel de lencol freatico (NLF) em uegi&o pode ser construido
de niveis de agua medidos em pocos na regido. Htoswasos o NLF sera uma linha
paralela a superficie topografica. Embora o tersupérficie piezométrica (SP)” seja
geralmente reservado para aquiferos confinadosurnanalta carga de pressao, ambos
NLF e SP podem ser agrupados no termo superficiengiométrica. As curvas
potenciométricas ou piezomeétricas estdo contidassupeerficie potenciométrica e
podem ser definidas como as linhas que unem tosigmiotos de igual valor do nivel
estatico ou de pressao piezométrica, no caso dofesxp confinados.

Aquitardos sao formacdes geoldgicas semipermeayaes podendo conter
quantidades apreciaveis de agua, transmitem aragita lentamente, ndo sendo viavel
seu aproveitamento econémico. Em condi¢cbes espeestas formacdes podem tornar-
se muito importantes, por permitirem a recargaicartdos aquiferos. Eles sé&o
freqientemente referenciados como uma formacaendkas$.

Aquicludes sao formacgdes geoldgicas que, embaxsae capaz de armazenar
agua, transmite a agua com velocidade bastanteidadundo sendo possivel sua
exploracdo em termos econdmicos. Um exemplo é amada argilosa. Para todos os
objetivos praticos, um aquiclude € considerado fonmaacéao impermeavel.

Um aquifuge é uma formacdo impermeavel que nadoépomiem transporta
agua.

Um aquifero confinado entre um aquitardo e um cagdé, ou entre dois
aquitardos, € chamado um aquifero semiconfinadK$l”’). Ele possui normalmente

propriedades comuns a um aquifero confinado, talocama superficie de altura
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piezométrica, mas algumas aguas irao fluir par&rodeu para fora do aquifero através
dos equitardos. Na Figura 2.14 pode ser visto lde&s com infiltracdo em aquiferos
semiconfinados. Observa-se um vazamento do aqiBferara o C, e mais proximo ao

mar, um vazamento do aquifero B para o A.

2.5.2 — Suposigdes de Dupuit-Forchheimer

Para alguns problemas de escoamento bidimensiomal,componente do
escoamento pode ser negligenciado com respeitdrasolem particular, em alguns
escoamentos ndo confinados com uma superficie lv@omportamento vertical do
escoamento pode ser negligenciado. Essa aproxinpagé@eira para DUPUIT (1863) e
utilizado mais tarde por FORCHHEIMER (1930) é cantte como a Suposicao de
Dupuit-Forchheimer.

Tal suposicédo fornece razoaveis resultados quaraltura do escoamento ndo
confinado € raso e o declive da superficie livpegueno (LEAP, 1999).

As suposicdes de Dupuit-Forchheimer sdo assim szewlass:

1) O escoamento € horizontal em qualquer secéo de\centical;

2) A velocidade é constante para uma determinadaaaltur

3) A velocidade é calculada usando a declividade ge&rfgie livre como o

gradiente hidraulico;

4) A declividade da superficie livre é relativamenggyena.

As suposi¢cdes de Dupuit-Forchheimer ndo apresentd@ns resultados no
calculo do escoamento na vizinhanca de pocos framniée penetrantes no aquifero
(KEMBLOWSKY, 1987, apud CIRILO e CABRAL, 1989).

“Cadigos usando as suposi¢des de Dupuit permitatarto nivel freatico como
uma propriedade a ser calculada pelo modelo o drezm@entemente exatamente o que
€ desejado. A resposta do nivel freatico para obeamento de um poc¢o ou variacdes
de estagios em reservatérios podem ser resolvatosédigos usando as suposicoes de
Dupuit. Genericamente falando, cddigos usando assszbes de Dupuit sdo mais
simples e de menor intensidade de trabalho queemgee requerem que o nivel do

lencol freatico seja fornecido (fixado). Codigoguerendo uma zona de interface néo
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saturada ou saturada tém necessidades complexatakadas e sdo geralmente
somente usados para aplicacdes localizadas poma cdas detalhadas definicoes
necessarias.” (GENETTI, 1999).

2.5.3 — Equac0bes de escoamento

A natureza € muito diversa e complexa para sedaegor uma Unica equacao
fisica-matematica. Mas quando € possivel aliarpemdncia de trabalho de campo e
hipéteses simplificadoras compativeis com cadafergiém estudo é possivel modelar
numéricamente o escoamento da agua subterraneseia pfoximos da realidade e
obter previsbes com razoavel precisdo para o cdempento dos aquiferos nos
proximos meses ou anos. Um exemplo estimuladoe ésstido do subsolo na previsao
do futuro € o do geocientista Marion King Hubbdrds EUA, em 1956, quando previu
0 pique da producgdo de petrdleo no seu pais.

2.5.3.1 — Equacéo tridimensional de um aquifero

Em um problema em que os eixos cartesianos utilizambincidem com as
direcbes principais do tensor da condutividadedulita os elementos nao pertencentes
a diagonal principal serdo nulos. Considerando léptitese, supondo a agua um fluido
incompressivel e trabalhando com um dominio tridisienal a equagédo que governa o

movimento da agua em um meio poroso sera (CIRIGABRAL, 1989)

a(K aU)+a<K aU)+a(K aU)+R -5, (2.46)
ox\ ¥ ox/) oy\ ?ay) 09z\ # oz VTS dt '

onde S, é oarmazenamento especifiRp,a taxa de recarga do aquifero por unidade
de volume, correspondente a recarga do aquifeexploracéo por bombeamento, cuja
unidade é o inverso do tempo. O valorRjesera positivo se agua é adicionada ao
aquifero e negativo se a agua é retirada do aquirtermoR, € usado tanto para

recarga distribuida como para recarga concent/adacarga é funcdo da localizacéo,
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coordenadas espaciais, e do tempo:

R, = R,(x,y,2z,t) (2.47)

2.5.3.2 — Modelo horizontal de escoamento em aqiiife confinados

Num aquifero confinado horizontal, as camadas aeirabaixo do meio poroso
sdo impermeaveis e a condicdo de contorno nestas faces € de fluxo nulo.
Considerando que as variacbes de espedsurmostrada na Figura 2.15, sejam
despreziveis ao longo do eixp e considerando que as velocidades de Darcy sejam
idénticas em cada ponto de uma sec¢ao transverpanuicular ao eixa@, pode ser feita
a analise apenas no plamy do aquifero. Isto significa que a carga hidraukica

independente dee depende somente de sua pos(gag) e do tempo

U= U(x,y,t) (2.48)
U1
el U2
tz I I b v
y a
A
= q
= & |,
y > —

Figura 2.15 — Aquifero confinado horizontalmentgdteses para a modelagem.
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Considerando a espessura do aquifée procedendo a integracdo da Eq.(2.46)
ao longo do eixo vertica obtém-se a equacao (2.49) que representa a alifizsdgua

na secao media do aquifero, de altura £/2:

d

U\ 9 U U
a(f Kxxa)+$<£l( —)+Rv£’=55£ i (2.49)

YV oy dt

Fazenddk®, = R, - ¢ (recarga no modelo bidimensional) e aplicanddei®ictes de
transmissividadeT, (T, = K-¥) e coeficiente de armazenamen® (S = S - ¥)

chega-se a equacao

a(T 6U>+6(T aU)+R - % (2.50)
ax\ ™ ax/) " ay\'¥ ay £ de '

Considerando o aquifero isotropico a transmisstleédaconstante, e portanto tem-se

vy e 20U (2.51)
T, T, ot

ondeR, = R,(x,y,t) pode ser expresso enys e é funcdo das coordenadas do plano

e do tempo. O coeficiente de armazenam&m@@dimensional.

2.5.3.3 — Modelo vertical de escoamento em aquiferoonfinados

Num aquifero confinado vertical, as camadas a edgue a direita do meio
poroso sdo impermedveis e a condicdo de contorstamnduas faces é de fluxo nulo.
Considerando que as variacoes de larglitamostrada na Figura 2.16, sejam
despreziveis ao longo do eixpe considerando que as velocidades de Darcy sejam
idénticas em cada ponto da sec¢do transversal phBcpéar ao eixaz, pode ser feita a
analise apenas no plan@ do aquifero. Isto significa que a carga hidrauli&ea

independente dge depende somente de sua pos{gan)e do tempo
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U= U(x,zt) (2.52)

Considerando a espessura do aquitéeprocedendo a integracao da Eq.(2.46)
ao longo do eixo horizontgl obtém-se a equacéo (2.53) que representa a aliflesa

agua na secdo média do aquifero, distante da odegé?.:

0

Uy @ U U
a(fl(x >+—(£’K —>+Rv€=55£— (2.53)

*ox) " oz “Z 9z dt

FazendoR, = R, - ¥ (recarga no modelo bidimensional) e aplicanddedmicdes de
transmissividade T,. (T, = K-¥) e coeficiente de armazenamen®(S = S, - L)

chega-se a equacao

0 ouU\ 0 ou ou
(s N, (Y - g = 2.54
ax<Txxax)+az(TZZaz)+Rf Sdt (2.54)
P1 P2
tz -
N
T s
q g q q /«
y
P1— U1
P2— U2
]
PN

Figura 2.16 — Aquifero confinado verticalmente. dlgses para a modelagem.

Piezbmetro P1 e P2. Aquifero de dimenséo infiratalinecaoy.
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2.5.3.4 — Modelo horizontal de escoamento em aqtife ndo confinados

No aquifero ndo-confinado ndo existe camada lirtetampermeavel na fase
superior. Para simplificacdo do calculo, admitepse existe uma interface de separacéo
entre a zona saturada e uma regido acima, com@etarseca.

Aplicando-se as suposicfes de Dupuit, pode-se aenasia carga hidraulica ao

longo de uma linha vertical como constante e oasento como sendo horizontal.

+z S.T.
w | NEOREEES
—— 720 — IV
- »q 7
L»q
I »qg U
—4ad || L X
y —

S.T. = Superficie do Terreno

N.F. = Nivel Freatico

Figura 2.17 — Modelo horizontal de escoamento eiiff@igp nao-confinado.

Levando-se em conta que ao longo de uma supelifice atua a pressao
atmosférica, a carga hidraulica U pode ser corailZecomo a altura do aquiifero.
Aplicando-se as mesmas condi¢cdes usadas na eqizag@p com a diferenca de que o

coeficiente de armazenamento para este tipo déeagi# a producdo especifi§a

conforme a equacéo (2.23) tem-se:

0 d au

<K UaU>+ (K UaU>+R U=S, U (2.55)
ox\ " ax) oay\ "~ oy v T dt '

FazendoR = R, - U (recarga no modelo bidimensional) e aplicando fnigéo de

producéo especific& (S = S, - U) chega-se a equagdo
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d

<K U6U> 0
dx \" ™" ox

ay

+ (K UaU)+R—S
ay\"Y B t

(2.56)

Observando-se a equacao (2.56) vé-se que ela nedn-No entanto, adotando-se a

condutividade hidraulica como constante, e conaittéy que a variagdo espacialldle

(0U/0x edU/dy) permanece pequena em relacdo ao valdd,deode ser aplicada a

relacéo

ou B 1 9(U?)
dx 2 ox

de onde se obtém

92 (U)? N 92 (U)? N 2R 2S5 U
dx2 dy? K K ot

Utilizando uma nova variavet = U?

62v+62v+2R_ S odv
0x? 0dy? K_K\/E ot

(2.57)

(2.58)

(2.59)

conhecida como equacao bidimensional de Boussigesqpode ser resolvida através

de técnicas de linearizacao.
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CAPITULO 3

CONDUCAO DE CALOR EM SOLIDOS

3.1- INTRODUCAO

A aplicacdo do modelo numérico proposto sobre amacom fluxo de
calor transiente requer alguns conceitos basicos gerdo aqui tratados. As
propriedades dos materiais relacionadas a trandmdss calor sdo fundamentos basicos
para a obtencdo de bons resultados. Para isseasd® ciéncia e tecnologia dos paises
industrializados estéo investindo muito em trabsite laboratorio para medi¢cdes mais
precisas tanto de materiais jA conhecidos como ateriais novos.

Cito aqui, como exemplo, o Instituto de Investigag Desenvolvimento
Tecnologico em Ciéncias da Construcao, situado emmi@a/Portugal, que foi
recentemente criado, e possui um laboratorio st de medicdo das propriedades
térmicas dos materiais usados na construgao civil.

O estudo da conducgéo de calor em sélidos podeliewsh paralelo com
outras ciéncias, tais como 0 escoamento em Mei@sg®) por seguirem as mesmas
leis. A Tabela 3.1 mostra as relagfes principaisastes dois ramos do conhecimento.

As propriedades fisicas, que determinam muitas aagacdes dos
materiais, sdo aquelas relacionadas diretamenteasowariagbes da temperatura. As
propriedades de maior interesse, para a soluc&ordiucao de calor em sélidos, sdo a
capacidade e a condutividade térmica. A revisdo aoxeitos fundamentais esta
direcionada para a equacdo de conducdo de calarae gs principios fisicos que
determinam as propriedades térmicas dos materiais.

Seguindo a metodologia cientifica tradicional,studo de qualquer ramo
da fisica € iniciado com a separacédo de uma rdigdiiada no espaco ou uma porcao
finita de matéria e a sua vizinhanca. Esta porgée,é separada de forma idealizada e
sobre a qual a atencdo é focada, é chamada deaisteda a parte externa, que tenha
uma influéncia direta no comportamento do sisteénalenominada vizinhanca ou
ambiente. O passo seguinte consiste em descrever sesema em termos de

quantidades que permitirdo analisar seu comportamen suas interacdes com o
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ambiente. Em geral, existem dois pontos de vista sta descricdo: 0 macroscopico e
0 microscopico. A descricdo macroscopica de unersiatenvolve a especificacdo de
poucas coordenadas fundamentais mensuraveis. Adveiar termodinamicas de
presséao, volume, temperatura, ou mesmo propriedaces a condutividade térmica de
um sistema constituem exemplos tipicos de coordesnthdamentais mensuraveis de
uma descricdo macroscopica. Na chamada termodia&statistica, o sistema consiste
de um grande numero de moléculas, atomos ou pagique coexistem dentro de um
conjunto amplo de estados de energias, interagém® gnpor meio de colisdes ou por
forcas a distancia e onde sao aplicaveis os casceie probabilidades. Apesar das
diferencas e aparentes incompatibilidades, ambgoot®s de vista, quando aplicados
ao mesmo sistema, devem produzir as mesmas coeslusdelacdo entre eles situa-se
no fato que as poucas propriedades diretamenteundaess da descricdo macroscopica
sdo realmente valores médios, obtidos ao longo me periodo de tempo, de
caracteristicas microscopicas. Enquanto os comceias propriedades microscopicas
estdo em revisao continuada, devidos aos avancomweatigacdo cientifica, o0s
conceitos das propriedades macroscopicas menssirpgainanecem e permanecerao
sem alteracdes enquanto os sentidos humanos p@&enares mesmos. Do ponto de
vista macroscopico, a transmissédo de calor podelef@grida como a transmissao de
energia de uma regido para outra, resultante daedifa de temperatura entre elas.
Geralmente, a literatura reconhece trés modosnttistide transmissdo de calor:
conducao, radiacao e conveccgao.

A transmissao de calor pelo processo de condug&@aldr, um dos focos
do presente trabalho, exige um meio material paaiaealizacéo.

Do ponto de vista microscopico e de acordo coneamia cinética, a
temperatura de um material é proporcional a eneigitica media de vibracdo de seus
atomos ou moléculas. A energia intrinseca da naatém virtude da velocidade e
posicao relativa dos seus &tomos, € chamada emaigyiaa. Assim, quanto mais rapido
vibram os atomos, maiores sdo as temperaturamnergi& interna. Quando os atomos
em uma regido adquirem uma energia cinética maieragenergia cinética media de
atomos da regido adjacente, conforme manifestadaipa diferenca de temperatura,
0S atomos com maior energia transmitirdo parteadastrgia para os atomos da regiao
de temperatura mais baixa. No processo de condec@iansmissao de calor pode

ocorrer tendo a interacao elastica entre os atamuoss elétrons de conducdo como
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elementos transportadores da energia entre asegsed® altas e baixas temperaturas.
Independente do mecanismo exato, que de forma algunotalmente entendido, o

efeito observavel da conducédo do calor consisteusaa do equilibrio da temperatura.
Entretanto, se as diferencas de temperaturas sébdas pela adicdo e remocéo de
calor em pontos diferentes do sistema, um fluxainao de calor € estabelecido da

regido quente para a fria.

Tabela 3.1 — Comparacao da conducéo de calor comar@ento em meios porosos.

ESCOAMENTO EM

: CONDUCAO
VARIAVEL MEIOS POROSOS DE CALOR
Carga hidraulica Temperatura
Potencial
h[m] T[°C]
Quantidade Vazéo de agua Fluxo de calor
transportada Q [m? sY QW]

Propriedade fisica Condutividade hidraulica Condutividade térmica

fdomeio K [m s’ K [W m™ec?]
Relacéo entre o Lei de Darcy Lei de Fourier
potencial e o fluxo q=-KOh [m s'l] q=-KOT (W m'2]
Quantidade Armazenamento especific Capacidade térmica
armazenada

S [m] Cp[3°C!]

Fonte: WANG e ANDERSON (1982)

O ramo da ciéncia que trata da relacdo entre @loutras formas de
energia é chamado termodinamica. A primeira letadenodinamica estabelece que a
energia ndo pode ser criada ou destruida, mas semardada de uma forma para
outra. Esta lei governa gquantitativamente todagamsformacdes de energia, mas nao
faz restricbes quanto a direcdo destas transfomsac&abe-se, contudo, pela

experiéncia, que nenhum processo € possivel cajdtado Unico seja a transmissao
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liquida de calor de uma regido de baixa tempergiara outra de temperatura mais alta.
Esta assertiva, de comprovacdo experimental, éectddn como a segunda lei da
termodinamica.

A energia térmica € transmitida sempre que existia diferenca de
temperatura no sistema ou quando dois sistemas difarentes temperaturas sao
colocados em contato. O processo pelo qual a enérgiransportada € chamado
transmissao de calor. A energia que flui ndo pedengdida ou observada diretamente,
mas os efeitos por ela produzidos sao suscetieardskervacao e de mensuracéo, como,
por exemplo, a temperatura. O fluxo de calor € vmegsso por meio do qual a energia
interna do sistema é alterada para mais ou parabsnen por consequéncia, sua

temperatura.

3.2 - PROPRIEDADES TERMICAS

3.2.1 - Fluxo de calor

Em todo ponto de um corpo, considerado em primapeoximacao
isotrépico e homogéneo, é possivel identificar ukrea de transferéncia de calor
instantanea (em Watt, W, no Sistema Internacioadldidades, SI). O termo fluxo de
calorqg (emW /m?, Sl), refere-se ao transporte de energia atragéswh superficie e

na direcédo a ela perpendicular.

3.2.2 -Capacidade térmica e calor especifico

Capacidade térmica ou capacidade calorifica éradgea fisica que determina a
variagdo térmica de um sistema ao receber detedminaantidade de calor. Se o
sistema material sofre uma mudanca de tempera&lfa arl, durante a transferéncia
de AQ unidades de calor (em condicdo de pressdo coextantcapacidade térmica

médiaC, do sistema é definida pela equacéo da calorimetria
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—_ AQ AQ (3.1)
@_n—n_ﬂ

O valor momentaneo da capacidade térmjga definido por:

. AQ dQ (3.2)
= AT = ar
O calor especifico a pressdo constante, relaciona-se com a capacidade

térmica do sistemé, por meio da expressao:
Cp, = Cp,/2 (3.3)

ondez é a massam, ou volumeV, ou numero de moler, do material do sistema.
Na condicdo de pressdo constante, esta equacaatepetsfinir o calor

especifico por unidade de massa , o calor especifico volumétriag, e o calor

especifico molarc, , cujos valores estdo inter-relacionados por meio d

_ v _ o (3.4)
Cpm_ p - M

ondep = m/V € a massa especifica e M € o peso molecular derialato sistema. As

unidades do calor especifico séo, portante—k;_ % .

ou ainda )
m3-K mol-K

A partir das equacdes (3.2 e 3.3) sdo obtidas gsessdes usuais de
calorimetria:

dQ=m-cp -dT (3.5)
dQ :V'va'dT (36)
dQ =n-cp,-dT (3.7)

Na determinacdo da taxa de remocdo de cdl@r(em W), por um fluido

refrigerante s&o utilizadas as vazdes massicékg/s), volumétricas/ (m?3/s) ou

molaresn (moles/s).
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O calor especifico momentaneo é dependente da tetapec, = cp(T) .
Assim, para a mudanca de temperatura do sistemaTgr®T,, a quantidade de calor

envolvida é expressa como:
T;
Q=Z'J- cp, - dT (3.8)

Os valores de calor especifico, usualmente a fvessnstante e por unidade de
massa, sao tabelados para faixas de temperaturarel@do a uma temperatura de

referéncidr.... O valor tabelado corresponde ao valor medio gaio

1 A0 1 (T
v (3.9
ondeAQ € a quantidade de calor envolvida no aumento npdmtura dAT =T —
T,cf, a pressao constante, de um solido de magsgacialmente a temperatufa, ;.

O calor especifico e outras propriedades de umeagmensa de materiais pode
ser encontrado em livros especializados como, pemplo, BRADY, CLAUSER e
VACCARI (2002).

3.2.3 -Condutividade térmica

De origem empirica, a relacdo basica para a trias@m de calor por
conducéo foi introduzida na ciéncia pelo mateméftiancés J. B. J. Fourier em 1822.
Com base no esquema da Figura 3.1 e em condi¢cestati estacionério, a equacao
de Fourier estabelece que a quantidade de d@lorfluindo por condugdo em um
material, durante um intervalo de temfxg é igual ao produto da condutividade térmica
K do material pela ared da secdo através da qual flui por conducédo, medida
perpendicularmente a direcéo de fluxo, e pelo gradide temperaturl’/dx, isto €, a
razao local entre a variagdo de temperatifapor variacdo da posicady, na direcéo
do fluxo de calox. Esta formulacéo é dada pela seguinte expressBOIHARD IV e
LIENHARD V, 2005):
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dQ = —A - (K - 3—2) . dt (3.10)

onde o sinal (-) indica que o fluxo de calor ocame sentido contrario ao sentido do
aumento da temperatura.

sentido do
fluxo de calor

+/A X

: ~ ~ . dT
Figura 3.1 — llustracaspbre a equacédo de Fouriet: == %

O elemento infinitesimal da Figura 3.2 ilustraadmco de energia para o fluxo
de calor unidirecional e variavel no tempo. Estarmg envolve trés quantidades de

calor descritas a seguir nos itens 1, 2 e 3:

(1) O calor que entra no elemento pela face tiada na posicéar, dada pela
equacao (3.11):

0, = A <Kd—T> dt (3.11)

ondeA = dy-dz é a area éK -%) representa o fluxo de calor, avaliado na posicao
X

. w K w - :
e tem unidades de—-— = — . A equacao (3.11) tem, portanto, a unidade de
mK m m

energiamz-(mﬂ)-szw-szj.

2
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(2) O calor que sai do elemento pela face de swigwsicaa + dx:

dT
dT dT d(K =
QS=—A-(K-—) dt=—A- (K-—) +M-dx Lt (312)
dx x+dx X

onde o termo entre colchetes representa a avaldggdxo de calor na posicao+
dx. Este fluxo é composto pelo fluxo de calor na fdeeentrada em e o incremento

do fluxo de calor ao longo do infinitésinig.

X x+dx

Figura 3.2 — Balanco de energia em um sistemaitedimal dx, dy, dz.

(3) O calor convertido em energia interna e respeglspela variacdo da

temperatura:

Qe—Qs=V-<p-cpm-Cé—:)-dt (3.13)
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ondeV = dx - dy - dz e a unidade de calor da equacéo (3.13) é dada por

e (F T Ky

3.2.4 — Difusividade térmica

A difusividade térmica € uma constantgue foi chamada por Kelvin (1863,

apud STACEY, 2000) de difusividade da substanéalada pela seguinte expressao

K

p-Cp

(3.15)

a =

onde K é a condutividade térmica, a massa especifica do materiat,eo calor

especifico a pressao constante.
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CAPITULO 4

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 — INTRODUCAO

Aqui é apresentado o Método dos Elementos de @uonfmara a solucéo
da equacgédo da difusdo transiente com solugédo fuemtamdependente do tempo. A
equacao integral de contorno é aproximada por el@sdineares, ou seja, 0 contorno é
aproximado pom segmentos de reta (elementos do contorno, verd&igul) e as
incognitas sdo avaliadas em cada um dos pontosgdedd entre dois elementos
consecutivos (nos funcionais coincidindo com os gésmétricos). Pode-se ver, por
exemplo, na Figura 4.4(a) o pontentre os elementqse .

Esta sendo procurada a solucdo da equacao dadifasnsiente definida
abaixo com condi¢cfes de contorno, iniciais e dargecestabelecidas em um dominio

bidimensional de material isotropico e homogénparéir de um tempa

02U 62U+R(x,y,t) 10U

n - 4.1
0x?  0dy? K a ot (4.1)
equivalente a:
R 10U

2 -7 ni 4.2
ViU(x,y,t) + T 0,no dominio Q,t > 0 4.2)

com as condi¢cdes de contorno essenciais ou deh@iric
Ulx,y,t) = U(x,y,t), emIl, t>0, (4.3)

com as condi¢cfes de contorno naturais ou de Neumann
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qx,y,t) = qlx,y,t), eml;  t>0, (4.4)
com a condigao inicial:
Ulx,y,t) = Uy(x,y), parat = 0,n0 dominio (4.5)
e com a fonte:

R(x,y,t)/K = R(x,y), para t; <t<t,, no dominio 2 (4.6)

. . ) . R
ondeU é o potencialR/K o termo fonte e-— representa uma derivada normal a

superficie de contorno e no sentido para fora dmidie. Os termod/, g,R sdo
constantesl;, i =1,2,...,N representa o contorno constituido Meslementos de
contorno que limitam o dominio. O contorfic@ chamado dE, quando as condi¢cfes
de contorno conhecidas sdo os potenciais dos ppettancentes a este contorng, e
quando as condicbes de contorno conhecidas fordinxo. A difusividade a é
considerada constante no tempo e no espaco.

BREBBIA (1984, pagina 141) apresenta trés altéraatpara resolver este
problema. A primeira remove a dependéncia do tepgyomeio da Transformada de
Laplace. A segunda utiliza a aproximacdo de difg@enfinitas para retirar a
dependéncia do tempo, porém para se ter um resuitad demanda uwit pequeno. A
terceira utiliza a solucéo fundamental dependenteithpo e € esta que sera adotada.

Usando o Método dos Residuos Ponderados (MRP) meas@ver a
equacéao (4.1) combinada com as condi¢cdes dadasquasoes (4.3, 4.4, 4.5 e 4.6) e

considerando sua dependéncia do tempo obtém-gpiiatseintegral:

j ’ j [VZU(x £ + 5— 1 aU(’; Oy e, x, e, 6) dC) dt

=[] a0 - go1v @ arwa @)
to /Iy

—f Ff [U(x,t) — U (x,)] q* (&, x, tg, t) Al (x)dt
to I
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onde:

oU™ (&, x, tg, t) (4.8)
on(x)

q*(fi X, tF; t) =

Integrando por partes duas vezes o Laplaciano & wem (BREBBIA,
1984, pag. 147) a derivada no tempo a equacéofida?)

tF *
f f leU*(g, tnt) + ~ LG Xt t)l Ux,t) d0(x) dt
to Jo a ot

+ [ jﬂ g(x, £) U(E, %, tp, £) d2(x) LO

1 =t
T Uﬂ U(x,t) U, x, tg, t) d2(x) LO _ o
- ]tpj q(x, t) U*(, x, tp, t) Al (x)dt

to YT

tr
+ j;o fr Ulx,t) q" (&, x, tp, t) dl(x) dt

A solucdo fundamental dependente do temnipo para o dominio bidimensional é a
seguinte (BREBBIA, 1984, pag. 148):

U*(& x, tp, t) =

1 _,rZ(f, x)
arar P gar | HO (4.10)
onder = tp — t. A fungéo HeavisideH () indica que a solucédo é zero para tr

ou seja, mostra que ndo pode haver resposta aetesairer a aplicagdo da fonte
pontual.
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U=Ueml ul  Dominio) (interno)

Ly r

Figura 4.1 - Dominio 2D: Contorng e I;,. Ponto font& e ponto campa.

SlI=Sentido de Integrac&o. Normal ao contairecossenos diretor@s e i,. Linha

tracejada = dominio real.

(b)
Q
Q
dominio )
fechado ) @

Q

(@)

sentido de
misto integragéo

Figura 4.2 — Sentido de integracdo em funcdo damioradotado.
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A solucdo fundamental possui as seguintes prouiesi (BREBBIA,
1984, pag. 148):

U™ (&, x,tp, t)

aV2U* (&, x, tp, t) + o = —6(&,x)6(tp, t) (4.11)

limee, U (§, %, tp, t) = 8(,x) (4.12)

Para evitar a singularidade que ocorre na intégraia equacéo (4.9) no
tempot = tr ou seja, no ponto de aplicacéo da funcéo delaide, deve-se subtrair
ou adicionar ao limite superior desta integral wantidade arbitrariamente pequena
A integracdo da primeira integral do lado esqueseli identicamente zero para t no
intervaloO, ty_, e, tomando o limite quando— 0 e levando em conta a equacao (4.12)
obtém-se (BREBBIA, 1984, pagina 148):

t

U, tp) + af Ff U(x,t) q* (&, x,tp, t) dl(x) dt
to I

- afto fr q(x, ) U™, x, tp, t) dI (x) dt (4.13)

+ j Uo(x, to) U° (&, %, tr, to) d2(x)
N

+ f R(x,t) U*(&, x, tp, t) d2(x)
Q

Colocando o ponto fonte da equacao (4.13) no contorno retirando-o do
dominio através de um setor circular de rgi@analisando cuidadosamente as funcdes
envolvidas quande tende a zero e levando em conta o sentido derag&g (Figura
4.2), esta equacdo passa a representar a solugéoicas do problema como indicado
abaixo:

t

c(OUE, tp) + af Ff U(x,t) q* (&, x,tp, t) dl(x) dt
to I
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i
- ajto jr 0o t) U (6,2, tp, £) dI'(x) dt

(4.14)
+ fn Us (x, t0) U* (£, %, tr, to) d(x)
+ f R(x,ty) U*(&, x, tg, t) d2(x)
0
ondec(¢) é funcéo do angulo inter® no pontdB (Figura 4.3).
c(()=0 se & éumponto externo (f 5 N+ F))
c(é&) = % se & éumponto do contorno (§ € I') (4.15)

c(()=1 se & éumponto interno (& e n

Figura 4.3 - Contornd". Angulo internoB

Dois modos de marcha no tempo podem ser adotaatasrpsolver as
integrais da equacao (4.14). Ambos adotam a téahécanarcha no tempo onde é
assumido que a func@de g variam dentro de cada passo no tempo de acordao@n
funcdo de interpolacdo que pode ser constante ocorddsn maior. Assumindo uma
funcdo de ponderagdo no tempo na primeira e nandaguategral da equacéao (4.14) as
integrais emJ(x,y,t) e q(x,y,t) saem de dentro da integral em relacdo ao tempatie,
pode-se integrar g* e U* analiticamente, desdeaguincées de ponderacéo escolhidas
nao sejam muito complicadas. O primeiro modo, gué adotado neste trabalho, sera o

gue trata cada passo no tempo como um novo problara isso deve-se calcular o
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potencialU em um numero suficiente de pontos internos comnaidade de usa-los
como pseudo-inicial valores para o préximo passteaigpo. O segundo modo, que aqui
nao sera tratado, considera o processo de integnaicgando sempre do tempo inicial
do problema,, em qudJ, pode ser zero ou ndo. Nesse, 0 problema podeienol
tempo somente calculando os pontos do contorno.

A solucdo numérica da equacdo (4.14) pode serddeva efeito
discretizando o contorno em uma série de elemefoslemento usado aqui sera o
linear (segmento de reta com dois nés extremosurs-se que as funcddse g de
cada elemento e em cada passo de tempo irdo darsgmordo com as seguintes funcdes

de interpolacéo:

U= {¢}" Y} {UM
(4.16)

q = {¢} (Y} {a}n

onde{¢}” e{y} sdo respectivamente, funcdes de interpolacdspace e no tempo.
O indicen refere-se ao numero do n6 do contorno em cadaeatenao qual o valor
nodalU e g séo associados. O indice refere-se ao grau de variagdo da funcéo tempo

v. m= 1se afuncgdo é constante= 1 e2 se a funcéo € linear, etc.

(b)

Figura 4.4 (a) Contornd" e a sequéncia de integracao no elemento lindgr e (

representacdo do potencial ou fluxo nos nés doezlemiinear.
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A solugédo fundamental e sua derivada normal pst& @oblema bidimensional sédo
apresentadas em BREBBIA (1984, p. 150):

. 1 —1r2(§,x)
U (€, x, tp, t) = p— exp [T (4.17)

" d(f}X) -—rz(f,x)
¢, xtpt) = o5 exp[ ypom (4.18)

onde r € a distancia entre o ponto forfee 0 ponto campa (Figura 4.1) assim

calculada:

(60 = Vx(©) —x@? + (@ -y, (4.19)
T=tyr—t ed(Xx) éaprojecado da distanciasobre a normal ao contorno:
d(§,x) = [x(§) —x()]ne + [y() —y(@)]n, (4.20)

onde n, € o cosseno diretor da normal ao elemento aoagp@hto campo pertence em
relacdo ao eixo x e, € o cosseno diretor desta normal em relacéoxaoyei

Discretizando o contornd em M elementosN nés, o dominio entL
células triangulares e o tempo €npassos de tempo, a substituicdo da equacéo (4.16)
na equacao (4.14) conduz a (BREBBIA, 1984, patst):

M
cl-U}'p+az

m=1

:z

m=1

( @ | "y de dr> wyr
I'm ¢

F-1

( | U ae df) (a}" @21

tr-1
L

£y j U* (Up_i} d2
=1 "1
L

+ f U* (Rp_1} dO
=1 "
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_ X (ponto campo)
7

Figura 4.5 — Distancid entre o ponto fonte e o elemento ao qual perterpmnto

campo.

4.2 - INTEGRACAO NO TEMPO

A funcdo de interpolacdo no tempo, escolhida pzste trabalho, €
constante e unitaria. Esta hipétese supfe quengddal e q permanecem constante
em cada passo no tempo, isto €, a funcdo de ifaefm {y} = 1. Aplicando a

equacao (4.21) em todos M$10s do contorno o seguinte sistema de equacdasdé:o

[HH{Ur} = [G] {qr} + [PH{Up-1} + [P){RF-1} (4.22)

No programa desenvolvido as matrizgs], [H] e [P] acima foram denominadas

[G.],[H,] e [Mg;]. Para simplificar o termo constanteda equacgédo (4.21) foi passado
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para dentro da integral do tempo. Os coeficienéssmdatrize$H], [G], [P] e[R] séo

assim constituidos:

tr
Eij =f {¢}zf aq*(i,x, tg, t)dt dl
r t

. (4.23)
tr
gij :f {¢}2f a U*(i,x, tg, t)dt dI’ (4.24)
r tF-1
Ry = Py = j U* (i, %, tp, tp_y) A0 (4.25)
2

onde {¢}, indica que serd usada uma funcdo de interpolagdar na integracdo do

espaco. O termdd] da equacéao (4.22) é constituido por

hij = iil] + Ci (426)

A integracdo no tempo da equacdo (4.23) pode ssolvida
analiticamente sabendo-se que o valorqde® dado pela equacéo (4.18). A integracao

emgq”® apresenta o seguinte resultado

tr 4 ad tr .r.Z _7,.2 4
tdt = t
_]; “4q 2mar? J;f_l 4072 P\ dar

f-1
4.27)
d
= L fexpl-ay2) —expl—ar)]
onde
r2
ar = 4a(ty — tf) (4.28)
e

d=[(x; —x) @2 —y1) + @i — y1) (1 — x2)1/Ly (4.29)
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Os indices possuem o seguinte significadoorresponde ao ponto fonte ep 0
elemento onde situa-se o ponto campp. € a coordenadax do pontoi e x; é a
coordenada x do n6é um do elemento. Aplica-se 0 mesmo racio@aray; .L, € 0
comprimento do elemen{d

Para integrar a equacao (4.24) no tempo € neae$saer uma mudanca
de variavel. Chamando

7,.2

2= aar (4.30)

a equacao integral dé/* no tempo fornece:

f AL <_r2> dt
a = — — exp |—
tros mr? ), 4at dat (4.31)
a (Y e’% 1
=—— | —dz =—]|E(a;,)—E
e as 7 z 4n[ 1(af 1) 1(af)]

onde E; € a funcdo exponencial integral, que pode sevrgrada em livros classicos
de Matematica, por exemplo ABRAMOWITZ (197Tabe observar quep(—ag) =

0 devido a definicao deas na equacao (4.28). Verificando:

I _ 1 _ 47T€] —0
eljré[exp (—ap)] = 61_{18 [exp(ap)] = 61_{18 ["r'z = (4.32)

ondee = tp,, — tp, € representa um raio de circulo centrado no ponte e no tempo
tr, tdo pequeno quanto possivel, usado na deducaatetgdl de contorno , equacgéo
(4.13), para evitar a singularidade que ocorreaaintegracao da equacao (4.9). De

forma semelhante constata-se guéar) = 0 na equacéo (4.31).

4.3 — INTEGRACAO NO ESPACO

ApoOs ser obtida uma solucdo para a integral ngpdera integracdo no

espaco sera levada a efeito. A funcéo de interfoladotada sera
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1 1
b1 =501-8), b=501+9) (4.33)

Os termos da matrigH] e [G], respectivamentsl;; e G;; excluindo os

termos singulares = j da equacéo (4.22) podem assim ser calculados:

Hij = hlzp + hilq

onde os indicegp e g se referem a dois elementos consecutivos do muntue se
interceptam no n§ conforme mostra a Figura 4.4.a. Consideravid@omo o niumero
de pontos de Gauss que sera usado para execatagi@ac¢ao por Quadradura de Gauss,

os valores dos coeficientes das matrige$ e [G] podem ser escritos como:

b= 22y lew(ca) —en(-o)lnthih (a5
H= gy o ew(o) —ew(-alndhn (a0
gl = é_zz:ﬂ[El(af—l) — E1(af)Im®mWn (4.37)
gty = é_frz::l[El(af‘l) — E1(af) Im®m Wi (4.38)

WROBEL (1981) sugere o uso de seis pontos de Gaarsso uso da quadradura de
Gauss no calculo de e g. Foi observado neste trabalho que este valor iéienif.

Porém, para os calculos das integrais de domimig,quais foi usado o calculo das
areas com o método da quadradura de Gauss e @oedeeluzidas mais a frente, foram

necessarios até doze pontos para obter calculésedecom erros menores que 0.01%.

Ip 1
2 41

Nas equacdes (4.35-4.36 =L—”i, nas equacgodes (4.37-4.38) o terfio=
4 2 81

21

L . ~
onde o termoz2 corresponde ao Jacobiano da transformacdo de eswads para

integrar por Gauss, e nas equacgbes (4.35,4.36e4888) W,, € o valor do peso

correspondente a coordenada de Gauss que sedaptia funcaog,, .
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Os termosG;; sao (WROBEL, 1981, pag. 131):

(Lt (-8
Gii = E{Tpf_lEl [% (1 +€p)d€ (439)

v f F, [—"q“ - fq)Z] (1- eqm}

onde
B,
4alt 17 4aht (4.40)

Np

e a exponencial integrdl; (x) pode ser calculada usando séries (BREBBIA, 1984)

n

B0 = ~C—log, () + ). (1" (4.41)

onde C = 0,57721566... € a constante de Euler. A equacgéo (4.39) podeateulada

usando o procedimento da quadradura Gaussiana:

| 119(5)616 =D W) (4.42)

onde W, é o peso de Gauss& € o ponto de Gauss. Outra técnica de encofiréoi
apresentada em BREBBIA (1984), mas aqui néo fozatia.

Para elementos lineares os ternif)s sdo nulos devido a ortogonalidade
entrer en, o que faz com qued = 0 na equacéo (4.18). Entéo, o valoiie= H;; +

¢; = ¢;, onde o valor de; € aquele dado na equacéao (4.15).
4.4 — INTEGRACAO DA SOLUCAO FUNDAMENTAL NO DOMINIO

4.4.1 - Integral de Dominio

Seja considerar a seguinte equac¢ao de dominio:
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NrcCel
P = f pU*dQ = Z ) (p1N1 + 2Nz + psN3)UdA2, (4.43)
n c= 0c

onde p; é uma constante conhecida para cada n6 dassugadividem o dominio.
Para a integral de area que sera resolvida conviémpolar o valor dg segundo uma
funcao de interpolacdo adequada. Serdo escolhida8ds de interpolacal; que tem
valor unitario no n6 correspondente ao seu indical@ zero nos outros nés. O valor
de Pz corresponde ao coeficiente de influéncia da folgaampop; sobre o ponto
fonte & Como p; é constante ele pode sair da integral e obtéomwssomatoério de

integrais como abaixo:

NrCel
PE =Z le- 1\[1(])’< d.QC +p2 j NZU*dQC+p3j N3U* d.QC
) 0 0

c=1 . . . (4.44)
onde . refere-se aintegral de area na célula. Reswoohtém-se:
NrCel
Pe = z ~ {1 P2 P33y I )T (4.45)
c=1
onde
= Nuda, (4.46)
0

c

Para se obter a influéncia dos pontos de cadaacélponto fonte, calcula-se as
integrais I, , I, , el; e coloca-se seus valores acumulados em um ca@tora global,
cuja posicao é dada pelo numero do né no sisteotlglAo final dos calculos havera
uma matriz de influéncia com um namero de linhasespondentes aos pontos fontes e
um numero de colunas correspondente ao numero slglobais. O produto desta
matriz pelo vetor de valores de potencial em caolatgpdo sistema global, vetor
{p1, P2, p3 -, Py} Onde M € o ndmero de nés global, dar4 o valor desejddando

a Figura 4.6 para explicar, e supondo que os pdotiss sdo 0s pontos do contorno

(12 pontos), a matriP] formada teria uma dimenséo 12 linhas por 15naduO

69



vetor {p} teria 15 elementos. O produtB] {p} apresentaria o vetor solugdo para a
integral da equacéo (4.43).

O que sera calculado aqui € uma matriz que rempese integral da
equacao (4.25) para todo o dominio e que quandiipfimada pelo vetor de condi¢cdes
iniciais Ur_; fornece a influéncia das condicfes iniciais natarno. A recarga
também usara esta matriz para adicionar potenciaoaninio. Entdo a integral a ser

considerada é:

NrcCel 3
P = ] U*dﬂ=2 Z ] Ny U*dQ, (4.47)
0 c=1 m=1J0.

A solucéo fundamental foi dada na equacéo (4.Hdjotar-se-a as seguintes constantes

para tornar conciso os calculos que virao:

V2 = E ¢ V1= dant - ? (4.48)

ficando a solucdo fundamental assim:

_y2
U*(&,x, tp t) = pl r2(&, %)

s = U* = vyexp (—v,7?) (4.49)

ex
dtat

Passando a equacao (4.44) do sistema de coordecendlesianas para o sistema de

coordenadas cilindricas, obtém-se:

NrCel 3

Z Z zi:j jRB(G)N U*rdrdf (4.50)

c=1 m=1

onder corresponde a distancia entre o ponto fofite o ponto campo de coordenadas
(%, y). Deve-se lembrar que o sistema de coordenadadraitis tem por origem cada
ponto fonte&. Essa informacdo ja esta considerada na equasaguir (MANSUR,
1983, pag. 85):
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) oy (4.51)
Rz (0) = bp cos(6) + ag sen(6)

onde
ag = x3 — Xy (4.52)
bg =y, — (4.53)
24 =x, 70— X1 Yy (4.54)

As correspondéncias entre os indigeg e sdo apresentadas pela Tabela 4.1, onde os
nameros 1, 2 e 3 correspondem aos 3 pontos dadgangular (Figura 4.7 (e)).

Tabela 4.1 — Tabela que relacigha e A

w| N P
R W N =

A integral de areal; sera obtida assim:

IzszzU*d.Q
m ), ! (4.55)

03 ~Rp=1(0)
Im=1 = J- J- Nmle*T dT‘ d9
6, Jo
01 Rp=2(0)
+ j J- Np-1U*r dr df
0; Jo

02 Rp=3(6)
+ f f Np,-,U*r dr dé
6, Jo

(4.56)
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* ¥ Célula 11

6@ 7@ 8@ lO

L

Figura 4.6 - Elemento linear no contorno e célalaslominio

Y (a) 2 Y (b) 2 / (c) 2
3 3 3
E1
1 E2 1 E3 1
) 0 )
y (d)
y
2

g B \

N

Figura 4.7 - (a), (b), (c) Células auxiliares paéculo das integrais no dominio, (d)
Ponto fonte £ como origem do sistema para integracédo, (e) rS&stge coordenadas
triangulares para o ponxo
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simplificadamentel,,,—; € dada por

Ln=1 = Jm=18=1 * Jm=1p=2 + Jm=18=3 (4.57)

A integral de ared,,,—, sera obtida da mesma forma:

e = j NpoaUdO2 (4.58)
0

c

63 Rp=1(0)
Im=2 = J- J- NmzzU*r dT d9
8, Jo

61 Rp=2(6)
+ j f Ny, U*r dr df
65 7o

(4.59)
02 Rp=3(6)
+ f f Np,—,U*r dr dé
6, Jo
Im=2 = Jm=2p=1 1 Jm=2p=2 + Jm=2p=3 (4.60)
E aintegral de ared,,_; também:
L,—5 = j N, _;U*d0
mE (4.61)
03 Rp=1(6)
1m=3 = f f NngU*T dr do
6, Jo
61 (Rp=a(6)
+ f f N,,—sU*r dr df
6, Jo ms (4.62)
62 Rp=3(6)
+ j f Np—3U*r dr df
Im=3 = Jm=3p=1 1 Jm=3p=2 + Jm=3p=3 (4.63)

E importante salientar os valores dos angulos ldoies superior e

inferior das integrais. Pard;,,/,; € J3; 0 angulo limite superior da integral@3 , e o
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angulo limite inferior é6,. Para a integral interna, dependentergde limite superior é

R,(6) e o limite inferior € zero. De forma geral é assim

Tabela 4.2 - Integral e o valor dos angulos superior e inferior

angulo angulo r r

J superior inferior | superior | inferior
Jm=18=1 Jm=2,8=1Jm=3,=1 03 0, Rg=1(8) 0
Jm=1,8=2) Jm=2,8=2 » Jm=38=2 01 03 Rg_,(0) 0
Jm=1,8=3 Jm=2,8=3 »Jm=3,8=3 0, 01 Rg_3(0) 0

As trés funcdes de ponderacédo escolhidas parprestiema séo:

Ap=p 1
Nm=p = ——+ 57 (bm=p X + am=p ) (4.64)

onde as variaveisV,,_z séo relativas a célula que esta sendo integfada, a area

desta célula e os indices que definem suas pdales sao:

Ap=p = X3 — Xy (4.65)
bm=p =¥y, — W2 (4.66)
2Am=p =Xy Y2 — X2 )y (4.67)
2A = by a, — bya, (4.68)

Os valores dex,, a,, b; e b, sdo obtidos com o emprego das equacodes (4.B3pel.

os valores de Np,-z sdo obtidos em coordenadas cilindricas com airgegu

transformacao:
x =1 cos (0) (4.69)
y =rsen(0) (4.70)
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Substituindo os valores de e y das equacdes (4.69 e 4.70) na equacao (4.64hobté

se:
onde
Ag
B 1
Dg(0) = 1 [bg cos(6) + agsen(6)] (4.73)

Dessa forma as fun¢des de ponderagao em coordgnadess s&o:

Nl == Cl + Dl(g) T (4.74)
Nz = Cz + Dz(e) r (4.75)
N3 = C3 + Dg(e) r (476)

4.4.2 - Célculo dgn=1=1, Jm=18=2) Jm=1,=3

Alintegral J,-1p5-; relatada nas equactes (4.56 e 4.57) é tranaguia

individualmente:

03 rRp=1(0)
Jm=18=1= f f N, U"r dr d6
0 0

2 (4.77)

o elemento interno desta integral pode ser colonads®eguinte forma:
Np—1U*r = (Cop=q + D=y )V exp(—v,7%) 1 (4.78)
Ny U*r = Cpyeq V17 €xp(—v, 72) + Doy v 12 exp(—v, 12) (4.79)
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A integral interna com limite superior emR da equacdo (4.77) pode ser assim

expandida:

Rp=1(6)
I = f Ny, U*r dr
0

Rp=1(0) )
= C=1Vq exp(—v,r?) rdr
—[o m=1V1 €Xp 2 (4.80)

Rp=1(6)
+ f D=1y exp(—v,r2) r? dr
0

Conforme pode ser observado na equacgdo (4C72), € independe de e portanto
pode ser retirado de dentro da integral. Tambémfoome pode ser observado na

equagao (4.73)z(6) nao varia com, somente conl. Portanto a integral em relagéo
a dr considerard; (8) como uma constante. Observa-se, como indicadegnacao

(4.48) quer; é uma constante. Levando em conta estas congigsra obtido:

Rp=1(0) Rp=1(0)
Iy = szltlj; exp(—t,r?)rdr + szltljo exp(—t,r?)rdr (4.81)
Simplificadamente:
IR = IRC + IRD (482)
onde
Rp=1(0)
Iac = szlvlfo exp(—v,r?) rdr (4.89)
Rp=1(6)
Iap = szlvlfo exp(—v,r?)r? dr (4.84)

Para integracdw; e v, serdo substituidos (equacgéo (4.48)). O valofgde é obtido

assim:
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Ap=y 1 [Re=2® —r?
Igc = —m=1 f exp (—) rdr

A 4ant ), 4at (4.85)

A equacéo solucéo para a integral da equacao (d.8&jla por:
—4qr (P =2r —r? o= —4art —r2\1°
2 ), 4ar “Plaar) T T2 |P\dar (4.86)

Adaptando a equacéao (4.85) para integrar de acunica equacao (4.86) obtém-se:

o= —1 Ap—y J’RB:l(e)—Zr —r? 4
RE=om — A ), 4ot P\ 4oz | M (4.87)
_1 A B _,r2 Rﬁ=1(6)
Ipc = 5= n exp\ -
2t A 4at 0 (4.88)
Tl A —R5-1(6) .
R=or a4 |P\™ 4ar )~ (4.89)
[ = —1 Ap=q _Rézl(e)
RC =50 T4 9P\ ™ 4ar (4.90)

Agora sera resolvida a integral, utilizando os valores originais de

v, e v,(equacao (4.48)):

1 RB 1(9) _'rz 2
Igp = yym—_— (bﬁcos (6) + agsen (9))] exp (E>r dr (4.91)

Uma solucéo possivel para esta integral, utilizzataWROBEL (1981, pagina 137) foi
0 uso da “funcdo Gamma incompleta normalizada" ppae ser obtida no livro de
ABRAMOWITZ (1977, pagina 260) :
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X

y(a,x) = j exp(—t)t* 1ldt (4.92)

0

Adaptando a integral da equacéao (4.91) as condag@@stadas pela equacao (4.92):

o jdt_ o dt v
4at 4at dr 4ar dr 2ar (4.93)
r? = datt —» r = (datt)/? = 2(ar)/?t1/? (4.94)
rdr = 2atdt > ridr = 2ar dt 2(at)Y?tY/? = 4ar(ar)V?tV/2dt (4.95)
Se t*1=tY?2 entio a=3/2 (4.96)

e a equacao (4.91) ficara assim:

1 1
- By 1/2
Irp 4ant 2A (bm=1c0s (0) + am=15en (0))4az(ar)

fRﬁzl(e) .
. exp(—t) t*tdt
0 P (4.97)

onde

3
b= tar e a=3 (4.98)

Rp=1(0)

(a)'/? 1 _
= (bpp=1c0s (0) + a,,—15en (6)) f exp(—t) t* 1 dt (4.99)
0

RD — T ﬂ

R?/4am

_(aD)? 1
w0 =~ 57 (=108 (6) + apogsen 0) |1 (5.¢)|. (4.100)
1/2 1 3 R2= 0
Ip = (“2 = (bn=1005 (8) + aoysen (6)) ly (E' £ 4;5 )>l (4.101)

A funcdo y G x) existente na equacao (4.101) ser4 comentadzcéa 4.4.4.
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O calculo de/,-1 -1 iniciado na equagao (4.77) agora apresentasgm:as

63
Jm=18=1 = ] Ix(6) do (4.102)

0>

onde Ix(0) = Ix:(8)+I1,(6) e seus valores estdo calculados, respectivanesse,
equacoOes (4.90 e 4.101) .
Pode-se integrar/,,—13-1 pPoOr gquadradura unidimensional de Gauss,

desde que se faca a seguinte transformacao deco@olaks:

1
6 = g(ev —0u) +5 (6, +6,) (4.103)

Para os limites de integracdo usad®ssera:

& 1
0= 5(93 —0,) + 5(93 + 6;) (4.104)

Dessa forma a integral d¢,,—, g—; tera como limite inferior1 e limite superiorl. O

Jacobiano da transformagéo sera:

) = dd  0;—0,
Jacob = o = — (4.105)
0 — 0,
6 = ( > )df (4.106)
entdo o valor dej,,—1 3=y procurado €:
NGauss 6. — 0
]m=1,ﬁ=1 = Z IR(E)( & > 2) W) (4.107)

g=1

onde ¢ é acoordenada de Gaus®W€¢) € o peso de Gauss referente a
A obtencao dos resultadog,,—15-, € Jm=1p=3 Serao calculados

usando o mesmo procedimento seguido pard,-;p-;, mudando os limites das
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integrais conforme indicado na Tabela 4.2. O veisejado na equacgéo (4.56) é entdo
obtido.

4.4.3 - Célculo ddm=1, Im=2 e Im=3
O procedimento seguido para obtdr,_; € repetido para obtencdo de

I,,—, e I,_3 . Assim sendo, o coeficiente de influéncia de wé&lala em um ponto

fonte foi calculado e armazenado convenientememteatriz [P] .

4.4.4 - Calculo da Funcag (%x)

Para calcular a funcagy Gx) presente na equacdo (4.101) pode-se

utilizar a seguinte equacao (WROBEL, 1981, pagirise 281):

1/2

3 T
—_ - 1/2) _ ,1/2 ,—x
v (2"‘) = —erf(x'/?) —x'e (4.108)

A funcéo erroerf(y) valida para o domini® <y < oo pode ser obtida assim:
erf(y) =1—(a;-m+a, -m?+as-m3)- e +e(¥) (4.109)

onde a; = 0,3480242, a, = —0,0958798 e az; = 0,7478556.

O erro maximo da fungéo erro na equacéao (4.10ayé dor:
le®l < 2,5x107° (4.110)

e o valor de m na equacéao (4.109) é:

1
~ 1+40,47047 -y (4.111)

m
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4.5 - O PROCESSO DE AVANCO NO TEMPO PASSO A PASSO

Para explanar mais facilmente o lay-out de furenieento do programa
que calcula a equacdo da difusédo transiente comooda MEC convém mostrar as
principais matrizes utilizadas. Esta explanacaddé sauito Util no capitulo 5 onde sera
descrito o Método de Aproximagédo Explicito de Greem o uso do MEC. Considere-
se a seguinte nomenclaturg:(nimero de pontos internosy,. (nimero de nés do
contorno) en, (nimero de pontos do dominig, = n. + n;).

A matriz [H,] € a matriz que representa a integral do contowm c
elemento linear com relacéo a derivada da solugddaimental. Ela € uma matriz ale
linhas pom, colunas. A matrifG,] representa a integral do contorno com elemento
linear com relacdo a solucdo fundamental e també&onstituida den,. linhas en,
colunas. No processo de calcular as incognitasegwes no contorno ha necessidade de
se fazer uma troca de colunas efitd e[H,]| . Na figura 4.8 é feita uma simulacao
onde o potencial do rjédo contorno é conhecido, entdo a colynde [H,| passa para
a direita e a colung de [G,] passa para a esquerda, multiplicando-as por (-1).
Implicitamente significa, também, que os elemewtos vetores de potencial e fluxo
trocaram de lugaryf com q;). Foi chamada de matrifC.] a matriz [H,] e matriz

[D;] a matriz[G,] depois desta troca.

coluna | coluna |
T T
~ WR\\M _
H o =[G {a
linhaj ‘

Figura 4.8 - Troca de colunas nas matrizgg e [H,].
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A matriz[C,] sera considerada, em cada avanco de tempo, a{m’;\y]
de um sistemd A, {X} = {Bs, }.

A matriz[D,] multiplicada pelo vetor de condi¢cdes prescritag@mmtorno
{V,,p} ird ser somada ao vetdB;, } de n, elementos inicializado com valor zero para
cada inicio de ciclo de avango no tempo.

Como o procedimento adotado neste trabalho foi eo cdnsiderar
condicOes iniciais iguais ou diferentes de zerocqaagdo (4.22) possui a matriz de
dominio [P] que leva isto em consideracao. Esta matriz, chanmad programa de
[M;g], possuin. linhas en, colunas. Cada colunpa corresponde a influéncia do 16
nos n, nos do contorno. O vetor de condi¢des inicfdiét — 1)} e de recarga
{R(t — 1)} possuemn, elementos. Quando é multiplicada a matfi,;] pelos
vetores acima obtém-se dois vetoresrgie elementos que devem ser somados ao vetor
{Bsy} . Neste ponto o sistema de equacdes esta conegplesta entdo resolvé-lo.

O sistema de equacdes lineares por n,. € resolvido por uma subrotina
chamada AXB, que usa o0 método de Gauss-Jordanupooprocedimento de passar 0
maior elemento para a diagonal (DIEGUEZ, 1992). i@@\a repetitiva operacdo de
resolver o sistema de equacdes no MAEG para calautzatriz de Green, assunto este
que sera visto no capitulo 5, foi criada uma suaathamada AXBF que pode resolver
um repetitivo sistema de equacdes mais rapidanpriedo h4d mudanca somente no
vetor de termos independentes. No primeiro passtem@o resolve-se 0 sistema e,
concomitantemente, guarda-se as operagdes queraieetlementos independenies
tem de executar no tridngulo inferior da mafdz,| e no triangulo superior e na
diagonal memoriza-se a mat[i&sy] ja resolvida parcialmente. Essa operacdo diminui
sensivelmente o tempo de execucdo do programaasejtefere a solucdo do sistema
de equacgles e, quanto maior o numero de equagéssleer, mais vantajoso é adotar
este procedimento. Para ter uma idéia da vantagsta chétodo sobre o tradicional foi
realizado um teste em um computador pessoal cogegsador Intel® Pentium® D
CPU 2.8 GHz, 1.87 GB de RAM, com o sistema operadi®Vindows XP. A solucao
de um sistema de equacoes lineares de 360 elenfent@solvida 360 vezes com o
método normal AXB e com o método otimizado AXBF.gganto que com AXB o
tempo de processamento foi de 3304 segundos, cotado AXBF foi de apenas 38

segundos. Isso representa uma economia de 87%.
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Apds ser encontrada a solugcdo do sistema € calthecpotencial e o
fluxo em todos os pontos do contorno. E precisdeoer agora o potencial nos pontos
internos do dominio.

O processo de avanco no tempo passo a passodagada se baseia no
processo chamado “Scheme 1” do livro de BREBBIAS@, agina 156). No principio
do processo, no tempo inicigl, valores iniciaidJ, do potencial sobre o dominio sao
especificados. Desde que pelo menos um ponto den@al no contorno seja
especificado e nos demais pontos do contorno sepamecidos o fluxo ou o potencial
no passo de tempo (F = 1), a aplicacdo da equédc¢2®) conduz a solucéo do problema
no contorno. Para que o processo avance no tempoessario que se conhega o valor
U, da condicao inicial de potencial em todosipgontos. Isso € possivel com o uso da

equacao (4.13) que em forma matricial € assim septada:
(Ui} = 6] {af} - [HIUE} + [PH{TE.} + [PI{RE.} (4.112)

O vetor {U}} gue sera calculado guarda os valores dos potenoiaiempo F dos
pontos internos no dominio e portanto tem dimemsads valores dos fluxos nos
pontos do contorndgs} e dos potenciais do contornid/s} foram determinados pela
solucéo da equacéo (4.22) e os potenciaisip@®ntos no tempo inicif\(UfJ_l} no
inicio € dado do problema e a partir do tempoé calculado com a equacao (4.112). A
recarga{ﬁf}_l} € um dado do problema e pode ser nulo ou ndo.as8zes [G] e [H]
tem dimensaamn; por n.. A matriz [P] tem dimensdon; por n,. A matriz [G], [H]
e[P] foram chamadas respectivamente, no programa \d#silo, de matriz [G;],
[Hyi] € [Mp,].

As matrizes[G,;] , [H,] e [Mp;] dependem de dados geométricos,
propriedades do meio e do tamanho do passo de te&apimn, se for adotado um passo
de tempo constante na analise do problema, elanpsdr resolvidas uma Unica vez e
estocadas para uso no devido tempo. Esta foi utnatégga adotada no programa.
Convém recordar que as matrizgs |, [H,] e [Mg;] tem estas mesmas caracteristicas e
adotou-se 0 mesmo procedimento. Para se ter unia d# ganho de tempo de
processamento com o0 calculo Unico destas matripescdiculado o tempo de

processamento delas e foi criada a Tabela 4.3 @lpapa resumir os resultados.
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Tabela 4.3 — Tempo de processamento das maéjz&s, G, H, Mg e M|p, para trés

exemplos com os nds de contorng) (e internosi;) indicados.

E1l E2 E3
nc 72 144 360
Ni 285 1209 7821
tempo (s)

GL <1 <1 1

HL <1 <1 1
GLI 1 1 25

HLI 1 1 14
MIB 3 28 427 & 7 min)
MID 14 239 9354 £3h)

Observa-se, para o exemplo com o maior niumerocod&sg de contorno
(360), que foi gasto aproximadamente 7,1 minut@a pacalculo da matri/,; e de
trés horas para calculo da mati,, o que reforca a necessidade de se usar um passo
de tempo constante no processo de avanco no tem@o geonomizar tempo de

processamento.

4.6 - EXEMPLO

Sera apresentado nesta secdo um exemplo pararilasiesultado obtido

com as técnicas adotadas para o MEC.
4.6.1 - Exemplo 1
O exemplo 1 trata de um aquifero (A) confinadotidede um corpo de

agua (B), conforme mostra a Figura 4.11. Esta igambém mostra o dominio (D),

com lados de comprimentx e Ly, escolhido para estudo. O isolamento deste dominio
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do meio onde se encontrava é obtido pela substduilp meio pelas condigbes de
contorno e pela condicao inicial. O grafico simal&bversusx mostra as curvaRo, R1

e R2. A linhaR, corresponde a linha do potencial no tempo zerdinlza R,
corresponde a linha do potencial em estado traeseea linha, corresponde a linha
do potencial em estado permanente. Inicialmentkusaado nivel da agua é de 16,0
metros em todo o aquifero. Deseja-se simular o mewio do nivel da agua através do
tempo se, no tempto= 0,0 s, 0 nivel de jusante do reservatorio é subitamesitaixado
para o nivel de 11,0 metros, com a abertura irésteat da comporta (C). O nivel de
montante e jusante € mantido assim até o final xgeer&ncia. Os parametros do

m2

2
aquifero sdo: Transmissividade = 0,02 —0,000333"17 e coeficiente de

minuto o
armazenament® = 0,002 (adimensional). Assim sendo, o coeficiente destfdade

2 2
é a= g = 10,0% = 0,166667 mT . Ao isolar os lados dey=0,0mey= Ly =80,0

m pode-se considerar o fluxo nestes lados iguara(z = 0,0 m/s) por motivo de
nao haver variacdo de potencial para cada pontcodelenada x ao longo de uma
determinada coordenada y. Portanto este problem@ngderado unidimensional na
direcdo x. As condicbes de contorno sl@x = 0,0 m;y; t) = 16,0 m.c.ae U(x =
100,0m;y; t) = 11,0m.c.a. parat > 0. A condigdo prescrita inicial € dada pela
altura de coluna de agua na comporta, ou 8¢pg,y; t = 0) = 16,0 mca. A Figura 4.9
representa uma sintese das condi¢cdes geométmssantorno do problema. A Figura
4.10 mostra em detalhes a discretizacdo do contodmwdominio para a solucdo deste
problema usando 160 células. Este problema foilvieso para 3 discretizactes
diferentes: 36, 72 e 360 elementos de contornard@se com respectivamente 160, 640
e 16000 células triangulares. A solugdo numérid¢alalrom o MEC com 36, 72 e 360
elementos e a obtida com o método analitico ermorse na Tabela 4.4 e a Figura 4.12
ilustra o grafico potencial versus tempo para ascées obtidas com o MEC usando 36
e 360 elementos. A Tabela 4.5 mostra a solugddaoptira o caso analitico e para o
MEC com 72 elementos levando em consideragao o germproblemaem y=40m. A
Figura 4.13 mostra o grafico potencidl versus coordenada para os dados contidos
na Tabela 4.5. Observa-se que resultados com pe@genos requerem um grande
refinamento da malha. A solucéo analitica foi agmesda por WANG e ANDERSON
(1982, pagina 89, equacao (4.27)):
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X
Ulx,t) =U; + (U, — U1)Z

(4.113)
2 (U, — Uy) cos(nm) nmwx —an?m?t
+;Z - sen( I )exp 1z
n=

onde U; e U, sdo as condicbes de contorno, L € o compriméatdominio na
direcédo do fluxo, o qual neste exemplo € na direga® a difusividade, x a coordenada
do ponto em estudo £ o tempo decorrido apds o instante inicial.

y q=0
80,0 /

0 s U= 11,0 m.c.a.
Uo= 16,0 m.c.a.

U=16,0 m.c.a.J/

0 100,0 m

Figura 4.9 — Condig6es de contorno sobre o don2Zibido exemplo 1.

8 g0 @0 o1 @ @ e 95 s a7 08 8 89 Q0 a1 @2 @3 @4 95 @96 Q97 98

17 87 rid 87

66 76 A 76

55 5 65

laa ba 54 | 80

133 b3 43

2 B2 2

1 21 4 p1
Ilo

4 2 a4 5 s 7 g a9 o RN

Figura 4.10 - Geometria e discretizacdo do exerhgom 36 elementos no contorno.
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NA NA(t=0)

\:i?iii:i;Rl NA(t > 0)
R2 T == C
B A B
i
B D > B ||[C
Lx
U{t=0s) =UWet>0=>U=U D U=l
a=d
A u
— Ro
U<-—— - —
~_ R
- Ro™~.
U2
X
4>
0 Lx

Figura 4.11 - Geometria e dados basicos do exeinplo
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Tabela 4.4 — Potencial e erros relativos (E) ndgoantral do dominio para as

discretizagbes adotadas.

Método Numérico - MEC, At =5 min
. - 36 elementos 72 elementos 360 elementos
Método Analitico - -
160 células 640 células 16000 células
Ax =Ay =10m Ax=Ay=5m Ax=Ay=1m
t(min) U(mca) U(mca) E (%) U(mca) E(%) U(mca) E(%)
0 16,000 16,000 0,00 16,000 0,00 16,000 0,00
50 15,431 15,291 0,91 15,396 0,22 15,432 0,01
100 14,686 14,491 1,33 14,622 0,44 14,669 0,12
150 14,224 14,047 1,25 14,160 0,45 14,203 0,15
200 13,942 13,802 1,01 13,888 0,39 13,922 0,14
250 13,770 13,666 0,75 13,728 0,30 13,754 0,12
300 13,665 13,592 0,53 13,634 0,22 13,653 0,09
350 13,601 13,551 0,37 13,579 0,16 13,592 0,07
400 13,561 13,528 0,25 13,546 0,11 13,555 0,05
450 13,537 13,516 0,16 13,527 0,07 13,533 0,03
500 13,523 13,509 0,11 13,516 0,05 13,520 0,02
16.0 a
\ —=—Solucio analitica
15.5 i\
5 150 \ 3 —2-MEC 36 elementos
£ ny
e MR --8- MEC 360 elementos
D 14,5 AN
14,0 e
o
13,5 = e -
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t (min)

Figura 4.12 - Grafico do exemplo 1. Representagéesultado descrito na Tabela 4.4

para o ponto central (x, y)=(50 m,40 m), obtidosiapmétodo analitico e com o MEC.
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Tabela 4.5 - Perfil do potencial nos tempos 50,4600 minutos do exemplo 1, para as
coordenadas horizontais de 0 m a 100 m, e coordevaxdical y = 40 m, para uma

discretizacéo de 72 elementos e 640 células.

M. Analitico M. Numérico - MEC, At=5 min
A-50 A-100 A-500 MEC-50 MEC-100 MEC-500

t (min) 50 100 500 50 100 500
x(m) U{mca) U{mca) U{mca) U{mca) U{mca) U{mca)
0 16,000 16,000 16,000 16,000 16,000 16,000
10 15,980 15,849 15,507 15,977 15,834 15,507
20 15,944 15,668 15,013 15,935 15,637 15,011
30 15,866 15,431 14,519 15,851 15,385 14,514
40 15,711 15,110 14,022 15,687 15,053 14,016
50 15,431 14,686 13,523 15,396 14,622 13,516
60 14,970 14,146 13,022 14,928 14,081 13,015
70 14,286 13,489 12,519 14,242 13,431 12,512
80 13,365 12,727 12,013 13,328 12,682 12,008
90 12,241 11,885 11,507 12,220 11,860 11,503
100 11,000 11,000 11,000 11,000 11,000 11,000

15,5 | L By g —8-A-50
15.0 - -
14.5 "‘K ki _ ‘\:% —- A-100
— : = g A=
%N
5 140 Ry LN - A-500
£ 135 =K %D
= 13,0 K E\ ~e—-MEC-50
12,5 W TN
12.0 12\ ~&-~MEC-100
11,5 AN ~&-—~MEC-500
11,0

0 10 20 30 40 30 60 70 80 90 100
X (m)

Figura 4.13 - Potencial U versus coordenada X,x#m@lo 1, para discretizacdo com

72 elementos na coordenada y = 40 m. Esta figprasenta os dados da Tabela 4.5.
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CAPITULO 5
METODO DE APROXIMACAO EXPLICITA DE GREEN

5.1- INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é apresentar o métodmtdgracao temporal
baseado em fun¢gBes de Green, que avanca no temfponte explicita, denominado
Método de Aproximacao Explicita de Green (MAEG)gimralmente designado Explicit
Green Approach (ExGA), a fim de resolver problergasernados pela equacdo da
difusao transiente em conducéo de calor ou em esota de aguas subterraneas.

As variaveis que serdo consideradas durante a ie&poeorica deste capitulo
serdo proprias de problemas de calor por motiviacliidade de interpretacao fisica das
funcdes de Green e pela auséncia de literaturaif@anna modelagem de aguas
subterraneas, porém seus conceitos podem ser dagdickotalmente em aguas
subterraneas.

O problema de condugao de calor em regime tramsipatle ser resolvido,
também, pelo emprego das funcbes de Green. Pa&rgmdilema a funcdo de Green
descreve a temperatura causada por um pulso dgietmral e instantaneo. Além de
possibilitar a obtengéo de solucdes para essegmablestudos envolvendo as fungdes
de Green permitem uma maior compreenséo da natdogaancesso de difusao.

O livro de CARSLAW e JAEGER (1959), que é um cléssneste assunto,
apresenta uma introducdo ao uso de meétodos baseaddsncdo de Green em
problemas de conducdo de calor, onde essas furfpdash obtidas através da
transformada de Laplace. Outra importante refeeéqaie diz respeito as fungbes de
Green é o livio de ORIK (1980). Neste sdo descritos 0 uso e as vantagess
métodos baseados nessas funcbes como também #gulaseras propriedades
multiplicativas das fun¢fes de Green, utilizadas doter solu¢des 2-D e 3-D através
de solugdes 1-D.

Neste periodo foram apresentados outros trabaliime @s funcdes de Green
por MORSE e FESHBACH (1953), ROACH (1970), GREENEER(1971),
STAKGOLD (1979) e BUTKOVSKIY (1982).

BECK (1984) estendeu as solucdes apresentadasZi8iK)(1980), incluindo
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o termo de perda de calor lateral em superficressfique entra na equacao de governo
em alguns problemas especificos.

HAJI-SHEIKH e LAKSHMINARAYANAN (1987) e HAJI-SHEIKH (1988)
desenvolveram métodos aproximados para encontngddés de Green, utilizando o
método de integral de Galerkin.

BECK et al. (1992) apresentaram uma extensa cogdpilalas funcdes de
Green, contendo mais de vinte e cinco diferentdagiiies analiticas para essas fungoes.

COLE e MCGUHAN (1993), para calcular a temperatigaim corpo composto
de multiplas camadas aquecido por radiacdo a laskzaram um método baseado em
funcdes de Green.

FENG e MICHAELIDES (1997) apresentaram um métodsebdo em funcdes
de Green modificado para modelar problemas de fawreia de calor em corpos
sélidos homogéneos ou compasitos.

SUTRADHAR et al. (2002), por sua vez, apresentanemmétodo de elementos
de contorno com transformada de Laplace e aprod@mate Galerkin, que utiliza
funcdes de Green, tendo aplicado o método em pralsiede conducdo de calor
transiente tridimensional para materiais heterog&ne

GRAY et al. (2003) trabalharam com fun¢des de Geanandlise integral de
contorno para problemas de conducdo de calorariia modelos exponenciais para
materiais heterogéneos.

KUO e CHEN (2005), motivados pelos estudos de NGRR094) e MARTIN
et al. (2002), elaboraram um modelo matematico I#ficgrlo, usando funcdes
exponenciais para representar a heterogeneidadea@rapia de materiais, a fim de
obter funcbes de Green exatas para a equacaocudéalif

MANSUR et al. (2007) apresentaram uma familia d@rainos explicitos para
integracdo temporal de equacgdes diferenciais pardtatipo hiperbodlico, baseadas em
funcbes de Green numéricas, que foi denominada Ex&&m disso, os autores
associaram esse método com o método classico dgamuntegral de contorno no
dominio do tempo (MANSUR, 1983), que, juntamentsn &WROBEL (1981), podem
ser consideradas versdes preliminares dos métoelosadcha utilizando fungbes de
Green.

Assim como MANSUR et al. (2007), LOUREIRO (2007)D®ORS (2007)
aplicaram o MAEG para a equacdo da propagacdo dasprWASCONCELLOS

91



(2008), MANSUR et al. (2009), LOUREIRO et al. (20@LOUREIRO e MANSUR
(2009), aplicaram o MAEG para a equacdo da difusaasiente usando como
ferramentas basicas métodos tradicionais como o, MBWDF e outros. Esse método
permite 0 avanco ao longo do tempo usando a mdé&iZsreen, que representa o
dominio do problema a ser resolvido em termos das quopriedades fisicas e
geomeétricas.

O MAEG aqui usando o MEC, € um prosseguimento degta de pesquisa.
Assim como nas outras pesquisas, 0 MEC aqui adoi@olsofre restricbes com relacao
a geometria. O preco a pagar por esta condicdmecessidade de discretizacdo do
dominio. A limitacdo existente no uso do MEC é tretaas propriedades fisicas do
meio e do fluido (no caso de escoamento de aguarsaiea), pois ele exige um meio
isotrépico e homogéneo. Por outro lado, uma precsgnificativa e estabilidade
podem ser alcancadas em problemas em que solupdditicas sdo dificilmente
encontradas, quando ndo impossiveis de serem shtida do conhecimento atual.

BECK (1992) escreveu em seu livro, que embora esxapacdes das funcdes
de Green representassem um poderoso e flexiveldmétara resolver problemas de
conducéo de calor e difusdo, eram necessarioxpeessoes matematicas para essas
funcdes de Green (FG). MANSUR e al. (2009) mostnagae n&o havendo expressdes
matematicas para resolver estes tipos de problemé@mdos numéricos podem ser
usados para montar a matriz de Green que repregemte FG. Desta forma pode-se
concluir que ndo ha restrigcdes para o uso das FG.

Dentre as vantagens apontadas para as FG, pos aértiores para problemas de
conducao de calor e difusdo, distinguem-se as rs@gui

1) o método é flexivel e poderoso, pois, a partir deemcdo das funcbes de

Green do problema para uma determinada geometitle-ge emprega-lo
para uma variedade de condig¢fes iniciais e de wanto

2) as funcbes de Green podem ser encontradas em &epecializados ou

serem deduzidas. Uma vez obtidas, essas funcOesnpser usadas para
outros problemas sem qualquer esfor¢o adicional;

3) as funcdes de Green para difusdo transiente 2-D-De gddem ser

encontradas por multiplicagéo de casos 1-D.
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A literatura exibe expressdes analiticas para @sdes de Green de uma grande
variedade de fendmenos fisicos encontrados naezate estudados na engenharia,
incluindo propagacao de ondas (MANSUR, 1983), m&tdcidade, termoelasticidade
e poroelasticidade (NORRIS, 1994), dentre outrasifida-se também que a maioria

das soluc¢des fundamentais existentes € para nhéten@géneo.

A matriz de Green é uma aproximacao da funcdo derGiEssa matriz pode ser
determinada com ou sem o conhecimento de expreasdéiticas da funcéo de Green
do problema. Assim como em MANSUR al. (2009) o procedimento de calculo
através do MEF nao exigia essas expressoes aasliiqui com o MEC também né&o

foram necessaérias.

A matriz de Green € apenas determinada para o ipoirmgervalo de tempo,
permitindo seu uso para 0s proximos passos de tefhgm disso, essa matriz pode ser
reutilizada para outros problemas que possuam ommedominio, as mesmas
caracteristicas fisicas e as mesmas condicbesndermo, assim como pode ser feito

com as funcbes de Green analiticas.

Na préoxima secdo deste capitulo sera apresentadpraredimento numeérico

para solucionar a integral de convolucéo e de@msapresentados alguns exemplos.

5.2 — SOLUCAO NUMERICA DA INTEGRAL DE CONVOLUCAO

Nesta secdo é apresentado um esquema para obtducdosnumérica da
integral de convolugcéo dada pela equacéo ababesaptada por VASCONCELLOS
(2008) e MANSUR et al. (2009), que representa dug@o da temperatura para a
equacao da difusdo transiente com o meétodo de iapaodo explicita de Green. Essa
equacao, que foi deduzida com o uso da transforkadaplace aplicada a equacéo da
difusédo transiente resolvida numericamente com & Mide ser utilizada pelo MEC.
Assumindo que o passo de tempbtéo vetor solucao de temperatura em algum tempo

pode evoluir recursivamente como:
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At
{T}t+At — [G]At[c]{T}t + [G]At—r{F}HrdT (5-1)

0

Observa-se que para a utilizacdo deste métodannse necessarios
apenas os calculos da matriz de Green e da integratonvolugdo no intervalo
0 <t < At. Na equacdo acim&] € a matriz de Greef;] a matriz de capacitancia
diagonalizada {T} o vetor de temperatura €&} o vetor carga. Para integrar
numericamente a integral de convolucdo represergeatia Gltimo termo da equagéo
(5.1) adotou-se o método de integracdo de Newtdte§goor motivo de que nele, o
intervalo de tempo de integracdo € constante, oé&desejavel para o ExXGA, em
detrimento de outras estratégias tal como o métliedimtegracdo de Gauss. O método
adotado caracteriza-se por uma marcha no tempipalpasso a passo com incremento
de tempa\t constante.

Esta integracdo numérica destina-se a aproximaegral de uma funcag(t),
continua dentro do intervalo de integracdo [a,tthvés de um polindmio interpolador
de graun, p,(t), que interpola o integrando com+ 1 pontos contidos no intervalo,
sendo este intervalo dividido em partes.

O método de Newton-Cottes, para um numero de mitEsvigualmente

espacados, é dado por:

b b n

a a j=0
onde w; sdo os coeficientes de Newton-Cottes obtidos ipegpolacdo de ordem n (n
intervalos) ef; séo os valores discretos da fun¢@o) correspondentes aos + 1

pontos obtidos pela divisdo do espaco tempasdl]. A tabela 5.1 apresenta os
coeficientes de Newton-Cottes para alguns valoresn dobservando-se quk =
(b —a)/n.

Levando em consideragdo estas informacdes a ihteigraconvolugdo da

equacdao (5.1) pode ser assim escrita:

At n . .
J;) [G]At—r{F}HrdT ~ Z w; [G]At—]h{F}tﬂh (5.3)

j=0
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onde os valores dev; sdo dados pela Tabela 5.1 em fungdo do numemivikbes

escolhido, sendh = At/n o tamanho do intervalo de integracéo.

Tabela 5.1 CoeficientesW; do método de Newton-Cottes usamd® 1 pontos
(DORS, 2007)

n j=0 j=1 j=2 ]=3 j=4 ]=5 ]=6
L | R
2 2
o | B | [ on
3 3 3
3 | 3| 2 | %R | 3R
8 8 8 8
4 14h 64h 24h 64h 14h
45 45 45 45 45
5 95h 375h | 250h | 250h | 375h 95h
288 288 288 288 288 288
5 41h 216h 27h 272h 27h 216h 41h
140 140 140 140 140 140 140

Portanto, nota-se que é necessario obter primentamesn + 1 funcdes de
Green, dentro do interval0,At], para poder computar a contribuicdo destas
convolucdes ao longo da marcha no tempo.

Adicionalmente, DORS (2007), existe ainda a pdsidnle de se calcular a
integral (5.1) de forma particionada dividindo-séntervalo de integragdo em m sub-

intervalos como abaixo:
0 ad < [o A8 At 2At (m — 1At A
0.00 = o] v [T [ (5.4)

m’ m
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Isto permite fixar a ordem de integracAale Newton-Cottes independentemente do
namero totaim de sub-passos adotado para o intervalo de in@mrd;At], resultando

na seguinte expressao para a convolugao:
At m n
f [G]At—‘E{F}t+‘[dT ~ Z Z W, [G]At—(k+j)h{F}t+(k+j)h (5 5)
0 k=0 4&=dj=0 '

No entanto, cabe salientar que o numero total desddis do intervalo de
intergracao #,;,,) deve ser igual ao produto do nimero de sub-padsdempo pelo
namero de pontos da ordem de integracdo, ou 1sgja= m-n, €, COM iSSOR
torna-se sempre multiplo ae

E importante notar que a utilizagdo das equacd@ ¢(5.5) para calcular a
convolucao permite que se marche no tempo comnrar®sAt bem maiores do que
agueles comumente adotados em métodos de marctenpo explicitos, ou mesmo
implicitos, uma vez que a variacdo do carregamedeaidro do incremento de tempo é
corretamente computada com estas consideracgoes.

Na hipétese de que os carregamerfos sejam aproximadamente lineares
dentro do periodo de tempo [8t] pode-se interpolar tal vetor dentro deste irgkrv

adotando-se as funcbes de aproximag¢ae N,:

(F}*T = N, {F} + N, {F)**4¢ para 0 <7< At (5:6)

ondeN; e N, séao funcdes de interpolacéo lineares dadas por:

At—t T (5.7)
Nl = At e NZ -

Pode-se observar que a fung¢dotem valor unitario quando= 0 e valor zero
parat = At e a funcaav, tem valor unitdrio quando= At e valor zero para= 0,
como mostra a figura (5.1).

Introduzindo as equacoes (5.6) e (5.7) na equacipdbtém-se:

At
f [G]At—t{F}thT ~
0
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(5.8)

k=1=0

{Z Wle [G]At(k+j)h} {F}t + {Z Wsz [G]At(k+j)h} {F}t+At

Neste trabalho adotou-se= 1 do método de Newton-Cottes, sistema
conhecido também por regra do trapézio. Conseqgiente, de acordo com a Tabela

(5.1) tem-se qué = At/m ew, = w; = At/2m.

Figura 5.1 — Funcdes de aproximadgoe N, e o particionamento do intervalo

de integragao.

Usando a equacéao (5.8) e as consideracdes acigra-sbt

At
f [GIAT(F}ETdr = [C,](F)! + [C](F} (5.9)
0

onde as matrizes de convoludé@g] e[C,] sao:

m

_ At k At 1_% At k—1) At 1_(kr;11)
[Q]—Z%(l—B)[G] ( )+ %(1_ — )[G] ( ) (5.10)

k=1

97



[C,] = z At (E) [G]At(l_%) + ZA_; (E) [G]At(l_(kr;ll)) (5.11)

m
2m \m m
k=1

As matrizes de convolucdé@,] e[C,] possuem a mesma dimens@ws x nnos da
matriz de Green, ond®os corresponde ao numero de nés do problema.

O procedimento de pesquisa para encontrar a nugtrizreen com o MEC
foi aplicar os mesmos passos adotados no célcutoatidgz de Green atravées do MEF,
por motivo de que os procedimentos do MEC adotagsse trabalho ndo ha uma ou
mais matrizes de solugdo do problema, mas sim wmgaésacia de operacdes de
matrizes para atingir a solucao.

A matriz de capacitancia diagonalizada usada nag® (5.1) pode ser
obtida de duas formas: 1) calcula-se a matriz gaatincia do MEF para elementos
triangulares com a mesma geometria da malha ddaséllo MEC, e depois se
transforma ela em diagonal, ou seja, todos os el@wale uma linha sdo somados e
esta soma € colocada na diagonal, enquanto todaeroais membros desta linha
assumem o valor zera (i,i) = ¥7I7° C(i,j) e C(i,j) = 0 se i # j); 2) calcula-se a
area de influéncia de cada ponto do dominio safreutro ponto qualquer do dominio,
usando um procedimento semelhante ao usado pardacah matriZM;z] . A seguir €
criada uma matriz com todos os elementos nulos eéxrecao da diagonal principal,
onde o terma (i, i) € igual a area de influéncia do pontmultiplicado pela constante
(1/a). A soma das areas de influéncia de todos os pamoesponde a area do
dominio.

A matriz de GreefG], aqui obtida, é constituida com a solucaaaas
problemas, onde cada coluna j representa a sotlgzdeguinte problema: o valor inicial
dos potenciais em todos 0s nos € igual a zero eoetao do potencial do né j, onde o
potencial tem como valdr(0) = 1/C(j,j) e as condi¢cdes de contorno sdo as condi¢des
dadas do problema e os valores dos potenciaisuga lo contorno sado considerados

nulos.
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5.3 - EXEMPLOS

Para avaliar o trabalho realizado com o MAEG-MEG@afo escolhidos trés
problemas do artigo escrito por MANSUR et al. (2009

Os objetivos destes exemplos sdo: (1) resolver wohlgma de conducdo de
calor, sem fontes e com fluxo nulo no contorno,qiz a resposta para o0 campo de
temperatura é dada justo pela primeira parte do thackito da equacao (5.1), isto €,
eliminando a contribuicdo da integral de convolyc@®) simular uma situacao
unidimensional para testar a condicdo de contoenpadencial prescrito; e (3) analisar
uma situacdo bidimensional com choque térmico natocno, de tal forma que a
resposta para o campo de temperaturas seja daalegqecdo (5.1) completa. Uma
estreita chapa retangular de lados a = 10,0 m &J® = foram consideradas para 0s
exemplos 1 e 3. O exemplo 2, que representa umepnabunidimensional, considera o
lado a = 10,0 m e o lado b = 2,0 m para reduzéenapb de execucdo do programa. Os
coeficientes fisicos adotados foram= 1,0 m?/s, K = 1,0W/(m-K). A matriz de
Green foi determinada pelo MEC usando células dukames, como mostrados nas
Figuras 5.2 e 5.3 e explanado no capitulo 4. O doétte aproximacao explicita de
Green foi comparado com o MEC com a mesma disegé@ espacial e a mesma
discretizac&o no tempo usado para calcular a na#rZreen.

88 89 Q0 a1 Q2 Qa3 Q4 a5 a6 9 08 88 98

77 187 77 7

166 176 4 [76

55 165 73 5

laa 54 54

133 A3 4 A3

22 32 4 2

11 21 a4 1

Figura 5.2 - Geometria, contorno e malha para emelos 1 e 3.
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11 21
0 1 2 3 4 5 6 "z 8 9 10
2 3 24 5 6 7 28 9 Q 31 32
11 4 1
9 10

Figura 5.3 - Geometria, contorno e malha para o exemplo 2.

5.3.1- Exemplo 1

Esse exemplo considera um dominio retangular dawo ftérmico nulo em
todos os lados (ver Figura 5.4), com condicao ahidi(x,y,0) = 8(x,y|5,4) , onde
(5,4) é o ponto central do dominio. A matriz de Gredrcédculada usando um passo
no tempaAt = 0.1 s e a malha comx e Ay iguais a 1,0, 0,5, 0,25 e 0,1 m. Nao houve
uso de sub-passos para calcular os resultadosadostna Tabela 5.2; a malha com o
menor namero de células (160) é mostrada na Figdra
A funcdo de Green analitica para esse problemar@rssional € dada por BECK et al.
(1992, pagina 503). A solucdo, verdadeira para gmagl valores de(t —1)/a’ e
a(t —1)/b?, ambos< 0.022, é dado por:

> 2
G(x v, tlx,y, 1) = 4.1-[0((t = {Z [40((:: T)l} (5.12)
i=1
ri=x-x)2+-y)? rs=x—-x)2+(y+y)?
r;i=x—-x)?+@b-y—-y)? ri=x+x)*+(y-y)?
rZ=x+x)?+(y+y')? (5.13)

rg=x+x)?+@2b-y-y)  rf=Qa-x-x)*+({-y)
d=QRa—x—x)2+(y+y')? ri=R2a—-x—x)2+2b—y—y')?
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O gréfico da Figura 5.5, que representa os valdeeJabela 5.2, mostra os
resultados do MAEG-MEC quando a malha é refinadantemdo o passo no tempo
constante. E importante observar que a diferenta erresultado numérico do grafico
da Figura 5.5 e a solucdo analitica ndo sao relad@s a convergéncia, mas sim,
porgue as fungbes de Green consideram cargas gootde as huméricas consideram
a distribuicdo sobre as células nas proximidadesbdonte. Assim, como demonstrado
na Figura 5.5, quanto mais refinada é a malha praldmas séo as solu¢cées numeéricas
e analiticas. Também, pode ser visto como era eras$p, quandad tende a zero a
solucédo analitica no ponto fonte tende ao infinds. resultados mostrados na Tabela
5.2 representam as respostas obtidas pelo MEGoeVp®EG-MEC com 0 mesmat.

E possivel fazer duas importantes observagdes stesre

1) Os resultados obtidos pelo MEC e pelo MAEG-ME® guais devido o
modo construtivo como foi montada a matriz de Green

2) Os resultados mostram convergéncia nos dois dogtempregados, pois

observa-se que conforme a malha vai sendo refieladaapresentam erros menores.

Figura 5.4 - Geometria e condi¢des de contornaxémelo 1.
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40 3
35 \
\,I -&—Solugdo analitica
3.0
\ ~B- MAEG-MECdx=dy=10mdt=01s
25 \
- -2 MAEG-MEC dx=dv=05mdt=01s
20 “\
= \ +-MAEG-MECdx=dy=025mdt=01s
|
1.5 \
\ ——MAEG-MECdx=dy=0.1mdt=0.1s
1.0
0.5
0.0
o) ) e} Lo} -] ] ) i3 i ] o] ]
=3 =1 = o =3 < I Z e @ 3 =
t(s)

Figura 5.5 - Temperatura no ponto central (5 m)4londominio do exemplo 1,
correspondente aos valores da Tabela 5.2 no tamp0,02 s atét = 1,0 s.
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Tabela 5.2- Temperatura e erros relativos no poatdral do dominio para o passo no
tempoAt = 0,1 s e comprimentos déx e Ay iguais a 1,0, 0,5, 0,25 e 0,1 metros, com
0 uso da solucéo analitica, do MEC e do MAEG-MEC.

Analitico MAEG-MMEC MAEG-MEC MAEG-MMEC MAEG-MEC
MEC MEC MEC MEC
tu=dy=10m = Ay=05m di= Ay=0256m tu=dy=01m
ft=01= ar=101= ft=01= At=01=
L[] T['C) T[C] ernoi T(C] Eerroii T[C] ernoi T[C] ernod
0,00
o0z 3478
IR 1] 0,736 0,425 46,66 0,656 17 53 0,787 4492 0,782 175
020 0,338 0,234 4114 0,330 17,20 0378 437 0,335 0,85
0,30 0,265 0,155 4157 0220 1702 0,252 454 0,263 0,73
040 0,133 0115 42,43 0,165 17,08 0,159 4396 0,137 0,85
0,50 0,159 0031 42,86 0132 16,95 0,151 4,54 0,158 0,73
060 0,133 0,075 43,38 0,110 17,25 0,126 5,13 0,132 110
0,70 0,111 0,064 43,51 0,094 1724 0,108 5,13 oz 110
020 0,099 0,056 4318 0,023 1E.E0 0,095 447 0,093 0,25
0,430 n.0ss 0,080 43,24 0073 16,59 0024 447 0.o2s 0,25
1,00 0,020 0,045 43,84 0.0EE 1742 0.07E 432 00ova 135
1m0 norz 0,041 4327 0,060 16,52 0,083 447 nor2 0,35
1,20 0,066 0,037 43,26 0,055 1657 0,063 447 0,066 0,36
130 0,061 0,035 43,28 0,051 1EET 0,052 459 0,081 042
140 0,087 003z 43,56 0,047 17,12 0,054 5,13 0,056 110
1,50 0,053 0,020 43,24 0,044 16,26 0,080 482 0,053 0,72
1E0 0,080 nn2g 43,45 0,04 17,36 0,047 5.4 0,049 134
170 0,047 0,027 43,18 00243 1722 0,045 528 0,046 120
1,80 0,044 0,025 42,45 0,037 16,44 0042 442 0,044 0
140 004z 0024 42,81 0,035 7.0 0,040 5.1 0,042 104
2,00 0,040 0,023 42,43 0033 17,14 0,032 ]| 0,033 126
20 0,.03e nnzz 41,91 0,0z2 16,84 0,036 5,02 0,032 0,497
2,20 0,036 0,021 41,04 0,020 16,09 0,034 4,24 0,036 o017
2,30 0,035 0,020 4153 0,023 7.3 0,033 5,71 0,034 172
240 0,033 0,0z0 40,05 0023 15,78 o003z 4,06 0,033 0,02
280 003z 0,013 40,09 0027 16,44 0,020 49 0032 0492
2,60 0021 0.ma 39,93 0,026 16,84 0024 542 0,03 155
270 0,030 [THINES 39,52 0,025 7.0 00z2g 5,79 0,029 140
280 0,029 TRINES 24,04 0,024 16,94 0,027 5,85 0,022 193
240 n0.0za 0.m7 a2 0023 16,64 0,026 5,65 0,027 122
200 0,027 0,m7 forck:] 0023 16,10 0,026 5,13 0,027 137

Foi realizada outra simulacdo para o dominio diddide forma que
Ax = Ay = 0,5m, obtendo-se 640 células e com o seguinte passenmao: para o
MAEG-MEC foi usado undt = 0,5 s e o calculo da matriz de Green cam= 0,1 s
enquanto que para o MEC foi usado um passo no te®appo = 0,1 s. Os resultados
estdo na Tabela 5.3 e sua representacdo grafeca@stigura 5.6Verificou-se que os

resultados do MAEG-MEC ficaram melhores que os dCM
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Tabela 5.3 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para
0 numero de sub-passos igual a cinco.

Solucgéo

. MEC MAEG-MEC
Analitica

ts) T°C T°C E® T°C E®)

0,00

0,10 0,79577 0,65600 17,56

0,50 0,15900 0,13205 16,95 0,13205 16,95
1,00 0,08000 0,06606 17,42 0,06607 17,42
1,50 0,05300 0,04407 16,85 0,04411 16,77
2,00 0,04000 0,03314 17,14 0,03333 16,68
2,50 0,03200 0,02674 16,44 0,02716 15,14
3,00 0,02700 0,02265 16,10 0,02336 13,47

0.8 o
Y
0.7 \
' A \ &— Solugdo Analitica
0,6 KA
W\ ~fx— MECdx=dy=0,5m dt=0,15s
. 05 A\
=4 \\
Ei 0,4 \ --%-- MAEG-MECdx=dy=0,5m dt=0,5 s dtg=0,15
:_ II".:‘I.H_
Dr3 \ I\.I
W
0,2 \
{I\- e
D;l X"‘— "‘:—\._:_'__“.._%__
3 "“ﬁ =t m__:__%m {E[
0.0 4,1 0,5 1.0 1,5 2,0 2,5 3,0
t(s)

Figura 5.6 — Gréfico da solucao Analitica, da®le do MAEG-MEC para o
exemplo 1, com uso de 5 sub-passos ho MAEG-MEQ@ &sina representacao da
Tabela 5.3.
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5.3.2- Exemplo 2

Este exemplo simula um problema unidimensional. éadcdo inicial é
T(x,y,0) = 0,0 °C em todo dominio. As condi¢des de contorno s&mftérmico nulo
nos dois lados horizontais da regido retangulaotengiais térmicos d&(0,y,t) =
0,0°C no lado vertical esquerdoTa,y,t) = 1.0°C no lado vertical direito (ver
Figura 5.7).

A historia temporal da temperatura no ponto cemtoatiominio € ilustrada pela
Tabela 5.4 e pelo gréafico da Figura 5.8 pata= Ay = 1,0m e At = 1,0 s. Outra
simulacdo foi realizada com discretizagdo maiorands Ax = Ay = 0,5m e
At = 0,5 s, resultados estes mostrados na Tabela 5.5 e ficogca Figura 5.9. O
resultado obtido pelo método MAEG-MEC é muito pndaida solucdo do MEC para
Ax = Ay = 1,0 m e paraAx = Ay = 0,5m o resultado fica ainda melhor. Finalmente
foi gerada uma solucdo do MEC e do MAEG-MEC cbm= Ay =0,1me At =
0,075s alcancando uma solucdo para os dois métodos muiximos da solucéo
analitica. Foi realizada uma interpolagéo linearapa simulacdo trés, para obter os
pontos no tempo estabelecidos para a simulacdialjnds quais ndo sdo multiplos do
At adotado. Os resultados obtidos para este caso msistrados na Tabela 5.6 e sua
representacdo grafica na Figura 5.10. A solucabit@aafoi apresentada por WANG e
ANDERSON (1982), equacéo (4.113), que sera agetidgpor conveniéncia:

® 2

x 2 T,cos(nm)—T, nmx —an?m?t
Txt) =T, + (T, — Tl)f + EZ = sen (T) exp|\ —7 — (5.14)

n=1

onde T, e T, s&o as condi¢cdes de contorno e L € o comprongmtdominio na

direcao do fluxo, o qual neste exemplo é na diregdo
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g=0
b /

Figura 5.7 - Geometria e condi¢des de contornaxémelo 2. Condigao inicial igual a
zero em todos o0s pontos.
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Tabela 5.4 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para
Ax = Ay = 1,0m e At = 1,0s.

Analitica MEC MAEG-MEC
t(s) T(°C) T(°C) E (%) T(°C) E (%)
0 0,000 0,000 0,00 0,000 0,00
5 0,114 0,163 43,26 0,166 46,07
10 0,263 0,324 23,33 0,326 24,23
15 0,355 0,408 14,99 0,410 15,53
20 0,412 0,452 9,90 0,454 10,31
25 0,446 0,475 6,54 0,477 6,89
30 0,467 0,487 4,29 0,489 4,61
35 0,480 0,493 2,79 0,495 3,10
40 0,488 0,497 1,80 0,498 2,10
45 0,493 0,498 1,15 0,500 1,45
50 0,495 0,499 0,73 0,501 1,03
55 0,497 0,500 0,46 0,501 0,76
60 0,498 0,500 0,29 0,501 0,58
0.5 B
0.5 A e
0.4 K
o
0.4 ey
0.3 A
& 033 r,"g,zﬁ —=—Solucido Analitica
= 0-‘ 2 4
0-‘_) £/ -3¢- MAEG-MEC dx=dy=1,0m dt=1,0s dtg=1,0s
i L
nr':'z'
0L | ~#-MECdx=dy=1.0m dt=1.0 s
0.1 |/
Fd
0.0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
t(s)

Figura 5.8 — Grafico dos resultados obtidos comemplo 2 com\x = Ay =

1,0m e At = 1,0 s . Esta figura representa graficamente os daddsdela 5.4.
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Tabela 5.5 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para
Ax = Ay = 05m eAt = 0,5s.

Analitica MEC MAEG-MEC
t(s) TI(°C) T(°C) E (%) T(°C) E(%)
0 0,000 0,000 0,00 0,000 0,00
5 0114 0,144 26,80 0,146 28,59
10 0,263 0,302 14,89 0,302 14,91
15 0,355 0,390 9,83 0,389 9,52
20 0,412 0,439 6,66 0,437 6,24
25 0,446 0,466 4,51 0,464 4,04
30 0,467 0,481 3,03 0,479 2,54
35 0,480 0,490 2,02 0,487 1,52
40 0,488 0,494 1,33 0,492 0,83
45 0,493 0,497 0,87 0,494 0,37
50 0,495 0,498 0,57 0,496 0,06
55 0,497 0,499 0,36 0,496 0,14
60 0,498 0,499 0,23 0,497 0,27
0.50 e
BT
Al
0,40 e
~ 0.30 ®/
;:' KF:’?'/ —=—Solucao Analitica
: 0.20 ,*’?’f
; ﬁ; &~ MECdx=dy=0.5m dt=0.5s
0.10 f,jjj-(‘{ -+- MAEG-MEC dx=dy=0.5m dt=0,5s
0.00 4
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
t(s)

Figura 5.9 — Grafico dos resultados obtidos comem®lo 2 comAx

Ay =

0,5m e At = 0,5s. Esta figura representa os dados da Tabela 5.5.
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Tabela 5.6 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para
Ax = Ay = 0,1m e At = 0,075s.

Analitica MEC MAEG-MEC
t(s) T(°C) T(°C) E (%) T(°C) E (%)
0 0,000 0,000 0,00 0,000 0,00
5 0,114 0,124 8,74 0,133 16,49
10 0,263 0,276 4,95 0,283 7,66
15 0,355 0,367 3,34 0,371 4,52
20 0,412 0,421 2,33 0,422 2,43
25 0,446 0,453 1,62 0,450 0,86
30 0,467 0,472 1,12 0,467 0,05
35 0,480 0,484 0,77 0,476 0,73
40 0,488 0,490 0,52 0,482 1,23
45 0,493 0,494 0,35 0,485 1,54
50 0,495 0,497 0,23 0,487 1,76
55 0,497 0,498 0,16 0,488 1,90
60 0,498 0,499 0,10 0,488 1,99
0,5 A8
0.4
0.3

—&— Analitica

T(°C)

0.2 —&-MECdx=dy=0.Im dt=0.075s
o --B--MAEG-MECdx=dy=0.1m dt=0,075s
0.0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
t(s)

Figura 5.10 — Grafico dos resultados obtidos ca®remplo 2 comAx =

Ay =0,1m e At = 0,075 s. Esta figura representa os dados da Tabela 5.6.
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5.3.3. Exemplo 3

Este exemplo simula um problema bidimensional. Adogio inicial é
T(x,y,0) = 0.0°C em todo o dominio. As condi¢cdes de contorno sdemgeratura
unitaria T = 1.0 °C em todos os lados da regido como mostra a Figliia Simulacdes
com o método MAEG-MEC e o MEC foram também calcotad comparados com a
solucéo analitica apresentada por CARSLAW e JAEGERY, pagina 185), adaptada

para 2-D, assim apresentada:

16T, % (—1)m+m
T(xy.t) =T, — Z z
xy=T-—3 o Lameo Zn+ D2m + 1)

X cos[(2n + 1)mx/2a] X cos[(2m + 1)my/2b] (5.15)

x exp{(—am?t/4)[(2n + 1)?/a%? + (2m + 1)?/b?]}

Para este exemplo foram escolhidas trés simulgu@@s mostrar os resultados
obtidos: 1) O dominio foi discretizado cofix = Ay = 1,0 m e foi adotado um
At = 0,9 s. Os resultados estdo mostrados na Tabela 5.7rem@sentacdo grafica na
Figura 5.12. 2) O dominio foi discretizado cdm= Ay = 0,5 m e foi adotado um
At = 0,225 s para os dois métodos. 3) Com o dominio discretizzmmAx = Ay =
0,25m o MEC e o MAEG-MEC foram calculados coniAt = 0,06s. Nas trés
simulacdes foram realizadas interpolacdes linegega obter os pontos no tempo
adotados, os quais ndo sao multiplosAdadotado. Como no exemplo 2, observa-se
aqui que os resultados do MEC e do MAEG-MEC estiwergindo para os valores
obtidos com a solucdo analitica. O resultado du deis est4 exposto na Tabela 5.8, a
qual é representada graficamente pela Figura 5.b3resultado do item trés esta

exposto na Tabela 5.9, a qual é representada @raditte pela Figura 5.14.
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Figura 5.11 - Geometria e condi¢des de contornexeémplo 3.
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Tabela 5.7 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para
Ax = Ay =10m e At = 09s.

Analitica MEC MAEG-MEC
t(s) T(°C) T(°C) E(%) T(°C) E (%)
0 0,000 0,000 0,00 0,000 0,00
2 0,114 0,112 1,59 0,164 44,60
4 0,420 0,432 2,80 0,475 13,14
6 0,646 0,667 3,27 0,692 7,17
8 0,786 0,808 2,79 0,821 4,49
10 0,871 0,889 2,08 0,895 2,82
12 0,922 0,936 1,46 0,938 1,73
14 0,953 0,963 1,02 0,963 1,04
16 0,972 0,979 0,71 0,977 0,58
18 0,983 0,988 0,48 0,986 0,28
20 0,990 0,993 0,32 0,990 0,07

1.0

=)

—&— Analitica

T (P&

——MECdx=dy=10m dt=09s

-E--MAEG-MECdx=dy=10m dt=09s

)
(]
I
(=)
]
—
fas]
o

14 16 18 20

t(s)

Figura 5.12 — Resultado do exemplo 3 pata= Ay = 1,0m e At = 0,9s. Este

gréfico representa os dados da Tabela 5.7.
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Tabela 5.8 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para

Ax = Ay =0,5m e At=0,225s.

Analitica MEC MAEG-MEC
t(s) T(°C) T(°C)  E(%) T(°C)  E(%)
0 0,000 0,000 0,00 0,000 0,00
2 0,114 0,132 16,26 0,143 26,17
4 0,420 0,461 9,72 0,466 10,80
6 0,646 0,686 6,31 0,683 5,86
8 0,786 0,819 4,25 0,812 3,29
10 0,871 0,896 2,89 0,886 1,72
12 0,922 0,940 1,96 0,928 0,68
14 0,953 0,966 1,32 0,953 0,01
16 0,972 0,980 0,88 0,967 0,48
18 0,983 0,989 0,58 0,975 0,79
20 0,990 0,993 0,38 0,980 1,00
1.0 pig e
0.8 =
~ 06 o
U ’ /'/
2 4 —&— Solucdo Analitica
= 0.4 - 3 :
7/ —4—MECdx=dy=05m dt=0,225s
0,2 --Et- MAEG-MEC dx=dy=0.5m dt=0,225s
0.0 &
0 2 4 6 g 10 12 14 16 13 20

t(s)

Figura 5.13— Grafico do exemplo 3, apresentandiadss da Tabela 5.8.
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Tabela 5.9 — Temperatura e erros (E) relativosamigpcentral do dominio para
Ax = Ay = 0,25me At=0,06s.

Analitica

t(s) T(°C)
0 0,000
2 0,114
4 0,420
6 0,646
8 0,786
10 0,871
12 0,922
14 0,953
16 0,972
18 0,983
20 0,990

MEC MAEG-MEC
T(°C)  E(%) T(C)  E(%)
0,000 0,00 0,000 0,00

0,137 20,67 0,139 22,80
0,464 10,50 0,466 10,98

0,688 6,52 0,687 6,38
0,820 4,29 0,817 4,02
0,896 2,88 0,893 2,55
0,940 1,93 0,937 1,58
0,965 1,29 0,962 0,93
0,980 0,86 0,976 0,48
0,988 0,56 0,985 0,19
0,993 0,37 0,990 0,01

1,0

0.8

0.6

0.4

T(°C)

0.2

—5—Solucdo Analitica
—4—MECdx=dy=0,25m dt=0,06s

-B2- MAEG-MECdx=dy=0.25m dt=0.06s

t(s)

Figura 5.14— Temperatura no ponto central do danriniexemplo 3. Este gréfico

apresenta os dados da Tabela 5.9.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

Na presente tese desenvolveu-se um modelo de agimulde difusédo
através dos fendbmenos da conducédo de calor owcdamento de agua subterranea. Foi
proposto um modelo numérico bidimensional, com g&de qualquer. Este modelo
considera meios isotropicos e homogéneos.

Um algoritmo foi apresentado no qual as funcbesGdeen sdo obtidas
mediante uma discretizacdo espacial via Métodoeementos de Contorno — MEC, e
integracdo temporal através do Método de Aproximdeéplicita de Green — MAEG.
Em outros trabalhos deste género este método énileando ExGA - “Explicit Green
Approach”.

A verificacdo da técnica proposta baseou-se ngampdo dos resultados
obtidos com solucdes exatas conhecidas na litaragpecializada.

O MEC adotado caminha passo a passo no tempizantb valores do
potencial em alguns pontos do dominio, para podangar no tempo com potencial
inicial diferente de zero. Foi necessario adotée esocedimento para poder resolver
problemas com valores iniciais diferentes de zero o MAEG.

Muitas vezes 0s pesquisadores apresentam o ME® eom método
vantajoso em relagdo aos métodos conhecidos cavétaro dos Elementos Finitos —
MEF e o Método das Diferencas Finitas — MDF, portimeode que nele ndo é
necessario a discretizacdo do dominio. Observatgejae esta vantagem desaparece.

E importante citar que devido as caracteristicaprias do MEC muitas
implementagbes do programa tiveram sucesso dewdapeendizado obtido com o
MAEG-MEF, no trabalho que culminou no artigo MANSERal. (2009).

No MAEG, o potencial, que pode ser o campo depé&raiura em
problemas de conducdo de calor ou a carga hidéd@im problemas de aguas
subterraneas, é calculado explicitamente, no teatpavés da matriz de Green, a qual é

determinada neste trabalho pelo MEC.
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Verificou-se que existe muito tempo de processamgasto em calcular
matrizes independentes uma das outras. Isso favarexploracdo de processamento
em paralelo.

Outra caracteristica desse modelo € que as nwmtede calculadas
considerando somente o tipo de condicdo de cont@nodo seus valores, o que
favorece o estudo do comportamento de um sistenaadpgersos valores de potenciais
ou fluxos, ou mesmo de condicao inicial. O progrgode conter procedimentos de
memorizacao das matrizes, de forma que o calclés dé seja realizado uma vez, com
consequente economia de processamento.

Uma vez que a formulagéo proposta baseia-se walgéalas funcdes de
Green para um unico incremento de tempo foi vadféica estratégia de utilizacdo de
sub-passos no tempo. Verificou-se que o passo mpoiedo MEC para obter bons
resultados muitas vezes é grande, dificultandooadessub-passos no MAEG dentro do

limite de tempo transiente de alguns problemas.

Sugestdes para trabalhos futuros:

1) Paralelizag@o com respeito ao calculo das matrizes;

2) Verificar a possibilidade e/ou a vantagem da @gé&o de sub-malhas;

3) Visando estudar duas regides ou mais, com proglesddiferentes entre si,
mas homogéneas e isotropicas, pesquisar o acoptaeane elas usando o
MAEG-MEC x MAEG-MEC ou do MAEG-MEC x MEC. Esta saiio
permitiria, por exemplo, resolver problemas de sfaréncia de calor na
presenca de inclusdes situadas no interior do domin

4) Estudar a metodologia proposta para a equacaduggidiadveccao;

5) Verificar a possibilidade de uso de interpolact@® @olinbmios de ordem
superior, tal como a regra 1/3 de Simpson, que éedenda ordem, para
melhorar os resultados. A interpolacdo usada ntesta foi de variacao
linear, com o uso da regra do trapézio.

6) Calcular a matriz de Green com outros métodos nuooser O MEF
(MANSUR et al. (2009) , um método de integracaaititotempo/Laplace
(LOUREIROet al., 2009) e o MEC (presente tese) ja foram utilizado

7) Aplicacdo em problemas tridimensionais;
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8) Executar ensaios experimentais em conducdo de pal@ verificar as
respostas obtidas com simula¢gfes analiticas e maseA implementagcao
de estudos experimentais poderia permitir, em long@zo, um

conhecimento mais profundo da validade préaticandlodelos desenvolvidos.
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